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Resumen

En el siguiente trabajo se presenta el estudio realizado sobre la variación
de temperatura en una tubeŕıa por la cual circula un ĺıquido y bajo ciertas
condiciones de contorno.

Las técnicas utilizadas para llevar a cabo este estudio se enmarcan dentro
del campo de la Dinámica de Fluidos Computacional (CFD). La CFD es el
área del conocimiento que trata sobre la simulación numérica de flujos de
fluidos, transferencia de calor y fenómenos relacionados tales como reaccio-
nes qúımicas, combustión, aeroacústica, etc.[Kessler, M. 2016]. La CFD hace
uso de métodos de aproximación numérica para la resolución y el análisis
de problemas sobre el flujo de fluidos llevando a cabo una partición previa
del dominio en pequeños volúmenes discretos. Para el caso espećıfico en el
que se centra el estudio, utilizaremos el método de aproximación numérica
de volúmenes finitos. Por otra parte, cabe destacar que el uso de CFD ofre-
ce numerosas ventajas como son la predicción de las propiedades del fluido
con gran detalle en el dominio estudiado, ayuda al diseño y prototipaje y
soluciones rápidas evitando costosos experimentos, la obtención de una vi-
sualización y animación del proceso en términos de las variables del fluido
[Ruiz, M.M. 2018]. El objetivo de este trabajo es la simulación del problema
del transporte de calor sobre tubeŕıas mediante el método de volúmenes fi-
nitos, aplicado en un programa realizado en un software especializado en el
cómputo numérico (Scilab).

En este documento se recoge la fundamentación teórica de las técnicas
utilizadas, la implementación del programa y el análisis y discusión de los
resultados obtenidos.
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E. Gráficas 79
E.1. Efecto del espesor de la pared . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79

E.1.1. 0.001 m de espesor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80
E.1.2. 0.01 m de espesor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82
E.1.3. 0.1 m de espesor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84

E.2. Efecto de la velocidad media axial del flujo . . . . . . . . . . . 86
E.2.1. 0.001 m/s de velocidad medial axial del flujo . . . . . . 86
E.2.2. 0.005 m/s de velocidad medial axial del flujo . . . . . . 88
E.2.3. 0.01 m/s de velocidad medial axial del flujo . . . . . . 90

E.3. Efecto del cambio de fluido . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92
E.3.1. Agua . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93
E.3.2. Alcohol amı́lico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95

6
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3.6. Coordenadas ciĺındricas. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

3.7. Mallado axisimétrico 2D. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

3.8. Celdas interiores del mallado. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

3.9. Celdas outlet del mallado. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

3.10. Celdas inlet del mallado. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

3.11. Celdas pared inferior del mallado. . . . . . . . . . . . . . . . . 39

3.12. Celdas pared superior del mallado. . . . . . . . . . . . . . . . 40

3.13. Celdas de las esquinas del mallado. . . . . . . . . . . . . . . . 41

3.14. Reindexado del mallado. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

4.1. Variación de temperatura en los diferentes espesores . . . . . . 51

4.2. Variación de temperatura en las velocidades medias axiales del
flujo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

4.3. Variación de temperatura en los diferentes ĺıquidos . . . . . . 56
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8 CAPÍTULO 0. ÍNDICE DE FIGURAS

E.6. Mapa de temperaturasen oC con t=20000 s y espesor 0.01 m . 82
E.7. Mapa de temperaturas en oC con t=30000 s y espesor 0.01 m . 83
E.8. Mapa de temperaturas en oC con t=40000 s y espesor 0.01 m . 83
E.9. Mapa de temperaturas en oC con t=10000 s y espesor 0.1 m . 84
E.10.Mapa de temperaturas en oC con t=20000 s y espesor 0.1 m . 84
E.11.Mapa de temperaturas en oC con t=30000 s y espesor 0.1 m . 85
E.12.Mapa de temperaturas en oC con t=40000 s y espesor 0.1 m . 85
E.13.Mapa de temperaturas en oC con t=5000 s y uavg= 0.001 m/s 86
E.14.Mapa de temperaturas en oC con t=10000 s y uavg=0.001 m/s 87
E.15.Mapa de temperaturas en oC con t=15000 s y uavg=0.001 m/s 87
E.16.Mapa de temperaturas en oC con t=20000 s y uavg=0.001 m/s 88
E.17.Mapa de temperaturas en oC con t=5000 s y uavg=0.005 m/s . 88
E.18.Mapa de temperaturas en oC con t=10000 s y uavg=0.005 m/s 89
E.19.Mapa de temperaturas en oC con t=15000 s y uavg=0.005 m/s 89
E.20.Mapa de temperaturas en oC con t=20000 s y uavg=0.005 m/s 90
E.21.Mapa de temperaturas en oC con t=5000 s y uavg=0.01 m/s . 90
E.22.Mapa de temperaturas en oC con t=10000 s y uavg=0.01 m/s . 91
E.23.Mapa de temperaturas en oC con t=15000 s y uavg=0.01 m/s . 91
E.24.Mapa de temperaturas en oC con t=20000 s y uavg=0.01 m/s . 92
E.25.Mapa de temperaturas en oC para agua con t=2500 s . . . . . 93
E.26.Mapa de temperaturas en oC para agua con t=5000 s . . . . . 93
E.27.Mapa de temperaturas en oC para agua con t=7500 s . . . . . 94
E.28.Mapa de temperaturas en oC para agua con t=10000 s . . . . 94
E.29.Mapa de temperaturas en oC para alcohol amı́lico con t=2500 s 95
E.30.Mapa de temperaturas en oC para alcohol amı́lico con t=5000 s 95
E.31.Mapa de temperaturas en oC para alcohol amı́lico con t=7500 s 96
E.32.Mapa de temperaturas en oC para alcohol amı́lico con t=10000 s 96

8
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Caṕıtulo 1

Introducción

En este caṕıtulo se expone, por una parte, la ecuación de advección-
difusión, que es aquella que representa el transporte de propiedades f́ısicas o
qúımicas (tales como la enerǵıa, la materia y la cantidad de movimiento) en
un determinado dominio. Por otra parte, en una segunda sección, se introduce
el método de volúmenes finitos para su resolución numérica y los principales
motivos por los que se ha llevado a cabo su elección, frente a otros métodos
numéricos que existen para resolver los problemas de la mecánica de fluidos.

1.1. La ecuación de advección-difusión

La ecuación de advección-difusión describe el fenómeno f́ısico del trans-
porte por medio de dos tipos: transporte por difusión y transporte por advec-
ción (o conveccióni) [Van Slingerland, P. 2007]. Estas dos tipos de transporte
pueden definirse del siguiente modo:

• Transporte por difusión: la difusión es el proceso f́ısico por el cual se
produce propagación espontánea de la materia debido al movimiento
aleatorio de moléculas. En la Figura 1.1 se puede observar de manera
esquemática este proceso.

• Transporte por advección: la advección o convección es el transporte
de materia o propiedad debido al movimiento del fluido. La Figura 1.2
muestra un ejemplo de advección/convección representado mediante
fechas rojas.

iEn algunos textos se trata a la convección como a un mecanismo que engloba tanto a
la difusión como a la advección. En otras ocasiones se asocia a la convección únicamente
el fenómeno de advección vertical.
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CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

Figura 1.1: Proceso de difusión.

Figura 1.2: Proceso de convección natural.

De acuerdo con esta descripción f́ısica, podemos sintetizar en términos
generales la ecuación del transporte por advección-difusión.
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1.2. Método de volúmenes finitos

Definición 1.1.1. Se define la ecuación de advencción-difusión para un
modelo no estacionario y en diversas variables, como la ecuación en derivadas
parciales tal que verifica:

∂(ρφ)

∂t
+∇ · (ρφu) = ∇ · (Γ∇φ) + Sφ (1.1)

donde φ es la variable de interés (propiedad fisicoqúımica), Γ es el coefi-
ciente de difusión, ρ es la densidad del fluido y u es la velocidad del fluido a
lo largo del sistema.

Pasemos ahora a dar una breve descripción de cada uno de los términos
de la ecuación (1.1):

• ∂(ρφ)

∂t
expresa la variación de propiedad por unidad de tiempo. En el

caso estacionario, este término será nulo.

• ∇ · (ρφu) es el término advectivo.

• ∇·(Γ∇φ) es el incremento de la propiedad debido a la difusión y recibe
el nombre de término difusivo.

• Sφ es un generador o sumidero de propiedad y recibe el nombre de
término fuente .

Una vez se ha dado una interpretación f́ısica de la ecuación y se ha deta-
llado el papel de cada uno de sus términos, a continuación, se introducirá el
método de aproximación numérica utilizado a lo largo del estudio.

1.2. El método de volúmenes finitos

La ecuación (1.1) resulta ser un caso particular que deriva de las ecuacio-
nes generales de Navier-Stokes, [Boivin, S. et al. 1999]. La ecuación de advec-
ción-difusión es análoga al transporte de momento de un fluido newtoniano
incompresible [Gurtin et al. 2009]. Las soluciones anaĺıticas de las ecuacio-
nes de Navier-Stokes han sido desarrolladas sólo para flujos bajo condiciones
ideales y en geometŕıas simples. No obstante, para resolver problemas de la
mecánica de fluidos reales en geometŕıas complejas se hace imprescindibles
la utilización de métodos numéricos.

13



CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

Existen diversos métodos de aproximación numérica a la hora de resolver
este tipo de problemas. Uno de los más utilizados es el método de diferencias
finitas [Courant, R. et al. 1928]. En este método, se resuelve la ecuación en
derivadas parciales (EDP) directamente, aproximando sus derivadas parciales
sobre un conjunto de puntos interconectados en el dominio. El método basa su
argumento en que, si la EDP se resuelve con la suficiente precisión, la ley f́ısica
subyacente sobre la que se construye el método se satisface automáticamente.

En este caso, la metodoloǵıa con la que se pretende abordar el problema
es mediante la implementación del método de volúmenes finitos. A diferencia
del método descrito en el párrafo anterior, este método basa su argumento en
que se satisfaga la ley f́ısica subyacente a la EDP en los distintos volúmenes
de control. La solución obtenida mediante este método recibe el nombre de
solución débil de la EDP ii.

Uno de los primeros ejemplos de la aplicación de este último método, de
manera rigurosa y formal, aparece en [Harlow et al. 1965]. En él, se desarro-
lla el método de marcador y celda, que sirve para analizar problemas de flujo
en fluidos incompresibles en superficies libres. Cabe destacar también la gran
aportación de [McDonald, P.W. 1971] y [MacCormack et al. 1972] a la intro-
ducción e implementación del método en la dinámica de fluidos. En dichos
trabajos, se lleva a cabo la resolución de las ecuaciones de Euler dependientes
del tiempo en dos dimensiones espaciales por medio de este método, que fue
extendido posteriormente a tres dimensiones por [Rizzi et al. 1973].

Históricamente, el método de volúmenes finitos ha sido el preferido por
cient́ıficos e ingenieros que trabajan con la mecánica de fluidos. Si bien poste-
riormente ha aparecido el método de los elementos finitos, el cual ha resuelto
con éxito los desaf́ıos de la mecánica de fluidos, los problemas complejos re-
lacionados con flujos multifásicos, reactivos o fuertemente turbulentos sólo
se pueden resolver en la práctica mediante el método de volúmenes finitos
[Osses, J. 2016].Un aspecto importante en el método de volúmenes finitos es
que los principios de conservación de la masa, el momento y la enerǵıa, son
respetados por las ecuaciones discretas obtenidas a partir del método.

Aunque el trabajo se centra en la aplicación del método a un problema
de la dinámica de fluidos, cabe señalar que este método no se limita sólo a
problemas de esta ı́ndole.

De manera general el método consta de los siguientes pasos:

iiVéase la definición en: [Vázquez, M.Elena 2008], págs 55-56.
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1.2. Método de volúmenes finitos

1. Descomponer el dominio en volúmenes de control.

2. Formular las ecuaciones integrales de la conservación para cada volu-
men de control del dominio.

3. Aproximar numéricamente las diferentes ecuaciones integrales.

4. Aproximar los valores de las variables en las caras y las derivadas con
la información de las variables nodales.

5. Ensamblar y resolver el sistema algebraico obtenido.

Como se ha mencionado a lo largo de esta sección, existen diversos méto-
dos de aproximación numérica que permiten resolver problemas de la dinámi-
ca de fluidos. Para llevar a cabo el objetivo final del trabajo, se ha decidido
aplicar el método de volúmenes finitos por las numerosas ventajas que ofrece.
Entre ellas cabe destacar [Mazumder, S. 2015]:

• El método de volúmenes finitos emplea directamente las ecuaciones de
conservación en su forma integral. Discretiza las ecuaciones en cada uno
de los poliedros considerados en el dominio y la integral de superficie
es aproximada por la suma de los flujos que atraviesan cada una de
las caras del poliedro. Este último hecho implica que el método sea
puramente conservativo.

• La discretización espacial se lleva directamente a cabo en el espacio
f́ısico del problema y evita problemas de transformación en cambios de
coordenadas. Este hecho permite la utilización de mallas estructuradas
o no, lo que hace al método idóneo para la resolución de problemas de
flujo con geometŕıas complejas.

• A diferencia de otros métodos como el de diferencias finitas, en el méto-
do de volúmenes finitos se toman como punto de discretización los cen-
tros de las celdas y no los vértices. Esta consideración implica que en
ningún vértice de la malla se satisfacen las condiciones de contorno
directamente. Por ello, se toma la forma integral de la ecuación y se
hacen las aproximaciones sobre las caras de los volúmenes de control.

En la siguiente figura se pueden apreciar las diferencias de mallado
entre estos dos métodos: el método de diferencias finitas (a), donde
los puntos de discretizado se toman en los vértices de las celdas, y el
método de volúmenes finitos (b), donde los puntos de discretizado se
toman en el centroide de cada una de las celdas.
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CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

Figura 1.3: Diferencias de mallado entre métodos.

Aśı pues, existen diversos métodos de aproximación numérica que se apli-
can en la resolución de problemas de la dinámica de fluidos. Cada uno de
ellos tiene su propia metodoloǵıa particular, y actúa sobre la ecuación de
forma distinta. De este modo, la decisión de utilizar un determinado método
u otro dependerá del contexto del problema planteado.
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Caṕıtulo 2

Objetivos

En el siguiente caṕıtulo, se exponen los principales objetivos que se pre-
tenden alcanzar a lo largo del trabajo.

• Exponer de manera detallada y rigurosa la metodoloǵıa que sigue el
método de aproximación numérica de volúmenes finitos aplicado a la
ecuación de advección-difusión.

• Plantear el problema de advección y difusión en el campo de transporte
del calor no estacionario sobre un dominio y condiciones de contorno
determinados.

• Discretizar las ecuaciones obtenidas, teniendo en cuenta las premisas
consideradas y plasmadas en el planteamiento del problema.

• La realización de un ensamblado de las ecuaciones discretizadas me-
diante transformaciones lineales que permita obtener un sistema lineal.

• Elaborar un programa de simulación que permita reproducir el com-
portamiento del problema discretizado y llevar a cabo la resolución del
sistema lineal obtenido.

• Implementar el modelo en distintos escenarios mediante la ejecución
del programa realizado, variando diversos parámetros y/o variables del
problema.

• Comparar y analizar los distintos resultados obtenidos con tal de ob-
servar si se produce alguna variación significativa de le temperatura en
función del tiempo.
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Caṕıtulo 3

Aplicación del método de
volúmenes finitos a la ecuación

Con tal de llevar a cabo los objetivos del trabajo, a lo largo de este
caṕıtulo se realizará una descripción detallada y rigurosa de la aplicación del
método de volúmenes finitos, en este caso, sobre la ecuación de advección-
difusión. Una vez concluida esta tarea, en una segunda sección se planteará un
problema concreto sobre el transporte de propiedad fisicoqúımica en tubeŕıas.
Posteriormente en las dos últimas secciones se llevará a cabo la discretización
y ensamblado del sistema lineal resolviendo el problema planteado.

3.1. Metodoloǵıa

A lo largo del primer caṕıtulo se ha introducido el método de volúmenes
finitos, aśı como los pasos de los que se compone. En la siguiente sección
se proporcionarán las nociones y pasos a realizar, para llevar a cabo una
descripción rigurosa del método aplicado a la ecuación de advección-difusión.

Primeramente, se proporcionan las nociones relevantes a los volúmenes
control, volúmenes finitos o simplemente celdas:

Definición 3.1.1. Denominamos celdas al conjunto en el cual se divide el
dominio de la ecuación de advección-difusión.

Las superficies de discretización delimitantes de las celdas reciben el nom-
bre de caras de las celdas o simplemente caras. Los vértices de las celdas
reciben el nombre de nodos y los centroides geométricos reciben el nombre
de centro de las celdas.

Básicamente, existen dos tipos de mallado:
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CAPÍTULO 3. APLICACIÓN DEL MVF A LA ECUACIÓN

• Mallados estructurados: cada punto de la malla está ineqúıvocamente
identificado por los ı́ndices i, j, k en coordenadas cartesianas. Normal-
mente las celdas se toman:

• Poĺıgonos convexos en dos dimensiones.

• Poliedros en tres dimensiones.

Como resultado, si la superficie de delimitación es curva, se aproxima
mediante lados rectos o caras planas.

Usualmente, en este tipo de mallado, al centro de la celda sobre la cual
se pretende aplicar el método se denota por O, y el resto de centroides
de las celdas adyacentes reciben cada una las iniciales (en mayúscula)
respectivas a su posición cardinal con respecto a la celda de centroide
O. La notación de las caras de la celda sigue este mismo argumento
pero con letras minúsculas. La Figura 3.2 muestra de manera general
un mallado estructurado ortogonal (en coordenadas cartesianas) en dos
dimensiones espaciales.

Figura 3.1: Mallado ortogonal estructurado en dos dimensiones espaciales.

De este modo, si se consideran M subdivisiones iguales de la altura
H, se tendrán j ∈ {1, 2, · · · ,MC = M − 1} nodos respecto del eje y.
Análogamente, para la longitud L si se consideran N subdivisiones, se
tienen i ∈ {1, 2, ·, NC = N−1} nodos respecto al eje x. De esta manera

20



3.1. Metodoloǵıa

se obtiene una mallado con NC ×MC celdas, numeradas conforme se
aprecia en la figura.

• Mallados no estructurados: las celdas y los nodos de la malla no tienen
un orden particular, es decir, los celdas o nodos cercanos a uno dado
no pueden identificarse directamente por sus ı́ndices.

Figura 3.2: Mallado tetrahédrico no estructurado en dos dimensiones espa-
ciales.

Una vez descritos los volúmenes de control, podemos pasar a la resolu-
ción de la ecuación de advección-difusión. Retomando la ecuación (1.1) e
integrando sobre los volúmenes de control Vi tenemos:∫

Vi

(
∂(ρφ)

∂t
+∇ · (ρφu)

)
dV =

∫
Vi

(∇ · (Γ∇φ) + Sφ) dV ⇒

⇒
∫
Vi

(
∂(ρφ)

∂t

)
dV +

∫
Vi

(∇ · (ρφu)) dV =∫
Vi

(∇ · (Γ∇φ)) dV +

∫
Vi

(Sφ) dV. (3.1)

Aplicando el Teorema de la divergencia de Gaussi sobre la ecuación
(3.1) resulta:

∫
Vi

(
∂(ρφ)

∂t

)
dV +

∫
Si

(ρφu) · n̂dS =

∫
Si

(Γ∇φ) · n̂dS +

∫
Vi

(Sφ) dV (3.2)

iVer Apéndice A.
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De este modo, se pasa de integrar los términos difusivos y advectivos de
la ecuación sobre los diferentes volúmenes, a hacerlo sobre las caras de las
celdas.

Aplicando el Teorema del valor medioii en el término fuente de la
ecuación (3.2), podemos simplificar asumiendo que el valor medio de Sφ en Vi
es el mismo que el de Sφ evaluado en el centroide de la celda i, se obteniéndose
la siguiente igualdad:

∫
Vi

(
∂(ρφ)

∂t

)
dV +

∫
Si

(ρφu) · n̂dS =

∫
Si

(Γ∇φ) · n̂dS + SiVi. (3.3)

Asimismo, modificando el primer término de la izquierda de la igualdad
para obtener la tasa de cambio del flujo total de la propiedad φ en el volumen
de control:

∂

∂t

(∫
Vi

(ρφ)dV

)
+

∫
Si

(ρφu) · n̂dS =

∫
Si

(Γ∇φ) · n̂dS + SiVi. (3.4)

De este modo, se obtiene una expresión que conserva una propiedad del
flujo para un volumen de control de tamaño finito.

Una vez integrada la ecuación sobre los distintos volúmenes de control
como se ha indicado, el paso siguiente consiste en obtener una ecuación dis-
cretizada evaluada en los valores centrales de dicho volumen. Una vez obteni-
das las ecuaciones discretizadas evaluadas en estos puntos, queda un sistema
lineal. Este sistema se puede resolver de manera matricial, y de este modo se
obtienen los distintos valores de la propiedad φ en función de los volúmenes
de control.

Para reforzar los contenidos vistos hasta el momento, veamos a conti-
nuación un sencillo ejemplo del método en una dimensión, estacionario en el
tiempo y sin término fuente, [Versteeg et al. 1995].

Ejemplo 3.1.1. Consideramos un problema sobre el transporte de calor en
una barra aislada, donde sus extremos se mantienen a temperatura constante
de 100oC y 500oC, como se muestra en la Figura 3.3 que tiene por ecuación:

∂

∂x

(
k
∂T

∂x

)
= 0 (3.5)
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3.1. Metodoloǵıa

Figura 3.3: Ejemplo.

Se pretende calcular la distribución de temperatura a lo largo de la barra
con conductividad térmica k = 1000W/(m ·K) y sección A = 10−2 m2.

Solución:

1. Descomposición del dominio en volúmenes de control.

Se consideran 5 volúmenes de control igualmente espaciados, δx =
0,5/5 = 0,1 m. De este modo, se obtiene un mallado estructurado,
donde los distintos centros de las celdas aparecen ordenados a lo largo
de la barra.

Figura 3.4: Mallado del ejemplo.

Con tal de obtener una mejor apreciación de los centros de las celdas
y caras en una dimensión espacial, la Figura 3.5 muestra las caras
(representadas por letras w y e) e incrementos espaciales alrededor de
un punto central general O y sus adyacentes W y E .

iiVer Apéndice A.
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Figura 3.5: Esquema de los centros de las celdas y caras en una dimensión
espacial.

2. Formular las ecuaciones integrales de la conservación para cada volu-
men de control del dominio.

Integramos sobre los volúmenes de control de manera general la ecua-
ción (3.5), y posteriormente consideraremos los diferentes casos.

∫
Vi

∂

∂x

(
k
∂T

∂x

)
dV = 0

3. Aproximar numéricamente las diferentes ecuaciones integrales.

Aplicamos el Teorema de la divergencia de Gaussiii y se tiene:

∫
A

(
k
∂T

∂x

)
· n̂dA = 0

Como se considera el caso en una única variable espacial, la integral
obtenida se aproxima sobre los valores de las variables en las caras este
(e) y oeste (w) del nodo O.(

kA
∂T

∂x

)
e

−
(
kA

∂T

∂x

)
w

= 0

4. Aproximar los valores de las variables en las caras y las derivadas con
la información de las variables nodales.

Para calcular los gradientes (y flujos) en las caras del volumen de control
utilizamos aproximaciones lineales como son las diferencias centradas.

iiiVéase Apéndice A.
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3.1. Metodoloǵıa

Para una malla uniforme como la del ejemplo, los valores interpolados
para ke y kw quedan:

kw =
kW + kO

2

ke =
kO + kE

2

Y los términos difusivos quedan:

(
kA

∂T

∂x

)
e

−
(
kA

∂T

∂x

)
w

= keAe

(
TE − TO
δxOE

)
− kwAw

(
TO − TW
δxWO

)
(3.6)

Reescribiendo la ecuación (3.6) se obtiene la temperatura en cada nodo
central junto con los coeficientes que la acompañan como se muestra a
continuación:(

ke
δxOE

Ae +
kw

δxWO

Aw

)
TO =

(
kw

δxWO

Aw

)
TW +

(
ke

δxOE
Ae

)
TE

Para este problema concreto se tiene que la conductividad térmica, el
espaciado de nodos (δx) y el área son constantes, y por tanto, k = ke =
kw, δxOE = δxWO = δx y A = Ae = Aw. De este modo las ecuaciones
discretizadas quedan:

• Para los centros del interior de la malla ( centros 2, 3 y 4).(
k

δx
A+

k

δx
A

)
TO =

(
k

δx
A

)
TW +

(
k

δx
A

)
TE

• Para el centro 1.

Hay que tener especial atención con este centro. Prestando aten-
ción a la Figura 3.4, se puede ver que corresponde a la celda que
limita con las condiciones de contorno. En este caso la ecuación
(3.6) queda:

kA

(
TE − TO
δx

)
− kA

(
TO − TA
δx/2

)
= 0

Esta expresión muestra que el flujo a través del volumen de control
está en el contorno A. Se ha aproximado asumiendo una relación
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lineal entre las temperaturas en el punto de contorno A y el centro
O. Reescribiendo la ecuación se obtiene:

(
k

δx
A+

2k

δx
A

)
TO =

(
k

δx
A

)
TE +

(
2k

δx
A

)
TA

• Para el centro 5.

Observando la Figura 3.4 se tiene que este caso es similar al del
nodo 1, sólo que en el lado opuesto de la barra. Por tanto, ahora
se aproximará la ecuación asumiendo una relación lineal entre las
temperaturas en los centros B y O:

kA

(
TB − TO
δx/2

)
− kA

(
TO − TW

δx

)
= 0

Reescribiendo la ecuación como en los casos anteriores, se tiene:

(
k

δx
A+

2k

δx
A

)
TO =

(
k

δx
A

)
TW +

(
2k

δx
A

)
TB

5. Ensamblar y resolver el sistema algebraico obtenido.

De manera general, se puede considerar la ecuación discretizada obteni-
da para cada celda en el paso anterior mediante la siguiente expresión:

aOTO = aWTW + aETE + Su

donde ai son los coeficientes que acompañan a la temperatura del centro
de la celda i, Ti con i ∈ {O,W,E}. En la Tabla 3.1 se muestra de
forma esquemática el valor obtenido para cada coeficiente y la relación
que verifica el coeficiente aO. Cabe notar que los términos Su y SO
son la forma lineal por la que se aproxima el término fuente (SiVi =
Su + SOTO).
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3.2. Planteamiento del problema

Nodo aW aE Su SO aO = aW + aE − SP

1 0 kA
δx

2kA
δx
TA −2kA

δx
kA
δx

+ 2kA
δx

2 kA
δx

kA
δx

0 0 kA
δx

+ kA
δx

3 kA
δx

kA
δx

0 0 kA
δx

+ kA
δx

4 kA
δx

kA
δx

0 0 kA
δx

+ kA
δx

5 kA
δx

0 2kA
δx
TB −2kA

δx
kA
δx

+ 2kA
δx

Tabla 3.1: Tabla coeficientes del ejemplo.

De manera matricial, se tiene que el sistema queda:


aO1 −aE1 0 0 0
−aW2 aO2 −aE2 0 0

0 −aW3 aO3 −aE3 0
0 0 −aW4 aO4 −aE4

0 0 0 −aW5 aO5




T1
T2
T3
T4
T5

 =


Su1
Su2
Su3
Su4
Su5


Substituyendo los datos proporcionados en el problema (k = 1000, A =
10 · 10−3, TA = 100 y TB = 200) y resolviéndolo queda:

T1 = 140oC, T2 = 220oC, T3 = 300oC, T4 = 380oC, T5 = 460oC.

Por tanto, la aplicación del método y las resultantes ecuaciones linea-
les obtenidas lo que proporcionan es la distribución de temperatura en un
sistema estacionario bajo las condiciones del problema.

3.2. Planteamiento del problema

En la siguiente sección, se planteará el problema del transporte de propie-
dad sobre tubeŕıas en dos dimensiones espaciales y dependiente del tiempo,
bajo ciertas condiciones de contorno. Con tal de aplicar el método de volúme-
nes finitos a este problema, en la sección se dará una descripción detallada del
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mallado considerado. Por último, se aplicará la forma integral a la ecuación
del transporte sobre las variables correspondientes.

Se considera el problema de difusión y advección en el campo de transpor-
te de la enerǵıa. El problema consiste en el enfriamiento de un tubo ciĺındrico
mediante la pérdida de calor a través de su pared exterior. El objetivo es en-
contrar la distribución de temperatura en el tubo en función del tiempo y
del espacio.

Como el dominio sobre el cual se quiere aplicar el método es un cilindro, a
la hora de realizar el mallado en este tipo de geometŕıas se utilizan coordena-
das ciĺındricas. Este tipo de coordenadas tiene tres variables independientes
tal y como se muestra en la Figura 3.6, donde r representa la componente
radial, θ la componente angular y z la componente axial.

Figura 3.6: Coordenadas ciĺındricas.

En el planteamiento del problema se considera que existe simetŕıa angular,
es decir, la variación de propiedad con respecto a la componente angular es
nula. Para los casos en que la variación de propiedad en la dirección de la
variable angular es nula o despreciable como es el caso, el problema se reduce
al llamado problema axisimétrico en 2D. Por tanto, las ecuaciones a
discretizar y su forma integral quedan definidas en función de las variables r
y z. En la siguiente figura se observa un ejemplo de mallado en un problema
axisimétrico en 2D, el cual representa una tubeŕıa.
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3.2. Planteamiento del problema

Figura 3.7: Mallado axisimétrico 2D.

En la Figura 3.7 se representa el mallado del problema considerado: el
radio interior de la tubeŕıa r0, el espesor de la pared de la tubeŕıa rtub y su
longitud L. Se ha decidido dividir el radio total del cilindro en dos partes
para realizar un refinamiento más fino de la malla sobre la parte sólida del
cilindro. Como consecuencia, se tendrán dos incrementos radiales diferentes:
∆r para el mallado en r0 y ∆rtub para rtub.

Por otra parte, en el problema se asumen las siguientes consideraciones:

1. La propiedad f́ısica que se transporta en esta caso es la enerǵıa, y las
magnitudes f́ısicas (ρ, κ, cp, · · · ) se consideran constantes, aunque no
iguales, en las dos zonas diferenciadas en el mallado del cilindro, en
consecuencia la ecuación (1.1) se rescribe:

∂φ

∂t
+∇ · (φu) = ∇ · (α∇φ) + Sφ (3.7)

donde φ es la temperatura y α =
κ

ρ · cp
es el coeficiente de difusividad

térmica, donde κ es la conductividad térmica, ρ la densidad y cp el calor
espećıfico, [Patankar S.V. 1980].

2. El valor de φ a la entrada se toma como un valor fijo φ(z, r, t = 0) = φin.
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3. A la salida se considera que
∂φ

∂z

∣∣∣
z=L

= 0. A estas condiciones se las

conoce como condiciones de flujo libre o abiertas. Se asume que la
longitud de la tubeŕıa es suficientemente larga para que cuando z = L
el valor de φ no dependa de z.

4. Sobre la pared exterior del cilindro se tiene la condición de contorno
φ(z = L, r, t) = φext, donde φext será el valor de la propiedad φ en el
exterior la tubeŕıa.

5. Las condiciones de contorno en el eje de simetŕıa vienen impuestas
impĺıcitamente en la discretización cuando r = 0.

6. El problema consta de un flujo axial completamente desarrolladoiv,es
decir, el perfil de velocidades es independiente de z. Asimismo, el perfil
radial de velocidad axial se escribe como:

u(r) = 2uavg

[
1−

(
r

r0

)2
]

(3.8)

Notar que uavg es la velocidad axial media del flujo a través del tubo.
El perfil de velocidad axial solo se considerará en la parte del dominio por
donde circula el fluido. En la parte sólida del tubo no hay perfil de velocidad
de ningún tipo, por lo que el transporte de enerǵıa se produce únicamente
por difusión térmica.

La ecuación del transporte de propiedad (3.7) en coordenadas ciĺındricas
y con simetŕıa axial, se reduce a la siguiente expresión:

∂φ

∂t
+

1

r

∂

∂r

(
−rα∂φ

∂r

)
+

∂

∂z

(
uφ− α∂φ

∂z

)
= 0 (3.9)

De manera general, se integra la ecuación sobre un volumen de control :∫
V

[
∂φ

∂t
+

1

r

∂

∂r

(
−rα∂φ

∂r

)
+

∂

∂z

(
uφ− α∂φ

∂z

)]
dV = 0 =⇒

∫
V

∂φ

∂t
dV +

∫
V

1

r

∂

∂r

(
−rα∂φ

∂r

)
dV +

∫
V

∂

∂z

(
uφ− α∂φ

∂z

)
dV = 0

ivSe dice que el fluido es completamente desarrollado cuando el perfil de velocidades del
flujo deja de cambiar en la dirección del flujo. [Dulhoste, J.F. 1991]
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Como se ha descrito en la metodoloǵıa del método (Sección 3.1) en el si-
guiente paso se ha de aplicar el Teorema de la divergencia de Gauss, A.0.1. En
la sección anterior, se ha aplicado dicho teorema sobre mallados en coorde-
nadas cartesianas. Por el contrario, ahora se tiene un problema axisimétrico
en 2D y las variables sobre las que se trabaja están descritas en coordena-
das ciĺındricas. De este modo, el diferencial del volumen se reescribe como:
dV = rdrdzdθ. Al tratarse de un problema axisimétrico, se tiene que el di-
ferencial no depende de θ, deduciéndose fácilmente que: dV = 2πrdrdz. De
este modo, se tiene que la ecuación intregrada sobre las caras de las celdas
resulta:

∫ n

s

∫ e

w

(
∂φ

∂t

)
2πrdrdz +

∫ n

s

∫ e

w

1

r

∂

∂r

(
−rα∂φ

∂r

)
2πrdrdz+

+

∫ n

s

∫ e

w

∂

∂z

(
uφ− α∂φ

∂z

)
2πrdrdz = 0 (3.10)

Como el problema planteado no es estacionario, es necesario integrar la
ecuación con respecto de la variable temporal. Si se considera que los nodos
temporales están equiespaciados, de manera recursiva se tiene:

tn = n∆t,

donde ∆t el incremento de tiempo en cada paso y n el ı́ndice del instante de
tiempo. El valor de n representa el número de pasos de tiempo que se han
llevado a cabo.

De forma general se puede expresar el tiempo (con nodos temporales
equiespaciados o no) al cabo de n+ 1 pasos como:

tn+1 = tn + (∆t)n

Donde (∆t)n expresa el paso de tiempo entre el instante n y el n+ 1.

Integrando la ecuación (3.10) respecto de la variable temporal y poste-
riormente simplificando se tiene:

∫ tn+1

tn

[∫ n

s

∫ e

w

(
∂φ

∂t

)
2πrdrdz

]
dt+

∫ tn+1

tn

[∫ n

s

∫ e

w

1

r

∂

∂r

(
−rα∂φ

∂r

)
2πrdrdz

]
dt+

+

∫ tn+1

tn

[∫ n

s

∫ e

w

∂

∂z

(
uφ− α∂φ

∂z

)
2πrdrdz

]
dt = 0 =⇒

(3.11)
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Término I︷ ︸︸ ︷∫ tn+1

tn

[∫ n

s

∫ e

w

(
∂φ

∂t

)
rdrdz

]
dt+

Término II︷ ︸︸ ︷∫ tn+1

tn

[∫ n

s

∫ e

w

∂

∂r

(
−rα∂φ

∂r

)
drdz

]
dt+

+

Término III︷ ︸︸ ︷∫ tn+1

tn

[∫ n

s

∫ e

w

∂

∂z

(
uφ− α∂φ

∂z

)
rdrdz

]
dt = 0

(3.12)

A continuación se reordenan las integrales con tal de simplificar la ecua-
ción:

• Término I

∫ tn+1

tn

[∫ n

s

∫ e

w

(
∂φ

∂t

)
rdrdz

]
dt =∫ tn+1

tn

(
∂φ

∂t

)[∫ n

s

∫ e

w
rdrdz

]
dt =

∆z
r2n − r2s

2

∫ tn+1

tn

(
∂φ

∂t

)
dt (3.13)

• Término II

∫ tn+1

tn

[∫ n

s

∫ e

w

∂

∂r

(
−rα∂φ

∂r

)
drdz

]
dt =∫ tn+1

tn

[∫ e

w

([
−rα∂φ

∂r

]
n

−
[
−rα∂φ

∂r

]
s

)
dz

]
dt =

∆z

∫ tn+1

tn

([
−rα∂φ

∂r

]
n

−
[
−rα∂φ

∂r

]
s

)
dt (3.14)

• Término III

∫ tn+1

tn

[∫ n

s

∫ e

w

∂

∂z

(
uφ− α∂φ

∂z

)
rdrdz

]
dt =∫ tn+1

tn

[∫ n

s

([
uφ− α∂φ

∂z

]
e

−
[
uφ− α∂φ

∂z

]
w

)
rdr

]
dt =

r2n − r2s
2

∫ tn+1

tn

([
uφ− α∂φ

∂z

]
e

−
[
uφ− α∂φ

∂z

]
w

)
dt (3.15)
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Cuando se considere un mallado uniforme sobre el dominio, el coeficiente
(r2n − r2s)/2 = (rn − rs)(rn + rs)/2 queda reducido a rO∆rj, donde rj denota
el radio del centro de la celda y ∆rj el incremento radial en la celda (i, j).
De este modo, el radio en las caras se puede expresar en función del radio en
el centro de la celda:

rn = rO +
∆rj

2
, rs = rO −

∆rj
2

(3.16)

Con tal de simplificar la notación, como el radio en el centro O sólo
depende de la componente radial se denotará por rj. Y por tanto (3.16)
queda:

rn = rj +
∆rj

2
, rs = rj −

∆rj
2

(3.17)

3.3. Discretización

En la siguiente sección se procede a discretizar la ecuación obtenida a
partir de la fórmula integral sobre los distintos volúmenes. Se describirá con
detalle la aproximación realizada para cada tipo de celda del mallado.

Primeramente ha de llevarse a cabo la discretización de los flujos, te-
niendo en cuenta que los flujos difusivos siguen la dirección del gradiente
de la variable dependiente y, por el contrario, los flujos advectivos siguen la
dirección del flujo.

Para llevar a cabo las distintas aproximaciones sobre los términos advec-
tivos, se aplicará el método Upwind de primer ordenv. Este método toma
nota de la dirección del flujo a la hora de determinar la aproximación en una
cara de la celda: el valor advectivo de φ en la cara de una celda es tomado de
manera que sea igual al del nodo contiguo. En lo que procede de trabajo, se
considera que la masa se conserva y que el flujo es positivo, es decir, ρu > 0.

Por otra parte, observando la expresión obtenida para la velocidad en
(3.8), se observa que está expresada en función de la componente radial. En
lo sucesivo, con tal de simplificar la notación, u(r) se denota por uj

vi.

Asimismo, se considera que el coeficiente de difusividad térmica α solo
vaŕıa en función de la zona de la tubeŕıa considerada. De este modo, se

vVer Apéndice B, Sección B.1.
viEn la zona sólida (rtub), su valor es 0.
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considera un valor constante de α a lo largo del radio interno de la tubeŕıa,
α0, y otro valor constante del coeficiente de difusividad térmica, también
constante, en la zona correspondiente al espesor de la tubeŕıa, αtub.

Aśı pues, la ecuación (3.15), aplicando las ecuaciones del esquema Upwind
(B.1) y (B.2) queda:

r2n − r2s
2

∫ tn+1

tn

([
ujφi,j − αj

∂φ

∂z

∣∣∣
e

]
−
[
ujφi−1,j − αj

∂φ

∂z

∣∣∣
w

])
dt (3.18)

Posteriormente, se aplicarán las aproximaciones correspondientes a las
caras de las celdas en los ĺımites del dominio como se muestra en el Apéndice
B, Sección B.1.

A la hora de discretizar la derivada parcial de la propiedad con respec-
to al tiempo se hará servir el método de Euler hacia atrás o impĺıcitovii.
Aplicándolo a la ecuación (3.13) obtenida en el Término I, se tiene:

∆z
r2n − r2s

2

(
φi,j,n+1 − φi,j,n

∆t

)
(3.19)

Al aplicar este método sobre la variable temporal, se tiene que el resto
de términos que forman la ecuación (3.12) quedan evaluados en el instante
n + 1. Otro dato a destacar a la hora de discretizar la ecuación sobre las
distintas celdas, es que se asumirá que se verifica (3.17).

A continuación, se procede a la discretización de la ecuación (3.12) en
función de las celdas del mallado. Para ello, se toman de forma genérica: N
particiones del segmento L, M particiones del segmento r0 y Q particiones
sobre el segmento rtub (Figura 3.7).

Como consecuencia, se tiene que respecto del eje axial i = 1, 2, · · · , Nc con
Nc = N−1 celdas, y respecto al eje radial j = 1, 2, · · · ,Mc,Mc+1, · · · ,Mc+
Qc celdas, con Mc = M − 1 y Qc = Q − 1. Aśı pues, se tendrá un mallado
con (M +Q− 2)× (N − 1) celdas.

Recopilando todo lo obtenido hasta ahora, a partir de las ecuaciones
(3.12), (3.18) y (3.19) se tiene de manera general:

viiVer Apéndice B, Sección B.3
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rj∆z∆rj

[
φi,j,n+1 − φi,j,n

∆t

]
+ ∆z

([
−rnαj

∂φn+1

∂r

∣∣∣
n

]
−
[
−rsαj

∂φn+1

∂r

∣∣∣
s

])
+rj∆rj

([
ujφi,j,n+1 − αj

∂φn+1

∂z

∣∣∣
e

]
−
[
ujφi−1,j,n+1 − αj

∂φn+1

∂z

∣∣∣
w

])
= 0

(3.20)

3.3.1. Celdas interiores

Estas son las celdas cuyos sub́ındices toman los valores:

2 ≤ i ≤ Nc, 2 ≤ j ≤Mc +Qc − 2

.

Figura 3.8: Celdas interiores del mallado.

En las celdas interiores del mallado no se tiene ninguna condición de
contorno. Por tanto, se puede aproximar el flujo en las distintas caras de las
celdas mediante el método Upwind de primer orden descrito en el Apéndice
B. Como consecuencia, se reescribe la ecuación (3.20) y se tiene:

rj∆z∆rj

[
φi,j,n+1 − φi,j,n

∆t

]

+∆z

([
−rnαj

(
φi,j+1,n+1 − φi,j,n+1

∆rj

)]
+

[
rsαj

(
φi,j,n+1 − φi,j−1,n+1

∆rj

)])

+rj∆rj

[
ujφi,j,n+1 − αj

(
φi+1,j,n+1 − φi,j,n+1

∆z

)]
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− rj∆rj
[
ujφi−1,j,n+1 − αj

(
φi,j,n+1 − φi−1,j,n+1

∆z

)]
= 0 (3.21)

Reordenando la ecuación:

(
rj∆rj∆z

∆t
+ αj(rn + rs)

∆z

∆rj
+ ujrj∆rj + 2αjrj

∆rj
∆z

)
φi,j,n+1

−
(
αjrj

∆rj
∆z

)
φi+1,j,n+1 −

(
ujrj∆rj + αjrj

∆rj
∆z

)
φi−1,j,n+1

−
(
αjrn

∆z

∆rj

)
φi,j+1,n+1−

(
αjrs

∆z

∆rj

)
φi,j−1,n+1 =

(
rj∆rj∆z

∆t

)
φi,j,n (3.22)

3.3.2. Celdas de salida

Estas son las celdas cuyos sub́ındices toman los valores:

i = Nc, 2 ≤ j ≤Mc +Qc − 2

Figura 3.9: Celdas outlet del mallado.

Para estas celdas, se considera que el flujo difusivo es cero sobre la cara

este, i.e.,
∂φ

∂z

∣∣∣
e
= 0 (condición de contorno tipo Neumann). Sobre el resto de

caras se aplica el método Upwind de primer orden descrito en el Apéndice
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B. Como consecuencia, la ecuación (3.20) queda expresada de la siguiente
manera.

rj∆z∆rj

[
φi,j,n+1 − φi,j,n

∆t

]

+∆z

([
−rnαj

(
φi,j+1,n+1 − φi,j,n+1

∆rj

)]
+

[
rsαj

(
φi,j,n+1 − φi,j−1,n+1

∆rj

)])

+ rj∆rjujφi,j,n+1 − rj∆rj
[
ujφi−1,j,n+1 − αj

(
φi,j,n+1 − φi−1,j,n+1

∆z

)]
= 0 (3.23)

Finalmente, reordenando la ecuación se tiene:(
rj∆rj∆z

∆t
+ αj(rn + rs)

∆z

∆rj
+ ujrj∆rj + αjrj

∆rj
∆z

)
φi,j,n+1

−
(
ujrj∆rj + αjrj

∆rj
∆z

)
φi−1,j,n+1 −

(
αjrn

∆z

∆rj

)
φi,j+1,n+1

−
(
αjrs

∆z

∆rj

)
φi,j−1,n+1 =

(
rj∆rj∆z

∆t

)
φi,j,n (3.24)

3.3.3. Celdas de entrada

Estas son las celdas cuyos sub́ındices toman los valores:

i = 1, 2 ≤ j ≤Mc +Qc − 2

Figura 3.10: Celdas inlet del mallado.
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En estas celdas se considera que el valor de la variable dependiente, φ, se
impone a la entrada de la tubeŕıa, i.e., φ(z = 0, r, t) = φin. Se está por tanto
ante una condición de contorno de tipo Dirichletviii.

A la hora de aproximar el flujo sobre la cara oeste de las celdas, se deberá
hacer uso de la ecuación (B.9). Para el resto de las caras, se aplicará el método
Upwind de primer orden sobre el flujo, como se muestra en el Apéndice B.
De este modo, la ecuación (3.20) queda:

rj∆z∆rj

[
φi,j,n+1 − φi,j,n

∆t

]

+∆z

([
−rnαj

(
φi,j+1,n+1 − φi,j,n+1

∆rj

)]
+

[
rsαj

(
φi,j,n+1 − φi,j−1,n+1

∆rj

)])

+rj∆rj

[
ujφi,j,n+1 − αj

(
φi+1,j,n+1 − φi,j,n+1

∆z

)]

− rj∆rj
[
ujφin − αj

(
9φO − φE − 8φin

3∆x

)]
= 0 (3.25)

Finalmente, después de reordenar la ecuación, se llega a:

(
rj∆rj∆z

∆t
+ αj(rn + rs)

∆z

∆rj
+ ujrj∆rj + 4αjrj

∆rj
∆z

)
φi,j,n+1

−
(

4

3
αjrj

∆rj
∆z

)
φi+1,j,n+1 −

(
αjrn

∆z

∆rj

)
φi,j+1,n+1

−
(
αjrs

∆z

∆rj

)
φi,j−1,n+1 =

(
ujrj∆rj +

8

3
αjrj

∆r

∆z

)
φin +

(
rj∆rj∆z

∆t

)
φi,j,n

(3.26)

3.3.4. Celdas pared inferior

Estas son las celdas cuyos sub́ındices toman los valores:

2 ≤ i ≤ Nc, j = 1

viiiVéase la definición en: [Arendt, W. et al. 2003]
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Figura 3.11: Celdas pared inferior del mallado.

Antes de aproximar el flujo en las diferentes caras de las celdas, ha de
tenerse en cuenta que:

1. Las celdas están sobre el eje de simetŕıa, y por tanto, rs = 0 en todas
ellas.

2. Todas las celdas están situadas en la parte no sólida del cilindro. Es-
to quiere decir que, han de tomarse los correspondientes incrementos
axiales, ∆r, y el coeficiente de difusividad como α = α0.

Aplicando sobre la ecuación (3.20) el método Upwind de primer orden sobre
las diversas caras de las celdas, como se especifica en el Apéndice B, se tiene:

rj∆z∆r

[
φi,j,n+1 − φi,j,n

∆t

]
+ ∆z

[
−rnα

(
φi,j+1,n+1 − φi,j,n+1

∆r

)]
+rj∆r

[
ujφi,j,n+1 − α

(
φi+1,j,n+1 − φi,j,n+1

∆z

)]
− rj∆r

[
ujφi−1,j,n+1 − α

(
φi,j,n+1 − φi−1,j,n+1

∆z

)]
= 0 (3.27)

Una vez se reordena la ecuación, se obtiene:(
rj∆r∆z

∆t
+ αrn

∆z

∆r
+ ujrj∆r + 2αrj

∆r

∆z

)
φi,j,n+1

−
(
αrj

∆r

∆z

)
φi+1,j,n+1 −

(
ujrj∆r + αrj

∆r

∆z

)
φi−1,j,n+1

−
(
αrn

∆z

∆r

)
φi,j+1,n+1 =

(
rj∆r∆z

∆t

)
φi,j,n (3.28)
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3.3.5. Celdas pared superior

Estas son las celdas cuyos sub́ındices toman los valores:

2 ≤ i ≤ Nc − 1, j = Mc +Qc

Figura 3.12: Celdas pared superior del mallado.

Para aproximar la ecuación en las celdas adyacentes a la pared superior
del cilindro, ha de tenerse en cuenta que:

1. Se tiene la condición de contorno φ(z = L, r, t) = φext. Por tanto, se
está ante una condición de contorno de tipo Dirichlet.

Para aproximar el flujo en la cara norte de las celdas haremos uso de
la fórmula (B.12) obtenida en el Apéndice B.

2. Estas celdas se sitúan en la parte sólida del cilindro, donde el mallado
consta un refinamiento más fino. Como consecuencia, en la ecuación
(3.20), la velocidad será nula y el incremento respecto de la componente
axial será en todas ellas ∆rtub.

3. Se considera α, como el coeficiente de difusión correspondiente a la
parte sólida del cilindro, i.e., α = αtub.

Teniendo en cuenta estas premisas y aplicando el método Upwind de
primer orden sobre el flujo en las caras este, oeste y sur, la ecuación (3.20)
queda:

rj∆z∆rtub

[
φi,j,n+1 − φi,j,n

∆t

]
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+∆z

([
−rnα

(
9φi,j,n+1 − φi,j−1,n+1 − 8φext

3∆rtub

)]
+

[
rsα

(
φi,j,n+1 − φi,j−1,n+1

∆rtub

)])

+ rj∆rtub

[
−α

(
φi+1,j,n+1 − φi,j,n+1

∆z

)]
− rj∆rtub

[
−α

(
φi,j,n+1 − φi−1,j,n+1

∆z

)]
= 0

(3.29)

Reordenando la ecuación:(
rj∆rtub∆z

∆t
− 3αrn

∆z

∆rtub
+ αrs

∆z

∆rtub
+ 2αrj

∆rtub
∆z

)
φi,j,n+1

−
(
αrj

∆rtub
∆z

)
φi+1,j,n+1 −

(
αrj

∆rtub
∆z

)
φi−1,j,n+1

−
(
αrn

∆z

3∆rtub
+ rsα

∆z

∆rtub

)
φi,j−1,n+1 =

(
rj∆rtub∆z

∆t

)
φi,j,n+

8

3
αrn

∆z

∆rtub
φext

(3.30)

3.3.6. Esquinas

L1 M1

N1

1 2

3 4

Figura 3.13: Celdas de las esquinas del mallado.

Se discretiza cada una de las esquinas por separado como se muestra a
continuación.
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1. Esquina inferior de entrada

En esta celda los sub́ındices toman los valores:

i = 1, j = 1

Se tendrán las siguientes condiciones sobre la celda:

• Está situada sobre el eje de simetŕıa, i.e., rs = 0.

• El valor de la variable dependiente, φ está prescrita en la entrada
del cilindro: φ(z = 0, r, t) = φin. Se tiene por tanto, una condición
de contorno de tipo Dirichlet. El flujo en la cara oeste se debe
aproximar mediante la fórmula (B.9).

• Se han de tomar α y ∆r, las correspondientes a la parte no sólida
del cilindro.

Teniendo en cuenta las condiciones descritas, la ecuación (3.20) queda:

rj∆z∆r

[
φi,j,n+1 − φi,j,n

∆t

]
+ ∆z

([
−rnα

(
φi,j+1,n+1 − φi,j,n+1

∆r

)])

+rj∆r

[
ujφi,j,n+1 − α

(
φi+1,j,n+1 − φi,j,n+1

∆z

)]

− rj∆r
[
ujφin − α

(
9φi,j,n+1 − φi+1,j,n+1 − 8φin

3∆z

)]
= 0 (3.31)

Reordenando la ecuación:(
rj∆r∆z

∆t
+ αrn

∆z

∆r
+ ujrj∆r + 4αrj

∆r

∆z

)
φi,j,n+1

−
(

4

3
αrj

∆r

∆z

)
φi+1,j,n+1 −

(
αrn

∆z

∆r

)
φi,j+1,n+1

=

(
rj∆r∆z

∆t

)
φi,j,n +

(
rj∆ruj +

8

3
αrj

∆r

∆z

)
φin (3.32)

2. Esquina inferior de salida

En esta celda los sub́ındices toman los valores:

i = Nc, j = 1

Se tendrán las siguientes condiciones sobre la celda:
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• Está situada sobre el eje de simetŕıa, i.e., rs = 0.

• Se considera que el flujo difusivo es cero sobre la pared este de la

celda, i.e.,
∂φ

∂z

∣∣∣
e
= 0 (condición de contorno de tipo Neumann).

• Se considera α, como la conductividad térmica correspondiente a
la parte no sólida del cilindro, i.e., α = α0.

• Se considera el incremento de la componente radial correspondien-
te, ∆r.

Teniendo en cuenta las condiciones descritas, la ecuación (3.20) queda:

rj∆z∆r

[
φi,j,n+1 − φi,j,n

∆t

]

+∆z

[
−rnα

(
φi,j+1,n+1 − φi,j,n+1

∆r

)]
+ rj∆rujφi,j,n+1

− rj∆r
[
ujφi−1,j,n+1 − α

(
φi,j,n+1 − φi−1,j,n+1

∆z

)]
= 0 (3.33)

Reordenando la ecuación:

(
rj∆r∆z

∆t
+ αrn

∆z

∆r
+ ujrj∆r + αrj

∆r

∆z

)
φi,j,n+1

−
(
ujrj∆r + αrj

∆r

∆z

)
φi−1,j,n+1

−
(
αrn

∆z

∆r

)
φi,j+1,n+1 =

(
rj∆r∆z

∆t

)
φi,j,n (3.34)

3. Esquina superior de entrada

En esta celda los sub́ındices toman los valores:

i = 1, j = Mc +Qc

Sobre esta celda se tienen las siguientes condiciones:

• Se está en la región sólida del cilindro, como consecuencia uj = 0.
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• El valor de la variable dependiente, φ está prescrita en la entrada
del cilindro: φ(z = 0, r, t) = φin. Se tiene por tanto, una condición
de contorno de tipo Dirichlet. El flujo en la cara oeste se debe
aproximar mediante la fórmula (B.9).

• El valor de la variable dependiente está fijado en la pared superior
del cilindro: φ(z = L, r, t) = φext. Se está ante una condición
de contorno tipo Dirichlet. El flujo en la cara norte se aproxima
mediante la fórmula (B.12).

• Se han de tomar α y ∆r, las correspondientes a la parte sólida del
cilindro.

Considerando estas premisas, se tiene que la ecuación (3.20) queda:

rj∆z∆rtub

[
φi,j,n+1 − φi,j,n

∆t

]

+∆z

([
−rnα

(
9φi,j,n+1 − φi,j−1,n+1 − 8φext

3∆rtub

)]
+

[
rsα

(
φi,j,n+1 − φi,j−1,n+1

∆rtub

)])

+rj∆rtub

[
−α

(
φi+1,j,n+1 − φi,j,n+1

∆z

)]
−rj∆rtub

[
−α

(
9φi,j,n+1 − φi+1,j,n+1 − 8φin

3∆z

)]
= 0

(3.35)

Reordenando la ecuación:(
rj∆rtub∆z

∆t
− 3αrn

∆z

∆rtub
+ rsα

∆z

∆rtub
+ 4αrj

∆rtub
∆z

)
φi,j,n+1

−
(

4

3
αrj

∆rtub
∆z

)
φi+1,j,n+1 −

(
αrs

∆z

∆rtub
− rnα

∆z

3∆rtub

)
φi,j−1,n+1

=

(
rj∆rtub∆z

∆t

)
φi,j,n +

8

3
rjα

∆rtub
∆z

φin −
8

3
rnα

∆z

∆rtub
φext (3.36)

4. Esquina superior de salida

En esta celda los sub́ındices toman los valores:

i = Nc, j = Mc +Qc

Sobre esta celda se tienen las siguientes condiciones:
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• Se está en la región sólida del cilindro, como consecuencia uj = 0.

• El valor de la variable dependiente está fijado en la pared superior
del cilindro: φ(z = L, r, t) = φext. Se está ante una condición
de contorno tipo Dirichlet. El flujo en la cara norte se aproxima
mediante la fórmula (B.12).

• Se considera que el flujo difusivo es cero sobre la pared este de la

celda, i.e.,
∂φ

∂z

∣∣∣
e
= 0 (condición de contorno tipo Neumann).

• Se han de tomar α y ∆r, las correspondientes a la parte sólida del
cilindro.

Teniendo en cuenta estas premisas y aplicándolas sobre la ecuación
(3.20), se tiene:

rj∆z∆rtub

[
φi,j,n+1 − φi,j,n

∆t

]

+∆z

([
−rnΓ

(
9φi,j,n+1 − φi,j−1,n+1 − 8φext

3∆rtub

)]
+

[
rsΓ

(
φi,j,n+1 − φi,j−1,n+1

∆rtub

)])

− rj∆rtub
[
−Γ

(
φi,j,n+1 − φi−1,j,n+1

∆z

)]
= 0 (3.37)

Reordenando la ecuación:

(
rj∆rtub∆z

∆t
− 3αrn

∆z

∆rtub
+ αrs

∆z

∆rtub
+ αrj

∆rtub
∆z

)
φi,j,n+1

−
(
αrj

∆rtub
∆z

)
φi−1,j,n+1 −

(
αrs

∆z

∆rtub
− rnα

∆z

3∆rtub

)
φi,j−1,n+1

=

(
rj∆rtub∆z

∆t

)
φi,j,n −

(
8

3
αrn

∆rtub
∆z

)
φext (3.38)

De este modo, se tienen discretizadas todas las celdas del dominio.
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3.4. Ensamblado

En la siguiente sección se realiza el ensamblado de las ecuaciones dis-
cretizadas obtenidas en la sección anterior. Este ensamblado nos permitirá
obtener un sistema lineal, que posteriormente se resolverá de forma matricial.

Como se ha descrito anteriormente, las distintas aproximaciones realiza-
das dependen de la componente axial y radial del dominio, denotadas por
i, j respectivamente. De manera general, se han discretizado las ecuaciones
para K = Nc× (Mc+Qc) celdas en el dominio, con Nc y Mc+Qc arbitrarios.

Por tanto el sistema que se pretende resolver es de la froma:

Ax = b (3.39)

con A ∈MK×K(R) matriz de coeficientes del sistema, b ∈MK×1(R) vec-
tor de coeficientes independientes y x ∈MK×1(R) el vector de incógnitas.

Para poder obtener el sistema descrito se debe pasar de dos sub́ındices a
un único, es decir, hay que realizar una nueva indexación sobre las distintas
celdas del dominio. Este cambio se lleva a cabo mediante la transformación
lineal:

T : N× N −→ N
(i.j) 7−→ Nc(j − 1) + i

(3.40)

Si denotamos T (i, j) = k, para i = 1, 2, · · ·Nc, j = 1, 2, · · · ,Mc + Qc,
de manera esquemática, se puede observar la reindexación del mallado en la
figura siguiente.

Figura 3.14: Reindexado del mallado.
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De este modo, se tiene que la ecuación expresada en términos generales
en función de la nueva reindexación k es de la forma:

Ak,kφk,n+1−Ak,k−1φk−1,n+1−Ak,k+1φk+1,n+1−Ak,k−Nc
φk−Nc,n+1−Ak,k+Nc

φk+Nc,n+1 = bk,n
(3.41)

Donde las entradas de la matriz Aix. son los coeficientes que acompañan
al valor de la propiedad en los nodos correspondientes en el instante n+ 1, y
el vector b está formado por los coeficientes independientes del sistema en el
instante n y las condiciones de contorno.

Aśı pues, el sistema lineal que se obtiene al reindexar las ecuaciones dis-
cretizadas es en banda. A la hora de resolver el sistema (3.39), se hará uso
de la descomposición LU x que se lleva a cabo en Scilab mediante la orden
lusolve.

ixVeáse la matriz de los coeficientes en el Apéndice C
xVer [Donat et al. 2000].
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Caṕıtulo 4

Resultados numéricos

En el siguiente caṕıtulo se muestran los resultados obtenidos a partir de
la ejecución del programa realizado en Scilab i. Se resolverá el problema plan-
teado variando el espesor de la tubeŕıa, la velocidad media axial del flujo y el
cambio de fluido a través de la tubeŕıa, con tal de ver la influencia de estos en
los resultados obtenidos. En un primer caso, se resolverá el problema varian-
do el espesor de la tubeŕıa y se analizarán los resultados obtenidos en cada
uno de los experimentos. Posteriormente, se seguirá el mismo procedimiento
para la variación de la velocidad media axial, y por último, para la variación
del fluido que pasa a través de la tubeŕıa.

4.1. Efecto del espesor de la pared

En este caso, se considera que sobre el problema discretizado anterior-
mente en la sección 3.3, se produce una variación del espesor de la pared
de la tubeŕıa. La finalidad de estos ensayos es estudiar si se produce, o no,
una variación significativa de la temperatura como consecuencia de variar el
espesor de la tubeŕıa. Para los diferentes ensayos a realizar, se han escogido
en particular, tres espesores distintos en la tubeŕıa: 0.001, 0.01 y 0.1 metros.

Para cada uno de los diferentes espesores considerados, los siguientes
parámetros y/o variables se mantendrán constantes:

• La longitud de la tubeŕıa (L), es de 100 metros.

• El radio interior de la tubeŕıa (r0), es de 0.1 metros.

• En el radio interior se considera que circula agua, y por tanto, han de
tomarse las propiedades f́ısicas correspondientes a este fluido:

iVeáse el Apéndice D
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− Densidad (ρ): 1000 kg/m3

− Conductividad térmica (κ): 0.613 W/moC

− Calor espećıfico (cp): 4200 J/kgoC

• La velocidad media axial del flujo a través de la tubeŕıa, uavg, se con-
sidera que es de 0.001 m/s.

• La tubeŕıa se considera que está formada por acero, por tanto, se toman
las propiedades f́ısicas correspondientes a este material en el espesor de
la tubeŕıa:

− Densidad (ρ): 7850 kg/m3

− Conductividad térmica (κ): 500 W/moC

− Calor espećıfico (cp): 460 J/koC

• El tiempo final es de 40000 segundos, con un paso de tiempo de 100
segundos.

• En la entrada de la tubeŕıa se considera que se tiene una condición de
tipo Dirichlet con Tin = 20oC.

• En la pared superior se considera que se tiene una condición de tipo
Dirichlet con Ttop = 5oC.

• Se considera un mallado con N = 100, M = 200 y Q = 30, por tanto,
se tiene un mallado con un total de (200 + 30− 2)× (100− 1) celdas.

Llevando a cabo la ejecución del programa D.2 (veáse el Apéndice D)
variando el espesor de la tubeŕıa, se obtienen para cada uno de los casos
un campo escalar de temperaturas en los ejes radial y axial tomadas cada
100 segundos.Se calcula, para z = L/2, el valor de la temperatura promedio
del ĺıquido. De este modo, a partir de las distintas ejecuciones se obtiene la
Figura 4.1.

En la Figura 4.1 se representa la evaluación de la temperatura promedio
del fluido a lo largo del eje radial, y para z = L/2, en función del tiempo.
Cada una de las curvas representa esta evaluación para un espesor de material
distinto. Tal y como se observa, el efecto del espesor es poco significativo. Los
diferentes casos presentan un comportamiento muy similar de la temperatura
conforme evoluciona el sistema en el tiempo. En un principio, la temperatura
decae rápidamente en los primeros 35000 segundos hasta alcanzar un valor
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4.2. Efecto de la velocidad media axial del flujo

cercano a 7oCiiy, de ah́ı en adelante, se mantiene aproximadamente constante
a lo largo del tiempo.

Figura 4.1: Variación de temperatura en los diferentes espesores

4.2. Efecto de la velocidad media axial del

flujo

En esta sección, se considera la variación de la velocidad media axial
del flujo a través de la tubeŕıa, uavg. De este modo, se pretende estudiar
si el efecto de esta variable sobre la temperatura en los distintos casos es
significativo o no. Para los distintos ensayos llevados a cabo, se han tomado
como velocidades medias axiales del flujo 0.01, 0.005 y 0.001 m/s.

En los distintos ensayos realizados variando la velocidad media axial del
flujo, los siguientes parámetros y/o variables que se enumeran a continuación,
se consideran constantes:

• Para la longitud de la tubeŕıa se toman 100 metros.

• El radio interior de la tubeŕıa se considera que es de 0.1 metros.

iiEn el Apéndice E se pueden observar los diferentes mapas de temperaturas obtenidos
cada 10000 segundos para cada uno de los espesores considerados.
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• El espesor de la tubeŕıa se toma de 0.001 metros.

• En el radio interior circula agua, por tanto se toman las propiedades
f́ısicas correspondientes a este fluido:

− Densidad (ρ): 1000 kg/m3

− Conductividad térmica (κ): 0.613 W/moC

− Calor espećıfico (cp): 4200 J/kgoC

• El espesor de la tubeŕıa se considera que está formado a partir de acero,
como consecuencia, se tiene que las propiedades f́ısicas correspondientes
a este material son:

− Densidad (ρ): 7850 kg/m3

− Conductividad térmica (κ): 500 W/moC

− Calor espećıfico (cp): 460 J/kgoC

• El tiempo final se considera que son 40000 segundos con un paso de
tiempo de 10 segundos para la velocidad media axial del flujo de 0.001,
0.005 y 0.01 m/siii.

• En la entrada de la tubeŕıa se considera que se tiene la condición de
contorno de tipo Dirichlet: Tin = 20oC.

• En la pared superior de la tubeŕıa se tiene la condición de contorno de
tipo Dirichlet: Ttop = 5oC.

• El mallado considerado en las diversos casos toma los valores: N = 100,
M = 200 y Q = 30. De este modo se tiene que el mallado, en total,
consta de (200 + 30− 2)× (100− 1) celdas.

Al igual que en la Figura 4.1, en la Figura 4.2 se representa la evaluación
de la temperatura promedio del fluido a lo largo del eje radial, y para z = L/2,
en función del tiempo. Cada una de las curvas representa esta evaluación para
una velocidad media axial del flujo distinta. Tal y como se observa, el efecto
de la velocidad media axial del flujo es significativo.

iiiEste paso temporal se ha tomado teniendo en cuenta el número de Courant-Friedrichs-
Levy y que, garantiza la convergencia del método.
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Figura 4.2: Variación de temperatura en las velocidades medias axiales del
flujo

Para el caso en que se toma una velocidad media axial de 0.001 m/s, se
tiene que la temperatura se estabiliza cerca de los 7 oC alrededor de los 35000
segundos aproximadamente. Cuando se toma una velocidad media axial de
0.005 m/s, se puede observar que la temperatura se estabiliza cerca de los
14 oC al cabo de 10000− 15000 segundos. Por último, para el caso en que se
toma una velocidad media axial de 0.01 m/s se tiene que la temperatura se
estabiliza cerca de los 16 oC al cabo de 5000− 10000 segundosiv.

Llegados a este punto es necesario realizar dos puntualizaciones:

• Por una parte, a lo largo del trabajo se ha considerado que el modelo
sigue un régimen laminar. Cuando se trabaja en régimen laminar, a
velocidades bajas, y se fuerza al fluido para que adquiera mayor velo-
cidad, comienzan a aparecer ondulaciones (régimen cŕıtico), y de per-
sistir este aumento llevará al fluido a alcanzar el régimen turbulento,
[Ortega, N. 2016]. Para el caso turbulento, la ecuación de advección-
difusión debeŕıa modificarse teniendo en cuenta la componente turbu-
lenta de la velocidad, [Socolofsky et al. 2005].

ivEn el Apéndice E se pueden observar los diferentes mapas de temperaturas obtenidos
cada 5000 segundos para cada una de las velocidades consideradas.
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• Por otra parte, la condición de contorno considerada a la salida de

la tubeŕıa,
∂φ

∂z
= 0, deja que verificarse a medida que se aumenta

la velocidad media axialv. Para contrarrestar este efecto, se debeŕıa
aumentar la longitud de la tubeŕıa (L).

Por tanto, se tiene que, al contrario que en el primer caso considerado
en el que se variaba el espesor de la tubeŕıa, la variación de la velocidad
media axial del flujo que circula a través de la tubeŕıa produce una variación
significativa de la temperatura promedio aśı como del tiempo, en que dicha
temperatura se estabiliza.

4.3. Efecto del cambio de fluido

Para este último caso se cambia el fluido que pasa a través del radio in-
terior de la tubeŕıa. Se considera dos casos diferentes, uno en el que circule
agua y otro en el que circule alcohol amı́lico. Siguiendo la misma metodoloǵıa
que en las secciones anteriores, los resultados obtenidos de las temperaturas
promedias en los diferentes ensayos se muestran conjuntamente en una gráfi-
ca con tal de estudiar si se produce o no una variación significativa de la
temperatura.

Retomando una vez más el problema discretizado en caṕıtulos anteriores,
se tiene que, en los distintos ensayos a realizar en esta sección, los parámetros
y/o variables que se mantienen constantes son:

• La longitud de la tubeŕıa (L), se considera que es de 100 metros.

• El radio interior de la tubeŕıa (r0), es de 0.1 metros.

• La velocidad media axial del flujo (uavg), a través de la tubeŕıa se toma
de 0.001 m/s.

• La tubeŕıa se considera que está formada por acero por tanto, han de
tomarse las propiedades f́ısicas correspondientes a dicho material en el
espesor de la tubeŕıa:

− Densidad (ρ): 7850 kg/m3

− Conductividad térmica (κ): 500 W/moC

− Calor espećıfico (cp): 460 J/kgoC

vSe puede observar dicho efecto en E.2.
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• El tiempo final es de 40000 segundos con un paso de tiempo igual a
100 segundos.

• A lo largo de la entrada de la tubeŕıa se tiene la condición: Tin = 20oC.

• A lo largo de la pared superior se considera que se tiene la condición:
Ttop = 5oC.

• Se toman en el mallado las constantes: N = 100, M = 200 y Q = 30.
Como consecuencia se tiene una mallado con un total de (200 + 30 −
2)× (100− 1) celdas.

En esta sección, al considerar dos fluidos distintos, por lo que ha de tenerse
en cuenta que cada uno de ellos tiene diferentes propiedades f́ısicas. Para el
caso en que circule agua, se tomarán en el radio interior de la tubeŕıa, las
propiedades f́ısicas consideradas en las secciones anteriores. En el caso del
alcohol amı́lico, se tiene que sus propiedades f́ısicas son:

− Densidad (ρ): 907 kg/m3

− Conductividad térmica (κ): 0.106 W/moC

− Calor espećıfico (cp): 2010 J/kgoC

En la Figura 4.3 representa la evaluación de la temperatura promedio del
fluido, a lo largo del eje radial, y para z = L/2 en función del tiempo. Cada
una de dichas curvas que aparecen en la figura, representa esta evaluación
para un fluido distinto. Tal y como se observa, el efecto del cambio de fluido
que circula a través de la tubeŕıa es significativo.

En este caso se muestran claras diferencias entre el comportamiento de
ambos ĺıquidos. Se puede observar claramente como el alcohol tiene una me-
nor capacidad para la transferencia del calor que el agua. En el caso por el
que circula alcohol amı́lico, la temperatura promedia del flujo se estabiliza
alrededor de los 10000 segundos, y toma una temperatura cercana a los 18oC,
a partir de la cual se mantiene constante. Por el contrario, para el caso en
que circula agua, y como ya se hab́ıa observado en las anteriores secciones,
se tiene que la temperatura se estabiliza cerca de los 7oC partir de los 35000
segundos aproximadamente.
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Figura 4.3: Variación de temperatura en los diferentes ĺıquidos

Para más detalle, en el Apéndice E se pueden observar los diferentes
mapas de temperaturas obtenidos para cada uno de los casos cada 2500
segundos.

56



Caṕıtulo 5

Conclusiones generales y
trabajo futuro

5.1. Conclusiones generales

El proyecto ha sido desarrollado en el Instituto de Tecnoloǵıa Cerámica
(ITC). En el se han llevado a cabo las distintas fases para la resolución y
obtención de los distintos resultados que se han plasmado a lo largo de las
distintas secciones y caṕıtulos del trabajo.

La importancia del proyecto reside en la obtención de un modelo robusto,
que simule de la forma realista la variación de temperatura que se produce en
un determinado flujo a través de una tubeŕıa, bajo ciertas condiciones. Con
tal de alcanzar dicha meta, se toma un método de aproximación numérica
que ajuste el modelo de manera evolutiva en el tiempo y bajo las diversas
condiciones que se imponen en el dominio, como es el método de volúmenes
finitos.

Con tal de llevar a cabo la resolución de dicho problema, por una parte se
ha presentado la ecuación del transporte, aśı como de manera paralela, se ha
presentado de manera rigurosa el método de aproximación aplicado. Poste-
riormente, se han entrelazado los dos elementos mencionados para describir
la metodoloǵıa que sigue el método de volúmenes finitos sobre la ecuación
del transporte de enerǵıa de manera general.

Una vez descrita dicha metodoloǵıa, se ha planteado el problema concreto
a resolver. Se han llevado a cabo diversas consideraciones sobre el dominio
como por ejemplo, el uso de coordenadas ciĺındricas. La utilización de estas
coordenadas ha permitido reducir el problema en tres dimensiones espaciales
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a un problema en dos dimensiones espaciales, (i.e., el problema axisimétrico
en 2D).

Posteriormente, se han aplicado los cambios de coordenadas e hipótesis a
la ecuación obtenida de manera general. De este modo, se tiene el problema
planteado de manera estacionaria. Puesto que se busca que el modelo simule
un problema evolutivo en el tiempo, como último paso en el planteamiento
del problema, se lleva a cabo sobre la ecuación obtenida la integración de la
variable temporal en función de los incrementos temporales considerados.

Una vez planteado el problema a resolver, se ha llevado a cabo su discreti-
zación. Para ello se han considerado los distintos casos en los que intervienen
las condiciones de contorno o condiciones especiales respecto al eje axial o
radial. Finalmente, esta discretización ha dado paso al ensamblado del pro-
blema. Tras la reindexación de los ı́ndices de las ecuaciones discretizadas
mediante una transformación lineal se ha obtenido un sistema lineal en ban-
da, el cual es computacionalmente factible de resolver. Una vez se ha llegado a
dicho sistema lineal, se ha realizado un programa en Scilab que ha permitido
la resolución del mismo.

El caṕıtulo de resultados plasma la ejecución de dicho programa conside-
rando casos distintos, aśı como su análisis. Este análisis refleja, en cada uno
de los casos, la variación de la temperatura promedio del ĺıquido en función
del tiempo, y permite ver si se produce una variación significativa en función
del cambio de parámetros y/o variables.

En un primer caso, se ha considerado la variación del espesor de la tubeŕıa
y se observa que el espesor de la tubeŕıa tiene escaso impacto en el transporte
de calor. El resultado se debe a que la tubeŕıa es de acero, cuyas propiedades
conductoras son excelentes. Por el contrario, los casos en que se ha variado
la velocidad media axial del flujo y la variación del fluido que circula a través
de la tubeŕıa, han reflejado cambios significativos en la evolución temporal
de la temperatura promedio en la tubeŕıa.

Para el caso en que se produce la variación de la velocidad media axial del
flujo, se ha observado que conforme aumenta dicha velocidad, la temperatura
promedio se estabiliza en mucho menos tiempo. Además, también se obtiene
una variación significativa en oC de la temperatura en la cual se estabiliza el
sistema.

Por último se ha considerado el caso de la variación del fluido que circula
a través de la tubeŕıa. Como se ha podido observar en el Cápitulo 4 a partir
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.0. Trabajo futuro

de los resultados obtenidos en las diferentes ejecuciones del programa, la
variación del flujo ha permitido concluir que la temperatura promedio, aśı
como el tiempo en el cual se estabiliza el sistema, vaŕıan drásticamente al
pasar de tener agua circulando a través de la tubeŕıa a tener alcohol amı́lico.

5.2. Trabajo futuro

Las futuras ĺıneas de investigación que se pueden llevar a cabo mediante
la continuación del estudio realizado son:

• La extensión del problema al caso multicapa, es decir, considerar en
el planteamiento del problema, la existencia de diversas capas alrede-
dor de la tubeŕıa, cada una compuesta de distintos materiales. Una
aplicación concreta podŕıa ser el planteamiento del problema, conside-
rando que la tubeŕıa tiene una o diversas capas de materiales aislantes
alrededor para evitar la pérdida de calor.

• Llevar a cabo la simulación sobre tubeŕıas curvadas, codos, etc.

• Considerar que circula a través de la tubeŕıa un gas en vez de un ĺıquido.
Para este caso, el perfil de velocidades debeŕıa obtenerse como una
solución de las ecuaciones de Navier-Stokes.

• Extender este modelo para su aplicación en campos de estudio relevan-
tes, tales como en el diseño de pozos geotérmicos, entre otros.
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Apéndice A

Teoremas utilizados.

Teorema A.0.1. Teorema de la divergencia de Gauss.
SeanH y U dos subconjuntos abiertos en R3 donde U ⊂ H es simplemente

conexo y el borde de U , S = ∂U es una curva regular o regular a trozos y
cerrada.

Sea F : H → R3, un campo vectorial de clase C1, i.e F cuenta con
derivadas parciales de primer orden continuas.

Entonces: ∫
S

F · n̂dS =

∫
U

∇ · FdV

siendo n̂ el vector normal a la superficie.

Teorema A.0.2. Teorema del valor medio. Sea f : A ⊆ Rn −→ R
diferenciable en A y [a, b] ⊆ A, donde [a, b] = {a + t(b − a) : t ∈ [0, 1]}.
Entonces existe c ∈ [a, b] tal que:

‖ f(b)− f(a) ‖= ∇f(c) · (b− a).
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Apéndice B

Métodos de aproximación

B.1. Método Upwind de primer orden

Se conoce como esquema Upwind o de diferenciación hacia arriba, a aquel
esquema de aproximación dependiente de la dirección del flujo. Matemática-
mente, puede escribirse para una celda genérica (i, j) de un mallado uniforme,
los valores φe, φw (veáse sección 3.3) tal que:

φe =

{
φi,j si ρu |e,i> 0
φi+1,j si ρu |e,i< 0

(B.1)

φw =

{
φi,j si ρu |w,i< 0
φi−1,j si ρu |w,i> 0

(B.2)

Con tal de llevar a cabo la discretización en las diferentes caras de las
celdas del mallado uniforme, se aplica desarrollos de Taylor. De este modo,
para la cara e situada entre dos centros genéricos (i, j) e (i+ 1, j) se tiene:

φi+1,j = φe +
∆z

2

∂φ

∂z

∣∣∣
e

+
1

2

(
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2

)2
∂2φ
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+ · · ·

φi,j = φe −
∆z

2
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)2
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−1

6

(
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∂z3
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Restando estas dos ecuaciones, queda:

φi+1,j − φi,j = ∆z
∂φ

∂z

∣∣∣
e

+
2

6

(
∆z

2

)3
∂3φ

∂z3

∣∣∣
e
· · ·
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Despejando:

∂φ

∂z

∣∣∣
e
=
φi+1,j − φi,j

∆z
− (∆z)2

24

∂3φ

∂z3

∣∣∣
e

+ · · ·

De este modo, se obtiene la aproximación del flujo en la cara este de una
celda genérica por el método Upwind de primer orden:

∂φ

∂z

∣∣∣
e
≈ φi+1,j − φi,j

∆z
(B.3)

Aplicando desarrollos de Taylor para la cara oeste de la celda genérica que
tiene por centro (i, j), se tiene:

φi,j = φw +
∆z
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φi−1,j = φw −
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)3
∂3φ

∂z3

∣∣∣
w

+ · · ·

Restando y reordenando las ecuaciones, se obtiene la aproximación del
flujo en la cara oeste de una celda genérica por el método Upwind de primer
orden:

∂φ

∂z

∣∣∣
w
≈ φi,j − φi−1,j

∆z
(B.4)

Aplicando de manera análoga estos procedimientos sobre la segunda coor-
denada del punto genérico (i, j), se obtiene el método Upwind de primer orden
sobre las caras norte y sur:

∂φ

∂r

∣∣∣
n
≈ φi,j+1 − φi,j

∆r
(B.5)

∂φ

∂r

∣∣∣
s
≈ φi,j − φi,j−1

∆r
(B.6)

B.2. Condición de contorno tipo Dirichlet

Las condiciones de contorno de tipo Dirichlet son aquellas que solo es-
pecifican valores de la función sobre el contorno. Para poder discretizar las
condiciones de contorno de tipo Dirichlet, es necesario derivar las expresiones
del flujo en la cara correspondiente.
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B.2. Método Upwind de primer orden

• Si se considera que la condición se sitúa en la cara oeste (w) de la celda,
esta se aproxima mediante los siguientes pasos:

1. Aplicamos desarrollos de Taylor de los centros O y E sobre w :

φO = φw +
∆x

2

dφ

dx

∣∣∣
w

+
1

2

(
∆x

2

)2
d2φ

dx2

∣∣∣
w

+
1

6

(
∆x

2

)3
d3φ

dx3

∣∣∣
w

+ · · ·

(B.7)

φE = φw+
3∆x

2

dφ

dx

∣∣∣
w

+
1

2

(
3∆x

2

)2
d2φ

dx2

∣∣∣
w

+
1

6

(
3∆x

2

)3
d3φ

dx3

∣∣∣
w

+ · · ·

(B.8)

2. Multiplicamos (B.7) por 9, y le restamos (B.8).

9φO − φE = 8φw + 3∆x
dφ

dx

∣∣∣
w
−3

8
(∆x)3

d3φ

dx3

∣∣∣
w

+ · · ·

3. Reordenando la ecuación obtenemos una aproximación de la deri-
vada de la propiedad de segundo orden de precisión:

dφ

dx

∣∣∣
w

=
9φO − φE − 8φw

3∆x
+

1

8
(∆x)2

d3φ

dx3

∣∣∣
w

+ · · ·

4. Asimismo, sabemos que φw es cierto valor dado en la cara oeste,
φL, y por tanto:

dφ

dx

∣∣∣
w
≈ 9φO − φE − 8φL

3∆x
(B.9)

• Si se considera que la condición se sitúa en la cara norte (n) de la celda:

1. Aplicamos desarrollos de Taylor de los centros O y S sobre n :

φO = φn +
∆y

2

dφ

dy

∣∣∣
n

+
1

2

(
∆y

2

)2
d2φ

dy2

∣∣∣
n

+
1

6

(
∆y

2

)3
d3φ

dy3

∣∣∣
n

+ · · ·

(B.10)

φS = φn+
3∆y

2

dφ

dy

∣∣∣
n

+
1

2

(
3∆y

2

)2
d2φ

dy2

∣∣∣
n

+
1

6

(
3∆y

2

)3
d3φ

dy3

∣∣∣
n

+ · · ·

(B.11)
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2. Multiplicamos (B.10) por 9, y le restamos (B.11).

9φO − φS = 8φn + 3∆y
dφ

dy

∣∣∣
n
−3

8
(∆y)3

d3φ

dy3

∣∣∣
n

+ · · ·

3. Reordenando la ecuación obtenemos una aproximación de la deri-
vada de la propiedad de segundo orden de precisión:

dφ

dy

∣∣∣
n
=

9φO − φS − 8φn
3∆y

+
1

8
(∆y)2

d3φ

dy3

∣∣∣
n

+ · · ·

4. Por la condición, sabemos que φn es cierto valor dado en la cara
norte, φT , y por tanto:

dφ

dy

∣∣∣
n
≈ 9φO − φS − 8φT

3∆y
(B.12)

B.3. Método Euler impĺıcito

Este métodoi se aplica a lo largo del trabajo sobre la derivada temporal
de la ecuación del tranporte de propiedad sobre tubeŕıas. Esta aproximación
se obtiene empleando una expansión hacia atrás de la serie de Taylor en el
tiempo:

φi,j,n = φi,j,n+1 −∆t
∂φ

∂t

∣∣∣
i,j,n+1

+
(∆t)2

2

∂2φ

∂t2

∣∣∣
i,j,n+1

−(∆t)3

6

∂3φ

∂t3

∣∣∣
i,j,n+1

+ · · ·

Reordenando la ecuación para expresar la derivada temporal en función
del resto de términos se tiene:

∂φ

∂t

∣∣∣
i,j,n+1

=
φi,j,n+1 − φi,j,n

∆t
+

(∆t)2

2

∂2φ

∂t2

∣∣∣
i,j,n+1

+ · · ·

Si se asume un error de primer orden, el método de Euler impĺıcito resulta:

∂φ

∂t

∣∣∣
i,j,n+1

=
φi,j,n+1 − φi,j,n

∆t
(B.13)

iVéase la definición del método en [Doubova, A. et al. 2007].
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Apéndice C

Matriz de coeficientes

A continuación, se muestra de manera general la matriz A obtenida a
partir de la reindexación realizada en la sección 3.4 del ensamblado de las
ecuaciones discretizadas. En ella se observa claramente su disposición en
banda.
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Apéndice D

Implementación en Scilab

D.1. Módulo principal del programa

// ============================================================ METVOLFINEVOL2 .SCE

//Mó dulo principal

//Mé todo bidimensional de vol ú menes finitos para problemas axisim é tricos

// evolutivos con variaci ón de temp en el top en func del tiempo.

// ==========================================================================

clear ();

clearglobal ();

// ====================================================== Ejecuci ón de mó dulos.

ExecPath= get_absolute_file_path("metvolfinevol2.sce");

exec(ExecPath+"parametrosevol2.sce" ,-1);

exec(ExecPath+"matrizevol21.sce" ,-1);

exec(ExecPath+"graficaevol2.sce" ,-1);

D.2. Cargar parámetros

// =========================================================== PARAMETROSEVOL2 .SCE

// Datos de entrada y mallado con variaci ón de temperatura en pared top.

// ===========================================================================

// ============================================================ Datos iniciales .

Tin =20; // Temperatura en la entrada.

L=100; // Longitud tuber ı́a en metros.

Tiempo =2000; //En segundos.

radio =0.1; // Radio interior tuber ı́a en metros.

R=0.1; // Espesor tuber ı́a en m.

densi =1000; // Densidad en el radio interior.

densitub =7850; // Densidad en el espesor de la tuber ı́a.

kappa =5.613; // Conductividad té rmica interior tub.
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kappatub =500; // Conductividad té rmica en espesor tub.

cp =4200; // Calor espec ı́ fico en el interior de la tub.

cptub =460; // Calor espec ı́ fico en el espesor de la tub.

umed =0.001; // Velocidad media en m/s.

r_s =0; // Radio en la cara sur del volumen en el eje de simetr ı́a.

Ttop =5; // Temperaruta en la pared de la tuberia.

cte =2;

// ====================================== Cá lculamos el coeficiente de difusi ón.

Gamma=kappa /(cp*densi); // Coef difusividad té rmica en interior tub.

Gammatub=kappatub /(cptub*densitub ); // Coef difusividad té rmica espesro tub.

// ========================================== Num de subdivisiones en en mallado.

M=200; //Nú mero de particiones sobre el eje r.

N=100; //Nú mero de particiones sobre el eje z.

C=30; //Nú mero de particiones sobre el espesor de la tuberia.

// ============================ Incrementos de r y z en coord cilindricas y de t.

r=radio/(M-1); // Num. celdas en el interior de la tub.

rtub=R/(C-1); // Num. celdas en el espesor de la tub.

rtubinicial=radio+rtub /2; // Primer radio en la tuberia.

rtotal=radio+R; // Radio total.

rinicial=r/2; // Primer radio de volumen de control.

z=L/(N-1); // Num. celdas en el eje z.

zinicial=z/2; // Primer z del volumen de control.

t=1; // Incremento de tiempo en cada paso.

D.3. Componer la matriz y resolver el siste-

ma lineal

// =============================================================== MATRIZEVOL2 .SCE

// Creamos la matriz de los coeficientes .

// ============================================================================

// -------------------------Radios y velocidad que varia en funci ón de la celda.

r0(1)= 3*r/2; // Empiezo en i=2.

for j=2:M-2

r0(j)=r0(j-1)+r;

end

vecr1=r0*ones (1:N-1); // Vector de r’s que quiero aplicar para las u’s.

vectu =2* umed *(1. -(( vecr1./ radio ).^2));

r0(M-1)= rtubinicial;

for j=M:M+C-4

r0(j)=r0(j-1)+ rtub;

end

vecr=r0*ones (1:N-1);

h=(M+C -4)*(N-1);
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h1=(M -2)*(N-1);

erres=matrix(vecr ’,h,1); // Vector de r0s.

erres1=matrix(vecr1 ’,h1 ,1); // Vector de r’s para las u’s.

ues=matrix(vectu ’,h1 ,1); // Vector de u’s.

id2=zeros(1,h)’;

id2 (1:h1)=ues;

ue=id2.*erres; // Vector de u*r0.

rin=rinicial*ones(N-1,1);

rfin=(rtotal -(rtub /2))* ones(N-1,1);

errescte =[rin;erres;rfin];

// Vector de la constante por la que se mult la sol anterior.

incre1=r*z/t;

incre=incre1*errescte;

x=Tin*ones((M+C -2)*(N-1) ,1); // Soluci ón inicial en t=0.

// ============================================================================

exec(ExecPath+"matrizevol2.sci" ,-1);

// ====================================================== Matriz de coeficientes .

A=sparse(diag(apfunc ())+...

diag(aefunc () ,1)+...

diag(awfunc () , -1)+...

diag(anfunc(),N -1)+...

diag(asfunc(),-(N -1)));

// Bucle iterativo en tiempo para calcular las temperaturas .

i=1;

posicion=int((N -1)/2);

Y=(M-1)*(N-1);

for q=t:t:Tiempo

b=coefindep(q);

// Resolver sistema lineal mediante descomposici ón LU.

x=lusolve(A,b+incre .*x);

res(:,i)=x;

tiempoq(i)=q;

Temperatura(i)=mean(res(posicion:N-1:Y, i),’r’);

// Guardar en un csv la temp media en el

// perfil del nodo celtral en cada instante de tiempo.

i=i+1;

end

Matdat =[tiempoq ,Temperatura ];

fprintfMat("Datosrtub1i", Matdat)

D.4. Cálculos de los coeficientes de la matriz

y del vector de términos independientes

// =============================================================== MATRIZEVOL2 .SCI
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// Creamos los vectores de la matriz correspondientes a los coeficientes y

//el vector de té rminos independientes .

// =============================================================================

// ==================================================== Para los coeficientes ap.

function[aptotal ]= apfunc ()

// -----------------------------------------------------Pared bottom + esquinas.

rn=r;

u1=2* umed *(1-( rinicial/radio )^2);

ap1=u1*rinicial*r+(4* Gamma*rinicial*r)/z+(Gamma*rn*z)/r;

apult=u1*rinicial*r+(Gamma*rinicial*r)/z+(Gamma*rn*z)/r;

ap=u1*r*rinicial +(2* Gamma*rinicial*r)/z+(Gamma*z*rn)/r;

apcentral1=ap*ones (2:N-2);

// ---------------------------------------Celdas intermedias + inlets + outlets.

apin2 =(4* Gamma*r/z+2* Gamma*z/r);

apout2 =(Gamma*r/z+2* Gamma*z/r);

apmid2 =(2* Gamma*r)/z+(2* Gamma*z)/r;

apcentral=apmid2*ones (2:N-2);

apt=[apin2 ,apcentral ,apout2 ];

v=repmat(apt ,1,M-2);

apin3 =(4* Gammatub*rtub/z+2* Gammatub*z/rtub);

apout3 =( Gammatub*rtub/z+2* Gammatub*z/rtub);

apmid3 =(2* Gammatub*rtub)/z+(2* Gammatub*z)/rtub;

apcentral3=apmid3*ones (2:N-2);

apt3=[apin3 ,apcentral3 ,apout3 ];

v2=repmat(apt3 ,1,C-2);

apvector =[v,v2]’;

apvectormiddle2=apvector .*erres;

apvectormiddle =(ue*r + apvectormiddle2 )’;

// --------------------------------------------------------Pared top + esquinas.

rp=rtotal -(rtub /2);

rS=rtotal -rtub;

apinsup2 =(3* rtotal*Gammatub*z + rS*Gammatub*z)/rtub +(4* Gammatub*rp*rtub)/z;

apoutsup2 =( Gammatub*rp*rtub)/z+(3* Gammatub*radio*z+Gammatub*rS*z)/rtub;

aptop2 =(2* Gammatub*rp*rtub)/z +(3* Gammatub*z*rtotal )/rtub+(rS*Gammatub*z)/rtub;

apcentral2=aptop2*ones (2:N-2);
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// ---------------------------------Juntamos todos los coefs en un mismo vector.

aptotal=incre ’+[ap1 ,apcentral1 ,apult ,apvectormiddle ,apinsup2 ,apcentral2 ,apoutsup2 ];

endfunction

// ==================================================== Para los coeficientes ae.

function[aetotal ]= aefunc ()

// -----------------------------------------------------Pared bottom + esquinas.

aein =-(4* rinicial*Gamma*r)/(3*z);

ae=-(rinicial*Gamma*r)/z;

aeout =0;

aecentral=ae*ones (2:N-2);

// ---------------------------------------Celdas intermedias + inlets + outlets.

aemid=-(Gamma*r)/z;

aeinmid =-(4* Gamma*r)/(3*z);

aeoutmid =0;

aecentralmid=aemid*ones (2:N-2);

aet=[aeinmid ,aecentralmid ,aeoutmid ]; // Vector coef de una fila sin la r.

ve=repmat(aet ,1,M-2);

aemid3=-(Gammatub*rtub)/z;

aeinmid3 =-(4* Gammatub*rtub )/(3*z);

aeoutmid3 =0;

aecentral3=aemid3*ones (2:N-2);

aet3=[aeinmid3 ,aecentral3 ,aeoutmid3 ];

ve3=repmat(aet3 ,1,C-2);

aevectormid =[ve,ve3]’;

aevectormiddle =( aevectormid .* erres)’;

// --------------------------------------------------------Pared top + esquinas.

rp=rtotal -(rtub /2);

aeinsup =-(2* Gammatub*rp*rtub)/z;

aesup=-(rp*Gammatub*rtub)/z;

// aeoutsup es 0 pero no aparece en la matriz.

aecentral1=aesup*ones (2:N-2);

// ---------------------------------Juntamos todos los coefs en un mismo vector.

aetotal =[aein ,aecentral ,aeout ,aevectormiddle ,aeinsup ,aecentral1 ];

endfunction

function[awtotal ]= awfunc ()

// -----------------------------------------------------Pared bottom + esquinas.
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u=2* umed *(1-( rinicial/radio )^2);

aw=-rinicial *(u*r+(Gamma*r)/z);

awvectbottom=aw*ones (2:N-1);

// ---------------------------------------Celdas intermedias + inlets + outlets.

awin =0;

awconst =( Gamma*r)/z;

awcola=awconst*ones (2:N-1);

awt=[awin ,awcola ];

vw=repmat(awt ,1,M-2);

awin3 =0;

awmid3=Gammatub*rtub/z;

awcola3=awmid3*ones (2:N-1);

awt3=[awin3 ,awcola3 ];

vw3=repmat(awt3 ,1,C-2);

awvector =[vw,vw3]’;

awvectormiddle2 =(-(ue*r+( awvector .*erres )))’;

awvectormiddle2 (1:N-1:$)=0;

// --------------------------------------------------------Pared top + esquinas.

rp=rtotal -(rtub /2);

awinsup =0; //En el inlet el aw =0.

awsup=-rp*Gamma*r/z; // Coefs del aw en el top.

awcentral1=awsup*ones (2:N-1);

awvectortop =[awinsup ,awcentral1 ];

// ---------------------------------Juntamos todos los coefs en un mismo vector.

awtotal =[ awvectbottom ,awvectormiddle2 ,awvectortop ];

endfunction

// ==================================================== Para los coeficientes an.

function[antotal ]= anfunc ()

// -----------------------------------------------------Pared bottom + esquinas.

rn=2* rinicial;

an=-(Gamma*rn*z)/r;

anvectbottom=an*ones (1:N-1);

// ---------------------------------------Celdas intermedias + inlets + outlets.

an1=-(Gamma*z)/r;

an2=-(Gamma*z)/(2);

ancentral=an1*ones (1:N-1);

ancentral2=an2*ones (1:N-1);
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vn=repmat(ancentral ,1,M-2);

vn2=repmat(ancentral2 ,1,M-2);

an3=-(Gammatub*z)/rtub;

an4=-(Gammatub*z)/(2);

ancentral3=an3*ones (1:N-1);

ancentral4=an4*ones (1:N-1);

vn3=repmat(ancentral3 ,1,C-2);

vn4=repmat(ancentral4 ,1,C-2);

anvectormid =[vn,vn3]’;

anvectormid2 =[vn2 ,vn4]’;

// Multiplico para obtener parte de los coef an:

an1vect=anvectormid .*erres;

// Sumo la parte constante del coef an y obtengo los an definitivos .

anvectormiddle =( an1vect+anvectormid2 )’;

// -------------------------------------------------Juntamos todos los coefs an.

antotal =[ anvectbottom ,anvectormiddle ];

endfunction

// ==================================================== Para los coeficientes as.

function[astotal ]= asfunc ()

// ---------------------------------------Celdas intermedias + inlets + outlets.

as1=-(Gamma*z)/r;

as2=(Gamma*z)/(2);

ascentral=as1*ones (1:N-1);

ascentral2=as2*ones (1:N-1);

vs=repmat(ascentral ,1,M-2);

vs2=repmat(ascentral2 ,1,M-2);

as3=-(Gammatub*z)/rtub;

as4=( Gammatub*z)/(2);

ascentral3=as3*ones (1:N-1);

ascentral4=as4*ones (1:N-1);

vs3=repmat(ascentral3 ,1,C-2);

vs4=repmat(ascentral4 ,1,C-2);

asvectormid =[vs,vs3]’;

asvectormid2 =[vs2 ,vs4]’;

// Multiplico para obtener parte de los coef as:

as1vect=asvectormid .*erres;
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// Sumo la parte constante del coef as y obtengo los as definitivos .

asvectormiddle =( as1vect+asvectormid2 )’;

// --------------------------------------------------------Pared top + esquinas.

rS=rtotal -rtub;

rp=rtotal -(rtub /2);

as=-(( Gammatub*rtotal*z)/(3* rtub )+( Gammatub*rS*z)/rtub);

asvecttop=as*ones (1:N-1);

// -------------------------------------------------Juntamos todos los coefs an.

astotal =[ asvectormiddle ,asvecttop ];

endfunction

// ============================================ Vector de té rminos independientes .

function[b]= coefindep(q)

ubottom =2* umed *(1-( rinicial/radio )^2);

b11=rinicial*Tin*( ubottom*r+(8* Gamma*r)/(3*z)); // coef inlet bottom corner.

bi1=zeros (2:N-1); // coefs pared bottom+corner.

b1jaux =(8* Gamma*r)/(3*z); // Coef parciales en celda inlet.

bij =0; // Coef celda interiores .

bijcentral=bij*ones (2:N-2); // Vector coef celda interiotes .

bNcj =0; // Coef celda outlet.

bmid=[b1jaux ,bijcentral ,bNcj]; // Vector de coefs. en cada fila.

binter1=repmat(bmid ,1,M-2); // Repetimos las filas.

b1jaux2 =(8* Gammatub*rtub )/(3*z);

bmid2=[b1jaux2 ,bijcentral ,bNcj];

binter2=repmat(bmid2 ,1,C-2);

binter =[binter1 ,binter2]’;

besaux=binter .* erres; // Coefs intermedios repetidos las veces necesarias .

bes2=(Tin*(ue*r + besaux ))’;

id=zeros (1,(M+C-4)*(N-1));

id(1:N-1:$)=1;

bes=bes2.*id;

rp=rtotal -(rtub /2); // Variacion del radio en el top.

b1Maux =(Tin*rp*8* Gammatub*rtub )/(3*z);

// Parte que depende de la temp en la pared top.

biMaux =(8* Gammatub*rtotal*z)/(3* rtub); // Coef top cell.

biMc=biMaux*ones (1:N-1); // Coefs vector top cells.
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D.6. Creación de las gráficas cada q instantes de tiempo

btop2=biMc.* temptop(q);

btopaux=b1Maux*eye(1,N-1);

btop=btopaux+btop2;

b=[b11 ,bi1 ,bes ,btop]’;

endfunction

// Funci ón en la condici ón de contorno de la pared superior.

function[temp]= temptop(q)

// vectz=zinicial:z:L;

//vz=cte*vectz +4* sin( %pi*q/100);

vecttop=Ttop*ones (1:N-1);

temp=vecttop //-vz;

endfunction

D.5. Mostrar gráfica animada

// ============================================================== GRAFICAEVOL2 .SCE

// Creamos la grafica correspondiente y la mostramos por pantalla.

// =============================================================================

exec(ExecPath+"graficaevol2.sci" ,-1);

i=1;

for q=t:t:Tiempo

if(modulo(i ,500)==0)

graficatemp(res(:,i),q);

i=i+1;

else

i=i+1;

end

end

D.6. Creación de las gráficas cada q instantes

de tiempo

// ============================================================== GRAFICAEVOL2 .SCI

// Creaci ón de la gr á fica cada q instantes.

// =============================================================================

function graficatemp(x,q)
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CAPÍTULO D. APÉNDICE D. IMPLEMENTACIÓN EN SCILAB

Zmin =4; // temp mı́ nima.

Zmax =25; // temp má xima.

nc= 100; // num. de colores.

Z=matrix(x,N-1,M+C-2)’;

//Z=[ flipdim(Z ,1);Z]; // Para que muestre el di á metro de la tuber ı́a

Z=(round(Z*10^6))/10^6;

vectr1=rinicial:r:radio;

vectr2=rtubinicial:rtub:rtotal;

vectr=[vectr1 ,vectr2 ];

// Para que mueste el di á metro de la tuber ı́a.

// vectr =[ vectr1 ,vectr2 ]’;

// vectr =[ flipdim(-vectr ,1); vectr ]’;

vectz=zinicial:z:L;

[X,Y]= meshgrid(vectz ,vectr);

f=scf ();

surf(X,Y,Z);

f.color_map=jetcolormap(nc);

//Tı́ tulo de cada una de las gr á ficas.

title("Método vol. finitos para t="+string(q) ,’fontsize ’ ,5);

a=gca ();

a.y_label.text="r";

a.labels_font_size =4;

a.x_label.font_size = 4;

a.y_label.font_size = 4;

a.x_label.text="z";

a.z_label.text="temp";

a.view="2d";

e=gce ();

cm= e.data.color; // color matrix

boolMatrix= cm < Zmin;

cm(boolMatrix) = Zmin;

e.data.color =((cm -Zmin )./(Zmax -Zmin )).*(nc -1)+1;

e.cdata_mapping="direct";

colorbar(Zmin ,Zmax);

e.color_mode =-2; // elimina les edge

e.color_flag =2;

// Nombre que recibe cada una de las gr á ficas en formato eps.

xs2eps(gcf(),ExecPath+"graftemprtub1"+string(i)+".eps")

endfunction
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Apéndice E

Gráficas

A continuación, se muestran las gráficas obtenidas en las diversas ejecu-
ciones del programa con las variaciones consideradas en el caṕıtulo 4. Las
gráficas representan la temperatura a través de la tubeŕıa en diversos instan-
tes de tiempo (en segundos).

E.1. Efecto del espesor de la pared

En este apartado se muestran las gráficas cada 10000 segundos.
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CAPÍTULO E. APÉNDICE E. GRÁFICAS

E.1.1. 0.001 m de espesor
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Figura E.1: Mapa de temperaturas en oC con t=10000 s y espesor 0.001 m
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Figura E.2: Mapa de temperaturas en oC con t=20000 s y espesor 0.001 m
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E.1. Creación de las gráficas cada q instantes de tiempo
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Figura E.3: Mapa de temperaturas en oC con t=30000 s y espesor 0.001 m
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Figura E.4: Mapa de temperaturas en oC con t=40000 s y espesor 0.001 m
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CAPÍTULO E. APÉNDICE E. GRÁFICAS

E.1.2. 0.01 m de espesor
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Figura E.5: Mapa de temperaturas en oC con t=10000 s y espesor 0.01 m
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Figura E.6: Mapa de temperaturasen oC con t=20000 s y espesor 0.01 m
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E.1. Creación de las gráficas cada q instantes de tiempo
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Figura E.7: Mapa de temperaturas en oC con t=30000 s y espesor 0.01 m
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Figura E.8: Mapa de temperaturas en oC con t=40000 s y espesor 0.01 m
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CAPÍTULO E. APÉNDICE E. GRÁFICAS

E.1.3. 0.1 m de espesor
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Figura E.9: Mapa de temperaturas en oC con t=10000 s y espesor 0.1 m
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Figura E.10: Mapa de temperaturas en oC con t=20000 s y espesor 0.1 m
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E.2. Creación de las gráficas cada q instantes de tiempo
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Figura E.11: Mapa de temperaturas en oC con t=30000 s y espesor 0.1 m
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Figura E.12: Mapa de temperaturas en oC con t=40000 s y espesor 0.1 m
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CAPÍTULO E. APÉNDICE E. GRÁFICAS

E.2. Efecto de la velocidad media axial del

flujo

Para este caso se muestran las gráficas hasta los 20000 segundos cada
5000 segundos.

E.2.1. 0.001 m/s de velocidad medial axial del flujo
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Figura E.13: Mapa de temperaturas en oC con t=5000 s y uavg= 0.001 m/s
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E.2. Creación de las gráficas cada q instantes de tiempo
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Figura E.14: Mapa de temperaturas en oC con t=10000 s y uavg=0.001 m/s
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Figura E.15: Mapa de temperaturas en oC con t=15000 s y uavg=0.001 m/s
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CAPÍTULO E. APÉNDICE E. GRÁFICAS
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Figura E.16: Mapa de temperaturas en oC con t=20000 s y uavg=0.001 m/s

E.2.2. 0.005 m/s de velocidad medial axial del flujo
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Figura E.17: Mapa de temperaturas en oC con t=5000 s y uavg=0.005 m/s
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E.2. Creación de las gráficas cada q instantes de tiempo
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Figura E.18: Mapa de temperaturas en oC con t=10000 s y uavg=0.005 m/s
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Figura E.19: Mapa de temperaturas en oC con t=15000 s y uavg=0.005 m/s
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CAPÍTULO E. APÉNDICE E. GRÁFICAS
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Figura E.20: Mapa de temperaturas en oC con t=20000 s y uavg=0.005 m/s

E.2.3. 0.01 m/s de velocidad medial axial del flujo
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Figura E.21: Mapa de temperaturas en oC con t=5000 s y uavg=0.01 m/s
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E.2. Creación de las gráficas cada q instantes de tiempo
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Figura E.22: Mapa de temperaturas en oC con t=10000 s y uavg=0.01 m/s
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Figura E.23: Mapa de temperaturas en oC con t=15000 s y uavg=0.01 m/s
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Figura E.24: Mapa de temperaturas en oC con t=20000 s y uavg=0.01 m/s

E.3. Efecto del cambio de fluido

Para este caso se muestran las gráficas hasta los 10000 segundos cada
2500 segundos.
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E.3. Creación de las gráficas cada q instantes de tiempo

E.3.1. Agua
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Figura E.25: Mapa de temperaturas en oC para agua con t=2500 s
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Figura E.26: Mapa de temperaturas en oC para agua con t=5000 s
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CAPÍTULO E. APÉNDICE E. GRÁFICAS
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Figura E.27: Mapa de temperaturas en oC para agua con t=7500 s
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Figura E.28: Mapa de temperaturas en oC para agua con t=10000 s
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E.3. Creación de las gráficas cada q instantes de tiempo

E.3.2. Alcohol amı́lico
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Figura E.29: Mapa de temperaturas en oC para alcohol amı́lico con t=2500
s
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Figura E.30: Mapa de temperaturas en oC para alcohol amı́lico con t=5000
s
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CAPÍTULO E. APÉNDICE E. GRÁFICAS
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Figura E.31: Mapa de temperaturas en oC para alcohol amı́lico con t=7500
s
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Figura E.32: Mapa de temperaturas en oC para alcohol amı́lico con t=10000
s
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València, 2000.

[Doubova, A. et al. 2007] Doubova, A. & Guillén, F. “Un curso de cálcu-
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E.3. Creación de las gráficas cada q instantes de tiempo

[Versteeg et al. 1995] Versteeg, H.K. & Malalasekera, W. “An introduction
to computational fluyd dynamics: The Finite Volume Method.” ISBN:
0-582-21884-5. Longman Scientific & Technical, England.
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