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Introduccioén.

La finalidad de este trabajo es la descripciéon matematica de los procesos que intervienen en las
comunicaciones por radio, dando un paralelismo entre la visién clésica analogica y la implementa-
cion de la misma por software. Para ello, dotaremos de contexto matematico tanto a la informacion
a transmitir como al modo en que lo hace, justificando la coherencia matematica en las sucesivas
etapas que forman este tipo de comunicacion.

Focalizaremos la base matematica en el contexto de las funciones casi periddicas, ya que se
ajustan al tipo de senales oscilantes con espectros discretos que suelen utilizarse en la radio, defi-
niendo los operadores involucrados en la emision y recepcion del mensaje y haciendo referencia a
las ideas que subyacen en la radiocomunicacion.

La visiéon computacional de este proceso se enmarca en una implementacion de estas descrip-
ciones mediante software que consiga recrear las distintas etapas que forman parte de un proceso
de comunicacién por radio.

Palabras clave.
» Radio definida por software (SDR).

» Funciones casi periodicas.

= Teorfa de la senal.

» Senales I/Q.

= Modulaciéon y demodulacion de senales.
= Muestreo.

= Filtros.






Capitulo 0. Introduccién a la radio.

En esta introduccién, se fijard un marco con las ideas y aspectos técnicos de la radio sobre
los que en los posteriores capitulos se dotara de base matemética y justificacion de sus distintas
posibles implementaciones.

0.1. Radio convencional.

Aligual que en otros seres vivos, la comunicaciéon auditiva forma parte intrinseca del ser humano
en el sentido en que dispone de 6rganos corporales destinados a tal fin, tanto para transmitir como
para recibir informacién usando la atmoésfera como canal de transmision, alterandola localmente
mediante ondasﬂ que propagan diferencias de presion y que contienen el mensaje entre el emisor y
el receptor, cuya frecuenciaﬂ oscila entre 20Hz y 20.000Hz en el caso humano.

. Mensaje Mensaje
Emisor | —" |Canal | — | Receptor

Existen otras formas de transmitir este tipo de informacién entre las que se encuentra la ra-
diofonica, en la que en lugar de transmitir una onda de presion usando la atmosfera como medio,
se usa una onda electromagnética que se propaga incluso en el vacio llevando consigo el mensaje.

Las ondas electromagnéticas poseen diferentes propiedades respecto a las sonoras, entre las que
se incluye el hecho de poder trabajar con ondas de alta frecuencia (i.e. por encima de las audibles
del caso acustico) y una mayor capacidad de propagacion que las ondas sonoras. Su componente
eléctrica, les confiere el poder ser tratadas y propagadas mediante hilo conductor, y su caracter
dual electromagnético les aporta la propiedad de ser susceptibles de propagarse por el espacio
mediante su irradiacion a través de un elemento llamado antena a un cierto nivel de energia, el
cual va disminuyendo segtin se propaga. El modelo més simple de antena es el dipolo, formado
por una doble varilla cuya longitud equivaldria (para optimizar la emision) a la de %, donde \
es la longitud de onda emitida definida como el cociente entre la velocidad de propagacion de la
ondaE] y su frecuencia v. Formalmente, el proceso de recepcion seria simétrico en el sentido que
requerirfamos de una antena para captar las ondas electromagnéticas previamente emitidas, y de
algunos modulos o etapas mas que consiguiesen reconstruir el pulso recibido al medio actstico. El
problema de la emisién y recepcion de este tipo de ondas, es que si queremos enviar un mensaje
de vozﬂ en su propio rango de frecuencias (llamado banda base) la longitud de la antena seria de
unos 50K m, lo que practicamente imposibilitaria su implementacion real.

IPerturbacion de alguna propiedad del canal a un cierto nivel de energfa mediante oscilaciones que se propagan.
>Ntumero de oscilaciones por segundo en un momento determinado, esta magnitud se llama Hercio (Hz).

3La velocidad de una onda electromagnética en el vacio es aproximadamente de 3 x 103m/s.

Los mensajes de fonia humana oscilan entre los 300Hz hasta 5.000Hz, dentro del rango audible.
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Por tanto, dado que para establecer una comunicaciéon con una onda electromagnética en el
rango de frecuencias audible, se requeriria de un dipolo de tamano kilométrico, se utilizara una
estrategia con el objetivo inicial de simplificar los elementos de transmision que involucrara el uso
del concepto de onda portadora, de forma que, para transmitir audio, lo que en realidad se hace
es generar una onda de alta frecuencia llamada portadora (z,) y conjugarla de algin modo con
la onda de baja frecuencia audible que contiene el sonido (en el caso de fonia), o la onda con el
mensaje si la comunicaciéon tiene otro tipo de datos a emitir, y que llamaremos onda moduladora

Antena Antena Mensaje
Demodulador ‘ — | Receptor

. Mensaje Mensaje Mensaje
Emisor | —" | Modulador | — |Canal | —

Se buscara en todo caso que la onda resultante (X,,) llamada onda modulada, cumpla que:

e sea emitible en alta frecuencia, es decir, que la antena o dipolo sea de factible creacion y uso.

e incluya la informacion a transmitir (onda moduladora).

e sea susceptible de ser captada y disociada para la obtencion de la onda de informacion desde
la onda modulada para poder obtener el mensaje.

Ceniremos por tanto la definicion estricta de “radio” al contexto propuesto en el que para
transmitir el mensaje se requiera del uso del concepto de onda portadora, cuya frecuencia esté
comprendida en un rango aceptable en el sentido de la viabilidad de construcciéon de la antena.

Llamamos espectro radioeléctrico a todo el intervalo de frecuencias en el que una emisiéon de
radio es posible y que se divide en subintervalos disjuntos llamados bandas, de modo que depen-
diendo del rango en el que se sittie una hipotética transmision mediante su onda portadora, podra
indicarse en qué banda se produce. El concepto de banda es relevante debido a que es un factor
a tener en cuenta a la hora de gestionar el uso del espacio radioeléctrico acorde a las necesidades
de cada tipo de transmision, ya que pese a que las ondas de radio no requieren de atmosfera en su
canal de transmision, si es cierto que la frecuencia es uno de los factores que influye en la forma
en la que se propagan las ondas por el medio en el cual las comunicaciones se realizan dentro
del planeta, viéndose afectados parametros de la transmision como la capacidad de propagar la
onda en relacion con la potencia de emision, o la aparicion de fenomenos ondulatorios (rebote,
interferencia, dispersion, etc.) que dependen explicitamente de la banda entre otras condiciones
del canal en el momento de la transmision. La subdivision en bandas tradicional es:

Numero | Nombre de banda Rango en frecuencia Propiedades
VLF (y menor) < 30KHz Antenas largas, medio marftimo
5.6 LF.MF [30KHz,300K Hz]-|300KHz,3MHz| Antenas miriamétricas
7 HF [3MHz,30MHz| Antenas del orden de 80m
8 VHF [30MHz,300MHz| Antenas métricas (11m-1.5m)
9 UHF [300MHz,3GHz| Antenas reducidas 90cm-3cm
=9 SHF ,EHF =3GHz Antenas muy reducidas

Existe una normativa llamada "plan de bandas" que asigna a cada rango de frecuencias un
uSOE] determinado y al que haremos referencia posteriormente con la siguiente simplificacion:

USO: <— AMBroad.|.,| CB..FMBroad..B.Aérea..Satélites.. Radicaficion Servicios |...] Radioaficion /QRP-PMR-Servicios. TDT..4G..ADSB->
Frec(Mhz):0.53-1.6.....27...88.5-108..108-137.137.140... 144- 146........ 146-174....nn 430,440 446...446-479....480...800-820..1090
\Banda: HF O VHE UHF .

5CB (banda ciudadana), AM/FMBroad (estaciones de radio comercial), B.Aérea (utilizado para comunicaciones
con aviones en AM), Satélites (enlace satelital, meteorologicos, etc.), TDT (estaciones de video comercial), Servi-
cios (frecuencias comerciales y estatales), Radioaficion (frecuencias asignadas a radioaficionados), QRP (emisores
domeésticos de baja potencia, mandos, etc.), 4G (frecuencias de telefonia movil), ADSB (radiobalizas de aeronaves).
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0.2. Definiciones formales y consecuencias.

Definimos el concepto de senal como una funcion compleja x : I — C, de modo que el dominio
generalmente estara asociado al tiempo, y que tiene por objetivo describir una gran variedad de
fenomenos fisicos. Ademas, si I C R es un intervalo, diremos que la senal es continua y haremos
referencia a ella mediante z(t), y en el caso que el dominio sea un conjunto de elementos consecu-
tivos de Z, representaremos la sefial por x[n], y diremos que es discreta. Llamaremos ademaés, S al
conjunto de todas las senales.

Notemos que entre los fenémenos fisicos a los que puede asociarse una senal, estan las oscila-
ciones de presion o electromagnéticas que pueden matematizarse bajo el modelo de un oscilador
armonico, de modo que si consideramos un movimiento rectilineo de un punto al que le asociamos
una propiedad mﬂ, y que es atraido por otro punto fijo con una fuerza proporcional a la distancia a
ese punto de atraccion, tenemos que por la segunda ley de Newton de la dindmica (f = m - a) po-

demos plantear la ecuacion diferencial mi(t) = —k-x(t), de la cual obtenemos z(t) = —£x(t). Asi,
que haciendo w? = —% nos queda la siguiente ecuacion diferencial de segundo orden homogénea

de coeficientes constantes: z(t) + w?z(t) = 0, cuya soluciéon general es

x(t) = ¢y coswt + co sinwt.

. . 2
Dado que %(t) = —cjwsinwt + cwcoswt, y derivando nuevamente obtenemos %% (t)
—cw? coswt — cow? sinwt = —w?z(t), por lo que la solucién propuesta es valida.
Considerando ¢; = Acosa; ¢y = —Asina, la solucion general se puede expresar como

x(t) = Acosacoswt — Asin asinwt = A(cos a coswt — sinasinwt) = A cos (wt + a).
Veamos ahora como obtener el valor de las constantes:
= El valor de A, se obtiene elevando al cuadrado las expresiones anteriores de ¢; y ¢o, obte-
niendo
2= A%cos’a, 3= (—A)?sin’a = A%sin’q,
v sumando las dos expresiones y despejando, obtenemos A = (c2 + c2)"/?.
= Kl valor de «, lo obtenemos dividiendo las expresiones de ¢; y ¢y de la siguiente manera:

Co Asin
—=———— = —tana.
e} Acosa
Tenemos aqui dos casos: ¢; # 0, entonces a = — arctan 2—?; si ¢ = 0, tenemos o =

{—% st cg >0

w2 g e <0 }, dependiendo ademas del signo de cos «, pues A > 0.
5] 2

En lo sucesivo, llamaremos senal sinusoidal a aquella que puede escribirse matematicamente como
z(t) = Acos (27v + @)

donde A, v, ¢, se llaman parametros de la senal sinusoidal, y respectivamente A se llama ampli-
tud y determina el valor méximo de la senal, v se llama frecuencia e indica el ntimero de oscilaciones

6Si la propiedad es la variacion de presion, haremos referencia a ondas sonoras propagadas en la atmofera; y si
la propiedad hace referencia a la variacion del campo electromagnético, estaremos hablando de las ondas de radio.
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por segundo que se producen, y ¢ altera el angulo de inicio y se llama fase.

El concepto fisico de onda (transmitida o recibida) va ligado al de senal en tanto que esta
tltima es la expresion matemética (funciéon) que modeliza tanto la onda modulada, como la mo-
duladora y la portadora; pudiendo asi heredar el sentido de las definiciones anteriores de forma
que podemos hablar de senal portadora (que sera siempre de tipo sinusoidal), serial moduladora y
senal modulada. Formalmente el proceso de modulaciéon implicara la variacion de alguno de los tres
parametros asociados a la senal portadora en cada momento del tiempo y en funciéon del valor de
la senal moduladora en ese mismo tiempo. Ademas, dependiendo de qué parametro se varie para
generar la onda modulada, estaremos hablando de una transmisién con modulacién en amplitud
(AM), con modulacion de frecuencia (FM), o con modulacion de fase (PM).

Como el propio proceso de modulaciéon implica variaciones en las propiedades de la senal mo-
dulada, para una determinada transmision cuya onda portadora esté fijada en una frecuencia v,
se tiene que en realidad dicha transmisiéon no implica un uso puntual del espacio radioeléctrico,
sino de un entorno centrado en esa frecuencia de radio e (comparativamente pequeno) que deter-
minard el intervalo real del uso del espacio radioeléctrico de dicha transmision. Esta idea nos lleva
al concepto de ancho de banda, que indica el intervalo en frecuencia donde se concentra la mayor
parte de la senal transmitida. Estas definiciones conllevan las siguientes consecuencias:

1. - Bajo ciertas condiciones en su potencia, dos o més emisiones independientes a la vez
que usen parte del mismo intervalo del espacio radioeléctrico, se entremezclarian causando
dificultades o imposibilidad de recepcion de la trasmision de interés debida justamente a
esas otras senales, esto es lo que se conococe como interferencia y que en la practica conduce
a gestionar las distintas asignaciones del uso de las bandas del espacio radioeléctrico en finos
rangos de frecuencia, es decir, a canalizar su uso. Es més, dentro del propio contexto de
recepcion se requerira de dos conceptos llamados sintonia, que formalmente significaré que
la senal demodulada toma la informaciéon contenida s6lo dentro del intervalo del espacio
radioeléctrico en el que se situa la senal de interés en recepci(’)nﬂ; y de filtrado, que seran
los procesos necesarios para eliminar las frecuencias no deseadas que durante las etapas del
proceso de recepcion puedan generar, directa o indirectamente interferencias.

2. - Dependiendo del uso asociado a una trasmision y banda en la que se produzca, convendré
usar un sistema u otro de modulacién, lo que justifica el tratamiento de los diversos tipos
realizado en el capitulo 3.

0.2.1. Radiotransceptores convencionales. Describiremos la funcionalidad de las etapas
en el tratamiento de la senal de las que constan los emisores y receptores electronicos tradicionales:
e Emision. El circuito emisor es el encargado de generar y tratar convenientemente la senal
portadora para incluir en ella la senal moduladora e irradiarla en forma de onda electromagnética:
Etapas basicas de un emisorf}

(Oscilador RF. J—(Modulador de serial. ]—{Excitador / Separador J—> T Antena

/I\
(Microfono o fuente de datos. )

"En otras palabras: de todo el espacio radioeléctrico se seleccionaré solamente un intervalo de tamafio coincidente
con el ancho de banda de la transmisién con centro v, (la frecuencia de la portadora de interés).
8RF: Radiofrecuencia, EM: Electromagnético.
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El objetivo de cada una de las etapas viene marcado por una parte, por la creacion de la senal
portadora z, mediante el oscilador RF, y por otra parte, por la obtencién de z,, mediante un
microfono para volcar ambas senales al modulador (ya sea en amplitud o frecuencia) obteniendo
asi X,,. Finalmente, se procederé a la etapa de irradiacion electromagnética tras amplificar sufi-
cientemente la senal con la etapa excitadora, para conseguir la emision en si mediante la antena.

e Recepcion. Por lo que respecta al receptor, estara formado también por una sucesion de eta-
pas en donde la primera serd la obtenciéon de la senal modulada de interés para someterla a un
proceso de deteccion, es decir, de extraccion de la senal que contiene la informacion en su banda
base. Aunque este proceso aparenta ser inverso a la emision, posee ciertos aspectos que lo dotan
de diferencias sustanciales como el hecho de que asi como en la emision ideal se emite tinicamente
la senal modulada, en recepcion se recoge todo el rango que acepte la antena, actuando esta como
un primer filtro de todas las portadoras que contenga el espacio radioeléctrico y que tendra que
afinarse méas con filtros en posteriores etapas con el objetivo de obtener tinicamente la portadora
de interés de sintonia. Atendiendo a esta particularidad y al tipo de modulaciéon usado, existen
diversos tipos de esquemas de bloques basicos de receptores:

- Receptor de conversion directa, en el que convenientemente filtrada ya la sefial entrante (ya se
dispone de X, ), se genera una onda en el oscilador local a casi la misma frecuencia que la portadora,
que al mezclarse con ella, la traslada a la zona audible, de modo que tratando convenientemente la
senal obtenida queda solamente la senal moduladora. Este es a grandes rasgos el tipo de receptor
mas parecido al proceso inverso de emision.

Antena

Ml pliica dor
[ |
= -Q%—~FE-d
S Mhavoz
Filiro pasa banda ? Filiro paso bajo
Osdilador kocal

En la practica, la onda es recogida por la antena en forma de senal eléctrica X,,, que es mezclada
con otra senal z, generada con un oscilador y que llamaremos senal de sintonia, de modo que al
hacer la diferencia de frecuencias entre la senal modulada y la de sintonia rebajamos la frecuencia
de la senal recibida al espectro audible. Tras esto, se eliminan las frecuencias no deseadas con un
proceso llamado filtrado (que se describira en el segundo capitulo) y se prepara la senal para generar
una onda sonora audible. Conviene que el oscilador tenga un rango determinado, de forma que
el receptor pueda recibir portadoras moduladas en diferentes frecuencias cercanas (un problema
de estos sistemas de recepcion clasicos son la necesidad de mucha circuiteria y variaciones en el
célculo de la misma) para la recepcion o emision en diferentes areas del espectro radioeléctrico, o
cambios en el modo de modulacion.
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EJEMPLO 0.1. Veamos un ejemplo de un esquema que ilustra como se produce la recepcion
completa mediante un sistema de recepcion directa de una senal emitida en 3.805KHz con un
oscilador local cuya frecuencia de oscilacion es controlable por voltaje y que esta fijado en 3.804KHz.

Antena

Mutiplicador

3805KHz . 1KHz 7609....

Filtro paso bajo Aﬁplificado(
3804KHz

Oscilador local

lKI-'Z ‘ ...--..,.. _ - I

Altavoz

EJEMPLO 0.2. Ejemplo de una portadora ya filtrada de 15.001Mhz mezclada con una senal
generada con el oscilador local fijado a 15Mhz.

Multiplicador

—p
15.001MHz 15KHz, ...

Filtro paso bajo
15MKiz

Sintonizador .

Oscilador local

Banda base
1.5KHz

1. Por una parte la onda es recogida, y por otra se genera una senal sintonizadora cercana.
2. Se mezclan ambas seniales obteniendo cuatro senales de frecuencias:

= v, +1,,— 15. 001 MHz + 15 . 000 MHz = 30 . 001 MHz

» v, — 1,—15. 001 MHz — 15 . 000 MHz = 0 . 001 MHz

» —v, +1, = — 15.001 MHz + 15 . 000 MHz = — 0. 001 MHz

» —v, — 1, = — 15. 001 MHz — 15 . 000 MHz = — 30 . 001 MHz
3. Al filtrarse todas las senales de frecuencia mayor a 1.5KHz, hemos conseguido trasladar la

senal recibida al espectro audible.

- Receptor superheterodino, en el que la senal sintonizada de interés se desplaza a una frecuencia
constante llamada frecuencia intermedia donde es tratada, con lo que se reduce la cantidad de
ajustes necesarios en la circuiteria a la hora de sintonizar otras frecuencias dentro de la banda de
recepcion. La sintonia se realiza mediante el ajuste de la frecuencia del oscilador local. Las herra-
mientas matematicas que justifican el desplazamiento de frecuencia se desarrollarén en el capitulo 1.

Un receptor superheterodino con deteccion en AM (simple) tendria el siguiente esquema basico:

Antena

N i‘ Multiplicador - -
‘ Filtro paso bajo Amplificador mplificador Altavoz
Amplificador RF de frecuencia de baja frecuencia
Sintonizador .

intermedia
Oscilador local Oscilador baja
frecuencia.
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Tiene la ventaja de que la mayor parte del recorrido de la senal se hace en un mismo y estrecho
margen de frecuencias, de modo que solamente la parte comprendida entre la antena y el mezclador
ha de ser sensible al ancho de banda al que es receptivo. Este sistema posee ademés la capacidad
de evitar acoplamientos provenientes tanto de otras zonas del espacio radioeléctrico como de los
propios cables y circuiteria del receptor.

Una desventaja de este sistema, es que al igual que pasaba con los receptores de conversion
directa, para diferentes tipos de modulacion, se requiere de diferencias en el demodulador al igual
que en parte de su circuiteria, de modo que, un receptor superheterodino con detecciéon en FM

adoptaria la forma siguiente:
Antena

¢ - Demodulador _>C|
— L ™ >
Filtro paso bajo mplificador | iniador Altavoz

de frecuencia Amplificador
intermedia de baja frecuencia

Multiplicador

Amplificador RF

Sinmnigor f ;

Oscilador local

No obstante, y de cara a posteriores reflexiones, estos receptores se dividen en tres partes bien
diferenciadas: recogida de la onda y tratamiento de la senal con obtencion de la senal modulada,
demodulacion de la misma, y registro o emision actiistica. Tanto las diversas formas en las que se

)
puede modular la senal portadora como las diferentes estrategias de demodulacion, asi como su
justificacion, seran tratadas en el capitulo 3.

e Transceptores.

Llamamos transceptor a la implementaciéon de un receptor y de un emisor en un mismo aparato.
Técnicamente presenta ciertas ventajas, como el hecho de que ciertas partes de la circuiteria pueden
ser comunes. Respecto al diseno electronico de cada etapa cabe resaltar que dependiendo del tipo
de modulacién y zona del espacio radioeléctrico usado, requerira de un tratamiento especifico de la
senal tanto para la emision de la onda modulada como de su recepciéon. De hecho, la construcciéon
de radiotransceptores clasicos estan sujetos por diseno a una serie de inconvenientes, entre los que
se incluyen:

» la posibilidad de aparicion de interferencias debido a que los procesos en todas las etapas
son procesos fisicos sobre la onda, es decir, lo que se estd procesando es una corriente
que contiene la senal y no la senal en si, y pese a que los receptores superheterodinos
minimizan el impacto sobre la senal resultante, lo cierto es que también son susceptibles
de sufrir interferencias.

= el hecho de que resulte necesaria una circuiteria especifica altamente especializada que
abarque todas las etapas de las que consta la radio para distintas bandas y métodos de
modulaciéon, ampliaria tanto el volumen como la complejidad del trasceptor, de modo que
lo harfa practicamente imposible de fabricar.
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0.3. SDR. Radiotransceptores definidos por software.

0.3.1. Elementos y definicién formal. Llamamos SDR a un conjunto de tres elementos
que interactiian entre si para implementar mediante software, en la mayor parte posible, las dis-
tintas etapas de una radio convencional. En la definicién preliminar, simplificaremos el concepto
de SDR a una terna formada por:

= un elemento fisico de obtencién de una amplia zona del espacio radioeléctrico o emision de
la senal de radio.

= un programa de ordenador que emula las diferentes etapas del tratamiento de la senal que
se da en la circuiterfa de radio : filtrado, sintonia, demodulacién y reproduccion.

= una parte de emulaciéon de lo que serian los distintos elementos fisicos de control de la
circuiteria emulada, cuyo manejo puede realizarse mediante comandos o elementos graficos
para la seleccion de la frecuencia de la sintonfa, el ancho de banda de la senal a demodular,
volumen, etc.

Estrictamente hablando, el concepto de receptor SDR tinicamente cabria aplicarlo al programa
que implementa los calculos de acuerdo a los parametros para los cuales se haya calibrado con el
objetivo de modular o demodular una senal. No obstante, en el contexto de recepciéon SDR se suelen
utilizar tanto por la informacién que ofrece, como por la facilidad que proporciona al operador los
siguientes elementos:

» Waterfall (WF o cascada): es una representacion visual que usa un segmento horizontal
que describe un intervalo de frecuencia del espacio radioeléctrico. De modo que, mediante
variaciones en el color de los puntos, se indica la energia presente en su frecuencia asociada.
Se generan sucesivas nuevas lineas que contienen la evolucién temporal de dicha energia
presente en las distintas frecuencias del espacio radioeléctrico visualizado, presentandose
en un grafico con desplazamiento vertical y facilitando asi la deteccion de las portadoras
presentes en cada frecuencia.

» Linea de sintonia (dial): es una linea vertical sobre la cascada (WF), que marca la frecuencia
sobre los que estan sintonizados los distintos elementos de la radio emulada, asi como su
ancho de banda.

= Botones y elementos de control del procesado de la senal (uso de filtros, seleccion de banda,
tipo de demodulacion).

= Elementos de ayuda de operacion.

Frecuencia 145000000 |-/Sukel | cB |aire | Mar |Favoritos | WFM [(nEm |
\Baia | | FM_|VHF| UHF | -Favorito |AM | USB |LSB

Fr.Central 144800000 . fieSquelch %% yyestreoiq -
SinSquelch ||y |©
Desplazamiento 2007  _ampiiF Recibe

Fr. Muestra | 2400000 ~ Emite
wrGanancia(il_|=) spRGanancia @[E: @: [ Mudo
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En el capitulo 4 y 5 se fundamentaran los algoritmos que implementan estos elementos descritos.

Es ahora cuando podemos poner en contraste la vision tradicional de un receptor de radio
formado por los tres elementos descritos anteriormente con la radio definida por software. Como
vemos, su diferencia estriba en que solamente la recogida de datos trata electronicamente la senal,
ya que las otras etapas de la radio vendrén suplidas por el tratamiento de los datos a nivel infor-
mético utilizando las herramientas matematicas pertinentes en el contexto de SDR.

Esto supone una mejora sustancial, ya que permite subsanar los dos problemas de la radio
tradicional mencionados anteriormente:

= excepto en casos determinados, inicamente se requiere de una circuiteria minima y comin
que recoge la onda electromagnética y la convierte en senal digital.

= sea cual sea el tipo de modulacion, como el proceso de tratamiento de la senal esta imple-
mentado por software, se elimina la posibilidad de que se altere durante su procesado.

0.3.2. Vision detallada de las partes de un receptor SDR. Seguidamente ampliaremos
dentro del contexto de SDR los tres niveles que lo forman:

0.3.2.1. Fuente de datos. La primera etapa es la que se encarga de alimentar las siguientes,
obteniendo el flujo de datos requerido a la velocidad que es necesaria para que el sistema de
emulacion en las demés etapas de radio no pase hambreﬂ Este tipo de alimentacion puede ser de
diversos tipos:

- En tiempo real, que seria en primera instancia una circuiteria del mismo tipo que en un
receptor de radio tradicional, es decir, se obtiene la senal como una senal continua.

Aunque son implementables los sistemas de deteccidon vistos anteriormente, en el contexto SDR
suele utilizarse un tipo de deteccidon de senal especifico proveido por un paso intermedio llamado
generador de senales en cuadratura.

Basicamente es una evolucion de la idea de la deteccion directa en la que en lugar de una senal
en banda base, se obtienen dos, que cumplen cierta propiedad llamada desfase.

Un receptor de senal en cuadratura consta de una etapa inicial fisica comin de la que se
obtendran las senales desfasadas, llamadas respectivamente I(t) y Q(t).

Multiplicador

4>®_> == | serall
J
T Filtro paso bajo
Antena ®1Y
\ i Oscair local 1)
Filtro pasa banda @

De.sfiador

—b@»—b = P senalQ

| MU
Filiro paso bajo

9Se dice que un sistema simulado pasa hambre cuando el flujo de datos entrante es insuficiente para generar la
cantidad de datos deseada a su salida.
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Tras la deteccion, como en el resto de etapas (filtros, demoduladores, etc.) se procesara la senal;
dichas etapas estardn implementadas por software con lo que por razones tecnologicas deberemos
cenirnos a un modelo de datos digital, y por tanto, se necesitara conocer tan solo los valores de la
senal en ciertos instantes de tiempo, lo que en la practica obligara a que el médulo de obtencién de
datos que recoge la onda solamente alimente al sistema con el valor de la senal recibida un cierto
numero de veces cada segundo. A este proceso lo llamaremos muestreo digital de la senal recibida
(y lo trataremos en el capitulo quinto), y es en esencia el objetivo final de la etapa de obtencion
de datos: obtener o generar el flujo que alimentara las entradas de los procedimientos que simulan
las otras etapas de radio. La informacién recibida en esta primera etapa puede transferirse al orde-
nador mediante un puerto que respete la velocidad a la que haya que alimentar el sistema (USB,

MIC, etc.). [

- Muestra en archivo, donde la alimentacion del flujo de radio se produce a base de ofrecer
paquetes de datos ya obtenidos o registrados mediante un archivo fisico o un flujo de datos a
través de la red. Lo que en la préactica permite la separacion fisica entre el médulo de recepciéon de
la onda y la unidad de proceso de los datos. Ejemplos de esta forma de funcionar pueden ser:

= flujos en crudo de ondas recogidas enviadas en tiempo real mediante protocolos de trans-
mision de datos de red, permitiendo asi la mencionada separacion fisica de la unidad de
recogida de datos con la de su proceso.

» datos en crudo (RAW) presentes en grandes archivos previamente almacenados en soporte
digital, que permiten su posterior escucha (diexismo) o diversos tipos de analisis como deco-
dificado (una vez conocido un hipotético sistema de encriptado o resuelto satisfactoriamente
un criptoanalisis).

- Muestra creada aleatoriamente o mediante un generador de onda, de modo que los datos
describen una senal de prueba con el objetivo de alimentar el sistema en una simulacién. Esto es
usado generalmente para pruebas de funcionamiento del propio software SDR.

0.3.2.2. Proceso de datos. Una vez recogidos y digitalizados los datos, en esta segunda etapa,
se le aplican los algoritmos mateméaticos con el objetivo de recrear la radio. Estos algoritmos deben
por tanto ser capaces como minimo de detectar la senal moduladora tratando convenientemente
la discretizacion de la senal modulada recibida.

En el caso de la radio convencional, resulta usual la necesidad de determinar de qué frecuencias
estd compuesta la onda que se esté recibiendo. Esto, mateméaticamente implica que la muestra
es recogida y enviada al procesador de senal en donde por ejemplo su valor como funcién que
depende del tiempo, puede transformarse al dominio de frecuencia, demodularse, etc. Podemos
equivalentemente ejemplificar lo descrito con una analogia musical, en el que de una pieza musical
escuchada se transcribe a un pentagrama (por unidad de tiempo).

0Fjemplos de elementos de hardware de esta parte
especifica son: doongles rtl_sdr, sdrplay, funcube, ....
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Asi, mediante las herramientas matemaéticas necesarias, estaremos en condiciones de que dada
una onda sonora, poder averiguar instantaneamente de qué frecuencias esta formada, de modo que
repitiendo el proceso en el tiempo, obtendriamos las notas:

7EHY

#

~ : VAT
— —

De éste modo, su transposiciéon es un conjunto de frecuencias en el eje X y duracién relativa
expresada en el eje Y. La herramienta matematica que utilizaremos para este fin es la transforma-
da de Fourier y sera descrita rigurosamente en el siguiente capitulo.

0.3.2.3. Interfaz de usuario. El componente de adquisicion de radiofrecuencias transforma
las seniales de alta frecuencia en un flujo de muestra, y aunque puede tener previamente otros
componentes fisicos electronicos para mejorar la calidad de dichas muestras, es deseable que estos
componentes estén implementados por software en la medida de lo posible. Asimismo, los pa-
rametros asociados a la segunda etapa (frecuencia de demodulacion, ancho de banda, modo de
modulacion, etc.) requieren también de un sistema de control y ajuste por parte del operador.

Estos parametros son generalmente controlados por el usuario mediante una interfaz de usuario:

!

[Sube/ cB || aire | Mar | Favoritos | wrm | NFM |
| Baja | | FM |VHF| UHF | -Favorito | AM| UsB |LSB

Frecuencia 145000000 |

Fr. Central 144800000 . -fieSaueich IEDIMUESUEOIQ v
inSquelc B

Desplazamiento [200. [ ampiFq Recibe

Fr. Muestra | 2400000 - ()

wrGanencia(I %) soreananca (120 |=[0 %] (] Mudo

Esta interfaz generalmente suele constar de los siguientes elementos:
- Deteccién visual/manual de la portadora mediante la cascada o waterfall (WF). Es la zona

azul de la grafica donde se muestran visualmente las portadoras en el eje X y su evoluciéon en el
tiempo mediante un desplazamiento en el eje Y. Ademas, se percibe el ancho de banda y se advierte
comparativamente su potencia en recepcion. En otras palabras, es una evolucion del antiguo dial
de las radios convencionales en donde también se visualizan las distintas portadoras que existen

en la ventana del espacio radioeléctrico representado.
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- Ajuste de la sintonia, desplazando el dial virtual a la portadora vista en la cascada. Es la
linea en la que se fija el ajuste al centro del rango de frecuencias que se utilizara para pasar a la
etapa de deteccion. Si ademas se consigue implementar el intervalo de maxima potencia del ajuste
de la sintonia, seremos capaces también de controlar el ancho de banda en recepcion.

- Elecciéon del método de demodulacion. Son los botones para seleccionar el tipo de modula-
cion/demodulacion deseado (AM/FM, etc.).

- Calibracion de diferentes ayudas en la operacion de radio: squelch (silencia el ruido blancﬂ
si no se detecta portadora o un minimo de potencia de senal).

- Eleccion de filtros que mejoren la calidad de la recepcion.

- Control de ganancia (control automatico de ganancia). Permite normalizar la amplitud de
todo el espectro representado amplificAndolo y tomando como méaximo absoluto el valor maximo
que esta presente en toda la ventana del espacio radioeléctrico.

- Redirecciéon del flujo de audio hacia altavoces, o registro de datos.

- Control del céalculo interno de la parte SDR (la calidad de demodulacion o de célculo de la
waterfall, el tamano de la muestra, etc.).

Asi pues, el esquema fisico-logicial de un receptor SDR sera del tipo:

Muttiplicadar
%‘ == ADC  —P
d Sefial |

Filiro paso bajo A

i
- -

Antena Filtra.

Osciladpr local ) \ Ampl Demodulacion
- Oscilado @I = ja\" e
scilador Proceso de datos
= ' frecuencia de AT
== muestren
Filtro pasa banda @

Desfiau/or
e

Filtro paso bajo

Squelch

Con todo, y justificada la mejora que ofrece este sistema de transcepcion de radio frente al
tradicional, el objetivo de este trabajo sera el de presentar las herramientas matematicas necesa-
rias para formalizar los modos de modulacion/demodulacion clésicos y su evolucién como etapas
definidas por software, indicando los procesos matematicos que la conforman, asi como describir el
uso de los mismos en aplicaciones practicas (en el capitulo 6) de elementos como los anteriormente
descritos en el contexto SDR: generacion de la WF, demodulacion, filtros, etc.

Referencias principales:
L1, R1, 10, [CCl, [ASM].

HEg una sefial aleatoria que no posee relacion entre dos tiempos diferentes, y que contiene todas las frecuencias
a la misma potencia.



Capitulo 1

Elementos matematicos.

En este capitulo definiremos los conceptos y sus propiedades asociadas con el objetivo de
introducir la base mateméatica que sustentara los argumentos que en los capitulos posteriores daran
una vision més exhaustiva de lo relatado en la introduccién anterior.

1.1. Espacios de funciones oscilantes.

DEFINICION 1.1. Una senal seré una funciéon x : I — C donde I puede ser, o bien un intervalo
en R (y en tal caso la llamaremos sefial analogica), o bien un intervalo en Z (si se trata de una senal
digital). En el primer caso escribiremos x(t) para hacer referencia a su valor en cada instante ¢ y en
el segundo z[n|. Diremos que x es periddica, de periodo T' € R, si se cumple que x(t) = z(t +nT),
para todo t € I.

DEFINICION 1.2. Llamamos conjunto de sefiales unitonales de frecuencia v € R* al conjunto:E]

S, ={z(t) : x(t) = Acos (2rvt + ¢), con A, ¢,t € R}
DEFINICION 1.3. Un polinomio trigonométrico complejo serd una funcién de variable real P :

R — C, de la forma P(t) = Y a;e', de modo que n € N,a; € C, \;,t € R. Al conjunto de
=1
todos los polinomios trigonométricos lo denotamos por

Trig(R) = {P(t) (P(t) = Zajei”ﬂ't vt € Ryn € Nja; € (C} :
j=1

De igual modo que 7rig(R) podemos considerar de cada uno de ellos los subconjuntos formados
por los elementos cuyo dominio es Z, es decir

N
. TV ] _1 1
Trzg(Z):{m:Z—MC:x:g aj62 JJ,V]-E{T,A}-

j=1
PROPOSICION 1.4. El espacio vectorial generado por S, estd contenido en Trig(R).
DEMOSTRACION. Partiendo de la identidad de Euler e** = Cos(vt) +iSin(vt), obtenemos que

2imvt 6—2i7r1/t

cos(2mvt) = 5 + 5

con lo que aplicandolo sobre la suma finita que compone el polinomio trigonométrico tenemos
el resultado deseado.

O

INotar que tanto la funcién coseno como la funcién seno son funciones periédicas, y por tanto sefiales periodicas.

Ademés, ambas verifican la relacion cos(¢) = sen(5 — ¢).

19
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DEFINICION 1.5. Llamamos polinomio trigonométrico real a aquel formado por una suma finita

m
de senales unitonales > x,, con z,, € S, .
n=1
PROPOSICION 1.6. Tanto la parte real como la imaginaria de un polinomio trigonométrico
complejo son polinomios trigonométricos reales.

DEMOSTRACION. Dado un polinomio trigonométrico

N
P(t) = Zakei’\’“t
k=1
fijémonos que si consideramos la sucesion de coeficientes ap = by + icp, podemos aplicar la
identidad de Euler e = Cos(A\t) + iSin(Agt), con lo que se tiene que:

N N
Re{P(t)} = > (b cos(A\gt) — cg sin(Axt)) Im{P(t)} = > (brsin(Agt) + ¢ cos(Agt)), y
k=1 k=1
atendiendo a la proposicion [I.4] deducimos que son polinomios trigonométricos reales. O

1.1.1. Funciones casi periodicas.

DEFINICION 1.7. Diremos que una senal compleja de variable real z : R — C, es casi periddica
si Ve > 0,3P.(t) € Trig(R) : |z(t) — P.(t)| < ¢, Vt € R. Al conjunto de todas las funciones casi
periddicas lo indicamos por AP(R).

EJjeEMPLO 1.8. Trivialmente cualquier elemento de P(t) € Trig(C), asi como su parte real o
imaginaria, es una funcion casi periddica, ya que dado € > 0, basta tomar P.(t) = P(t), para que
la diferencia |P(t) — P.(t)| sea nula.

TEOREMA 1.9. Emisten senales casi periodicas que no son periodicas.

DEMOSTRACION. Sea z(t) € Trig(R) € AP(R) definida por z(t) = e + ™. Supongamos
que x es periédica entonces existird un w = 7 de modo que z(t + T) = x(t), es decir, se cumple
e+ 1 eim(t+) Tgnalando con z(t) y sacando factor comin obtenemos

(1.1.1) (e“—1)e"+ (™ —1) ™ =0,VteR

dividiendo ahora por e, tenemos €™ — 1 4 /"= Vf(¢™ — 1) = 0, Vt € R.
Esta igualdad se cumple para cualquier valor real ¢, con lo que continda siendo cierta si deri-
vamos respecto t, con lo que nos queda

i(m— 1)V (™ — 1) =0 = ™ =1

de modo que si dividimos ahora la formula (1.1.1) por €™, obtenemos mediante un proceso
analogo (derivando respecto de t), que ¢ = 1 pero como ¢ = 1 implica que w = 2k, k € Z, y
e™ = 1 implica que 7w = 2jm,j € Z. Pero entonces 2km = 23, lo cual es imposible ya que 7 es
irracional. Por tanto w no existe, con lo que no puede ser periddica. O

AFIRMACION 1.10. Como consecuencia del ejemplo 1.8., las sefiales casi periddicas heredan las
propiedades de los polinomios trigonométricos. Ademas, por el teorema anterior vemos que pueden
exisitir otras propiedades al no cumplirse la doble inclusion.



1.1. ESPACIOS DE FUNCIONES OSCILANTES. 21

1.1.2. Propiedades de funciones casi periédicas.
TEOREMA 1.11. Si z(t) € AP(R) es continua y acotada, x(t) es uniformemente continua.

DEMOSTRACION. Sea € > 0, entonces existe un polinomio trigonométrico

T.(t)/ |(t) — T.(t)| < g,t eR.

Como cada funcién cie'**" es uniformemente continua, la suma finita de ellas también lo es, con lo
que T,(t) es uniformemente continuo, con lo que

it

36(e) > 0/ |t — ta] < 8(€) = |Tu(t)) — To(ts)| < §

Como |z(t1) — 2(ts) [<[ (1) = Te(ta)] + |Tc(tr) = Te(to)] + |Tete) —x(ta)] =< 5+ 5+ 5 =€
cuando [t; — ta] < 0(€) se tiene que z(t) es uniformemente continua. O

PROPOSICION 1.12. Dados dos polinomios trigonométricos T'(t),T'(t), se cumple que el conju-
gado de cualquiera de ellos, el producto por un escalar, su suma o resta, T(t + a) y T(at), a € R,
también son polinomios trigonométricos.

DEMOSTRACION. Sean T(t) = 3 aze™! T'(t) = 3. a)e™.

Se tiene que si consideramos (T" + T') () = 3. age™' £ 3 ape™! = 3 bt

donde hemos definido wy que coincide con v en los primeros N indices, y luego con u,;, v by
de forma similar respecto los coeficientes a; y a;. Por tanto, tanto la suma como la resta, son
polinomios trigonométricos.

Trivialmente sucede con la conjugada y el producto por un escalar, dado que admiten una
expresion como polinomios trigonométricos tomando los nuevos coeficientes y valores de v.

Que T'(t + a) también es polinomio trigonométrico, con un cambio de variable obtenemos una
expresion similar.

Que T'(at) es un polinomio trigonométrico, al poder reescribir el polinomio trigonométrico
redefiniendo los valores A} := a\;. O

TEOREMA 1.13. Si z(t) € AP(R),c € C,a € R, las funciones z(t), cx(t),z(t + a) y z(at)
también son casi periodicas.

DEMOSTRACION. Por ser z(t) casi periodica, se tiene que para cada € > 0, existe T.(t) de modo
que |z(t) — T.(t)| < ¢Vt € R.

Como T.(t) € Trig(R), T(t), T.(at), T.(t + a) y cT.(t) son polinomios trigonométricos por la
proposicion anterior. Pero ademéas T,(t) es una combinacion lineal de términos cze**. Por tanto,
z(t), cx(t),z(t + a) y z(at) son también polinomios trigonométricos, ya que se cumple que

Z(t) = T(t)] <e, |z(at) — Tu(at)| < €|zt +a) = T.(t + a)| < €|cx(t) — cT(t)] <e. O

TEOREMA 1.14. Dadas las funciones casi periddicas f(t), g(t), tenemos que tanto su producto
f(t)g(t), como su suma f(t) + g(t) son funciones casi periddicas.

DEMOSTRACION. Dado 0 < € < 1, consideremos los polinomios trigonométricos S, y T, de
modo que

[f(t) = Se(t)| < s v 19(t) = Te()| < gy, donde M cumple [f(2)] < M, [g(t)] < M,
vt e R.

Por la proposiciéon anterior, tanto S. como 7, son polinomios trigonométricos.
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Asi pues, [S.(t)] < |S(t) — f(H)|+ |f(t)] < M 4+ 1. Y como ademas, se cumple la desigualdad
|fg — ST < gl |f — Se|+|Se| |g — T¢|, tenemos que | fg — ScT.| < € en todos los reales, el producto
de funciones casi periddicas también es casi periddico.

El caso de la suma es trivial, ya que dado ¢ > 0, si consideramos S., T,, tenemos que

‘f(t)"i‘g(t)_(SE"i‘TE)’ <€ [l

TEOREMA 1.15. El limite uniforme de una sucesion uniformemente convergente de funciones
casi periodicas es una funcion cast periodica.

DEMOSTRACION. Dada una sucesion {f,(t)}, oy, donde f,(t) € AP(R) converge uniforme-
mente a f(), tenemos que para cada €0, existe N(e)/|f(t) — fu(t)| < §, ¥t € R,n > N. Ademas,
como para cada f; existe T; € Trig(R)/|[fi(t) —Ti(t)| < 5,t € R, tomando T. = Tj, se tiene la
desigualdad |f(t) — T.| < ¢,t € R. O

COROLARIO 1.16. AP(R) coincide con la clausura para la topologia de la convergencia uniforme
del conjunto de polinomios trigonométricos.

DEMOSTRACION. Por aplicacion del teorema 1.14. tenemos que AP(R) es cerrado. O

Vemos en este colorario la importancia de que las funciones peridédicas sean cerradas respecto
la convergencia uniforme. Todas las funciones que pueden ser aproximadas por una funcién casi
periddica, con suficiente precision, son casi periddicas.

TEOREMA 1.17. Dadas f(x) y g(x) dos funciones casi periddicas, si existe m con 0<m<|g(z)|,

/(@) o casi verisdi
entonces 9(2) es una funczon casit perioaica.

La demostracion puede encontrarse en el Colorario 3.3., pag. 55 de [CO2].

LEMA 1.18. Dada una senal cast periodica tanto su parte real como su parte imaginaria también
son casi periodicas.

DEMOSTRACION. Por ser senales casi peridédicas admiten una expresion aproximada por polino-
mios trigonométricos de cualquier orden determinado por un valor €. Por tanto, por la proposicién
[1.6] se tiene que sus partes reales también son polinomios trigonométricos. Como esto sucede para
cualquier ¢, se tiene que tanto la parte real, como la imaginaria son senales casi periddicas. 0]

TEOREMA 1.19. Si f(t) es casi periddica y f'(t) es uniformemente continua en R, entonces
f'(t) es casi periddica.

DEMOSTRACION. Consideremos f(t) = fi(t) + if2(t), con lo que f; son funciones reales de
variable real. Como f'(t) = fi(t) + if5(t), ya que f! son uniformemente continuas, definimos la
funcion

eu(t) =n {f (t+%) —f(t)} ,neN.

Por el Teorema del Valor Medid?, se tiene que
/ On\ | .0 Tn
pult) = fi (142 ) +ifs (t+2),0 < O < 1,
n n

2Dada f continua en [a,b] y derivable en (a,b), se tiene que existe ¢ € (a,b) que cumple W = f'(¢)(b—a)
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lo que implica que para todo ¢ > 0 existe N(e) de modo que |p,(t) — f'(t)] < €t € R para
cualquier n > N, asi ¢, — f'.

Como ¢,(t) € AP(R), por continuidad uniforme existe § de modo que |f'(s) — f'(t)| <€, sin
es suficientemente grande | f/(t + £) — f'(s)| < €, con lo que se tiene que f'(t) € AP(R). O

DEFINICION 1.20. Dada una funciéon f(t) € AP(R), diremos que:
1. f(t) es normal si dada una sucesion de ntmeros reales {h,}, y una sucesion del tipo

{f(t+ hy)} podemos extraer una subsucesion uniformemente convergente en la recta real.

2. f(t) cumple la propiedad de Harald Bohr si Ve > 0,3l(e) > 0, de modo que cualquier
intervalo de longitud [(€) de la recta real contiene al menos un punto de abscisa &, de modo
que |[f(t+&) — f(t)| < e,t € R, donde el namero £ lo llamamos nimero de translacion
asociado a € (o e-traslacion).

Los siguientes resultados pueden encontrarse probados en [CO1l, [CO2)].
LEMA 1.21. Si f(t) es normal, entonces cumple la propiedad de Bohr.

PROPOSICION 1.22. Si f(t) € AP(R), entonces f(t) es normal (y por tanto cumple la propiedad
de Bohr).

TEOREMA 1.23. Teorema: si f(tz) cumple la propiedad de Bohr, entonces f(t) € AP(R).
COROLARIO 1.24. f € AP(R) <= cumple la propiedad de Bohr.
1.1.3. Vision de las funciones peridédicas continuas como funciones casi periédicas.

DEFINICION 1.25. Dada una funcién f continua y periédica de periodo T, definimos ftambién
periodica, de perido 27 como:
~ t
) =r 2—T
i

PROPOSICION 1.26. 5% ]7 es casi periodica, f también lo es.

DEMOSTRACION. Supongamos que fv es casi periddica, entonces para todo € > 0 existe P,
de modo que ‘f(t) — Pe(t)’ < €, y se tiene que por ser f de periodo T, esto sucede también

para |f (2%75) — Pe(z%t)’ < €, es decir, para f. Por tanto se encontr6é una sucesion de polinomios

trigonométricos que se aproximan a f tanto como queramos, de lo que concluimos que f es casi
periddica. 0

AFIRMACION 1.27. Por tanto, sin pérdida de generalidad, en los siguientes razonamientos,
consideraremos las funciones de periodo 2.

DEFINICION 1.28. Llamamos nucleo de Dirichlet D,,(¢) al polinomio trigonométrico

N

D, = Z ez’kt

k=—N

sin 1
PROPOSICION 1.29. D, (t) = %
2
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DEMOSTRACION. Podemos entender que el nicleo de Dirichlet es expresable como la suma de

. 3 1
iy s i e N-1/2_it(N+1/2)  sin((N+5t)
una progresion geométrica de razéon €, con lo que D, (t) = =TT = in(D) 0

DEFINICION 1.30. Llamamos niicleo de Fejér a la media aritmética de los nicleos de Dirichlet

N
e
Avit) ==5—
PROPOSICION 1.31. F,(t) = %%
DEMOSTRACION. La prueba puede hallarse en [W]. ]

DEFINICION 1.32. Dada una funcién f periddica, de periodo 27, llamamos suma parcial de
Fourier, de grado N a:

Sx(N)() = > flKe™,
k=—N

donde a cada f[k] = o [T f(t)e ™ dt lo llamamos coeficiente k-ésimo de Fourier.

DEFINICION 1.33. Dadas dos sefiales x(t), y(t), de periodo 27, definimos

(@) () = 5= [ (o)l = 9)ds

2 ).

TEOREMA 1.34. Dada una funcion f : R — C, periddica, de periodo 27, se tiene:
) SulF)(t) = (f 425 D) (1)

2 Sn-1(F)(1)
b) (f *ar F)(t) = = —F——

N

DEMOSTRACION. a) Sy (f)(t) = % (% I f(s)efz‘ks@) et = L [T f(s) ( > ek(ts)> ds
k=—N

k=—N
(f *2r Dn) (2).
b) fxFy=fx (= Dpy) =L fx Dy = Z5=r, O

LEMA 1.35. Se cumplen las siguientes relaciones de ortogonalidad:

/ eiateiﬁtdt — { 27T7 St a = B

0, en otrocaso

—T

- ; ; . (o 7T 2 ) =
DEMOSTRACION. [ eitefldt = [T eiletPiqs = %} = { g’ 5:1 OtiOCfgo : O
- :

LEMA 1.36. Los nicleos de Dirichlet y Féjer cumplen: % f:r D, (t)dt = % f:r F.(t) =1.

DEMOSTRACION. Considerando que las funciones e** son ortogonales y F), es la media arit-
mética de los primeros niicleos de Dirichlet, se tiene el resultado deseado. La prueba del valor de
dichas integrales puede hallarse en [W]. O
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TEOREMA 1.37. Dada una funcion continua en [—m, m|, entonces Fyxo.f tiende uniformemente
afen|—m .

DEMOSTRACION. Dado ty € Ty, por el lema anterior, tenemos que

1" 1"
— [ D.tydt=— [ F,(t)dt
o | (t)dt = o (t)

lo cual implica que

;W W D n(t)dt — f(to) = ifr E,(t) — f(to)dt

2 J_.

y por tanto se tiene

217r /W Eu(s) (f(to = s) — f(to)) dt.

Por ser continua en un compacto tenemos que estaré acotada, con lo que IM/ |f(t)| < M, Vt.
Por tanto, dado § > 0, tenemos

(f *ar Fv) (to) — f(to) =

(f vam i) () = Fl00)] = 5= [ Fals) (Ult0 = 5) = (t0) <

2m J_,
F.( f(to))|d ! E t to))|ds <
<o [ IR (Gt 5) ~ sl s + 5 [ V(o) (700 = 5) = it ds <
_%/ Fu(9) (F(to — 5) — F(to))ds + 2 LIS

Asi, por ser f continua en [—m, 7|, se tiene que dado: € > 0,30 > 0/|s—ty] < § =

£ (s) = f(to)] <e.

Si tomamos este § en la desigualdad anterior, como ademés 0 < Fy(t), tendremos

(F %2 Ex) (t0) = f(t0)] < 5= / F(s)ds + 2L Fy(s)ds.

T Js<|s|<m

Por el segundo apartado del teorema anterior, y aplicando que el valor del nucleo es 1 por [I.30],
tenemos entonces que si N — oo, el segundo sumando tiende a cero, con lo que deducimos que:

]\l[z'm |(f *2x F) (to) — f(to)] = 0, lo que nos garantiza la continuidad uniforme en el intervalo.
—00

O

COROLARIO 1.38. Toda senal periodica continua es casi periddica.

DEMOSTRACION. Como Fly *o, f es por m (apartado b) un polinomio trigonométrico. Por
el teorema tenemos garantizado que f, que es el limite de Fy * f, es casi periddica. U
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1.2. La transformada de Fourier en funciones casi periédicas.
DEFINICION 1.39. Dada f(t) € AP(R), a € R, definimos su valor medio como

a+T

Vi {f(2)) = z@m—/f

TEOREMA 1.40. Va,d’, se cumple Ve {f(x)} = V& {f(z)}. Bs decir, el valor medio es inde-
pendiente del valor de a elegido.

DEMOSTRACION. Primero veremos que si f(t) € Trig(R), la media existe. Para ello definimos:
S(t) = co+ Yocpe™t 0, con Ny # 0,k € {1.n}, de lo que obtenemos %fanrT S(t)dt = so +

k=1

L A (a+T) _jidga
de T con lo que para T' > 0 se tiene:

1
1 [atT 2
1 _ 2 k
LTSt - | < 2 >
existe para cualquier polinomio trigonométrico, uniformemente respecto de a. Ademés esto significa

que el valor medio es independiente del valor de a.
Sea ahora f(t) € AP(R), € > 0, podemos determinar S(t) € Trig(]R)/ |f(t) = S(t) <5 teR

y un nimero T'(¢) de modo que ‘T fa+T1 S(t)dt — 7 faa+T2 S(t )dt’ < £ T, Ty > T(e). Por tanto
tenemos que

, esto implica que 7{z’m % faa+T S(t)dt = co. Asi, el valor medio
—00

1 a+T1 1 a+T5
—/ S(t)dt — — S(t)dt' <

1 a+T1 a+T1 1 a+T5s 1 a+T5
<T1 ) |f(t) — S(t)] dt + / S(t)ahf—f2 i S(t )dt‘JrE/ |S(t) — f(t)|dt <

<§+§+§<e conTl,T2>T(e).

Probemos ahora que lzm s N a+T ft)dz = lzm T fo t)dr de donde se sigue que la media

es independiente del valor a. Como f(t) esta acotada EIM/ |f(t)] < M,t € R. Suponiendo que
T > a > 0, tenemos que
— t)dr — / f(t)

: /aa+Tf(t)dx—/0Tf(t)dx

La prueba con a<0 se demuestra de igual modo. ASI, existe para cualquier func1on casi periodica
la media. 0

1 2aM

DEFINICION 1.41. Dada una senal casi periddica z(t), definimos la media sobre AP(R) como

@} =l 7 /
a+N

Si dicha sefial z(t) € AP(Z), entonces definimos el valor medio como: V,,(z[n]) = lim + Z x[k]

N—oo
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TEOREMA 1.42. La media de una funcion trigonométrica coincide con la integral usual a lo
largo de un periodo en las funciones periodicas.

DEMOSTRACION. Si f(t) es una funcién periddica de periodo 2w, para cada T' € R, podemos
considerar o, € R de modo que T" = 2nwa,,, de modo que 0 < «, < 2w. Como T — o0 <
n — 00, si calculamos tenemos

Vi \F(0)) = Jim / F(t)dt =

. 1 2nw-+tam s 1 2w Qn _L 2w
= lzm—/o f(t)dt = lim—— {n i f(t)dt+/0 f(t)dt} = 2w/0 f(t)dt.

n 2nw + oy,
Es decir, la media para una funcién casi perioédica coincide con la media para el caso de funciones
periodicas. O
TEOREMA 1.43. Dadas f(x),g(x) € AP(R), c € C, se tiene que:
L Vi {f(1)} = Vi {F ()}

2. Vi {ef ()} = Vi { (1)}
3. Vi {af(t)} >0, st f(t) > 0.

4 Vi {f () + ()} = Vin {f(1)} + Vi {g()}
5. Vi A} < Vi {lF O} =115

DEMOSTRACION. La demostracion de las cuatro primeras propiedades se sigue de la linealidad
de la integral o del hecho de la compacidad.

La demostracion de la ultima propiedad se basa en el hecho de que dada una {f,(¢)} sucesion
uniformemente convergente a f(t), entonces gfz_@ovm {f,(®)} =V {f(t)} yaque |V, {fn} — Va{[}] =

Vil fo = FH < | fo = [l O

DEFINICION 1.44. Consideremos A € R,z € AP(R) (o x € AP(Z)), como también f(t)e " €
AP (R) (respectivamente en AP(Z))), entonces podemos definir

a(A) == Vi, { f(t)e ™}
DEFINICION 1.45. Dada una funcion f € AP(R), definimos el operador transformada de Fou-
rier F(f)(w) = f(w) como

F:AP(R) — I[(R)
f(t) > A,

o equivalentemente f(w) = a;0(w —v;).
J

TEOREMA 1.46. La funcion ¢(cq, ¢, ..cp) = Viy {’f(t) — > cpert
k=1

2
} alcanza su minimo valor

para ¢ = a(ug) = Vi, {f(t)e” "'}, con k=1,2,...n. Y tenemos

(1.2.1) D la(ue)* < M{|F®)*}-
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DEMOSTRACION. Aplicando las propiedades del teorema anterior tenemos

2

=V {FOP} =Y @V {f ()} e — chV {F()} e+

n

Vin ‘f(t) - chei”’“t

k=1 k=1
~x = gt —iv, gt —iv, 1 . h=k
+;;ckckvm {e Ko ’“t} .ComoV, {e rle ’“t} = { 0 zz htk

Con lo cual tenemos que

‘f(t) - chei”’“t =V {If(¢ )|? b - cha Vi) cha(uk) + Z leu|” =

—ZZCkaV {e“’kt “’kt} V., {]f |}+Z\ck—auk| —Z|a V)|

k=1h=1
Esta expresion toma su valor minimo para cuando ¢ = a(vg), es decu", cuando el término
central es nulo, con lo que queda probado el enunciado. O

TEOREMA 1.47. Ezisten como mucho un conjunto numerable de A, de modo que a(\;) = 0.
DEMOSTRACION. Teorema 1.15., pag. 26. [CO1] O

DEFINICION 1.48. Dichos Ay, ...., A, no nulos se llaman exponentes de Fourier de la funcion
f(t), vy a(A\g) son los coeficientes de Fourier de f(t).

DEFINICION 1.49. Definimos A, = a(M;),k € {1,2..}, donde el hecho de que A sean los
exponentes de Fourier de f(t) y Ag, k € {1,2,...} sean los coeficientes de Fourier implica que f(t)

se puede aproximar como f(t) ~ > Aze**! que es la llamada serie de Fourier asociada a la funciéon
k=1
f(t).

TEOREMA 1.50. Si la derivada (o primitiva) de una funcion casi periddica es una funcion casi
periddica, entonces la transformada de Fourier se obtiene por una diferenciacion formal (integral).
Asi para la derivada:

'€ APR) = f(w) = wf(w).
DEMOSTRACION. Sea f(t), f'(t) € AP(R), entonces existe V,, { f'(t)e="*'}. Como

1 a+T ] At T a+T )
7 / et = 2 f(t)e ™7 i) / f(t)e Mt

si T — oo tenemos que Vi, { f'(t)e=™} = iAV,,{f(t)}, con lo que f'(t) tiene los mismos exponentes
de Fourier que f(t) excepto para el caso A = 0.
Sean A} los coeficientes de Fourier de f/(t), entonces Aj = i\, Ay, con lo cual

o0

()~ ) idApe™t

k=1
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de lo que se sigue que si la primitiva F(t) de una funcion f(t) es casi periddica, tendremos que
o0

F(t) = fot f(r)dr ~C+ > ﬁ—ZeZAkt. Notar que los A\; de los denominadores no afectan a la validez
k=1

del resultado ya que A\; = 0 no puede suceder porque son exponentes de una funciéon casi periddica
que es derivada de otra funcién casi periddica.

Es decir, para que una primitiva de una funcién casi peridédica sea casi periddica se necesita
que los exponentes de Fourier de la funcién no sean nulos, aunque se conocen ejemplos de que esta
no resulta ser una condiciéon suficiente. O

n

TEOREMA 1.51. Dada una senal casi periodica z(t) ~ Arert se tiene que se cumple la

k=1
1qualdad de Parseval:

S = Vi {2 (O

DEMOSTRACION.
De la desigualdad podemos escribir que para cada n, se cumple la llamada desigualdad de
Bessel:

n

S 1A < Vi {J2(0))

k=1

Consideremos ahora S(t) € Trig(R) y S*(t) = 0, si ninguno de los exponentes de z(t) son
diferentes de los exponentes de Fourier de S(t), y S*(t) = > Agei!, la suma extendida sobre los
subindices k para los que A\, es un exponente de Fourier, es comtn en las funciones z(t) y S(t).

Como la funcion z(t) € AP(R), existe una sucesion de polinomios trigonométricos {5, (t)}
de modo que se cumple

neN

1
lz(t) — Sn(t)] < T cont € R.
Asi que por la desigualdad de Bessel tenemos que V,, {|x(t) — Sn(t)|2} < %,
Asi que aplicando el teorema tenemos que V;, {|x(t) — S;*L(t)|2} <V, {|x(t) — Sn(t)|2} < %
No obstante, V,, {|z(t) — S:(t)|"} = Vin {|a:(t)|2} — " |4 . Donde la suma es extendida para

esos subindices k, de modo que )y es un exponente de Fourier de S, ().

Asi, Vi, {|x(t)|2} <> |Ak|2+% , de modo que como esto sucede Yk, V,, {|x(t)|2} <> |Ak|2+%
n n=1

, v finalmente haciendo n grande tenemos que V,, {|x(t)|2} < Y A%, lo que se deduce de la
=1

igualdad de Bessel mediante la técnica de la doble desigualdad. ! 0

OBSERVACION 1.52. La interpretacion de esta formula es que la energia total de la senal f(t)

A

es igual a la energia total de su transformada de Fourier f(w) a lo largo de todas sus componentes
frecuenciales.
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1.3. Convergencia de la serie de Fourier y transformada de Fourier.
Dada la sutileza del problema, veremos solamente dos criterios de convergencia.

PROPOSICION 1.53. Dada x € Trig(R), se tiene que

n

_ 2mivit
T = E a;e”™"",

=1

donde a; = lim(21)~* fil z(t)e itdt = V,, {x(t)e it} .

l—00

DEMOSTRACION. Probemos primero que si x(t) es periddica, de periodo T, entonces

Vo da) = % / (bt

2

ya que basta aplicar a = —% en el teorema @ De este modo se tiene que si z(t) = e
entonces V,, {z(t)} = 0, cuando v # 0 y que V,,,(1) = 1 (donde 1 es la funciéon constante 1 (unitonal
con v = 0). Por tanto, el tinico coeficiente de Fourier no nulo de €™ es el que corresponde al
1 st v=y;
0 otro caso

2miv
)

exponente v, con lo que se cumple A, = { con a; con las condiciones dadas. [

OBSERVACION 1.54. Al proceso de obtenciéon de dichos coeficientes lo llamamos andlisis. Ade-

mas por definicién, se cumple que z(t) = > A,e?™! a esta suma la llamaremos serie de Fourier
A, #0
del polinomio trigonométrico z(t), y al proceso de llegar a ella, sintesis.

DEFINICION 1.55. En el espacio topologico real con la topologia discreta, (R, 7p), definimos

1 st w=v
5(w_y>_{ 0 si w#v
AFIRMACION 1.56. Al definirlo de esta forma obtenemos que d(w-v) es una funciéon, lo que
facilita los calculos.

PROPOSICION 1.57. La transformada de f(t) = ™, es f(t) = 6(w — v).

DEMOSTRACION. La serie de Fourier de una funcién cuya transformada es la d(w — v) es
simplemente €27, O

COROLARIO 1.58. f(w) = > (w—v;), si f(t) es un polinomio trigonométrico.
I/j?éo

DEMOSTRACION. Por definicion, si f(t) € Trig(R) entonces f(t) = > a;e™* con lo que por
j=1

linealidad de la transformada se tiene f (w) = > (w—rj). O
v; #0
EJEMPLO 1.59. Dada una sefial unitonal. x € Sy F(Cos(2nvt))(w) = m0(w — v) + mo(w + v).

Como cos(2mvt) = ezg . #, y el operador transformada es lineal, por la proposiciéon 1.51.
se sigue el resultado.

TEOREMA 1.60. Dos funciones casi periodicas distintas tienen una serie de Fourier distinta.
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DEMOSTRACION. La demostracion puede encontrarse en [CO1], pag 29. O

TEOREMA 1.61. Si la serie de Fourier de una senal casi periddica es uniformemente conver-
gente, entonces la suma de la serie es la senal dada.

o o
DEMOSTRACION. Dada z(t) ~ Y. Ape™* !, consideremos S(t) = > Ape*!; como la convergen-
k=1 k=1

n
cia es uniforme S(t) esta bien definida. Si tomamos las sucesiones parciales, S, (t) = > Ape™ !,
k=1

entonces S,, — S(t) uniformemente, con lo que
n—oo

Vi {S@)e™ ™} = lim Y AV, {eet - e} = { %k zz i ; ik , por la proposicion [1.53] Asi
" k=1 k

S(t) tiene la misma serie de Fourier que x(t), con lo que de acuerdo con el teorema de unicidad
1.60, deducimos que z(t) = S(t). O

1.4. La formula de convolucion.

DEFINICION 1.62. Dadas dos funciones f, g € Li(R) definimos el operador convoluciéon como

(f*9) (t)Z/Rf(x)g(t—:z:)dx.

OBSERVACION 1.63. Recordemos que en este caso se tiene (f/:k\g)(w) = f(w) - g(w), donde

flw) = Jg f(t)e™™"dt es la transformada de Fourier clasica, no obstante la formula del producto de
convoluciéon no puede ser definido al no tener por qué ser integrables las funciones casi periddicas.
Nos centraremos en:

= Calcular la transformada del producto de dos funciones con serie de Fourier absolutamente
convergente.
= Calcular la transformada de las respuestas de los sistemas LTT:

2(t) P The) P9 (2« h) (2).

OBSERVACION 1.64. Por otra parte, para describirlos desde el punto de vista frecuencial, ne-

—

cesitamos conocer (z % h), de modo que en este caso la convolucién es la convoluciéon ordinaria

(x*xh)(t) = /Rx(s)h(t — s)ds.

1.4.1. Transformada del producto de dos funciones de AP;(R). Un anélisis completo,
o bien seria técnicamente muy complejo, o bien requeriria del uso de la compactaciéon de Bohr.
Para evitar estas complejidades, obtendremos los teoremas de convolucién para las funciones de
AP(R) cuyos coeficientes de Fourier son absolutamente convergentes, y que lo designaremos por

AP (R).

DEFINICION 1.65. Decimos que f €AP1(R) cuando f € AP(R)y > |[\| < 0o, donde Ay son
keZ
los coeficientes de Fourier de f.



32 1. ELEMENTOS MATEMATICOS.

OBSERVACION 1.66. Cuando f € AP;(R), como consecuencia del teorema de unicidad se tiene
que

= E )\kwke“"kt.

Notar que si f ¢AP;(R), la suma > \pe™t! puede no ser convergente con lo que no define
funciéon alguna.

DEFINICION 1.67. Definimos £;(R)

= {f:R— C/f(r) # 0, para una cantidad numerable
dereRy Y |f(r)] <oo}.Sifi, fo € Li(R),

definimos su producto de convolucion (f; * f2) como

t)=> f(r)fat—r).

reR
AFIRMACION 1.68. Por tanto, si f € AP1(R), entonces f € £1(R).

LEMA 1.69. Si fi1, fo € AP1(R), entonces (f1 * fa) € L1(R).

DEMOSTRACION. |f1 * fo| = | D] fi(r)folt — 1) S fi(t —r) fo(r)|, por ser absolutamente

reR reR
convergente. O

DEFINICION 1.70. Definimos el conjunto de funciones reales £(R) como

L(R) = { f:R—C/ f esacotada y la funcion f(w =[x f(s)e™™5ds es también acotada.} :

PROPOSICION 1.71. Se cumple £1(R) C L(R).

DEMOSTRACION. Las funciones de £,(R) son acotadas y sus transformadas son continuas y
tienden a 0 en el infinito por el teorema de Riemann-Lebesgue, por tanto también son acotadas. [l

DEFINICION 1.72. Definimos la funcién seno cardinal sinc(t) = %(:t) € L(R).

DEFINICION 1.73. Definimos transformada del seno cardinal con transformada como

- 1 osi |t] <3
sinc(t)(w) =< & si t=0 = |]@).
0 si [t] >3

PROPOSICION 1.74. Dada una funcion fe L£1(R), se tiene (f * 6(w — a)) (w) = f(w — a).

DEMOSTRACION. Basta considerar la suma definida por la convolucién, con lo que tenemos

f*d(w—a) Zdw—a flw—=38)=f(w—a).
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1.4.2. La transformada de la convolucion en AP;(R).

PROPOSICION 1.75. Dada f(t) € AP1(R), K € L(R), se cumple

/K f(t—s)ds € AP1(R).

DEMOSTRACION. Si f(t) = > a;e*™i' € AP1(R), (o0 sea, con Y |a;| < 00), entonces
JEZ JEZL

/K f(t—s)

/ZK 27rw](t s) ds —

JEZ

(1.4.1) 2“%/(2}( s)aje 2WJS> ds.

JEZ
Como K € L, tenemos que existen M y N tales que |K(s)| < M |K"| < M para todo s,v € R.

Z |K(S>aj€2m'j(*s)| < MZ ‘Ocj‘ ’
JEZ jEZ
podemos intercambiar suma y limite en la ecuacion 1,4,1 y nos queda

(1 o) = ot [ (ZK Sage- ) ds —

JEZL
_ Z (/ K a] —27rzyjs) 6271'11/] _
JEL
(1.4.2) = " K(v)aye i,
JEZ

Si esta suma es finita (esto es, si f € Trig(R)), ya tenemos que K * f € Trig(R). Si hay
infinitos «;, hemos de observar que

> ‘f((Vj)Oéj <N ayl.

JEZ JEZ.

con lo que (K * f) € AP1(R). O

COROLARIO 1.76. Si K € L, y f € AP1(R), entonces(@) =K.

DEMOSTRACION. Basta con tomar la igualdad 1.4.2 y considerar que a cada 2™t le acompana
un Koy o = f¥. OJ

TEOREMA 1.77. Si f € AP(R) y K € L1(R), entonces f * K € AP(R), y

2miv;

(F*E)w) = fw)- | Kt)e ™ dt = flw) - R(w).
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DEMOSTRACION. Sea [ €f(t) € AP(R), y {T,.(t);n > 1} C Trig(R) una sucesion de poli-
nomios trigonométricos de modo que convergen uniformemente a f. Como K * T}, es también un
polinomio trigonométrico, se tiene que

/R K($)f(t—5) — /R K ()Tt — s)ds

Agaﬁw@—swsmu—@wss

< [IKOI1AE=5) = Tult = 9] ds < | 1 = Tolane

Como el segundo factor de la féormula tiende a 0, al aumentar el valor de n, se tiene que la
primera diferencia de integrales se anula, con lo que K * f € AP(R). O

Algunas de las pruebas pueden encontrarse en las referencias principales:
[CO1, [CO2, W].



Capitulo 2

Filtros.

En este capitulo daremos una vision matematica de los filtros comtinmente utilizados en el
contexto del uso de un dispositivo SDR. Estos filtros pueden dividirse en dos clases:

- filtros fisicos, que son filtros que tratan la senal antes de entrar al dispositivo fisico de recepcion.

- filtros digitales, que tratan la version muestreada de la senal (que veremos en el capitulo 5).

El uso que se le dara al concepto de filtro seré el de realizar una atenuacion selectiva de ciertas
componentes espectrales de la senal de entrada.

2.1. Nociones basicas.

DEFINICION 2.1. Dada una senal z(t) € AP(R), definimos el operador traslacion: nz(s) =
z(s+t) € AP(R).

DEFINICION 2.2. Llamamos filtro a un operador

A: AP(R) — AP(R)
lineal, continuo e invariante por traslacion (es decir, que se cumpla A(,z) = A(x),x € AP(R),Vt €
R).

AFIRMACION 2.3. Por la expresion obtenida, para conocer la imagen de cualquier senal casi
periddica, bastara con conocer las imagenes del filtro para cada entrada exponencial de su expresion
trigonométrica asociada.

DEFINICION 2.4. Si llamamos e, (t) = ¢*™* denotaremos su imagen por el filtro como f, =

Ale,).

TEOREMA 2.5. Dado un filtro A, se cumple que existe H : R — C, que cumple

Ale,) = H(v)e,.

DEMOSTRACION. Por las propiedades de la exponencial se tiene que e,(t + u) = e,(t)e,(u) =
7_te,(u), donde se considera t un parametro y u la variable. Si definimos f, (t+u) = A(e,(t)e,(u)) =
ey (t) fu(u), de modo que para u = 0, se tiene f,(t) = e,(t)f,(0), esta expresion que puede ser
reescrita como A(e,) = H(v)e,, es decir : H(v) = f,(0). O

DEFINICION 2.6. Llamamos respuesta en frecuencia a la funciéon H del teorema anterior (tam-
bién llamada funcion de transferencia).

N ~ .
PROPOSICION 2.7. Dado un filtro A : AP(R) — AP(R) y P(t) = > P(v;)e*™it € Trig(R),
k=1

entonces

35
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N
= Py H(vj)e™ " € Trig(R)
k=1
esto es,
A(P)(v) = H(v) - P(v).
PROPOSICION 2.8. Si AP(R) — AP(R) es un filtro, entonces A queda determinado por H.

DEMOSTRACION. Dada una senal z € AP(R), sabemos que existe una sucesion P, € Trig(R)

tal que lim P, = z. Si conocemos H, conocemos A(F,) por la proposicién anterior, y como
n—oo

lim A(P,) = A(z), también conocemos A(z). O

n—oo

HeEcHO 2.9. De especial interés en el contexto de la radio son una clase de filtros llamados
filtros ideales centrados, es decir, que su funcion se rige en gran parte por un pardmetro llamado
frecuencia central o de corte, que serd el que determine si procede atenuar o no las frecuencias en
la imagen del operador de filtrado.

Atendiendo al comportamiento de dicho filtro y dada su frecuencia central o de corte v., suelen
clasficarse diversos grupos:

» Filtro paso bajo (LPF). Se trata de un filtro que solamente dejaré pasar las componentes
espectrales de la senal que se encuentren por debajo de la frecuencia de corte v... El compor-
tamiento de este tipo de filtros se basa en que dado un pulso de corte wy € €2 y una funcion

w St w<wp

H(w) :Q— Q. Decimos que es un filtro paso bajo ideal si H(w) = 0 si w>w
= Wo

Frecuencia
de corte

-

Frecuencia

» Filtro paso alto (HPF). En este caso el filtro solamente dejara pasar las componentes
espectrales de la senal que se encuentren por encima de la frecuencia de corte v,.. Es decir,
w ST W > Wy

se trata de un filtro cuya respuesta en frecuencia es H(w) = { 0 s wewn
0

Frecuencia
de corte

Frecuencia
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» Filtro pasa banda (BPF). Este tipo de filtros deja pasar las componentes espectrales que
se encuentran en un entorno centrado en v., de un cierto radio r, se trata de un operador
{ WSl WwE [Wo— 1w+ 7]

con respuesta en frecuencia H(w) = 0 caso contrario

Frecuencia
de corte

Frecuencia

» Filtros rechaza-banda (NPF). Este tipo de filtros deja pasar las componentes espectrales
que no se encuentran en un entorno centrado en v., de un cierto radio r. El operador en
0 si wE€w,—rw,+r]

este caso es definido como H(w) = .
w caso contrario

Frecuencia de
corte inferior Frecuencia de
corte superior

Frecuencia

PROPOSICION 2.10. St F' es un filtro paso bajo con pulsacion de corte w., tenemos que para
cualquier x € AP1(R),

F(a)(t) = (h*x)(t),

con
in (27tw, ,
h(r) = SCT) o sine (2unt)
mt
DEMOSTRACION. Recordando la definicién en de la funciéon seno cardinal, que es acotada

con transformada (la funcion caja) también acotada, se tiene que es de L, con lo que podemos
seguir la misma linea argumental descrita en [1.75 de modo que sinc(w) = []1(w), con banda de
2

Paso [—we, We)-
Considerando x(2tw,)(w) = 5= (i), se tiene que la transformada de 2w.sinc(2w.t) es pre-

2we 2we

cisamente la funcién caja 52~ con banda de paso [—w.,w.], y como
c

sinc(?@
it

¥ x(t)) (W) = H(w) - F(w) = Ux,

por 1.73 y 1.74 deducimos que la respuesta temporal del filtro es F(f)=2w.sinc(2w.t)z(t). O
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DEFINICION 2.11. Definimos A(t) como la respuesta al impulso del filtro F, es decir, cual es su

imagen ante el limite de una sucesion de senales positivas cuya duracion tiende a 0 y cuya integral
es siempre 1.

EJEMPLO 2.12. Veamos las graficas de la respuesta de impulso de un filtro paso bajo:

A*‘-'Ie Au{n‘{ . Luly f.
oy 'i\'|I hyp = — Sinef TJ

-~ |I I| / .,

1 1 I 4 I i 1 1
AN L ¥ & W ar

T we wpSue | S . .

Ly L b}

OBSERVACION 2.13. El problema con los filtros ideales es que no disponen de una implementa-
cion electronica posible, y la digital requiere del costo computacional de realizar la transformacion
al dominio de frecuencia, eliminar las frecuencias no deseadas y retornar la senial al dominio del
tiempo. Como seguidamente veremos, lo que si es asequible en la practica, son filtros basados en
la idea de filtro ideal, pero cuya transicion de frecuencia de paso a frecuencia atenuada no es esca-

lonada, sino que se sucede en un intervalo al que llamaremos banda de transicion del filtro. Pese a
todo, la clasificacion expuesta anteriormente de los tipos de filtros, sigue siendo valida.

2.2. Filtros fisicos.

Existen diversos tipos de implementacion electronica de filtros fisicos segin los
componentes de los que estén formados, entre los que destacan la implementacion RC y RCL,
y que dependiendo de la distribuciéon de sus componentes actuaran de un modo u otro. Por lo
que respecta a su uso, recordemos que en los diagramas propuestos en el capitulo 0, tanto en el
contexto de radio clasica como en la etapa fisica de SDR, se utilizaban filtros en tres contextos
diferenciados: eliminaciéon de bandas no deseadas provenientes de la antena, filtro de eliminacion

de senales no audibles y filtros estrechos para la obtencién de una senal lo més parecida posible a
la senal emitida, que en el caso SDR seréan también implementados por software.

Receptor de conversion directa: Receptor SDR:

Muttiplicador
»@—» = g Seall

d
Filtro paso bajo
Antena

i/)—p

Muitiplicador {npera
Osciladprlocal  +_J}
=l - @~ - K' v
Filro pasa banda ? Filro paso bajo Filtro pasa banda

~

—»@»—b = | seraiQ
Osdlador local -

8
<

Filtro paso bajo

El primer filtro es el que elimina las bandas para las que el receptor no esté disenado. Asi,
por ejemplo, en el caso de un receptor de FM comercial convencional, se busca la atenuacion de
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aquellas frecuencias superiores e inferiores a los rangos que consta la banda (88,108)MHz, y en el
caso SDR, tedricamente al disponer de un amplio rango de posibles frecuencias de recepcion de
entre los pocos KHz hasta 1GHz, se buscara el filtrado espectral fuera de este rango. Sin embargo,
debido justamente a la amplia gama de frecuencias que generalmente cubren los dispositivos de
muestreo para SDR, se requiere en muchas ocasiones de un filtrado mas fino y especifico de ciertas
bandas con el fin de evitar intermodulaciones producidas al tratar la sefial provenientes de senales
fuertes del espectro. Conviene ademaés, filtrar antes de realizar el muestreo para evitar posibles
pérdidas de informacion.

2.2.1. Filtro PASO BAJO. En esta seccién estudiaremos casos no ideales de este tipo de
filtros, en los que cuanto mayores sean las componentes espectrales presentes en la senal, mayor
serd su atenuacion.

AU

| u\/\

P350 panda de Banda de rechazo Frecuencia
transicién

Banda de

Como hemos comentado, nos puede interesar situar estos filtros tras la antena a la hora de tratar
de sintonizar bandas bajas para evitar interferencias provenientes de estaciones de alta potencia
provenientes de, por ejemplo, las frecuencias asociadas a las estaciones de broadcasting de AM o
FM. Asi, con el fin de poder trabajar con una onda libre de interferencias o intermodulaciones
procedentes de dichas emisiones en el caso de que por ejemplo queramos sintonizar los 50Mhz,
procederiamos del mismo modo. También se extiende su uso al previo envio de la senal demodulada
al altavoz para eliminar senales de alta frecuencia.

EJEMPLO 2.14. Filtro paso bajo RC.

Consideremos los siguientes esquemas electronicos formados por una resistencia y un conden-
sador en la disposicion senalada, a los que llamaremos célula RC.

g
R

Entrada
(@)
epijes

Por una parte, si aplicamos la ley de Ohnyl| se tiene que V, = RI(t) = RQ'(t) (donde Q(t) es
la carga del condensador en el instante t, R y C son respectivamente el valor de la resistencia y
capacidad del condensador). Por otra parte, como la carga acumulada en el condensador genera
otra cafda de voltaje proporcional a la carga, el voltaje en el condensador sera de V() = £Q(%).

Aplicando ahora la segunda ley de Kirchoﬂﬂ los voltajes de entrada y de salida deben ser
iguales, con lo que RQ'(t) + £Q(t) = V..

1Una resistencia provoca una caida de voltaje proporcional a la intensidad que circula por el circuito.
2Comtnmente llamada LVK. En un lazo cerrado la suma de las caidas de tension es igual la tension total
suministrada.
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Llegados a este punto, si elegimos como senal el voltaje de salida, éste es igual al voltaje del
condensador, determinado por éQ(t) y todo el sistema determinado por el circuito lo podemos
representar mediante el diagrama:

V.(t) — RC%@H@%&;%@) Vi) Vi)
37 R R | F
Ve(w) —> Vs(w) = mve(w) — V()

TEOREMA 2.15. Una célula RC es un filtro.

mv@(w). Si consideramos la sefial h(t) := g=e” reu(t),
con lo que atendiendo a que h(t) € Ly, aplicando 1.75 tenemos

DEMOSTRACION. Tomemos V(w) =
1
su transformada es =5,

(2.2.1) Az(t) = (z * h)(t).

Como las senales de entrada son casi periodicas, son acotadas con lo que se tiene que

Azl < 2]l / h(s)ds = ||z,

Esto, junto con la evidencia de ser temporalmente invariante y lineal, justifica que es un filtro.

O

HECHO 2.16. Analisis de las propiedades del filtro RC.

= Respuesta de impulso. h(t) = pze” rou(t).

» Respuesta en frecuencia (funcion de transferencia). Sea una funcion e, (t), entonces la res-
puesta viene determinada por v(t) = H(w)e,(t), de modo que sustituyendo en la ecuacion
5.1.1., obtenemos (iwRC + 1) H(w)e,(t) = e,(t), de donde obtenemos H(w) = con

modulo |H(w)| = \ /e = /e

= Su respuesta de salto es s(t) = (1 — e 7o) u(t).

= Su frecuencia de corte es v, = ﬁ.

» Estos filtros pueden ademas situarse en cascada, y dependiendo del ntimero n de filtros
usados, se les puede llamar de grado o orden n.

1
1+iRCw’

EJEMPLO. 2.16.1 Veamos como filtrar todas las frecuencias superiores no audibles tras un
circuito en la que se obtuvo una transmisiéon de voz en su banda base.

Nuestro objetivo seré filtrar las frecuencias no audibles, de modo que eliminariamos frecuencias
superiores a 20KHz. En otras palabras, haremos uso de un filtro real paso bajo cuya frecuencia de
corte es tratable por una célula RC.

La frecuencia de corte se obtiene entre la ecuacion v, = ﬁ, y aunque la pareja de valores RC
puede en principio ser de cualquier valor mientras cumpla las expectativas deseadas para la v.., con-
viene que el valor del condensador (que a ser posible no sea polarizado) sea relativamente pequeno
de modo que empiricamente sea funcional. Resulta 1ltil, ademas, fijar el valor del condensador, ya
que el abanico de valores comerciales de las resistencias es mucho mayor.

. . o . o 1 _ 1 _ ~
Asi, fijado un valor de C=10nF, se tiene que R=55—=557m; = 510109301000 — (907,74 =

7,95K€ (siendo este ultimo la aproximacion al valor comercial).
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DEFINICION 2.17. Llamamos belio a la razén en potencia entre la senal a la entrada del filtro

y a la salida. En el contexto de telecomunicaciones suele usarse un submultiplo llamado decibelio

de esta relacion definido como db = 10l0g10%, aunque puede definir también relaciones entre
2

voltajes o intensidades.

TEOREMA 2.18. Dado un filtro RC, en su frecuencia de corte, se cumple:
a) reduce \/2 veces la tension de entrada.

b) se reduce un 50 % su potencia de entrada.

¢) reduce -3dB la salida respecto la entrada.

DEMOSTRACION. a) Supongamos que se le aplica una senial s € S, unitonal, se tiene V;, =
ACos(wt). Tenemos por una parte que al aumentar la potencia X, disminuye, por lo que aplicando
la ley de Ohm, la corriente del circuito es I,,,, = V}é

es [ = \/%, si a la frecuencia de resonancia se da que R = X, entonces tenemos:
[

Vzn — Vzn — m
0 = e — 1= 05
Alternativamente, f, = 5= o w= 75, con lo que |H(w)| = W = %
b) Como la definicion de potencia conlleva una integral y un limite :Iéf:m 57 TT i?(t)dt al ser
afectada por el filtro, en la frecuencia de corte se tendra lzm s TT (%) dt = 5 lzm s TT i(t)?dt.
c¢) En general vemos que si se reduce la potencia a la mltad, se tiene:
Gdbl = lOlogA A
— Gao — Gapn— = 10logs — 10logA = 10logA — 10log2 — 10logA ~
dbG‘m _ 10log§ db2 dbl 93 9 g g g -
—3db.

2.2.2. Filtros paso alto.

DEFINICION 2.19. Un filtro paso alto es el que deja pasar las componentes de la senal cuya
frecuencia superen cierta frecuencia de corte. Podemos requerir el uso de este tipo de filtros en el
caso que el objetivo sea tratar con una senal de un transpondedor ADS-B para que tnicamente
deje pasar las frecuencias altas relevantes, de modo que al amplificar la senal no se vea alterada
por moduladoras vecinas.

OBSERVACION 2.20. En la implementacion RC de un filtro paso alto cabe indicar que, de forma
reciproca, su uso con frecuencia de corte superior a 3MHz es atipico tanto por la especificacion de
los componentes necesarios, como por la poca calidad de su salida.

TEOREMA. 2.19.1. Cdlculo de la respuesta de impulso en un filtro paso alto ideal con pulsacion
de corte w,, es una funcion de la senal unitonal X, € S,

Por tanto, como hyp,(t) = §(t) — hy, en el caso de un filtro ideal paso alto se tiene:

h(t) = 6(t) — hyy = 6(t) — hyp = AS(t) — =Asince (£<2).
AFIRMACION 2.21. El esquema de un filtro paso alto es:

[
"

eplles

Entrada
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EJEMPLO. 2.19.2. Analisis de un filtro RC. Considérese el filtro siguiente dado por un circuito
RC con valores: R=1, C=1/10.

Por los célculos indicados en la teoria, la respuesta en frecuencia de este filtro es:

H(w) = 1+z‘11%0w = 1+¢11L = 3 +é =, cuyo modulo (respuesta en frecuencia) es: |H(w)| =
10 ’

/1
1+(RC)2w? \/1+(ﬁ)w2 :

Por otra parte, la respuesta en impulso es del circuito RC es:

h(t) = CTF Y (H(w)) = Aemcu(t) = 10e~%%u(t).

EJEMPLO 2.22. Como las senales de traza ADS-B emitidas por los aviones se emiten por
1.090Mhz, para fabricar un hipotético filtro RC paso alto a tal efecto, supondremos que queremos
que la atenuacion para senales de frecuencia menor que 880Mhz, la senal esta atenuada solamente

a 1db. Entonces su frecuencia de corte vendra a ser: f, = —4 = -39 = 987,37 Mhz.
1026 10720
Entonces, por una parte, escogiendo el valor C' = 10pF’, tenemos que R = m = 161¢).
Podemos ver también cual seria la atenuacion de la frecuencia de interés: 1090- 10 = %iz —
0 20
10-% = % = 0,9058 — ;—‘éb = % = —0,042 — db = 0,85 de atenuacion.

No obstante, este razonamiento tiene dos importantes impedimentos para su puesta en préctica,
ya que, por una parte, existen otras magnitudes como la calidad del filtro, que en el caso RC
el valor del condensador no debe estar por debajo de los nanofaradios porque desestabilizarian
su funcion (factor Q), y por otra parte, si se cogen valores del condensador 100 veces superior
(escala de nanofaradios), los valores de la resistencia adquieren un valor muy bajo, lo que las hace
tecnologicamente imposibles de realizar.

OBSERVACION 2.23. Debido a este razonamiento, este tipo de filtros generalmente se utilizan
en baja frecuencia, por debajo de los 3MHz.

2.2.3. Filtros pasa banda. Entendido como una extensién del concepto de filtro pasa-
banda ideal, resulta en primera instancia evidente que en frecuencias en las que el filtro sea cons-
truible y aplicable, un filtro pasa-banda puede entenderse como una combinaciéon de un filtro paso
bajo cuya frecuencia de corte situada en la frecuencia mas alta que se desee que deje pasar el filtro,
y un filtro paso alto con frecuencia de corte situada en la frecuencia méas baja de las que se desea
que el filtro no atenue.

EJEMPLO 2.24. Un ejemplo de filtro pasa banda con dos células RC:

_dl
I

En este caso, las respuestas vendrian determinadas por la composicién de las funciones de
respuestas segin la disposicion de los filtros. Este concepto, el de anidaciéon de filtros, recibe el
nombre de orden de filtros.

EJEMPLO 2.25. En la mayoria de emplazamientos, la franja frecuencial de FM broadcast con-
centra niveles de energia comparativamente enormes respecto de otras bandas, por lo que en este
tipo de situaciones conviene un filtrado fisico previa digitalizacion. Existen diversas formas de
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abordar este problema, por ejemplo mediante el uso de un filtro rechaza banda centrado en los
98MHz, de modo que minimice el impacto de estas estaciones en otras bandas en recepcion.
En este caso, encadenar dos células RC, una paso alto y otra paso bajo no es viable, pues si fija-

mos un valor mas pequeno para el condensador, por ejemplo de 10pF, se tiene que: R:m =

m = 187,24%) %’ 18012, ofreciendo una alta distorsion, y si fijamos el condensador en

la escala de nanofaradios la resistencia sera casi nula, valores tecnolégicamente imposibles por la
propia tolerancia de la resistencia. Esta razon, ilustrada también en el ejemplo 2.22.; es la que nos
lleva a plantearnos la necesidad de introducir los filtros RCL.

AFIRMACION 2.26. Al igual que la franja FM constituye un foco de problemas en la recepcion
en otras bandas, existen otras franjas en HF y UHF que también concentran niveles importantes
de energia, con lo que en lugar de usar filtros rechaza banda, situados en cascada que mermarian
la calidad de la senal recibida al no ser ideales, se suelen usar un juego conmutado de filtros
pasa-banda basados en una configuracion electronica RCL que si ofrece valores cuyos calculos son
asumibles tecnologicamente.

2.2.4. Filtros RCL.

DEFINICION 2.27. Dada una senal = € S, con z(t) = cos(2mvt + ¢), que pasa por un circuito
con amplitud Agz(t), si llamamos a la tension entre los extremos del mismo voz(t), definimos
impedancia como Z = j—%ew.

OBSERVACION 2.28. Llamamos impedancia a la oposicién que se presenta al paso de corriente
un circuito al aplicarsele una tensién, que puede ser vista como una senal unitonal con cierta
amplitud y fase. Por tanto, cada componente del circuito presentara una cierta oposiciéon de modo
que podemos considerar, para el caso que nos ocupa, la oposicion presentada por una resistencia,
condensador o bobina.

DEFINICION 2.29. Un circuito RCL esta formado por una resistencia, una bobina y un con-
densador.

EJEMPLO 2.30. Estos elementos pueden estar dispuestos en diferentes configuraciones:

RLC con dos elementos en serie: RCL en paralelo RCL Mixtas.

' 8 e

DEFINICION 2.31. Llamamos funcién de transferencia al cociente entre el voltaje de salida y el
voltaje de entrada de un sistema RCL.

epijes
epljes

Entrada
Entrada

AFIRMACION 2.32. Con el objetivo de modelizar el comportamiento de este tipo de circui-
tos, necesitaremos saber como se comporta el voltaje en cada uno de los componentes, para ello
necesitaremos de las férmulas:

’ Voltaje resistencia \ Voltaje bobina \ Voltaje condensador ‘

| V@) =Ri(t) | Vi) = LGP [Vi(t) = V(0) + & Jy I(r)dr |
En donde R es el valor de la resistencia medido en Ohmios, L es el valor de la inductancia

medido en Henrios y C la capacidad del condesandor medido en Faradios.
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TEOREMA 2.33. Andlisis de los filtros RCL en serie.

DEMOSTRACION. Consideremos pues un filtro RCL, con salida en el condensador. De modo
que, por la ley de Kirchoff, tenemos que la suma del voltaje en cada rama es igual a la suma de
todos los voltajes, con lo que

Vit Vi+Ve=VI(t).
Sustituyendo los valores por sus expresiones, tenemos

di(t I
(2.2.2) RI(t) + Ld—(t) + V(0) + —/ I(7)dT = Ventrada(t)-
¢ Jo
A partir de aqui, distinguimos diversos casos:
Caso 1: Considerando que el elemento de salida del circuito es el condensador,
tenemos que como V() = V(0) + & fg I(7)dr, su derivada es I(t) = C’dvg—t(t).
Si sustituimos ahora en la expresion (2.2.2.), tenemos que

dV,(t) d*V,

RC———=+ LC

i e

Ademas, al intervenir tinicamente el tiempo, podemos expresarlo como: (LC) V! + (RC) V! +

‘/c = ‘/entradw

Tomando ahora transformadas en esta expresion tenemos que

V; = ‘/entrada-

V(w) = LC [w*Vi(w) = sVel0) = Va(0)| + RC |wTiw) = Val0)]] + Valw).

Y suponiendo condiciones iniciales nulas, concluimos que

V(w)=LC [wzr/c(w)} + RC [w‘A/c(w)] + V() = (LOw? + RCw + 1) V.(w).
Tomando el cociente entre el voltaje de salida y el de entrada obtenemos que la funcion de
transferencia es
Ve 1

Ventrada T IO+ ROz + 1
Ademas, su grafica tiene el aspecto:

0 2 4

Con lo que estamos ante un filtro de tipo paso bajo.

De hecho, hay distintos casos de acuerdo al discriminante A = R?*C? — 4LC = C?*(R* — 4%)
de modo que denotando wy = \/%70 y llaméandolo frecuencia angular , y a = % denominandolo
atenuacion, se tiene la ecuacion del sistema:

2
S5I(t) + 202 1(t) + wiI(t) = 0.
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Caso 2: Supongamos que el elemento de salida es la resistencia.

aall

Tenemos que como V;(t) = Ri(t), con lo que directamente tenemos: i(t) = .
Si sustituimos ahora en la expresion (2.2.2.)

ad
epijes

Entr.

Lav,

1 t
V;“ = V(0 =y V;d :‘/;nraat
+Rdt+()+RC/0 ™= Ventrada?)

Con lo que desarrollandolo, realizando la transformada y calculando el cociente, tenemos

v R
Ventrada \/R2 T ((,L)L o %)2

Ademas, su grafica tiene el aspecto:

Con lo que estamos ante un filtro de tipo pasa banda, cuya frecuencia de resonancia es: rViTek
O

OBSERVACION 2.34. De igual modo, para una salida por la bobina, la tension de salida se
aproximara a cero para frecuencias bajas, con lo que se trata de un filtro paso alto.

AFIRMACION 2.35. Llamamos configuracion del filtro a las diferentes topologias (serie o para-
lelo) de los componentes, junto con el orden de distribucion de los mismos.

EJEMPLO 2.36. Calcula los valores RCL para un filtro paso bajo, con frecuencia central
125MHz.

En este caso, tenemos que considerar la configuracion serie paso bajo, con lo que su funciéon

: . Ve _ 1 : _ 1
de transferencia es: — = femtacerT Y SU frecuencia central wg = Jic De este modo,
_ v __ 125 P . o .
tomando wy = o= = 32, tenemos que, eligiendo por ejemplo R=100§2, podemos aproximar a

valores comerciales, tomando L = ﬁ
2m

DEFINICION 2.37. Llamamos frecuencia de resonancia para un circuito RLC en serie (paralelo)
a la frecuencia para la cual la suma de ambas impedancias se anula (es infinita), es decir, que la

tension entre ambos componentes es opuesta (es equivalente a un circuito abierto).

Cabe finalmente senalar que estos filtros, de uso comin dentro del campo de SDR forman una
extensa familia cuyo estudio excede del proposito de este trabajo. No obstante, resulta tan usual el
uso de filtros fisicos que incluso se suele utilizar filtros comerciales pasa banda como el RBP-140,
que filtra senales fuera del rango 130Mhz-150Mhz lo que lo hace ttil para mejorar la recepcion
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en la banda de 2m o satélites meteorologicos. Ejemplos reales de filtros aplicados a la mejora en
recepcion de SDR mediante seleccion de bandas pueden consultarse en la referencia [14].

2.3. Otros filtros.

Existen otros filtros que no encajan exactamente dentro de la clasificacion por regiones de
frecuencias que se ven afectadas. No obstante, al requerir de su uso a la hora de la demodulacion
1/@Q indicaremos sus propiedades basicas.

2.3.1. Filtros integrales.

DEFINICION 2.38. Llamamos filtro integral a aquel que responde a la salida como ¢’ = f.
P(x)
- Q) . ~
de f, y nos limitamos a senales causales, entonces estd determinado por una senal causal. Asi,
g(t) = fjoo f(s)ds, que puede ser escrito en términos de la funcion de Heaviside g = u* f, de modo

que esta convolucién tiene por respuesta en impulso la funciéon unidad.

En este caso, tenemos = % De este modo, resulta sencillo ver que si g es una primitiva

2.3.2. Filtros diferenciales.

DEFINICION 2.39. Llamamos filtro diferencial a aquel que responde a la salida g = f'.

En este caso se tiene ggg =z, con el grado de P(z) mayor que el de Q(x).

La respuesta en impulso en este caso es h = ¢, con lo que h=uy g = u * f.

Referencias principales:

IGW, OW, 9].



Capitulo 3

Modulacion clasica.

Del conjunto de seniales AP(R), consideraremos el subconjunto de las senales sinusoidales uni-
tonales S, = {y(t) : y(t) = ACos 2nvt + ¢); A, ¢, v € RT}, de modo que cada y(t) € S, C AP(R)
sea la representacion matematica de la onda en funciéon del tiempo ¢, en un punto determinado del
espacio. Como los elementos de S, poseen una expresion comiin, podemos hacer referencia a una
senal particular mediante sus parametros, de modo que dada la senal x € S, podemos denotarla
mediante x4 4 € S,.

Sabemos ademas, que para una cierta tolerancia € > 0, una senal x(t) € AP(R) es aproximable
mediante y.(t) € Trig(R); es decir, que la sefial () es aproximable por una combinacion lineal de
senales sinusoidales unitonales y.(t) = > x.,, (t) = Y A;Cos(2mv;t + ¢;), en donde cada sumando
Tm, (1) € S, tiene por parametros: A;, amplitud en pico de la onda y se mide en voltios; v; que se
llama frecuencia, e indica cuantas oscilaciones se producen en un segundo (y se mide en Hz); ¢; se
llama fase inicial, y sitiia la posicion inicial de la onda medida en radianes. Ademas, utilizaremos
las magnitudes: w; velocidad angular (o pulsacion en contexto eléctrico), con w; = 3=; y el niimero
de segundos necesarios para una oscilacion completa llamado periodo, y denotado por T; = V%

3.1. Modulacién: elementos basicos.

DEFINICION 3.1. Diremos que M es un operador modulador si para cada senal x,, de su
ominio, devuelve otra senal X,, generada que cumpla las condiciones necesarias de tipo técnico
d ,d 1 t 1 X, g da q pla 1 d de tipo t
que permita una emisiéon como se describié en el apartado 0.1

M:S_>S

T~ X

AFIRMACION 3.2. A X, la llamamos senal modulada, y es la que es susceptible de ser emitida
o irradiada al medio, tras ser convenientemente tratada para ser volcada a la antena.

DEFINICION 3.3. Llamaremos senal moduladora a aquella que contiene la informacion a trans-
mitir ya sea audio o cualquier tipo de contenido como datos, y la denotaremos por x,,.

EJEMPLO 3.4. De este modo, en el caso analogico, podemos considerar que lo que queremos
transmitir es una onda audible diapason (v, = 440H z) unitonal, la cual hemos convertido de onda
acustica a senal electromagnética. En este caso z,, € S, y su expresion seria la siguiente funcion
trigonométrica:

zm(t) = ACos(2mvt) = ACos(8807t).

OBSERVACION 3.5. En la préctica, las ondas moduladoras no son tan simples, ya que:

47
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1. En el contexto actustico, la senal en realidad esta formada por distintas frecuencias presentes
al mismo tiempo, resonando a su vez en frecuencias superiores llamadas armdnicos, con lo
que la complejidad de estas ondas (y por tanto de su expresion matemética) aumenta. Sin
embargo, se siguen pudiendo expresar como suma de senales sinusoidales; esto en parte es
lo que llamamos principio de superposicion, es decir, que la expresion de dos o mas ondas
sinusoidales superpuestas en el tiempo se formaliza mediante la suma de las expresiones
de sus senales unitonales simples con sus respectivos parametros A; y v;, obteniendo un
elemento de Trig(R).

2. Ademas, como en general todo el mensaje actistico contiene variaciones en las frecuencias
(y armonicos) que lo forman, si se considera también la evolucion del mensaje en el tiempo,
la expresion general atn se complica mas.

3. En el caso en el que la senal sea digital, z(t) sera una sucesion de elementos de Fo = {0, 1},
de la forma {z,,}, := xn[t] = d,.

DEFINICION 3.6. De la primera observacién deducimos que seré necesario trabajar con senales
del conjunto

S<s = sz(t) cx; € 5,, v <6
k=1

cuyos elementos llamaremos polinomios trigonométricos con ancho de banda 9.

Por otra parte, una de las razones que justifican el uso del operador modulacion esté relacionado
con el hecho de trabajar con senales de mucha més alta frecuencia que la audible, con lo que una
posibilididad de definiciéon del operador modulacién pasa por, fijada una senal de alta frecuencia
de S, alterar alguno de sus parametros modo que se consiga incluir los valores instantaneos de
T

DEFINICION 3.7. Llamamos sefial portadora, y la indicaremos por z, € S,,, a la sefial a la que
le variaremos alguno de sus parametros segun el valor de z,, en funcién del tiempo mediante el
operador modulacién. Podremos considerar por tanto que bajo estas premisas el operador necesita
como minimo conocer qué parametro se variara de la senal portadora, y en qué frecuencia oscila
ésta. De este modo definimos el operador modulaciéon como

MY' S — S

vp * a’,’m Y Xm :

En el contexto descrito, y en cualquiera de las bandas, podemos considerar cuatro casos

dependiendo del caracter de las senales que forman la senal a emitir:

e portadora analbgica y senial moduladora analogica.

e portadora analdgica y senal moduladora digital.

e portadora digital y sefial moduladora digital (modulacion de pulsos).

e portadora digital y senal moduladora analogica (modulacion delta).

En este capitulo nos limitaremos a la definiciéon y anélisis de algunos operadores de modulaciéon
en el caso particular de modulacién con portadora analégica.
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DEFINICION 3.8. En un circuito llamamos potencia al producto del voltaje por la corriente
P. = U - 1, donde la diferencia de potencial (o voltaje) se mide en voltios y la intensidad en
amperios.

Si R es la resistencia del circuito medida en omhios, de la ley de Ohm, tenemos que P. =

u(t)i(t) = Ri*(t), con lo que la potencia por unidad de resistencia es: p(t) = chEt) =i%(t).

DEFINICION 3.9. Llamamos energia disipada por unidad de resistencia a: jézm f iy 2(t)dt y

potencia media a: lzm i2(t)dt.

2T T

~ . . ~ . 2
PROPOSICION 3.10. La potencia media de una senal unitonal es AT.

DEMOSTRACION. Sea z(t) € S,, entonces tenemos:

i A2 2wt + ¢)dt = li A 1+1 2(wt + ¢ _ A
ti@ﬁ cos”(wt + ¢ = limo— » 5 1 5c0s2(w =5

0

OBSERVACION 3.11. Para ser de utilidad en la comunicacion, el operador M wyp debe incluir cierta
“inyectividad”; en el sentido que se debe de cumplir las condiciones tanto fisicas como matematicas
para que pueda recuperarse la senal moduladora desde la senal en la que se incluye la senal
modulada captada por la antena.

-1
DEFINICION 3.12. Llamamos operador demodulador y lo denotamos por (M,}; ) a:

(MVYP)_I: SC AP(R) — AP(R)

m Im

-1
de modo que se cumple: (M,};) (M%) (Tm) = Ty

AFIRMACION 3.13. El proceso por el cual se propaga la onda emitida del emisor al receptor,
genera una distorsion entre la propia senal emitida y la recibida, ya que por ejemplo, recordemos que
a medida que se propaga una onda se produce una pérdida de energia que llamaremos atenuacion,
o puede suceder también que la senal recibida haya sido perturbada por otras senales.

DEFINICION 3.14. Llamaremos transmision de la senal x,,, con ancho de banda ¢ mediante
la modulacion Y en la frecuencia v, a la terna (X,,, M) ,S<s), donde X,, = M (,,). Elegimos
esta terna como representante de la transmision, porque el receptor a la senal que realmente tiene
acceso es a X, conociendo pardametros relativos a x, (como minimo su frecuencia), y estableciendo
un ancho de banda ¢ también conocido (o supuesto segin el tipo de transmision).
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OBSERVACION 3.15. De este modo, dada una transmision, diremos que su operador modula-
. . . ~ / ! .
dor es inyectivo si puede recuperarse una senal z,,, de modo que X,, = M;; (x,,), conociendo
Unicamente v, y su ancho de banda ¢, con lo que el receptor asumira que z,, = z,,.
En otras palabras, se nos plantea la idea de que restringiendo suficientemente el dominio e

imagen del operador modulacién podemos prever mateméticamente su inyectividad real asegurando
N
asi la existencia de <le;p0> : AP(R)— S, definiéndolo mediante composicion de los operadores

. . ’
necesarios para llegar a generar dicha z,,.

L, L -1 .
; Emision ; Emision ; Mensaje /
s [ gt | P [x, i, 5 _g) | P (Mﬁ:}’") ensgie |

AFIRMACION 3.16. Como veremos, en el mejor de los casos, la existencia del operador inverso
que garantice que x,, = x,, es meramente tedrica, ya que por una parte existen razones fisicas
como las mencionadas referentes a la recepcion en el caso analdgico; por lo que en la préctica,
lo que se buscara es la obtencion de la sefial X tan similar a X,, como sea posible, de forma
que tras aplicar el operador demodulacion xlm, se aproxime lo maximo posible a x,,. Para ello se
intentardn subsanar aquellos aspectos fisicos que permitan un margen de mejora, como por ejem-
plo, aumentar la potencia de la emision o seleccionar otra banda que permita mejores condiciones
en la transcepcion. Diremos cuando estos inconvenientes fisicos no estan presentes, que la senal
modulada se recibe correctamente, y de modo ideal; lo representaremos mateméticamente como en

., ., .. 7 ’
el contexto modulacién-demodulacién se cumplié que X,, = X,, y x,,, = Tm.

Por otra parte, cabe indicar que la onda recibida por la antena A,, € S, atn no es X,’n, sino
que abarca todo un rango de frecuencias en el que estaréd incluida la de la portadora de interés.
Las etapas descritas en el capitulo 0 de los receptores, previas a la demodulacién, incluirfan un
filtro inicial que elimina frecuencias ajenas a la banda de recepcion y un filtro de sintonia de tipo
pasa banda estrecho que devuelve tnicamente el rango de frecuencias centrado en v, con radio 9.
De modo que se trata de, en la medida de lo posible, minimizar ‘X;n — m‘

Ademés, cabe senalar que los fenomenos fisicos no son los tnicos que intervienen a la
hora de asegurar una inyectividad en la modulacion, ya que por otra parte, como probaremos,
para cada operador definido, existen otros aspectos que garanticen su inversibilidad como serian
la eficiencia de modulacion y la correcta eleccion de frecuencias entre =, y x,,, para el tipo de
modulador analégico elegido.

Por lo que respecta a las emisiones digitales, al margen de las posibles interferencias fisicas, se
suman, ademas, otras consideraciones y otras herramientas para asegurar que el codigo recibido se
aproxima lo maximo a los posibles mensajes de los que pueda estar formada la transmision, y para
ello se usan conceptos como la distancia de Hamming, etc., pudiéndose asi implementar sistemas
automaticos de deteccion y en ciertos casos, autocorreccion de errores en recepcion.

Dada la gran variedad de tipos de modulacién, restringiremos el estudio a la modulaciéon en
amplitud y frecuencia por lo que respecta a las modulaciones de senales analdgicas, indicando
posteriormente como se amplia dicho estudio a la modulacion de senales digitales.
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3.2. Senales moduladas en amplitud.

La modulacién en amplitud (AM) es la més antigua en su uso, probablemente por la simplicidad
de su descripcion e implementacion electronica tanto en su emision como en recepcion, aunque la
senial recibida no sea muy nitida y no requiera de un ancho de banda relevante. No obstante,
este tipo de modulacién posee importantes inconvenientes, como que la onda propagada es muy
susceptible a la estatica y al ruido radioeléctrico.

3.2.1. MODULACION AM. Desde el punto de vista estrictamente matematico, dada una
senial portadora x, € S,,, su operador modulaciéon en amplitud asociado se define como el operador
producto de senales:

S — S
Ty = Xp(t) =2 (t) - 2p(t)

Esta definicion presenta cierta problematica a la hora de abordar detalles técnicos que
garanticen la inyectividad del operador, ya que entre otras cosas, el proceso de recuperacion de
senal requiere de la composicion de la senal recibida con otra cercana a su frecuencia generada en
el receptor, de modo que, no hay garantia alguna de que la fase del emisor y del receptor sean la
misma, es decir, se requiere de un sincronismo entre emisor y receptor. Con el objetivo de superar
estos inconvenientes, en la practica definiremos un operador de modulaciéon de amplitud alternativo,
denotado por M4M2 de modo que varie la amplitud de la onda portadora conjugandola con la
onda de senal de informacion y considerando como punto de equilibrio de la senal moduladora el
valor A,.

AM .
MM

DEFINICION 3.17. Dadas z,,(t) € S, x,(t) € S, definimos el operador modulaciéon en amplitud
asincrono como el que genera la siguiente senal modulada:

M2Ma(z, (1) = (A, + 2, (1)) cos(2mv,t) = X (t).
PROPOSICION 3.18. Dada una senal modulada en AMa, se cumple: X,,(t) = z,(1 + Aipxm).

DEMOSTRACION.

MﬁpAM(xm(t)) = X (t) = (A, + (1)) cos(2myt)

= A,cos(2mvyt) + ., (t) cos(2myt) =

—— T (t) = 2,(1 + Aixm)

P

O

Por tanto, bajo este tipo de modulacion, podemos representar el proceso por el que se produjo una
transmision (X, M;‘:‘M , S<s) con el esquema:

Tym — Mlﬁ‘pAM—> X = x,(1+ Aipa:m)

/]\

T

p
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EJEMPLO 3.19. : (Modelo 1). Veamos en el siguiente ejemplo como una portadoraﬁ Ty =
2 cos(2m0,6t), es modulada mediante una senal sinusoidal pura de parametros x,, = 2 cos(2m4t).

% Sefial moduladora {2, .6, 0}; % Sefial portadora (2, 4, 0}; % Portadora modulada en AM;
®im[t ] 5= 24Cos[240.6 #Pixt]; xplE] ve 2aCom{Zedwdincly Kam[t_] = (2 +xim[t]) * (xip[t] /2):
Plot [xim[t], {t, 0, 2+Pi}] Plet[xip[t]. (£, 02 xPi}] Plot [Xam[t], {t, 0, 2+Pi}]

AAANAT 1
VAR

al

EJEMPLO 3.20. (Modelo 2). Consideremos ahora que la senal moduladora esta formada por
dos tonos de parametros z,,, = 2cos(270,6t) y z,,, = 2cos(2m0,4t). Con la portadora z, =
2 cos(2m4t).

Por el principio de superposicion, se tiene que x,, es la suma de las dos senales moduladoras,
con lo que se obtiene que:

% Sefial portadora {2, 0} s (4); % Portadora modulada en AM;
x2p[t_] = 2%Cos[2%44Pixt]; x2am[t_] := (2 +x2m[t]) * (x2p[t] /2);

% sefial moduladora {2, 0} s (.4) ¥ {2, 0} s (.6); :
Plot[x2p[t], {t, 0, 24Pi}] Plot[Xx2am[t], {t, 0, 24Pi}]

x2m[t_] :=Cos[2+0.4*Pixc] +Cos[2+0.6 xPint];
Plot [x2m[t], {t, 0, 2%PBi}]

WA
IVARVAYEE

DEFINICION 3.21. Sea una senal periodica y(t), atendiendo en parte a lo anteriormente descrito,
definimos los siguientes parametros y factores asociados:

» Valor medio: media algebraica de los valores instantaneos de un periodo, V,,{z(t)} =
L at)dt

» Valor eficaz: es la media cuadratica de los valores instantaneos de un periodo, Ve {z(t)} =
VAT (@) dr

= Definimos el factor de forma como el cociente entre el valor eficaz y el valor medio.

» El factor de amplitud (o de cresta de onda) al cociente entre el valor de cresta méaximo y
el valor eficaz.

OBSERVACION 3.22. El valor medio es 0 para las seniales con semiperiodos simétricos con lo
que para salvar la dificultad, el cilculo se realiza sobre la mitad de cada periodo.

PROPOSICION 3.23. Dado y € S,, la razén entre el valor medio y el eficaz es constante (y vale

V2).
DEMOSTRACION. V, = \/ I () dt = \/ I (ACos(wt))? dt = \/ o LSt (eh) gy —

INotar que para facilitar la ejemplificacion visual en los ejemplos, se considera una sefial portadora Vp DO muy
elevada comparada con la realmente usada en el contexto radiofonico.
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2w
o A2 w Cos(2wt) - o 1 o
—\/§<5+T}0>—Vm = Vg = V= Vo2 U

3.2.2. ASPECTOS DE LA SENAL X,,. Dada una senal con una tnica componente espectral,
es decir, sinusoidal unitonal z,, € S,, se tiene que M;:)M“(:cm) =X,, no es unitonal. Es decir, que
la senal generada por el operador modulacién contiene mas componentes espectrales que la senal
modulada.

TEOREMA 3.24. El operador modulacion MiM operando sobre una senal moduladora x,, €
AP(R), genera una senal X,, que tiene por transformada de Fourier

Xon(w) = % (Koo — ) + Kl )]

DEMOSTRACION. Xp(w) = F(MMM (2, (1)))(w) = F(am(t) - 2,()(w) = £F(@m(t))(w) *
(m0(w — wp) + T (w + wp)) =

= SF(n(0)(@ = wp) + SF ()@ +wp) = § [Konley — ) + Kol + )] 2

TEOREMA 3.25. En una transmision (X, MaM*, AP(R)) en la que se moduld una senial casi
periodica arbitraria, se cumple

() = B() + 5l — ) + 3Ep(0 ).

DEMOSTRACION. Usaremos que cos(/QEpt)(w) = 1 (6(w—1p) +8(w+1p)), por el ejemplo
1.59., se tiene que dada u: R — C, (u*0(w — @) (w) = u(w — ).

Por otra parte, por la definicién 2.16., tenemos que x,, = x,(t) + ., (t)cos(2mv,t), con lo cual
tenein\os que:

X (w) = Zp(w) + T (W) * cos(2vpt) (W) = Tp(w) + 3Zm (W) * ((w — wp) + 0w + wp)) = Tp(w) +
3Tm(w — wp) + Tp(w) + 3T (W + wp). O

TEOREMA 3.26. Dada la transmision en la que x,, € S, , entonces X,, se puede expresar como
combinacion lineal de los elementos de la base{cos (2mvyt) , cos (2w (v, — V,)t) , cos (2m(vy + vp)t) }

DEMOSTRACION. Considerando la expresion de la senal modulada y operando tras extraer
factor comin A,, se tiene:

= A, (1+ e cos(2mumt)) cos (2mypt) =
u=d

Xn(t) = A, (1 + % cos(27wmt)) cos (2mv,t)
P

= (A, + A,pcos(2mypt)) cos (2myt) = A, cos (2mupt) + Appcos(2myp,t) cos (2my,t) =

B
App

A
(3.2.1) = A, cos (2my,t) + - cos(2m(vy — vm)t) + Slt

cos (2m(vp + vt -

2Donde 1 es el indice de modulacion, y ademés hemos usado la identidad cosacosf = COS(O‘+B);COS(”_B).
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AFIRMACION 3.27. Como vemos, la primera componente no tiene informacion, solamente es
una sinusoide en la frecuencia de la portadora, no obstante, las otras dos si que incluyen como
parametro la senal moduladora.

DEFINICION 3.28. Las dos tultimas componentes de la férmula 3.2.1.; se llaman banda late-
ral inferior y banda lateral superior, respectivamente. Como vemos, la informacién de la senal
moduladora esté contenida en las bandas laterales en este tipo de modulacion.

COROLARIO 3.29. El operador de modulacion en amplitud sobre S, suma a la frecuencia de
la senal portadora otras dos senales, aumentando asi las componentes en frecuencia de X,,, por
tanto X,, no es unitonal.

Por el teorema anterior, se tiene que al modular una senal de S, en realidad obtenemos tres
senales de S, :

T 1

Up—Vm Vp vp+vm

EJEMPLO 3.30. Si consideramos la expresion del modelo 1 bajo esta vision, x,, = (2,0) €

S, 2, =(2,0) € Sy, con lo que tenemos que al modularla, como p = 1, tenemos:
MM (2, (£)) = 2C0s(278t) + 5Cos(27m(8 — 1'2)t) + 3Cos(2m(8 + 1'2)t) f]

nn =1000; sr =100 dt =1 /sr; df = sr /nns
[¥[{t, Xam[t]}]. {t, 0, dt
[data[[a11, 2]], FourierPa
ListLinePlot[Abs /@ Table [ft[[x]], {x, 1, 100}], PlotRange -+ All]

)

| \‘ |
|
20

COROLARIO 3.31. Dada una senal moduladora x,, formada por la suma de n senales unitonales,
entonces X{;M“(mm) € AP(R) tiene 2n + 1 componentes frecuenciales.

DEMOSTRACION. Por lo anteriormente descrito en el teorema 3.26., podemos concluir que
al aumentar inductivamente el ntmero de componentes de las que estd formado el polinomio
trigonométrico que representa la senal moduladora, la senal modulada estara formada por 2n
senales de S, que contengan informacion de la senal moduladora, y de la senal portadora en si. En
otras palabras, 2n-+1. 0

AFIRMACION 3.32. Aunque estos argumentos estan basados en el concepto de senal modu-
ladora unitonal, podemos extender el concepto al caso de funciones moduladoras casi periddicas
considerando el siguiente resultado.

EJEMPLO 3.33. Si consideramos la expresion del modelo 2, tenemos que la senal moduladora
estd formada por un polinomio trigonométrico de dos sumandos, con lo que en este caso la senal
modulada, podra expresarse como una suma de 5 senales:

R

VpTVmy Vp—Vmg Vp vptrmg Vptrmy

3Donde M;,iM %(x,,(t)) es la modulacion del modelo 1, nn es el namero de puntos y sr el paso.
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TEOREMA 3.34. Dada una transmision (X, le;M“, S<s), siempre se cumple que 0 =2max |V, |.

DEMOSTRACION. Por las condiciones de la transmision, se tiene que si X, = > Ay, Cos(2mvy,,t) =

MaAM (g,). Con lo que por el corolario 3.31, vemos que las sefiales que forman la imagen del opera-
p

dor modulacion, toman un rango comprendido en el intervalo [, — Vi, s Vp + Vinynas |, Cuya medida

es 2,00 U

COROLARIO 3.35. Una senal de voz humana, modulada en AM, ocupa un ancho de banda
mdzrimo de 10KHz.

DEMOSTRACION. Dado que el ancho de banda determinado es el doble que el maximo de la
senal moduladora, y la voz humana alcanza un valor maximo de 5.000Hz, el ancho de banda de

una senal modulada en AM es de 10Khz. O

EJEMPLO 3.36. Veamos si es posible dos emisiones simultaneas de fonia en banda aérea en
130.5MHz y 130.6MHz, con recepciéon en un punto donde hay intersecciéon de las ondas.

Por lo anteriormente visto, podemos concluir que para que dos emisiones en AM, puedan reali-
zarse sin interferir, su diferencia ha de ser mayor que 20Khz, y como 130,6 — 130,5 = 0,1Mhz =
100K Hz > 10K H z, dichas emisiones son factibles.

EJEMPLO 3.37. Veamos cuantos canales podemos disponer para un aerédromo en el que se ha
asignado el rango de frecuencias comprendido en el intervalo [117, 117.5) MHz.

(117,5—117)Mhz __ 0,5Mhz __ 500000 = 50 Canales

Basta con realizar el cociente TR = T = Too0

3.3. Demodulacién de la onda portadora.

3.3.1. Meétodo con portadora compleja. Recordemos que una senal es exponencial com-
pleja si se puede escribir de la forma Ae!®™*=%) donde A es la amplitud de la senal, v es su
frecuencia y ¢ es el angulo de fase. Por comodidad, en la descripciéon argumental, supondremos
que ¢ =0e A =1,y que la senal modulada no esta sobremodulada.

DEFINICION 3.38. En este contexto, dada una sefial moduladora z,,, € AP(R), y una senal
portadora exponencial compleja X, podemos extender la definicion del dominio del operador
modulacion en amplitud para incluir el caso que la portadora sea exponencial compleja de igual
modo que en la definicién de MAM:

AV . AP(R) — AP(R)
I = X (t) = xp,(t) - 2™t

OBSERVACION 3.39. El operador modulacién en amplitud complejo tiene claramente inversa

. AM., .
por la derecha, precomponiendo por MZ, ©, se tiene que

AM, A
(Mfllpc (MVpMC>> (:Em) = l’m.
Asi, el espectro de la senal modulada es simplemente la de entrada desplazada en frecuencia, de

acuerdo con la frecuencia de la portadora.

TEOREMA 3.40. Demodulacion en AM con portadora compleja. Dada una transmision con
1 .
portadora compleja (X, M;‘:)MC, S<s), Tm = X (z,)"". Es decir <M;;MC (Xm)> = X,,e "
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DEMOSTRACION. Se tiene que

XmXp—l — xm(t>Xpo_1 — xmeiwt(eiwt)—l — xmeiwte—iwt — xm(t)
0J

TEOREMA 3.41. La senal modulada puede expresarse de la forma: X, = x,(t)cos(wyt) +
iTm (t)sen(wpt).

DEMOSTRACION. La senal portadora es una exponencial compleja, y de la aplicacion de la
formula de Euler sobre la imagen del operador modulacién obtenemos

Xn(t) = M;;‘)MC = 2 (1) X, = 0 (£)e" @779 = 2, (cos(wyt) + isen(wyt) =

= (xm(t)cos(wpt)) + i (xm(t)sen(wyt)) .
0

OBSERVACION 3.42. Desde el punto de vista frecuencial, el proceso de modulacion en AM genera
que el operador M:;M‘C tenga inversa por la derecha siempre que ¢ —w, +9 < c+w, — 0 < w,. Para
definir esta inversa necesitamos de un filtro pasa banda.

AFIRMACION 3.43. En la préactica suele aplicarse la traslacion antes que el filtrado, y como
trasladar —v, H z en el dominio de frecuencia es equivalente a multiplicar por e”*™7! en el dominio
del tiempo, suele modularse otra vez con .

COROLARIO 3.44. El sistema que describe una demodulacion en AM en el dominio de frecuencia
contiene las componentes frecuenciales de la senal moduladora.

DEMOSTRACION. Debido a la afirmacién anterior, tenemos que en el dominio temporal se da
el siguiente sistema en toda la transmision:

Ty — M,jiM—> Ty, c08(271pt) — MAM—s 2, cos?(27v,).

Vp

Por tanto. en el dominio frecuencial, el sistema queda:
MM § (0w = wp) + 8w = ) — MM § (6w = ) + (w0 — )"+

Pero esta salida del sistema se puede reescribir como

N

Tm

(0(w— Wp) + 0w — Wp)) * (0(w — wp) +0(w — wp)) * Ty =

>~ =

1 __ 1 1__
= me(w +2v,) + §xp(w) + me(w — 21p).

O

OBSERVACION 3.45. El analisis del resultado, en este caso, es similar al anteriormete descrito y
valido si ambas fases son iguales (sin pérdida de generalidad, tomamos ¢ = 0 en la sefial portadora

en emisor y receptor). Tenemos ademas que, como el espectro de la senal portadora es: )/(\p(w) =
7 (0(w — wp) + 0(w + wp)), se tienen las mismas propiedades descritas del operador modulaciéon con
portadora real. El problema del hecho de suponer que ambas fases son iguales, (o en otras palabras,
que estén sincronizadas) es que no tiene por qué suceder pudiéndose llegar a producir un desfase
de 180°, de ahi la necesidad de introducir el concepto de modulacién asincrona.
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3.3.2. Demodulacion de AMa. Dada una sefial y(t) = > a;e*™i' € S<5, de modo que
y(t) > 0,Vt > 0y d < v, entonces los maximos de y(t) cos(2my,t) se parecen mucho a y(¢), dado
que comparativamente el valor de y(¢) en un intervalo de longitud -, es casi constante, con lo que

Vp
el resultado es casi similar a interpolar y(t) en los puntos V—lp porque como v, es muy grande, estan
muy cercanos.

DEFINICION 3.46. Llamamos envolvente e(t) de una senal X,,, a cualquier curva que pase por
los maximos de x(t).
En el caso que z,, € S5, , definimos los siguientes parametros:

= k,, que se llama constante de sensibilidad de amplitud del modulador y su valor es k, = Aip.
s i = k,A,,, lo llamamos indice de modulaciéon y es la razon entre las amplitudes de las

senales moduladora y portadora (‘2—:).

AFIRMACION 3.47. Para la definicion de los parametros asociados a este tipo de modulacion,
convendré reescribir la expresion de X, de la siguiente forma:

M;I)M“(xm(t)) = (A, + 2,,(t))Cos(2mv,t) = Ap(1 + pcos(2mva,,t)Cos(2myyt) =

= 2,(t) (1 + pucos(2mvpmt)) = ,(t) (1 + xz—“)> .

14

OBSERVACION 3.48. El indice de modulaciéon g también se suele expresar como porcentaje vy,
en el contexto electronico, indica cuanto varia el voltaje de la senal portadora al ser modulada
mediante el operador Mﬁip" por la senal moduladora.

En este sentido, se ha de intentar evitar que el indice de modulaciéon supere el 100 % ya que,
como seguidamente veremos, se romperia la inyectividad del operador modulador, disminuyendo
sustancialmente la calidad en recepcion, es decir, haciendo aumentar ‘X;n — Xm‘. Este fenémeno
recibe el nombre de sobremodulaciéon de la portadora.

PROPOSICION 3.49. (Condicion para la no existencia de sobremodulacion). Dada una trans-
misién de parametros (Xm,X;iMa,é) se puede recuperar la senal z,,, si la envolvente e(t) :=

A (14 kozp(t)) de X,f;M“ es positiva, i.e. e(t) > 0,Vt > 0.
Demostracion. Primeramente, cabe senalar que e(t) es una envolvente, ya que como la frecuencia
v, es alta respecto a z,,(t), los maximos de X,,(t) recorren la curva A, + x,,. Como

X;?JM“ = Ay(1 + pcos(2myy,t)) cos(2my,t)

se tiene que
X;iMa = A, (1 + koA cos(2mu,t)) cos(2mvpt) = Ap(1 + ko (t)) cos(2mu,t) = e(t) cos(2my,t).

Si e(t) > 0 se mantiene el signo de la imagen marcado por la portadora, y en caso contrario,
es cuando se entiende que se da el fenémeno de sobremodulacion.

OBSERVACION 3.50. De hecho la definion de AMa, utilizando la suma A, + x,,(t), se asegura
que A, + x,,(t) > 0 siempre que |z,,(t)| < A,,.
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EJEMPLO 3.51. Veamos como se comporta la envolvente en los dos modelos.

Primer modelo: Segundo modelo:
Xenv[t ] :=2# (1 +0.5*x1m[t]); xenv[t ] :=2% (1 +0.5*x2m[¢t]);
Plot [{Xam[t], Xenv[t]}, {t, O, 2+Bi}] Plot [{x2am[t], xenv[t]}, {t, 0, 4 *P1}]

45 \ N 41
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PROPOSICION 3.52. Si > 1, e(t) es una envolvente de x,.

DEMOSTRACION. Por construccién, si el indice de modulaciéon es menor que 1, siempre se
cumple que e(t) > 0, al igual del hecho de que pasa por todos los méaximos de X, (¢). O

PROPOSICION 3.53. En el contexto citado anteriormente, X; esta sobremodulada si p > 1.

DEMOSTRACION. Si > 1, tenemos que como pu = k,A,,, tenemos que la envolvente e(t) =
Ap(1+ ko (1) = Ap(1+ g2 ()= Ap(1 + psen(2mvt)), cuyo signo depende del sequndo factor.
Como pu > 1, se tiene que It/1 + pcos(2mvt) < 0, es decir, que sobremodula la senal de acuerdo a
la anterior proposicion.

O

EJEMPLO 3.54. Veamos si son correctas las condiciones para la modulacion de una trasmision
(Xm,X,f;M“, S<s), con senal portadora de 1.5Mhz (y amplitud de 2V), y senal moduladora sinu-
soidal unitonal de 500Hz (amplitud de 1V). Para ello, bastara con calcular los valores eficaces de
las amplitudes y la pulsaciéon asociada a la frecuencia.

M. (2m(t)) = M43, (Cos(2m500t))= (2,83 + 1,41C0s(10%wt))Cos(10%3mt) = 2,83(1 +
0,5C0s(10°t)Cos(10°37t).

El indice de modulacion seria p = 0,5, con lo que vemos que por ser menor que 1, la senal
original sera recuperable. Ademés, también se puede decir que el indice de modulacion es del 50 %.

EJEMPLO 3.55. Fijémonos que tanto en el primer como en el segundo modelo no estan so-
bremoduladas, dado que la envolvente siempre es positiva, consideremos una variaciéon del primer
ejemplo en el que la amplitud de la senal moduladora sea de 3, en este caso tendremos:

% sefial moduladora {2, .6, 0}; % Portadoramodulada en AM;
x1m[t_] = 3%Cos[2+0.6%Pixt]s Xam[t_] := (2 +x1m[t]) # (xlp[t]/2); Kenv[t ] :=2#(1+0.5%xIm[t]);
Plot[xIm[t], {t, 0, 2#Pi}] Plot [Kam[t], {t, 0, 24Pi}] Plot [{Xam[t], Xenv[t]}, {t, 0, 2+Pi}]

WAAD
DAVACRY

Numéricamente, podemos observar que = 5 = 1,5 > 1, con lo que la senal esta sobremodu-
lada.

r
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Por otra parte, en el primer modelo p = % = 1; y en el segundo, como ambas senales modula-
doras tienen de amplitud 1, la amplitud total sera de como méaximo 2, con lo que también podemos
decir que hay una modulacion del 100 %, y por tanto, aunque esté al limite, en ambos modelos no
hay sobremodulacion.

EJEMPLO 3.56. Si consideramos ahora que la portadora posee una amplitud de 0.1v, obtenemos
que la sefial moduladora obtenida mediante el operador MAMa  es:
% Sobremodulada;

Xaml[t_ ] = (0.05 +x1m[t]) * (x1p[t] /2)#
Plot [Kaml[t], {t, O, 2+Pi}]

Como vemos, la senal pierde su caracter oscilatorio completo, produciéndose algunas oscilacio-
nes que rebotan en el eje, impidiendo obtener el cambio de signo que marca la cresta de la onda, lo
que implica la existencia de intervalos en los que no hay oscilaciéon en la senal portadora, es decir,
es como si no existiera, lo que imposibilita la demodulacién en esos tramos. Observamos que en

2

este caso u = 5% = 4 > 1, la senal esta sobremodulada.

DEFINICION 3.57. Definimos el operador potencia S, : T(R) — AP(R) de modo que s,(p) =

(6%

p.

PROPOSICION 3.58. Dada una senal x(t) € AP(R), con ancho de banda §, si consideramos el
siguiente sistema:

X y(t)

—

~

z(t) — MﬁpAMX(t) 5 s2(Xom)

Hs(w) |—[s

N|=

se cumple que y(t) es proporcional a x(t).

DEMOSTRACION. Mediante este sistema ol%genegnos: o ,

X2 (t) = A2(1 + ko (1))? 0082(27wpt) ot ;zm(t)) + Al gxm(t)) cos(mypt), de modo que
aplicando el filtro H,,(w), nos queda tnicamente el primer sumando. dado que el segundo tiene
una frecuencia muy superior, pero si tomamos la raiz al primer sumando nos queda:

2 2
A”(Hk;xm(t)) = A”(H\%r’"(t)) = 6% =Y (t), que es siempre positivo cuando p < 1.

Como vemos, el denominador es la razon para el valor eficaz frente al valor medio. Ademas,

el numerador es una combinaciéon afin de la senal moduladora, con lo que llegados a este punto
V2Y (1) — A, e(t)—Ap

se tiene que x,, = : = ——2, asi hemos obtenido una combinacion afin de la senal
a a

moduladora. ]

COROLARIO 3.59. Si x,,(t) = A, cos(2mupmt), la demodulacion perfecta de una transmision

<Xm, M,fI‘)M, SS(;) , es posible siempre que v, sea mayor que el ancho de banda de x,,.

LEMA 3.60. Receptor de conversion directa. Con el siguiente sistema:

4. 2 14+Cos2¢
cos” ¢ = 5
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=) o) Filtro
MAM (. (1)) — T paso | T,
P xp=cos(wot) bajo

Se cumple FH(H(2(w)) = z,(t).

DEMOSTRACION. En vision frecuencial, anteriormente ya vimos que

F (wan(0) (@) = 5 F (1)) = w0) + 3 F (1)) + wo)

y en cuanto a la vuelta a la banda base, se tiene que

1
Z(w) = %azm(w) * (m0(w — wo) + mo(w + wo)) =
= (o = 90) + 50+ 00) = T — 2e0) + 2T () + T+ 2w0)
= me W — Wy 2xm W+ wp) = 4xm w W 2xm w 4:pm w wp).

Ahora podemos recuperar la senal moduladora con un filtro paso bajo eliminando las dos
bandas laterales x,,(w & 2wp). Con lo que H(2(w)) = &,,(t), asi que FH(H(2(w)) = x,(t).
O

EJEMPLO 3.61. Recrearemos el proceso de demodulacion de una sefial recibida X, = (2 +
cos(2'4rt) cos(167t), de una transmision (X,,, MgMe S| 5).

1. El primer paso seré aplicar el operador s? a la sefial recibida. Con ello obtenemos: s5(X,,) =
Xom - X = cos?(2'4nt) - cos?(16mt) + dcos(2'4nt) - cos?(16mt) + 4cos?(167t).
2. Calculamos su transformada: 53(X,,) = cos?(2'4nt) - cos®>(16mt) +4cos(2'4nt) - cos?(16mt) +

4005/2(1\67#):0052(2/4777);32(167Tt) + 4cos(2/4rt) - (1 — sin?(167t)) + 4cos?(16mt) =
= c0s?(2/4nt)cos?(16mt) + dcos(2'4mt) — dcos(2'4mt)sin?(167t) 4 4cos?(167t) =cos?(2'4mt) *

cos?(167t) + 4cos(2'4mt) — dcos(2/4mt) * sin?(167t) + 4cos?(16mt).

3. Aplicando el filtro paso bajo, filtrando las componentes espectrales fuera del ancho de banda
de la senal moduladora, se tiene que: Hs(w) = 47 (241 — w).

4. Volviendo la sefial al dominio del tiempo obtenemos: Hy(t) = 2Zcos?(2/4rt).

5. Con lo cual, se tiene finalmente que la sefial moduladora original era: x,,—v/2s 1 (Hs(t)) =
V2/2c05(2'41) = 2cos(2'4) = 2cos(2m1'2t).

EJEMPLO 3.62. De igual modo, si se recibiese una senal bitonal como en el modelo 2 de
los ejemplos, su senal filtrada estaria formada tnicamente por las dos componentes de la senal
moduladora.

3.4. Modulaciones angulares.

Este tipo de modulaciéon pertenece a un grupo en el que el objetivo es la variacion
del argumento de la funcion trigonométrica de la portadora. Asi, en estos modos de modulacion,
lo que podra ser alterado seré la frecuencia v, o la fase para conseguir incluir en la senal portadora
la senal moduladora.
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3.4.1. Modulacién. El proceso de modulaciéon en frecuencia consiste en que a la senal por-
tadora se le altera su frecuencia mediante pequenos incrementos en la misma (que llamaremos
frecuencia central), y cuya medida de dichos incrementos dependeran del valor de los parametros
de la senal moduladora que contiene la informacion.

DEFINICION 3.63. Dadas z, € S, y z,, € AP(R), definimos la senal modulada angularmente
como la parte real de la sefial portadora: Re |A4,e™™# %,

Llamamos pulsacion instanténea a w;(t) = dd)i ) , que representa la velocidad angular en radianes

por segundo, con lo que dividiendo por 27 obtenemos la frecuencia instantanea. Asi, dada una senal
portadora A,cos(2mv,t), si el parametro que varia es la fase relativa ¢(t), deﬁnimos el operador
modulacién angular como

S — AP(R)
Ty —  Apcos(2muyt + ¢(t))
y si lo que varia es la frecuencia, tendremos el operador
ALFM S — AP(R)
o x, = Aycos(2m(vy + Vpam (t))t + ¢o)
el cual podemos reescribir como

pr :

M S AP(R)
zp " Ty — Aycos (27Tt(Vp + Vdffm) + ¢0) .

TEOREMA 3.64. De una transmision (Xm, FM"“’ .Sy ), con ,(t) = A, cos(2mu,t), sabemos
que

v,
X (t) = A, cos(2mypt + Bsin(2my,t), con B = -,
Vm
DEMOSTRACION. Si consideramos x,, € S,, como es una modulaciéon de frecuencia, podemos
despreciar la fase inicial y considerar la amplitud unitaria, luego sin pérdida de generalidad tenemos
que T, = cos(2mvyt).
Ast, MEM(x(t)) = Ay (cos(2mupt + 2mvg [ cos(2nv,,T)dT) = Apcos (27wpt + sen(27r1/mt)>,

con lo que haciendo el cambio de variables 5 = ﬁ obtenemos la expresi(’)n indicada. O]

DEFINICION 3.65. Llamaremos indice de modulacion a § =

Um

EJEMPLO 3.66. Veamos como se modularia el “modelo 1”7 en frecuencia:

% gefial moduladora {2, .6, 0}; % Sefial pertadora {2, 4, 0};
xIm[t_] :=2+Cos[2*0.6*Pixt]; xlp[t_] t= 2+Cos[2#4+Pi*t];
Plot [xlm[t], {t, 0, 2#Pi}] Plot [x1p[t], {t, 0, 2%Pi}]

% Portadoramodulada en FM;
Xfm[t_ ] :=2 % (Cos[2+4#Pi*t+xim[c]])s
Plot [Xfm[t], {t, 0, 24Pi}]

WA i
A

EJEMPLO 3.67. Veamos como se modularia el “modelo 2” en frecuencia:
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% sefial portadora {2, 4, 0}; % Portadora modulada en FM;
¥2fm[t ] :=24Cos[2+4#Pi#t+x2m[c]]s

x2p[t_] := 2%Cos[2#4*Pixt];
Plot [X2fm[t], {t, 0, 24Pi}]

Plot [x1p[t], (t, 0, 2+Pi}]

o T
PM“\/ TR RO

EJEMPLO 3.68. Veamos como calcular la ecuaciéon de una senal portadora de 1.5Mhz y amplitud
de 2V que es modulada en FM por una onda sinusoidal de 500Hz y amplitud de 1V. Para ello,
basta calcular los valores eficaces de las amplitudes y la pulsacion asociada a la frecuencia.

En este caso tendriamos: M, " (t) = 2'83Sen(3r - 10° +- mSen(n10°t).

3.4.2. Aspectos de la senal en FM.

OBSERVACION 3.69. Fijémonos en que
Aycos (27wpt + 2277:52 sen(?wymt)> = Apcos (27r1/pt + 227wd Sen(zmjmt)> — A, Re (eXmmteio),

siendo ¢(t) = Bsen(2mvpnt).
DEFINICION 3.70. Llamamos integral de Bessel de orden k a: Ji,(8) = 5= [7_e"sine=tktq,

PROPOSICION 3.71. Se cumple ¢#sn(2mvmt) = S Ju(Be 2mikvmt
kEZ

DEMOSTRACION. Sea z(t) periodica de frecuencia (fundamental) v, su serie de Fourier es

o0

§ :(lk€27”ky

k=1
donde aj, = L [T z(t)e """ De modo que tomando v = v, en e} tenemos que la serie de

Fourier es

' o0 ' o) 1 /7 ‘ ' oo 1 (7 ' ' ‘
ez(ﬁ(t) — Zake%rzku _ Z (_/ x(t>e—2mkl/tdt) e2miky Z (_ / 627rwmt6—27rzkwtdt) e2miky
—r R

w
= k=1 k=1
Realizando el cambio de variable u = 27v,,t, tenemos el resultado deseado, con convergencia

asegurada por ser la funcién continua y derivable

ij (5)62ﬂikymt.

kEZ
0

TEOREMA 3.72. Para una senal portadora x, = A,cos(2nvyt) y una senal unitonal z,,(t) =

cos(2my,,t) se tiene que

Xn(t) = Mf;M”d =A ZJ ) cos 27 (v, + nvp,) t] .

ne”L
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DEMOSTRACION. Como hemos dicho, tenemos que: MFM| = (z,,) = A,Re (e*r'e'")) =

v

= A,Re <eintZAnem“’mt> = A,Re <ei“PtZJn(ﬁ)emwmt) = A3 Jn(B)cos ((we + nwpy,)t) =

— A, S () cos [27 (v + nvm) 8], 0

nel

AFIRMACION 3.73. Esto plantea un problema, ya que es una suma de infinitos términos, con-
cluimos que el nimero de componentes de los que esté formado el espectro frecuencial de una senal
modulada en FM, es infinito, aunque la potencia de cada una de ellas sea menor a medida que

aumenta n, dado que J,,(f) — 0, disminuye el indice de modulacion J,,(3) Big 0. Esta propiedad
n—o0 n>

asintotica indica que la senal es casi periddica, y justifica que basta con el uso para la demodulacién
solamente de un intervalo centrado en la frecuencia portadora, de modo que si se cumple

T (t) 2 Ay, (J_1(B) cos[2m (v — v t] + Jo(B) cos[2mv,t] + Ji(5) cos[2m (v + vim)t])

entonces:

t T o t T o

—Up—Vtm —Up vp+vmeo Up—V¥m Vp vp+rvm

con lo que se obtiene un camino para obtener x,, a partir de X,,.
OBSERVACION 3.74. Por otra parte,

» si § < 1, los unicos coeficientes J,,(3) significativos son n=0 y n=1, con lo que a efectos
practicos, el ancho de banda que consideraremos para una transmision en FM sera de § =
2v,,, es decir, el doble de la frecuencia del tono modulador. Esta modalidad de trasmision
recibe el nombre de frecuencia modulada de banda angosta o estrecha (NFM), cuyo espectro
serd, a grandes rasgos, similar al modulado en AM.

= Sea ahora § > 1, en este caso, se tendré que coger un ntimero de componentes espectrales,
a ambos lados del centro fijado en la portadora, de modo que su aportacién en potencia
sea lo suficientemente significativa como para poder reconstruir la senal moduladora. Suele
usarse el criterio numérico de tomar como cota el valor M, de modo que |Jy(5)] < 0,01
v |Jus1(B)] > 0,01. De este modo, se tomaran M parejas de componentes espectrales
significativas, lo que conduce a un ancho de banda de § = 2Mv,,.

No obstante, se puede hallar una relaciéon entre M y 5 considerando la expresion M (5) = 5 + a,
con « €(1,2), con lo que el ancho de banda se puede expresar como

=28+ a)v, =2 (%Vm + aym> = 2(vg + avy,).
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. 4 = 2nw, .

Paortadora

Jn

| V)

B

or

< r —r <>
L, — THL, Ly — 2pe, Vp — U Uy UG Uy VT2l Ly 4 Ny

EJEMPLO 3.75. Veamos como calcular el ancho de banda de una transmisiéon comercial de FM,
sivg="TKHzywv, =20KHz.
Como f = ;’—i = % = 3, se tiene que para a = 1 tenemos § = 2(8+a)v,, = 2-4-25 = 200K H z.

3.4.3. Demodulaciéon en FM de la onda portadora. Dada una trasmision (Xm, MZZM, 5) ,

el concepto de demodulaciéon de una senal FM implicara la obtenciéon de una senal :r:;n, de modo
que le; M (g’ ) sea aproximadamente igual a X,,. Para la obtencion de la sefial ., , la implemen-
tacion usual electrénica del demodulador suele usar un método llamado bucle de sincronizacion de
faseﬂ, no obstante, sélo trataremos de otro método, llamado discriminador frecuencial por ser el
que posteriormente se ajusta al definido de forma paralela en el contexto SDR.

Llamaremos discriminador de frecuencia o detector de pendiente, a un circuito cuya ganancia
varia linealmente en funciéon de la frecuencia. La idea es transformar una senal de FM en una senal
de AM de forma que posteriormente la senal resultante se demodule segtn lo especificado en la
seccion anterior.

DEFINICION 3.76. Dadas z,,,z,, € AP(R), definimos el operador
DP : AM; M (20)} — {M2M (27,)}

m

que asocia la senal modulada a otra senal definida como

dXm
Xpo(t) = ZmB g (#).

OBSERVACION 3.77. Esta senal es un producto de una senal portadora por una cierta modula-
dora, es decir, que podemos considerarla como una senal modulada en AM.

DEFINICION 3.78. Dada una transmision (X, Mj; M _§) podemos demodularla mediante:
-1
o = (MM (Xpa (X)),

5Circuito de sincronizacion de fase o demodulador PLL. Es un sistema de retroalimentacion negativa que consta
de tres componentes principales: un multiplicador, un filtro de paso y un oscilador controlado por voltaje (VCO),
es decir, un generador de onda senoidal cuya frecuencia este determinada por un voltaje de entrada aplicado a él
desde una fuente externa que fuerza la sintonia.
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3.5.

Modulaciones digitales.

Tal y como se comento, en el caso de senal portadora analégica existen dos posibilidades, que la
moduladora sea también analogica (tratada en el apartado anterior con distintos ejemplos de modo
de modulacion), y que la senal moduladora sea digital, que tendra (aparte de sus casos propios)
su vision asociada de los modos de modulacion ya descritos:

| Analogica

|

Digital |

AM (Modulacion de amplitud)

ASK (Modulacion por desplazamiento de amplitud)

FM (Modulacion de frecuencia)

FSK (Modulaciéon por desplazamiento de frecuencia)

PM (Modulacion de fase)

PSK (Modulacion por desplazamiento de fase)

L/U (Banda lateral tnica)

QAM (Modulacion en amplitud en cuadratura)

SSD (Doble banda lateral)

QFM (Modulacion en frecuencia en cuadratura)

EJEMPLO 3.79. (Modelo 8). Podemos considerar la modulacion ASK.
Asi, en este caso, por ser digital x,, tenemos

rnlt] € {0,1}

y que el valor de la portadora es x,(t) = A,cos(2my,t). Al ser modulacién en amplitud, la

formula sera:

X, — ngM(xm[t]) — (A + wt]) cos(2myt) — { v, cos(2mpt) Con  senal 1

% Sefial moduladora {2, .6, 0};
xDm[t_] :={0,1,1,0,0,1,0,0,1,0,0,1,0,1,1, 0}[[t]]:
Plot [xDm[Floor[3 *t]], (t, 0, 2%Pi}]

10p i e

0 Con senal 0

% Portadora modulada en ASK;
Xask[t ] :=xlp[t] *xDm[Floox[3 % t]];
Plot [Xask[t], {t, 0, 2#%PF1}]

i

1AL

% sefial portadora {2, 4, 0};
x1p[t ] := Z2+*Cos[2%42Pixt];
Plot [x1p[t], {t, 0, 24 Pi}]

T
I

EJEMPLO 3.80. De igual modo, podemos considerar la misma senal digital (Modelo 3), y mo-
dularla en frecuencia, con lo que obtenemos:

XM (xm[t]) = A} cos (2mvpt + mX,,[t]), en este caso, sucede que como X, (t) solamente puede
valer 1 o 0, la expresion es equivalente a la senal de la portadora pura, en el caso que X,,(t;) sea
un 0, o la senal portadora aumentada en m su frecuencia. Con lo cual, es equivalente a definirla

Ccomo

Noer vy, cos(2mvpt) Con senal 0
FSK= v, cos (2n(v, + €)t) Con  senal 1
Asi, por ejemplo, si consideramos el sistema de modulacion con v, = 8, € = 2, se tiene:
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% Sefial moduladera {2, .6, 0};

xbm[t | :={0, 1,1,0,0,1,0,0,1,0,0,1,0,1, 1, 0}[[t]]s

Plot [xDm[Floer[3 *t]], {t, 0, 2+Bi}]

1or —

Referencias principales:

3. MODULACION CLASICA.

% sefial portadora {2, 4, 0};
xlp[t_ ] := 2+ Cos[2*4+Pixt];
Plot [x1p[t], (t, 0, 2%Pi}]

2

[GW, [OW,, R1, ST, 52, 4, 5, [CC, R2, [E1].

% Portadoramodulada en FM;
Xfsk[t ] :=2%Cos[2# (4 +2#xDm[Floor[3 +t]]) *Pixt];
Plot [Kfsk[t], {t., 0, 2+Pi}]




Capitulo 4

Senales en cuadratura. Modulacién y demodulacién.

4.1. Elementos basicos.

Recordemos que cada elemento z(t) = ACos(2wvt) de S, admite una representacion compleja
como ACos(2mvt) = AMW+—W, por la formula de Euler. Por comodidad, en este desarrollo
consideraremos A=2, con lo que cada senal unitonal, puede ser vista como suma de dos senales
complejas 2™t y e72™t 4 las cuales llamaremos sefiales en cuadratura y cuyas representacio-
nes polares se comportan de modo que, mientras la primera gira en sentido antihorario con una

frecuencia v, la segunda gira en sentido horario con la misma frecuencia.

Consideremos €2 = cos(%) + isin(Z) = 0+ = 4, y observemos que al multiplicar cualquier

;T
2

nimero complejo por €'z se tiene una rotaciéon antihoraria respecto el origen complejo en la repre-
sentacion polar del mismo.

Recordemos que cuando hablamos del proceso de deteccion de la senal en cuadratura en el
capitulo 0, consideramos un elemento fisico que proveia de datos a unos algoritmos implementados
por software que venian a sustituir mucha circuiteria de la radio. Dicho circuito fisico generaba
a partir de la senal recibida X,, dos senales llamadas senales en cuadratura que denotabamos
por(/(t),Q(t)). Estas senales debian de quedar en la zona del espectro en la que se hallaba la senal

moduladora z,,, es decir, en la banda base.
Multiplicador
> § | == L s

Filtro paso bajo

\{' Osciladpr local
i

Filtro pasa banda @
Destiado(

—b@»—b == P Sefial Q

Filtro paso bajo

<
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OBSERVACION 4.1. Operacionalmente, la senial de entrada, de frecuencia v,, se traslada a dos
mezcladores iguales en paralelo, de manera que un oscilador genera una senal de frecuencia v, que
se inyecta al mezclador inferior (seno) para obtener la senal I. Ademés, una parte de la senal v, se
desfasa 90z, es decir, si x;, = cos(wt), se genera una sefial 2 = cos(wt+%) = sin(wt) y se inyecta
al mezclador superior (coseno) obteniéndose la senal Q.

Estas senales I(t) y Q(t) requieren ser filtradas, ya que la multiplicacién en cuadratura es similar a
la realizada para un demodulador AM convencional, con lo que al realizar los productos, el espectro
se desplaza abajo y arriba de la frecuencia de la portadora, con lo que se requiere la eliminacién
de las frecuencias superiores al doble de la portadora.

4.1.1. Comportamiento en senales unitonales. Veamos primeramente como se obtuvo
la senal I. Supongamos que el oscilador local genera una senal de pulsacion wy, que al inyectarse
sobre el multiplicador junto con otra senal que supondremos unitonal de pulsacién w, tenemos que

iwt —iwt twot —iwot i(w+wo)t i(w—wo)t i(wo—w)t —i(w—wo)
cos(wt) cos(wnt) = (e +e ) (e +e > _¢ e e e

9 9 T T4 Tt <

~ cos ((wo +w)t) 4 cos ((w — wo)t)
= 5 .
Si ahora aplicamos un filtro paso bajo de modo que se filtre la senal de alta frecuencia

aparecida, tenemos situada la senal recibida en banda base, de modo que nuestra senal queda:
[(t) :cos((wz—wo)t) '

PROPOSICION 4.2. Al multiplicar una serial por €'z produce una desplazamiento de fase de 90
grados.

DEMOSTRACION. Bastara con probarlo para una senal de pulsaciéon w. En este caso se tiene
que

. it f Tt L giwtHiE | piwt—ii gilwtts) 4 oi(wt+3) -
cos(wt)-e'2 = [ ———— | e'2 = = = cos(wt + =).
2 2 2 2
Es decir, se produjo un aumento de fase de 90 grados respecto a la senal original. U

DEFINICION 4.3. Dada una senal recibida cos(wt), definimos su sefial en cuadratura como
Q(t) = cos(wt) cos(wot)e’2.

PROPOSICION 4.4. Q(t) e I(t) estan desfasadas 90°.

DEMOSTRACION. Si volvemos a multiplicar

cos ((wo + w)t) + cos ((w — wo)t) iz _ o8 ((wo +w)t + Z) + cos ((w — wo)t + )
2 2

con lo que al pasarla por el filtro paso bajo, obtenemos la senal w = Q(t). O]
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4.1.2. Comportamiento en senales casi periodicas reales.

DEFINICION 4.5. Dada una senal de AP;(R), definimos su sefial analitica positiva o preenvol-
vente a la funcion de valor complejo z,(t) = x(t) + iz (t).

OBSERVACION 4.6. Dada z(t) € AP1(R), z(t) = ag + Y a,e ) para que sea real, debe de
poder escribirse de la forma z(t) = ag + Y Bie™tay + S Bie”t con A\, > 0, v oy, que es la
semisuma de (; y su conjugado.

PROPOSICION 4.7. Dada una senal casi periddica x(t), su preenvolvente es: x,(t) = oy +
S 2a, et
n

DEMOSTRACION. Dada z(t) ~ ag + > e,
como x,(t) = x(t) +iZ(t), tenemos que

Ta(t) = (t) + i(—iSign(z(t)z(t) = { «(0) z(t)=0 — n;Qan 2(t) = 0

COROLARIO 4.8. Dada una senal casi periddica real, se cumple que: Re(x,(t)) = z(t).

DEMOSTRACION. Siz(t) € AP(R) real, podemos aproximarla mediante x(t) ~ ap+ > a ;e '+

J<N

S aje i,
J<N

Por linealidad, realizaremos la prueba para una tinica componente frecuencial, de este modo,
sia=a+ bi:

To(t) = (o + ™ 4 @e™) +i(a + ae™ 4 ae~iM) = o+ ae™ + @e™M +ia + e ™M +iae™.

(a+bi) + (a+ bi)e™ + (a — bi)e ™ +i(a — bi) +i(a — bi)e ™ +i(a + bi)e=

a+ bi + ae™ + bie™ + ae” M — bie™™ +ia + b+ iae M + be M + jae™ — be'.

Si eliminamos los términos complejos tenemos que

a+ ae™ + aemM 4+ b+ bemM — be'™ = a4 b+ ae™ + aemM + be M — he'M =

=a+b+ (a—0b)eM+ (a+ble™™ =ap + ae™ + be™ N = z(t). O

DEFINICION 4.9. Dada una senial x(¢) con ancho de banda 24, centrada en la frecuencia wy,
llamamos envolvente compleja a x,(t)e~ 0t

PROPOSICION 4.10. La envolvente compleja de una senal actiia como un filtro paso bajo.

DEMOSTRACION. Si x, es una senal limitada en banda wy — d < w < wg + §, tenemos que
T(w) = To(w) * d(w + wp) = To(w + wp),

con xa(t)e.iwo — (ao + Zzanei)\nt efiwot — aoe(;zwot ) Z Oémei(/\"iwo)t, 0
n

DEFINICION 4.11. Diremos que dos senales (x1(t), x2(t)), x; € S, forman un par de cuadratura
si la segunda es igual a la primera con una diferencia de fase de 90 grados en el sentido descrito.
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4.2. Demodulaciéon de senales 1/Q.

En esta seccion justificaremos como el uso de las senales IQQ simplifican los procesos de demo-
dulacion clasica descritos en el capitulo anterior, describiendo el método para conseguir a partir
de una senal modulada correctamente recibida, la senal moduladora, acorde al tipo de modulaciéon
usado.

4.2.1. Demodulacién AM desde senales I/Q. En el capitulo anterior, comentamos que
una forma de obtener la senal modulada en amplitud, era el simple producto de la senal portadora
por la moduladora, no obstante, este método tiene el problema de que la relacion de fase entre la
portadora del emisor y la senal generada en el receptor por el oscilador para devolver a la banda
base, afecta al resultado de la senal demodulada. Una forma de solucionar el problema consistia en
tomar el operador asincrono de modulacién de amplitud para mediante un detector de pico de onda
en el receptor, se salvara el obstaculo de la falta de sincronia, pero esto disminuye el rendimiento
del sistema.

Ademés, es importante obtener una senal a partir del par de cuadratura que mantenga una
amplitud constante independientemente de la relaciéon de fase entre emisor y receptor.

Recordemos que para una senal moduladora z,, y una senal portadora z,, definfamos su mo-
dulacion en AM como MM (x,,) = x,,(t)cos(2mt), en donde podiamos despreciar la fase y
considerarla nula.

OBSERVACION 4.12. Aspecto formal de las sefiales /(@) de una sefial modulada en AM.

La sefial I(t) = ,,(t) cos(2mv,t)cos(2mv,t + «), donde no podemos despreciar «, dado que no
tiene porqué darse una sincronia de fase entre la senal modulada y la generada por el oscilador en
el receptor.

Por otra parte, Q(t) = z,,cos(2mv,t) sin(2mv,t + ).

PROPOSICION 4.13. [[(1,Q)|l2 = Zmy/1 + cos(2muyt).

DEMOSTRACION. Como z,, es un factor de I(t) y de Q(t), obviaremos su presencia en los
calculos.

Asi, tenemos que, si consideramos u = 27, y v = «, tenemos que:

(TrigExpand[(Cos[u] *Cos[u +v]) A2] + TrigExpand[{Cos [u] *8in[u+v])AZ2]) A {1/2)

T
|'I Cos[ul? 8in[u]?

2 2

A
'

1 L
J 2

con lo que se tiene que

11, @)z = /13 (1) + Q3(t) =

\/1 + cos?(2myt) — Sin?(2myyt)
—= J,‘m
2

T, \/1 + cos(dmypt) =z, \/1 + cos(2mu,t).
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OBSERVACION 4.14. Observemos que no depende de la fase el resultado, por lo que podemos
considerar que al usar las senales /@) equivale a la presencia de sincronia de fase entre emisor y
receptor.

TEOREMA 4.15. Dada una senal modulada MM (x,,) € S. Sean I4(t), Qq(t) las demodulaciones

de su senal en cuadratura, entonces x,, = ||(1,Q)|l2 = \/13(t) + Q3(t).

Demostracion. Por la proposicion anterior, basta con considerar la aplicaciéon de un filtro paso
bajo, de modo que

I(1,Q)]l2 = VI2(t) + Q3(t) = mm\/l + cos(4dmy,t) = \/xZn(l + cos(2my,t)) =

=1/ 22,(t) + 22 (t)cos(2mv,t)) e 22(t) = xp(t).

4.2.2. Demodulaciéon FM desde senales 1/Q.

Recordemos que para la generacion de la senal modulada a partir de una senal
moduladora z,,, el operador modulacién en frecuencia se tiene:

(4.2.1) Xn(t) = Mf;]\g(xm) = A,cos(2mv,t + p(t));con p'(t) =k - .

PROPOSICION 4.16. Dada una transmision (X, MIZ, S<s), que se produjo con una senal por-
tadora x, = A, cos(2mv,t), al aplicdrsele una deteccion en cuadratura con frecuencia del oscilador
vy, dado ¢ = p(t) + 27(v, — ), el par 1Q) tiene la forma:

A A

I(t) = Zreos(@(t),  Qt) = 7 sen(o(t)).

DEMOSTRACION. A, cos(wpt + p(t)) cos(wot) = A, (ewptﬂ(t)gewptip(t)) (ewmr;imt) -

ei(wp-i-wo)t—i—p(t) ei(wp—wo)t—i—p(t) ei(WO—Wp)t_p(t) e—i(wp—wo)—p(t)

=h— * 1 * 1 * 4 -

y aplicando el filtro paso bajo, eliminamos las componentes frecuenciales superiores al doble
de la senal moduladora obteniendo

_ ApCOS ((wo + wp)t + p(t)) 1— cos ((wp — wo)t + p(t)) _ % cos ((w, — wo)t + p(t)) =

= 2 con 2m(v, — o) + p(1) = - cos().

Por otra parte, como la senal Q(t) esta desfasada 90°, se tiene que

A A A
Qt) = Freos(s + 5) = T sin(—¢) = T sin(9).

0

AFIRMACION 4.17. Por construccién, estas sefiales I/ tienen su espectro centrado en v, — 1.
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TEOREMA 4.18. Dada una transmaision (Xm,le;M,Sgg), st se realiza una senal aplicandose
una deteccion en cuadratura sobre vy, se tiene que

_1QMI) - QI
koo PO+ )
DEMOSTRACION. Por la proposiciéon anterior, tenemos la expresion del par de senales en cua-

dratura (que ya esta en banda base) que podemos considerar componentes de la senal modulada
en banda base, con lo que admite una visién compleja como

(4.2.2) Ty (1)

A,
Xfmb(t) = ](t) + ZQ(t) = 71761(2“(”@—”0)154'17(75))'

Como estamos suponiendo que vy = v, Xppp(t) = %eip(t), que serd en concreto la senal a
demodular.
Por construccion, se tiene que p(t) = arctan (%), de modo que si la derivamos obtenemos:

L QI -QMI'(Y) _ M) - )I't)

p“%:y+%$ 1(t)? PO+

1Q'MIB-QWI'()
k I2(t)+Q2%(t) :

Por tanto, cruzando este resultado la férmula (4.2.1.), tenemos que: z,(t) =

Referencias principales:
TH, K1, L1, NAN, VM, 1, 3|, 5, 10, [ OW,, [ASM].



Capitulo 5

Conversion entre senal digital y analogica (DAC y ADC).
Consecuencias.

Atendiendo al hecho de que una vez obtenidas las senales en cuadratura, éstas deben de aco-
plarse a un ordenador o microcontrolador que implemente los algoritmos que recreen la radio, las
componentes I(t)/Q(t) deben ser digitalizadas por qué evidentemente la senal recibida no tiene
porqué ser una senal facil de compactar en una férmula, y ademas, esto implicaria que el receptor
ya conocia el mensaje. Asi, para conseguir trabajar con la senal recibida, ésta se tendra que expre-
sar como datos informatizables utilizando un proceso llamado muestreo, mediante el cual partiendo
de las senales I(t), Q(t) unicamente se tomaran ciertos valores de cada una de ellas para ciertos
valores temporales, formando una sucesion de valores de las senales que llamaremos muestra o
discretizacion de la senal.

Una separacion adecuada entre dos elementos de la sucesion sera un requisito importante, y
como este tipo de conjuntos discretos son densos en R, en el caso de las funciones casi periddicas
bajo la topologia de Bohr, se suele usar un muestreo uniforme, es decir, equiespaciado en el tiempo.

5.1. Muestreo e interpolaciéon.

Las siguientes definiciones y resultados pueden aplicarse a cada una de las senales que forman
el par de cuadratura, razén por la cual trabajaremos con una sefial genérica z(t).

. : . ; ~ 1 st w=v
PROPOSICION 5.1. Si consideramos z[n] = ™" entonces T(w) = { "

0 si w#uy,
DEMOSTRACION. Tenemos que
’x\(w) =V [x[n]ef%rinw] =V [627Tiun6727rinw] =V [627rin(1/7w)] — 1 SZ: w =1 . 0
" m m 0 si w#v

OBSERVACION 5.2. Las funciones Z(w) son 1-periédicas, dado que e~ 27" = ¢=2mn(w+1) ' va que
n € 7.

DEFINICION 5.3. Dada la senal z(t), definimos la sefial digital x4 p[n] ={z(17n)}, .y como una

sucesiéon que es una muestra uniforme de valores a frecuencia =, de modo que se ha conseguido

T
convertir una senal analogica en una senal discretizada, y por tanto, expresable en el contexto
digital. Por tanto, esta definicién lleva implicita la existencia de un operador que asocia a una

funcion, una sucesion de ciertos valores de su imagen.

ADCr : AP(R) — CN
x(t) —  xqr[Tn]

EJEMPLO 5.4. La idea, por tanto, es seleccionar tnicamente ciertos valores de la funcién que
esten entre ellos a una distancia T

73
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\ . \

N
PROPOSICION 5.5. Si z(t) = Y a,;e*™i' € Trig(R) , y T > 0, entonces xqr[n] € Trig(Z). Si
=1

J
ademds el ancho de banda de x(t) es vy, con 2vy < %, entonces

—_— —~ 14
) My =7 (5)
donde I,,r es el intervalo de longitud vyr.

DEMOSTRACION. Recordemos que Z7 es la transformada de una funcion de AP(Z) que es

1-periodica. Observemos, por otra parte, que 7 (%) =0,siv>T.

Como z47[n|(vT) = Z(v), el coeficiente de v; en x se convierte en coeficiente de v;T y en el
intervalo I+ solo podemos encontrar valores del periodo centrado en 0 de Z4r(v). El valor minimo
del periodo centrado en 1, serd 1 — vy1', pero como 271y < 1, no habra valores de este periodo en
el intervalo I, 7. O

OBSERVACION 5.6. Por tanto, esto nos lleva a considerar que para que no haya pérdida de
informacion en la senal muestreada, su frecuencia de muestreo v, debe ser como minimo de 2vj.

En el contexto de las senales integrables, estas ideas dan lugar al teorema del muestreo de
Shannon-Nyquist-Whittaker.

DEFINICION 5.7. Decimos que una senal integrable x(t) € Lo(R) tiene el ancho de banda
limitado a wy, si considerando I, = [—wo,wp] se tiene: supp(F(z(t))(w)) = {w € R/ f(x) # 0} =
]Iwoﬂ. Diremos, por tanto, que su ancho de banda es 0(I,,) = 2wy.

TEOREMA 5.8. (DAC) Dada una senal x € S con energia finita, es decir, x € Loy, que esté
limitada en banda por 1, st x se muestrea a una frecuencia v con v > 21y, x puede ser recuperada
enteramente desde los valores xqp(nT), n € Z, de modo que

o(t) = Z x(ﬁ)sinc (Wu(t—na)).

R mv(t — na)

OBSERVACION 5.9. En estas condiciones, cuando la frecuencia de muestreo es lo suficientemente
1 ., . .
ele\f.ada (a < 2.70),. ‘Famblen se producen traslamor.les que no se superponen del propio espectro
debido a la periodicidad de la funcién, y que mediante el teorema, se aislé una copia central de
dicho espectro con el fin de usarla para reconstruir la senal original.

'Donde F es la trasformada de Fourier en £2, F(z(t))(w) = Jp x(t)e 2™t
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DAC,:S — L?

x[n] — i z(n)sine (v(t —n)) 4€ O™

n=—oo

COROLARIO 5.10. Definimos el operador

vierte senales discretas en continuas.

TEOREMA 5.11. Dada una senal x € L* que esté limitada en banda por I,,, muestreada a una
frecuencia mayor que 2wy, se tiene que (ADC o DAC)(z(t)) = x(t).

DEMOSTRACION. Como DAC(x(t)) = z(%), utilizando 5.8 tenemos que ADC[DAC(x(t)) =
x[t]. O

AFIRMACION 5.12. En el contexto de las funciones casi periddicas, al igual que en el caso de
senales de duracion finita, no se cumplen las condiciones de integrabilidad o de limite de banda.

TEOREMA 5.13. Vz(t) € Trig(R), se cumple el teorema de Shannon.

n
DEMOSTRACION. Consideremos un polinomio trigonométrico z(t) = . a;e?™' € Trig(R),
j==n
n
de modo que su transformada es Z(v) = > a;0(v — \;). Como es lineal, sera suficiente probarlo
j=n

para uno de los sumandos, que supondremos con coeficiente unitario. De hecho, tomaremos z(t) =
™ y una frecuencia de muestreo de w,, Hz (con perfodo de muestreo T, = --).
Como 1 > 2T,,\ estamos en las condiciones del teorema de Shannon.

Reemplazamos x(t) por otra senal x,,que coincida con z(t)en el intervalo (ﬁ, ﬁ) pero que

sea T-periddica (z era % — periddica). La nueva senial serd continua y derivable en todo su dominio

excepto como mucho, en los extremos del intervalo (%, %)
m m
Por otra parte, su transformada de Fourier es:

T(kT,,) = ]m/ z(t)e?™kTmt qt,
con lo que se tiene que

N = 3, () = Y T (kT,,) e Vit € R,
keZ

Realizando el intercambio de variable t = A\, tenemos:

6271'1')\15 _ Z/I\ (]{ITm) 627rikTm)\7 VYA eR
kEZ

donde e?™*Tm son los valores de la sefial inicial en los puntos de muestreo. O

COROLARIO 5.14. La frecuencia de muestreo debe ser por lo menos v > % = 21y muestras por
sequndo (a esto se le llama frecuencia de Nyquist).

DEFINICION 5.15. La distorsion en la senal producida por el muestreo por debajo de la fre-
cuencia de Nyquist se llama aliasing.
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OBSERVACION 5.16. Un muestreo por cuadratura de la senal z,, la representa mejor que su
discretizacion directa.

El tipo de muestreo de las senales I[t]/Q[t] produce el doble de datos, dado que son dos com-
ponentes desfasadas de la misma senal, convenientemente alternadas, por tanto, como el teorema
anterior indica que el ancho de banda de la senal muestreada es igual que la frecuencia de muestreo,
al realizar un analisis espectral de un entorno de la frecuencia central muestreada, el radio de dicho
entorno quedara determinado por la tasa de muestreo. Por consiguiente, es equivalente a producir
una muestra al doble de frecuencia de muestreo.

AFIRMACION. 5.16.1 Si muestreamos una funcién casi periédica X,,, tomando muestras aleato-
rias (en lugar de equiespaciadas) en intervalos disjuntos, puede demostrarse que con probabilidad 1
conservamos toda la informacién de X,,. Asi, con este proceso podemos mejorar considerablemen-
te la tasa de Nyquist, a costa de aumentar también el tamano de los intervalos. Estos resultados
pueden ser consultados en la referencia [FGG].

DEFINICION 5.17. Llamaremos intervalo de waterfall al intervalo centrado en la frecuencia a
muestrear y con radio la tasa de muestreo para cada una de las muestras tomadas.

Ademas, retomando el concepto de inyectividad del operador modulaciéon, tenemos que en las
condiciones del teorema del muestreo, se tiene ademas la posibilidad del visualizado de hipotéticas
senales moduladas cercanas mediante la waterfall.

OBSERVACION 5.18. El ancho de banda de la waterfall queda determinado por la tasa de
muestreo de las senales de cuadratura, con lo que podemos asociar directamente ambos conceptos.
De hecho, una visiéon que supere dicha tasa de muestreo simplemente produciria copias del espectro
central (aliasing).

EJEMPLO 5.19. Asi pues, para una frecuencia por defecto de 2.048.000Hz, se dispondra de una
ventana en frecuencia de 1Mhz a ambos lados de la frecuencia central, tras la obtencion de las
sefiales [/Q. Para implementar su procesado SDR, se requiere de un muestreo de las mismas en el
dominio del tiempo. La eleccién de una correcta frecuencia de muestreo seré necesaria para obtener
un rango de frecuencias lo suficientemente amplio, ya no tanto para sintonizar y demodular una
portadora, sino también para la visualizacion del espectro radioeléctrico adyacente.

EJEMPLO 5.20. En el caso contrario, si queremos muestrear la banda de 2m, nuestro ancho de
banda sera de 2Mhz, con lo que acorde al teorema del muestreo se necesitara de una tasa superior
a 4Mhz, pero al trabajar con senales I/Q), esto equivale a 2MHz.

5.2. Operaciones con muestreo.

Por lo anteriormente definido y de cara a su uso a la hora de discretizar una senal, tan impor-
tante es la imagen operador ADC),, como el conocimiento de la propia frecuencia a la que ha sido
muestreada v. El objetivo sera visualizar los proceso de reescalado de la muestra.

EJEMPLO 5.21. Podemos considerar la senal periddica que oscila entre 1 y 9, variando el valor
cada décima de segundo, dos segundos.

ADC5 =11,3,5,7,9,7,5,3,1,3,5,7,9,7,5,3,1,3,5,7] es una senial de 4 segundos de duracion,
mientras que
ADCy =11,2,3,4,5,6,7,8,9,8,7,6,5,4,3,2,1,2,3,4] es una senial de 2 segundos de duracion.
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OBSERVACION 5.22. Por tanto, el tamano de la muestra dividida por la frecuencia de muestreo
es el tiempo que se ha muestreado la senal.

DEFINICION 5.23. Llamamos diezmo de una senal al hecho de reducir la frecuencia de muestreo
de una muestra dada, mediante un operador RC.

La idea seria obtener una subsucesion de la muestra de forma equiespaciada. De ese modo, si
la muestra esta tomada a una frecuencia de muestreo de v,,, el tomar la muestra diezmada a una
frecuencia relativa de v/, toma unos valores de la muestra de forma que la nueva tasa de muestreo
serd de vy, - U, ..

EJEMPLO 5.24. De la senal de ejemplo, podemos tomar un diezmo reduciendo a la mitad el
nimero de muestras obteniendo:

RY(ADCyy) = [1,3,5,7,9,7,5,3,1,3], con lo que obtenemos ADC5, pero tinicamente 2 segun-
dos.

DEFINICION 5.25. Llamamos interpolacion Rj(ADC,) (upsampling) al hecho de aumentar la
frecuencia de muestreo de una muestra dada. Existen para ello diversas técnicas.

5.2.1. Zero-padding. Esta técnica consiste en introducir ceros como nuevos valores de la
muestra para aumentar su tamano.

EJEMPLO 5.26. R2(ADC)o) = R%[1,2,3,4,5,6,7,8,9,8,7,6,5,4,3,2,1,2,3,4] =
=[1,0,2,0,3,0,4,0,5,0,6,0,7,0,8,0,9,0,8,0,7,0,6,0,5,0,4,0,3,0,2,0,1,0,2,0, 3,0, 4, 0], con
lo que obtenemos ADCy, pero inicamente 2 segundos.

5.2.2. Interpolacién. Mediante esta técnica se consigue que los valores incluidos en la mues-
tra aumenten su tamano, y para que sean valores interpolados entre sus extremos, consiguiendo
una muestra mas tedricamente fidedigna.

Esta técnica consiste en introducir ceros como nuevos valores de la muestra al aumentar su
tamano.

EJEMPLO 5.27. R*(ADC)o) = R*1,3,5,7,9,7,5,3,1,3] =
=1, %, 3,355, 5%7, 7, %, 9, %, 7, %, 5,2£2.3, 3%1, 1, 1T+3’ 3], con lo que obtenemos ADCs5,
pero Unicamente 2 segundos. No obstante, esta senal se asemeja més a la original que la obtenida

por zero-padding.

DEFINICION 5.28. Definimos el operador de remuestreo racional R} en el que se sube la fre-
cuencia de muestreo y se baja la frecuencia de muestreo.

AFIRMACION 5.29. Mediante un correcto proceso de interpolacion, notar que conviene primero
hacer el sobremuestreo y después el diezmo que al revés, de este modo nos aseguramos de que el
diezmo contendréa elementos reales de la muestra y no interpolados.

DEFINICION 5.30. El operador R, (ADC,) convierte una sefial de entrada a una frecuencia v,
en una frecuencia de salida ADC'n.

5.3. Transformada discreta y muestreo pasa banda.

Tal y como vimos en el segundo capitulo, en muchas ocasiones (en los procesos de filtrado
de componentes espectrales, en la generacion de la waterfall, etc.) se requiere la obtencion de la
potencia de las componentes frecuenciales de una senal en el proceso de recepcion, y para ello
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utilizdbamos la transformada de Fourier. Como el trabajo en SDR incluye la necesidad del uso de
una senal muestreada, y sélamente en un rango determinado de frecuencias para la generacion de
la waterfall, la tasa de Nyquist representa una cota de la frecuencia de muestreo que es mejorable
en estos casos. En este apartado veremos como abordar estos aspectos.

5.3.1. Uso de la transformada discreta. En el caso de x € AP(R), la transformada de
Fourier la determinabamos mediante la media introducida por Bohr. No obstante, una vez mues-
treada la senal estos célculos quedan sustituidos por la transformada discreta de Fourier, cuya
implementacion usada sera el algoritmo FFT.

Asi, en una senal digital periddica arbitraria (de periodo N), ésta queda determinada por N
valores consecutivos z[0], z[1], ...z[ N —1], de modo que su transformada discreta también solamente
depende solo de N términos, ya que tunicamente las frecuencias %H z, (k € Z) pueden aparecer
7[0] = Z[N],Z[1] = Z[N + 1]..., de modo que las frecuencias 0Hz, ~Hz, ..., £ Hz son las que con-
tienen informacion.

En el caso del algoritmo FF'T, serd necesario establecer un niimero de puntos para el algoritmo.
En una ventana frecuencial determinada, en la que pueden producirse transmisiones de un cierto
ancho de banda 4, la longitud de la transformada debe ser mayor o igual que el ntimero de canales
que puede haber en el rango frecuencial de la ventana.

EJEMPLO 5.31. Veamos como calcular el nimero de puntos necesarios para aplicar la transfor-
mada rapida de Fourier si consideramos transmisiones de ancho de banda 12.5KHz en la banda de
2m.

Por lo visto, en el plan de bandas, el rango de frecuencias de radioaficion es de 144-146MHz. Con

_ 6 . .
lo que el niimero de canales va a ser % = 160 posibles canales. De este modo, incluyendo
el plegado de frecuencias, se necesitaria aplicar una FFT de 320 puntos para la deteccion de

transmisiones. Como la potencia de dos mas cercana es 512, esta seria la longitud necesaria.

5.3.2. Muestreo pasa banda. Recordemos que por el teorema del muestreo, dada una
senial z(t) € AP(R), para conseguir una buena representacion, dicha senal debe, por una parte,
estar limitada en banda, es decir, que debe tener una frecuencia méxima; y por otra parte, la
frecuencia de muestreo debe ser, como minimo, el doble de dicha frecuencia.

No obstante, en el caso de las senales que no estan centradas en cero, se puede reducir la tasa
de Nyquist disminuyendo el coste computacional asociado al resto de procesos.

De este modo, recibida una senal continua de ancho de banda ¢, y frecuencia central v, consi-
deremos sus réplicas positivas y negativas, y llamemoslas, respectivamente (Q y P. De este modo,
dado un nimero m, se puede observar que en el rango de frecuencias del ancho de banda de trabajo
se tiene que: vg = 2”0—7;5.

De modo que, en la frecuencia nula se tendré la banda P a la derecha y Q a la izquierda,
produciendo, ademas, solapamiento (aliasing) en el caso que no se cumpliese que 1/; < 2”07_5, de
forma que reduciendo 1/;, el espacio entre las réplicas decrece; de modo que para 1/; < 1/;/, se tiene
que 1/;/ > 2”371—“, de modo que obtenemos que el rango de eleccion de la frecuencia de muestreo, sin
producirse aliasing es:

209 — 0 2 )
=0 <t e

m
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Ejemplos de aplicacion de esta técnica pueden ser consultados en la referencia [OZ].

5.4. Muestreo I/Q y demodulacion discreta.

Ya en la secciéon 3.2. obtuvimos las féormulas a aplicar para la demodulaciéon de la senal modu-
ladora en una cierta transmision, a partir de las senales I/Q, de modo que:

’ Modulacién \ Senal moduladora ‘

Amplitud modulada | x,, = ||(I,Q)|> = \/]2(75) + Q*(t).

QMHW—H—QM—HHM)
I In—1]+QnQn—1]

Supongamos que de una cierta transmision (X,,, M,fipo, 9), mediante un proceso de deteccion

en cuadratura, se obtuvieron sus sefiales respectivas en banda base I(t), Q(t), de modo que bajo
una tasa adecuada de muestreo acorde al ancho de banda de la senal modulada, se discretizaron
obteniendo I[t] y Q[t].

PROPOSICION 5.32. El equivalente discreto al cdlculo de la senal moduladora, desde las com-

ponentes I/Q de la senal modulada en AM es xp,[n] = \/12[n] + Q?[n].

DEMOSTRACION. Basta con sustituir en la ecuaciéon de obtencién de la senal moduladora,
modulada en AM las componentes en cuadratura discretas por las continuas. O]

Frecuencia modulada arctan (

PROPOSICION 5.33. Dada una senal z(t), que fué muestreada con una frecuencia vy y de
la que se extrajo xz[n|, para una frecuencia de muestreo lo suficientemente grande, se tiene que
2/ (t) =x[n] — z[n —1].

DEMOSTRACION. Dada una senal z(t) € C!(R), podemos considerar su derivada z'(t) =

z(t+h)—x(t)
h

lim , si esta senal se muestrea a una frecuencia vg,se obtiene un conjunto de valores

h—0
z[n|, de modo que la expresion z[n + 1] — z[n], reescribible como z[n] — z[n — 1] = w, con
lo que tomando la suficiente frecuencia z'(t) ~x[n] — x[n — 1], es decir, para T lo suficientemente

grando se tiene que z((n — 1)7T) ~ Znf=ln=D)T] O
T

DEFINICION 5.34. La expresion z[n+ 1] —z[n] la llamaremos equivalente discreto de la derivada
de z(t).

TEOREMA 5.35. En el caso de la demodulacion FM se tiene que

QWUH—H—QM—HUM)

5.4.1 pn|—pn-—1 :arctcm(
o4 = p= 1] — 1]+ QEIQ — 1

DEMOSTRACION. Vamos a demodular la senal siguiendo el esquema propuesto en la proposicion
, con vy = v,. De modo que, tomando I(t) = %cos(p(t)),@(t) = %sin(p(t)), donde p(t) =

arctan [%], donde tomando t = nT, se obtiene z,, = I[n] +1iQ[n| = %eip[”]. Consideremos que
zlel = eip[n]% con lo que
[n — 1] = el 4
Gilpln]—pln—1)) _ zln] _ {n]+i@QM])(I[n—1]—iQn—1) _
z[n — 1] I’ln— 1]+ Q[n — 1]?

I[njIln — 1] + Q[n|@[n —1] | .Q[n)In —1] - Q[n —1]I[n]
2n—1]4+ @Q*n —1] Pn—-1+@*n—-1
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QMUM*H*QM*HHM). 0

Por tanto, p[n| — pln — 1] = arctan (I[n]][n71]+Q[n]Q[n71]

OBSERVACION 5.36. Como muchas veces p[n] — p[n — 1] es muy pequeiio, como e/ Pnl=pln=11) —
cos(p[n] — p[n — 1]) + isin[p[n] — p[n — 1]), sustituyendo el coseno y seno por su infinitésimos?
respectivamente, podemos obviar la arcotangente, con lo que tenemos que:

Qn[I[n — 1] — Q[n — 1]1[n]
Pn—-1+Q*n—-1
TEOREMA 5.37. En el caso de la demodulacion FM:
Qn)I[n — 1] — Qn — 1]I[n]
I[n]I[n — 1]+ Q[n)Qn — 1]

DEMOSTRACION. Recordemos que en el contexto de la modulacion FM, z,,(t) = (1/k)p'(t)
con lo que, al discretizar con T grande se tiene que

Pln] — P[n — 1] ~

Pln] — P[n — 1] ~

raln = 1] = 20 (0= T) = 1/ (0= T) % 2T (pln] ~ plo — 1).

| =

Basta con considerar que por el teorema se tiene que

ot o (S

por tanto se tiene que
QnlIn—1] - Q[n —1]I[n] _ 1

= —Tpm.

Pl = Pl =1 = e T Qmiom —1] — &

O

Una extension de este estudio, que excede del objetivo del presente trabajo, es la aplicacion de
estas formulas en el contexto de las modulaciones digitales descritas en la seccion 3.5. Ejemplos de
implementacion de estas modulaciones pueden ser consultados en las referencias [15], [16].

5.5. Filtrado digital.

El filtrado digital ofrece técnicas cuyo objetivo es que al aplicarse a la senal digitalizada,
atente las frecuencias deseadas de modo similar al que realizaria un filtro analogico sobre una senal
analogica. Es utilizado en el contexto SDR una vez obtenidas y muestreadas las senales I(t) y Q(t)
con distintos objetivos, entre los que destaca el filtrado de todas las senales fuera de la ventana
de recepcion, asi como el filtro pasa banda estrecho que fije las senales 1/Q sobre la frecuencia de
la senial a sintonizar, y su uso como filtro paso bajo para eliminar frecuencias no audibles tras la
demodulacion de la senal y previo a la interpolacion que generara la senal audible.

Similarmente a la definicion de muestra, en la que se toma una sucesion de valores de la
senal analégica, diremos que un filtro es un operador que convierte una sucesiéon en otra y que
atendiendo al modo en el que se construye la sucesién imagen (o sucesion filtrada), definiremos

2cos(t) ~ 1;sin(t) ~ t; tan(t) ~ t.
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dos tipos de filtros digitales: los llamados filtros recursivos (IIR)H y los filtros que no se definen
mediante recurrencias (FIR)

5.5.1. Filtros recursivos (IIR). Estan regidos por una recurrencia lineal. Asi, por ejemplo
la implementacion de un filtro paso bajo, toma la forma:

Algoritmo 1 Ejemplo de filtro IIR.

EJERCICIO 5.38. Ejemplo de filtro paso bajo IIR.

// Devolvemos la muestra pasada por un filtro RC discreto con intervalo de tiempo dt, y constante
temporal RC.

function lpass(real|0..n] x, real dt, real RC) : real [0..n];
var y:real|0..n];

var o:real ;

begin

w=dt / (RC + dt) ;

y[0] := o * x[0] ;

for i=1 to n do yli| := o * x[i] + (1-a) * y[i-1] ;
Ipass:=y;

end;

PROPOSICION 5.39. Dada X[t] = e™, se tiene que x;[t] = 52 ut].

11—«

Demostracion: en el caso que la senal sea una exponencial compleja, X¢[t] = H[w]|X[t] =
Hlwle™!, de donde deducimos que:
H|w] = ;== .de modo que h[n] = a
1—att!

esta es xf[t] = ult].

11—«

"uln| , con lo que si calculamos la respuesta en escalon,

OBSERVACION 5.40. Este tipo de filtros, como vemos, tiene una duraciéon de su respuesta en
impulso infinita (de ahi IIR), y por tanto, se trata de un filtro paso bajo si & > 0; y de un filtro
paso alto si v < 0. Ademaés, el tamano del filtro viene determinado por |a|.

EJEMPLO 5.41. AGC. Control automatico de ganancia.

Con el objetivo de equilibrar la potencia de la senal recibida, los sistemas de radio suelen
implementar algoritmos para normalizar el nivel de la senal consiguiendo asi una mejora en la
recepcion en AM analdgica y disminuyendo la tasa de errores en senales digitales moduladas en
amplitud.

La idea es que cuando el nivel de la senal de entrada es bajo, el AGC queda desactivado
obteniendo una funcién lineal respecto la entrada, y entre el umbral inferior y el superior el AGC
se activa manteniendo el nivel de salida en el nivel deseado, volviendo a la linealidad una vez
superado el nivel superior.

3Infinite Impulse Response.
“Finite Impulse Response.
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Energialde
salida

Energia de
entrada

El objetivo sera, por tanto, estimar la ganancia requerida para forzar una senal a tener energia
unitaria. Asi, trabajando muestra a muestra, debemos estimar el nivel de senal e(t) para actualizar
el coeficiente de ganancia, de modo que, aplicando este coeficiente a cada elemento de la muestra
generamos otra muestra cuyo nivel de energia queda normalizado.

Asi, dada una senal & = {x1__, x,_1}, tenemos que su energfa es e(x(t)) = ||z||, = > ||#%]|. En
la practica, ajustaremos la ganancia respecto a la variaciéon més pequena en amplitud para evitar
posteriores errores en la senal. De hecho, resulta contraproducente el calculo de energia punto a
punto en la muestra, de modo que ésta se estimara cada cierto nimero M de muestras.

En este caso, el bucle del filtro es un filtro paso bajo con funcion de transferencia, para o = y/w
es,

B a
S l—(1—a)z
Con el objetivo de recabar la energia unitaria, la ganancia ideal instantédnea es la inversa de la

Hy(w)

energia estimada de la senal g, = 4/ i De modo que, aplicada a la ganancia directa de la entrada,

la senal es filtrada como g = agr + (1 — a)gx_1.

EJEMPLO 5.42. Squelch.

La idea es usar parte del filtro AGC, ya que cuando en el filtro se detecte que el nivel de la
senal es demasiado bajo, la salida del filtro de squelch anulara la senal de salida con el objetivo de
cerrar el ruido blanco.

5.5.2. Filtros no recursivos (FIR). Un filtro FIR es un sistema causal discreto en el que
cada valor de la muestra, se altera de acuerdo con el operador discreto, que cumple las condiciones
de filtro, atendiendo también a un cierto nimero de valores N-1 anteriores de la muestra, que
determinaran el orden del filtro.

DEFINICION 5.43. Dada una sefial z(¢) € S, un filtro FIR ofrecera una sefial de salida deter-
N
minada por la convolucion discreta A[z[n]] = > b;z[n — i], donde b; es el valor de la respuesta en
i=0
impuso en el tiempo, y al conjunto {b,} se les llama coeficientes del filtro.

OBSERVACION 5.44. Consecuentemente, la respuesta en impulso de estos filtros viene determi-

nada por la expresion:
N . b, st 0<n<N
hn) = ;}blﬁ[n —i= { 0 en otro caso }

PROPOSICION 5.45. (Respuesta en frecuencia). Se cumple: H[w] = > b, (™) ".
n=0
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DEMOSTRACION. Si denotamos H |w] = ﬁ[t], se tiene que la transformada de la convolucion :

zxh=7-H, conlo que y[n] = zn] * h[n] = F~ (i - H),
de modo que, la funcién H, vendra determinada por los coeficientes de Fourier asociados, con
lo que

Hlw] = Z hln] (e*) " = Z by (e) "
U

5.5.3. Filtros BIN. A la senal X (¢) recibida por la antena durante ¢ segundos, le aplicamos
un muestreo de periodo T o frecuencia vy H z. De modo que esta senal queda convertida en una senal
A[n] formada por N términos, A[0], A[1], ..., A[N —1]. Ademés, si N = 2™ podremos manipularla
mas facilmente usando el algoritmo réapido para la DFT, la FFT.

DEFINICION 5.46. Dada una senal analogica A[n] de N términos y muestreada a vpH z, llama-
mos N-BIN a la transformada de A, que también consta de N términos:

{E[O]U’recuencia 0), /Al[l](frecuencm% = %), s A[N = 1)(frecuencia W)}

OBSERVACION 5.47. También podemos obtener zzl\[j] filtrando la senal original con un filtro

pasa banda estrecho centrado en cada frecuencia %, de ahi que a este proceso se le llame filtro
BIN.

. . . . —i27k
En términos de transformadas, al discretizarlas obtenemos e™ — e~ ~ , de modo que nuestro
espectro continuo de frecuencias se transforma en N BINS. Asi, para calcular el valor del BIN
numero t, tenemos que

frecuencia muestreo Vo
BIN(t)=t- -
(®) Num. Puntos DFT N

Asi, dadas las senales I /@), mediante el algoritmo FFT, podemos obtener sus descomposiciones

en sus componentes espectrales:

\! M-1 BIN O N
2 BIN40SS 2
Bin 2048 Bin 2047

-1

Tenemos que ser conscientes que, por una parte, la sintonia induce un cierto ancho de banda,
con lo que puede que involucre més o menos filtros BIN, y que por otra parte, el promedio cua-
dratico de los valores instantaneos de los filtros del ancho de banda, pueden determinar el corte en
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el proceso, de modo que si la sefial no supera un cierto nivel, no se demodula (concepto de squelch).

Ademas, resulta simple operar sobre el vector de valores instantaneos de los filtros BIN, de
modo que pueden facilmente multiplicar por una constante o funcién de su valor, permitiendo
mejorar la ganancia en las frecuencias afectadas por estos operadores.

Referencias principales:
IG1l, (OW, [0Z, BOU, BRE, [CV, 6], 9].



Capitulo 6

SDR: ejemplos practicos de las etapas.

6.1. Muestreo.

El dispositivo utilizado para la realizaciéon del muestreo en los ejemplos practicos sera un doongle
con el chipset Realtek RTL2832 y sintonizador fitipower FC13 compatibles con la libreria rtl-sdr.

6.1.1. Obtencién fisica de los datos con RTLSDR. Uno de los programas utilizados
para la obtencion de un fichero de muestras reales del espacio radioeléctrico usando el chipset
mencionado es el rtl_sdr, con el que obtendremos un registro de las sefiales I/QQ muestreadas a la
frecuencia de muestreo indicada, con la frecuencia central de sintonia deseada.

1/Q recorder for RTL2832 based DVB-T receivers

frequency to tune to [Hz]

samplerate (default: 2048000 Hz)]
d device index (default: 0)]

gain (default: 0 for auto)]

ppm_error (default: 0)]

output_block size (default: 16 * 16384)]

number of samples to read (default: 0, infinite)]
force sync output (default: async)]

filename (a dumps samples to stdout)

Como vemos, el programa dispone de otros parametros que, a grandes rasgos, configuran los
aspectos en los que interviene la parte electronica. Nos sera de interés configurar el ntimero de
muestras por segundo (-s) a tomar, la ganancia de la senal (-g) amplificada por el propio hardware,
y la frecuencia central (-f) o DC a usar. Los demés parametros no tienen relevancia desde el punto
de vista de este estudio. Otro detalle a tener en cuenta es que dado que la frecuencia de muestreo
determina el ancho de banda como vimos en 5.8, cabe la necesidad de ajustar la misma atendiendo
a las necesidades reales del programa ya que, si simplemente se requiere de una muestra para su
demodulacion, el parametro -s sera mucho menor que si se busca la creaciéon de una waterfall de
alta calidad.

6.1.2. Obtencidn fisica de los datos con GNURadio. GNU-Radio es un paquete in-
tegrado de programacion visual y modular orientado a la radio. Dispone de una colecciéon de
componentes que pueden encadenarse formando un esquema con el flujo de senal deseado. En par-
ticular, el componente OsmoCOM source provee al sistema descrito de las senales en cuadratura
procedentes del receptor fisico con la tasa de muestreo indicada, tomando también como dato la
frecuencia central a la que se sintonizaré el receptor.

RTL-SDR Source
samp'e Rate [sps]: 2k General | Advanced | Documentation
Ch0: Frequency (Hz): c...freq o G onel)
ChO: Freq. Corr. (ppm): 0
Chi: DC Offset Mode: Off I

Output Type Complexfloat32 v
Device Arguments

sync dontsync v

Ch0: 1Q Balance Mode: Off R .
Ch0: Gain Mode: Manual MbO: Clock Source | Default v
ChO: RF Gain (dB): 10 MbO: Time Source |Default -
Cho: IF Gain (dB): 20 EnEEmEs | 2
Ch0: BB Gain (dB): 20 Sample Rate (sps) - |samp.rate

Cho: Frequency (t2)  [Centerdeq

Cho: Freq. Corr. (ppm) [0

85
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6.1.3. Formato del archivo de salida. Durante el tiempo t (en segundos) en el que se
mantiene en funcionamiento el programa con una frecuencia v, de muestreo, y una frecuencia
central v, se va generando un archivo cuyo contenido puede verse como un vector X;¢ de longitud
2ust bytes. Dicho vector Xjg contiene ademas las componentes en cuadratura de la senal X,
recibida, cuyo ancho de banda, por lo anteriormente visto, determina la zona ttil, en el sentido
que es mas fidedigno a lo que realmente sucede en ese intervalo radioeléctrico.

Por defecto, ademaés, el archivo generado contiene alternadas las senales 1/Q).

DEFINICION 6.1. Un archivo secuencial de datos I/@) contendra una sucesion {Xq},, en la
que las componentes en cuadratura se determinan como: I[n] := {X;q}on, Q1] := {X10}2n+t1-

6.2. Principios de la generaciéon de la waterfall.

6.2.1. Ejemplo de paso al dominio en frecuencia de una onda. Supongamos que se
recibi6 una senal modulada que fué trasladada a banda base. Veamos como a partir de dicha senal
moduladora en el dominio del tiempo, podemos obtener otra en el dominio de frecuencia. Para
ello, generaremos una senal de ejemplo de 14Hz, a la cual le aplicaremos el analisis de Fourielﬂ

Definamos la senal primeramente de acuerdo con los siguientes parametros:

nn = 1000; (+Numez
sr = 500; (#
dt =1/sr;
df = sr/nn; (+Ir
£1=14.314; (#Fxe
p=1/£f1; (*Pex

a=5

8 bt la muestra de la onda
data = Table[N[{t, acos[2m£1t]}], {t, 0, dt (nn-1), dt}];
ListLinePlot [data]

=]

it

IS ra
——

Al realizar la transformada obtenemos su espectro:

ft = Fourier[data[[all, 2]], FourierParameters - {-1, -1}]; ListLinePlot [Abs /@ Table[ft[[x]], {x, 1, 100}], PlotRange - Al1l]
fregs = Table[(n -1) sr/nn, {n, nn}]; 20
ListPlot [Transpose [{fregs, Abs[ft]}], PlotRange + A11]

20 0 &0 a0 100

a5k N Abs /@ Table[ft[[x]], {x, 20, 40}]
% r {0.0641868, 0.0731551, 0.0844354, 0.099073, 0.118857, 0.147124, 0.190888,
A J'\. 0.267841, 0.439149, 1.15556, 1.97892, 0.543987, 0.318833, 0.227144,

100 200 0 400 500 0.177341, 0.146034, 0.124516, 0.108805, 0.0968206, 0.0873707, 0.0797231}

De forma que, cambiando el dominio de puntos de discretizacién a Hz tenemos centrado el
maximo en la frecuencia:

INotar que tomamos una frecuencia baja para facilitar la representacion grafica.
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ListPlot [Transpose[{freqgs, abs[ft]}], PlotRange = {{0, 30}, A11}]

{data[[a1ll, 2]].data[[A1ll, 2]] /nn, ft.Conjugate[ft]}

{12.5408, 0. +0. i}

6.2.2. Funcion fila de asociacion de registro de colores. Potencia de senal. La
waterfall se puede definir formalmente como una sucesion de vectores w;(t), con tantas componentes
como de BINS esté formada la ventana de discretizacion en frecuencia de la senal. A cada una
de las componentes se le aplica una funciéon de modo que tiende a un color determinado (rojo,
azul, etc.) para cuando la potencia de recepcion de la senal en la franja del espectro asociado a su
respectivo BIN (segun el apartado 5.5.3) tiene mayor valor absoluto.

Tenemos que considerar que, a parte de los conceptos definidos en 5.17 y 5.18, cabe considerar
la frecuencia v, en la que se genera cada w;(t), que llamaremos frecuencia de actualizacion de la
cascada. En la figura vemos una evolucion temporal de muestra cada 0.2 segundos.

Su implementacion por software puede realizarse de diversos modos, como por ejemplo, las
medias de los BINS para equilibrar el peso del impulso de estética o de intermodulaciéon. Obvia-
mente, a mayor frecuencia, mayor fidelidad con lo que estd sucediendo realmente en el espacio
radioeléctrico.

6.2.3. Obtencion de la WF a partir de senales 1/Q. Partiendo de las sefiales I[n] y
Q[n], veremos como utilizarlas para conseguir crear una WF y demodular una onda portadora
contenida en la muestra. Supondremos en los ejemplos practicos que las senales en cuadratura son
adquiridas del modo y en el formato en el que se mencion6 en el apartado 6.1. Tomaremos en el
experimento una muestra de 10 segundos de duracion, a una frecuencia central de 96.1Mhz, con
una ganancia de 40db, y un ratio muestreo de 2500000Hz.

$ rtl sdr -f 96100000 -g 40 -s 2500000 -n 25000000 PruebaFM.dat
Found 1 device(s):
0: Realtek, RTL2838UHIDIR, SN: 00000001

Using device 0: Lifeview LV5TDeluxe
Found Fitipower FCO013 tuner
Exact sample rate is: 2500000.107620 Hz

Sampling at 2500000 S/s.

Tuned to 96100000 Hz.

Tuner gain set to 19.70 dB.
Reading samples in async mode...

User cancel, exiting...
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Una vez tomada la muestra, realizaremos la carga como una variable dentro de un entorno
matematico como octave y la tratamos de acuerdo a su formato (descrito en 6.1.3). Asi, primera-
mente, pasamos todos los valores de la muestra en bytes (es decir, del rango [0,255]), a un rango
con signo [-127.5,127.5]:

octave:1> datos=fopen('PruebaFM.dat','rb');
octave:2> xig=fread(datos, 'uint8=>double');

octave:3> xig=xiq-127.5;
octave:4> xig=xiq(l:2:end) + i*xiq(2:2:end);

para poder tratarlo como una onda sinusoidal. Seguidamente separamos las componentes [(t)
y Q(t), generando una variable:

tigln) = Iin] + iQln).

Es decir, obtenemos los vectores de la senal enfasada y en cuadratura muestreada anteriormente.

La funcién de octave freqz, permite representar la respuesta en frecuencia de un filtro, de modo
que como:

freqz(vector, nimerodepuntos, rango, fin)

devuelve la frecuencia en los n puntos en el intervalo [0,v4], v atendiendo a que en el muestreo
hay 2.500.000 muestras/segundo, es decir, que 0.002 de datos estan contenidos en 5.000 muestras,
podemos realizar una representacion en frecuencia usando la funciéon fregz del siguiente modo:

octave:5> freqz (xiq(1:5000),1,[-4E6:.01E6:4E6],2.5E6);

Figure 1 - 4+ X
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En cuanto el rango del diagrama de respuesta en frecuencia, vemos que se ha elegido un intervalo
de [-4,4] MHz para ver también el principio de aliasing mencionado en 5.15. Fijémonos, ademéas
que:

1.- Tenemos que el espectro esta centrado en OHz, pero este “0” se corresponde con la frecuencia
sobre la que se ha realizado el muestreo (96.1MHz).

2.- El espectro es periodico con periodo igual a la frecuencia de muestreo (2.5Mhz).

3.- Como vemos, fuera de los 2.5Mhz empiezan los alias en frecuencia dado que al estar centrada
en 0, se tiene que a cada lado hay ? = 1,25MHz de vision real antes del alias tal y como se especifica
en el teorema del muestreo.

4.- Cuando se muestrea una senal no compleja, tenemos que la parte negativa de frecuencia
del espectro no aporta nueva informacion, dado que el espectro es simétrico sobre 0 en cada caso.
No obstante, sabemos que estamos viendo el espectro de una sefial compleja 1/Q), con lo que el
espectro generalmente no seréd simétrico, y ademas las frecuencias negativas contienen tanta infor-
macién como las positivas, es decir, que duplican el total de informacién comparado con un simple
muestreo real.

Este dltimo gréfico es el que da pie a componer la funcién coloreado de linea para obtener
cada x; de la cascada en cada intervalo de tiempo determinado por la frecuencia de muestreo zy g
en tiempo real. Ademas, recogida la senal en un archivo como es el caso, este coloreado puede
realizarse con el método indicado arriba o mediante la funciéon espectrograma de Matlab. Veamos
un ejemplo en el que la senal se dividi6 en secciones de tamano 200.000, con 1.500 muestras de entre
las secciones adyacentes y ademés, la frecuencia central se situé en el intervalo DC, £ 1,25M H z.

Asi, una vez cargado el archivo, podemos realizar el espectrograma en Matlab, obteniendo
mediante:

>>gpectrogram(xiq,200000,1500,[-1.25E6:.02E6:1.25E6],2.5E6);

Time (secs)
FPowerfrequency (dB/Hz)

Frequency (MHz)

Es decir, una waterfall donde se aprecia claramente el canalaje y ancho de banda de distintas
estaciones.

6.2.4. Componentes frecuenciales y cascada en GNURadio. Veamos los componentes
principales que recrean estos aspectos bajo GNURadio:
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Como mencionamos en 6.1.2, el componente RTL-SDR Source, es el que alimenta al sistema
de muestras, y entre sus parametros bésicos de interés, estan la frecuencia de muestreo y la
frecuencia central a la que se sintonizara el oscilador para obtener las senales en cuadratura.
Asi, por ejemplo, la configuracion:

RTL-5DR Source
Sample Rate (sps): 2M
ChO: Frequency (Hz): 36.1M
ChO: Freq. Corr. {ppm): 0
Ch0: DC Offset Mode: Off
ChO: 1Q Balance Mode: Off
ChO: Gain Mode: Manual
ChO: RF Gain (dB): 10
ChoO: IF Gain (dB): 20
ChO: BB Gain (dB): 20

alimentara al resto del sistema con un par de cuadratura muestreando a 2MHz, con una fre-

cuencia central DC de 96.1MHz, es decir, dentro de la banda de broadcasting de FM.

s El componente QT GUI Waterfall Sink, calcula los datos necesarios para obtener el es-

pectrograma en tiempo real; entre sus pardmetros destacan el tamano de la ventana FFT
(cuyo nimero de puntos es facilmente calculable mediante un proceso similar al descrito en
el anterior apartado [5.3.1)), y el ancho de banda en hercios, que en este caso tiene que ser
el mismo que la frecuencia a la que fué tomada la senal. El parametro de frecuencia central
se usa solamente como etiqueta del grafico que generara:

QT GUI Waterfall Sink
FFT Size: 1.024k
Center Frequency (Hz): 96.1M
Bandwidth (Hz): 2M

El componente QT GUI Frequency Sink, muestra como se comporta la senal de
cuadratura en frecuencia; los parametros se configuran de forma similar al componente
waterfall:

QT GUI Frequency Sink
Name: Senal
FFT Size: 1.024k
Center Frequency (Hz): 96.1M
Bandwidth (Hz): 2M

Veamos como funciona el sistema definido por estos tres elementos:

QT GUI Waterfall Sink
FFT Size: 1.024k
Center Frequency (Hz): %6.1M
Bandwidth (Hz): 2M

RTL-SDR Source
Sample Rate (sps): 2M
Cho: Frequency (Hz): 96.1M
Ch0: Freq. Corr. (ppm): 0
ChO: DC Offset Mode: Off
Cho: 1Q Balance Mode: Off
ChO: Gain Mode: Manual

ChO: RF Gain (dB): 10 QT GUI Frequency Sink
ChO: IF Gain (dB): 20 Name: Senal
ChO: BB Gain (dB): 20 FFT Size: 1.024k

Center Frequency (Hz): %6.1M
Bandwidth (Hz): 2M
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Time (s)

M sttt i

6.3. Demodulacion.

Veremos en esta seccién como implementar la demodulacién de una senial I /@) en Matlab/Octave.

EJEMPLO 6.2. Observemos primeramente como realizar una demodulacién de una senal I/Q),
de una transmision en FM.

Recordemos que de la secciéon 3.4.1., la demodulaciéon de una senal modulada en frecuencia, se
sigue de la ecuacion

Xpar(T) = Cos (wct +k / :pm(t)dt) .

De modo que una vez obtenidas las senales I/Q), segun el teorema 5.37, z,, puede recuperarse
mediante
Q[n]I[n—1]-Q[n—1]I[n]
21+ [n—1]

Recrearemos nuestro objetivo demodulando una estacion situada en la frecuencia 95.1MHz.
Asi, primeramente, necesitamos centrar los 95.1Mhz como OHz. Por conforme se tomo la muestra,
los OHz hacen referencia a 95.1MHz, con lo que el desvio de la estaciéon presente en 95.1MHz
es de 1Mhz. Por tanto, necesitamos realizar un desplazamiento a la izquerda, que realizaremos
multiplicando por una exponencial compleja:

xiq_ desp=xiq.*transpose(exp(-j*2*pi*(-1E6)*|1:1:length(xiq)|/2.5E6));
freqz (xiq(1:5000),1,]-4E6:.01E6:4E6],2.5E6);

la grafica de la senal desplazada, quedaria:

Ty o

70

%w F | |f %5 |
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Fraquency (Hz)

Fraquency (Hz)

20

Mirandolo de cerca, vemos que no esta perfectamente centrada en el 0 la estacion sintonizada,
pero esto se debe a ciertas imprecisiones en el VFO del hardware (que reciben el nombre de
hardware offset); no obstante, resulta suficientemente irrelevante como para poder realizar nuestro
trabajo sin mayor incidencia.

Tras esto, aplicamos un filtro paso bajo para mantener la portadora que estaba en 95.1, ate-
nuando las otras estaciones, y para conseguirlo, usaremos la funciéon decimate de Matlab, debido a
que esta funcion centraliza dos tareas de teoria de la senal: realizar un submuestreo, e implementar
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un filtro paso bajﬂ Asi, introduciremos los pardametros con el objetivo de rebajar el muestreo en
un factor de 8 (obteniendo 2.5Mhz/8)=312.5KHz, que aunque es mayor que los 200KHz de ancho
de banda calculado en el ejemplo 3.75, de una emision FM comercial, cumple que la siguiente
portadora de otra emisora queda filtrada al igual que las demés estaciones. Podemos ahora ver
también el espectro de la senal centrada y filtrada con el comando freqz.

Asi, tomando en el octave:

xiq_desp_d = decimate(xiq_desp,8,’fir’);
freqz(xiq_desp d,1,.002*2.5E6/8,2.5/8);

W T ot

Si el operador demodulacion Xgj, lo aplicamos a esta muestra tratada asumiendo que ocupa
menos del 90 % de ancho de banda, primeramente normalizaremos la senal y la descompondremos
en sus partes reales e imaginarias (I/Q). También crearemos un filtro IIR diferenciador (discreti-
zacion del descrito en 2.3.2), para obtener las @,,_1 y I,,_1 en cada caso, con el objetivo de aplicar
la formula 5.37.
xiq_ deriv=firls(30,[0 .9],[0 1], differentiator’){]
xignorm=y. /abs(y);

[=real(xiqnorm);
Q=imag(xiqnorm);
xm=(L.*conv(q,xiq_ deriv)-(Q.*conv(I,xiq_deriv,’'same’))./(1.”24+Q."2);

%filtro FIR diferencial de orden 30

Con esto ya llegamos a obtener la senal demodulada:
freqz(xm,1,.05*%2.5E6/8,2.5/8,0);

f4 Pa

M : :
.'14.\!." LY 'r.'.jl"u_ln_rjr..._.i

| ;II' i
Wl Byt

Finalmente, poniendo la senal en un rango de muestreo en el que trabaje la tarjeta de sonido,
por ejemplo diezmando la senal, obtenemos una frecuencia de 312,5KHz/10 = 31,25K Hz, que
es un rango aceptable para captar un canal de audio y mediante el comando sound de Matlab
reproducimos la muestra:

df=decimate (xm,10,fir’);
sound(df,2.5E6/8/10);

EJEMPLO 6.3. Adaptacion para la demodulacion de sefiales I/@Q) generadas a partir de una
senal recibida de una transmision modulada en AM.

Recordemos que dadas las sefiales en cuadratura I4[t], Qq[t], por las propiedades descritas en el
capitulo 5, se tiene que x2, = I3[t]+Q?3[t], Por tanto, basta recrear los pasos descritos en el apartado
anterior con los pardmetros adecuados.

2Por defecto en Matlab utiliza un filtro de orden 30.
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6.4. Simulacién completa con GNU-Radio.

Por la simplicidad que ofrece y con el objetivo de realizar una vision de la aplicacion en el
contexto de recepcion SDR aplicando las principales ideas de este trabajo, ilustraremos en lo

sucesivo ejemplos de una implementaciéon SDR real usando GNU-Radio.

6.4.1.

Esquema demodulador AM en banda ciudadana. Consideremos el siguiente
esquema modular de GNU-Radio:

Options
1D: top_block
Generate Options: 0T GUI

Variable
1D: samp_rate
Value: 2M

Variable

Value: 27TM

1D: center_freq

Signal Source
Sample Rate: 2M
Waveform: Cosine
[ Frequency: 0
Amplitude: 1
Offset: 0

RTL-S5DR Source
Sample Rate (sps): ZM
Ch0: Frequency (Hz): 2TM
Ch0: Freq. Corr. (ppm): 0
ChO: DC Offset Mode: Off
Ch0: 1Q Balance Mode: Off
ChO: Gain Mode: Manual
Ch0: RF Gain (dB): 10
ChO: IF Gain (dB): 20
Ch0: BB Gain (dB): 20

QT GUI Range
1D: channel_freg
Label: Frecuencia
Default Value: 27M
Start: 26M
Stop: 28M
Step: 100

Variable
1D: channel_with
Value: 10k

Multiply

QT GUI Frequency Sink
FFT Size: 1.024k

QT GUI Range
1D: squelchdb
Default Value: -30
Start: -50
Stop: 0
Step: 1

Power Squelch
Threshold (dB}: -30
Alpha: 100u

Ramp: 0

Gate: Yes

Rational Resampler

Interpolation: 12

Decimation: 100
Taps:
Fractional BW: 0

AM Demod
Channel Rate: 240k
Audio Decimation: 10
Audio Pass: 5k
Audie Stop: 5.5k

Center Frequency (Hz): 27TM
Bandwidth [Hz): 2M

Audio Sink
Sample Rate: 24KHz

QT GUI Waterfall Sink
FFT Size: 1.024k
Center Frequency (Hz): 27TM
Bandwidth [Hz): 2M

Este esquema recrea una demodulacion de una senal emitida en AM en la banda ciudadana.
Para ello, toma una muestra del receptor lo suficientemente buena como para copar desde 26 MHz
hasta 28MHz utilizando el teorema del muestreo. Tras ello se genera una senal sinusoidal al mismo
ratio de muestreo y se multiplican ambas senales, realizando asi un desplazamiento que sintonizara
(desplazara al 0) el canal deseado. Tras esto, se realiza un diezmo racional para no saturar al
demodulador, al que le entrara el flujo de muestras a 240KHz, realizando un filtro paso bajo de
5KHz (que aunque estéd por debajo del canalaje para voz en AM es suficiente para dejar pasar
solamente las frecuencias de voz), ademas se realizara un diezmo literal en la salida de la senal
demodulada para ajustar las muestras que vayan llegando a un parametro admitido por la tarjeta
de sonido, en este caso 24KHz.

Fijémonos ademas que el calculo de todo el sistema es correcto, atendiendo a que 2MHz de
frecuencia de muestreo se corresponden con una ventana de 2MHz de frecuencias sintonizables (por
el teorema del muestreo en senales de cuadratura). El objetivo de todos los pasos es terminar con
una senal de 24KHz, con lo que si nos fijamos en todos los remuestreos del sistema tenemos que
partiendo de los 2M Hz = 2 x 10°M Hz de la muestra:

12 1
2 % 106%% = 2000 - 12 = 24000 = 24K H 2.
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s Esquema de un demodulador con squelch NFM en la banda de 144MHz de radioaficion:

Variable QT GUI Range
1D: channel_with

Value: 10k

1D: squelchdb
Default Value: -30

Start: -50
Stop: 0
Step: 1

94
6.4.2. Demodulador FM en banda de 2m y comercial.
Options Variable Variable QT cul Range

1D: channel_fregq

1D: top_block 1D: samp_rate 1D: center_freq Label: Frecaencia

Generate Options: QT GUI Value: 2M Value: 145M Default Valse: 145M
Start: 144M
Stop: 146M
Step: 100

Signal Source
Sample Rate: ZM

|: Waveform: Cosine

Freguency: 0
Amplitude: 1
Offset: 0

RTL-SDR Source
Sample Rate (sps): 2M
ChO: Frequency (Hz): 145M
ChO: Freq. Corr. (ppm): 0
Ch: DC Offset Mode: Off
Cho: 1Q Balance Mode: Off
Ch0: Gain Mode: Manual
ChO: RF Gain (dB): 10
ChO: IF Gain (dB): 20
ChO: BB Gain (dB): 20

QT GUI Frequency Sink
FFT Size: 1.024k
Center Frequency (Hz): 110M
Bandwidth (Hz): 2M

Alpha: 100u
Ramp: 0
Gate: Yes

Power Squelch
Threshold (dB): -30

Rational Resampler
Interpolation: 12
Decimation: 100
Taps:

Fractional BW: 0

FM Demod
Channel Rate: 240k
Audio Decimation: 10
Deviation: 75k
Audio Pass: 15k
Audio Stop: 16k
Gain: 1
Tau: 75u

QT GUI Waterfall Sink
FFT Size: 1.024k
Center Frequency (Hz): 145M
Bandwidth (Hz): 2M

Audio Sink
Sample Rate: 24KHz

Este esquema recrea una demodulacion de una senal emitida en FM en la banda de dos metros.
Para ello, toma una muestra del receptor lo suficientemente buena como para copar desde 144MHz
hasta 146MHz. Tras ello, se genera una senal sinusoidal al mismo ratio de muestreo, y se multi-
plican ambas realizando asi un desplazamiento que sintonizaré el canal deseado. Posteriormente,
se realizard un diezmo racional y se someteréd la senial a un control de potencia de modo que si
no supera los -30dB no se volcara al demodulador, al cual le sera entregado el flujo de muestras a
240KHz, realizandose ademés un filtro paso bajo de 12.5KHz para eliminar todas las frecuencias
superiores a las del canal sintonizado.

Fijémonos, ademés, que el célculo de todo el sistema es correcto, atendiendo a que 2MHz de
frecuencia de muestreo se corresponden con una ventana de 2MHz de frecuencias sintonizables (por
el teorema del muestreo en senales de cuadratura). El objetivo de todos los pasos es terminar con
una senial de 24KHz, con lo que si nos fijamos en todos los remuestreos del sistema tenemos que
partiendo de los 2M Hz = 2 x 105M H z de la muestra:

12 1
2 % 106%5 = 2000 - 12 = 24000 = 24K H z.
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» Esquema demodulador FM comercial.

Veamos un esquema de implementacion en GNU-Radio de un demodulador de FM comercial, con
entrada centrada en 96.1MHZ y una frecuencia de muestreo de 2MHz:

GUI Ra
Options Variable [aciabls =D ID-‘.{:.\annel frerlge
1D: top_block ID: samp_rate 1D: center_freq 1D: channel_with De.fault\.‘aine'q% aM
Generate Options: OT GUI Value: 2M Value: 95.1M Value: 200k Start: 95M
Stop: 98M
Step: 100k

RTL-SDR Source
Sample Rate (sps): 2M

Cho:

Cho:
Cho:
Cho:
Cho:
Cho:
: RF Gain (dB): 10
Cho:

Frequency (Hz): 96.1M
Freq. Corr. (ppm): 0
DC Offset Mode: Off
1Q Balance Mode: Off
Gain Mode: Manual

IF Gain (dB): 20

Multiply

Low Pass Filter
Decimation: 10

Gain: 1
l Sample Rate: 2M I_|—>l
Cutoff Freq: 75k

Transition Width: 25k
Window: Rectangular

Rational Resampler
Interpolation: 24
Decimation: 10

Taps:

Fractional BW: 0

Beta: 6.76

ChO: BB Gain (dB): 20

Signal Source
Sample Rate: 2M
Waveform: Cosine
[ Frequency: -B00k
Amplitude: 1
Offset: O

QT GUI Frequency Sink
Name: Senal desplazada

L fJ| FFT Size: 1.024k

Center Frequency (Hz): 96.9M
Bandwidth (Hz): 2M

WBFM Receive
Quadrature Rate: 480k
Audio Decimation: 10

Audio Sink
Sample Rate: 48KHz

QT GUI Waterfall Sink
FFT Size: 1.024k
Center Frequency (Hz): 96.1M
Bandwidth (Hz): 2M

QT GUI Frequency Sink
Name: Senal
L] FFT Size: 1.024k
Center Frequency (Hz): 96.1M
Bandwidth (Hz): 2M

Este esquema recrea una demodulacion de una senal FM de la banda ancha. Para ello, toma
una muestra del receptor lo suficientemente buena como para copar un par de megahercios, con
una frecuencia central DC de 96.1MHz. Tras ello, se genera una senal sinusoidal (variable por una
barra de deslizamiento) al mismo ratio de muestreo y se multiplican ambas realizando un desplaza-
miento que sintonizaré el canal deseado segin se configure la frecuencia generada. Seguidamente,
se realiza un diezmo racional para no saturar al demodulador, al cual le entraré el flujo de muestras
de 240KHz. Posteriormente, utilizando los pardmetros calculados en en tercer capitulo, situaremos
un filtro paso bajo, para tras ello hacer un diezmo literal en la salida de la senal demodulada para
ajustar a un parametro admitido por la tarjeta de sonido.

Fijémonos ademas que el calculo de todo el sistema es correcto, atendiendo a que 2MHz de
frecuencia de muestreo se corresponden con una ventana de 2MHz de frecuencias sintonizables (por
el teorema del muestreo en senales de cuadratura). El objetivo de todos los pasos es terminar con
una senal de alta calidad de 48KHz (también admitida por la tarjeta de sonido), con lo que si nos
fijamos en todos los remuestreos del sistema tenemos que partiendo de los 2M Hz = 2 x 10°M Hz
de la muestra:

24 1
2 x 10— _— =2000-242 =4 = 48K Hz.
x 10 0010 000 8000 = 48K H =
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6.5. Transcepcion SDR.

Vista la teoria y aplicaciones practicas en la recepcion SDR, para completar el proceso de
transcepcion solamente falta por indicar que, de forma simétrica, en el caso de la emision, también
se requiere de un hardware especifico que sea capaz de irradiar la senal generada por software
mediante una antena.

Se tratara, por tanto, de la implementacion por software de un generador de onda y un opera-
dor modulacién como el descrito en el capitulo 3, que genere la muestra de la senal que se desee
emitir. El resto del proceso simplemente es la parte fisica que creara una activaciéon de corriente
en el intervalo descrito por la muestra de la senal modulada para generar la senal que irradiara la
onda. Un ejemplo de estos pasos pueden hallarse en la referencia [13].

Referencias principales:
[AV], 6, [7, 11}, 13, 1].
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https://www.allaboutcircuits.com/textbook/radio-frequency-analysis-design/radio-frequency-demodulation/how-to-demodulate-an-am-waveform/
https://modulacionesdigitalesqam.blogspot.com/p/segundo-capitulo.html
https://witestlab.poly.edu/blog/capture-and-decode-fm-radio/
https://hackaday.com/2016/06/30/tutorial-on-signal-processing-in-linux-with-octave/
http://campus.fi.uba.ar/course/view.php?id=252
http://liquidsdr.org/
https://www.allaboutcircuits.com/textbook/radio-frequency-analysis-design/radio-frequency-demodulation/understanding-i-q-signals-and-quadrature-modulation/
https://www.allaboutcircuits.com/textbook/radio-frequency-analysis-design/radio-frequency-demodulation/understanding-i-q-signals-and-quadrature-modulation/
https://greatscottgadgets.com
https://www.embedded.com/design/configurable-systems/4212086/DSP-Tricks--Frequency-demodulation-algorithms-
https://www.embedded.com/design/configurable-systems/4212086/DSP-Tricks--Frequency-demodulation-algorithms-
https://github.com/rm-hull/pifm
http://www.sdrplay.com/docs/SDRplay_RSP_Schematics_r2p3.pdf
https://github.com/merbanan/rtl_433
https://github.com/szechyjs/dsd
http://jisanchez.net/tfmsdr
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