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Introduccid

El present llibre de problemes es pot considerar com el segon dels dos comple-
ments del manual Introduccio a [’estadistica aplicada a les ciencies socials de la
col-leccio «Sapientia» del servei de publicacions de 1’ui, el qual consta fonamen-
talment de continguts teorics 1, per tant, amb 1’apartat de problemes en un segon
pla. Amb aquest nou text, basat quasi exclusivament en problemes resolts, es com-
pleta part del manual tedric 1 es facilita a I’estudiant una ferramenta excel-lent per
a consolidar I’aprenentatge dels seus continguts.

Els problemes compten amb ajudes, I’ultima de les quals és la seua resolucié com-
pleta. Es a dir, cadascun dels problemes té dos tipus d’ajudes, que no sén més
que una breu informacio que pot facilitar a I’estudiant 1’ardu treball de resoldre el
problema. Les ajudes de tipus 1 son una mera orientacidé que tenen com a objecte
manifestar els continguts que s’han de consultar per a poder resoldre el problema.
Les ajudes de tipus 2 donen prou més informacio que les primeres. Aixi, en moltes
ajudes d’aquest tipus es mostra part de la resolucio de I’exercici. Finalment, en
la resolucié del problema es mostren fil per randa els continguts estadistics que
s’utilitzen 1 nombrosos comentaris que permeten intuir la resolucié de problemes
similars.

A més a més, els problemes estan classificats per objectius, ja que d’aquesta ma-
nera I’estudiant sap en cada moment quins continguts s’estan treballant i, per tant,
pot consultar el manual teoric per tal de revisar aquelles qiiestions en les que trobe
dificultats.

Per una altra part, aquest manual esta dividit en unitats que fan referéncia des
de la probabilitat fins a la inferéncia. Cada unitat esta dividida en quatre blocs:
En el primer es proposen els enunciats dels problemes classificats per objectius;
la segona part proporciona unicament les ajudes de tipus 1; en el tercer bloc les
ajudes de tipus 2 (el fet que per a un mateix problema no es troben els dos tipus
d’ajudes conjuntament té la pretensio que I’estudiant realitze la consulta detallada
de les ajudes, refor¢ant la idea de pensar abans de consultar); en la darrera part
es mostren les resolucions completes dels problemes, les quals estan repletes de
comentaris, grafics i diagrames que en faciliten la comprensio.
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UNITAT 1

Introduccio a la probabilitat
| a la probabilitat
condicionada






Introduccid teorica

La teoria de la probabilitat té el seu origen en els jocs d’atzar, que es van convertir
en una activitat molt comuna en la Franca del segle xvii. En aquest tipus de jocs
(cartes, daus...) s’apostaven grans quantitats de diners, d’aci I’interés per predir-ne
els resultats.

Un ric jugador professional parisenc de I’época, Antoine Gombaud, el Chevalier
de Méré, va plantejar un problema referent al joc d’atzar anomenat points a un
dels matematics coetanis d’ell, Blais Pascal. En aquest joc es compten els punts
guanyadors en una tirada de daus i el jugador que siga el primer a guanyar un cert
nombre de punts és el vencedor 1 s’endu els diners de I’aposta.

Segons compten, Gombaud s’havia trobat jugant a points amb un jugador més ex-
perimentat quan, a causa d’un compromis, es veren obligats a deixar el joc a mig
fer. El problema que es planteja aleshores fou que es podia fer amb els diners que
havien apostat. La solucié simple hauria estat donar tots els diners al competidor
amb més punts, perd Gombaud demana a Pascal si hi havia una manera més justa
de dividir els diners. A Pascal 1i demanaren, doncs, que calculara la probabilitat
que li quedava a cada jugador de guanyar si hagués continuat el joc 1 partint de la
base que tots dos jugadors tenien les mateixes probabilitats de guanyar els punts
que quedaven en joc. Els diners de 1’aposta serien dividits segons aquest calcul de
probabilitats.

Aixi, els primers estudis de probabilitat en aquella €poca se centraren en qiiestions
com I’anterior o de I’estil: per qué en el joc consistent a llancar un dau dues vega-
des i sumar les dues puntuacions €s més senzill obtenir un vuit que un quatre?, o
per que €s més senzill obtenir una cara en llangar dues vegades una moneda que
obtenir-ne dues en llangar la moneda quatre vegades, si pareix clar que ha de re-
sultar igual de senzill si raonem en termes de proporcionalitat?

Abans del segle xvi, les lleis de probabilitat eren definides per la intuicio 1 per
I’experiéncia dels jugadors, pero Pascal inicia un intercanvi epistolar amb Fermat
a fi d’esbrinar les regles matematiques que descrigueren la probabilitat. Tres se-
gles més tard, Bertrand Russell comentaria aquest aparent oximoron: com es pot
parlar de les lleis de la probabilitat? No ¢és la probabilitat 1’antitesi de la llei?
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Els problemes de probabilitat de vegades son controvertits, perque la resposta ma-
tematica, la vertadera resposta, sol ser contraria al que la intuicio sol suggerir. Per
exemple, un dels problemes més contraintuitius que hi ha es refereix a la probabi-
litat de celebrar ’aniversari el mateix dia que alguna altra persona. Si imaginem
una festa amb 23 persones, no sembla molt probable que dues persones qualsevol
complisquen anys el mateix dia. Amb 23 persones i 365 dies per triar, la intuicid
s’apropa a la idea que ningu comparteix la seua data d’aniversari. Si se’ns dema-
nara posar una xifra a aquesta probabilitat, molts conjecturariem una probabilitat
de potser un 0,1. Doncs bé, la resposta real és més del 0,5. Aixo vol dir que, posa-
des en la balanga de les probabilitats, és més probable trobar dues persones en la
festa que compartisquen data d’aniversari que no trobar-ne cap.

No és d’estranyar, doncs, que els matematics de I’época es deixaren seduir per
aquest tipus de problemes que en moltes ocasions semblen anar en contra de la in-
tuici6. De fet, Fermat i Pascal descobriren les regles essencials que governen tots
els jocs de probabilitat i que poden ser utilitzades pels jugadors per a definir el joc
perfecte i les estratégies de les seues apostes. Més encara, aquestes lleis de proba-
bilitat han trobat aplicacions en un gran nombre de situacions, que van des de les
especulacions en el mercat de valors fins a les estimacions de la probabilitat d’un
accident nuclear. Pascal' estava convencut fins i tot que podia utilitzar les seues te-
ories per a justificar la creenga en Déu. Va afirmar que «l’excitacié que un jugador
sent quan fa una aposta ¢és igual a la quantitat que pot guanyar multiplicada per la
probabilitat de guanyar-la». Sostenia que el possible premi de la felicitat eterna té
un valor infinit i que la probabilitat d’arribar al cel amb un vida virtuosa, per més
petita que aquesta siga, és certament finita. Per tant, segons la definicio de Pascal,
la religi6 era un joc d’excitacio infinita que valia la pena jugar, perqué multiplicar
un premi infinit per una probabilitat finita dona un resultat infinit.

La correspondéncia epistolar que Pascal va mantindre amb Pierre de Fermat i al-
tres grans matematics de I’€poca origina la teoria de la probabilitat i féu que aques-
ta passara de ser una mera col-leccid de problemes aillats sobre jocs a constituir,
amb el temps, una part molt important de les matematiques.

Atzar 1 probabilitat

En essencia, el concepte inherent als jocs tractats en la introducci6 és basicament
un: |’atzar.

Queé s’entén per atzar i per experiment aleatori?

Per a entendre completament aquest concepte és convenient comparar-lo amb la
seua idea oposada: la necessitat. Aixi, els fenomens governats per la necessitat
son aquells en queé una mateixa causa determina, inevitablement, un efecte. Per
exemple:

1. Simon Singh (1997): Fermat's Enigma.
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* Una pedra cau si res no la suporta.

* Siun liquid es calfa prou, s’evapora.

* Siun nombre enter és divisible per 4, tamb¢ ho és per 2.
+ Sise sumen els angles d’un triangle, el resultat és 180.

Aquestes afirmacions poden considerar-se casos de necessitat, ja que mai s’ha
observat que una pedra sense suport no caiga o €s sabut que si un nombre €¢s mul-
tiple de 4 també ho és de 2. D’altra banda, els exemples anteriors mostren que la
necessitat pot ser empirica (observacions) o logica (basada en axiomes).

Com a conclusid, es pot asseverar que en els fenomens dominats per la necessitat,
quan ocorren certes causes, I’efecte esta determinat, per aixo a aquests fenomens
se’ls denomina deterministes.

Enfront d’aquests fenomens se’n perceben d’altres que atribuim a I’atzar:

* El resultat obtingut en llangar una moneda sobre una taula.
* El resultat de llancar un dau.

* El nombre de telefonades que rep una centraleta.

* El resultat obtingut en un sorteig d’una cistella de Nadal.

En aquest tipus d’experiments, si s’anomenen esdeveniments als possibles resul-
tats del fenomen (per exemple, cara i creu son els esdeveniments de 1’experiment
llangar una moneda), un esdeveniment A1 pot ocoérrer quan es donen una série de
condicions, perd sota aquestes mateixes condicions pot ocorrer qualsevol altre es-
deveniment: A2, A3, ..., An, dels possibles. Es a dir, no pot preveure’s quin d’ells
succeira. En aquest cas es diu que ’ocurréncia A1 ha estat causada per I’atzar i que
el fenomen és aleatori.

Per exemple, en I’experiment llangar un dau els possibles esdeveniments son: eixir
un 1, eixir un 2, eixir un 3, eixir un 4, eixir un 5 i eixir un 6. Si el resultat del llan-
cament ha sigut 6, és evident que si es realitza I’experiment novament el resultat
podria ser 6 o qualsevol altre resultat dels possibles: 1,2, 3, 4 0 5. Es per aixo que
es diu que el resultat ha sigut conseqiiéncia de 1’atzar i que 1I’experiment es deno-
mina aleatori.

Que s’entén per probabilitat?

La necessitat esta lligada a la certesa o seguretat; de fet, s’afirma que:

 Es segur que una pedra sense suport caiga.
» Es cert que la terra es mou en ’espai.

De manera semblant, ’atzar s’associa amb la nocid de probabilitat; d’aci que es
diga:
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« Es probable que puge la borsa.
« Es probable que un cert equip de futbol guanye la Iliga.

En aquest sentit, la probabilitat expressa intuitivament bé una apreciacio de la
facilitat que s’atribueix que ocorrega un esdeveniment o bé una mesura del grau de
creenga o versemblanga en I’aparicié d’un esdeveniment.

A més, hi ha una tendencia en 1’ésser huma, més o menys conscient, a pensar que
un esdeveniment és més versemblant que un altre, 1 per tant un desig de mesurar
eixa creencga:

» Si s’extrau una bola d’una urna en que hi ha 3 boles blanques i 1 negra, és
més probable que s’obtinga una bola blanca.
* Esmés probable que es consumisca més energia un divendres que un dissabte.

Com es veu, ¢és relativament senzill comparar la versemblanga de dos esdeveni-
ments si es coneix la naturalesa de I’experiment aleatori.

D’altra banda, cal tenir present que [’objectiu fonamental €s comparar tots els
possibles esdeveniments o resultats d’un experiment segons la seua versemblan-
ca (certesa de que ocorreguen). EI metode més senzill consisteix a assignar un
nombre a cada un d’aquests possibles resultats, els quals han de permetre realitzar
I’esmentada comparacid. Es cerca doncs, una llei a la qual se sotmeta 1’atzar pero
que respecte el seu caracter imprevisible.

Evidentment, d’ara endavant es considerara que els experiments son aleatoris, ja
que si foren deterministes no tindria sentit parlar de probabilitat.

Concepte de probabilitat basat en la freqiiencia

El mode més intuitiu d’assignar un nombre a cada esdeveniment consisteix a rea-
litzar I’experiment successives vegades 1 estudiar els resultats de les observacions.
Aixi, per exemple, en llancar una moneda 100 vegades s han obtingut els resultats
seguents:

c,C+++C,C,C,+C,CC,C,+,+C,C,+,+++C,+C,+C,C,+,
C,+C,++C,C,C,C

+ + +++CC,+ +C,++C,+C,+++ C,C,C,C,C,+C,C,C,+,
++ CC,C,+C,C,C

¢, CC +CC+C++++CC +C + +C + +C,C,C,+, +.

Els dos grafics segiients (fig. 1) reflecteixen la diferéncia existent entre el nombre
de cares i el de creus en cada llancament. En ells s’observa I’aparici6 de ratxes de
cares i creus, les quals provoquen que aquesta diferéncia no s’estabilitze entorn del
0, com pareixeria indicar la intuicio.
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diferéncia entre cares i creus en 100 llancaments diferéncia entre cares i creus en 1000 llancaments
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llancaments llancaments

Fig. 1

Vol dir agd que la nostra intuicié és erronia? Es més probable que resulten més
cares que creus en I’experiment? Si se centra I’atencid en el grafic (fig. 2), reflex
de la freqiiéncia relativa del nombre de cares en cada llancament, s’observa que
a partir del llangament numero 200 aproximadament (en el grafic dels 1000 llan-
caments) la freqiiencia relativa del resultat «eixir cara» s’estabilitza entorn del
0,5. Es més, pareix clar que, a mesura que es va reiterant I’experiment amb nous
llangaments, la freqiiéncia relativa s’aproxima rapidament a un valor ideal de 0,5.

proporcié de cares en 100 llancaments proporcié de cares en 1000 llancaments

diferéncia
07
diferéncia

llancaments llancaments

Fig. 2

Cap a quin valor ideal s’aproximara la freqiiéncia relativa de 1I’esdeveniment «ei-
xir creu»? Obviament, a 0,5. D’altra banda, 1’aparici6 de ratxes demostra que els
resultats de I’experiment son totalment imprevisibles, encara que les freqiiencies
relatives s’acosten a un valor ideal de 0,5.

Tenint en compte les distintes consideracions anteriors, s’obté una primera nocio
de probabilitat com a mesura de versemblanga d’un esdeveniment. Aixi, es pot
definir la probabilitat d’un esdeveniment A1 (en avant P(A1)) com el valor ideal a
que s’acosta la freqiiencia relativa de I’esdeveniment A1 quan es realitza I’experi-
ment un gran nombre de vegades.

Per ser la probabilitat de A1l una freqiiéncia relativa, es té¢ 0< P(Al)<1

Aquest fet queda ratificat per la llei dels grans nombres demostrada pel celebre
matematic Jacob Bernouilli i que diu aixi: «La freqliencia relativa d’un succés
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tendeix a estabilitzar-se entorn d’un nombre a mesura que el nombre de proves de
I’experiment creix indefinidament.

A l’exemple P (eixir cara) = freqiiencia relativa (eixir cara), en moltes repeticions
de I’experiment i com s’ha vist al grafic, la freqiiencia és 0,5.

Cal notar que, segons el tractament que se li ha donat al concepte, la probabilitat
d’eixir cara o eixir creu €s una conseqiiéncia logica d’una llei empirica que podria
enunciar-se de la manera segiient: «Si es llanga una moneda nombroses vegades,
la freqiiencia relativa de 1’esdeveniment ““eixir cara” s’aproxima a un valor deno-
minat P(eixir cara) = 0,5».

Per tant, P (eixir cara) i P (eixir creu) passen a ser dos qualitats objectives més de
la moneda, com la massa, el color, etc., ja que, de la mateixa manera que no es pot
afirmar que la moneda no és sotmesa a I’acci6 de la gravetat en algun moment,
tampoc es pot afirmar que si es repeteix I’experiment de llangar la moneda infinites
vegades la freqiiencia d’eixir cara no s’acoste a 0,5.

Concepte subjectivista de probabilitat

En la interpretacié de probabilitat com una freqiiéncia és necessari repetir 1’expe-
riment un considerable nombre de vegades per a saber a quin nimero s’acosta la
freqiiéncia relativa de I’esdeveniment que s’esta estudiant. No obstant, en la ma-
joria de les ocasions €s convenient conéixer-ne la probabilitat abans que succeisca
per no poder-se realitzar I’experiment més d’una vegada (per exemple, calcular al
probabilitat que el nostre bitllet de loteria siga el premiat).

Es per aixo que sorgeix la idea d’assignar un nombre a la probabilitat d’un esde-
veniment segons la creenca que es tinga de que ocorrega. Cal notar que el nombre
assignat ha d’estar comprés entre 0 1 1 per a que siga compatible amb la definicio
basada en la freqiliencia de probabilitat comentada anteriorment.

Per exemple, davant de I’experiment llangar una moneda, es pot assignar P(Eixir
cara) = 0,5 1 P (Eixir creu) = 0,5, ja que es té la creenca que els dos esdeveniments
poden donar-se amb la mateixa facilitat.

Es clar que les assignacions de probabilitats han de realitzar-se de manera que les
dues interpretacions de la probabilitat coincidisquen; és a dir, 1’assignacio realitza-
da a priori de la probabilitat d’un esdeveniment ha de coincidir amb la probabilitat
a posteriori. Una vegada assignades les probabilitats als esdeveniments (tant si €s
pel meétode empiric com si €s pel subjectiu) les diferents deduccions que es realit-
zen segueixen un procediment logic.
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Assignaci6 de probabilitats

Quan s’han d’assignar probabilitats als esdeveniments lligats a un experiment ale-
atori, €s crucial entendre que el grau de versemblanca depén de I’evidéncia de la
qual es disposa sobre el fenomen.

Espai mostral i successos

Als epigrafs anteriors, davant d’un experiment s’han observat intuitivament es-
deveniments o successos simples 1 compostos. A continuacid es formalitzaran
aquests conceptes, aixi com les relacions que poden establir-se entre ells.

Definicions

Experiments aleatoris. Es diu que un experiment ¢és aleatori, estocastic o es-
tadistic quan, podent-se repetir indefinidament en analogues condicions, €s
impossible predir-ne el resultat, encara que se’n coneguen les condicions
inicials. En un experiment aleatori no es coneix el resultat fins que s’ha rea-
litzat la prova. S’anomena prova a cada realitzacié d’un experiment.

Espai mostral. E1 conjunt de tots els resultats possibles a que pot donar lloc un
experiment aleatori s’anomena espai mostral. Sol representar-se per E 0 W
1 es diu que és finit si el nombre de resultats possibles és finit.

Succés. Donat un experiment aleatori, 1’espai mostral del qual és E, s’anomena
succés a cada un dels subconjunts de E.

Es distingeixen els segiients tipus de successos:

* Succés simple o elemental: només consta d’un element.

* Succés compost: consta de dos o més elements.

» Succés impossible: és el que mai pot realitzar-se (ve determinat pel con-
junt buit, ).

* Succés segur: €s el que sempre es compleix (ve determinat pel conjunt
total, E).

* Successos disjunts 0 mutuament excloents: aquells successos A 1 B que
no poden realitzar-se conjuntament, A N B = .

Norta

Tenint en compte que els successos son subconjunts de E, es pot aplicar la teoria
general de conjunts. Concretament les unions, interseccions, diferéncies i com-
plementarietats entre conjunts.
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Operacions amb successos
En tot moment es considerara E = espai mostral.

No obstant, abans de comengar amb la definicié de les diferents operacions, €s
necessari aclarir els conceptes d’igualtat i d’inclusio.

[gualtat
Es diu que els successos A 1 B son iguals (A = B) quan I’ocurréncia de A implica

I’ocurréncia de B 1 viceversa. Es a dir, els dos successos estan formats pels matei-
X0s successos elementals.

Inclusio
Es diu que el succés A esta inclos en el succés B(A C B) quan "ocurrencia de A
implica I’ocurrencia de B. Es a dir, els successos elementals d’A estan tots també

en B.

Graficament:

Uni6 de successos (U)

Donats dos successos qualsevol A 1 B, el succés A U B (A uni6 B) és un succés
que es verifica quan es verifica A. quan es verifica B, o bé quan es verifiquen els
dos al mateix temps.

“— AUB
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Propietats de la unio

Siguen A, B i C tres successos qualsevol de I’experiment, llavors es compleix:

AUBUC)=(AUB)UC

AUB=BUA
AUE=E
AU =A

Interseccid de successos (M)

Donats dos successos qualsevol, A i B, el succés A N B (A interseccidé B) és un
succés que es verifica quan ocorre el succés A i el succés B simultaniament.

A4

AMNB

Propietats de la interseccio

Siguen A, B i C tres successos qualsevol de I’experiment, llavors es compleix:

ANBNC)=(ANB)NC

ANB=BNA
ANE=A
AND=0

Propietats distributives de la unio y de la interseccio

Si es consideren tres successos qualsevol, A, B i C, llavors es compleix:
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- AUBNC)=(AUB)N(AUC)

- ANBUC)=(ANB)U(ANC)

Succeés contrari o complementari

Donat un succés A4, es denomina succés contrari o succés complementari de A4,
escrit A , al succés que només ocorre quan no succeix 4.

La regi6 amb ombra és el succés complementari d’A4.

.

~

|

la regié ombrejada és el
complementari del succés 4

Propietats del complementari

a) B=E y E=0
by AUA=E y ANA=Q

c) A=A
d) AUB=ANB y ANB=AUB (Lleis de Morgan)

Successos independents

Dos successos son independents quan I’ocurréncia d’un d’ells no influeix en
I’ocurréncia de I’altre.

Norta

Dos successos disjunts (aquells que no tenen cap element en comu) no so6n inde-
pendents, ja que si un ocorreix, és segur que I’altre no ho fara. Per tant, I’ocur-
réncia d’un influeix en I’ocurréncia de 1’altre.

@ P. Juan Verdoy [ M. J. Beltran [ M. J. Peris - ISBN: 978-84-697-1551-2 18 Problemes resolts de probabiltat | inferéncia aplicats a les ciéncies socials - UJI - DOI: http://dx.doi.org/10.6035/Sapientiad5



Diferéncia de dos successos
Donats els successos 4 1 B, es denomina succés 4 menys B i s’escriu 4 - B al

succés en que es verifica 4 perod no B, ¢€s a dir, que el succés 4A-B esta format pels
successos elementals que estan en 4 i no estan en B. Es evident que 4 - B=B.

£

Concepte de probabilitat. Definicio 1 propietats

Quan s’ha introduit el concepte de probabilitat en els primers punts del tema, s’han
distingit dues interpretacions de la mateixa: la basada en la freqiiéncia (en la qual
s’ha definit la probabilitat d’un succés com el valor al qual s’acosta la freqiiéncia
relativa d’aquest esdeveniment en realitzar I’experiment un nombre molt gran de
vegades) 1 la subjectiva (en qué la probabilitat d’un succés s’assigna segons la
informacio6 que es coneix de I’experiment).

Es evident que els conceptes de probabilitat més formal o classic i el basat en la fre-
qiiéncia han de coincidir, perque la probabilitat d’un succés ha de ser un tnic valor.

Es el moment ara de formalitzar el concepte de probabilitat. Per fer-ho, és definiran
els axiomes que determinen el concepte classic de probabilitat, basant-se en tres
propietats fonamentals que compleix la probabilitat definida per les freqiiéncies.
Aixi, es considera E I’espai mostral d’un experiment aleatorii 4 i B dos successos
qualsevol de I’experiment.

Cal recordar que:

P(A4) = freqliencia relativa de 4 =

n° de ocurréncies de 4 n,
fr(4) = =—=

n° de vegades que s’ha realizat 1’experiment n

quan n tendeix a I’infinit.
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Es denota per:
n =nombre de vegades que s’ha realitzat I’experiment
n = nombre de vegades que ha ocorregut 4

”z: nombre de vegades que ha ocorregut B

Amb aquesta notacid, passem a comentar les tres propietats:

Propietat 1

Per a qualsevol succés A, estée 0 = fr (4) = 1

Es evident, doncs, que 0=n, in>0. Peraixo 0= 14 . Per un altre costat, és evident
n

que n, = n i conseqiientment, My =<1,
n

Unint les dues desigualtats, s’obté 0= 4 < 1, que demostra la propietat.
n

| Propietat 2

FHE) = 1

Es evident, ja que E és el succés segur, per ser £ 1’espai mostral.

| Propietat 3

Si A y B son dos successos disjunts, 4 N B = J, aleshores es compleix:
Jr(AU B) = fr(4) + fr(B)
SHAUB) =

nombre de vegades que ocorre 4 0 B

numero de vegades qeu es realitza 1’experiment

nombre de vegades de 4 + nombre de vegades de B — nombre de vegades dels dos

nombre de vegades que es realitza 1’experiment

L’%-OJ_AJ,"_B:ﬁ(A)J,ﬁ(B)
n non

Basant-se en aquestes propietats, es pot definir ja el concepte més formal i classic
de la probabilitat.
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Definicio classica o axiomatica de probabilitat

Donat E I’espai mostral d’un experiment aleatori, una probabilitat en £ és qualse-
vol funcio6 que assigne a cada succés 4 de I’experiment un nombre P(4), de manera
que es complisquen els axiomes segiients:

Axioma I: la probabilitat del succés segur val 1; P (E) = 1.

Axioma 2: 1a probabilitat de qualsevol altre succés A €és no negativa:
P(4)=0.

Axioma 3: la probabilitat de la unié de dos successos mutuament excloents, A4 i
B, és la suma de les seues probabilitats.

Es a dir, si 4 N B =, llavors P(4 U B) = P(4) + P(B)
Aquest darrer axioma pot generalitzar-se del mode segiient:

La probabilitat de la uni6é d’un conjunt de successos mituament excloents és igual
a la suma de les seues probabilitats.

P (U Ai) =Y P(Ai)=P(Al) + P(A2) + ... +...

Propietats de la probabilitat

D’aquests axiomes es poden deduir una série de propietats:

Propietat 1

SiAl, A2, ..., An son successos disjunts dos a dos amb n > 2

(o siga, Ai N Aj = D amb i = j), llavors:

P(AI U A2 U ... UAn) = P(Al) + P(A2) + ... + P(4n)

Amésames, siB=A1 U A2 U... UA = P(B) = P(Al) + P(42) + ... + P(4i)
Es immediata per I’axioma 3, ja que el nombre de successos que s’han pres és n

(un nombre finit) i, com la propietat es compleix per a dos successos i per a una
quantitat infinita numerable, es compleix també per a una quantitat finita.
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Propietat 2

P( A ) =1—P(A), sent A un succés qualsevol.

Nota: A és el complementari de A

AU A=E — P(AUA)=PE)=1

IcomAN A =@—>axioma 3 —> P(AU 4 )=P(4)+P(4)

D’ambdos conseqiiencies, P(4) + P(Z) =]— P(Z) =1-P)

Propietat 3

P(2) =0

@=E —> P(D)=P(E)
Per la propietat 2, P((E)=1-P(E)=1-1=0

Per tant, P(&) =0

Propietat 4

Donats dos successos Ai B en que A< B —— P(4) < P(B).
Observant el grafic es dedueix B=4 U (BN A)

£

BNA

Amés,AN(BNA)=T—> Ai(BN A)son disjunts
Per tant, per ’axioma 3: P(B) = P(4) + P(B N A)

Com també, per I’axioma 1, P(B N Z) =0 — P(B)=P(4)
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Propietat 5

Per atot Ai B que siguen de E, P(AU B) = P(4A) + P(B) — P(A N B)
Intuitivament:

P En fer 4 N B, es pren dos
vegades 4 N B, després
per a calcular el que es vol
s’ha de restar una vegada
. AN B.

ANB

Amb més formalitat, tenint present que:

AUB=AU(BNA)ique B=(ANB)U(BN A),

s’obté d’una banda P(4 U B) = P(AU (BN A4)) = P(4) + P(BN A)

i d’una altra banda P(B) = P((AN B) U (B N A)) = P(AN B) + P(B N A).

Restant ambdues expressions, s’obté P(4U B) - P(B) = P(4A) - P(BN A)

Corol-lari

Donats dos successos Ai Benque B< A—> P(A—B) = P(4) — P(B),
tenint en compte que P(4 —B)=P(4 N E) 1 la propietat 5, s’obté que:
P(AN B)=P(4) +P(B)—P(AN B)

icomque B 4 — AC B, llavors I’espai mostral £ compleix:
E=AUACAUBCE—> AUB=E—=P(AUB)=1.

P(AN B)=P(4) + P(B) - P(A4U B) = P(4) + (1 - P(B)) — 1,

per tant es t€¢ que P(4 — B) = P(4) — P(B).
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Espais mostrals finits. Regla de Laplace

S’anomenen espais mostrals finits els espais mostrals que provenen d’experiments
per als quals només hi ha un nombre finit de resultats possibles:

aixi, £ = {w, W,, ..., W_}

n

En un experiment aleatori amb un espai mostral finit, una distribucidé de probabi-
litat s’especifica assignant una probabilitat p, a cada resultat w, que pertany a E: p,
=P({w,}). Ha de complir-se:

a)p,z 0 n

b) P(E) = 1 —>2pi=pl+ ot p =1,

Ja que els esdeveniments {w , w,, ..., W _} son elementals i, per tant, disjunts.
En aquestes condicions, sid = {w, , w,,, ..., W, },est€ P(4) =p, +.. +p..

S’anomenen espais mostrals simples als espais mostrals finits en que tots els re-
sultats son equiprobables (tenen la mateixa probabilitat). Si £ = {w, w,, ..., W _},

llavors P({w.})=—,1=1,..,n
n

En aquests espais mostrals simples, donat un succés 4 = {w , w
es té:

,»» W, ambk <n,

PA)=P(w,UwU..Uw)=Pw)+Pw)+..+P(w)=

1 1

1 n° successos elementals de A
—+ =+t —=k
n n n

1
n n° successos elementals de F

Aquest fet justifica la formula de Laplace:

Donat un experiment aleatori on tots els resultats (esdeveniments simples) tenen
la mateixa probabilitat de produir-se, si 4 és un succés possible de I’experiment,
es compleix:

casos favorables a 4

P(4) =
casos posibles

On els casos possibles son tots els resultats possibles de 1’experiment (el nombre
total d’esdeveniments simples) i els casos favorables a A és el nombre de resultats
que complixen 4 (nombre d’esdeveniments simples que compleixen A).
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Teorema de la probabilitat total. Teorema de Bayes

Probabilitat condicionada

En una carrera de cavalls en que en participen 15, un jugador ha apostat al cavall
numero 2. El jugador rep dues hores després de I’aposta la informacié que el nt-
mero del cavall guanyador ¢€s parell. Per una altra part, un segon jugador rep la
mateixa informaci6 abans d’apostar 1 decideix fer-ho també¢ al cavall namero 2.

Si tots dos han decidit el numero del cavall aleatoriament, quin dels dos jugadors
té una major probabilitat de guanyar? Es evident que la informacio de la qual
gaudeix el segon jugador I’afavoreix a I’hora de prendre la decisio.

1r jugador

Segons diu I’enunciat, a priori tots els cavalls tenen la mateixa probabilitat de
guanyar i, en conseqiiéncia, es pot aplicar la regla de Laplace a I’hora de calcular
la probabilitat d’encert del cavall guanyador, aixi:

* Casos possibles: 15 (ja que son 15 cavalls els possibles guanyadors)

* Casos favorables: 1 — P(guanyar jug. 1) = P(guanyar el cavall 2) = 5

2n jugador

El segon jugador gaudeix d’una informacio privilegiada abans d’apostar. Sap que
el cavall guanyador duu un nombre parell. Aplicant la regla de Laplace:

* Casos possibles: 7 (ja que son 7 cavalls els possibles guanyadors, perque per la
informaci6 rebuda els possibles guanyadors son els cavalls 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14)

1
* Casos favorables: 1 — P(guanyar jug. 2) = P(guanyar el cavall 2) = 2

Aixi doncs, el jugador 2 té, abans de comengar la carrera, més probabilitat d’en-
certar el cavall guanyador que el jugador 1.

Aquest exemple posa de manifest la importancia de conéixer informacio6 sobre els
resultats de I’experiment a ’hora d’establir les probabilitats. En aquest exemple,
si anomenem A a I’esdeveniment {guanyar el cavall nim. 2} i B a I’esdeveniment
{guanyar un cavall amb num. parell}; la probabilitat del succés A no és la mateixa
quan se sap que passa B quan no se sap.

D’aquesta manera el primer cas €s: P(A) = —

15

1
i en el segon cas €s: P(A sabent que passa B) = P(A/B) = 7
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El calcul de probabilitats en aquest tipus de situacions s’anomena calcul de proba-
bilitats condicionades, perqué I’ocurréncia o no d’uns esdeveniments influeix en
les probabilitats dels altres.

Definicié de probabilitat condicionada
Donats dos successos A i B de I’espai mostral E, s’anomena probabilitat de A con-

dicionada a B i s’escriu P(A/ B) a la probabilitat que ocorrega el succés A considerant
que abans ha ocorregut el succés B.

A

ANB

Si ha ocorregut B, es tindra un nou espai mostral, E, = E N B, ja que I’ocurréncia
de qualsevol altre succés ha de tindre en compte que B haja ocorregut, 1 aixi:

num. casos favorablesen AN B

P(4/B) = num. casos favorablesen4M B n° casos possibles en £

nam. casos favorables en B n° casos possibles en B

n° casos possibles en £

_P(NB)

~ P(B)

Es a dir: P(A/B)= w
P(B)

Nota

En ocasions, la formula P(A/B) trobada anteriorment no €s necessaria perque €s
molt senzill calcular ’espai mostral E . Tanmateix, en la gran majoria dels casos,
el fet de coneixer E €s realment complicat.
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Probabilitat composta (teorema del producte)

Del concepte de probabilitat condicional se’n dedueixen algunes conseqiiéncies.
La primera d’elles ¢€s el teorema del producte. El segiient exemple 1’introdueix.

De la definicio de la probabilitat condicionada es pot deduir que si E és un espai
mostral, donats dos successos A 1 B d’E de manera que P(A) >0 1 P(B) >0, es
compleix:

P(ANB)= P(A/B) - P(B)
P(BNA)= P(B/A)-P(A)

Ac¢0 ¢és aixi, perque per la definicié de la probabilitat condicionada

_ P(ANB) _ _
P(A/B)= P(B) P(B N A) =P(A/B) - P(B).
P(ANB)
Analogament, P(B/A)= ————— —— P(BN A)=P(B/A) - P(A)

P(4)

Teorema de la probabilitat total
Una altra conseqiiencia de la probabilitat condicionada ¢€s el teorema que segui-
dament es presenta i que permet calcular la probabilitat d’un esdeveniment si es

coneix una «divisio» del succés 1 les seues probabilitats.

Donat un espai mostral E i un conjunt de successos A, 4, ..., A € @ (E) i particio
de E, és a dir:

. .L_JlAi:E
© ANA=DOVi=j

Si es coneixen les probabilitats condicionades P (B/A), Vi

es té P(B) =2P(B ﬂAi)ziP(B/Ai) - P(4)

Per a comprovar-ho, es considera que la segiient figura és I’espai mostral E.

Fig. 3
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Bespotexpressarr B=(BNA)UBNA)UBNA)U..UBNA)U ..U
(BNA)

Com que tots els A, son disjunts, tots els (B M A.) també ho sén, llavors:
PB)=PBNA)+PBNA)+PBNA)+.+PBNA)
[ aplicant el teorema del producte tenim:

P(B)=P(B/A,) - P(A)+ P(B/A ) - P(A,) + ...+ P(B/A ) - P(A )
- EP(B/Ai) ‘P(A)

Teorema de Bayes

Una conseqiiencia del teorema anterior és el teorema de Bayes, que permet calcu-
lar probabilitats condicionades.

Siga E un espai mostral i un conjunt de successos, {A.} € @ (E), de manera que:

« U4 {A}=E

* ANA=DOVi=j
* Son coneguts P(A) per a qualsevol i,1 P(A,) > 0
* Siga B un succés tal que P(B) > 0 i del qual es coneixen P(B/A) V.

Llavors:
P(4/B) = P(B/ A4,) - P(4,)
: P(B/A) - P(4))+P(B/4,) - P(4,)+..+ P(B/A,) - P(4,)
Es a dir:
pusp) = LEA)PA)

2P(B/Aj)-P(Aj)

Per a comprovar-ho, cal emprar el teorema anterior i la definicié de probabilitat
condicionada.

P(4 N B)

P(A/B) = — D
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Si en el numerador s’aplica el teorema del producte i en el denominador la proba-
bilitat total, queda:

P(4,NB)  P(B/A)-P(4)

P(4/B) = ;
P(4) EP(B/AJ.)-P(AJ.)

Independencia de successos

A la nota de I’apartat 6.5.1 anterior s’ha introduit el concepte d’esdeveniments in-
dependents. En aquest epigraf es formalitzara el concepte i es donaran un conjunt
de propietats, sent sense dubte la més interessant el teorema de caracteritzacio.
Aquest teorema confirma que les conjectures esmentades en la nota anterior son
completament certes.

Definicido

Es diu que dos successos A i B son estocasticament independents si P (A/B) = P
(A), és a dir, que el fet que ocorrega el succés B no influeix en absolut en I’ocur-
réncia del succés A. El segiient teorema caracteritza aquest tipus d’esdeveniments,
¢s a dir, si dos successos el compleixen seran independents 1, si son independents,
llavors han de complir el teorema.

Teorema de caracteritzacio

Dos successos A i B son independents si, i només si, P (AN B)=P (A) - P (B).
Demostracio:

Se sap que P(A N B) = P(A/B) - P(B). Com que se suposa que A i B son indepen-
dents, es dedueix que P(A/B) = P(B).

Unint ambdues coses, P(A N B) = P(A) - P(B).
Ara se suposa que P(A N B) =P(A) - P(B). Com que P(A N B) =P(A/B) - P(B),

substituim: P(A) - P(B) = P(A/B) - P(B). Per tant, P(A) = P(A/B). Aixi doncs, els
successos A 1 B son independents.

Nota

Una de les qiiestions que més sol confondre els estudiants d’estadistica pel que
fa a la independéncia de successos ¢s la segiient: son independents els esdeveni-
ments disjunts?
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La resposta ¢és clara: NO. Dos esdeveniments disjunts son aquells que tenen in-
tersecci6 buida. Es a dir, si un ocurrix 1’altre NO pot fer-ho (Un depén de I’altre.)
Formalment també és evident. Si A 1 B son dos esdeveniments disjunts, tots dos
diferents de &, llavor la P(A)>0 i P(B)>0 = P(A) - P(B) >0. Tanmateix, P(ANB)
=P(J) =0 = pel teorema de caracteritzacio A i B no son independents.

Nota

Hi ha experiments que estan formats per la repeticié d’experiments de caracter
més simple —com per exemple llancar dues vegades una moneda— 1 sobre els
que es pot fer 1’analisi de dues maneres: d’una banda es pot considerar com un
unic experiment 1 d’una altra, com una mena de concatenaci6 dels experiments
simples que el formen.

Aixi, un exemple molt simple és I’esmentat anteriorment, que consiteix a llangar
dues vegades una moneda equilibrada. L’espai mostral és E = {(C, C); (C, +); (+,
C); (+, +)} 1si I’analitzem com un Unic experiment obtenim que tots els esdeveni-
ments simples son equiprobables per ser la moneda equilibrada. Llavors:

P(C, C) = P(C, +) = P(+, C) = P(+, +) = %

1
Fent I’analisi com si foren dos experiments, en cadascun d’ells P(C) = P(+) = 5 1
I’espai mostral es pot calcular combinant cada resultat del primer experiment sim-
ple amb cada resultat del segon: E ={(C,, C)); (C, +); (+,C); (+,, +,)} *Amés a
més, les probabilitats dels elements de I’espai mostral es poden calcular emprant
la regla del producte de probabilitats:

P(C,C)=P(C)-P(C/C)=P(C) -P(C) ; per independenciade C,i1C,.

P(+,C)=P(+) - P(C/+)=P(+) - P(C)

; per independénciade C, i +,.

P(C,+)=P(C) - P(+,/C)=P(C) " P(+) ; per independéncia de +,1C,.

l\)lv—‘ l\’|’—‘ N|>_‘ NI>—‘

P(+, +) =P(+) - P(+,/+) =P(+) - P(+) ; per independencia de +, 1+ ..

Fent I’analisi d’aquesta manera s’observa que, més que d’esdeveniments indepen-
dents, es pot parlar d’experiments independents. I si aixo és aixi, els resultats d’un
son independents dels resultats dels altres. A més a més, emprant aquesta Optica,
el calcul de les probabilitats és més senzill.

2. Els subindexs indiquen I’ordre temporal en qué ocorren els successos. A més a més, cal notar que el parell ordenat (A, B)
representa A N B, per aixo cal emprar els subindexs.
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Per exemple, si considerem 1’experiment que consisteix en llancar tres vegades
una moneda equilibrada i calcular la probabilitat d’obtenir (C, C, +), I’analisi can-
via segons que es realitze d’una manera o d’una altra:

Forma 1

Cal calcular I’espai mostral. Si no és possible, almenys cal saber el nombre d’esde-
veniments simples que el formen per a poder aplicar la regla de Laplace. En aquest
cas, I’espai mostral:

E={(C,C,C);(C,C,+);(C,+ C); (C,+,1); (+,+,1); (+,+,O); (+,C, +); (+,C, C)}

casos favorables 1
P(C, C,+) = -3

casos possibles 8

Forma 2

Com que els tres experiments simples son independents, llavors:

111 1
222 8
Si en lloc de considerar tres llangaments se’n consideren trenta, la dificultat per
a calcular I’espai mostral augmentaria i caldria recérrer a la combinatoria per a
esbrinar el nombre de casos possibles i el de casos favorables. Seria, doncs, més
recomanable considerar I’experiment com una concatenacié de trenta experiments
independents simples, on en cadascun d’ells la probabilitat d’obtenir cara en cada
llangament és constant i no depén del resultat obtingut en el llangament anterior.

P(C,C,+)=P(C)-P(C) - P(+) =

La pregunta que hom ara ens podem fer és: aquest metode d’analisi inicament
es pot realitzar en experiments independents? L’exemple segiient respon aquesta
qiiestio.

Propietats de la independeéncia estocdstica

Si 4 i B sén independents — A i B també ho s6n

Si A4 1 B son independents —— A4 1 B també ho son

Si 4 i B son independents — 4 i B també ho s6n

Si hi ha implicaci6 entre 4 1 B —— No hi ha independéncia

(llevat que A = E o que B=E)
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Objectius

Els problemes han de permetre que els alumnes assoleixen els objectius didactics
segiients:

la) Distingir entre fenomens deterministes 1 aleatoris.

1b) Identificar els fenomens governats per 1’atzar i comprendre’n el concepte
intuitiu de probabilitat.

Ic) Saber emprar la teoria de conjunts per a representar esdeveniments o suc-
cessos 1 les seues relacions.

1d) Calcular probabilitats senzilles emprant la regla de Laplace.

le) Calcular probabilitats en que cal aplicar els principis axiomatics de la teoria
de la probabilitat.

1f") Diferenciar les situacions on la regla de Laplace no es pot calcular i saber
calcular les probabilitats en aquests casos.

1g) Diferenciar la probabilitat condicionada de la no condicionada.

1/) Saber aplicar la regla del producte; resoldre problemes on convinga aplicar-la.

17) Aplicar el teorema de la probabilitat total 1 el teorema de Bayes en les situ-
acions que ho requerisquen.

La taula segiient ens mostra com estan distribuits els objectius segons els exercicis:

Objectiu

Exercici

1 X

2
3
4
5 X
6
7
8
9

10
11
12
13
14
15
16
17
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Enunciats

la) Distingir entre fenomens determi-
nistes 1 aleatoris.

1b) Identificar els fenomens governats
per I’atzar i comprendre’n el con-
cepte intuitiu de probabilitat.

Exercici 1

Digues quines de les segiients situacions son governades per I’atzar i quines no:

a) El resultat obtingut en llangar un dau.

b) Els ingressos d’una societat en un mes, producte de les aportacions mensuals
dels seus socis.

c¢) Els resultats obtinguts en una travessa.

d) Nombre de cares obtingudes en llancar dues-centes vegades una moneda.

e) Nombre de peces defectuoses que s’obtenen en extraure’n 20 d’una capsa en
que el 60 % son defectuoses.

/) Nombre de peces defectuoses que s’obtenen en extraure’n 20 d’una capsa en
que el 99,9 % son defectuoses.

g) Nombre de cridades telefoniques que rep una centraleta en 2 hores on, nor-
malment, se’n reben 50 per hora.

h) Distancia d’un planeta del sistema solar a la Terra en un instant de temps
determinat.

10) Identificar els fenomens governats
per I’atzar i comprendre’n el con-
cepte intuitiu de probabilitat.

Ic) Saber emprar la teoria de conjunts
per representar esdeveniments o
successos 1 les seues relacions.

Exercici 2

Es considera I’experiment de llangar dos daus consecutivament i anotar-ne els
resultats:

a) Troba els diferents resultats de I’experiment (espai mostral).

b) Digues els esdeveniments elementals que formen I’esdeveniment compost:
A =la suma de les xifres és parell. Calcula el seu complementari 4.

c) Digues els esdeveniments elementals que formen I’esdeveniment compost:
B =la suma de les xifres €s senar. Calcula el seu complementari B .
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d) Digues els esdeveniments elementals que formen I’esdeveniment compost:
C = la suma de les xifres és major que 5. Calcula el seu complementari C.

e) Calcula I’esdeveniment 4 — C.

f) Calcula I’esdeveniment 4 U Ci4 N C.

g) Calcula I’esdeveniment (4 U C) U (4 N O).

h) Calcula I’esdeveniment (A N C)U (4 N C).

lc) Saber emprar la teoria de conjunts
per representar esdeveniments o
successos 1 les seues relacions.

Exercici 3

La taula segiient mostra els paisos, la superficie, la poblacio i la densitat de pobla-
ci6 de la Uni6 Europea I’any 2007. Si es considera I’experiment triar un pais dels
que formen la Uni6 Europea, respon a les seglients qiiestions:

a) Identifica I’espai mostral de I’experiment.
b) Identifica els segilients esdeveniments:
1. A = {Tindre una densitat major que la mitjana aritmetica de les densitats
dels paisos que formen la UE}.
2. B = {Tindre una poblacié major que la mitjana aritmeética de les poblaci-
ons dels paisos que formen la UE}.
3. C = {Tindre una superficie major que la mitjana aritmetica de les pobla-
cions dels paisos que formen la UE}.
¢) Identifica els esdeveniments seglients:
1. (AUB),(AUC)i(BUZC).
2. (ANB),(ANC)i(BNCO).
d) Es cert A implica B? I que B implica A?
e) Troba un esdeveniment que implique B i un que implique A.
f) Calcula els esdeveniments A\B, C\B, B\C.
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Espana vy la UE de los 27

Superficie Poblacion 2006 Densidad de
(km?) (miles) poblacién*
UE-27 4.309.289 492.852.4 114.4
Alemania 357.030 82.438,0 230.,9
Austria 83.871 8.265,9 98,6
Bélgica 30.528 10511,4 344.3
Bulgaria 111.002 7.718,8 89,5
Chipre 5.695 766,4 134,6
Dinamarca 43.098 5.427,5 125,9
Eslovaquia 49.034 5389,2 109,9
Eslovenia 20.273 2.003,4 98,8
Espana 505.990 43.758.3 86.5
Estonia 43.698 1.344,7 30,8
Finlandia 338.145 5.255,6 15,5
Francia 543.965 62.886,2 115,6
Grecia 131.957 11.125,2 84,3
Hungria 93.030 10.076,6 108,3
Irlanda 69.797 4.209,0 60,3
Italia SO1E336 58.751,7 195,0
Letonia 64.589 2.294,6 35,5
Lituania 65.300 3.403,3 52,1
Luxemburgo 2.586 459,5 177,7
Malta S5 404.,3 1.283,5
Paises Bajos 41.543 16.334,2 393,2
Polonia 312.685 38.157,1 122,0
Portugal 92.117 10.569,6 114,7
Reino Unido 243.069 60.393,1 248,5
Republica Checa 78.868 10.251,1 130,0
Rumania 238.391 21.610,2 90,7
Suecia 441.370 9.047.8 20,5
~Senscdad de poblacidn: habitantes por km* Fuente: Eurostat
Font: INE

1d) Calcular probabilitats senzilles
emprant la regla de Laplace.

Exercici 4

En una empresa de Castello treballen 200 persones. 80 saben parlar anglés, 110 sa-
ben francés 1 60, alemany. 50 persones saben parlar francés 1 anglés, 35 saben parlar
francés 1 alemany 1 40 saben parlar anglés 1 alemany. A més a més, 30 treballadors
saben parlar els tres idiomes.

En aquestes condicions, contesta:

a) Quantes persones saben parlar inicament anglés?

b) Calcula la probabilitat que en escollir una persona a 1’atzar de 1’empresa
Unicament sapia parlar anglés.

c¢) Calcula la probabilitat que en escollir una persona a I’atzar de I’empresa no
sapia parlar cap dels tres idiomes.
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1d) Calcular probabilitats senzilles
emprant la regla de Laplace.

Exercici 5

En un poble d’una provincia espanyola es va realitzar una enquesta per a conéixer
I’acceptacio de tres productes (A, B i C) als 450 veins que formen el cens del po-
ble. Aixi, hi havia 250 persones que comprarien el producte A, 250 persones que
comprarien el producte B 1 250 persones que comprarien el C. A més a més, n’hi
havia 150 que comprarien els productes A i1 B, 160 que comprarien els productes
A1 C 1 140 que comprarien els productes B i C. Per tltim, 100 persones digueren
que comprarien els tres productes.

a) Si s’escull una persona completament a ’atzar de les persones empadrona-
des al poble, quina és la probabilitat que no estigués interessada en comprar
cap dels tres productes?

b) Si s’escull una persona completament a 1’atzar de les persones empadrona-
des al poble, quina és la probabilitat que estigués interessada en comprar el
producte A o el producte B?

le) Calcular probabilitats en que cal
aplicar els principis axiomatics de
la teoria de la probabilitat.

Exercici 6

La taula segilient mostra els adults segons la relacié amb I’activitat en 2004.

a) Calcula la probabilitat que en escollir una persona adulta a I’atzar siga assa-
lariada.

b) Calcula la probabilitat que en escollir una persona adulta a I’atzar estiga
Inactiva, sense calcular el nombre de persones inactives.

c¢) Calcula la probabilitat que en escollir una persona a 1’atzar siga assalariada
o0 inactiva.

d) Calcula la probabilitat que en escollir una persona a 1’atzar siga inactiva o
jubilada.

e) Calcula la probabilitat que en escollir una persona a 1’atzar siga inactiva i
jubilada.
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Numero de
parsonas
(miles)

TOTALADULTOS

Relacion con la actividad

ACTIVOS 19.067 4
Ocupados 171393
“Asalariados —
Emprasarios 2.880,0
Parados 1.0280
INACTIVOS T
Jubilados = s
Otros inactivos 115734

NO CONSTA

69,2
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le) Calcular probabilitats en que cal
aplicar els principis axiomatics de
la teoria de la probabilitat.

Exercici 7

Es desitja cobrir un lloc de treball en una empresa. A la prova es presenta un 55 %
de ciutadans espanyols i un 65 % de ciutadans americans. Sabent que a la prova
es presenten persones amb dues nacionalitats, calcula la probabilitat que, si fos
I’atzar qui decidira, la persona que guanyés el lloc de treball no tingués doble
nacionalitat.

1f) Diferenciar les situacions on la re-
gla de Laplace no es pot calcular 1
saber calcular les probabilitats en
aquests casos.

Exercici &8

La taula mostra 1’alumnat estranger classificat pel tipus d’ensenyament a Espanya
al llarg del curs 2004/2005. Aquest tipus d’ensenyament es poden classificar en
tres grups atenent a I’edat de I’alumne 1 al grau de maduresa. Aixi, el grup 1 esta
format pels ensenyaments d’educaci6 infantil, educacioé primaria i educacid es-
pecial. El grup 2 per I’educaci6 secundaria obligatoria 1 pel batxillerat. El grup 3,
per la resta d’ensenyaments. Es considera I’experiment seleccionar aleatoriament
un alumne estranger resident en Espanya ’any 04/05 i1 preguntar-li a quin grup
pertany.
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a) Quin és I’espai mostral d’aquest experiment? Els esdeveniments elementals
tenen la mateixa probabilitat de donar-se?

b) Calcula la probabilitat de cada esdeveniment elemental.

¢) Quina relacio hi ha entre la probabilitat del succés cursar Eso i el succés per-

tanyer al grup 2?

2004-05
TOTAL 45020
Educacion Infantil/ Preascolar £5.790
Educacion Primaria/ EG.B 1968.165
Educacion Especial 1572
ES.O 124.714
Bachilleratos 19.160
Formacidn Profesional 19.285
Ensenanzas Artisticas 1816
Ensenanzas de [diomas 8.7%
Ensenanzas Deportivas 15
No consta ensenanza (Ensenanzas Régimen General) 0

Fuente de informacion: Ministerio de Educacion y Ciencia.

Font: Anuari 2007, INE

1/) Diferenciar les situacions on la re-
gla de Laplace no es pot calcular i
saber calcular les probabilitats en
aquests casos.

Exercici 9

En una empresa, en el departament de recursos humans hi ha tres seccions. En la
primera seccio treballen 2 homes i1 3 dones, en la segona seccio hi ha 2 dones i 1
home i en la tercera secci6 treballen 2 homes. L’empresa ha decidit nomenar una
persona d’aquelles que formen part del personal de recursos humans per a acomi-
adar un conjunt de treballadors. Si I’eleccié és completament aleatoria, calcula:

a) La probabilitat que la persona seleccionada siga un home. Calcula la proba-
bilitat que la persona seleccionada siga una dona.

b) La probabilitat que la persona escollida pertanga a cadascuna de les seccions.

¢) Digues els esdeveniments elementals de I’experiment «seccid a que pertany
la persona encarregada de comunicar els acomiadaments» i calcula’n les

probabilitats.
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1g) Diferenciar la probabilitat condi-
cionada de la no condicionada.

Exercici 10

La taula segiient mostra els adults segons la seua relacié amb ’activitat en 2004.

Namero de
parsonas
{miles)

TOTALADULTOS 36.187,6

Relacion con la actividad

ACTIVOS 19.067 4
Ocupados 171303
“Asalariados T um3
Emprasarios 28600
Parados 19280
INACTIVOS 17.061,0
Jubilados 5477,
Otros inactivos 1156734
NO CONSTA 60,2

Font: Anuari 2007, INE

a) Calcula la probabilitat que una persona adulta escollida a I’atzar de les que
apareixen en la taula siga empresaria.

b) Calcula la probabilitat que una persona adulta escollida a I’atzar siga empre-
saria si se sap que esta ocupada.

c¢) Calcula la probabilitat que una persona adulta escollida a ’atzar d’entre les
persones actives siga empresaria.

d) Fes un diagrama d’arbre en que el node inicial siguen les persones ocupades.

lg) Diferenciar la probabilitat condi-
cionada de la no condicionada.

Exercici 11

Tenint en compte les dades mostrades en la taula segiient, calcula:

a) La probabilitat que una empresa escollida a ’atzar d’entre les de Catalunya
i la Comunitat Valenciana siga de Castello.
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b) La probabilitat que una empresa escollida a 1’atzar siga d’Alacant si se sap
que I’empresa és de la Comunitat Valenciana.

c¢) La probabilitat que una empresa escollida a I’atzar siga catalana i de Lleida.

d) Si se sap que I’empresa ¢s catalana, quina és la probabilitat que siga de Lleida?

Nimerode  Empleo y paro. 2006

Empresas.
2006 Ocupados Tasade  Tasade
(miles) actividad  paro
(%) (%)

M0 3481 62 66 Cataludia
wao 252 620 6] Barcelona
0169 U2 66,3 6 Girona
.96 L T I K Lleida
62,609 1§ 60 63 Tarragona
Mo 23 B 84 Comunits Valeniana
133016 TG4 589 86 Alcantg/Alacant
KAL) 296 600 6, Castelon/Castellg
(72 1 S A R i VilenciaNVléncia

Font: Anuari 2007, INE

lg) Diferenciar la probabilitat condi-
cionada de la no condicionada.

Exercici 12

La taula seglient mostra un extracte dels resultats nacionals d’activitat, treball i
atur I’any 2006. Les dades vénen donades en percentatges. A més a més, se sap
que 17.412 milers de persones formen la poblacio activa, de les quals 14.689 estan
ocupades.

Actius per sectors economics, 2006

PORCENTALUE

Agricultura,

silvicultura, caza y pesca 4,30
Industria (sin construccion) 16,93
Construccion 12,53
Servicios 63,36
Mo clasificables 239
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Ocupats per sectors economics, 2006

PORCENTAJE
Agricultura,
silvicultura, caza y pesca 4,78
Industria (sin construccion) 16,87
Construccion 12,88
Servicios 65,67

Aturats per sectors economics, 2006

Agricultura,

silvicultura, caza y pesca 4,94
Industria {(sin construccion) 7,98
Construccian 8,80
Servicios 38,47
MNo clasificables 39,83

Font: Anuari 2007, INE
S’escull una persona a ’atzar de les persones actives:

a) Calcula la probabilitat que una persona activa estiga ocupada i la probabili-
tat que una persona activa estiga a |’atur.

b) Calcula la probabilitat que una persona es dedique al sector de la construccio
si se sap que forma part de la poblaci6 aturada.

c¢) Calcula la probabilitat que una persona activa estiga aturada i que es dedique
al sector de la construccio.

d) Quina relaci6 i quines diferéncies hi ha entre els dos apartats anteriors?

14) Saber aplicar la regla del produc-
te; resoldre problemes on convin-
ga aplicar-la.

Exercici 13

Una urna conté 10 boles verdes, 5 boles roges i 8 boles negres. S’extreuen 3 boles
aleatoriament de 1’urna. Calcula la probabilitat d’obtenir la seqiiéncia verda, roja,
negra en els segiients casos:

a) La bola extreta no es retorna a 1’urna.
b) La bola extreta es retorna a I’urna.
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1h) Saber aplicar la regla del produc-
te; resoldre problemes on convin-
ga aplicar-la.

Exercici 14

La taula segilient mostra un extracte de la taula d’empreses segons la seua condici6
juridica per estrats d’assalariats 1’any 2006.

Condicién juridica

Total Sociedades Sociedades Personas
anénimas de responsabi- fisicas
lidad limitada
TOTAL 3.174.393 117.441 992 668 1.791.126
Sin asalariados 1.616.883 25.286 267 857 1.202.750
De 1a 2 asalariados 8B81.748 19 908 28EES 448156
De 3 a 5 asalariados 3268.820 13.592 175,633 105600
De 6 a 9 asalariados 154.635 12,850 101.321 25636
De 10 a 19 asalariados 106.470 16958 72.061 7.501
De 20 a 49 asalariados 6B.725 16425 35.485 1495
De 50 a 99 asalariados 16.087 8082 7.006 0
De 100 a 199 asalariados 7.367 3326 3.023 0
De 200 a 499 asalariados 3908 1904 1.342 i}
De 500 a 999 asalariados 999 574 283 0
De 1.000 a 4999 asalariados 658 372 118 0
De 5.000 0 mas asalariados b 68 & 0

Font: Anuari 2007, INE

a) Calcula la probabilitat d’escollir dues empreses a I’atzar i que una siga una
societat anonima i 1’altra siga una persona fisica.

b) Calcula la probabilitat que, en escollir dues empreses a 1’atzar d’aquelles
que tenen més de 5.000 assalariats, una siga sa i 1’altra, sL.

17) Aplicar el teorema de la probabili-
tat total i el teorema de Bayes en les
situacions que ho requerisquen.

Exercici 15

En una ciutat castellonenca hi ha un 45 % de ciutadans de Castello, un 35 % de
ciutadans espanyols perd que no son de Castell6 i la resta son de la Unié Europea.
Se sap que un 20 % dels ciutadans de Castello tenen accions en borsa i un 15 %
dels ciutadans espanyols tamb¢ les tenen, mentre que inicament un 4 % dels ciu-
tadans de la Uni6 Europea també tenen accions.
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Calcula molt acuradament la probabilitat que, en escollir una persona a I’atzar de
les que viuen en I’esmentada ciutat, tinga accions en borsa. Justifica 1’s de les
formules que utilitzes.

17) Aplicar el teorema de la probabili-
tat total i el teorema de Bayes en les
situacions que ho requerisquen.

Exercici 16

Una empresa té dues seccions de fabricacio del seu producte. La seccié 1 produ-
eix el 60 % dels productes que I’empresa exporta a I’estranger. El 40 % restant el
produeix la seccid 2. D’altra banda, I’empresa coneix que la seccid 1 elabora un 4
% de productes defectuosos i la seccid 2 n’elabora un 8 %. Un client estranger ha
emés una queixa perque el producte que ha rebut és defectuos. Calcula la probabi-
litat que haja estat produit per la seccio 1.

17) Aplicar el teorema de la probabili-
tat total i el teorema de Bayes en les
situacions que ho requerisquen.

Exercici 17

La taula seglient mostra dades referents a la Comunitat Valenciana.

Poblacion a 1 de enero de 2006

Total Mujeres Extranjeros
(%) (%)
Comunitat Valenciana 4.806.908
Alicante/Alacant 1.783.555 49,9 20,1
Castellon/Castelld 559.761 49,7 139
Valencia/Valéncia 2.463.592 50.5 9.4
Font: INE

a) Calcula la probabilitat que en escollir una persona a I’atzar de la Comunitat
Valenciana siga dona.

b) S’ha escollit una persona a I’atzar de la Comunitat Valenciana i ha resultat
ser home. Calcula la probabilitat que siga de Castello.
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Ajudes

En aquest apartat es presentaran les ajudes que cal emprar en cas de ser necessari
a I’hora de resoldre els exercicis i problemes. Es convenient no fer un us excessiu
d’aquestes ajudes, ¢és a dir, que abans d’emprar 1’ajuda cal pensar el problema
almenys durant uns 10-15 minuts. Després es consultara 1’ajuda de tipus 1 1 s’in-
tentara resoldre 1’exercici amb aquesta ajuda. Si no ¢és possible resoldre’l, llavors
es consultara 1’ajuda de tipus 2; en darrer terme es consultara la solucio.

Ajudes de tipus 1

Exercici 2

Escriu diferents possibilitats d’una manera ordenada, per exemple: (1, 1); (1, 2), ...

Exercici 3

En primer lloc, cal calcular les mitjanes aritmetiques de la densitat, la poblacio i la
superficie. Després cal comparar-les amb les respectives de cada pais. D’aquesta
manera s’obtenen els paisos que formaran cada esdeveniment: A, B o C.

Exercici 4

Representa els esdeveniments graficament. Fixa’t en les interseccions a I’hora de
fer la representacio grafica.

Exercici 5

Reviseu ’exercici 4, car cal fer el mateix.
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Exercici 6

En aquest exercici cal, en primer lloc, identificar ’espai mostral i les diferents
particions d’aquest que es troben reflectides a la taula. Aixi, I’espai mostral esta
format per totes les persones adultes: 36.187,6. D’altra banda, estar actiu o, estar
inactiu i que no conste 1’estat d’activitat és una particié de I’espai mostral.

Exercici 7

Cal identificar I’espai mostral i la particié d’aquest. Recordeu que el fet que 0,55
+ 0,65 > 1 implica necessariament que hi haja persones amb dues nacionalitats, és
a dir, aspirants que son espanyols i americans.

Exercici 8

Cada esdeveniment elemental de I’espai mostral esta format pel mateix nombre
d’estudiants estrangers? La resposta a aquesta pregunta permet respondre a la pre-
gunta sobre si els esdeveniments elementals son igualment probables.

Exercici 9

Quin ¢és I’espai mostral de I’experiment? Quantes persones son dones? Quantes
persones pertanyen a cada seccid? La resposta a aquestes preguntes permetra re-
soldre els exercicis.

Exercici 10

Els apartats b i ¢ son probabilitats condicionades. Es poden fer els calculs dema-
nats utilitzant la definicié de probabilitat condicionada o calculant la probabilitat
directament.

Exercici 11

Els apartats b 1 ¢ son probabilitats condicionades. Es poden fer els calculs dema-
nats utilitzant la definicié de probabilitat condicionada o calculant la probabilitat
directament.
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Exercici 12

Els apartats b i ¢ son una probabilitat condicionada 1 una probabilitat d’una inter-
seccio.

Exercici 13

En aquest exercici es realitzen tres experiments consecutius: extraure tres boles
d’una urna. En els dos apartats es demana el mateix: la probabilitat que es done
verda la bola, roja la segona bola i negra la tercera bola. Una manera d’analitzar
el problema és mitjancant un diagrama d’arbre on les branques son probabilitats
condicionades.

Exercici 14

a) Reviseu I’ajuda de tipus 1 de I’exercici 13.

b) Cal tenir en comte que la probabilitat de les empreses possibles de ser esco-
llides és baixa en aquest cas.

Exercici 15

El problema demana la probabilitat de que, en escollir una persona a I’atzar de les
que viuen en la ciutat, tinga accions en borsa. Es evident, no obstant, que a I’hora
de fer el calcul probabilistic cal tenir en compte d’on €s cada persona, ja que no €s
el mateix que la persona escollida siga de Castelld, de la UE o espanyola. Feu un
dibuix per aclarir I’enunciat.

Exercici 16

En aquest exercici es parteix d’un esdeveniment que ja ha passat: un producte dels
exportats a I’estranger ha resultat ser defectuds. Es demana la probabilitat que
aquest producte haja estat fabricat per la seccid 1. Realitzar un grafic pot ajudar a
aclarir I’enunciat.
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Exercici 17

A D’apartat a convindria fer un diagrama d’arbre. Per a fer-lo, busca en primer lloc
una particié de I’espai mostral.

A I’apartat b cal tenir en compte que el problema ja ens dona una informacio: la
persona escollida ha estat home.

Ajudes de tipus 2

En aquest apartat es presentaran les ajudes que cal emprar en cas de ser necessari
a I’hora de resoldre els exercicis i problemes, després d” haver consultat 1’ajuda
de tipus 1.

Exercici 2

Reviseu I’ajuda de tipus 1.

Exercici 3

Simplement s’han d’anar aplicant les definicions dels conceptes d’unio, intersec-
ci6, complementari, etc. En tot cas, consulteu els exercicis anteriors.

Exercici 4

Representeu els successos de la seglient manera:

A
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Exercici 5

Reviseu I’ajuda de I’exercici anterior.

Exercici 6

AT’apartat b cal aplicar els axiomes de probabilitat: la probabilitat que se satisfaca
I’espai mostral E és 1, 1 la probabilitat d’esdeveniments disjunts ¢s igual a la suma
de les probabilitats de cadascun dels esdeveniments. Reviseu 1’ajuda de tipus 1.

Exercici 7

Cal relacionar la probabilitat de la uni6 amb la probabilitat de la interseccio dels
esdeveniments ser espanyol i ser america.

Exercici 8

Per a respondre a I’apartat ¢ cal buscar un experiment on cursar ESo 1 pertanyer al
grup 2 siguen esdeveniments.

Exercici 9

Reviseu I’ajuda de tipus 1.

Exercici 10

Reviseu I’ajuda de tipus 1.

Exercici 11

Reviseu I’ajuda de tipus 1.
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Exercici 12

El grafic segiient és un resum de la informacio pel que fa a les persones que treba-
llen en la construccid i estan actives.

ACTIVES

Constfuccio

Exercici 13

Cal aplicar la definicid de probabilitat condicionada de 1’esdeveniment segiient:
P(V1 NR2 N'N3)=P(N3/VI NR2)-P(VI NR2) =
P(N3/V1 NR2) - P(R2/V1) - P(V1)
On:
V1 = primera bola extreta és verda.

R2 = segona bola extreta és roja.
N3 = tercera bola extreta és negra.

Exercici 14

Reviseu 1’ajuda de tipus 1.

Exercici 15

Un dibuix que representa I’enunciat del problema pot ser:

C (45%) Es(35%) [U(15 %)
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On:
C = la persona escollida és de Castello.
Es = la persona escollida és espanyola, no de Castello.
U = la persona escollida és de la UE.
B = la persona escollida té accions en borsa.

Per a calcular la probabilitat de B cal emprar les probabilitats de BN C, BN Es i
BNU.

Exercici 16

Un dibuix que representa I’enunciat del problema pot ser:

S1(60%)

On:
S1 = el producte prové de la seccio 1.
S2 = el producte prové de la seccio 2.
D = el producte ¢és defectuos.

L’exercici mostra, intuitivament, el quocient:

que formalment és: P (S1/D).

Llavors, cal aplicar el teorema adequat que permeta obtindre la probabilitat que es
busca.

Exercici 17

Reviseu I’ajuda de tipus 1. També 1’ajuda de tipus 1 de I’exercici 16.
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Solucions

Exercici 1

Digues quines de les segiients situacions son governades per 1’atzar i quines no:

a) El resultat obtingut en llancar un dau.

b) Els ingressos d’una societat en un mes, producte de les aportacions mensuals
dels seus socis.

c¢) Els resultats obtinguts en una travessa.

d) Nombre de cares obtingudes en llangar dues-centes vegades una moneda.

e) Nombre de peces defectuoses que s’obtenen en extraure’n 20 d’una capsa en
que el 60 % son defectuoses.

/) Nombre de peces defectuoses que s’obtenen en extraure’n 20 d’una capsa en
que el 99,9 % son defectuoses.

g) Nombre de cridades telefoniques que rep una centraleta en 2 hores on, nor-
malment, se’n reben 50 per hora.

h) Distancia d’un planeta del sistema solar a la Terra en un instant de temps
determinat.

Solucio

a) Es clarament un experiment governat per ’atzar, ja que no se’n pot saber el
resultat amb total certesa.

b) Es un fenomen determinista; cada soci paga una quota i al final de cada mes
la societat té uns ingressos determinats.

¢) Es un experiment aleatori. No es poden predir amb total exactitud els signes
de la travessa.

d) Es aleatori, ja que en cada llangament no es pot saber si sortira cara o creu.

e) Es aleatori, perqué encara que siga més probable extraure peces defectuoses,
¢s possible extraure’n de no defectuoses.

f) Esta governat per 1’atzar per la mateixa ra6 que 1’apartat anterior. En aquest
cas €s més probable traure més peces defectuoses que en 1’apartat anterior
—n’hi ha més a la capsa—, perd pot ser que no se’n traga cap.

2) Es aleatori perqué, encara que normalment se’n reben 50, aquest fet no és
segur 1, en conseqliencia, no €s possible predir amb exactitud el nombre de
cridades.

h) Es determinat, ja que la posici6 dels planetes esta regulada per lleis fisiques.
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Exercici 2

Es considera I’experiment de llangar dos daus consecutivament i anotar-ne els
resultats:

a) Troba els diferents resultats de I’experiment (espai mostral).

b) Digues els esdeveniments elementals que formen I’esdeveniment compost:
A = la suma de les xifres és parell. Calcula el seu complementari 4 .

c¢) Digues els esdeveniments elementals que formen I’esdeveniment compost:
B =la suma de les xifres és senar. Calcula el seu complementari B .

d) Digues els esdeveniments elementals que formen I’esdeveniment compost:
C = la suma de les xifres és major que 5. Calcula el seu complementari C.

e) Calcula I’esdeveniment 4 — C.

/) Calcula I’esdeveniment 4 U C14 N C.

g) Calcula I’esdeveniment (4 U C) U (4 N O).

h) Calcula I’esdeveniment (4 N C) U (4 N C).

Solucid

Es considera I’experiment de llancar dos daus consecutivament i anotar-ne els re-
sultats:

a) L’espai mostral esta format pels possibles resultats de 1’experiment. Si en
aquest cas s’utilitza una notacid en forma de tupla, en que la primera xifra fa
referéncia al primer resultat del dau i la segona xifra al segon espai formal, és:

E={(1,1); (1,2); (1, 3); (1, 4); (1, 5); (1, 6);
(2, 1);(2,2);(2,3):(2,4); (2, 5); (2, 6);
(3, 1):(3,2);(3,3):(3,4): (3, 5); (3, 6);
(4, 1); (4,2); (4,3); (4,4); 4, 5); (4, 6);
(5,1); (5,2); (5, 3); (5, 4); (5, 5); (5, 6);
(6, 1); (6, 2); (6, 3); (6, 4); (6, 5); (6, 6)}

b) L’esdeveniment 4 = la suma de les seues xifres ¢és parell, és el mateix que
I’esdeveniment «les dues xifres son les dues parells» o «les dues senarsy.
Aleshores:

A={(1, 1); (1, 3); (1, 5); (2, 2); (2, 4); (2, 6); (3, 1); (3, 3);
(3, 5); (4, 2); (4, 4); (4, 6); (5, 1); (5, 3); (5, 5); (6, 2);
(6,4); (6, 6)}

Evidentment, el complementari de 4, esta format per tots aquells esdeveniments
de I’espai mostral £ que no éstan en 4:

A=E-A4={(1,2);(1,4); (1, 6); (2, 1); (2,3); (2,5); (3, 2);
(3,4); (3, 6); (4, 1); (4, 3); (4, 5); (5, 2); (5, 4);
(5, 6); (6, 1); (6, 3); (6, 5)}
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c) Es evident que els esdeveniments B i A sén iguals, ja que la suma de dos
nombres enters pot ser Unicament o parell o senar. Com que 4 és el succés
«la suma de les xifres és parell», llavors el complementari és B.

Aixi doncs:
B=A4 i B=A

d) Digues els esdeveniments elementals que formen 1’esdeveniment compost:
C = la suma de les xifres és major que 5. Calcula el seu complementari C.

El succés C = {(1, 5); (1, 6);
(2,4);(2,5); (2, 6);
(3,3); (3,4); (3, 5); (3, 6);
(4,2); (4,3); (4,4); (4,5); (4, 6);
(5, 1); (5, 2); (5, 3); (5, 4); (5, 5); (5, 6)
(6, 1); (6, 2); (6, 3); (6, 4); (6, 5); (6, 6)}

El succés C= {(1, 1); (1, 2); (1, 3); (1, 4);
(2, 1);(2,2); (2, 3);
(3, 1); (3, 2);
(4, D}

e) A— C esta format pels esdeveniments que estan en A i no estan en C. Es a dir:

A-C={(1, 1);(1,3); (1, 5); (2, 2); (2,4); (2, 6); (3, 1); (3, 3); (3, 5); (4, 2); (4, 4); (4,
6); (5, 1); (5, 3); (5, 5); (6, 2); (6, 4); (6, 6)§ — {(1, 5); (1, 6); (2, 4); (2, 5); (2, 6); (3,
3);: 3,4); (3, 5); (3, 6); (4, 2); (4, 3); (4, 4); (4, 5); (4, 6); (5, 1); (5, 2); (5, 3); (5, );
(5,5); (5, 6); (6, 1); (6, 2); (6, 3); (6, 4); (6, 5); (6, 6)} = {(1, 1); (1, 3); (2, 2); 3, 1)}

A-C={(1,1);(1,3);(2,2); 3, D}

f) Lesdeveniment A U C esta format pels esdeveniments que estan en 4 o bé
estan en C. Llavors:

AUC ={(1,1);(1,3);(2,2); 3, 1); (1, 5); (1, 6); (2, 4); (2, 5); (2, 6); 3, 3); (3, 4);
(3, 5); (3, 6); (4, 2); (4, 3); (4, 4); (4, 5); (4, 6); (5, 1); (5, 2); (5, 3); (5, 4); (5, 5);
(3, 6); (6, 1); (6, 2); (6, 3); (6, 4); (6, 5); (6, 6)}

L’esdeveniment 4 N C esta format pels esdeveniments que estan en 4 que també
estan en C. Llavors:

AN C={(1,5);(2,4);(2,6); (3,3); (3, 5); (4, 2); (4, 4); (4, 6); (5, 1); (5, 3); (5, 5);
(6, 2); (6, 4); (6, 6)}
g) Com que (4 N C) és un esdeveniment que esta inclos en (4 U C), llavors:

(AUC) U (ANC) =(AUC)
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h) Com que a la vegada 4 N C esta format pels esdeveniments elementals que
estanen Aien C,14 N C esta format pels esdeveniments elementals que

estan en 4 i no en C, aleshores (4 N C) U (4 N C ) esta format pels esdeve-
niments elementals que estan en A i estan o no estan en C és a dir, esta format
pels esdeveniments elementals que estan en A.

Exercici 3

La taula segiient mostra els paisos, la superficie, la poblacid i la densitat de pobla-
ci6 de la Uni6 Europea I’any 2007. Si es considera I’experiment triar un pais dels
que formen la Uni6 Europea, respon a les seglients qiiestions:

a) Identifica I’espai mostral de I’experiment.
b) Identifica els seglients esdeveniments:
1. A= {Tindre una densitat major que la mitjana aritmetica de les densitats
dels paisos que formen la UE}.
2. B = {Tindre una poblacié major que la mitjana aritmetica de les poblaci-
ons dels paisos que formen la UE}.
3. C = {Tindre una superficie major que la mitjana aritmetica de les pobla-
cions dels paisos que formen la UE}.
c¢) Identifica els esdeveniments segiients:
1. (AUB),(AUC)1(BUC).
2. (ANB),(ANC)i(BNCO).
d) Es cert A implica B? I que B implica A?
e) Troba un esdeveniment que implique B 1 un que implique A.
f) Calcula els esdeveniments A\B, C\B, B\C.

Espana vy la UE de los 27

Superficie Poblacion 2006 Densidad de
(km?) (miles) poblacion*
UE-27 4.309.289 492.852.4 114.4
Alemania 357.030 82.438,0 230.,9
Austria 83.871 8.265,9 98,6
Belgica 30.528 10511,4 344.3
Bulgaria 111.002 7.718,8 69,5
Chipre 5.695 766,4 134,6
Dinamarca 43.098 5.427,5 125,9
Eslovaquia 49.034 5389,2 109,9
Eslovenia 20273 2.003,4 98,8
Espana 505.990 43.758.,3 86.5
Estonia 43.698 1.344,7 30,8
Finlandia 338.145 5.255,6 15,5
Francia 543.965 62.886,2 115,6
Grecia 131.957 T1=126.2 84.3
Hungria 93.030 10.076,6 108.,3
Irlanda 69.797 4.209,0 60,3
Italia 301.336 58.751,7 195,0
Letonia 64.589 2.294,6 35,5
Lituania 65.300 3.403,3 52,1
Luxemburgo 2.586 459,5 177,77
Malta 315 404.,3 1-283.5
Paises Bajos 41.543 16.334,2 393,2
Polonia 312.685 38157, 1 122,0
Portugal 92.117 10.569,6 114,7
Reino Unido 243.069 60.393,1 248,5
Republica Checa 78.868 10.251,1 130,0
Rumania 238.391 21.610,2 90,7
Suecia 441.370 9.047.8 20,5
“Censcdad de poblacion: habitantes por km* Fuente: Eurostat
Font: INE
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Solucid

a) L’espai mostral de I’experiment esta format pel conjunt de paisos que for-
men la UE, ja que I’experiment consiteix en escollir-ne un.

Per la qual cosa, E ={Alemanya, Austria, Bélgica, Bulgaria, Xipre, Dinamarca,
Eslovaquia, Eslovénia, Espanya, Estonia, Finlandia, Franga, Grécia, Hongria, Ir-
landa, Italia, Letonia, Lituania, Luxemburg, Malta, Paisos Baixos, Polonia, Portu-
gal, Regne Unit, Republica Txeca, Romania, Suécia}

b)
1. A = {Tindre una densitat major que la mitjana aritmetica de les densitats
dels paisos que formen la UE}.
2. B = {Tindre una poblacié major que la mitjana aritmeética de les poblaci-
ons dels paisos que formen la UE}.
3. C = {Tindre una superficie major que la mitjana aritmetica de les pobla-
cions dels paisos que formen la UE}.

En primer lloc, cal calcular les mitjanes aritmeétiques de cada variable: poblacio,
superficie 1 densitat. La taula segiient mostra, a més d’aquests calculs, els paisos
que formen cada esdeveniment:

PAISOS UE SUPERF. |POBLACIO |DENSITAT
Finlandia 5.255,6 15,5
Suecia 9.047,8 20,5
Estonia 43.698,0 1.344,7 30,8
Letonia 64.589,0 2.294,6 35,5
Lituania 65.300,0 3.403,3 52,1
Irlanda 69.797,0 4.209,0 60,3
Bulgaria 111.002,0 7.718,8 69,5
Grecia 131.957,0 11.125,2 84,3
Espanya 86,5
Romania 90,7
Austria 83.871,0 8.265,9 98,6
Eslovenia 20.273,0 2.003,4 98,8
Hongria 93.030,0 10.076,6 108,3
Eslovaquia 49.034,0 5.389,2 109,9
Portugal 92.117,0 10.569,6 1147
Franca 115,6
Polonia 122,0
Dinamarca 43.098,0 5.427,5 125,9
Republica Txeca 78.868,0 10.251,1 130,0
Xipre 5.695,0 766,4 134,6
Luxemburg 2.586,0 459,5

Italia

Alemanya
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Regne Unit 243.069,0 60.393,1 248,5
Bélgica 30.528,0 10.511,4 344,3
Paisos Baixos 41.543,0 16.334,2 393,2
Malta 315,0 404,3 1.283,5
(03 B A
Mitjanes Aritmétiques | 159.603,0 18.253,8 169,5

En conseqii¢ncia:

A = {Luxemburg, Italia, Alemanya, Regne Unit, Belgica, Paisos Baixos, Malta}
B ={Espanya, Romania, Franca, Polonia, Italia, Alemanya, Regne Unit}

C ={Finlandia, Suécia, Espanya, Romania, Franca, Polonia, Italia, Alemanya, Regne
Unit}

c)
1. (AUB),(AUC)i(BUOQ).

(A U B) = {Luxemburg, Italia, Alemanya, Regne Unit, B¢lgica, Paisos
Baixos, Malta} U {Espanya, Romania, Franca, Polonia, Italia, Alema-
nya, Regne Unit} = {Luxemburg, Italia, Alemanya, Regne Unit, Bélgica,
Paisos Baixos, Malta, Espanya, Romania, Fran¢a, Polonia}

(A U C) = {Luxemburg, Italia, Alemanya, Regne Unit, B¢lgica, Paisos
Baixos, Malta} U {Finlandia, Suécia, Espanya, Romania, Fran¢a, Po-
lonia, Italia, Alemanya, Regne Unit} = {Luxemburg, Italia, Alemanya,
Regne Unit, Belgica, Paisos Baixos, Malta, Finlandia, Suécia, Espanya,
Romania, Franca}

(B U C) = {Espanya, Romania, Franca, Polonia, Italia, Alemanya, Regne
Unit} U {Finlandia, Suécia, Espanya, Romania, Franga, Polonia, Italia,
Alemanya, Regne Unit} = {Finlandia, Suécia, Espanya, Romania, Fran-
ca, Polonia, Italia, Alemanya, Regne Unit} = C

2. (ANB),(ANC) i(BNC).

A N B = {Italia, Alemanya, Regne Unit}

A N C = {Italia, Alemanya, Regne Unit}

B N C = {Espanya, Romania, Franga, Polonia, Italia, Alemanya, Regne
Unit} =B

d) A no implica B perqué no esta inclos en B. Es a dir, Pot donar-se A i no do-
nar-se B (per exemple si es dona I’esdeveniment elemental Malta).

Per la mateixa rad, B no esta inclos dintre de A i B no implica A.
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e) L’esdeveniment H = {Italia, Alemanya} implica B i també implica A. Si es
compleix H, llavors també es compleix en A1 B.

No obstant, ’esdeveniment L = {Malta, Bélgica} implica A pero no B.
/) A\B = {Luxemburg, Belgica, Paisos Baixos, Malta}

C\B = {Finlandia, Suecia}
B\C = {J}

Exercici 4

En una empresa de Castello treballen 200 persones. 80 saben parlar anglés, 110 sa-
ben francés i 60, alemany. 50 persones saben parlar francés i anglés, 35 saben parlar
francés i alemany i1 40 saben parlar anglés i alemany. A més a més, 30 treballadors
saben parlar els tres idiomes.

En aquestes condicions, contesta:
a) Quantes persones saben parlar inicament anglés?
b) Calcula la probabilitat que en escollir una persona a I’atzar de I’empresa
unicament sapia parlar anglés.

¢) Calcula la probabilitat que en escollir una persona a 1’atzar de I’empresa no
sapia parlar cap dels tres idiomes.

Solucid

a) Realitzant un grafic semblant a I’emprat en el problema 12:

Francés

Hi ha 20 persones que tnicament saben parlar anglés.
b) Emprant la nomenclatura de Laplace:

C ibles — 200 2
as08 posstbies => P (tinicament anglés) = 20 =0,10
Casos favorables — 20 200
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c) Comptant totes les persones que saben parlar almenys 1 idioma, és a dir,
sumant tots els nombres que hi ha dintre del grafic, 55+ 5+ 30+ 20+ 10 +
20+ 15 =155,

s’obté P(saber al menys 1 idioma) = % Per tant, utilitzant les propietats:

P(no saber cap idioma) = 1 — P(saber al menys 1 idioma) = 1- 155 _ % 0,225
200 200

Exercici 5

En un poble d’una provincia espanyola es va realitzar una enquesta per a conéixer
I’acceptacio de tres productes (A, B i C) als 450 veins que formen el cens del po-
ble. Aixi, hi havia 250 persones que comprarien el producte A, 250 persones que
comprarien el producte B i 250 persones que comprarien el C. A més a més, n’hi
havia 150 que comprarien els productes A i B, 160 que comprarien els productes
A1 C 1 140 que comprarien els productes B i C. Per tltim, 100 persones digueren
que comprarien els tres productes.

a) Si s’escull una persona completament a ’atzar de les persones empadrona-
des al poble, quina ¢és la probabilitat que no estigués interessada en comprar
cap dels tres productes?

b) Si s’escull una persona completament a 1’atzar de les persones empadrona-

des al poble, quina és la probabilitat que estigués interessada en comprar el
producte A o el producte B?

Solucid

a) Realitzant un grafic semblant a I’emprat en el problema 12:
A

60

T e N

C

Hi ha 400 persones que comprarien almenys un producte. Aleshores, n’hi ha 50

. 50 1
que no en comprarien cap — P(no comprar-ne cap) = 250 9
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b) En aquest exercici cal aplicar les propietats de la probabilitat. Aixi:

P(A U B) = P(A) + P(B) - P(A N B) =

250 N 250 150 350

= =Z=O,77777
450 450 450 450 9

Exercici 6

La taula segilient mostra els adults segons la relacié amb I’activitat en 2004.

a) Calcula la probabilitat que en escollir una persona adulta a I’atzar siga assa-

lariada.

b) Calcula la probabilitat que en escollir una persona adulta a ’atzar estiga
Inactiva, sense calcular el nombre de persones inactives.
c¢) Calcula la probabilitat que en escollir una persona a I’atzar siga assalariada

o inactiva.
d) Calcula la probabilitat que en escollir una persona a I’atzar siga inactiva o
jubilada.
e) Calcula la probabilitat que en escollir una persona a 1’atzar siga inactiva i
jubilada.
Numero da
personas
(miles)
TOTAL ADULTOS 36.167.5
Relacion con la actividad
ACTIVOS 19.067.4
Ocupados 171393
Asalariados ]
Empresarios 2.880,0
Parados 19280
INACTVOS T
Jubilados 6.477,6
Otros inactivos 1156734
NO CONSTA 0.2
Font: Anuari 2007 INE
Soluciod

a) Les persones ocupades es divideixen en la taula en assalariades i empresa-
ries. Com que hi ha 17.139,3 milers d’ocupats, dels quals 2.880 milers son
empresaris, llavors hi ha 14.259,3 milers.
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142593
36187,6

b) Calcula la probabilitat que enescollir una persona adulta a I’atzar estiga in-
activa, sense calcular el nombre de persones inactives.

Aleshores, P(escollir una persona assalariada) = =0,394

Calcularem en primer lloc les probabilitats segiients:

P 1li tiva) = 19067,4 _ 0,527
(escollir una persona activa 361876
* P(escollir una persona de qui no conste activitat) = —— =0,00191

36187,6

Per una altra part, en la taula una persona pot estar activa, inactiva o que no hi
conste la seua activitat. Aquests tres esdeveniments son disjunts i la seua unié for-
ma tot I’espai mostral (en aquest cas les persones adultes d’Espanya 1’any 2004).
Aplicant els axiomes de probabilitat:

P({escollir una persona activa} U {escollir una persona activa} U {escollir una
persona de qui no conste activitat}) = P(E) =1

Com que els esdeveniments son disjunts:

1 = P({escollir una persona activa} U {escollir una persona que inactiva} U
{escollir una persona de qui no conste activitat} )=

P({escollir una persona que activa}) + P({escollir una persona que inacti-
va}) + P({escollir una persona de qui no conste activitat}) =

0,527 +0,00191 + P({Escollir una persona estiga inactiva})
Es a dir: P({escollir una persona inactiva})=1 — 0,527 — 0,00191 = 0,47109

¢) Denotarem per A = escollir una persona a I’atzar i que siga assalariada.
I = escollir una persona a I’atzar i que siga inactiva.

El problema demana P(A U T) = P(A) + P(I) — P(A N T) = 0,394 + 0,47109 — 0 = 0,865.

d) Denotarem per J = escollir una persona a 1’atzar i que siga jubilada.
I = escollir una persona a ’atzar i que siga inactiva.

El problema demana P(J U I) = P(J) + P(I) - P(J N I).

Com que totes les persones jubilades son inactives, llavors J N I = J i, per tant,
PJUI)=PQJ)+PI)—-PJ)=PI)=0,47109.

e) Denotarem per J = escollir una persona a I’atzar i que siga jubilada.
I = escollir una persona a I’atzar i que siga inactiva.
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El problema demana P(J N I).

Com que totes les persones jubilades son inactives, llavors J N [ =] i, per tant,

b

547
PO NI)=PQJ)=

361876 14

Exercici 7

Es desitja cobrir un lloc de treball en una empresa. A la prova es presenten un 55 %
de ciutadans espanyols i un 65 % de ciutadans americans. Sabent que a la prova
es presenten persones amb les dues nacionalitats, calcula la probabilitat que, si
fos ’atzar qui decidira, la persona que guanyés el lloc de treball no tingués doble
nacionalitat.

Solucid

Denotarem per Es = ser espanyol; i de I’enunciat P(Es) = 0,55.
A = ser america; 1 de I’enunciat P(4) = 0,65.

Es demana P( Es) = 1 — P(Es). Com que tots els aspirant son espanyols, americans
o tenen les dues nacionalitats, llavors P(Es U 4) = 1.

Pero, per una altra part, P(Es U 4) = P(Es) + P(4) - P(Es N 4) =
1=0,55+0,65—-P(Es N A).
Per tant, P(Es N 4) = 0,55+ 0,65 -1=0,2.

Es a dir, la probabilitat de doble nacionalitat és 0,2.
Pertant, P(EsN A4)=1-P(EsNA4)=1-0,2=0,8.

Espanyol 0,35 America 0,45

Exercici 8

La taula mostra I’alumnat estranger classificat pel tipus d’ensenyament a Espanya
al llarg del curs 2004/2005. Aquest tipus d’ensenyament es poden classificar en
tres grups atenent a I’edat de I’alumne i al grau de maduresa. Aixi, el grup 1 esta
format pels ensenyaments d’educaci6 infantil, educaci6é primaria i educacid es-
pecial. El grup 2 per I’educaci6 secundaria obligatoria i pel batxillerat. El grup 3,
per la resta d’ensenyaments. Es considera I’experiment seleccionar aleatoriament
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un alumne estranger resident en Espanya 1’any 04/05 1 preguntar-1i a quin grup
pertany.

a) Quin és I’espai mostral d’aquest experiment? Els esdeveniments elementals
tenen la mateixa probabilitat de donar-se?

b) Calcula la probabilitat de cada esdeveniment elemental.

¢) Quina relacio hi ha entre la probabilitat del succés cursar Eso i el succés per-
tanyer al grup 2?

2004-05
TOTAL 45020
Educacion Infantil/ Preascolar £5.790
Educacion Primaria/ EG.B 1968.165
Educacion Especial 1572
ES.O 124.714
Bachilleratos 19.160
Formacidn Profesional 19.265
Ensenanzas Artisticas 1816
Ensenanzas de [diomas 8.7%
Ensenanzas Deportivas 15
No consta ensenanza (Ensenanzas Régimen General) 0

Fuente de informacion: Ministerio de Educacion y Ciencia.

Font: Anuari 2007, INE

Soluciod
a) Denotarem per G1 = pertanyer al grup 1.
G2 = pertanyer al grup 2.
G3 = pertanyer al grup 3.

L’espai mostral d’aquest experiment és {G1, G2, G3}.

Evidentment, els successos elementals no tenen la mateixa probabilitat de do-
nar-se, ja que no hi ha els mateixos alumnes en cada grup. Aixi doncs:

283.
by P(G1) = 253230 _ 6. 6017. PGy = 13874 _03133: p(G3) =
459.291 459.291
29.881 _ 065
459.291

¢) L’esdeveniment cursar Eso és un esdeveniment elemental de I’experiment
«seleccionar aleatoriament un alumne estranger resident en Espanya 1’any
04/05 1 preguntar-li quin ensenyament esta realitzant». [ 1’esdeveniment
pertanyer al grup 2 es pot considerar un esdeveniment compost d’aquest
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experiment. De manera que, si denotem per ESO = cursar Eso, llavors es
compleix Eso = G2 (kso esta inclos en G2).

Exercici 9

En una empresa, en el departament de recursos humans hi ha tres seccions. En la
primera seccio treballen 2 homes i1 3 dones, en la segona secci6 hi ha 2 dones i 1
home i en la tercera secci6 treballen 2 homes. L’empresa ha decidit nomenar una
persona d’aquelles que formen part del personal de recursos humans per a acomi-
adar un conjunt de treballadors. Si I’eleccié és completament aleatoria, calcula:

a) La probabilitat que la persona seleccionada siga un home. Calcula la proba-
bilitat que la persona seleccionada siga una dona.

b) La probabilitat que la persona escollida pertanga a cadascuna de les seccions.

c¢) Digues els esdeveniments elementals de I’experiment «seccid a que pertany
la persona encarregada de comunicar els acomiadaments» i calcula’n les
probabilitats.

Solucio
a) Aquest apartat s molt simple:

5 1 5
P(ser home) = — =— 1 P(serdona)= — =
10 2 10

N | —

b) De la mateixa manera que en el cas anterior:

1 2 1
P(seccio 1) = > 1 P(secci6 2) = £l P(secci6 3) = — =—
10 2 10 10 5

c) Els esdeveniments elementals d’aquest experiment, i que per tant formen
I’espai mostral, son:

E = {seccio 1, seccid 2, seccio 3}

Les probabilitats han sigut calculades a 1’apartat anterior. Com es pot comprovar,
aquest segon experiment no €és equiprobable.
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Exercici 10

La taula seglient mostra els adults segons la seua relaciéo amb 1’activitat en 2004.

Namero de
parsonas
{miles)

TOTALADULTOS 36.187,6

Relacion con la actividad

ACTIVOS 19.067 4
Ocupados 171303
Asalariados EETYT)
Emprasarios 28600
Parados 1.0280
INACTIVOS 17.061,0
Jubilados 5477,
Otros inactivos 1156734
NO CONSTA 60,2

Font: Anuari 2007, INE

a) Calcula la probabilitat que una persona adulta escollida a I’atzar de les que
apareixen en la taula siga empresaria.

b) Calcula la probabilitat que una persona adulta escollida a I’atzar siga empre-
saria si se sap que esta ocupada.

c¢) Calcula la probabilitat que una persona adulta escollida a 1’atzar d’entre les
persones actives siga empresaria.

d) Fes un diagrama d’arbre en que el node inicial siguen les persones ocupades.

Solucid

a) Denominarem Em = ser empresaria. El problema demana la probabilitat que
en escollir una persona a ’atzar d’entre els 36.187,6 milers que formen el
total d’adults en Espanya I’any 2004, siga empresaria.

o 2880,0
Aixi, aplicant Laplace: P(Em) = ———— =0,0796
36187,6

b) Denominem O = estar ocupada/at. El problema demana la probabilitat d’es-
collir una persona empresaria si se sap que esta ocupada. Es a dir, cal calcu-
lar P(Em/O).
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Hi ha dues maneres de fer aquest calcul:
1r metode

Com que hi ha 17.193,3 milers d’ocupats i d’aquests, hi ha 2880,0 milers d’empre-

saris, llavors P(Em/O) = =0,167.

17139,3

Cal notar que, en aquest cas, si E és I’espai mostral de 1’experiment «escollir una
persona a I’atzar de les adultes en Espanya 1’any 2004», s’ha considerat un nou
experiment, «escollir una persona a I’atzar de les adultes i ocupades en Espanya

I’any 2004», 1 un nou espai mostral format per E N O.

2n metode

Aquest metode consiteix a aplicar la definicié de probabilitat condicionada:

2880,0
p(Em0)~ PEMNO) _ P(Em) 361876 _ 28300 _
P(0) P(O) 171393 171393
36187,6

¢) Denominarem A = persona activa, i fem el mateix que en el cas anterior:

2880
19067,4

Fes un diagrama d’arbre en que el node inicial siguen les persones ocupades.

P(Em/A) = =0,151

Assalariades

P(A/O) = 0,832

P(E/O) =0,168 >
Empresaries
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Exercici 11

Tenint en compte les dades mostrades en la taula segiient, calcula:

a) La probabilitat que una empresa escollida a I’atzar d’entre les de Catalunya
1 la Comunitat Valenciana siga de Castello.

b) La probabilitat que una empresa escollida a 1’atzar siga d’Alacant si se sap
que ’empresa ¢és de la Comunitat Valenciana.

c) La probabilitat que una empresa escollida a I’atzar siga catalana i de Lleida.

d) Si se sap que I’empresa és catalana, quina ¢és la probabilitat que siga de Lleida?

Nimerode  Empleo y paro. 2006

Empresas.
2006 Ocupados Tasade  Tasade
(miles) actividad  paro
(%) (%)
30K U 111 R 77 S Catalui
LY A Y 620 61 Barcelona
11169 W2 663 66 Girona
3 966 6 83 63 Lleda
62,609 s 60 63 Tarragona
Mo W N 84 Comunitat Valenciana
133,016 nes %9 96 Alcante/Alacant
KN 596 60 6 Castelln Castell
e 63 601 8 ValenciaNValenci

Font: Anuari 2007, INE

Solucid

a) Denominem C = ser de Castelld. La probabilitat és molt senzilla de calcular:

PC)= 274 _ 041
972032

b) Denotem A = ser d’Alacant, i CV = ser de la Comunitat Valenciana.

133016

P(ANCY) P(4) 972032 _ 133016

P(CV)  P(O) 348692 348692
972032

¢) Denotem Ca = ser de Catalunya, i LL = ser de Lleida
El problema demana P(Ca N LL) =P(Ca/LL) - P(LL)=1-P(LL) =

b

El problema demana P(A/CV) =

33956
972032

=0,034.
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Fent el calcul d’una manera diferent:

33956 578340 33956 _ 0.034
578340972032 972032

Pero, com que LL = Ca (LL N Ca), s’hagués pogut fer el calcul directament:

P(Can LL)=P(LL/Ca) - P(Ca) =

P(Ca N LL)=P(LL)= =220 _ 0034
972032

d) En aquest cas demana una probabilitat condicionada. Cal fer el calcul directe
emprant I’espai mostral E M Ca (Reviseu I’exercici 26).

33956

=0,0587
578430

P(LL/Ca) =

Exercici 12

La taula seglient mostra un extracte dels resultats nacionals d’activitat, treball 1
atur I’any 2006. Les dades vénen donades en percentatges. A més a més, se sap
que 17.412 milers de persones formen la poblacio activa, de les quals 14.689 estan

ocupades.

Actius per sectors economics, 2006

PORCENTAJE
Agricultura,

silvicultura, caza y pesca 4,80
Industria (sin construccion) 15,93
Construccion 12,53
Servicios 63,36
Mo clasificables 339

Ocupats per sectors economics, 2006

PORCENTAJE
Agricultura,

silvicultura, caza y pesca 4,75
Industria (sin construccion) 16,87
Construccion 12,88
Servicios 65,67
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Aturats per sectors economics, 2006

Agricultura,

silvicultura, caza y pesca 4,94
Industria {sin construccion) 7,98
Construccian 8,80
Servicios 38,47
Mo clasificables 39,83

Font: Anuari 2007, INE
] H : .
S’escull una persona a I’atzar de les persones actives:

a) Calcula la probabilitat que una persona activa estiga ocupada i la probabili-
tat que una persona activa estiga a |’atur.

b) Calcula la probabilitat que una persona es dedique al sector de la construccid
si se sap que forma part de la poblacié aturada.

c¢) Calcula la probabilitat que una persona activa estiga aturada i que es dedique
al sector de la construccio.

d) Quina relacid i quines diferéncies hi ha entre els dos apartats anteriors?

Solucid

a) La poblacié activa esta formada per 17.412 milers de persones, de les quals
n’hi ha 14.689 milers ocupades i 2.723 milers a I’atur. En conseqii¢ncia:

P(est t)—@—0844'P( tar a I’at )—£—0156
cstar ocupa 17412 , 1 csStar a 1 atur 17412 ,

b) L’exercici demana una probabilitat condicionada. Aixi la informacié que es
coneix €s que la persona esta aturada. Llavors, es busca:

P(dedicar-se sector construccié / la persona esta aturada) = 0,088

Cal notar que en aquest cas es consideren Uinicament les persones que estan atura-
des i, d’aquestes, es busquen aquelles que es dediquen al sector de la construccio.

¢) Es demana la probabilitat seglient:

P(la persona estiga aturada N es dedique al sector de la construccid) =

P(es dedique al sector de la construccid / la persona estiga aturada) - P(la persona
estiga aturada) = 0,088 - 0,156 =0,0137

La igualtat és conseqiiéncia de la definicié de probabilitat condicionada.

d) ATl apartat b la persona €s escollida unicament d’aquelles que estan a I’atur
(de color gris) 1 es calcula la probabilitat que es dedique a la construccid
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(zona rosa de dins la secci6 d’el-lipse que esta dins de les persones aturades),
mentre que en I’apartat ¢ la persona s’escull d’aquelles que estan actives
(tot el rectangle) i es calcula la probabiltat que estiga aturat i es dedique a la
construccid (zona rosa de dins la secci6 d’el-lipse que esta dins de les perso-
nes aturades).

Graficament:

ACTIVES

En el primer cas b:

En el segon cas c:

'

Exercici 13

Una urna conté 10 boles verdes, 5 boles roges 1 8 boles negres. S extreuen 3 boles
aleatoriament de I’urna. Calcula la probabilitat d’obtenir la seqiiencia verda, roja,
negra en els segiients casos:

a) La bola extreta no es retorna a 1’urna.
b) La bola extreta es retorna a I’urna.

Solucio
a) Definim V1 = primera bola extreta és verda.

R2 = segona bola extreta és roja.
N3 = tercera bola extreta €s negra.

El problema demana P(V1 M R2 N N3).
Aplicant la definicié de probabilitat condicionada, aquesta probabiltat es calcula:

P (VI NR2NN3)=P(N3/VI NR2)-P(VI NR2) =
P(N3/V1 N R2) - P(R2/V1) - P(V1) =

10
1.P(V]) = >3 ja que en ’urna hi ha 23 boles, de les quals 10 son verdes.
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5
2.P(R2/V1)= 5 jaque en I’'urna queden 22 boles —se n’ha extret una verda—,

de les quals 5 son roges.

3.P(N3/VINR2)= % ,jaque en I’'urna queden 21 boles —se n’han extret una

verda 1 una roja—, de les quals 8 son negres.

Aixo f: 05 8 0,0376

i P =0, .

3 2 2

Aquest exercici es podria fer també en un diagrama d’arbre, el qual aclareix nota-

blement la informacio:

R3
R2 V3
N3
etc.
R3
4
V3

P(N3/R2N V1) =2

N3  >P(VINR2MNN3) =

10 .5 8
etc. 23 22 21

R3

V3

N3

R3
R2 V3
‘L N1 V2 N3

etc.
N2
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El diagrama mostra el «cami» que permet obtenir la probabilitat demanada em-
prant el diagrama d’arbre.

b) L'tnica diferéncia d’aquest exercici respecte de I’anterior és que la bola ex-
treta es retorna a I’urna. Aquest fet implica que cada vegada que s’extreu una

bola la composici6 de I’urna no varia. Per tant:

P(VI NR2NN3)=P(N3/VINR2)- P(VINR2)=
P(N3/VI N R2) - P(R2/V1) - P(V])=

10
1. P(V1) = >3 ja que en I'urna hi ha 23 boles, de les quals 10 sén Verdes.
5
2. P(R2/V1) = >3 ja que en I'urna queden 23 boles, de les quals 5 son roges.

8
3. P(N3/ VI NR2) = 53’ ja que en I'urna queden 23 boles, de les quals 8 son

negres.
0.5 8 =0,0328
23 23 23 ’

El diagrama d’arbre que sortiria és semblant a 1’anterior, perd canviarien les pro-
babilitats.

Exercici 14

La taula segiient mostra un extracte de la taula d’empreses segons la seua condicid
juridica per estrats d’assalariats 1’any 2006.

Condicién juridica

Total Sociedades Sociedades Personas
anénimas de responsabi- fisicas
lidad limitada
TOTAL 3.174.393 117.441 992 668 1.791.126
Sin asalariados 1.616.883 25.286 267 857 1.202.750
De 1a 2 asalariados 8B81.748 19 908 328.666 448.166
De 3 a 5 asalariados 328.820 13.592 175,633 105,500
De 6 a 9 asalariados 154.635 12,850 101.321 25636
De 10 a 19 asalariados 106.470 16958 72.061 7.501
De 20 a 49 asalariados 6B.725 16425 35.485 1495
De 50 a 99 asalariados 16.087 8082 7.006 0
De 100 a 199 asalariados 7.367 3326 3.023 0
De 200 a 499 asalariados 3908 1904 1.342 i}
De 500 a 999 asalariados 999 574 283 0
De 1.000 a 4999 asalariados 658 372 118 0
De 5.000 0 mas asalariados b 68 & 0
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a) Calcula la probabilitat d’escollir dues empreses a I’atzar i que una siga una
societat anonima i 1’altra siga una persona fisica.

b) Calcula la probabilitat que, en escollir dues empreses a 1’atzar d’aquelles
que tenen més de 5.000 assalariats, una siga sa i ’altra, sL.

Solucid

a) Denotem sai = la i-¢ssima empresa escollida és una sa.
pri = la i-¢ssima empresa escollida és una persona fisica.

Es demana la P(una empresa siga sa M una altra empresa siga pF) =
P(sal N pr2 U prl M sa2) = P(sal N pr2) + P(pFl N sA2) =

Els esdeveniments son tots disjunts, és a dir, sal M pr2 és disjunt amb sa2 M prl.

Dr’altra banda, com que el nombre total d’empreses d’entre les que se n’escolliran
dos és molt gran (3.174.393), llavors es pot considerar que les empreses escollides
en una seleccid no es tenen en compte en les segiients seleccions. Per tant, P(sal
M pr2) = P(pFl1 M sa2) = P(prl) - P(sal) =

o 7L IPNZ6 ) ) 03699 - 056424 = 0.0417
T 3174393 3174393 ° ’ o

b) Denotem sai = la i-€ssima empresa escollida és una sa.
sLi = la i-éssima empresa escollida és una persona fisica.

Es demana la P(una empresa siga sa M una altra empresa siga sL) =

P(sal N'st2 U sl Msa2)=P(sal M sL2) + P(sL1 N sa2) =

Els esdeveniments son tots disjunts, és a dir sal M sL2 és disjunt amb sa2 M sL1.
D’altra banda, en aquest cas el nombre total d’empreses que formen la poblacio de
I’exercici, empreses d’entre les quals se n’escolliran dos, €s petit (93), aixi és que

no es pot suposar el mateix que a I’apartat anterior, €s a dir, no es pot suposar que
la independeéncia dels escolliments. Aixi:

5 68
P(sal M sL2)=P(sL2/sal) - P(sal) = % 93 2139 P(sL1 N sa2) =P(sa2/sL1)
68 5 &
PELD =95 93 T 2139
) 85 10
Aixo fa: =0,0775.

=+ =
2139 2139 129
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Norta
Si en aquest cas s’hagués suposat la independéncia, aleshores:

8
=0,0786218.

P(sal Mst2 UsLl N sa2)=2-P(sal) - P(sLl) = % . g

L’error seria inferior a 0,01, no seria molta la diferéncia.

Exercici 15

En una ciutat castellonenca hi ha un 45 % de ciutadans de Castello, un 35 % de
ciutadans espanyols pero que no soén de Castelld i la resta son de la Unio Europea.
Se sap que un 20 % dels ciutadans de Castelld tenen accions en borsa i un 15 %
dels ciutadans espanyols també les tenen, mentre que Unicament un 4 % dels ciu-
tadans de la Unid Europea també tenen accions.

Calcula molt acuradament la probabilitat que en escollir una persona a I’atzar de
les que viuen en ’esmentada ciutat, tinga accions en borsa. Justifica I’is de les
formules que utilitzes.

Denotem per C = la persona escollida és de Castello.
Es = la persona escollida és espanyola, pero no de Castello.
U = la persona escollida és de la UE.
B = la persona escollida té accions en borsa.

El problema demana la probabilitat que una persona, en escollir-la a 1’atzar d’en-
tre les que viuen en la ciutat, tinga accions en borsa. Es evident, no obstant, que a
I’hora de realitzar el calcul probabilistic cal tenir en compte d’on és cada persona,
ja que no és el mateix que la persona escollida siga de Castelld que de la UE o es-
panyola. El seglient dibuix esquematic ho manifesta graficament:

C (45 %) Es (35 %) U (15 %)

La diferent amplaria de la representaci6 de I’esdeveniment B correspon al fet que
hi ha un 20 % de les persones de Castelld que tenen accions, un 15 % dels espa-
nyols que tenen accions i tan sols un 4 % dels de la UE que en tenen. Es a dir:

P(B/C) = 0,2

P(B/Es) = 0,15
P(B/U) = 0,04
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Una vegada analitzat amb cura 1’enunciat del problema, és evident que per a cal-
cular el que es demana cal aplicar el teorema de la probabilitat total, ja que, com
s’observa al grafic, la probabilitat del succés B es pot obtenir sumant les probabi-
litats BN C,BNEsiBNU.

Cal recordar que per aplicar el teorema de la probabilitat total s’han de conéi-
xer les probabilitats condicionades d’un esdeveniment vers una particio de 1’espai
mostral 1 les probabilitats de cada esdeveniment que forma la particio.

En el nostre cas, I’espai mostral E esta format per tots els ciutadans de la ciutat
Castello i la partici6 esta formada pels esdeveniments C, Es 1 U, llavors:

« E=CUEsUU
« BsSNC=N,UNEs=N;UNC=nN

Per tant, aplicant el teorema:

PB)=PBNCUBNESUBNU)=PBNC)+PBNEs)+PBNU)=
P(B/C) - P(C) + P(B/Es) - P(Es) + P(B/U) - P(U)=0,2 - 0,45 + 0,15 - 0,35+ 0,2 -
0.04 = 0,1505.

Norta

Aquest problema, una vegada s’ha observat la necessitat d’emprar el teorema
de la probabilitat total —s’observa una possible particid de ’espai mostral i es
coneixen les probabilitats condicionades vers aquesta particid—, també es pot
raonar emprant un arbre. De fet, sol ser la técnica més habitual a 1’hora de fer
aquest tipus d’exercicis.

Aixi:
0,2 B P8 C)=P®B/C)- P(C) =02 045
C 4 E
0,45
0,15 B PB ) Es) = P(B/Es) - P(Es) = 0,15 - 035
0,35
’ Es B
0.85 B
v 0,04 B P(B n U)=P@B/U)-P(U)=0,04-0,2
v 0.96 -
- B
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Exercici 16

Una empresa té dues seccions de fabricacio6 del seu producte. La seccio 1 produeix
el 60 % dels productes que exporta I’empresa a I’estranger. E1 40 % restant el pro-
dueix la seccid 2. D’altra banda, I’empresa coneix que la secci6 1 elabora un 4 %
de productes defectuosos i la secci6 2 n’elabora 8 %. Un client estranger ha emés
una queixa perque el producte que ha rebut és defectuds. Calcula la probabilitat
que haja estat produit per la seccio 1.

En aquest exercici es parteix d’un esdeveniment que ja ha passat: un producte dels
exportats a I’estranger ha resultat ser defectuds. Es demana la probabilitat que aquest
producte haja estat fabricat per la seccio 1. Es evident que la secci6 1 fabrica més
productes que la 2, perod també és cert que en produeix menys de defectuosos.

Denotem per S1 = el producte prové de la seccio 1.
S2 = el producte prové de la seccio 2.
D = el producte és defectuos.

Amb aquesta notacio, el grafic segiient resumeix les caracteristiques més relle-
vants de I’enunciat:

S1 (60 %)

Y

A més a més que es dedueix que P(D/S1) = 0,04 1 que P(D/S2) =0,08.

L’enunciat demana la probabilitat de que, si s’ha donat un producte defectuds,
aquest s’haja produit a la seccid 1. Intuitivament, cal fer el segiient quocient:
i . P(SIN D)
1 formalment es busca P(S1/D) = —————
- P(D)

Es a dir, el problema ¢€s una clara aplicacio del teorema de Bayes. A més a més, es
coneix una particié de I’espai mostral E ={peces fabricades per I’empresa que son

exportades a I’estranger} formada per S1 1 S2:

« E=S1US2
e SINS2=¢Y

Per tant, aplicant el teorema de Bayes:
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P(SIND)  P(D/SN-P(S)) P(D/S1) - P(S1) ~
P(D)  P(SIND)+P(S2ND) P(D/S1)- P(S1)+P(D/S2)- P(S2)

_0,04:06

10,04-0,6 +0,08 - 0.4

P(S1/D) =

= 0,4286

Nota

Per a calcular la P(D) s’ha aplicat el teorema de la probabilitat total. Cal dir que
en aquest cas també és possible realitzar el diagrama d’arbre del problema, el
qual facilita la comprensio de 1’enunciat.

@
S

0,6

0,4 ;
S2
92

S

Exercici 17

La taula segilient mostra dades referents a la Comunitat Valenciana.

Poblacion a 1 de enero de 2006

Total Mujeres Extranjeros
(%) (%)
Comunitat Valenciana 4.806.908
Alicante/Alacant 1.783.555 49,9 20,1
Castellon/Castelld 559.761 49,7 139
Valencia/Valéncia 2.463.592 50.5 9.4
Font: INE

a) Calcula la probabilitat que en escollir una persona a 1’atzar de la Comunitat
Valenciana siga dona.

b) S’ha escollit una persona a I’atzar de la Comunitat Valenciana i ha resultat
ser home. Calcula la probabilitat que siga de Castello.
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Solucid

a) Denotem per C = la persona escollida és de Castello.
A = la persona escollida és de Valencia.
V = la persona escollida és d’ Alacant.
D = la persona escollida és dona.

De la taula es poden conéixer les probabilitats dels tres esdeveniments primers:

SS9T61 _ s peyyo 2363592 oo 1783555
4806908 V)~ 2806908~ © ’

PO)= 4806908

L’enunciat demana P(D), que directament no es pot calcular. Pero, com que es co-
neixen les probabilitats condicionades P(D/A) = 0,499, P(D/C) = 0,497 i P(D/V)
= 0,505, 1 els esdeveniments {V, A, C} sén una particié de 1’espai mostral E =
{escollir una persona a ’atzar de la CV}, llavors es pot aplicar el teorema de la
probabilitat total.

Fem en primer lloc I’arbre per a aclarir I’enunciat:

P (DNC) =P(D/C) - P(C) = 0,497 - 0,116
0,497 D ( ) =P(D/C) - P(C)
0,50 —
C < D
0,116
P D =P(D - P = . 12
0,505 D (D NV)=PD/V)-P(V)=0,505-0,5
0,512
v 0,495 —
D
0371 P (D NA)=P(D/A) - P(A) = 0,499 - 0,371
0,499 D

|

0,50

D’a¢i s’obté:

P(D) = P(D/C) - P(C) + P(D/A) - P(A) + P(D/V) - P(V) = 0,497 - 0,116 + 0,505 -
0,512 + 0,499 - 0,371 = 0,501

b) En aquest cas se sap que s’ha escollit un home, aquest esdeveniment ha suc-
ceit. Es demana la probabilitat que aquest siga de Castell6. Formalment, es

demana la P(C/D ).
Aplicant la definicié de probabilitat condicionada: P(C/ B) = %
Pero pel que s’ha comentat a I’apartat anterior es pot aplicar el teorema de Bayes.

Aixi:
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P(CND) _P(D/C)-P(C) 0503-0,116
P(D) P(D) 0,499

P(C/D)= = 0,1169

D’onP(D)= 1P(D)=1-0,501 = 0,499.
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UNITAT 2

Variables aleatories
discretes. Models
de probabilitat discrets






Introduccid teorica

En la unitat anterior s’han tractat diverses qiiestions relatives a la probabilitat.
Aixi, donat un experiment aleatori, es determinaven les probabilitats de 1’ocur-
réncia de cadascun dels esdeveniments. Per a fer-ne els calculs, calia conéixer les
caracteristiques basiques de 1I’experiment 1 aplicar els axiomes 1 les propietats de
la probabilitat.

El coneixement d’estudis probabilistics pel que fa a experiments semblants als
que s’expliquen, permetia intuir els calculs de les probabilitats de I’experiment en
quiestio. Per exemple, els experiments «llangar una moneda equilibrada i observar
el resultat 1 extreure una bola d’una urna amb tres boles, dues verdes i una roja, 1
observar-ne el color de la bola extreta» son molt semblants, pero el que s’ha es-
tudiat al capitol anterior tan sols es poden utilitzar els calculs de probabilitats del
primer com un exemple per a realitzar els calculs en el segon.

D’altra banda, és evident que els dos experiments tenen caracteristiques molt sem-
blants des del punt de vista de la probabilitat:

* Son aleatoris.
* Tenen dos resultats possibles (C,*) 1 (Verd, Roig)
* Les probabilitats de cada succés elemental son P(succés 1) =p, 1 P(succés 2)

! 1

. 1 2 2 1
P(C)=—,iP(H)=1-==—
©) 5 ) 5

% P(verd) 3’ 1 P(roig) =1 33
Aixi, els dos experiments segueixen un mateix «patré» en la distribuci6 de proba-
bilitats vers els successos elementals —coneguda la probabilitat de I’esdeveniment
elemental, la probabilitat de 1’altre és 1 menys la probabilitat del primer—, és a dir,
tots dos segueixen el mateix model de probabilitat. Cal dir que existeixen molts
experiments que no segueixen aquest patro, com per exemple llangar un dau equi-
librat 1 observar-ne el resultat.

Al llarg del capitol s’estudiaran conceptes com la variable aleatoria, la funcié de
probabilitat, la funcidé de quantia, la funcié de distribucid, la distribucié de proba-
bilitat, etc., els quals permeten assignar cada experiment a un model de probabi-
litat. També es presentaran els principals models de probabilitat: el de Bernouilli,
el binomial, el de Poisson, I'uniforme, 1’exponencial i el normal. Per a finalitzar
s’introduira el teorema central del limit com una de les aplicacions més importants
de la distribuci6 normal.
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De I’experiment al model

Hi ha nombrosos experiments aleatoris que tenen caracteristiques intrinseques
comunes des del punt de vista de la probabilitat, malgrat que els seus resultats 1
posteriors conseqiiéncies siguen diferents.

Es presenten dos experiments:

Exp. I: llangar 15 vegades una moneda equilibrada i calcular la probabilitat
d’obtindre 8 cares en els 15 llangaments.

Exp. 2: triar a I’atzar 8 persones d’una mostra de 15 persones 1 calcular la pro-
babilitat que les 8 siguen consumidores d’un determinat producte.

S’observa que en ambdos casos es realitzen 15 experiments consecutius 1 inde-
pendents els uns dels altres. El resultat de cadascun d’aquests 15 experiments té
dues uniques possibles opcions: en el primer, «Cara» o «Creuy» 1 en el segon, «ser
consumidor del producte» o «no ser consumidor el producte». A més, de la ma-
teixa manera que la probabilitat d’obtindre cara en el primer experiment és 0,5
(la moneda és equilibrada), en el segon experiment és segur que ha d’existir una
probabilitat p que una persona triada a I’atzar de la mostra siga consumidora del
producte.

Per tant, es pot dir que ambdos experiments segueixen un mateix patrd, ambdos
poden modelar-se per la mateixa distribucio de probabilitat. Explicarem el signi-
ficat d’aco ultim per mitja d’un exemple:

Variables aleatories. Estudi de la seua distribucio

Allo que es pretén amb 1’s de variables aleatories és transformar 1’estudi dels ex-
periments per facilitar-ne la comprensio 1 la recerca del model de probabilitat que
segueix. Aixi, basicament, les variables aleatories son funcions o relacions que
assignen un nombre real a cada esdeveniment elemental d’un experiment aleatori.
Aquest fet provoca una equivaléncia entre 1’espai mostral 1 el conjunt numeric
producte de les assignacions.

Aixi doncs, s’anomena variable aleatoria aquella funcidé que assigna un nombre a
cada esdeveniment elemental de I’espai mostral. Es adir, si E és I’espai mostral, X
¢€s una variable aleatoria si €s una funci6 que associa a cada esdeveniment elemen-
tal s de E un nombre X(s). Al conjunt format per tots els possibles valors que pren
la variable aleatoria se ’anomena rang (R) de la variable aleatoria.

D’altra banda, donada una variable aleatoria X 1 un subconjunt R del rang de X, la
probabilitat de R _ve donada per la probabilitat que es done el conjunt format pels
esdeveniments elementals A, els quals tenen per imatge de X, R , és a dir, X(A) =R .
Els segiients exemples aclareixen aquestes qiiestions.
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Tipus de variables aleatories

De la mateixa manera que ocorria en les variables estadistiques estudiades en el bloc
referent a estadistica descriptiva, les variables aleatories es poden classificar en discre-
tes o continues.

Les variables aleatories discretes poden assumir tan sols certs valors, amb fre-
qiiencia nombres enters, 1 resulten fonamentalment del recompte. La variable «re-
sultat obtingut en llancar un dau» €s discreta i els possibles valors que pot prendre
son {1, 2, 3,4, 51 6}. També el nombre de cridades que rep una familia en una
hora, el nombre de vaixells que arriben a un port o el nombre de clients que tenen
les empreses ceramiques son exemples de variables aleatories discretes.

Variables aleatories discretes

Com s’ha definit amb anterioritat, una variable aleatoria és discreta si inicament
pot prendre un nimero finit de valors reals o, com a maxim, un conjunt numerable.
Per tant, en aquest tipus de distribucions té sentit calcular la probabilitat de que
la variable aleatoria prenga un valor concret. Intuitivament pareix clar, perque en
I’assignacio de probabilitats s’ha de repartir 1 entre un conjunt finit o numerable
de valors.

Funcio de probabilitat

En les variables aleatories discretes es defineix una funcid, denominada funcio de
probabilitat, que associa a cada valor de la variable aleatoria la seua probabilitat.
Per una altra part, com que se sol representar per X (en majuiscules) la variable
aleatoria i per x (en minuscules) el valor que pren, es pot definir la funci6 de pro-
babilitat amb aquesta notacio: f(x) = P(X = x).

Nota

Cal notar que les distribucions de probabilitat discretes es representen de la ma-
teixa manera que les variables estadistiques en que les dades no s’agrupen. En
tots dos casos s’empra un diagrama de barres. En les variables estadistiques es
representa la freqiiéncia relativa (o I’absoluta) i en les variables aleatories dis-
cretes, la probabilitat.

@ P. Juan Verdoy [ M. J. Beltrdn [ M. J. Peris - ISBN: 978-84-697-1551-2 83 Problemes resolts de probabiltat | inferéncia aplicats a les ciéncies socials - UJI - DOI: http://dx.doi.org/10.6035/Sapientiad5



Funci6 de distribucid

La funcio de distribucidé d’una variable aleatoria té el mateix significat que la fre-
qiencia relativa acumulada de les distribucions estadistiques descriptives. Aixi,
donada una distribucio estadistica discreta X en que a és un valor numeric, es
defineix la funcio6 de distribucid F(a) com la probabilitat que la variable aleatoria
X no prenga un valor superior a a. Es a dir:

F(a)=P(Xs a)= )P0 = f()

Propietats

* La funcié de distribucié es caracteritza per ser creixent, és a dir: si
x, zx, > F(x)=F(x,).

s F(-%)=P(X =-»)=0, ja que cap valor de la variable aleatoria pot ser
menor que menys infinit.

¢ F(+%)=P(X = +x) =1, ja que tots els valors de la variable aleatoria son
menors que més infinit.

. P(a<Xsb)=P(Xsb)—P(Xsa)=F(b)—F(a)=if(x).

Per exemple, si una variable aleatoria pren els valors {1, 2, 3, 5}, llavors
P(2< X <5) =F(5)—F(2) =P(X =5) + P(X = 4) + P(X = 3).

Esperanca i variancia d’una variable aleatoria discreta

De la mateixa manera que ocorria amb les variables estadistiques, en qué es de-
finien estadistics per a caracteritzar i, en certa manera, resumir la informacié de
les dades, en les variables aleatories també és possible definir estadistics amb el
mateix proposit. En aquest cas sintetitzen la informacio6 de la distribucié de proba-
bilitat de les variables aleatories que representen.

Valor esperat o esperan¢a matematica

Donada X una variable aleatoria, 1’esperanga matematica pot considerar-se com
el valor esperat al realitzar I’experiment, el valor central de la distribucié de pro-
babilitats. Es calcula multiplicant cada valor de la variable aleatoria per la seua

probabilitat.

Aixi, si X €s una variable aleatoria discreta que pren els valors {x, x,, ..., X _} 1 f(x)
¢s la funcid de probabilitat associada, I’esperanca de X:
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W= EQX) =, ) oy ) ) e fls) = D)

De la definici6 del valor esperat també se’n pot deduir una altra definicié equiva-
lent. Aixi, I’esperanca d’una variable aleatoria discreta és la mitjana ponderada
de tots els possibles resultats on els pesos son les probabilitats respectives dels
resultats.

Variancia

Donada X una variable aleatoria, en termes de probabilitat la variancia pot consi-
derar-se com una mesura de la dispersio6 dels valors respecte del valor esperat. Es a
dir, conceptualment és el mateix que el que es calcula en 1’estadistica descriptiva.
Es calcula cercant la mitjana aritmética del quadrat de les desviacions respecte de
I’esperanca.

Aixi, si X €s una variable aleatoria discreta que pren els valors {x, X, ..., X } 1 f(x)
¢s la funcid de probabilitat, llavors:

Var(X)
= 0% = O = () + Oy = 1) S () 4ot (=007 f(5,) = 3 (= 10 S ()

Nota
Es pot demostrar matematicament que Var(X) = E(X?) — E(X)*.
A més a més, de la mateixa manera que en les variables estadistiques, es calcula

la desviaci6 tipica de la distribucié de probabilitat com o =+vo™ .

Distribucid conjunta de dues variables aleatories

Es d’interés I’estudi conjunt de dues variables aleatories que introduirem en aquest
apartat. Per exemple, pot ser de molta utilitat calcular la probabilitat que es ven-
guen quatre mil productes que fabrica una determinada empresa a un preu de 25
€ la unitat o conéixer la probabilitat que un treballador d’un pais té d’arribar a
guanyar un sou determinat si domina quatre idiomes.

Aixi, si es considera un experiment aleatori i a cada esdeveniment elemental se li
associen dos valors numerics (X, y) el que s’obté és una variable aleatoria Bidi-
mensional (X, Y). Es evident que aquesta associacié ha de tenir sentit, és a dir, no
¢és coherent associar la mateixa caracteristica al primer valor (x) que al segon (y),
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ja que en aquest cas Unicament es necessitaria una variable aleatoria. En conse-
qiiéncia, els valors que prenen les x i les y representen aspectes diferents, i llavors
es pot parlar de dues variables aleatories, X 1.

De la mateixa manera que per a una variable aleatoria, la probabilitat de cada pa-
rell (x, y) ve determinada per la probabilitat de 1’esdeveniment que representa. Es
adir P(x,y)=P(X=x,Y =Yy).

En el concepte de variable aleatoria bidimensional s’ha considerat que ambdues
variables que la conformen son discretes. No obstant, aquest fet no sempre ¢€s aixi,
poden ser continues, tal com apareixera en apartats posteriors.

Dr’altra banda, com ja s’ha comentat, cada una d’aquestes variables t¢ entitat per
ella mateixa i per tant es pot fer ’estudi de la variable aleatoria de la mateixa ma-
nera que s’ha vist per a les variables aleatories unidimensionals. A aquests tipus
de variables se les anomena variables aleatories marginals, per analogia amb les
variables estadistiques.

En algunes ocasions €s possible trobar variables aleatories bidimensionals en que
una component siga continua i I’altra, discreta; per exemple, si (X, Y) representa
I’edat de les persones i el nombre d’empreses on ha treballat. Cal dir, pero, que en
aquest text no es tractaran aquest tipus de variables.

Per una altra part, tal com ocorre amb les variables aleatories unidimensionals, si
els resultats de I’experiment son numerics, llavors les associacions entre nombres
1 esdeveniments elementals son directes.

Binomial discreta

Es considera (X, Y) una variable aleatoria bidimensional discreta. A cada possible
resultat (xi,yj) se li associa un nombre p(x, yj) que representa P(X =x, Y = yj) de
manera que satisfaca els axiomes de probabilitat (d’una manera semblant a les
variables unidimensionals):

* p(x, yj) =0 per a tots els parells (x,, yj)

. Yy =1

A la funcio p definida per a tots els valors (x,, yj) del recorregut de (X, Y) se I’ano-
mena funcié de probabilitat de (X, Y) i determina la distribuci6 de probabilitat de
la variable. A més a més, per a calcular la probabilitat d’un subconjunt A del recor-
regut, cal sumar les probabilitats de cadascun dels valors que el formen:

P(A) = p(x.,y;)

(x;,y;)de 4
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Cada probabilitat pot representar-se mitjangant uns eixos tridimensionals on la
base la constitueixen els valors de les variables X 1Y i I’altura, la funcié de proba-
bilitat p. Cal remarcar que aquest grafic ¢s molt semblant al que es va comentar en
el capitol cinqué referent a les variables estadistiques bidimensionals.

Aquesta definicio es pot generalitzar per a un nombre indeterminat de variables
aleatories. Aixi, es pot parlar de variables aleatories n-dimensionals (X, ..., X ) i
de la seua funcio de probabilitat conjunta p(x, ..., x ) = P(X, =x,.., X =X =X),
la qual també complix els axiomes de probabilitat:

* plx, .., xn) =0 per a tots els parells (x, ..., x) deRde (X, .., Xn)

. Exz px, .., x)=1

X

Exemple

Una empresa esta intentant introduir un producte en Noia, una ciutat ubicada en la
provincia de la Corunya. Per fer-ho, ha encarregat a una empresa que estudie com
es relaciona el nombre de fills menors de 10 anys que tenen les parelles amb la pre-
disposicio a comprar un determinat producte. S’ha arribat als segiients resultats:

* EIl 10 % de les parelles tenen 0 fills 1 estan disposades a comprar el producte.
E1 25 % de les parelles tenen O fills 1 no estan disposades a fer-ho.

* FEI120 % de les parelles tenen 1 fill 1 estan disposades a comprar el producte.
El 25 % de les parelles tenen 1 fill i no estan disposades a fer-ho.

* FEIl 8 % de les parelles tenen 2 fills 1 estan disposades a comprar el producte.
E1 9 % de les parelles tenen 2 fills i no estan disposades a fer-ho.

* FEIl2 % de les parelles tenen 3 fills i estan disposades a fer-ho. L1 % de les
parelles tenen 3 fills 1 no estan disposades a comprar el producte.

Si seleccionem una parella a 1’atzar de la ciutat, quina ¢és la probabilitat de que
tinga dos fills 1 estiga disposada a comprar el producte?

Per a contestar a la pregunta, en primer lloc es definira la variable aleatoria conjun-
ta 1 la seua distribuci6 de probabilitat.

Aixi, I’espai mostral d’aquest experiment esta format per totes les parelles del
tipus (x, si) o (X, no), on x representa el nombre de fills (0, 1, 2 1 3) que tenen
les parelles. Es clar que la primera component representa una variable aleatdria
X = nombre de fills de la parella, i la segona component indica si la familia esta
interessada en la compra del producte. Com que aquesta segona component no
¢s una variable aleatoria, cal associar nombres a cada possible valor. Aixi, es pot
associar el nombre 1 a «estar interessat en comprar el producte» 1 0 a «no estar-ne
interessaty, llavors s’obté la variable aleatoria bidimensional (X, Y), la qual té per

rang {(0, 1); (1, 1); (2, 1); (3, 1); (0, 0); (1, 0); (2, 0); (3, 0);.
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La distribuci6 de probabilitats, tenint en compte els percentatges que apareixen
abans, ¢s la que apareix a la taula segiient:

X =nombre de fills per familia

Y = decisio de compra

0 0,25 0,25 0,09 0,01
1 0,1 0,2 0,08 0,02
Taula 1

Per una altra banda, el que es demana ¢€s la probabilitat de que tinga dos fills i es-
tiga disposada a comprar el producte, la qual cosa és equivalent a:

P2, 1)=P(X=2,Y=1)=0,08.

Models de probabilitat discrets: les distribucions
Bernouilli, binomial, hipergeometrica i Poisson

En els epigrafs anteriors s’han considerat les caracteristiques més importants de
les distribucions de probabilitat discretes des d’un punt de vista general. En aquest
epigraf es tractaran alguns dels models de probabilitat discreta unidimensional més
importants. Aquests son els models Benouilli, binomial, hipergeometric i Poisson.

La distribucio de Bernouilli

La distribuciéo Bernouilli €és una pega clau per a comprendre la distribuci6 bi-
nomial, ja que aquesta ultima es pot considerar com una suma de distribucions
Bernouilli. Un experiment aleatori es distribueix segons un model Bernouilli si
I’experiment té inicament dos possibles resultats matuament excloents. A aquests
resultats se’ls sol denominar «&xit» i «fracas». A més, si p és la probabilitat d’exit,
aleshores 1 — p és la probabilitat de fracas. Si ara es defineix la variable aleatoria
X de manera que prenga el valor 1 si es dona exit i 0 si es dona fracas, llavors la
distribucié queda completament determinada.
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Notacio del model

Si es denota per X la variable aleatoria, X pot prendre els valors {1, 0}: X = Be(p)
on p = robabilitat d’éxit. Cal remarcar que p ¢s el parametre de la distribucio.

Funcio de probabilitat d 'una distribucio Bernouilli

Si se suposa que una variable aleatoria X = Be(p), llavors: la funcié de probabili-
tat és obviament f(1) = p; f(0) =1 —p.

Esperanca i variancia d’una distribucio Bernouilli

Utilitzant les definicions d’esperanga i variancia de les distribucions discretes, jun-
tament amb la definici6 de la funcid de probabilitat de la variable Bernouilli, es pot
calcular facilment I’esperanga i la variancia. Aixi, si X = Be(p), llavors:

EX)=p
Var(X) = p(1 - p)

La distribucio binomial

Una vegada explicats els conceptes més basics dels models de probabilitat de les
distribucions discretes, aixi com el model Bernouilli, cal presentar el model de
probabilitat discret més important. Es tracta del model binomial. En aquest apartat
es mostraran les caracteristiques que han de complir els experiments per a poder
modelar-se mitjangant aquest model. També es mostraran la funci6 de probabilitat
del model i els estadistics més importants.

Un experiment es distribueix segons un model binomial si compleix les segiients
caracteristiques:

» Consisteix a realitzar n repeticions independents d’un experiment Bernoui-
1.

* Aquest segon experiment, com s’ha explicat anteriorment, t¢ dos possibles
resultats (Exit/Fracas), i en cada repeticié la probabilitat d’éxit (p) no varia,
¢s constant (Els experiments Bernouilli son independents).

* L’objectiu de I’experiment és comptar el nombre d’exits obtinguts en les n
repeticions.

Notacio del model
Si es denota per X la variable aleatoria X = nombre d’eéxits obtinguts en els n llan-

caments, llavors es representa per X = Bi(n, p) on n = nombre de realitzacions, i p
= probabilitat d’éxit.
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Funcio de probabilitat d 'una distribucio binomial

Si se suposa que una variable aleatoria X = Bi(n, p) llavors:

X pot prendre els valors {0, 1, 2, ..., n}, ja que X és el nombre d’exits varia entre

Oin.

Es pot demostrar matematicament que la funcio de probabilitat és:

n X n-x .
1- si x=0,1,2,3,....n
f(X)J P (I-p)

l 0 la resta

La representacio grafica, com ja s’havia comentat, és un diagrama de barres (fig. 4).
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Esperanca i variancia d’una distribucio binomial

Utilitzant les definicions d’esperanga i variancia de les distribucions discretes, junt
a la definicid de la funcid de probabilitat de la variable binomial, es pot demostrar

matematicament que I’esperanga i la variancia son:

E(X)=np
Var (X) =np (1 -p)
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La distribucid hipergeometrica

Un dels suposits de la distribucié binomial és que la probabilitat d’éxit en cada
experiment Bernouilli €s constant. Si aquest suposit no s’exigeix, llavors no es
pot considerar una distribucié binomial. Si aquest €és 1’unic suposit que deixa de
complir-se, aleshores la distribucié de probabilitats s’anomena hipergeométrica.

Notacio del model

Si es denota per X la variable aleatoria, amb X = nombre d’¢xits, llavors aquest
model es representa per X =HG(n, m, r) on:

n = nombre total d’elements.

m = nombre d’elements del subconjunt.

r =nombre d’elements del total n que sén exits.

o que compleixen la condicio.

Funcio de probabilitat d 'una distribucio hipergeometrica

Si se suposa que una variable aleatoria X = HG(n, m, r), llavors:

X pot prendre els valors: {0, 1, 2, ..., r}, ja que X €s el nombre d’¢éxits i varia entre
Oir

Es pot demostrar matematicament que la funcié de probabilitat és:

(7 -r
[k][ —k!
perak=1,.,rir=zk

P(X = k) = f(x) = | ( )

S 3|3 =3

la resta

0

La representacio grafica és un diagrama de barres (fig. 5).
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Esperanca i variancia d’una distribucio hipergeomeétrica

Utilitzant les definicions d’esperanga i variancia de les distribucions discretes, junt
a la definici6 de la funci6 de probabilitat de la variable hipergeométrica, es pot
demostrar matematicament que 1’esperanga i la variancia son:

m-r

V) < 2L L)
n-1 n n

La distribucid Poisson

La distribucié de Poisson fou proposta per primera vegada per Siméon Poisson
(1781-1840) en un llibre publicat en 1837. La distribucié Poisson és una important
distribuci6 de probabilitat discreta de nombroses aplicacions, com poden ser el
nombre d’errades d’un gran sistema informatic, el nombre de vaixells que arriben
a un port en un periode de sis hores, el nombre de camions de repartiment que ar-
riben a un magatzem en una hora, el nombre de defectes d’una pega metal-lica, el
nombre de clients que arriben a una caixa en un supermercat en un interval concret
de temps, etc.

Aixi, es pot emprar la distribucié de Poisson en les distribucions que es caracte-
ritzen per ser el nombre d’ocurréncies o €xits d’un succés en un interval continu
donat (com el temps, la superficie o la longitud). En resum, la distribucié Poisson
mesura la probabilitat d’un esdeveniment aleatori en algun interval continu.

Sén necessaris tres suposits per a poder aplicar la distribucié Poisson. En primer
lloc se suposa que I’interval esta dividit en una gran quantitat de subintervals de
la mateixa amplaria i en els quals la probabilitat que es done una ocurréncia és
infima. Tenint en compte aquesta consideracid, els suposits son:

» La probabilitat que ocorrega un esdeveniment és constant en tots els subin-
tervals.

* No pot haver més d’una ocurréncia en cada subinterval.

* Les ocurrencies son independents; és a dir, les ocurréncies en intervals que
no se solapen son independents entre si.

Notacio del model
Si es denota per X a la variable aleatoria X = nombre d’ocurréncies en un interval,

llavors es representa per X= Po(jL), on p = mitjana d’esdeveniments per unitat de
temps o espai.
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Funcio de probabilitat d 'una distribucio Poisson

Si es denota per X la variable aleatoria, llavors X pot prendre els valors {0, 1, 2, 3,
4, ...} 1la funcio6 de probabilitat de la distribuci6 Poisson es representa mitjancant
un diagrama de barres (fig. 3), que s’expressa com:

P(X =x) = f(x) = £ )-C'e‘

On x ¢és el nombre de vegades que ocorre 1’esdeveniment.
K €és la Mitjana d’esdeveniments per unitat de temps o espai.
X = Po(p).

Poisson (2) Poisson (4) Poisson (9)
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Esperanga i variancia d’una distribucio Poisson

Utilitzant les definicions d’Esperanga 1 variancia de les distribucions discretes,
junt a la definicié de la funcié de probabilitat de la variable Poisson, es pot demos-
trar matematicament que 1’esperanca i la variancia son:

E(X)=qp
Var(X) = pn

Aproximacio Poisson de la binomial

La distribuci6é de probabilitats Poisson esta molt relacionada amb la distribuciéd
binomial. De fet, quan el nombre de repeticions de I’experiment Bernouilli €s
molt elevat i la probabilitat d’exit és reduida, es pot aproximar una distribucid per
’altra.

Aixi doncs, en els casos en que el nombre de repeticions n i la probabilitat d’exit p
compleixen np < 7, pot aproximar-se una distribucié Bi(n, p) per una distribucio
Po(np). Es a dir, per una distribucié Poisson de parametre np. La figura reflexa
aquesta relacio.
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Binomial (200, 0.02) Poisson (4)
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Fig. 7

Suma de variables Poisson

La distribuci6 Poisson compleix la mateixa propietat que les distribucions binomi-
als pel que fa a la suma de distribucions Poisson independents, és a dir:

Si X, =Po(A) i
X, = Po(4,)
L= X, +X, =Po(4, +4,)

X, i X, s6m

independents

Aixi, per exemple, si el nombre de trucades de telefon en una hora segueix una dis-
tribucio Poisson de mitjana 12 i el nombre de cridades en la mateixa hora del dia
segiient segueix una distribucié Poisson de 8 cridades de mitjana, llavors el nom-
bre de cridades entre les dues hores segueix una distribucio Poisson de mitjana 20.

Formalment: X = Po(12) i X,= Po(8) = X + X = Po(20).
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Objectius

Els problemes han de permetre que els alumnes assolisquen els objectius didactics
segiients:

2a) Reconéixer caracteristiques comunes en els experiments aleatoris senzills.

2b) Conéixer el concepte de variable aleatoria 1 de model de probabilitat.

2¢) Conéixer els trets més caracteristics de les distribucions de probabilitat
d’una variable discreta: funci6 de probabilitat, funcions de distribucio, es-
peranca matematica, variancia, percentils, etc.

2d) Identificar els experiments que es modelen mitjangant una distribucio dis-
creta.

2e) Conéixer 1 saber fer calculs amb les distribucions discretes de Bernouilli,
binomial, hipergeometrica i de Poisson.

2f) Saber reconéixer 1 aplicar la llei dels successos rars per transformar el mo-
del binomial en Poisson.

La taula segiient ens mostra com estan distribuits els objectius segons els exercicis:

Objectiu
2a | 2b

[\
9

2d 2e 2f
Exercici

1

T I IR T
T I I T

O | 0 [ I[N | | W] D

T I B T B T B B O I e B - e
T I I I
I I I I I

—
(e}
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Enunciats

2a) Reconéixer caracteristiques comu-
nes en els experiments aleatoris
senzills.

2b) Conéixer el concepte de variable
aleatoria i de model de probabilitat.

2c¢) Conéixer els trets més caracteristics
de les distribucions de probabilitat:
funcié de probabilitat, funcions de
distribucid, esperanga matematica,
variancia, percentils, etc.

Exercici 1

Hem fet un estudi de la distribucio del personal en els diferents departaments d’un ser-
vei public de 8 treballadors i després de fer el recompte hem obtingut aquestes dades:

nre. de treballadors | 1 |2 | 3 | 4 5 6 |7] 8
percentatge (%) 3191824126 15]5]10

a) Troba I’expressié de les funcions de probabilitat i distribuci6 que correspo-
nen a aquestes dades.
b) Calcula I’esperanca i la variancia d’aquesta distribucio.
c¢) Calcula les segiients probabilitats:
1. La probabilitat de que un departament tinga menys de 4 treballadors.
1. La probabilitat de que un departament tinga entre 5 i 7 treballadors, amb-
dos inclosos.
1. La probabilitat de que un departament tinga més de 6 treballadors.
d) Calcula el nombre minim de treballadors que té el 75 % dels departaments.

Exercici 2

Imagina que tirem dos daus sobre la taula i anotem la resta dels resultats que obtenim.

a) Quin creus que sera el resultat menys probable? Si tingueres que apostar
per un Unic resultat, quina hauria de ser la teua aposta per jugar amb major
probabilitat d’exit?

b) Calcula tot I’espai mostral i construeix la funci6 de probabilitat i la funcié de
distribucio.

¢) Calcula la probabilitat de traure menys de 2, igual o més de 4, entre 2 1 5.
Realitza aquests calculs utilitzant les dues funcions de 1’apartat anterior i
trau les teues conclusions sobre la seua idoneitat.

@ P. Juan Verdoy [ M. J. Beltrdn [ M. J. Peris - ISBN: 978-84-697-1551-2 96 Problemes resolts de probabiltat | inferéncia aplicats a les ciéncies socials - UJI - DOI: http://dx.doi.org/10.6035/Sapientiad5



Exercici 3

Per conéixer el nivell d’estudis en certa llengua estrangera dels treballadors d‘una
empresa, hem fet una equivaléncia adjudicant una escala de 1’1 al 5 als certificats
de nivell que han presentat als seus curriculums, i hem obtingut aquesta funcio de
distribuci6 dels 5 nivells que hem establert:

0 six<1
0.1 sil<x<2
0.2 s12<x<3
0.5 si3<x<4
0.9 si4<x<5

1 sisS<x

F(x) =

a) Calcula I’esperancga i la variancia d’aquesta distribucio. Interpreta els resultats.
b) Calcula la probabilitat de que si triem un treballador a I’atzar d’aquesta em-
presa tinga:
1. Unnivell 3.
1. Un nivell superior a 2.
1. Un nivell igual o superior a 2.
1v. Un nivell inferior a 3.
v. Un nivell major que 2, pero igual o menor que 4.
Norta: Fixa’t amb la conveniencia de treballar amb la funcié de probabi-
litat 0 amb la funci6 de distribucio.
¢) Calcula el nivell minim que podem assegurar que té el 60 % dels treballa-
dors per a oferir els nostres productes a I’exterior.
d) Calcula el nivell maxim que podriem assegurar que té el 40 % dels treballa-
dors per a demanar un pla de formacio.

Exercici 4

Imagina que llancem tres monedes a 1’aire i comptem el nombre de cares que han
eixit.

a) Calcula la probabilitat de cadascun dels possibles valors de la variable X i
defineix la funcié de probabilitat corresponent.

b) Calcula la probabilitat d’obtenir 2 cares, almenys 2 cares, 1 més de 2 cares en
un llangament.

c¢) Calcula la probabilitat d’obtenir un nombre de cares entre 0 i 2, ambdods
inclusos.

d) Calcula la funcio6 de distribucio, expressa-la i representa-la.

e) Calcula el nombre de cares que s’obté com a maxim en el 75 % dels llanga-
ments.

f) Calcula I’esperanga i la variancia i interpreta-les.
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Exercici 5

Se esta controlant el ritme de treball que porta un servei d’atencio al public. S’es-
tima que es poden atendre 12 persones cada hora. Del recompte que hem fet amb
les dades del mes passat, hem obtingut la segiient funci6 de distribucio:

(0 six<10
0,35 sil0=x<11
0,55 sill=x<12
0,65 sil2=x<13
0,85 sil3=<x<14
kl six=14

F(x) =

a) Calcula la probabilitat de que en una hora siguen ateses 9 persones; menys
de 12 persones; més de 11, perdo menys de 13.

b) Calcula la funci6 de probabilitat de la variable X.

c¢) Calcula les probabilitats de I’apartat a utilitzant la funcié de probabilitats.

d) Calcula el nombre minim de persones que podem assegurar que han estat
ateses el 80 % de les hores. Calcula la mediana.

e) Calcula I’esperanga i la variancia d’aquesta distribucio i interpreta-les.

2b) Conéixer el concepte de variable
aleatoria i de model de probabilitat.

2¢) Conéixer els trets més caracteristics
de les distribucions de probabilitat:
funci6 de probabilitat, funcions de
distribuci6, esperanca matematica,
variancia, percentils, etc.

2d) Identificar els experiments que es
modelen mitjancant una distribu-
ci6 Discreta.

2e) Conéixer i saber fer calculs amb
les distribucions discretes de Ber-
nouilli, binomial, hipergeométrica
i de Poisson.

Exercici 6

En aquest moment, el percentatge d’atur entre els llicenciats menors de 29 anys a
Espanya és del 23 %'. Considerem un grup de 5 joves llicenciats menors de 29 anys.

a) Calcula la probabilitat de que 3 d’ells estiguen aturats.
b) Calcula la probabilitat de que més de 2 joves estiguen treballant.
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c¢) Troba la funcid de probabilitat de cada valor possible de la variable X = nom-
bre de joves treballant en el grup de 5 llicenciats de I’enunciat.

d) Troba el model de probabilitat que podem ajustar a aquest plantejament.

e) Escriu I’expressio algebraica d’aquesta funcid per a un grup de n joves.

f) Si ara considerem un grup de 20 joves (n = 20), calcula I’esperanca i la va-
riancia.

Exercici 7

Sabem que a la nostra empresa el nombre de treballadors que desenvolupen tas-
ques directives és del 15 %. Considerem que en cada departament hi ha 10 treba-
lladors.

a) Calcula la probabilitat de que en un departament qualsevol hi haja 2 direc-
tius; menys de 4; més de 6; 4 com a molt.

b) Calcula el nombre mitja de directius en els departaments i la desviacio tipica
corresponent. Interpreta els resultats.

¢) Quants directius podem assegurar que tenen com a molt el 80 % dels depar-
taments?

d) Calcula la probabilitat de que hi haja 8 treballadors no directius.

Imaginem ara que els departaments tingueren 50 treballadors.

e) Calcula la probabilitat de que hi haja 15 directius.

Exercici 8

En el servei de teleassisténcia de 24 hores d’un centre de benestar social comarcal,
s’han comptabilitzat les demandes dels usuaris, que de forma aleatoria han estat de
5 incidéncies per hora, al llarg de tot el dia.

a) Calcula la probabilitat de que es reben 3, 4, 51 6 incidéncies en una hora.

b) Calcula la mitjana d’incidencies en un dia.

¢) Calcula el nombre d’incideéncies que s’atenen, com a molt, en el 80 % de les
hores.

Exercici 9

Estem preparant unes oposicions que tenen 50 temes a I’apartat teoric 1 sé¢ consci-
ent de que en aquests moments en podria defensar amb ¢exit 30. En la convocatoria,
s’explicita que el tribunal extraura 5 boles, cadascuna corresponent a una unitat
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del temari. Es tria un d’aquests temes i se’n fa el desenvolupament teoric. Calcula
les segiients probabilitats:

a) Podria defensar amb éxit tan sols un tema de les boles extretes.

b) Podria defensar amb éxit, com a molt, dos temes de les boles extretes.

¢) Podria defensar amb éxit els cinc temes que han eixit.

d) No podria defensar cap tema.

e) Calcula la mitjana de temes que podré defensar en cada extraccié de boles 1
la seua variabilitat.

2b) Conéixer el concepte de variable
aleatoria i de model de probabilitat.

2¢) Conéixer els trets més caracteristics
de les distribucions de probabilitat:
funci6 de probabilitat, funcions de
distribucio, esperanga matematica,
variancia, percentils, etc.

2d) Identificar els experiments que es
modelen mitjancant una distribu-
ci6 discreta.

2¢) Conéixer i saber fer calculs amb
les distribucions discretes de Ber-
nouilli, binomial, hipergeometrica
i de Poisson.

2f) Saber reconéixer i aplicar la llei
dels successos rars per transfor-
mar el model binomial en Poisson.

Exercici 10

A la premsa del passat mes d’octubre de 2013 es van publicar aquestes dades: «un
10 % de les llars espanyoles tenen tots els seus membres a I’atur».! Si en una aula
de primaria d’un col-legi public tenim 30 alumnes (suposem que cadascun pertany
a una llar diferent), es podria considerar una mostra representativa de la societat,
1 aixi, calcula:

a) La mitjana d’alumnes d’aquesta classe les families dels quals pateixen
aquesta situacio.

b) La probabilitat de necessitar entre 2 i 5 beques de menjador en aquesta clas-
se per als alumnes que estan en aquesta situacio.

1. http://www.rtve.es/noticias/20121026/10-hogares-espanoles-tiene-todos-miembros-paro/571737.shtml
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Ajudes

En aquest apartat es presentaran les ajudes que cal emprar en cas de ser necessari a
I’hora de realitzar els exercicis i problemes. Es convenient no fer un abus excessiu
d’aquestes ajudes, ¢s a dir, abans d’emprar 1’ajuda cal pensar el problema almenys
durant uns 10-15 minuts. Després es consultara 1’ajuda de tipus 1 1 s’intentara
resoldre 1’exercici amb aquesta ajuda. Si no és possible resoldre’l, llavors es con-
sultara 1’ajuda de tipus 2; 1 en darrer terme la solucio.

Ajudes de tipus 1

Exercici 1

Per a trobar la funcid de probabilitat, cal recordar que a cada valor de la variable
Dom()={1,2,3,4,5,6,7,8} li fem correspondre la seua probabilitat, que es pot
extraure de I’enunciat directament convertint els percentatges de la taula (en tant
per cent) a I’escala de probabilitats (en tant per un).

Una vegada trobem f(x) = P(X = x), caldra construir F(x) = P(X <x); amb aquestes
expressions ja es poden abordar tots els apartats.

Recordeu que per a calcular ’esperanga i la variancia podreu trobar-ne les seues
expresions al resum teoric.

Exercici 2

Per comengar aquest exercici seria convenient que, per trobar 1’espai mostral i les
probabilitats dels successos elementals, omplirem aquesta taula completament:

413 1
5 0]1
6|5 0
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Despres, fa el recompte de les probabilitats de cadascun dels valors que hem ob-
tingut per construir les funcions f(x) = P(X = x), 1 F(x) = P(X < x); amb aquestes
expressions ja es poden abordar tots els apartats.

Exercici 3

Per a calcular I’esperanca i la variancia d’una distribucié necessitem trobar la
funci6 de probabilitats f (x), la qual extraurem de la funci6 de distribucio F (x) que
tenim a ’enunciat. Utilitzarem la seglient igualtat i I’aplicarem a cadascun dels
valors de la variable X = {1, 2, 3, 4, 5}.

Per obtenir la funci6 de probabilitats f(x,) = F(x,) — F(x,,), que resulta del concepte o
definicid de la funcio de distribucid, ja que aquesta acumula els valors de la funcid
de probabilitat dels valors de la variable anteriors: F(x) =P(X <x) =3} _ f(x).

Recordeu que per a calcular I’esperanca i la variancia podreu trobar-ne les seues
expressions al resum teoric.

Exercici 4

Per comencar caldra trobar ’espai mostral 1 la funcié de probabilitats: Podem
ajudar-nos fent el recompte sobre el segiient diagrama d’arbre; definirem X =
nombre de cares obtingudes en el llangament de tres monedes.

y» Cara — ccc

Creu — cct+
T y» Cara — ctc

4 c P
/ reu \‘
Creu — ct++
\A

yp Cara — +cc

— +c+
— ++C

—

E = {ccc, cct, ctc, ct++, +cc, +ct+, ++c, +++}.
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En aquesta taula, hem definit la funcio de probabilitat de la variable X, que és una
variable discreta.

X 0 1 2 3

1

fix)=PX=x) | 1/8 | 38|38 | 18

Amb ella es poden abordar la resta dels apartats.

Exercici 5

Per calcular les probabilitats que ens demanen a 1’apartat @ utilitzarem la funcio de
distribuci6é F(x) que tenim a I’enunciat.

En un apartat ens demanen obtenir la funcio de probabilitat f(x,) = F(x,) — F(x_ ),
que resulta del concepte o definicid de la funcié de distribucid ja que aquesta
acumula els valors de la funcid de probabilitat dels valors de la variable anteriors:

Fx)=X<x)= inixf(xi).

Recordeu que per a calcular ’esperanga i la variancia podreu trobar-ne les seues
expressions al resum teoric.

Exercici 6

Per a plantejar-nos el problema, definim la variable X = nombre de joves aturats.
Es facil comprendre que, si considerem tan sols si un jove esta aturat o no, es pot
considerar un model de Bernouilli, on p = probabilitat d’estar aturat = 0,23.

Quan considerem un grup de 5 joves i cadascun d’ells pot estar o no aturat, passem
a considerar un model binomial de parametresn=51p =0,23.

Recordeu que per a calcular ’esperanga i la variancia podreu trobar-ne les seues
expressions al resum teoric.

Exercici 7

Per a plantejar-nos el problema, definim la variable X = nombre de directius en un
departament de 10 treballadors. Es facil comprendre que, si considerem tan sols
si un treballador és directiu o no, es pot considerar un model de Bernouilli, on
p = probabilitat de ser directiu = 0,15.

Quan considerem un departament de 10 treballadors i cadascun d’ells pot ser direc-
tiu o0 no, passem a considerar un model binomial de parametresn=101p =0,15.
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Per a calcular probabilitats caldra ajudar-vos del resum teodric, on podeu trobar
I’expressio algebraica de la funci6 de probabilitats i substituir els valors dels para-
metres n i p pels del nostre exercici.

Recordeu que per a calcular I’esperanca i la variancia podreu trobar-ne les seues
expressions al resum teoric.

Si el departament canvia el nombre de treballadors a 50, caldra fer nous calculs
amb valors dels parametres diferents.

Exercici 8

Per a plantejar-nos el problema comengarem per definir la variable X= nombre
d’assistencies ateses per hora. Sabem que la mitjana és de 5 incidéncies per hora i
suposarem que aquesta demanda és proporcional a I’interval de temps contemplat.
Podem considerar que la variable X es distribueix com una variable Poisson de
mitjana A = 5.

Cal trobar la funci6 de probabilitats d’aquest model 1 substituir el valor del para-
metre. Podem trobar-ne 1’expressio algebraica en el resum teoric.

Per fer I’apartat b cal adaptar el parametre a I’interval d’un dia.

Per calcular el percentil cal trobar els valors de la funci6 de distribucié F (x).

Exercici 9

Per a plantejar-nos el problema comengarem per definir la variable:

X = nre. d’unitats que puc defensar amb ¢xit entre els temes que ixen en agafar 5
boles a I’atzar que corresponen a 50 unitats que hi ha al temari. Considerarem que
tan sols puc defensar 30 dels 50 temes possibles.

Podem identificar I’experiment com una variable hipergeometrica 1 identificar els
parametres del model: N, K, n.

Aixi: X — Hiper (N =50,n =15, K =30).
Per respondre a les qliestions plantejades, caldra trobar al resum teoric les ex-

pressions algebraiques generals de la funcié de probabilitats, 1’esperanca 1 la
variancia.
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Exercici 10

Per a plantejar-nos el problema comengarem per definir la variable aleatoria: X
= nre. de llars que tenen tots els seus membres a I’atur o alumnes que pateixen a
casa aquesta situacid, suposant que cada alumne pertany a una llar diferent i que a
classe hi ha 30 alumnes.

Aquesta descripcid6 i el coneixement de la dada de que la probabilitat de que una
llar triada a I’atzar tinga tots els seus membres a 1’atur és del 10 %, ens fan con-
siderar que la nostra variable s’ajusta a un model de probabilitat binomial amb
parametres n=301p =0,10.

Ajudes de tipus 2

En aquest apartat es presentaran les ajudes que cal emprar en cas de ser necessari
a I’hora de resoldre els exercicis i problemes, després d’haver consultat I’ajuda de
tipus 1.

Exercici 1

En general, per fer aquests exercicis et sera practic consultar aquesta taula:

Ens demanen Necessitarem conéixer
E[X], Var[X] f(X)
Probabilitats f(x), F(x)
segons els casos
Percentils F(x)

Si considerem aquestes funcions de probabilitats 1 funcions de distribucions, po-
drem resoldre facilment la resta d’apartats:

X. 1 2 3 4 5 6 7 8

1

f(x) | 0,03 | 0,09 | 0,08 | 0,24 | 0,26 | 0,15 | 0,05 | 0,10
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( 0 six <1

0.03 sil<x<2
0.12 si2<x<3
0.20 si3<x<4
F(x)=P(X<x)={ 044 si4<x<5
0.70 siS5<x<6
0.85 si6<x<7
0.90 si7<x<8
\ 1 six>8

Pots comprovar també que els resultats son:
E[X]=2>"_,x -f(x)=4.76 Var[X] = E[X?] — E[X]*= 78.024

Per a calcular les probabilitats en una variable discreta sera més facil utilitzar la
f(x) dels valors concrets que compleixen 1’enunciat, fixant-se especialment en els
valors dels extrems, que estaran inclosos o no.

Exercici 2

Una vegada ja tenim la taula completada i fet el recompte de les probabilitats de
cadascun dels successos elementals, podem obtenir la funcié de probabilitat:

X. 0 1 2 3 4 5

f(x) | 1/6 | 5/18 | 2/9 | 1/6 | 1/9 | 1/18

I amb aquesta, per trobar I’expressio de la funcié de distribucio F(x), recordem la
seua definicié: F(x) = P(X<x) =3 _ f(x). Aixi, anirem acumulant els valors de la
f(x,) i podrem expressar-la: 1

r O six<0
1/6 si0<x<l1
4/9 sil<x<2
Fx)=PX<x)={ 2/3 si2<x<3

5/6 si3<x<4
17/18 si4<x<5
\ 1 si x>5

Per a calcular les probabilitats en una variable discreta podem utilitzar qualsevol
de les dues funcions; caldria saber, en cada enunciat, quina és la funcié més adient.
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Exercici 3

Una vegada ja hem obtingut la funci6 de probabilitats f(x), els valors de la qual
figuren a la segiient taula,

x | 1] 2]3]4]5
f(x) [ 0.1]0.1]03]04]0.1

Podrem calcular I’esperanca i la variancia. Els seus valors, com pots comprovar,
son:

E[X] = 3,3 el nivell mitja de coneixement dels treballadors de I’empresa.

Var{X] = E[X?] - E[X]= 12,1 -3,3=1,21 nivell, és adir: E[X?] =Y"_ x2f(x)=12.1

Si volem traure la desviacio tipica = o = \JVAR[X] = Y121 =11 nivell,

Per a calcular les diferents probabilitats dels apartats segilients, podrem utilitzar
qualsevol de les dues funcions treballades en els exercicis anteriors.

Per a calcular el nivell minim que podem assegurar que té el 60 % dels treballa-
dors a I’hora d’oferir els nostres productes a I’exterior, expressarem aquesta frase
en termes de probabilitat recordant el concepte de percentil. Si x ¢sel valor de la
variable (nivell de llengua) que ens demanen, llavors:

P(X > x,) = 0,60 <> P(Xx,) = 0,40

Es a dir, que cal trobar el percentil P 4 d’aquesta distribucio. Ho resoldrem utilit-
zant la funcio de distribucio, on cal trobar F(x ) = 0,40.

Per a calcular el nivell maxim que podriem assegurar que té el 40 % dels treba-
lladors a I’hora de demanar un pla de formaci6, farem un raonament semblant al
de I’apartat anterior: P(X <x ) = 0,40 i podrem vore que la solucio €s la mateixa,
només canvia la matisacid de la conclusi6: el 40 % dels treballadors tenen un ni-
vell inferior o igual a 3.

Exercici 4

A les ajudes de tipus 1 ja hem indicat els valors de la funci6 de probabilitats. Per a
fer els segiients apartats, considerarem la definicio6 de la funci6 de distribuci6 F(x)
=P(X <x).

L’apartat e ens demana un percentil i les expressions de I’esperanga i la variancia
podem trobar-les al resum teoric.
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Exercici 5

Per a calcular la funcid de probabilitats sera suficient calcular els «increments» de
la funcié de distribucié en cadascun dels valors de la variable. Per a aixd podrem
ajudar-nos de la taula segiient:

x 10 1 12 13 14
F(x) 0,35 0,55 0.65 085 I 1
f(x) 035 0,20 0,10 0,20 015 |Yf(x)=1

Amb aquesta taula podrem abordar 1’exercici, i per calcular I’esperanca i la vari-
ancia tan sols cal recordar-ne les expressions, substituir els valors dels parametres
convenientment i comprovar que els resultats son:

E[X]=n-p=11,6 Var[X]=n-p- (1 -p)=2,62

Exercici 6

Podrem utilitzar directament I’expressio algebraica de la teoria, on tal sols cal
identificar els valors de n i p.

- X

la resta

En els diferents apartats, p = 0,23, i en els primers apartats el valor de n = 5, mentre
que en els darrers, n = 20.

Per a calcular I’esperanca i la variancia del model binomial tan sols cal recordar-ne
les expressions, substituir els valors dels parametres convenientment i comprovar

que els resultats son:

E[X]=n-p=4,6 Var[X]=n-p- (1 —p)=3,542
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Exercici 7

Podrem utilitzar directament 1’expressi6 algebraica de la teoria, on tal sols cal
identificar els valors de ni p.

n
A=-p)™" si x=0,1,2,3,..,n
£ - (x)p (1=p)
la resta

En els diferents apartats, p = 0,15 1 en els primers apartats el valor de n = 10, men-
tre que en els darrers, n = 50.

Per a calcular I’esperanga i la variancia del model binomial tan sols cal recordar-ne
les expressions, substituir els valors dels parametres convenientment i comprovar

que en els departaments de 10 treballadors els resultats son:

E[X]=n-p=1, Var[X]=n-p- (1 -p)=1.275

Exercici 8

Podrem utilitzar directament I’expressio algebraica de la teoria, on tal sols cal
identificar el valor del parametre. La funcio de probabilitat de la distribuci6 Pois-
son s’expressa com:

‘le. e_lu

P(X=x)=1(x)= ”

Per calcular la mitjana, considerem que I’esperanca és E(X) = L.

Per a calcular P, cal trobar els valors de la funci6 de distribucio, sumant i acumu-
lant els valors de la funci6 de probabilitats.

Exercici 9

Ja hem definit la variable aleatoria: X = nre. d’unitats que puc defensar amb exit
entre els temes que ixen en agafar 5 boles a 1’atzar que corresponen a 50 unitats
que hi ha al temari. L’hem identificada com una variable hipergeométrica, els pa-
rametres de la qual son:

N = 50 temes que hi ha a 1’oposicio i que es corresponen amb 50 boles en
total.
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n =5 temes que s’extrauen sense reposicio i que es corresponen amb 5 temes
possibles a desenvolupar triats a 1’atzar.
K =30 temes que conec i puc defensar amb exit entre els 50 que hi ha.

Aixi: X — Hiper (N =50,n=5, K=30).

() Gy) K K/ K\N-n
Recordeu que f(x)=% E[X]=nﬁ ivar[X]:"N(l_ﬁ)N_l

Exercici 10

Cal definir la variable aleatoria: X = nre, de llars que tenen tots els seus membres
a I’atur o alumnes que pateixen a casa aquesta situacio, suposant que cada alumne
pertany a una llar diferent i que a classe hi ha 30 alumnes.

Aquesta descripcid6 i el coneixement de la dada de que la probabilitat de que una
llar triada a I’atzar tinga tots els seus membres a 1’atur és del 10 %, ens fan con-
siderar que la nostra variable s’ajusta a un model de probabilitat binomial amb
parametres n =301p =0,10.

a) Per a calcular la mitjana recordarem que al model binomial E[X] =n - p.

b) Per a calcular les probabilitats que ens demanen, aplicarem la llei dels suc-
cessos rars i veurem |’aproximacié que podem fer del model binomial mit-
jangant el model Poisson. Cal consultar a la teoria les condicions que caldra
que complisquen els parametres n i p del model binomial per poder fer la
transformacio a una Poisson amb parametre A =n - p.
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Solucions

Exercici 1

Hem fet un estudi de la distribucid del personal en els diferents departaments d’un
servei public de 8 o menys treballadors i1 després de fer el recompte hem obtingut
aquestes dades:

nre. treballadors 11213 4 5 6 | 7] 8
percentatge (%) |39 (824 |26| 15510

a) Troba I’expressi6 de les funcions de probabilitat i distribuci6 que correspo-
nen a aquestes dades.
b) Calcula I’esperanga, la variancia i desviacio tipica d’aquesta distribucio.
¢) Calcula les segiients probabilitats:
1. La probabilitat de que un departament tinga menys de 4 treballadors.
1. La probabilitat de que un departament tinga entre 5 i 7 treballadors, amb-
dos inclosos.
1. La probabilitat de que un departament tinga més de 6 treballadors.
d) Calcula el nombre minim de treballadors que té el 75 % dels departaments.

Solucid

a) Per trobar I’expressié de la funcié de probabilitats recordarem que f(x) =
P(X =x) que I’expressem en termes de freqiiencia relativa 0 < f(x) <11 que
es pot comprovar que " _ x> f(x)= 1.

Com que la taula de les dades ve donada en tants per cent, sera suficient amb con-
vertir-la en tants per u.

En aquest problema, la variable aleatoria sera X = nre. de treballadors en els depar-
taments menuts (menors de 9 treballadors) del servei public estudiat. Aixi, podem
expressar la funci6 de distribucié com una taula com la que figura a continuacio:

x | 1| 23| 4[5 6] 738
fx) | 0,03 | 0,09 | 0,08 | 0,24 | 0,26 | 0,15 | 0,05 | 0,10

O també la podem expressar com una funcié que tan sols t¢ com a Dom(f) = {1, 2,
3,4,5,6,7, 8} i podem classificar-la com una «grafica de punts». Aixi:
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003 si x=1
0,09 si x=2
0,08 si x=3
0,24 si x=4
FOO) =P(X =x) = 0,26 si x=5
0,15 si x=6
0,05 si x=7
0,10 si x=8
\ 0 en qualsevol altre valor

Per a trobar 1’expressio de la funci6 de distribucid F(x) recordem la seua defini-
cid: F(x) =P(X <x) =3} _ f(x). Aixi, anem acumulant els valors de f(x,) i podem
expressar-la: l

(0 six<l1
0,03 sil<x<2
0,12 si2<x<3
0,20 si3<x<4

F(x)=P(X<x)=1 044 si4<x<5

0,70 si5<x<6

0,85 si6<x<7

0,90 Si7<x<8

\ 1 six>8

b) Per a trobar ’esperanca i la variancia de la distribucio necessitem treballar
amb la funcié de distribucio que hem calculat a I’apartat anterior.

Comencem pel calcul de 'esperanga: E[X] =" _ x.- f(x).

E[X]=1-0,03+2-0,09+3-0,08+4-024+5-026+6-0,15+7-0,05+8-0,10=
4,76 treballadors.

Es a dir, la mitjana del nombre de treballadors per departament és de 4,76.

I per a calcular la variancia utilitzarem la propietat que es pot vore al capitol de la
teoria: Var{X] = E[X?*] — E[X]~

Var{X] = E[X?] — E[X]* = 25,7 — 4,76* = 7,8024 treballadors>

E[X?] =37 x?f(x)=12-0,03+2%- 0,09 + 3> 0,08 + 42 0,24 + 52+ 0,26 + 6+ 0,15 +
72+ 0,05+ 80,10 =257

Aquesta variancia ens permet calcular la desviacio tipica com a mesura de la dis-
persio respecte de la mitjana de les dades, en la mateixa magnitud que la variable,
que facilitara la seua interpretacio.

Desviaci6 tipica= o = \[VAR[X] =+/7,8024 = 2,79 treballadors.

@ P. Juan Verdoy | M. J. Beltran | M. J. Peris - ISBN: 978-84-697-1551-2 112 Problemes resolts de probabilitat i inferéncia aplicats a les ciéncies socials - UJI - DOI: http://dx.doi.org/10.6035/Sapientia95



Podem interpretar que entre el nombre de treballadors dels departaments i 1’espe-
ranga calculada (4,76) hi ha una diferéncia mitjana de 2,79 treballadors.

c¢) Per a calcular les probabilitats que ens demanen podem utilitzar tant la fun-
ci6 de probabilitat f(x), com la funcié de distribuci6 F(x). En aquesta solu-
ci6 ho farem amb les dues possibilitats i el lector anira descobrint en cada
cas quina li pot convindre més i extraure les seues conclusions, tot i que en
aquest exercici ja disposem de les dues funcions per I’apartat a.

1. Calcula la probabilitat de que un departament tinga menys de 4 treballa-
dors.

P(X <4)=F(X =3)=f(1) + f(2) + f(3) = 0,20

1. Calcula la probabilitat de que un departament tinga entre 5 i 7 treballa-
dors, ambdos inclosos.

P(5X7) = F(7) — F(4) = 0,90 — 0,44 = 0,46
P(5X7 = f(5) + f(6) + f(7)= 0,26 + 0,15 + 0,05 = 0,46

1. Calcula la probabilitat de que un departament tinga més de 6 treballadors.

P(X>6)=1-P(X<6)=1-F6)=1-0,85=0,15
P(X > 6) = f(7) + f(8)= 0,05 + 0,10 = 0,15

d) Per a calcular el nombre minim (x,) de treballadors que té el 75 % dels de-
partaments, ens plantejarem la segiient expressio, que ens recorda el concep-
te de percentil de I’estadistica descriptiva.

P(X=>x,) = 0,75, és a dir, estem buscant el percentil (P,,) que equival a P(X <x )
= 0,25, i per a calcular aquest valor (x,) ens fixarem en els valors de la funcié F(x).
Si mirem la seua expressio, podem afirmar que:

( 0 six<l
0.03 sil<x<2
0.12 si2<x<3
0.20 si3<x<4
F(x)=PX <x)=4 044 si4<x<5

0.70 siS5<x<6

0.85 si6<x<7

0.90 si7<x<8
\ 1 six>8

P(X<3)=0,20 — P(X>3)=0,80
P(X<4)=044 — P(X>4)=0,56

Aixi doncs, podem concloure que el nombre minim de treballadors que té el 75 %
dels departaments és 3.
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Nota

Com a primera conclusi6 de I’exercici podem afirmar que en una variable alea-
toria discreta caldra relacionar:

Ens demanen Necessitarem conéixer
E[X], Var[X] f(x)
Probabilitats f(x), F(x)
segons els casos
Percentils F(x)

Per tant, un objectiu a treballar quan es coneix la funcio de probabilitats és 1’ob-
tencio de la funcid de distribucio, 1 a I’inrevés.

Exercici 2

Imagina que tirem dos daus sobre la taula i anotem la resta dels resultats que ob-
tenim.

a) Quin creus que sera el resultat menys probable? Si tingueres que apostar
per un unic resultat, quina hauria de ser la teua aposta per jugar amb major
probabilitat d’éxit?

b) Calcula tot I’espai mostral i construeix la funci6 de probabilitat i la funci6 de
distribucio.

c¢) Calcula la probabilitat de traure menys de 2, igual o més de 4, entre 2 1 5.
Realitza aquests calculs utilitzant les dues funcions de ’apartat anterior i
trau les teues conclusions sobre la seua idoneitat.

Solucid

a) La variable aleatoria és X = valor absolut de la resta dels valors de les cares
si tirem dos daus.

Comencarem per trobar 1’espai mostral a la taula segiient taula 1 adjudicarem les
probabilitats a cadascun dels successos elementals:
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Si mirem els possibles resultats a les caselles en blanc, I’aposta més favorable és
el 1, ja que és el resultat més freqiient.

b) L’espai mostral és E = {0, 1, 2, 3, 4, 5} correspon als possibles valors abso-
luts de les restes; les seues probabilitats son:

P(X=0)=6/36=1/6 PX=1)=1036=5/18 P(X=2)=8/36=2/9
P(X=3)=6/36=1/6 P(X=4)=4/36=1/9 P(X=5)=2/36=1/18

La funci6 de probabilitats sera:

X. 0 1 2 3 4 5

1

f(x)| 1/6 | 5/18 | 2/9 | 1/6 | 1/9 | 1/18

També la podem expressar com una funcié que tan sols t¢ com a Dom(f) = {0, 1,
2,3,4,5} i podem classificar-la com una «grafica de punts». Aixi:

r 1/6 si x=0
5/18 si x=1
2/9 si x=2
fx)=PX=x)=1{ 1/6 si x=3
1/9 si x=4
1/18 si x=5
| altre valor

\ 0 en qualsevo
Per a trobar I’expressio de la funcio de distribucio F(x) recordem la seua defini-

cio: F(x) =P(X <x) =3 _ f(x). Aixi, anem acumulant els valors de f(x,) i podem
expressar-la: l
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Fx)=P(X <x) =

¢) Per a calcular les probabilitats del
paral-lelament, utilitzem la funci6
Aixi:

I P(X<2)=F(l)=4/9

r 0 six<0
1/6 si0<x<I
4/9 sil<x<2
{ 2/3 si2<x<3
5/6 si3<x<4
17/18 sid4<x<5
\ 1 si x>5

s diferents apartats abordarem els calculs;
de probabilitats 1 la funci6 de distribucio.

P(X <2)=1f(0)+ f(1) = 1/6 + 5/18 = 4/9

I P(X>4)=1-P(X<4)=1-F3)=1-5/6=1/6

P(X > 4) = f(4) + f(5) = 1/9 + 1

/18 =1/6

. PQ<X<5)=F@4)-F(Q2)=17/18 —2/3=5/18
P2 <X <5)=f(3)+f4)=1/6+1/9 =5/18

Nota

extrems que ens demanen per a poder

simple.

Podem concloure que, per a calcular probabilitats en les variables discretes, quan
utilitzem la funci6 de distribucié F(x) cal anar amb compte amb els valors dels

adient, mentre que el sumatori dels valors de les f(x,) sembla un raonament més

agafar correctament el valor de la F(x)

Exercici 3

Per a conéixer el nivell d’estudis de certa

llengua estrangera dels treballadors d’una

empresa, hem fet una equivaléncia adjudicant una escala de 1’1 al 5 als certificats

de nivell que han presentat als seus curr
distribuci6 dels 5 nivells que hem establ

0
0,1
0,2
0,5
0,9

1

F(x) =
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six<l1
sil<x<2
si2<x<3
si3<x<4
si4d<x<5
si5<x
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a) Calcula I’esperanca i la variancia d’aquesta distribucio. Interpreta els resultats.
b) Calcula la probabilitat de que si triem un treballador a 1’atzar d’aquesta em-
presa tinga:
1. Unnivell 3.
1. Un nivell superior a 2.
1. Un nivell igual o superior a 2.
1v. Un nivell inferior a 3.
v. Un nivell major que 2, perd igual o menor que 4.
Norta: Fixa’t amb la conveniéncia de treballar amb la funcié de probabi-
litat 0 amb la funcié de distribucio.
c¢) Calcula el nivell minim que podem assegurar que tenen el 60 % dels treba-
lladors per a oferir els nostres productes a 1’exterior.
d) Calcula el nivell maxim que podriem assegurar que tenen el 40 % dels tre-
balladors per a demanar un pla de formacio.

Solucid

a) Per a calcular I’esperanca 1 la variancia d’una distribucioé necessitem trobar
la funcid de probabilitats f(x) que extraurem de la funcié de distribucié F(x)
que tenim a I’enunciat. Utilitzarem la segiient igualtat que aplicarem a ca-
dascun dels valors de la variable X = {1, 2, 3, 4, 5}.

f(x,) = F(x,) — F(x,,) resulta del concepte o definicio de la funcio de distribu-
cio, ja que aquesta acumula els valors de la funci6 de probabilitat dels valors
de la variable anteriors F(x) = P(X <x) =3 _ f(x).

Aixi:

0 six<l1
0,1 sil<x<2
0,2 si2<x<3
0,5 si3<x<4
0,9 si4<x<5

1 si5<x

F(x) =

f(1)=F(1) - F(0)= 0,1

f(2)=F(2) - F(1)=0,2 - 0,1 =0,1
f(3)=F(3)-F(2)=0,5-0,5=0,3
f(4)=F(4) - F(3)=0,9 - 0,5=0,4
f(5)=F(5) - F(4)=1-0,9=0,1

Aix0 ens permet interpretar que el 10 % dels treballadors té els certificats de nivell
1,215, respectivament, que el 30 % té el nivell 3 1 que el 40 % té el nivell 4.

Potser ¢és ttil expressar la funcio de probabilitats com a taula:

x |1 ]2]3]4]s:s
fix) | 0,1 [0,1]03]04]0,1
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Per a calcular I’esperanga: comencem pel calcul de esperancga: E[X]=3"._ x. - f(x).

E[X]=1-0,1+2-0,1+3-03+4-0,4+5-0,1 =3.3 nivell mitja de coneixement
dels treballadors de I’empresa.

Per a calcular la variancia, utilitzarem la propietat que es pot vore al capitol de la
teoria: Var{X] = E[X?] — E[X]*.

Var{X] = E[X?] - E[X] = 12,1 — 3,3°= 1,21 nivell?

E[X?]=2r_ x> f(x)=

i=1771

12+ 0,1422-0,1+3%-0,3+42-0,4+5-0,1=12,1

Si volem traure la desviacio tipica, escriurem 0 = /Var[X] =v121 = 1,1 ni-
vell, que és la mitjana de la diferéncia (en valor absolut) entre el nivell certificat
de llengua d’un treballador qualsevol i el nivell mitja de I’empresa (esperanga).

b) Per a calcular la probabilitat de que si triem un treballador a 1’atzar d’aquesta
empresa tinga:

I. Unnivell 3:
P(X=3)=1(3)=0,3

1. Un nivell superior a 2:
P(X>2)=1f3)+f4)+f(5)=1-[f(1)+f(2)]=1-(0,1 +0,1)=0,8
PX>2)=1-P(X=2=1-F(2)=1-0,2=0,8

1. Un nivell igual o superior a 2:
PX>2)=1-P(X<2)=1-F(1)=1-0,1=0,9
PX>2)=1-P(X<2)=1-1(1))=1-0,1=0,9

1v. Un nivell inferior a 3:
PX<3)=1f(1)+1f(2)=,1+0,1=0,2
P(X<3)=F(2)=0,2

v. Un nivell major de 2, pero igual o menys que 4:
P2<X=<4)=F4)-F2)=09-0,2=0,7
P2<X=4)=3)+1(4)=03+0,4=0,7

¢) Per a calcular el nivell minim que podem assegurar que té el 60 % dels tre-
balladors per a oferir els nostres productes a I’exterior, expressarem aquesta
frase en termes de probabilitat recordant el concepte de percentil. Si x €s el

valor de la variable (nivell de llengua) que ens demanen, llavors:

P(X > x,) = 0,60 < P(Xx,)=0,40
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¢s a dir, cal trobar el percentil P, d’aquesta distribucié. Si utilitzem la funci6 de
distribucio, cal trobar F(x,) = 0,40.

Mirem a I’enunciat els valors de la funcié F(x): F(2) = 0,2; F(3) = 0.,5; ... Per la
qual cosa direm que x,= 3 i podem concloure que el 60 % dels treballadors tenen
un nivell de la llengua superior a 3.

d) Per a calcular el nivell maxim que podriem assegurar que té el 40 % dels tre-
balladors per a demanar un pla de formacio, farem un raonament semblant
al de I’apartat anterior: P(X = x) = 0,40, aixi podrem vore que la solucio
¢és la mateixa, Uinicament canvia la matisacié de la conclusio: el 40 % dels
treballadors tenen un nivell inferior o igual a 3.

Exercici 4

Imagina que llancem tres monedes a 1’aire i comptem el nombre de cares que han
eixit.

a) Calcula la probabilitat de cadascun dels possibles valors de la variable X 1
defineix la funcié de probabilitat corresponent.

b) Calcula la probabilitat d’obtenir 2 cares, almenys 2 cares, i més de 2 cares en
un llancament.

¢) Calcula la probabilitat d’obtenir un nombre de cares entre 0 i 2, ambdos
inclosos.

d) Calcula la funcié de distribucio, expressa-la i representa-la.

e) Calcula el nombre de cares que s’obté com a maxim en el 75 % dels llanga-
ments.

f) Calcula I’esperanca i la variancia i interpreta-les.

Solucid

Imagina que llancem tres monedes a 1’aire i comptem el nombre de cares que han
eixit.
a) Calcula la probabilitat de cadascun dels possibles valors de la variable X 1

defineix la funci6 de probabilitat corresponent.

Per a trobar I’espai mostral ens ajudarem del diagrama d’arbre que farem a conti-
nuacio i adjudicarem les probabilitats dels possibles valors de la variable, la qual
definirem com X = nombre de cares obtingudes en el llangament de tres monedes.
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v Cara — ccc

>
Cara Creu — cct+
— ctC

4 . ___—wCara
/ e
Creu — ct++
\ — +CC
A

>
Creu Creu — +c+
— ++C

B Creu — +++
E = {ccc, cct, ctc, ct++, +cc, +ct+, ++c, +++}.

X =nombre de cares obtingudes en el llangament de tres monedes.

X. 0 1 2 3

1

fix)=P(X=x) | 1/8 |38 |38 ] 18

En aquesta taula, hem definit la funcio de probabilitat de la variable X, que és una
variable discreta.

b) Per a calcular la probabilitat d’obtenir 2 cares, almenys 2 cares, i més de 2
cares en un llangament, utilitzarem la funci6 anterior:

P(X =2)=1f(2)=3/8
P(X>2)=f(2) +f(3)=3/8 + 1/8 =4/8 = Y
P(X>2)=1f(3)=1/8

¢) Per a calcular la probabilitat d’obtenir un nombre de cares entre 0 1 2, amb-
dos inclosos:

P(0<X<2)=f0)+f(1)+f(2)=1/8 +3/8+3/8=17/8
d) Calcula la funcio de distribucio, expressa-la i representa-la.

Per a calcular la funci6 de distribucio, F(x) = P(X < x), ens ajudarem de la tercera
fila de la taula segiient, on acumulem les probabilitats dels distints valors de la

variable:
X, 0 1 2 |3
fx)=P(X=x) | 1/8] 38 [3/8]18
F(xi) 1/8 | 4/8=1/2 | 7/8 | 1

Pero, com que la funcio de distribuci6 ha de ser definida per a qualsevol valor
xER, la definirem com una «funcié d’escala» definida a trossos:
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(0 six<O0

1/8 si0=x<1
F(x)=41/2 silsx<?2
7/8 s12=x<3 : .

1 six =3

e) Calcula el nombre de cares que s’obté com a maxim en el 75 % dels llanga-
ments.

Per a respondre a aquesta qiiestio, caldra calcular els valors de les fraccions en
decimals i decidir el que corresponga per trobar el valor de la variable que ens

demanen:
X, 0 1 2 3
fx)=P(X =x) 1/8 3/8 3/8 1/8
F(x) 1/8=0,125 | %=0,5| 78=0875 | 1

Podem dir que el valor que ens demanen €s 2, perque en el 87,5 % de les ocasions
eixiran, com a molt, 2 cares, pero en el 50 % dels casos s’obté com a maxim 1 cara.

f) Per a calcular I’esperanca i la variancia, vegem les operacions:

3

E[X]=in-f(xi)=0é+l-§+2- = 1,5cares

0| W

+3-l=
8

N | W

Var[X]= E[Xz]— E[XT —3-1,5=0,75

|
E[X2]=Exi2 'f(Xi)=02 %+12 %+22 %+32'%=3 cares’

o0 =4/0,75=0,87 cares

La mitjana de cares que s’obtenen en llangar tres monedes és de 1,5 cares, amb una
desviacio tipica de 0,87.

Exercici 5

S’esta controlant el ritme de treball que porta un servei d’atenci6 al public. S’es-
tima que es poden atendre 12 persones cada hora. Del recompte que hem fet amb
les dades del mes passat, hem obtingut la seglient funcié de distribucio:
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[0 six<10

0,35 sil0<x<ll
0,55 sillsx<I2
0,65 sil2<x<I3
0,85 sil3=x<14

|1 six=14

F(x)=

a) Calcula la probabilitat de que en una hora siguen ateses 9 persones; menys
de 12 persones; més de 11, perd menys de 13.

b) Calcula la funci6 de probabilitat de la variable X.

c¢) Calcula les probabilitats de I’apartat a utilitzant la funcié de probabilitats.

d) Calcula el nombre minim de persones que podem assegurar que han estat
ateses el 80 % de les hores. Calcula’n la mediana.

e) Calcula I’esperanca 1 la variancia d’aquesta distribucio 1 interpreta-les.

Solucid

a) Per a respondre a les probabilitats que ens demanen amb la funcié de distri-
bucid de I’enunciat caldra fer especial atenci6 als extrems per a distingir si
estan o no inclosos, ja que es tracta d’una variable discreta. Aixi, fixant-se en

la funcio:
[0 six<10
0,35 silo=sx<l11
F(x) = 0,55 sillsx<12
0,65 sil2=x<13
0,85 sil3=x<l14
|1 six=14
P(X=9)=0

P(X>13)=1-P(X<13)=1-F(13)=1-0,85=0,15
P(X <12)=F(11) = 0,55
P(11 <X < 13)=F(12) - F(11) = 0,65 — 0,55 = 0,10

b) Per calcular la funcio de probabilitats sera suficient amb calcular els «incre-
ments» de la funcid de distribucid en cadascun dels valors de la variable. Per
a aixo podrem ajudar-nos de la taula segiient:

X, 10 11 12 13 14
F(x,) 0,35 0,55 0,65 4—0.85 <— 1
fix,) 0,35 0,20 0,0 | ®020 |™0,15 Yex)=1
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c¢) Calcula les probabilitats de ’apartat @ utilitzant la funcié de probabilitats.

P(X=9)=1£(9)=0
P(X>13)=f(14)=0,15

P(X < 12) = f(10) + f(11)= 0,35 + 0,20 = 0,55
P(11 <X < 13)=f(12)=0,10

d) Calcula el nombre minim de persones que podem assegurar que han estat
ateses el 80 % de les hores. Calcula’n la mediana.

Per a calcular el P, cal trobar el valor de la variable del qual podem afirmar que
el 80 % dels valors son menors que ell, per la qual cosa ens basarem en la F(x).
Vegem les cel-les de la taula anterior que corresponen als diferents valors de la
variable i la seua interpretacio:
F(12) = 0,65 = En el 65 % de les hores s’han atés 12 persones o menys.
F(13) = 0,85 = En el 85 % de de les hores s’han atés 13 persones o menys.
Pero I’enunciat ens indica «almenys», per la qual cosa caldra trovar el P, :
PX=x)=1-P(X<x,)=0,80~>P(X<x)=1-0,80=0,20

I el valor més proper en la taula que es correspon és:

F(10) = 0,35 = En el 35 % de les hores s’han atés com a molt 10 persones,
del que podem deduir que en el 65 % almenys 11 persones se n’han atés.

F(9) =0 = En el 0 % de les hores s’han atés 9 persones o menys, del que
podem deduir que en el 100 % de les hores almenys 10 persones se n’han
atés.

Podem concloure, aixi, que en el 80 % de les hores s’atenen almenys 10 persones,
que ¢és el que ens pregunten a I’enunciat.

Nota
En les qliestions que fan referéncia a percentils, cal fixar-se en la redacci6 dels
enunciats 1 no tan sols en el percentatge que ens donen.

e) Calcula I’esperanga 1 la variancia d’aquesta distribucid 1 interpreta-les.

+ EX]=Yx f(x)=

10-0,35+11-0,20+12-0,10+ 13 -0,20+ 14 - 0,15 = 11,6 persones.
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* Var[X]=E[X*]-E[X]’=3-1,5=0,75 —
E[XP=%x? f(x)
10-0,352+11-0,20*+12-0,10*+ 13 - 0,20* + 14 - 0,15% = 11,6 persones?
o= \/2,@ =1,62 persones
La interpretaci6 que podem fer-ne és que la mitjana de les persones ateses per hora
¢és de 11,6, amb una variabilitat mitjana de 1,62 persones. Aquesta segona dada es

pot entendre com la mitjana de les desviacions del nombre de persones ateses cada
hora, tant per excés com per defecte, sobre 11,6 persones, que és la mitjana global.

Exercici 6

En aquest moment, el percentatge d’atur entre els llicenciats menors de 29 anys a
Espanya ¢és del 23 %'. Considerem un grup de 5 joves llicenciats menors de 29 anys.

a) Calcula la probabilitat de que 3 d’ells estiguen aturats.
b) Calcula la probabilitat de que més de 2 joves estiguen treballant.
c¢) Troba la funci6 de probabilitat de cada valor possible de la variable
X =nombre de joves treballant en el grup de 5 llicenciats de ’enunciat.
d) Troba el model de probabilitat que podem ajustar a aquest plantejament.
e) Escriu I’expressi6 algebraica d’aquesta funcid per a un grup de n joves.
/) Siara considerem un grup de 20 joves (n = 20), calcula I’esperanca 1 la variancia.

Soluci6
a) Per a plantejar-nos el problema definim la variable X =nombre de joves aturats.

Es facil comprendre que, si considerem tan sols si un jove esta aturat o no, es pot
considerar un model de Bernouilli, on p = probabilitat d’estar aturat = 0,23.

Quan considerem un grup de 5 joves i cadascun d’ells pot estar o no aturat, passem
a considerar un model binomial de parametres n =51 p = 0,23.

Si tenim clar el significat de la funcié de distribucid, podem utilitzar directament
I’expressio algebraica de la teoria, on tal sols cal identificar els valors de n 1 p:

n X n-x :
p(1-p) si x=0,1,2,3,...n
()= ( X )

0 la resta
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Ara bé, podem fer un bon esquema que ens ajudara a identificar aquest model 1
facilitara la identificaci6 dels problemes amb aquest model, sempre i quant es
puga abordar com una disjuntiva (exit o fracas) per a cada element de la seleccio.
Suposem que davant cada individu, ens podem preguntar: esta a I’atur? I com a
resposta, es evident que tan sols tenim dues possibilitats: SI o NO 1 a més a més,

sabem que P(SI) =0.23 i P(NO) = 0.77.

si
NO

Si
\A _—si
NO

NO
St

—¥ si
/ SI\
\A NO/' Si

N

ANO

Si

(S, S, S, S,8)

(S,S,8,8,N)

(85 S, S, N, S)

(S,S,S,N,N)

(S,S,N, S, S)

(S,S,N, S, N)

(S, S’ N’ N’ S)

(S, S, N, N, N)

(S5 N’ S, S’ S)

(S,N, S, S,N)

(S,N,S,N, S)

(S’ N’ S’ N’ N)

(S,N,N, §,8)

(S,N,N, S,N)

(S,N,N, N, §)

(S,N,N, N, N)

Aqui tan sols hem fet la meitat del diagrama d’arbre; vos proposem que com-
proveu els calculs segiients fent I’altra meitat la que comengaria amb un No en la
primera proposta.
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Per a calcular les probabilitats cal que fem un recompte de tots els casos que cor-
responen a cada valor de X que necessitem obtenir. En aquest diagrama podrem
trobar totes les possibilitats:

e Si X =0 aturats:
{N,N, N, N, N}
f(0)=1-0,77°=0,2707

e Si X =1 aturat:
{S,N, N, N, N}, {N, S, N, N, N}, {N, N, S, N, N}, {N, N, N, S, N},
{N,N, N, N, S}
f(1)=5-0,23-0,774=0,4043

e SiX=2:
{Sa Sa N, Na N}’ {S, Na Sa N, N}a {89 N, Na Sa N}) {Sa Na N) Na S}a
{N5 S’ S, N, N}’ {N’ S’ N’ S, N}’ {N’ S, N’ N’ S}, {N’ N’ S, S’ N},

{NJ N’ S’ N’ S}’ {N’ N’ N’ S’ S}
f(2)=10-0,232-0,77° =0,2415

e SiX=3:
{S,S,S,N, N}, {S, S, N, S, N}, {S, S, N, N, S}, {N, S, S, S, N},
{N,S,S,N, S}, {N,N, S, S, S}, {S,N, S, S, N}, {N,S,N, S, S},
{S,N,N, S, S}, {S,N, S, N, S}
f(3)=10-0,23%*-0.,77° = 0,0721

e SiX=4:
{N, S, S, S, S}, {S,N, S, S, S}, {S,S,N, S, S}, {S, S, S, N, S},
{S, S, S, S, N}
f(4)=5-0,23*-0,77=0,0108

. SiX=5:
{S,S,S,S, S}
f(5)=1-0,23° = 0,0006

Aixi, hem calculat la funci6 de probabilitats que ens demanen a ’apartat c.

X, 0 1 2 3 4 5

1

f(x,) | 0,2707 | 0,4043 | 0,2415 | 0,0721 | 0,0108 | 0,0006

Aix0 ens permetra respondre amb facilitat els apartats anteriors:

a) Per a calcular la probabilitat de que 3 d’ells estiguen aturats:
P(X=3)=1(3)=0,0721

b) Per a calcular la probabilitat de que estiguen treballant més de 2 joves:
P(X>2)=1(3) + f(4) + f(5) = 0,0721 + 0,0108 + 0,0006 = 0,0835
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¢) La funcid de probabilitats ja ’hem feta per anticipat.
d) Troba el model de probabilitat que podem ajustar a aquest plantejament.

Aquest problema compleix les caracteristiques teoriques del model binomial
amb n = 5 intents (cada persona pot estar o no aturada) i el parametre p =
probabilitat d’estar aturat = 0,23.

e) La funcid de probabilitat per a un grup de n joves respon a I’expressio alge-
braica que podem trobar al resum teoric:

M 10,235 (1-0,23)" si  x=0,1,2,3,..n
f(x)=1 | x

0 la resta

On hem substituit p = 0,23.

f) Siara considerem un grup de 20 joves, per a calcular I’esperanga i la varian-
cia canviarem al model binomial de parametres n =201 p = 0,23.

Per calcular-les tan sols necessitem identificar els valors dels parametres del
model. Aixi:

E[X]=n"-p=20-0,23 = 4,6, aquesta ¢és la mitjana de joves aturats en un
grup de 20 llicenciats.
Var[X]=n-p- (1 -p)=20-0,23-0,77 = 3,542

Exercici 7

Sabem que a la nostra empresa el nombre de treballadors que desenvolupen tas-
ques directives ¢és del 15 %. Considerem que en cada departament hi ha 10 treba-
lladors.

a) Calcula la probabilitat que en un departament qualsevol hi haja 2 directius;
menys de 4; més de 6; 4 com a molt.

b) Calcula el nombre mitja de directius en els departaments i la desviacio tipica
corresponent. Interpreta els resultats.

¢) Quants directius podem assegurar que tenen com a molt el 80 % dels depar-
taments?

d) Calcula la probabilitat de que hi haja 8 treballadors no directius.

Imaginem ara que els departaments tingueren 50 treballadors.

e) Calcula la probabilitat de que hi haja 15 directius.
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Solucid

Per a plantejar el problema comencarem per definir la variable a estudiar: X = nre.
de directius en un departament de 10 treballadors.

Es tracta d’una variable discreta i podem deduir que es distribuira ajustant-se a
un model binomial de parametres n = 10 treballadors (que corresponen a les 10
proves de Bernouilli independents) i p = 0,15 (que correspon a la probabilitat
d’éxit = probabilitat de que un treballador triat a ’atzar siga directiu). Aixi:

X —= Bi(n=10,p=0,15)

a) Calcula la probabilitat de que en un departament qualsevol hi haja 2 direc-
tius; menys de 4; més de 6; 4 com a molt.

Per a treballar amb variables que corresponen a models coneguts podem treballar
amb I’expressi6 algebraica de la funci6 de probabilitats que apareix al resum de
teoria o crear taules on estan els valors ja calculats per als valors dels parametres
més freqilients. Aixi, substituim n =10 i p = 0,15 en ’expressié general i obtenim
la probabilitat P(X = x) = f(x) per a cada valor de x.

10 10,154 (1=0,15)* si x=0,1,2,3, .. 10
fx)=1 | x

0 la resta

Per a calcular probabilitats acumulades podem ajudar-nos de les taules o d’un pa-
quet estadistic. A continuacié hem inserit un fragment d’una taula de la distribucio
binomial on podrem consultar els valors que necessitem:

P(X=2)= ( 120 )0,152(1—0,15)8 =45,0,15% - 0,85° = 0,2759

P(X <4)=1f(0) + f(1) + f2) + f3) + f4) =
0,1969 + 0,3474 + 0,2759 + 0,1298 + 0,0401

Tabla | Distribucion E

o1 05 10 5 20 5 _
N =0,990
9 9135 .6302 .3874 .2316 .1342 .0751
0830 .2985 .3874 .3679 .3020 .2253 També pod | . . .
‘0034 0820 1722 2507 3020 3003 ambé podem valorar si és més convenient,
0001 0077 .0446 .1069 .1762 .2336 segons els casos, abordar les probabilitats del
.0000 .0006 .0074 .0283 .0661 .1168 .
0000 .0000 .0008 .0050 .0165 .0389 complementari:

.0000 0000 .0001 .0006 .0028 .0087
0000 0000 .0000 .0000 .0003 .0012

.0000 .0000 .0000 0000 .0000 .0001 PX<4)=1-P(X>4)

0044 5087 3487 1060 1074 0563 P(X <4)=1(0) + (1) + f(2) + f(3) = 0,1969 +
0914 3151 .3874 3474 2684 .1877 0,3474 +0,2759 + 0,1298 = 0,95

0042 0746 .1937 2759 .3020 .2816

0001 .0105 .0574 .1298 .2013 .2503

0000 .0010 .0112 .0401 .0881 .1460 - -

0000 .0001 .0015 .0085 .0264 .0584 P(X>6) = f(7) + f(8) + f(9) + £(10) = 0,0001
0000 .0000 .0001 .0012 .0055 .0162

j%% 3% :%gg 28% g? ;%3,} Quan obtenim valors tan propers a 0, podem
[0000 0000 .0000 .0000 .0000 .0000 interpretar que la proposta té probabilitat quasi

.0000 0000 .0000 0000 .0000 0000 S P .
nul-la, si més no és gaireb¢é impossible.

=
SN REwWN SO uOAEWN 2O T
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b) Per a calcular el nombre mitja de directius en els departaments i la desviacid
tipica corresponent, calcularem 1’esperanca i la variancia de la distribucio. Ara
bé, per tractar-se del model binomial, podem fer us de la teoria i sera suficient
substituir els valors dels parametres en les expressions corresponents:

E[X]=np=10"0,15=1,5 directius.
Var [X]=npq=10-0,15-0,85 = 1,275 directius?

o =VVar = /1,275 = 1,13 ({jrectius

Podem interpretar que la mitjana del nombre de directius en aquests departaments
(de 10 treballadors) és de 1,5.

La desviacié mitjana ens indica la mitjana, en valor absolut, de les diferéncies
entre el nombre de directius de cada departament i I’anterior mitjana (1,5 treballa-
dors), que és de 1,13 directius.

c¢) Per a esbrinar quants directius podem assegurar que t€¢ com a molt el 80 % dels
departaments, relacionem la qiiestié amb el calcul de percentils. Cal calcular
la funci6 de distribucio F(x) = P(X < x) per als diferents valors de la variable
fins a trobar el primer valor de la variable x per al qual se supere F(x) = 0,80.

F(0) = (0) = 0,1969
F(1) = f(0) + £(1) = 0,1969 + 0,3474 = 0,5443
F(2) = f(0) + f(1) + f(2) = 0,1969 + 0,3474 + 0,2759 = 0,8202

Del darrer valor que hem obtingut es dedueix que en el 82 % dels departaments hi
ha com a molt 2 directius.

Aixi, podem concloure i assegurar que el 80 % dels departaments tindra 2 directius
0 menys.

d) Per a calcular la probabilitat que hi haja 8 treballadors no directius, tan sols
cal relacionar que aquesta circumstancia siga equivalent a calcular la proba-
bilitat de que hi haja 2 directius, la qual cosa ja hem calculat en I’apartat a.

P(X=2)=1(2)=0,2759
Imaginem ara que els departaments tingueren 50 treballadors.

e) Calcula la probabilitat de que hi haja 15 directius.

Si els departaments tingueren 50 treballadors caldria canviar el parametre n = 50
en el model binomial. X = nre. de directius en els departaments de 50 treballadors

— Bi(n =50, p=0,15).

P(X = 15):( ?g J0,1515(1—0,15)35=2,2508~1012- 0,15"- 0,85 =0,0033
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Si ens demanaren alguna probabilitat, com ara P(X < 20), caldria ajudar-nos d’un
paquet estadistic per comoditat de calcul, ja que aquests sumatoris ja resultarien
una tasca farragosa.

Altres possibilitats que hem desenvolupat als textos teorics son les transformaci-
ons del model binomial al Poisson o al normal quan els parametres compleixen les
condicions que ens indiquen els teoremes de cada cas.

A continuacié podem vore la grafica de la funcié de probabilitats del model bino-
mialden=501ip=0,15.

Binomial Distribution: Binomial trials = 50, Probability of sucess

I

Probability Mass
010

005

Number of Successes

Exercici 8

En el servei de teleassisténcia de 24 hores d’un centre de benestar social comarcal,
s’han comptabilitzat les demandes dels usuaris, que de forma aleatoria han estat de
5 incidencies per hora, al llarg de tot el dia.

a) Calcula la probabilitat de que es reben 3, 4, 5 1 6 incidéncies en una hora.

b) Calcula la mitjana d’incidéncies en un dia.

c¢) Calcula el nombre d’incidéncies que s’atenen, com a molt, en el 80 % de les
hores.

Solucid

Per a plantejar el problema comencarem per definir la variable aleatoria. X = nre.
d’incidéncies cada hora — Po(A = 5).

a) Per a calcular la probabilitat de que es reben 3, 4, 5 1 6 incidéncies en una
hora cal substituir el valor de A en I’expressio algebraica de la funcié de pro-
babilitats o trobar-ne els valors en alguna taula:

X, e‘” 5%

ces

x! x!

Considerem que P(X = x) = f(x) M
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P(X =3)=f(3) = 0,1404
P(X = 4) = f(4) = 0,1755
P(X =5)=1(5)=0,1755
P(X = 6) = f(6) = 0,1462

Si consultem en alguna taula de les que estan publicades, podrem trobar els valors
segiients per als valorsde X =0, 1,2, 3,4,5,6,7,8,91 10.

5.0 i.0067 03370642 0404 1755 1755 462 1044 0653 0363 0181 0062 0034

b) Per a calcular la mitjana d’incidéncies en un dia, considerarem que 1’espe-
ranga és E[Y] = A =120, ja que A =5 - 24 = 120, perque caldra considerar
I’adaptaci6 de la mitjana proporcionalment a I’ interval d’un dia.

c¢) Per a calcular el nombre d’incidéncies que s’atenen, com a molt, en el 80 %
dels dies, necessitem trobar els valors de la funcio6 de distribucio: F(y) =P(Y
<y), acumulant els valors de la funci6 de probabilitats. Necessitem calcular
P(Y <a)=0,80.

F(6)=0,616
F(7)=0,7622
F(8) = 0,8666

Podem interpretar, dels resultats obtinguts, que en el 80 % de les hores s’atenen
8 incidéncies com a molt.

Exercici 9

Estem preparant unes oposicions que tenen 50 temes a 1’apartat teoric i soc consci-
ent de que en aquests moments en podria defensar amb ¢xit 30. En la convocatoria,
s’explicita que el tribunal extraura 5 boles, cadascuna corresponent a una unitat
del temari. Es tria un d’aquests temes i se’n fa el desenvolupament teoric. Calcula
les seglients probabilitats:

a) Podria defensar amb éxit tan sols un tema de les boles extretes.

b) Podria defensar amb éxit com a molt, dos temes de les boles extretes.

c¢) Podria defensar amb éxit els cinc temes que han eixit.

d) No podria defensar cap tema.

e) Calcula la mitjana de temes que podré defensar en cada extraccio de boles 1
la seua variabilitat.
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Solucid

Per a plantejar el problema comencarem per definir la variable aleatoria: X = nre.
d’unitats que puc defensar amb éxit entre els temes que ixen en agafar 5 boles a
I’atzar que corresponen a 50 unitats que hi ha al temari.

Podem identificar I’experiment com una variable hipergeomeétrica, els parametres
de la qual son:

N =50 temes que hi ha a ’oposicio i que es corresponen amb 50 boles en total.
n =5 temes que s’extrauen sense reposicid i que es corresponen amb 5 temes
possibles a desenvolupar triats a I’atzar.

K =30 temes que conec i puc defensar amb exit entre els 50 que hi ha.

Aixi: X — Hiper (N =50, n =5, K = 30).

a) Per a calcular la probabilitat de conéixer tan sols un tema, calculem:

(30) : (20) 30 - 4845
1(50)4 = 2118760 06860
5

PX=1)=f(1) =

b) Per a calcular la probabilitat de que puga defensar amb ¢xit, com a molt,
dostemes de les boles extretes:

P(X <2) = f(0) + f(1) + f(2) = 0,30997

Considerem:
30y (20
£(0) = (0(5.0()5 ) = 2111{;’323 = 0,00732
() 30.anss
f(1) = (50) = —Tig7e0 = »06860
CCY) 35110
f(2) = (550) = —Ta7e0 ~ 023405

c) Per a calcular la probabilitat de que puga defensar amb exit els temes que
corresponen a les 5 boles extretes:

(30) ) (20)
P(X=5)=f(5) = 5(50)0 = 1;1255766'01 = 0,06726
5
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d) Per a calcular la probabilitat de que no puga defensar amb ¢€xit cap tema es
correspon amb la probabilitat de que cap bola extreta corresponga acap dels
30 temes que se sap I’aspirant. Aixi:

30\ (20
(o)'(s)_1‘15504=0,00732

PX=0=f0)= (50) ~ 2118760

e) Pera calcular la mitjana de temes que podré defensar en cada extraccio de bo-
les i la seua variabilitat, consultarem un text teoric en que podrem trobar que:

30 .-
I’esperanga és E[X] = ny =55 = 3 temes que podré defensar de mitjana. |
ancia & =nX(1 K\ _ 530 _ 30\
la seua variancia és Var[X] = n— (1 N) ~— =5 (1 50) - = 1,1020
temes.”

Exercici 10

A la premsa del passat mes d’octubre de 2013 es van publicar aquestes dades: «un
10 % de les llars espanyoles tenen tots els seus membres a 1’atur».” Si en una aula
de primaria d’un col-legi public tenim 30 alumnes (suposem que cadascun pertany
a una llar diferent), es podria considerar una mostra representativa de la societat,
1 aixi, calcula:

a) Lamitjana d’alumnes d’aquesta classe les families dels quals pateixen aquesta
situacio.

b) La probabilitat de necessitar entre 2 i 5 beques de menjador en aquesta clas-
se per als alumnes que estan en aquesta situacio.

Solucio

Per a plantejar el problema comencgarem per definir la variable aleatoria: X = nre.
de llars que tenen tots els seus membres a I’atur o alumnes que pateixen a casa
aquesta situacio, suposant que cada alumne pertany a una llar diferent i que a clas-
se hi ha 30 alumnes.

Aquesta descripcio i el coneixement de la dada de que la probabilitat de que una
llar triada a I’atzar tinga tots els seus membres a 1’atur és del 10 %, ens fan con-
siderar que la nostra variable s’ajusta a un model de probabilitat binomial amb
parametres n=301p = 0,10.

2. http://www.rtve.es/noticias/20121026/10-hogares-espanoles-tiene-todos-miembros-paro/571737.shtml
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Aquests valors dels parametres ens permeten vore que es poden fer els calculs mit-
jangant I’aproximacié que permet calcular una funci6 de probabilitat d’un model
binomial (n, p) amb la funcié de probabilitat del model Poisson, on el seu parame-
tre A=n"p.

Cal vore quines condicions son aconsellables i compleixen els parametres nip de
la binomial perque es puga fer aquesta aproximacio.

a) Per a calcular la mitjana, recordarem que al model binomial E[X]=n-p =
30 - 0,10 =3, que alhora és el parametre A = 3 de la distribuci6 Poisson que
utilitzarem a I’apartat segiient.

b) Per a calcular la probabilitat de necessitar entre 2 1 5 beques de menjador en
aquesta classe per als alumnes que estan en aquesta situacié abordarem el
problema amb els dos models i comprovarem que I’aproximacié és possible i
les ventages del canvi a Poisson, sobretot si tenim alguna taula per consultar:

30 Ce-

fQ2) = ( ) ) 0,10% - 0,90%® = 0,2277 )= 3 ZIe = 02240
30 3 e’

f3)= ( 3 ) 0,103 - 0,90%” = 0,2361 f@) = === 0,2240
30 -
_ . _ 34 . 3

Fa) = ( . ) 0,10* - 0,90%6 = 0,1771 £4) = : = 0,1680
30 35-e?

£(5) = ( c ) 0,105 - 0,9025 = 0,1023 f(5) = 5 =0,1008

Es pot comprovar que els resultats son propers, pero aquesta aproximacié €s enca-
ra millor si som més exigents en els valors dels parametres n 1 p que permeten fer
aquest canvi. (llei dels successos rars).

Aixi, P2 < X < 5) = f(2) + f(3) + f(4) + f(5) = 0,7432 (model binomial).

Aixi, P2 < X < 5) = f(2) + f(3) + f(4) + f(5) = 0,7168 (model Poisson).
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UNITAT 3

Variables aleatories continues.
Models de probabilitat
continus. Teorema central
del limit






Introduccid teorica

Les variables aleatories continues poden prendre qualsevol valor dintre d’un rang
donat. La variable «temps que tarda un alumne a realitzar un examen amb un limit
de temps d’una hora» €s continua i els valors que pot prendre son tots aquells com-
presos entre 0 1 60 minuts. Aixi 30,252 minuts, 30,253 minuts o 30,2527 minuts
son valors possibles que pot prendre la variable. Altres exemples son el pes de les
persones matriculades en els gimnasos, 1’edat exacta dels assistents habituals als
congressos de matematiques o les tones que carreguen els camions d’una compa-
nyia de transport.

Nota
Al conjunt de valors que pot prendre una variable aleatoria X se’l denomina rang
de X.

Variables aleatories continues

Tal com s’ha comentat en el primer epigraf, una variable aleatoria €és continua si
pot prendre qualsevol dels infinits valors compresos en un interval de la recta real.
Per exemple, si es considera la variable X = altura d’una persona, X pot prendre
qualsevol valor de I’interval (1,85 , 1,86) —els valors 1,8501; 1,80502; 1,8053....;
1,85001; 1,85002; 1,85011; 1,85012 en so6n uns exemples—. Com pot intuir-se amb
facilitat, pareix que existixisquen infinits valors entre 1,851 1,86.

Conseqiientment, no té sentit calcular la probabilitat de que X prenga un valor
concret, perque n’hi ha infinits i aleshores la probabilitat és 0. Tanmateix, si que
en té el calcul de la probabilitat de que X prenga valors dins d’un interval [a, ], és
a dir, P(XEJ[a, b])=P(a< X <b).

Ara bé, si en les distribucions discretes es definia la funci6 de probabilitat com la que
permetia el calcul de la probabilitat de que X siga igual a un valor concret f(x) =
P(X =x), en les variables aleatories continues no es pot definir una funcié d’aquest
tipus. Es definix, en canvi, per a cada model, una funci6 denominada funcio de
densitat de probabilitat, f(t), la qual permet calcular la probabilitat de que la va-
riable aleatoria prenga valors dins d’'un interval.

El concepte utilitzat per al calcul de la probabilitat és el d’area. Concretament, es
defineix la probabilitat de que X prenga valors dintre de I’interval [a, b], com s
I’area compresa entre la funcié de densitat, 1’eix horitzontal de les abscisses i els

punts aib. Al grafic (fig. 8), P(XE[O0, 5, 1]) = area ombrejada = j:s f(®dt (jaque

en terminologia matematica 1’area es representa mitjancant la integral).
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funcioé de densitat

PX €10, 5, 1)) =f:)5f(t)dt
£ 5 - o 1 2 3
valors
Fig. 8
Norta

Cal recordar que, en les variables estadistiques en que s’agrupaven les dades en
intervals, la representacio grafica de les dades es realitzava mitjancant els histo-
grames, les arees dels quals representaven la freqiiéncia de I’interval.

En les variables aleatories continues es representa la probabilitat emprant el ma-

teix concepte d’area. En aquest cas, pero, cal conéixer la funcié de densitat de
probabilitat.

Com s’ha comentat abans, amb la funcié de densitat no €s possible calcular di-
rectament la probabilitat, tanmateix si que permet calcular-la.

D’altra banda, com que la funcié de densitat permet determinar la distribucio6 de
probabilitats d’un experiment aleatori, €s necessari que complisca amb els axio-
mes de probabilitat; els quals es tradueixen en:

* f(x) 2 0 (la funci6 és positiva perque 1’area es positiva; fig. 9, esquerra).

. fwf(t)dl: 1 (I’area total ha de ser 1; fig. 9, dreta).

Amésamés,siA=[a b],P(XEA)=PXE[a, b]) =Pla<X<bh) = ff(t)dl

@ P. Juan Verdoy | M. J. Beltran | M. J. Peris - ISBN: 978-84-697-1551-2 138 Problemes resolts de probabilitat i inferéncia aplicats a les ciéncies socials - UJI - DOI: http://dx.doi.org/10.6035/Sapientia95



funcié de probabilitat La probabilitat és la superficie
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Fig. 9

Funci6 de distribucio

La funcio6 de distribucié d’una variable aleatoria continua té el mateix significat
que la de la funcié de la variable aleatoria discreta. El que varia és la manera de
calcular la probabilitat demanada. Aixi, donada una distribuci6 estadistica discreta
X en que a ¢és un valor numeric, es defineix la funcid de distribuci6é F(a) com la
probabilitat de que la variable aleatoria X no prenga un valor superior a a. Es a dir:

F(a)=P(X < a)= f f()dt

El grafic segtient (fig. 10) mostra la funcio de densitat i la funci6 de distribuci6 per
a una distribucio de probabilitat continua. Com s’observa, la superficie marcada
en el grafic de la funci6 de densitat P(X = 100) és el valor que li correspon a 100
en el grafic de la funci6 de distribucio.

funcié de densitat funcié de distribucié
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Fig. 10
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Propietats

* La funci6 de distribucié es caracteritza per ser creixent, és a dir, si
xzx, > F(x)=F(x,).

¢ F(-»)=P(X =-x)=0, ja que cap valor de la variable aleatoria pot ser
menor que menys infinit.

* F(4%)=P(X =< +») =1, ja que tots els valors de la variable aleatoria son
menors que meés infinit.

Pla<X sb)=P(X sb)-P(X sa)= F(b)-F(a) = [[(x)de~ [ f(x)ds = [ f(x)ds

Les dues primeres propietats es poden comprovar intuitivament en els grafics ante-
riors. Aquesta darrera propietat és molt important i de molta utilitat a I’hora de fer
calculs de probabilitats. Els segiients grafics en faciliten la comprensio (fig. 11).

F(100) = P(X < 100) F(50) = P(X < 50)
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Esperanga 1 variancia d’una variable aleatoria continua

De la mateixa manera que ocorria amb les variables aleatories discretes, es poden
definir els estadistics d’esperanga matematica i variancia per a les variables con-
tinues. Cal dir que malgrat tindre significats equivalents en tots dos tipus de vari-
ables aleatories, en les variables continues son en molts casos aquests parametres
els que caracteritzen completament la distribucid, fins al punt, de ser necessaris
per a poder definir la funci6 de densitat de probabilitat.

Valor esperat o esperanca matematica

Si X és una variable aleatoria continua i f(t) és la funcié de quantia associada,
I’esperanga de X es calcula:

n=EX)= ft'f(t)dt

Variancia

Si X és una variable aleatoria continua i f(t) la funci6 de quantia que hi té asso-

ciada, la variancia de X es calcula: Var(X) =o” = f (t—w)’ f(t)dt, o I’expressio
equivalent: Var(X) = E(X?) — E(X)". ~o0

Variables aleatories bidimensionals continues

També introduirem les variables aleatories bidimensionals continues. Es considera
(X,Y) una variable aleatoria bidimensional continua que pren tots els valors possi-
bles dintre d’una regi6 R de dues dimensions (R €és un subconjunt de un interval de
dues dimensions). Al conjunt format per tots els possibles valors que pot prendre
la variable aleatoria se ’anomena recorregut o rang.

Pel mateix raonament que en les variables aleatories unidimensionals, en les bidi-
mensionals no té sentit parlar de la probabilitat de que la variable aleatoria prenga
un valor concret (un parell concret (X, yj)), de fet, aquesta probabilitat és 0. Per
contra, és evident que hi haura intervals bidimensionals més probables que altres
1 per aix0 sorgeix la necessitat de definir una funci6 f(x, y) que ho reflectisca.
A aquesta funcid se la denomina funcio de densitat de probabilitat conjunta f, 1
permet calcular la probabilitat d’un interval bidimensional mitjangant el calcul in-
tegral que, si en considerar una dimensio representa 1’area, en considerar-ne dues
representa el volum.
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D’altra banda, aquesta funcié ha de complir les exigencies definides en els axio-
mes de probabilitat:

a) f(x, y) = 0 per a tots els parells (x, y) de R de (X, Y)
py [[ £ 0o p)dedy =1
R

La segona condici6 significa que el volum total, el qual representa la probabilitat
total, és 1.

Per una altra part, és possible construir el grafic que representa la funcié de densi-
tat de probabilitat conjunta. Aixi, a cada parell (x, y) del recorregut se li associa a
I’eix vertical una altura igual al valor f(x, y). La representaci6 grafica és obviament
una superficie, ja que tant X com Y son continues. Noteu que el volum que encer-
cla la superficie i el pla XY es calcula segons la integral doble abans esmentada 1
¢és 1 (segona exigencia dels axiomes de probabilitat). A més a més, per a calcular
la probabilitat d’un subconjunt A del recorregut cal trobar el volum encerclat entre
A1 la funci6 de densitat. Per a fer-ho s’ha de resoldre la integral doble sobre 1’es-
mentat subconjunt:

P(A) = [[ £ (x, )dxdy

De la mateixa manera que en les variables discretes, la definicid de varible alea-
toria bidimensional continua es pot generalitzar per a un nombre indeterminat de
variables aleatories continues. Aixi, es pot parlar de variables aleatories n-dimen-
sionals (X, ..., X)) continues 1 la seua funci6 de densitat de probabilitat conjunta
fx, ..., x), la qual pren valors majors en aquelles regions més probables i com-
pleix els axiomes de probabilitat:

a) fix, ..., x,) = 0 per a tots els parells (x, ..., x ) de Rde (X, ..., X))
BT Ifx, ox)dx,..dx =1

On R és el rang de la variable aleatoria multidimensional continua.

Exemple

Un equip d’investigacid intenta conéixer la poblacié d’una determinada regid, atés
que han descobert que una gran part de la seua poblaci6 té uns ingressos econo-
mics alts. Després de molt de temps d’investigaci6 han arribat a la conclusié que
les variables que influeixen en 1’éxit econdomic son el coeficient intel-lectual i la
cultura dels individus. Aixi €s que han decidit estudiar aquestes dues variables
en la poblacio més exhaustivament. El primer que han és ou «matematitzar» les
dues caracteristiques que estaven considerant. Es a dir, han aconseguit assignar
a cada persona un nombre de I’interval [0, 1] per a determinar el seu coeficient
intel-lectual i un nombre de I’interval [0, 2] per a determinar la seua cultura. Aixi
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mateix, designant per X el coeficient intel-lectual 1 Y el grau de cultura, han hi-
potetitzat una funci6 de densitat de probabilitat conjunta per a la variable (X, Y).
Aquesta funci6 és la segiient:

fy)=x +’%

Variables aleatories bidimensionals independents

En el capitol de probabilitat es va introduir el concepte d’esdeveniments inde-
pendents i el d’experiments independents. Aixi, es deia que dos successos son
independents quan I’ocurréncia d’un no influeix en I’ocurréncia de 1’altre. Es a dir,
A 1 B soén dos successos independents si P(A/B) = P(A), o segons el teorema de

caracteritzacio, A i B son dos successos independents si P(A N B) =P(A) - P(B).

Es evident que aquest concepte d’independéncia també té la seua «versio» en les
variables aleatories, ja que aquestes no son res més que una altra manera d’ex-
pressar els esdeveniments. Aixi, si I’experiment consisteix a anotar d’una banda el
nombre de trucades de telefon que rep una centraleta al llarg de les 5 hores de feina
del mati d’una companyia en Madrid -nombre que anomenarem X—, i de 1’altra fer
el mateix recompte perd d’una centraleta en Barcelona —nombre que anomenarem
Y-, les variables X 1 Y son intuitivament independents. El nombre de telefonades
que es reben en un lloc és independent del de les que es reben en I’altre. Com a
conseqiiéncia, la probabilitat de que en Madrid reben x, trucades, sabent que en
Barcelona es reben Y, trucades, €s la probabilitat que en Madrid se’n reben x.. Per
tant, P(X =x/Y = yj) =P(X =x,) per a qualsevol parell de valors (x,, yj) que prenen.
Aquesta expressid també es pot escriure segons la definicié de probabilitat con-
dicionada com: P(X =x,Y =y) =P(X=x N Y =y)=P(X=Xx) P(Y =y,). M¢s
formalment: si (X, Y) és una variable aleatoria bidimensional discreta, es diu que
X1Y son independents si P(X = x,Y = yj) =P(X=x) P(Y= yj) per a qualsevol
parell (x;, y). Emprant una notacio amb funcions de probabilitat, la igualtat de
probabilitats es tradueix en:

pP(x, ¥) =p,(x)  p(y)

On p és la funcio6 de probabiltat conjunta i p_ i P, les funcions de probabilitat mar-
ginals.

De manera analoga, donada una variable aleatoria bidimensional continua (X,Y),
es diu que X 1Y son independents si f(x, y) = F (x)  f,(3).

On f és la funcio de densitat conjunta i f i f les funcions de densitat marginals.

Cal notar que aquestes definicions es poden generalitzar per a qualsevol nombre
de variables aleatories, aixi:
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* Donada (X, ..., X ) una variable aleatoria n-dimensional discreta, les varia-
bles aleatories X, ..., X son independents si la funcio de probabilitat conjun-
ta és igual al producte de les funcions de probabilitat marginals:

plx, ..., x) Zle(xI) -pxn(xn)

* Analogament, donada (X, ..., X ) una variable aleatoria n-dimensional con-
tinua, les variables aleatories X, ..., X son independents si la funci6 de den-
sitat de probabilitat conjunta és igual al producte de les funcions de densitat
de probabilitat marginals:

fx, . x) :ﬁ(l(x) s -]in(xn)

Cal dir que en les variables aleatories bidimensionals es poden definir conceptes
semblants als que es defineixen en les variables estadistiques bidimensionals, com
son la covariancia i la correlacid lineal, per a conéixer el grau de relacid existent
entre les variables. No obstant, aquest estudi queda fora dels objectius d’aquest
text.

Exemple

Un inversor té accions en dues empreses espanyoles. El rendiment de les accions
en tant percent de cada empresa son dues variables aleatories: X 1Y. La distribucio
de probabilitat conjunta és la que apareix en la taula:

Rendiment de Y

Rendimentde X 5% 8 % 12 %
Px(x)
5% 0,1 0,2 0,2 0,5
10 % 0,04 0,08 0,08 0,2
12 % 0,06 0,12 0,12 0,3

0,2 0,4 0,4 1
oy ()

Son les variables X 1Y independents?

Les variables son independents si per a tots els possibles valors de la variable ale-
atoria bidimensional (x, y,) es compleix que p(x;, ¥,) = p,(X) = p, (¥)):

« p(5,5=0,11p, 5 p,(5=05-02=0,1 > p(5,5=p,5" p,(5)
.« p(5,8)=02 i Px(5)- Pr(8)=0,5-04=02 = p(5,8)= Px(5)- Pr(8)
e p(5,12)=02 i Px(5)- Pr(12)=0,5-04=02 = p(5, 12)= Px(5)- Pr(12)
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« p(10,5)=0,04 i Px(10)- Pr(5)=0,2-0,2=0,04 = p(10,5)= Px(10)- Pr(5)

+ p(10,8)=0,08 i Px(10)- Pr(8)=0,2-0,4=0,08 = p(10,8)= Px(10)- Pr(8)

+ p(10,12)=0,08 i Px(10)-Pr(12)=02-0,4=0,08 = p(10, 12) =
Px(10)- Pr(12)

« p(12,5)=0,06 i Px(12)-Pr(5)=0,3-02=0,06 = p(12,5)= Px(12)- Pr(5)

« p(12,8)=0,12 i Px(12)-Pr(8)=03-04=0,12 = p(12,8)= Px(12)- Pr(8)

« p(12,12)=0,12 i Px(12)-Pr(12)=0,3-0,4=0,12 = p(12,12)=
Px(12)- Pr(12)

Com a conseqiiencia, les variables X 1Y son independents.

Combinacio lineal de variables aleatories independents

En nombroses ocasions resulta molt interessant I’estudi de les funcions de varia-
bles aleatories (Kenett 1 altres, 2003; Rao, 1985; Ritchey, 2008; Rohatgi, 2004). Per
exemple, si s’extrau a I’atzar una parella d’una gran poblacié de parelles que treba-
llen 1 es vol saber els ingressos conjunts de la parella. En aquest cas, considerant les
variables X = ingressos de I’home 1 Y = ingressos de la dona, els ingressos totals, que
anomenarem S, ¢és el resultat d’una funcié de les dues variables i1 es compleix que
S=X+Y.0bé, si se’n vol saber la retenci6 de I'1rpF 1 se sap que a ’home li retenen
un 16 % 1ala donaun 17 %, llavors la retencio sera de W=0,16 - X + 0,18 - Y.

Es evident que les variables unidimensionals resultants de les funcions de variables
aleatories també son variables aleatories (tant S com W ho son). Consegilientment,
tenen una distribuci6 de probabilitat que depén de les variables de les quals son
funcions. També els estadistics relacionats, com 1’esperancga 1 variancia de la nova
variable, depenen de les esperances 1 variancies de les variables que els originen.
Aixi, a I’exemple, tant la distribucié de probabilitat com 1’esperanga i la variancia
de S 1 W depenen de les distribucions i de les esperances 1 variancies de X 1Y.

Aquestes qiiestions poden estendre’s per a més de dues variables. Es a dir, donades n
variables aleatories, X, ..., X ,1Z una funcio d’elles (Z =X, ..., X)), la distribucio
de probabilitat de Z depen de les distribucions de probabilitat de cada variable X,
..., X . Aixi mateix, I’esperanca i la variancia de Z depén de les esperances i vari-
ancies de X, ..., X . El segiient exemple aclareix aquests aspectes.

Encara que al paragraf anterior s’ha considerat una funcié qualsevol, en el text
unicament es tractaran funcions lineals, atés que aquest és un manual introductori.
Cal recordar que les funcions lineals son aquelles en que les variables aleatories
no es multipliquen entre si, ni apareixen elevades a una poténcia. Si X, X, 1 X;

son tres variables aleatories, les variables Z =2 - X+ X, + X;, M = % X, -3
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X, + X, — 8 s6n dos exemples de variables aleatories construides com a funcions
lineals de X, X, i X,. Tamb¢ se sol dir que les variables Z i M son combinacio
lineal de les variables X,, X, 1 X;.

Exemple

Es consideren X 1Y dues variables aleatories que representen el nombre previst en
grans inversions que tenen les dues empreses per a I’any vinent. La distribucio de
probabilitat de cadascuna ¢és la segiient:

X(primera empresa) 0 1 2

p(x) 02 05 03 q(y) 01 03 05 0,1

Les dues empreses estan pensant en fusionar-se i per aixo volen saber com es dis-
tribueix el nombre total de grans projectes que durien a terme les dues empreses
I’any segiient. Per la informacié que es maneja, les dues variables poden conside-
rar-se independents.

La variable aleatoria de la qual es demana la distribucié de probabilitat és la suma
de les dues variables X 1Y, puix que aquestes son el nombre de grans projectes que
té prevists cada empresa per a ’any segiient. Es defineix doncs, S=X+Y. Amés a
més, aquestes variables poden considerar-se independents, ja que les dues empre-
ses, en principi, no basen les seues decisions en el coneixement del que fa I’altra.
Llavors, el rang de S és: {0, 1, 2, 3,4, 5} 1 la seua funci6 de probabilitat és:

« p(0)=P(S=0)=P(X=0,Y=0)=p(0)q0)=02-0,1=0,02

* p()=PE=D=PX=0,Y=1)+PX=1,Y=0)=p(0)q(1) +p(1) q(0)
=0,2-03+0,5-0,1=0,11

¢ p2)=P(S=2)=PX=2,Y=0)+PX=1,Y=1)+PX=0,Y=2)=p(2)
q(0) +p(1) q(1) +p(0) q(2)=0,3-0,1 +0,5-0,3+0,2-0,5=0,28

« p(3)=P(S=3)=P(X=2,Y=1)+P(X=1,Y=20+P(X=0,Y =3)=p(2)
q(1) +p(1) q(2) +p(0) q(3)=0,3 - 0,3+ 0,5 - 0,5+ 0,2 - 0,1= 0,36

* P@=PE=49=PX=1Y=3)+P(X=2,Y=2)=p(1)qB) +p(2) q(2)
=0,5-0,1+0,3-0,5=0,2

* p(5)=P(S=5=PX=2Y=3)=p(2)q3)=0,3-0,1=0,03
El que hom ara es pot preguntar és com es poden calcular la mitjana i la variancia

de variables construides com a combinacid lineal d’altres. Cal dir que el calcul
d’aquests estadistics depén del grau de relaci6 existent entre les variables, en
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concret de si estan correlacionades o no. Aixo no obstant, com que es consideran
variables aleatories independents, tant el calcul com les propietats que tot seguit
es mostren es redueixen notablement.

Per a dues variables:
Es consideren dues variables aleatories independents X, 1 X,. Es considera Z =a -
X, +b-X,+Kona,biK son tres nombres distints de zero. Llavors:

1. E(Z) =a-EX,) + b - (X, + K. Enparticular E(X, + X)) = E(X)) + E(X))

2. Var(Z) = a’ - Var(X,) + b’ - var(X,). En particular Var(X, + X)) = Var(X)) +

Var(X,).
Per a més de dues variables:
Es consideren les variables aleatories independents X, ..., X . Es considera Z =
a, X, +ta, X,*+..+ta X +Kona,a, .. a iK sén nombres distints de zero.
Llavors:

1. EZ)=a, E(X))+a,” EX))+ .. +a E(X) + K

2. Var(Z)y=a} - Var(X) +a;- Var(X)) + ... +a Var(X)

Covariancia i correlacio en variables bidimensionals

Com a continuacio6 i finalitzaci6 d’aquest apartat, es presenten els conceptes de
covariancia 1 coeficient de correlacid en variables aleatories bidimensionals.

La covariancia es pot calcular, en cas de tindre dues variables aleatories X 1Y,
com: Cov(X, Y) = E(X, Y) — E(X)E(Y)

Mentre que la correlacié amb aquestes dues variables es pot calcuar aixi:

Cov(X,Y)
p=7
0.0,

Models de probabilitat continus: les distribucions
uniforme 1 exponencial

En els epigrafs anteriors s’han considerat les caracteristiques més importants de
les distribucions de probabilitat discreta des d’un punt de vista general. En aquest
epigraf es tractaran alguns dels models de probabilitat continua unidimensional
més importants. Aquests son els models uniforme i exponencial. EI model normal
sera tractat en un epigraf especific per la seua importancia.
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La Distribucié Uniforme

Una variable aleatoria X segueix una distribucio uniforme a l’interval [a, b] 1 es
representa per U[a, b] si €s continua, i tots els valors de I’interval tenen les matei-
xes possibilitats de ser presos per la variable aleatoria.

Notacio del model

Si es denota per X la variable aleatoria:

X = valor escollit aleatoriament de I’interval [a, b]. Es representa per X =U]a, b].

Funcio de densitat d’'una distribucio Ufa, b]

La funci6 de densitat és:

1

fO=1p_q
0 si t<aot>bh

si ast<b

I la representacio grafica és:

A més amés, donats x, ix, dos valors de I’interval [a, b], es pot demostrar mitjan-
cant un calcul integral que:

P(x,=X=x,)) = HTh
b-a
. _ X -a
Com a conseqiiencia, P(X<x ) =P(asX=<x )=
-a
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Esperanca i Variancia d’'una distribucio Ula, b]

Es pot demostrar que, si una variable aleatoria es distribuix uniformement a I’in-
terval [a,b] llavors:

a+b
2

B (b -a)’
12

EX)= u=

Var(X) = o’

La distribucio exponencial

La distribucié exponencial se sol emprar per a resoldre problemes de llistes d’es-
pera o cues. D’alguna manera, es pot considerar com complementaria de la distri-
bucio Poisson, ja que si aquesta calcula la probabilitat que ocorreguen un nombre
d’esdeveniments en un interval de temps o espai en el qual se’n produeixen una
mitjana de p, la distribucié exponencial calcula la probabilitat del temps que ha de
transcorrer entre dues ocurréncies si el nombre d’ocurréncies per unitat de temps
€s .

Notacio del model

Si es denota per X la variable aleatoria:

X =temps que passa entre dues ocurrencies, es representa per X =Exp(jL), on p =
mitjana d’esdeveniments per unitat de temps o espai.

Funcio de densitat d’una distribucio Exp(p)

La funcid de densitat és:

e t=0
t -
A { 0 t<0

On t és el nombre d’unitats de temps fins la segiient ocurréncia. p €s el nombre
mitja d’ocurréncies per unitat de temps.

Es pot demostrar matematicament que la funci6 de distribucio és F(t) = 1 — e ™.

La representacié grafica d’ambdues funcions és la segiient:
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funcid de densitat exp(4) funcid de distribucio exp(4)

08

probabilitat
2
|
probabilitat
06
!

04

02

00

o.0 0.5 1.0 1.5 oo 0.5 1.0 1.5

valors valors

Fig. 12

Esperanga i variancia d 'una distribucio Exp()

Es pot demostrar que, si una variable aleatoria es distribueix exponencialment de
parametre i, llavors:

E(X) = +

u

Var(X) = o’ = Lz
u

Distribucid normal. El teorema central del limit

La distribuci6 normal és, sense dubte, la més important de totes les distribucions

de probabilitat del calcul de probabilitats 1 de I’estadistica. Hi ha tres raons prin-
cipals:

» Les propietats matematiques. Es d’enorme importancia en la inferéncia es-
tadistica.

* L’aplicacio. Un gran nombre de fenomens reals es poden modelar mitjan-
cant la distribucié normal. Per exemple, la distribucio d’altures, pesos, dis-
tancies 1 altres variables que son divisibles fins a I’infinit.

» El teorema central del limit. La distribucid normal serveix per a aproximar
la suma 1 la mitjana de qualsevol altre tipus de distribucions.

Cal dir que la distribucié normal necessita dos parametres per a poder ser definida.
Aixi, és necessari conéixer la mitjana o esperanca i la desviacid tipica per a poder
calcular el model. Aquest fet és en moltes ocasions impossible, i es fa necessari
1’s d’estimacions puntuals d’aquests parametres o d’altres tecniques d’inferéncia.
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No obstant, en definir-se la distribucié normal des d’un punt de vista tedric es con-
sideraran coneguts tots dos parametres.

Definicio

Una variable aleatoria X seguix una distribucié Normal amb parametres L i 6 (- o
<pu<+o j6>(0),1es denota per X~ N(U, 0),si la funcio de densitat de probabilitat
és:

[_(x—u)z}
20° pera—oo<x <oo

f(x) =

1
o2 ©

Per ser continua, la probabilitat de que la variable aleatoria X estiga compresa
entre dos valors x i x, es calcula mitjangant el calcul integral:

1
—e
o2

No obstant, existeix un procediment que es desenvolupara més endavant i que
permet el calcul d’aquestes probabilitats emprant una taula i, en conseqiiéncia,
sense resoldre la integral. La representacio grafica de la funcié de densitat té for-
ma de campana. La figura 13 és la funci6 de densitat de una distribucié normal de
parametres (10, 5).

207

[_(t—ﬂ)2

Px,=X=x))= ’ dt

funcié de densitat N(10, 5)

probabilitat
0.04 0.06 0.08
L L 1

0.02
L

0.00
1

-10 0 10 20 30

valors

Fig. 13
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Esperanca i variancia d’una distribucio normal

Mitjangant calculs matematics, es pot demostrar que: E (X) = p 1 que Var(X) =
o?, per tant la desviacio6 tipica de la distribucio és o. Es a dir, els parametres que
defineixen una distribuci6 de probabilitat normal sén I’esperanca (p) 1 la desviacid
tipica (o).

Representacio grafica. Interpretacio dels parametres

Es mostra tot seguit la representacio grafica de la funcio de densitat d’una distri-
bucidé normal d’esperanga 0 i desviacio tipica 1 (fig. 14).

Ditribucié N(0, 1)

0,4 Mitjana, desv. tip.

—_— 01
0,3

0,2

0,1

Densitat de probabilitat
B T S
Lo v v by by aal

-3 -1 1 3

Valors de la variable aleatoria

|
“«
“«

Fig. 14

Com es pot comprovar, la funcidé de densitat té forma de campana (se ’anomena
campana de Gauss) 1 €s simetrica respecte del valor de l’esperanca (en aquest
cas 0). També es pot comprovar que la densitat de probabilitat decreix a tots dos
costats (les cues) 1 €s molt més gran en els valors centrals, propers a 1’esperanga
0. Aquest fet significa que els valors centrals tenen molta més probabilitat de do-
nar-se que els valors que es troben en les cues.

Que passa si en una distribucié normal augmenta o disminueix la desviacio tipica?

Aix0 es comprovara també mitjancgant els grafics de les respectives funcions de
densitat de probabilitat.

Distribucions normals
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Distribucions normals
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La representacio grafica de totes les distribucions és la mateixa (fig. 17). Unicament
varia el punt on se centren. Aquest punt ¢s, evidentment, 1I’esperanca de cadascuna
de les distribucions: 6 per a la primera, 15 per a la segona i 25 per a la tercera.

Aix0 si aquest fet significa que els valors que pren la variable aleatoria es distribui-
xen de la mateixa manera entorn de 1’esperanca.
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El teorema que tot seguit es presenta permet realitzar els calculs de probabilitats
de variables aleatories que es distribueixen segons una distribucié normal sense
haver de realitzar els calculs integrals. Aixi doncs, el teorema segiient relaciona
distribucions N(p, 6) amb distribucions N(0, 1).

Teorema de les transformacions lineals
Siga X = N(u, o) isigaY =a X + b, on aib son constants. Aleshores Y= N(ap

+b,a- o).

Corol-lari

Si X = N(m, s), llavors la nova variable aleatoria Z = u =~ N(O0, 1).
o

Distribuci6 normal tipificada

La distribucié normal amb esperanca o mitjana 0 i variancia 1 es denomina distri-
bucidé normal tipificada: Z = N(0, 1). La funcié de distribucié d’aquesta variable
aleatoria es denota per @, on ®(z) = P(Z £ z), 1 s’utilitza per al calcul de probabili-
tats amb taules, ja que les probabilitats acumulades per a Z estan tabulades. També
es pot utilitzar software informatic. Al llarg del text s’emprara indistintament ®(z)
1P(Z z).

Important: Per ser la distribuci6 simétrica, es compleix (fig. 12):

P(Z2<z)=P(Z>-2)=1-P(Z<-2)
Aixi, ®(—z) = 1 — d(z)

Es important familiaritzar-se amb el calcul de probabilitats utilitzant la taula de la
distribucié N(0, 1), ja que tots els calculs de probabilitats es realitzen emprant aques-

tes taules.
F(-60) = P(X <60) P(X <-60) = P(X > 60)
©o o
S S
(=] (=]
- < | % < |
£ 84 84
i 7 °
S o 2 o]
5§ 5 8
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8 - 8
o I I I | o | I I |
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PIX > 60) =1-P(X < 60) P(X<-60)= P(X > 60) = 1 - P(X < §0)
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Fig. 18

La distribucié normal com una aproximacio
a la distribucioé binomial

Ja s’ha vist que el calcul de probabilitats de la binomial (n, p) pot aproximar-se per
la distribucié de Poisson (n - p) si n i p compleixen unes determinades condicions.
D’un mode semblant, la distribuci6é binomial pot aproximar-se per una distribuciéd
normal.

Aixi doncs, si una distribucio X és Bi (n, p) i n és suficientment gran, es pot emprar
I’aproximacié normalen qué p =n-pic?*=n-p- (1 —p). Aquesta aproximacio és
molt acurada quan n-p>5n-(1—-p)>5.

Graficament (fig. 19), sembla bastant clar que, com més gran ¢és el valor de n, més
s’assembla la distribuci6é binomial a una normal.
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Binomial (100, 0, 3)

Normal (30, 4, 583)
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Com s’observa en els grafics anteriors, en augmentar el nombre d’experiments,
n, la distribuci6 va assemblant-se cada vegada més a una distribucié normal. Cal
tindre en compte, pero, que en ser la distribucid binomial una distribucio6 discreta
1 la normal, una distribuci6 continua, a I’hora de fer les aproximacions és necessari
aplicar una «correccio». Aixi, si es denota X = distribuci6d binomial 1 X’ = distribucid
normal que I’aproxima, llavors la correccid consisteix a assumir que P(X = a) =
P(a-0,5<X’<a+0,5).

Al grafic (fig. 20) s’observa que en una distribucié Binomial (30, 0, 6) la P(X =
17) és la mateixa que en la seua aproximaciod per la normal N(18, 7, 2), P(17 - 0,5
<X’<17+0,5).

Binomial (30, 0, 6)

Normal (18, 2, 68)
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Numericament, es pot calcular emprant software estadistic:
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Binomial Normal

Valors (x) P(X=x) P(x— 0,5 <X <.+ 0,5) Diferencia
15 7.831221e-02 7.969387e-02 1.381658e-03
16 1.101265e-01 1.123280e-01 2.201428e-03
17 1.360387e-01 1.380144e-01 1.975729¢-03
18 1.473752e-01 1.478211e-01 4.458439¢-04
19 1.396186e-01 1.380144e-01 -1.604236e-03
20 1.151854e-01 1.123280e-01 -2.857403e-03
21 8.227527e-02 7.969387e-02 -2.581401e-03
22 5.048710e-02 4.928696e-02 -1.200133e-03
23 2.634109e-02 2.657081e-02 2.297196e-04
24 1.152423e-02 1.248641e-02 9.621778e-04
25 4.148722e-03 5.114733e-03 9.660103e-04
26 1.196747e-03 1.826220e-03 6.294734e-04
27 2.659437e-04 5.683541e-04 3.024103e-04
28 4.274096e-05 1.541737e-04 1.114327e-04
29 4.421478e-06 3.645155e-05 3.203007e-05
30 2.210739e-07 7.511459¢-06 7.290385€-06
31 0.000000e+00 1.349033e-06 1.349033e-06
32 0.000000e+00 2.111533e-07 2.111533e-07
33 0.000000e+00 2.880289¢-08 2.880289¢-08
34 0.000000e+00 3.423917e-09 3.423917e-09
35 0.000000e+00 3.546865e-10 3.546865e-10
36 0.000000e+00 3.201728e-11 3.201728e-11
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Normal

Binomial

Valors (x)) P(X = x) P(x - 0,5 <X <x +0,5) Diferéncia
37 0.000000e+00 2.518430e-12 2.518430e-12
38 0.000000e+00 1.726397e-13 1.726397e-13
39 0.000000e+00 1.032507e-14 1.032507e-14
40 0.000000e+00 5.551115e-16 5.551115e-16
41 0.000000e+00 0.000000e+00 0.000000e+00
42 0.000000e+00 0.000000e+00 0.000000e+00
43 0.000000e+00 0.000000e+00 0.000000e+00
44 0.000000e+00 0.000000e+00 0.000000e+00
45 0.000000e+00 0.000000e+00 0.000000e+00

Com s’observa a la taula, els valors de la binomial i de la normal amb correccio
s’ajusten molt. El grafic segiient (fig. 21) mostra com els valors de les diferéncies
poden considerar-se gairebé menyspreables per estar molt proxims al zero.
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error aproximacio
0.000
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o
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15 20

valor de la variable aleatoria

Fig. 21

30

La distribucié normal també pot emprar-se per a aproximar la distribuci6 de Pois-
son quan el parametre és molt gran. La mitjana i la desviacid tipica de la distri-
buci6é normal soén «heretades» de la Poisson. El grafic segtlient (fig. 22) mostra
les funcions de distribuci6 de les tres variables aleatories en un dels casos en qué
podria fer-se I’aproximacio.
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Funcio de distribucio de Po(1) Funcié de distribucio Bi(100, 0.01) Funcio de distribucio N(1, 1)

1]
10
10

08
1
08
1

1
06
L
06
L

F(x)
F(x)
F(x)

04
04

04

02

00
1
0o
1

Teorema central del limit

Les distribucions binomial i de Poisson poden ser aproximades per la distribucié
normal, com ja s’ha comentat al llarg del text. Analitzant amb més detall les dues
distribucions, s’observa que la primera es pot considerar com una suma de varia-
bles aleatories independents Bernouilli amb probabilitat d’éxit constant, 1 la sego-
na, com una suma de distribucions de Poisson independents (tan sols cal dividir
I’interval de temps o espai en intervals més petits i aplicar la propietat de la suma
de distribucions Poisson). Per tant, d’alguna manera la distribucié normal ha estat
emprada per a aproximar distribucions suma de variables aleatories independents.
Pero aquest «privilegi» tan sols el gaudeixen per les distribucions binomial 1 de
Poisson? La resposta €s no, 1 la rao, el teorema central del limit.

Aixi doncs, el teorema central del limit estudia el comportament de la suma (o la
mitjana) de variables aleatories. Es a dir, el teorema central del limit afirma que la
distribucié d’una suma molt gran de variables aleatories s’aproxima a una distri-
buci6 normal. D’aquesta manera, per una banda aporta a I’estadistica un resultat
crucial per a I’estudi de la distribuci6 asimptotica de moltes variables aleatories
que, com es comprovara en els capitols posteriors, sera de gran utilitat per als
contrasts d’hipotesis i els intervals de confianga. Per una altra banda, el teorema
central del limit proporciona una explicacio tedrica fonamentada en un fenomen
habitual en els experiments reals: les variables presenten en moltes ocasions una
distribucié empirica aproximadament normal.
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Ara bé, com es tradueix en termes de les matematiques aquesta «aproximacio»
a una distribucié normal? La resposta ve donada pel concepte de convergencia
estadistica d’una successio de variables aleatories, que breument es passara a de-
senvolupar.

Convergencia estadistica

La convergencia estadistica és un concepte complex que no es pot reduir a una
Unica tipologia. Aixi, donada una successio de variables aleatories X, X, ..., X_
amb les corresponents funcions de distribucio F, F,, ..., F , es pot dir que la suc-
cessid convergeix (s’aproxima més i més en augmentar n) a una variable aleatoria
X en probabilitat, en distribucio o llei, quasi segurament, etc. En aquest manual tan
sols es comentaran les dues primeres.

Convergencia en probabilitat

Una successio6 de variables aleatories X, X, ...,X convergeix en probabiliat a una
. . . . P . . .
variable aleatoria X i es representa per X, - X sipera cada € > 0 es compleix que:

nlimP(|Xn —X|>¢)=0

Es a dir, a mesura que es van prenent variables aleatories amb n més i més gran, la
probabilitat de que siguen diferents de la variable aleatoria X es va fent cada cop
més menuda.

Convergencia en distribucio

Una successi6 de variables aleatories X , X, ...,.X amb funcions de distribucio F ,
F,, ..., F convergeix en distribucio o llei a una variable aleatoria X amb funcio de

P
distribucio F, i es representa per X, — X per a cada x en qué F(x) és continua:
limP(|X,, —X|>¢€)=0
limP(|X, — X| > £)
Es a dir, a mesura que es van prenent variables aleatories amb n més gran, les fun-
cions matematiques que representen les funcions de distribucions F (x) i F(x) son

cada vegada més i més semblants.

Es pot demostrar que la convergencia en probabilitat implica la convergéncia en
distribucio, encara que 1’asseveracio oposta no és sempre certa.
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Teorema central del limit

Aixi doncs, tenint en compte els conceptes de convergencia en probabilitat 1 en
distribuci6é esmentats, i que, com qualsevol teorema important de les matemati-
ques, s’ha anat construint al llarg de la historia i existeix més d’una versié d’aquest
teorema, depenent de les exigencies de les hipotesis, un dels enunciats més co-
muns del teorema central del limit és el que tot seguit es presenta.

SiX,, X, ..., X variables aleatories independents i identicament distribuides amb
esperanga | i variancia ¢, i si n és suficientment gran, la variable aleatoria X,
+ X, + ...+ X convergeix en distribucié a un model normal d’esperanga n - p i
variancia n - 02 Es a dir:

X+ X, .+ X = N0y, \fn - 0)

Cal remarcar que aquest teorema tamb¢ admet la seua versié equivalent:

X+ X, +..+X, _X=Npu

n n
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Objectius

Els problemes han de permetre que els alumnes assolisquen els objectius didactics
segiients:

3a) Conéixer els trets més caracteristics de les distribucions de probabilitat
d’una variable continua: funci6 de densitat, funcio de distribucio, esperan-
¢a matematica, variancia, percentils, etc.

3b) Identificar els experiments que es modelen mitjangant una distribuci6 con-
tinua.

3c) Conéixer i saber fer calculs amb les distribucions continues uniforme, ex-
ponencial 1 normal.

3d) Estudiar la relacid entre els models de Poisson 1 exponencial.

3e) Saber reconéixer i aplicar el teorema central del limit 1 aplicar-lo per trans-
formar altres models en una distribucié normal.

La taula segiient ens mostra com estan distribuits els objectius segons els exercicis:

Objectiu
3a | 3b | 3c 3d Je

Exercici

1 X

2 X

3 X X X

4 X X X

5 X X X X

6 X X X

7 X X X X

8 X X X X
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Enunciats

3a) Conéixer els trets més caracteris-
tics de les distribucions de pro-
babilitat d’una variable continua:
funcio de densitat, funcio de dis-
tribucid, esperanca matematica,
variancia, percentils, etc.

Exercici 1

Considerem una variable X que expressa el nombre de comandes (en unitats de
milers) ateses diariament per una empresa de missatgeria a nivell nacional. Supo-
sem que la funcio segiient f(x) és la seua funci6 de densitat que ens mostra la seua
distribucio.
f(X)={cx2 sil=x=<3
0 en la resta

a) Calcula el valor del parametre c.

b) Creus que aquesta empresa ha atés 300 comandes algun dia? Justifica la teua
resposta.

¢) Calcula la probabilitat que un dia qualsevol atenga entre 1.500 i 2.000 co-
mandes, menys de 3.500, més de 3.000 i exactament 1.400.

d) Calcula la funcio6 de distribucio F(x) i respon un altra vagada a les qiiesti-
ons de I’apartat ¢ amb aquesta funci6. Representa-la.

e) Calcula la mitjana o esperanga, la variancia i la desviacio tipica. Interpreta-les.

Exercici 2

Per a justificar I’eliminacio6 de cert servei de transport urba en els trajectes de I’any
s’han anotat els percentatges d’ocupacio6 de tots els viatges realitzats. Aixi, la va-
riable X = percentatge d’ocupacio6 (en tant per u), es distribueix amb la segiient
funcio de distribucio:

0 six<0
F(x)=42x-x" si0=x =<1
1 six>1

a) Podries calcular la probabilitat de que un trajecte presente menys del 10 %
d’ocupacid, entre el 20 1 40 %, o més del 80 %?
b) Calcula la funci6 de densitat de la variable X.
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c¢) Calcula la mediana, la mitjana i la desviacid tipica d’aquesta distribucio.
Interpreta-les.
d) Calcula el percentatge d’ocupacioé que té, com a molt, el 95 % dels trajectes.

3a) Cong¢ixer els trets més caracteristics
de les distribucions de probabilitat
d’una variable continua: funcid
de densitat, funcié de distribucio,
esperanga matematica, variancia,
percentils, etc.

3b) Identificar els experiments que es
modelen mitjancant una distribu-
ci6 continua.

3c¢) Conéixer i saber fer calculs amb la
distribucié continua uniforme.

Exercici 3

Estem fent un estudi entre les empreses d’un cert sector que van vindre beneficis
I’any passat. S’observa una distribucié uniforme en el sector que va del 4 % al 7 %
de beneficis que volem estudiar amb més profunditat.

a) Si considerem que una empresa amb beneficis inferiors al 6,7 % no pot asse-
gurar el seu manteniment de plantilles, calcula la proporci6é d’empreses que
podem estimar, dins d’aquest sector critic que estem analitzant, que esta en
risc d’acomiadar treballadors.

b) Calcula les probabilitats P(X < 5, 2), P(4, 5 <X <5, 2).

¢) Calcula I’esperanga, la variancia i la desviacio tipica. Interpreta-les.

3a) Con¢ixer els trets més caracteristics
de les distribucions de probabilitat
d’una variable continua: funci6 de
densitat, funcié de distribucio, es-
peranca matematica, variancia, per-
centils, etc.

3b) Identificar els experiments que es
modelen mitjancant una distribu-
ci6 continua.

3¢) Conéixer i saber fer calculs amb la
distribuci6 continua exponencial.

Exercici 4

Volem planificar I’assignacié de tasques en un cert departament d’atencid al pu-
blic. Per tractar-se majorment de demandes de documentacid, hem estudiat que el
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temps d’atencid de cadascuna de les peticions segueix una distribucio exponencial
amb una mitjana de 8 minuts.

a) Calcula la probabilitat de que una atencid qualsevol necessite entre 5 1 12
minuts.

b) Calcula el temps minim que podem assegurar que necessitarem en el 90 %
de les atencions.

c¢) Calcula la probabilitat de que una consulta que ja porta 5 minuts atenent-se
necessite, encara, 7 minuts meés.

d) Calcula la probabilitat de que una tasca dure exactament 8 minuts.

3a) Conéixer els trets més caracteris-
tics de les distribucions de pro-
babilitat d’una variable continua:
funcio de densitat, funcidé de dis-
tribucid, esperanga matematica,
variancia, percentils, etc.

3b) Identificar els experiments que es
modelen mitjancant una distribu-
ci6 continua.

3c¢) Conéixer i saber fer calculs amb la
distribuci6 continua exponencial.

3d) Estudiar la relacio entre els mo-
dels de Poisson i exponencial.

Exercici 5

En un servei d’atencid en carretera de 24 hores, la mitjana de serveis que requerei-
xen |’atencié amb grua és de 4 incidéncies per hora.

Considerem la variable que estudia el temps transcorregut entre dues eixides de la
grua en el servei.

a) Calcula el temps mitja d’espera entre dos serveis que requereixen grua. Cal-
cula’n també la desviaci6 tipica.

b) Calcula la probabilitat de que la grua espere entre 10 i 20 minuts fins a rebre
un nou avis.

¢) Calcula la probabilitat de que no hi haja demanda del servei en un interval
de més de 30 minuts.
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3a) Conéixer els trets més caracteristics
de les distribucions de probabilitat
d’una variable continua: funcid
de densitat, funcio de distribucio,
esperanga matematica, variancia,
percentils, etc.

3b) Identificar els experiments que es
modelen mitjancant una distribu-
ci6 continua.

3c) Conéixer i saber fer calculs amb la
distribucié continua normal.

Exercici 6

En un departament d’estadistica s’esta dissenyant un qiiestionari que haura d’im-
plementar-se en una mostra gran. Per a preveure les necessitats de temps i personal
que necessitarem, hem passat el qiiestionari a 200 individus seleccionats a 1’atzar
1 hem anotat el temps que han emprat per a omplir-lo. S’observa que els resultats
d’aquest mostratge inicial s’ajusten a un model de distribucié normal de mitjana
12 1 desviacio tipica de 0,1 minuts.

a) Per a classificar els temps de resposta, denominarem «estandard» aquelles
que han estat d’una duracié que es desvien de la mitjana com a molt, en 0,2
minuts. Calcula la proporci6 de respostes estandard que hi haura. Si la mos-
tra real que ompli el qgiiestionari dissenyat és de 2.000 individus, calcula el
nombre de respostes d’aquest tipus que puguem esperar.

b) Calcula la probabilitat de que un individu necessite menys de 10,5 minuts o
més de 13 minuts per a omplir el qiiestionari.
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3a) Conéixer els trets més caracteris-
tics de les distribucions de pro-
babilitat d’una variable continua:
funcio de densitat, funcioé de dis-
tribucid, esperanca matematica,
variancia, percentils, etc.

3b) Identificar els experiments que es
modelen mitjancant una distribu-
ci6 continua.

3c¢) Conéixer i saber fer calculs amb la
distribucié continua normal.

3e) Saber reconéixer i aplicar el teore-
ma central del limit i aplicar-lo per
a transformar altres models en una
distribucié normal.

Exercici 7

En certa classe d’estudiants d’estadistica hi ha 80 alumnes, dels quals pensem
que el 55 % ja coneix suficientment el programari de les practiques. Si en aquest
moment plantegem un exercici per a resoldre’l utilitzant I’esmentat programari,
calcula la probabilitat de que, al menys, el resolga el 75 % dels alumnes.

Exercici 8

En certa empresa de venda on /ine estan rebent una mitjana de 30 comandes per
hora. Se suposa que ho fan de manera aleatoria, proporcional al temps que trans-
corre 1 amb les caracteristiques que permeten assignar el model de Poisson a
aquesta distribucio.

a) Calcula la probabilitat de que en certa hora arriben entre 20 1 40 comandes.

b) Si volem atendre tots els encarrecs que arriben a aquesta hora, calcula els
treballadores 1liures que necessitem en una hora per atendre el 99 % de les
comandes (suposem que un treballador pot despatxar 3 comandes per hora).
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Ajudes

En aquest apartat es presentaran les ajudes que cal emprar en cas de ser necessari
a I’hora de resoldre els exercicis i problemes. Es convenient no fer un us excessiu
d’aquestes ajudes, ¢és a dir, que abans d’emprar 1’ajuda cal pensar el problema
almenys durant uns 10 — 15 minuts. Després es consultara 1’ajuda de tipus 11 s’in-
tentara resoldre 1’exercici amb aquesta ajuda. Si no ¢és possible resoldre’l, llavors
es consultara 1’ajuda de tipus 2; en darrer terme es consultara la solucio.

Ajudes de tipus 1

Per a resoldre qualsevol exercici comencem per definir la variable 1 fixar-nos en
la informacio que el problema dona de la seua distribucio. Podem tindre la funcio
de densitat f(x) com al problema 1, la funcié de distribucié F(x) com al problema
2 o el model al qual es pot ajustar la distribucid, amb la qual cosa coneixem totes
les caracteristiques. En aquest cas, de la comprensio de 1’enunciat cal obtindre els
valors dels parametres del model que es proposa.

Exercici 1

a) El que es necessita per a resoldre aquest apartat €s conéixer la condicio de
que ’area tancada per sota de la corba de la funci6 de densitat és 1.

b) Aquest apartat pretén que es faca una interpretacio del rang de la variable i
les mesures en unitats de milers.

¢) Com que ja tenim la funcié de densitat, caldra calcular algunes probabilitats
mitjangant les integrals corresponents.

d) Ens demanen la funci6 de distribucid, aplicada per integracid, de la seua defi-
nicio F(x)=P(X =X) per a després utilitzar-la en el calcul de probabilitats.

e) Per a calcular la mitjana o esperanga, la variancia i la desviacio tipica, cal
aplicar les definicions i la funcié de densitat del nostre exercici.

E[X]= [ x-f(x)dx

Var[X]=E[X2]—E[X]2on E[X2]= f13X2.f(X)dX i 0=|VAR[X]

@ P. Juan Verdoy | M. J. Beltran | M. J. Peris - ISBN: 978-84-697-1551-2 168 Problemes resolts de probabilitat i inferéncia aplicats a les ciéncies socials - UJI - DOI: http://dx.doi.org/10.6035/Sapientia95



Exercici 2

Considerarem la variable X = percentatge d’ocupacié (en tant per u) en els trajec-
tes del darrer any.

a) Per tractar-se d’una variable continua, el recompte de probabilitats és facil
de fer a partir de la F(x) de I’enunciat.

b) Per a obtenir la funcio de densitat, derivem la funci6 de distribucio.

c¢) Per a calcular la mitjana o esperanca, la variancia i la desviacid tipica, cal
aplicar les definicions i la funci6 de densitat del nostre exercici.

E[X]= ["x-f(x)dx

Var[X]=E[X2]—E[X]20n E[X2]=f13xz-f(x)dx i 0=\/VAR[X]

Podeu vore ’apartat del problema anterior, on es demanen aquestes matei-
xes caracteristiques.

Recordem que la mediana és el percentil 50.
d) Calcula el percentatge d’ocupacid que té, com a molt, el 95 % dels trajectes.
Ens demanen un percentil, caldra decidir si interessa el P, o el P,.. Vegem:

F(x,) = P(X < x,) = 0,95

Exercici 3

Aquest és un exemple de distribuci6 uniforme.

a) Pel que es diu a I’enunciat, la funcié de densitat tan sols ens mostra la distri-
bucid de les empreses del sector que tenen uns beneficis d’entre el 4 % i el
7 % 1 que seran I’objectiu del nostre treball. Podem escriure’n la funcié de
densitat i observar que ¢€s una funci6 constant, en el rang de la variable:

1
f(x)=17-4
0 en la resta

sid=x<7

Per tant, podem calcular la probabilitat com 1’area d’un rectangle.
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Per a calcular probabilitats integrem la f(x) anterior en I’interval que necessitem i
en calculem el valor per Barrow.

Aixi P(X =6,7)=1 - P(X>6,7) = ...

Esadir, PX>6,7) = [ !

6,75

dx =...

b) Abordarem aquest apartat per a calcular les probabilitats P(X <5, 2), P(4,5 <
X <5,2) de la mateixa manera que 1’anterior.

c¢) Per a calcular I’esperanca, variancia i desviacio tipica, caldra anar a la teoria
i consultar les expressions algebraiques d’aquestes en funcié del model. S6n
expressions que depenen dels valors dels parametres i que tan sols cal subs-
tituir convenientment amb els valors concrets de cada problema.

Exercici 4

Aquest €és un exemple de distribucié exponencial on caldra concretar-ne el valor
del parametre, el qual extraiem de la mitjana:

1 1
EX:—= —=pPD=—
[X] 5 8—p g

., ., : : 1 -x . :
L’expressio de la funcié de densitat sera f(x)=—e * si x>0, i amb aquesta po-
drem abordar els calculs mitjangant integracio.

a) Calcula la probabilitat de que una atenci6 qualsevol necessite entre 51 12 mi-
nuts.

1
PG<X<12)= fsuée 5 dx

b) Calcula el temps minim que podem assegurar que necessitarem en el 90 %
de les atencions.

Aquesta qiiestio requereix el calcul d’un percentil. Recordeu que és conve-
nient no precipitar-se i distingir, amb la lectura atenta de I’enunciat, si ens

demanen el P o, pel contrari, ens demanen el P, .

¢) Calcula la probabilitat de que una consulta que ja porta 5 minuts atenent-se
necessite, encara, 7 minuts meés.

Ens demanen el calcul d’una probabilitat condicionada: P(X >1 %( S 5)
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d) Calcula la probabilitat de que una tasca dure exactament 8 minuts.

Recordem que per a fer el tractament de la variable X amb el model d’una conti-
nua, escrivim P(X = 8) = 0.

Exercici 5

En aquest exercici volem treballar la relacié que existeix entre la variable Poisson,
que ¢s el model de distribucié del nombre d’esdeveniments en un cert periode de
temps o espai (si es compleixen les altres caracteristiques del fenomen, és clar), i
la distribucid exponencial, que és el model que s’ajusta a la variable que mesura el
temps que transcorre entre dos esdeveniments consecutius de la variable Poisson,
abans esmentada.

Aixi, al nostre problema veiem que Y (nombre de cridades al servei de grues) es
pot ajustar a una distribucio Poisson de mitjana 4 hores: Y = Po(A = 4).

Aixi doncs, la variable X = temps (en hores) que transcorre entre dos serveis con-

secutius de la grua, es distribueix com una variable exponencial de mitjana E[X] =

% = (0,25 hores, per aix0 X = temps entre dos serveis = Exp (B =21 =4).

a) Per a calcular I’esperanca, variancia i desviacio tipica, caldra anar a la teoria
1 consultar les expressions algebraiques del model exponencial de parametre

(B=1=4).

b) Calcula la probabilitat de que una grua espere entre 10 i 20 minuts fins a
rebre un nou avis.

Cal transformar els valors de la variable «temps» a hores perque la mitjana
del nombre d’esdeveniments en la Poisson era de 4 serveis per hora.

Plantejarem el calcul de la probabilitat a partir de la funcié de distribuci6 (si
esta al nostre abast) o per integracio:

P(0,17 <X <0,33) =F(0.33) - F(0,17) = [ 4e™dx
c¢) Calcula la probabilitat de que no hi haja demanda del servei en un interval

de més de 30 minuts.
P(X>0,5)="?
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Exercici 6

Aquest és un exemple de distribucié normal on caldra concretar-ne els valors dels
parametres, els quals extraiem de I’enunciat: X = N(m =12, s =0,1).

Recorda que per a calcular les probabilitats caldra transformar qualsevol distribu-
cid normal enla Z = N(m =0, s = 1) i resoldre aquestes probabilitats mitjangant la
tipificacio, que és una transformaci6 que permet calcular una area equivalent sota
la nova funcio de densitat amb 1’ajuda de les taules o el programari habitual. No es
podra calcular per integraci6, tal com es pot comprendre en observar 1’expressio
algebraica de la funcio6 de densitat d’aquest model.

a) Per a calcular la proporcid de respostes estandard considerem que I’interval
de temps que es correspon ¢és P(11,8 <X <12,2).

b) Calcula la probabilitat de que un individu necessite menys de 10,5 minuts o
més de 13 minuts per a omplir el qgiiestionari.

P(X <10,5) 1 P(X > 13) donaran resultats sorprenents, ja que, encara que no es-
tiguen massa allunyats de la mitjana (12 minuts), si que son valors segurs o gens
probables perque la desviacio tipica també és menuda.

Exercici 7

Aquest exercici és un exemple d’aplicacié del teorema central del limit, el qual
permet aproximar el calcul de probabilitats de la distribucié binomial per a certs
valors dels parametres (np > 5, n(1 — p) > 5) mitjacant el calcul de probabilitats del
model normal. Ara bé, cal comprovar que les hipotesis es complisquen i calcular
els valors dels parametres de la funcié normal.

Per a aproximar el model binomial amb model normal:

X — Bin(n,p)

= X =~ N(u=np, o° =np(l-
np>5,n(l-p)>5 (M P p( p))

Ens demanen P( X > 60 ) = 1 — P(X < 60). Recordeu la tipificacio.
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Exercici 8

Aquest exercici és un exemple d’aplicacio del teorema central del limit, el qual
permet aproximar el calcul de probabilitats de la distribucioé Poisson quan el valor
del parametre A >10 amb el calcul de probabilitats del model normal. Ara bé, cal
comprovar que les hipotesis es complisquen i calcular els valors dels parametres
de la funci6 normal.

Considerarem la variable X = nre. de comandes rebudes en una hora, de la qual
sabem que té de mitjana 30 i que es distribueix com una variable discreta Poisson.
X = Po (A =30).

Per aproximar el model Poisson pel model normal:

X —Po(M)

o }:XzN(M=7\.,02=K)

En el nostre cas, podrem fer I’aproximaci6 per una normal, ja que el parametre
compleix la condicio.

a) Per a calcular la probabilitat de que en certa hora arriben entre 20 i 40 co-
mandes:

P(20 < X <40). Recordeu la tipificacio.

b) Si volem atendre en una hora tots els encarrecs que arriben en el 99 % de
les ocasions, cal calcular quantes comandes ens poden arribar. Es a dir, cal-
cularem el percentil Py de la variable normal tipificada que trobarem en les
taules o en el programari que utilitzem habitualment.

¥ (2,33)=0,9901
A continuacié plantejarem 1’equacié corresponent.
Darrerament, caldra considerar que els treballadors tan sols poden atendre 3 co-

mandes per hora, per la qual cosa, per a calcular el nombre de treballadors que
necessitem, dividirem el nombre de comandes que cal atendre entre 3.
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Ajudes de tipus 2

En aquest apartat es presentaran les ajudes que cal emprar en cas de ser necessari
a I’hora de resoldre els exercicis 1 probleme, després d’haver consultat 1’ajuda de
tipus 1.

Exercici 1

a) Suposem que la funcio segiient f(x) €s la funcid de densitat d’aquesta distri-
bucio:

2 .
F(x) = cx® sil=x=<3
0 en la resta

Per a calcular el valor del parametre c cal aplicar la condici6 de que 1’area
tancada per sota de la corba de la funci6 de densitat és 1:

33
fscxzdx=cx— o
! 3 26

1

Aixi doncs, la funci6 de densitat queda:

x? silsx<3

f(x)=126
0 en la resta

b) Creus que aquesta empresa ha atés 300 comandes algun dia? Justifica la teua
resposta.

Pensa el valor de 300 comandes, que correspondria a x = 0,3, ja que s’ex-
pressen en milers, i fixa’t en els valors del rang de la variable X (possibles

valors de la variable)

c¢) Calcula la probabilitat de que un dia qualsevol atenga entre 1.500 i 2.000
comandes, menys de 3.500, més de 3.000 i exactament 1.400.

P(L,5= X =2)= f1252—36x2 dx =0,1779
P(X=3,5)=7 P(X>3)=? P(X=14)="

d) Calcula la funci6 de distribucid F(x) i respon una altra vagada a les qiiestions
de I’apartat ¢ amb aquesta funcid. Representa-la.
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Per a calcular la funcio de distribuci6 F(x) per a qualsevol valor de x, cal que
fem un canvi de variable en I’expressio de I’integrand:

< 31" 3 3 _
126 26| 3 ; 26 (3 3 26

Per la qual cosa, la seua expressid quedara:

0 six<l1
3
F(x)= x -1 sil=x=<3
1 six>3

Amb aquesta funcié podrem calcular:
P(1,5=X=<2)=F(2)-F(1,5)=0,1779
P(X =3,5)=F(3.,5)

P(X>3)=1-FQ3)

PX=1,4)=0

e) Calcula la mitjana o esperanga, la variancia i la desviacio tipica. Interpreta-
les.

Per a calcular ’esperanca 1 la variancia, vegem les integrals a plantejar 1
resoldre per Barrrow.

E[X]= [ xf(x)dx =...=2,31

Var[X] = E[XQ]—E[X]Z = 5,5846-2,31% = 0,2485

Aixi doncs: E[X2]=fl3x2-f(x)dx =f13x2%x2dx = ...
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Exercici 2

Definim la variable X = percentatge d’ocupacié (en tant per u). Es distribueix amb
la segiient funcio de distribuci6:

0 six<0
F(x)={2x-x" si0=x=<1
1 six>1

a) Podries calcular la probabilitat de que un trajecte presente menys del 10 %
d’ocupacid, entre el 20 1 40 %, o més del 80 %?

Per tractar-se d’una variable continua, el recompte de probabilitats és facil
de fer a partir de la F(x) de I’enunciat. Aixi:

P(X <0,10) =F(0,10)
P(0,20 < X <0,40) = F(0,40) — F(0,20)
P(X>0,80)=1-P(X<0,80)="7?

b) Calcula la funci6 de densitat de la variable X.

Per a calcular la funcio de densitat f(x) sera suficient amb derivar la funcié
de distribucio F(x) en cadascun dels diferents intervals de la definici6:

F(x) = 2-2x s10=x=l
0 en la resta

c) Calcula la mediana, la mitjana 1 la desviaci6 tipica d’aquesta distribucio.
Interpreta-les.

Per a calcular la mediana considerem que €s un percentil, més concretament
P

50°

A tal fi, cal trobar el valor de x al qual correspon F(x) = P(X < x) = 0,50.
Trobarem que la mediana €s x,= 0,29, ¢€s a dir, la meitat dels trajectes t€
menys del 29 % d’ocupaci6 1 només el 50 % dels trajectes té un major nivell
d’ocupaciod.

Per a calcular la mitjana:

E[X] = f 01 xf(x)dx =...= % . La mitjana del nivell d’ocupacio dels trajectes

és del 33 %.
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Per a calcular la desviacio tipica:

111
V] -] -1 Lo
E[X*]= [ x> £(x)dx =...=é

0=\/I=O,24
18

d) Calcula el percentatge d’ocupaci6 que té, com a molt, el 95 % dels trajectes.
Ens demanen un percentil; caldra decidir si interessa el P, o el P,,. Vegem:
F(x,) =P(X < x,) = 0,95

Plantejarem la segiient equacio i la resoldrem considerant els possibles va-
lors del rang de la variable: 2x — x? = 0,95.

Exercici 3

Aquest exercici, com es planteja a I’enunciat, és un exemple de model de distribu-
ci6 uniforme on tan sols ens interessa la distribucié de les empreses els beneficis
de les quals estan dintre de I’interval que va del 4 % al 7 %. Per la qual cosa els
valors dels parametres sona=41i1b ="7.

La funcid de densitat ens mostrara la distribucié de les empreses del sector que
tenen uns beneficis dintre d’aquest interval. Podem escriure la funcié de densitat i
observar que és una funcid constant en el rang de la variable:

1
f(x)=17-4
0 en la resta

sid=x<7

Per tant, podem calcular la probabilitat com 1’area d’un rectangle.

a) Per a conéixer la proporcio d’empreses amb beneficis inferiors al 6,7 %,
farem els calculs per integrals aplicant aquest procediment per a calcular
I’area de la zona baix la corba de f(x), que és la funci6 de densitat.

P(X <6,7)=1- P(X>6,7)=1-0,1=0,9

P(X>6,7)=f71

—dx=..=0,1
6,73
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b) Calcula les probabilitats P(X <5,2), P(4,5 <X <5,2).
PX<5.2)= [ f(x)dx=...=0,4
52
P(4,5<X<52) =f45 f(x)dx =...=0,2333
c¢) Calcula I’esperanga, la variancia i la desviacio tipica. Interpreta-les.

Podem utilitzar aquestes expressions que podem trobar a la teoria de cada
model de distribucio:

E[X]= 2 ; b Var[X] = ® l—za)z 0 = Var[X] =

Exercici 4

Definim la variable X = temps d’atenci6 dedicat a cadascuna de les peticions, i
com que sabem que es distribueix com una variable exponencial, llavors coneixem
I’expressio de la seua funcio de densitat. Tan sols caldra concretar el valor del seu
parametre, el qual extraem de la mitjana:

E[X]= L o8 —p=t. Aixi:
B 8

1 —x .
X=- Exp( = é) i la seua funcié de densitat és: f(x)= ge 8six>0

a) Calcula la probabilitat de que una atencié qualsevol necessite entre 5 1 12
minuts.

2 1 —éx o

P(5<X<12)= fs o dx =..=0,3121

b) Calcula el temps minim que podem assegurar que necessitarem en el 90 %
de les atencions.

Aquesta qiiestio requereix el calcul d’un percentil. Caldra decidir si ens de-
manen el P o si, pel contrari, ens demanen €l P,

En el nostre cas, denotarem per «a» la duracié minima, en minuts, que ne-
cessitem trobar.

P(X?*a) = 0,90 « P(X <a)=0,10, per la qual cosa plantejarem la segiient
integral i I’equacio per trobar el P :

L
P(X<a) =f0"%e $dx=..=0,10
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Després resoldrem I’equacid exponencial amb 1’ajut dels logaritmes:
1-¢ £=0,10.

c¢) Calcula la probabilitat de que una consulta que ja porta 5 minuts atenent-se,
necessite, encara, 7 minuts meés.

Ens demanen el calcul d’una probabilitat condicionada:

X>12 _P(X>12) _1-P(X=12)
P( 4“5) P(X>5) 1-P(X<5)

Calculem per separat les probabilitats del numerador i el denominador:

1
cP(X<12)= fZle_gxdx=...=0,7769

1

08
BN

P(XSS)—foge dx =...=0,4647

Aixi:

P(X>1% )=P(X>12)=1—P(X512)=0’4168
X>5

P(X>5) 1-P(X<5)

Podem comprovar una propietat que es compleix en les probabilitats con-
dicionades d’aquest model de distribucid (exponencial) calculant la pro-
babilitat de que la duraci6 siga major de 7 minuts directament, com si el
compliment previ de la condicié no afectara la probabilitat del que ocorre-
ra a partir d’aquest moment:

P(X>7)=1-P(X<7)=1-0,5831=0,4168

1
P(X <7) =fo7ée Vdx =...=0,5831

¢s a dir, en el nostre cas, P(X > 1%( - 5) = P(X > 7), 1 en general podem
enunciar-la aixi:

X>s+t —
P( X>s) PX>1)

d) Calcula la probabilitat de que una tasca dure exactament 8 minuts.

Recordem que X és una continua i, per tant, P(X = 8) = 0, ja que calculem
probabilitats amb el concepte d’arees tancades sota la corba d’un interval.
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Exercici 5

Aquest exercici treballa la relacid que existeix entre una situacid que es pot ajustar
al model de distribucié Poisson i la distribuci6 exponencial que es pot ajustar a la
variable que mesura el temps que transcorre entre dos esdeveniments consecutius
que es distribueixen com una Poisson.

Vegem aquesta relaci6 en el nostre cas i com cal adjudicar els parametres de cada
model, sempre atents a les unitats de mesura.

Vegem que Y (nombre de cridades al servei de grues) es pot ajustar a una distribu-
ci6 Poisson de mitjana 4 hores: Y = Po(A = 4).

Aixi doncs, la variable X = temps (en hores) que transcorre entre dos serveis con-

o . : .. 1
secutius, es distribueix com una variable exponencial de mitjana E[X] = > 0,25
hores per aixo X = temps entre dos serveis: Exp(B =1=4).

a) Calcula el temps mitja d’espera entre dos serveis que requereixen grua. Cal-
cula també la desviacio tipica.

E[X] = % Var[X] = 1

[32
b) Calcula la probabilitat de que una grua espere entre 10 i 20 minuts fins a
rebre un nou avis.

Cal transformar els valors de la variable «temps» a hores, perque la mitjana
del nombre d’esdeveniments en la Poisson era de 4 serveis per hora.

Aixi: 10 min = 0,17 hores 20 min = 0,33 hores
P(0,17 <X <0,33) =F(0,33) - F(0,17) = ... = 0,2395

També pot plantejar-se a partir de la integral amb la funcio de densitat:
P(0.17<X<033)= [ 00,;37346"4de = [ -4e™dx = ..=0,2395

¢) Calcula la probabilitat de que no hi haja demanda del servei en un interval
de més de 30 minuts.

Recordem: 30 min = 0,5 hores.

P(X>05)=1-P(X<0,5)=..=0,1353
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Exercici 6

Ja ens diu ’enunciat del problema que la variable X = temps necessitat per a
omplir el qiiestionari, s’ajusta a uns distribuci6é normal i ens diu el valor dels pa-
rametres. Aixi:

X->Np=12,06=0,1)

a) Per a classificar els temps de resposta, denominarem estandard aquells que
han estat d’una duracid que es desvia de la mitjana en 0,2 minuts com a molt.
Aixi, per a calcular la seua proporcio, notarem que ’interval de temps que
correspon a les respostes estandard és:

P(11,8 <X <12,2); tipifiquem:

P 11,8—12< X—u< 12,2-12
0,1 o 0,1

=P(-2<Z<2)=9(2)-¢(-2) =..= 09546
b) Per calcular la probabilitat de que un individu necessite menys de 10,5 minuts
o més de 13 minuts per a omplir el qiiestionari, plantegem les probabilitats:

P(X < 10,5); tipifiquem: P(Z < —15) =@(-15)=1-¢(15)=0

P(X>13)=1-P(X<13)=1-1=0; per tant: P(X < 13) =

p( Xt =123 ca0)=1
o 0,1

Exercici 7

Per la teoria ja coneixem una aplicaci6 del teorema central del limit que permet
aproximar el calcul de probabilitats de la distribucié binomial per a certs valors
dels parametres (np > 5, n(1 — p) > 5) mitjacant el calcul de probabilitats del mo-
del normal. Ara bé, cal comprovar que les hipotesis es complisquen i calcular els
valors dels parametres de la funcié normal.

Per a aproximar el model binomial amb el model normal:

X — Bin(n,p)

= X ~ N(u=np,0” = np(1-p)
np>5,n(1—P)>5} ( )

En el nostre cas, X = nombre d’alumnes que han resolt el problema.
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X — Bin(n =80,p =0,55)

=X~ N(u —44,0° = 19,8)
np = 80-0,55 = 44 > 5,n(1—p) = 80-0,45 =36 > 5

Per a resoldre la qiiestio plantejada, calculem el 75 % de 80, ¢és a dir, 60 alumnes.
P(X < 60); tipificant: 0,9998

P(X>60)=1—P(X <60)=1—0,9998 = 0,0002

Norta

Quan aproximem una variable discreta per un altre model d’una variable conti-
nua, seria més exacte fer la correccid per continuitat, la qual consisteix a consi-
derar que el valor de f(x ) en la variable discreta €s equivalent, en la continua, a

I’area tancada baix la corba de f(x) en I'interval (x, - 0,5, x, + 0,5).

Exercici 8

Considerarem la variable X = nombre de comandes rebudes en una hora, de la qual
sabem que té de mitjana 30 i que es distribueix com una variable discreta Poisson.
Aixi doncs: X = Po(A = 30).

Per la teoria ja coneixem una aplicacio del teorema central del limit que permet
aproximar el calcul de probabilitats de la distribucié Poisson quan el valor del pa-
rametre A > 10 mitjacant el calcul de probabilitats del model normal. Ara bé, cal
comprovar que les hipotesis es compleixen i calcular els valors dels parametres de
la funcié normal.

Per a aproximar el model Poisson pel model normal:

X —Po()) =>XzN(u=)\,02=7»)
A>10

En el nostre cas podrem fer I’aproximaci6 per una normal, ja que el parametre
compleix la condicio:

X — Po() = 30)

:XzN(M=x=3o,oz=x=3o)
A=30>10

= ... =0,9328

20-30 X-u 40-
Aixi,P(20<X<40)=P( 0-30 n 40 30)

<
Jio o 30
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En aquest cas, igual que en el problema anterior, seria convenient fer una correccio
per continuitat.

b) Sivolem atendre tots els encarrecs que arriben en hora en el 99 % de les oca-
sions, cal calcular quantes comandes ens poden arribar. Es a dir, calcularem
el percentil P

Denotem per «a» el nombre de comandes que compleixen P(X < a) = 0,99,

¢s a dir, el percentil 99 de la variable normal tipificada que trobarem en les
taules o en el programari que utilitzem habitualment.

©(2,33)=0,9901

P(X <a)= P(ﬂ<a'—”)=}>(z< a_3o)=(p(a_3())=0,99

o 430 V30 V30

a-30 _, 33,

J30

Resoldrem I’equacio per a trobar el valor de a = 42,76 = 43 comandes.

Per la qual cosa, podem plantejar la igualtat

Aixi, afirmarem que en el 99 % de les hores es reben, com a molt, 43 encar-
recs 1 necessitarem 43/3= 15 treballadors per a atendre el servei, segons les
condicions de I’enunciat.
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Solucions

Exercici 1

Considerem una variable X que expressa el nombre de comandes (en unitats de
milers) ateses diariament per una empresa de missatgeria a nivell nacional. Supo-
sem que la funci6 segiient f(x) és la seua funcio de densitat que ens mostra la seua
distribucio.

2 .
F(x) = cx” sil=sx=<3
0 en la resta

a) Calcula el valor del parametre c.

b) Creus que aquesta empresa ha atés 300 comandes algun dia? Justifica la teua
resposta.

c¢) Calcula la probabilitat de que un dia qualsevol atenga entre 1.500 i 2.000
comandes, menys de 3.500, més de 3.000 i exactament 1.400.

d) Calcula la funcié de distribucio F(x) i respon una altra vagada a les qiiesti-
ons de I’apartat ¢ amb aquesta funci6. Representa-la.

e) Calcula la mitjana o esperanca, la variancia i la desviacio6 tipica. Interpreta-
les.

Solucid

a) Suposem que la funci6 segiient f(x) €s la funcidé de densitat d’aquesta distri-
bucio:

2 .
F(x) = cx” sil=x<3
0 en la resta

Per a calcular el valor del parametre «c» cal aplicar la condicid de que I’area
tancada per sota de la corba de la funcio6 de densitat és 1.

; <] [ P 1) 26 3
fcxzdx=c Z | =c|=-=|=c*|9-=|=c:- —==1—>c=—
! 3 3 3 3 3 26

1

Aixi doncs, la funci6 de densitat queda:
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3 2 . /
—x° sil=sx<3
f(x)=126 LT

0 en la resta -

b) No atendra mai 300 comandes, que correspondria a x = 0,3, ja que se ex-
pressen en milers, perque f(0,3) = 0. El rang de X (possibles valors de la
variable) és I’interval (1, 3), per la qual cosa podem afirmar que I’empresa
sempre atén entre 1.000 1 3.000 comandes. Si fem la grafica de la funci6 de
densitat, a més a més, podrem vore que el més probable és facturar 3.000
comandes.

9

P(1,55X52)=f:52_36xzdx=%

P(X =3,5)=1 (sempre)
P(X >3)=0 (mai, perque esta fora del rang)
P(X =1,4) = 0 (per ser la probabilitat d’un valor, no d’un interval).

d) Per a calcular la funci6 de distribucié F(x), per a qualsevol valor de x, cal
que fem un canvi de variable en ’expressio de I’integrand:

< 31" 3 3 _
126 26| 3 ; 26 (3 3 26

Per la qual cosa, la seua expressid quedara:

0 six<l 5
3

x -1 sil=x=<3

F(x)=

1 six>3
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Amb aquesta funcié podrem calcular:

2-1) (1,5°-1)_
P(1,55X52)=F(2)—F(1,5)=( T )-( T )_0,1779
P(X =3,5)=F(3,5)=1
P(X>3)=1-F(3)=1-1=0

P(X=1,4)=0 (per ser una funcid continua)

e) Per a calcular I’esperanca 1 la variancia, vegem les integrals a plantejar 1

resoldre per Barrrow:

3
3 303, 33, 3 |x* 3(81 1
E|X|=| xf(xX)dx=] x—x"dx=| —x'dx=—|—| =—| —-—|=2,31
[ ] fl ) fl 26 4]1 26(4 4)

126 26

Var[X] = E[Xz]— E[X]2 = 5,5846-2,31% =0,2485

Aixi doncs,

3 3 3[xT
E[X2]=fl3xz~f(x)dx =f13X2%X2dX=f13%X4dX =%[X?] =

L3(28 1) s e
260 5 5

0 =+/0,2485 =0,4985

Amb aquestes dades, podem interpretar que la mitjana és atendre 2.310 comandes
diariament, amb una desviacio tipica de 499 comandes, la qual cosa voldra dir que
aquesta ¢és la mitjana de les desviacions del nombre de comandes ateses cada dia,
i I’anterior €s esperanca de 2.310 comandes.

Si trobem el coeficient de variacid, podrem interpretar aquesta dispersio en termes
relatius o de percentatges:

CV=—="2"""7"=0,22 = 22 % de variabilitat

@ P. Juan Verdoy | M. J. Beltran | M. J. Peris - ISBN: 978-84-697-1551-2 186 Problemes resolts de probabilitat i inferéncia aplicats a les ciéncies socials - UJI - DOI: http://dx.doi.org/10.6035/Sapientia95



Exercici 2

Per a justificar I’eliminaci6 de cert servei de transport urba en els trajectes de I’any
s’han anotat els percentatges d’ocupaci6 de tots els viatges realitzats. Aixi, la va-
riable X = percentatge d’ocupacio (en tant per u), es distribueix amb la segiient
funcio de distribucio:

0 six<0
F(x)={2x-x" si0=sx =1
1 six>1

a) Podries calcular la probabilitat de que un trajecte presente menys del 10 %
d’ocupacid, entre el 20 1 40 %, o més del 80 %?

b) Calcula la funci6 de densitat de la variable X.

¢) Calcula la mediana, la mitjana i la desviacio tipica d’aquesta distribucio.
Interpreta-les.

d) Calcula el percentatge d’ocupacioé que té, com a molt, el 95 % dels trajectes.

Solucio
a) Considerarem que la variable X = percentatge d’ocupacio (en tant per u)
en els trajectes del darrer any. Per tractar-se d’una variable continua, el re-
compte de probabilitats és facil de fer a partir de la F(x) de I’enunciat. Aixi:

P(X <0,10)=F(0,10)=2-0,10-0,10*=0,19

P(0,20 < X < 0,40) = F(0,40) — F(0,20) = (2 - 0,40 — 0,40%) — (2 - 0,20 — 0,20%) =
=0,28

P(X>0,80)=1-P(X<0,80)=1—(2-0,80 —0,80%) = 1 — 0,96 = 0,04

b) Per a calcular la funci6 de densitat f(x) sera suficient amb derivar la funcid
de distribucio F(x) en cadascun dels diferents intervals de definicio:

F(x) = 2-2x s10=sx=<l
0 en la resta

¢) Per calcular la mediana considerem que és un percentil, més concretament
P

50°

A tal fi, cal trobar el valor de x al qual correspon F(x) = P(X < x) = 0,50.
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Plantejant I’equacio:
2x-x"=0,5 2x>-2x+0,5=0 = x~=1,71,x,=0,29

Com que x,= 1,71 i esta fora del rang de la variable, la descartem com a
solucio possible.

Direm que la mediana és x,= 0,29, és a dir, la meitat dels trajectes t€ menys
del 29 % d’ocupacid i tan sols el 50 % dels trajectes té un major nivell d’ocu-

pacio.

Per a calcular la mitjana:

3 2 3

0

1
1 1 1 X2 X3 1 1 1
E[X]= [ xf(x)dx = [ x(2-2x)dx = [ 2x-2x" dx =2[7__] =2(___)=§=0,33

La mitjana del nivell d’ocupacio dels trajectes €s del 33 %.
Per a calcular la desviacio tipica:
I 1 1

Var[X]= E[Xz]—E[XT =5 =15 =0.06

1
E[X2]=folxz'f(X)dX =f01X2(2_2x)dX=2f01X2_X3dX =2[X?3—X—4jl =2(l_l)=l

4
0=\/I=O,24
18

d) Ens demanen un percentil; caldra decidir si interessa el P, o el P .. Vegem:
F(x,) =P(X < x,) = 0,95
Plantejarem la segiient equacio i la resoldrem:
2x-x"=0,952>x>-2x+0,95=0~>x,=1,22,x,= 0,78
Com que x,= 1,22 i esta fora del rang de la variable, la descartem.

Agafarem x = 0,78 1 podrem interpretar que el 95 % dels trajectes t€ menys d’un
78 % d’ocupacio.
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Exercici 3

Estem fent un estudi entre les empreses d’un cert sector que van vindre beneficis
I’any passat. S’observa una distribucié uniforme en el sector que va del 4 % al 7 %
de beneficis que volem estudiar amb més profunditat.

a) Si considerem que una empresa amb beneficis inferiors al 6,7 % no pot asse-
gurar el seu manteniment de plantilles, calcula la proporci6é d’empreses que
podem estimar, dins d’aquest sector critic que estem analitzant, que esta en
risc d’acomiadar treballadors.

b) Calcula les probabilitats P(X <5, 2), P(4,5 <X <5, 2).

c¢) Calcula I’esperanca, la variancia i la desviacio tipica. Interpreta-les.

Solucid

Pel que es diu a I’enunciat, la funci6 de densitat tan sols ens mostra la distribuci6
de les empreses del sector que tenen uns beneficis d’entre el 4 % i el 7 % 1 que se-
ran I’objectiu del nostre treball. Podem escriure’n la funcié de densitat i observar
que ¢és una funcid constant en el rang de la variable:

1
tx)={7-4
0 en la resta

sid=sx<7

Per tant, podem calcular la probabilitat com 1’area d’un rectangle. En aquest enun-
ciat ens han indicat, expressament, que el model de distribuci6 €s uniforme, pero
també ens haurien pogut dir que es tractava d’una distribucié constant a 1’interval
[4, 8] amb tots els valors que agafa la variable equiprobables.

Uniform Distribution: Minimum=4, Maximum=7

040 045
1 !

035
1

Density

030
1

025
L

020
!

a)P(X < 6,7)=1- P(X>6,7)=1-0,1=0,9

PX>67)= [ !

6,75

dx =L (7-6,7)= 10,301
3 3
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Aixi, podrem interpretar que la proporciéo d’empreses que podem estimar
dins d’aquest sector critic que estem analitzant, que esta en risc d’acomiadar
treballadors, és del 90 %.

b) P(X <5.2) = fj’zédx=%(5,2—4)=%~1,2=o,4

PU5<xX<52)= [lax=L(52-45=107202333
453 3 3
c) Podem utilitzar les expressions d’aquestes que trobarem a la teoria de cada
model de distribuci6:

E[X] = a+b=£=5,5 %
2
(b-a) (7-4° 9 3. \F J3
Var[X] = = =—=="10=+Var[X]=,-=— =087
X] 12 12 12 4 X] 4 2

Que en el sector voldra dir que en aquest grup d’empreses la mitjana dels
beneficis és del 5,5 %, amb una variabilitat de 0,87 %.

Exercici 4

Volem planificar 1’assignacio de tasques en un cert departament d’atencio al pi-
blic. Per tractar-se majorment de demandes de documentacio, hem estudiat que el
temps d’atencio de cadascuna de les peticions segueix una distribucioé exponencial
amb una mitjana de 8 minuts.

a) Calcula la probabilitat de que una atencid qualsevol necessite entre 5 1 12
minuts.

b) Calcula el temps minim que podem assegurar que necessitarem en el 90 %
de les atencions.

c¢) Calcula la probabilitat de que una consulta que ja porta 5 minuts atenent-se
necessite, encara, 7 minuts meés.

d) Calcula la probabilitat de que una tasca dure exactament 8 minuts.

Solucio

Com diu I’enunciat, la variable X = temps d’atencio dedicat a cadascuna de les
peticions, com que ens diu que es distribueix com una variable exponencial, conei-
xem I’expressio de la seua funcié de densitat. Tan sols caldra concretar els valor
del seu parametre, el qual extraiem de la mitjana:
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E[X]= L o8 —p=t. Axi:
B 8
X == Exp ( = %) i la seua funci6 de densitat és:
1 -
f(x)=§e 8 six>0

Podem representar la funcié de densitat per a que ens facilite la comprensio del
fenomen 1 les interpretacions:

Exponential distribution rate = 0.125

Density
004 006 008 010 012
L I 1 L I

002
I

s ¥
a) P6<X<12)=
b1 b1 1] s
fs gegdx=—f5 —gegdx=—e8 =—|e 3 -e?|=0,3121

5
Podem interpretar que el 31 % de les atencions han requerit entre 5 1 12 minuts.
b) Aquesta qiiestié requereix el calcul d’un percentil. Recordeu que és conve-
nient no precipitar-se 1 distingir amb la lectura atenta de 1’enunciat si ens

demanen el P o si pel contrari ens demanen el P .

En el nostre cas, denotarem per «a» la duracié minima, en minuts, que ne-
cessitem trobar.

P(X=2a)=0,90 « P(X<a)=0,10, per la qual cosa plantejarem la segiient
integral 1 ’equacio per a trobar el P

P(X<a)=

1

1 1 a a
falegdx=—fa—legdx=—e8 =—|let-¢e"|=1-¢8=0,10
08 o 8
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I resoldrem 1’equacio:
1-¢$=0,10-0,90=¢ & = —% =1n0,90 ~
a=-8"1n0,90 = 0,8429 minuts = 50 segons.

Podem assegurar que el 90 % de les atencions tenen una duraci6 superior a
50 segons.

¢) Ens demanen el calcul d’una probabilitat condicionada:

X>12 _P(X>12) 1-P(X=<12)
# /§>J P(X>5) 1-P(Xs5)

Calculem per separat les probabilitats del numerador i eldenominador:

. P(X<12)=

N N P 2 2
folzée § dx=—f012—ée 8 dx=—{e § } =—(e § —e°)=l—e #=0,7769
¢ P(X<5)=

Aixi:

4X>9/ )_HX>RL}—HX5HL}—QW@_O4M8
X>5/ P(X>5) 1-P(X=<5) 1-0,4647

Podem comprovar una propietat que es compleix en les probabilitats condi-
cionades d’aquest model de distribuci6 (exponencial) calculant la probabili-
tat que la duraci6 siga major de 7 minuts directament, com si el compliment
previ de la condicié no afectara a la probabilitat del que ocorrera a partir
d’aquest moment:

P(X>7)=1-P(X<7)=1-0,5831=0,4168

!
P(X£7)=

1 ;1 2T 7 7
f—egdx=—f ——e8dx=-|e® | =—|e 8-e"|=1-¢ % =0,5831
08 08
0

Es a dir, en el nostre cas, P(X > 1%( - 5) = P(X >17), 1 en general podem
enunciar-la aixi:

X>s+t —
P( X>s) P(X >t)
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Norta

També podem calcular aquestes probabilitats a partir de 1’expressio de la funcio
de distribuci6 del model exponencial, la qual podem consultar a la teoria o obte-
nir-la aplicant la seua definicio:

s x=20

0 si x<0

FOo = [ Betde= {1‘6

d) Calcula la probabilitat que una tasca duri exactament 8 minuts.

Recordem, que per fer el tractament de la variable X, amb el model d’una
continua, P(X = 8) = 0, ja que calculem probabilitats amb el concepte d’are-
es tancades sota la corba en un interval.

Pa=X<b)= [ f(x)dx

Exercici 5

En un servei d’atencid en carretera de 24 hores, la mitjana de serveis que requerei-
xen |’atencié amb grua és de 4 incidéncies per hora.

Considerem la variable que estudia el temps transcorregut entre dues eixides de la
grua en el servei.

a) Calcula el temps mitja d’espera entre dos serveis que requereixen grua. Cal-
cula’n també la desviaci¢ tipica.

b) Calcula la probabilitat de que la grua espere entre 10 i 20 minuts fins a rebre
un nou avis.

¢) Calcula la probabilitat de que no hi haja demanda del servei en un interval
de més de 30 minuts.

Solucid

Aquest exercici treballa la relacidé que existeix entre una situacié que es pot ajus-
tar al model de distribucid Poisson (cridades de teléefon a una central cada hora,
nombre de pacients atesos en urgencies en un hospital cada dia, nombre de mails
publicitaris que reps cada hora, nombre d’accidents que es produeixen cada mes
en un «punt negre» de certa carretera, etc.) i la distribuci6é exponencial que es pot
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ajustar a la variable que mesura el temps que transcorre entre dos esdeveniments
consecutius en qualsevol de les situacions anteriors.

Vegem aquesta relacio en el nostre cas i com cal adjudicar els parametres de cada
model, sempre atents a les unitats de mesura.

Vegem que Y (nombre de cridades al servei de grues) es pot ajustar a una distribu-
ci6 Poisson de mitjana 4 hores: Y = Po(A = 4).

Poisson distribution nnean = 4

Aixi doncs, la variable X = temps (en hores) que transcorre entre dos serveis con-

secutius, es distribueix com una variable exponencial de mitjana E[X] = 1

—=0,25
hores, per aixd X = temps entre dos serveis: (B =A =4). A

La grafica de la funci6 de densitat ens pot ajudar a interpretar els resultats:

Exponential distribution rate = 4

1
a) E[X]=—=0,25hores Var[X]=—; = 0.0625 hores’ ¢ = 0,25 hores

1
A
Podem interpretar que el temps mitja que transcorre entre dos serveis de
grua consecutius €s de 0,25 hores = 15 minuts i que la seua variabilitat €s

també de 15 minuts de mitjana.

b) Cal transformar els valors de la variable «temps» a hores, perque la mitjana
del nombre d’esdeveniments en la Poisson era de 4 serveis per hora.

Aixi: 10 min = 0,17 hores 20 min = 0,33 hores
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P(0,17 <X <0,33)= F(0,33) - F(0,17)=(1-e™**?) - (1-e™*""7)=0,2395
També pot plantejar-se a partir de la integral amb la funci6 de densitat:

P(0,17 <X <0,33) =

0,33 033

= Jor 4e™dx = —f07 —4e™dx = —[6'4"] _ _(e—4~0,33 _ e4»o,17) ~0,2395

0,17
Podem afirmar que quasi el 24 % de les ocasions el temps que transcorre
entre dues cridades consecutives a la grua esta dintre del interval de 10 a 20
minuts.

¢) Recordem que 30 min = 0,5 hores.

P(X>0,5)=1-P(X<0,5)=1-F(0,5=1-(1-¢*")=0,1353

Es a dir, que una espera entre serveis superior a 30 minuts tan sols ocorre en
el 13,5 % de les ocasions.

Exercici 6

En un departament d’estadistica s’esta dissenyant un qiiestionari que haura d’im-
plementar-se en una mostra gran. Per a preveure les necessitats de temps i personal
que necessitarem, hem passat el qiiestionari a 200 individus seleccionats a 1’atzar
1 hem anotat el temps que han emprat per a omplir-lo. S’observa que els resultats
d’aquest mostratge inicial s’ajusten a un model de distribucié normal de mitjana
12 1 desviacio tipica de 0,1 minuts.

a) Per a classificar els temps de resposta, denominarem «estandard» aquelles
que han estat d’una duracié que es desvien de la mitjana com a molt, en 0,2
minuts. Calcula la proporci6 de respostes estandard que hi haura. Si la mos-
tra real que ompli el qiiestionari dissenyat és de 2.000 individus, calcula el
nombre de respostes d’aquest tipus que puguem esperar.

b) Calcula la probabilitat de que un individu necessite menys de 10,5 minuts o
més de 13 minuts per a omplir el qiiestionari.

Solucio
Ja ens diu I’enunciat del problema que la variable X = temps necessitat per a
omplir el qiiestionari, s’ajusta a una distribucié normal i ens diu el valor dels pa-

rametres. Aixi:

X ->N(p=12,6=0,1)
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a) Considerem que I’interval de temps que correspon a les respostes estandard
és:

P(11,8<X<122)=

1,8-12 X-u 12,2-12
= P| = < <= =P(-2<Z<2)=92)-¢p(-2) =
o - X ( )= 0(2)-(-2)

=@(2)-(1-9(2))= 0,9773 — (1 - 0,9773) = 0,9546

Normal distribution: mean = 12, standard deviation = 0.1

<

T T T T T
"7 "s "o 120 121 122 123

b) P(X < 10,5) =

P X-u - 10,5-12
o 0,1

)=P(Z<—15)=(p(—15)=1—CP(15)=1‘1=0

P(X>13)=1-P(X<13)=1-1=0

X-u - 13-12
o 0,1

P(X<13)=P( )=P(Z<10)=cp(10)=1

Podem advertir que quan fem la tipificacié sovint resulten valors de la va-
riable Z = N(p =0, s = 1) que estan tan allunyats de la mitjana que els as-
signem probabilitats 0, o 1, per aproximacio, ja que habitualment treballem
amb 4 o 5 xifres decimals.

Exercici 7

En certa classe d’estudiants d’estadistica hi ha 80 alumnes, dels quals pensem
que el 55 % ja coneix suficientment el programari de les practiques. Si en aquest
moment plantegem un exercici per a resoldre’l utilitzant I’esmentat programari,
calcula la probabilitat de que, al menys, el resolga el 75 % dels alumnes.
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Solucid

Per la teoria ja coneixem una aplicacio del teorema central del limit que permet
aproximar el calcul de probabilitats de la distribucid binomial per a certs valors
dels parametres (np > 5, n(1 — p) > 5) mitjacant el calcul de probabilitats del mo-
del normal. Ara bé, cal comprovar que les hipotesis es complisquen i calcular els
valors dels parametres de la funcié normal.

Per a aproximar el model binomial amb el model normal:

X — Bin(n,p)

= X =~ N(u=np,o” =np(l1-p)
np>5,n(1—p)>5} (M P P p)

En el nostre cas, X = nombre d’alumnes que han resolt el problema.

X — Bin(n =80,p =0,55) =>XzN(u=44,02=19,8)
np =80-0,55=44>5,n(1-p)=80-0,45=36>5
Podem vore i comparar les grafiques de la funcié f(x) d’ambdos models:

Binomial distribution binomial trials = 80, probability of success
: P ty Normal distribution mean = 44, standard deviation=4.45

0.08
1
0.08
1

0.06
I

0.06
1

0.04
I

Probability Mass
Density

0.04
L

002
1

0.02
1

_...,,M‘ “h,,..

T T T T T T

0.00

0.00
1

30 35 40 45 50 55 T T T T T T

Number of successes 30 35 40 45 50 55

Per a resoldre la qiiestio plantejada, calculem el 75 % de 80, és a dir, 60 alumnes.

X-u  60-44
<
o 198

P(X < 60)= P

]= P(Z<3,6)=(3,6)=0,9998

P(X>60)=1-PX< 60)=1-0,9998 = 0,0002

Quasi impossible, com es pot veure a la grafica superior.
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Nota

Quan aproximem una variable discreta per un altre model d’una variable conti-
nua, seria més exacte fer la correccio6 per continuitat, la queal consisteix a consi-
derar que el valor de f(x,) en la variable discreta €s equivalent, en la continua, a
I’area tancada baix la corba de f(x) en ’interval (Xo -0,5,x, + 0,5) . Aixi, estaria
millor plantejat de la segilient manera:

X-u  59,5-44
P(X < 60) = P| XM 2%
o 198
X-u  60,5-44
P(X < 60)P| 22 < 2=
o 19,8

Malgrat aquesta explicacid, en aquest treball considerem que no cal abordar amb
profunditat aquest detall.

Exercici 8

En certa empresa de venda on /ine estan rebent una mitjana de 30 comandes per
hora. Se suposa que ho fan de manera aleatoria, proporcional al temps que trans-
corre i amb les caracteristiques que permeten assignar el model de Poisson a
aquesta distribucio.

a) Calcula la probabilitat de que en certa hora arriben entre 20 1 40 comandes.

b) Si volem atendre tots els encarrecs que arriben a aquesta hora, calcula els
treballadores 1liures que necessitem en una hora per atendre el 99 % de les
comandes (suposem que un treballador pot despatxar 3 comandes per hora).

Solucid

a) Considerarem la variable X = nombre de comandes rebudes en una hora,
de la qual sabem que té de mitjana 30 i que es distribueix com una variable
discreta Poisson. Aixi doncs: X = Po(A = 30).

Per la teoria ja coneixem una aplicaci6 del teorema central del limit que permet
aproximar el calcul de probabilitats de la distribuci6 Poisson quan el valor del
parametre 1 > 10 mitjacant el calcul de probabilitats del model normal. Ara bé, cal
comprovar que les hipotesis es complisquen i calcular els valors dels parametres
de la funci6 normal.
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Per a aproximar el model Poisson amb el model normal:

X — Po(M) =>XzN(M=7\.,02=7\.)
A>10

En el nostre cas, podrem fer I’aproximaci6 per una normal, ja que el parametre
compleix la condicio:

X —> P =

o(%=30) =>X==N(M=7\.=30,02 =x=30)
A=30>10
Si comparem les grafiques, veurem les seues distribucions:

Poisson distribution mean = 30
Normal distribution mean = 30, standard deviation = 5.48

0.06
1
0.06

004
1
0.04

Probability Mass
Density

0.02
1
0.02

..MH Hﬁm...,

T T T T T T T T
15 20 25 30 35 40 45 50

0.00
0.00

20 30 40

Aixi, P(20 < X < 40) =

B (20-30 X-u 40-30
=P < <
V30 o 30

= ¢(1,83) = (1= (1,83)) =0,9664 — (1 — 0,9664) = 0,9328

)= P(-1,83 <Z<1,83)=(1,83) - (- 1,83) =

En el 93 % de les hores s’atén un nombre de comandes comprés entre 20 1 40.

En aquest cas, igual que en el problema anterior, seria convenient fer una correccid
per continuitat (vegeu nota al final del problema anterior).

b) Denotem per «a» el nombre de comandes que compleixen P(X <a) = 0,99,

¢s a dir, el percentil 99 de la variable normal tipificada i que trobarem en les
taules o en el programari que utilitzem habitualment.

©(2,33)=0,9901

PX<a)=
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o

P(X—u . a—30)=P(Z< a—30)=(p(a—30J=0,99
V30 V30 V30
Per la qual cosa, podem plantejar la igualtat:

-30
2 =2,33 —>a=30+2,33-\/%=42,76z43 comandes.

V30

Aixi, afirmarem que en el 99 % de les hores es reben, com a molt, 43 encar-
recs 1 que necessitarem 43/3 = 15 treballadors per a atendre el servei, segons

les condicions de 1’enunciat.
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UNITAT 4

Introduccio a la inferencia 1:
intervals de confianga
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Introduccid teorica

Tot estudi estadistic té per objectiu analitzar una determinada caracteristica en una
poblaci6. Seria ideal poder observar i mesurar aquesta caracteristica en tots els
individus, encara que sovint aquest plantejament global no és possible.

Imaginem, per exemple, els segiients estudis estadistics:

* Es vol conéixer ’algada mitjana de la poblacid6 major d’edat de la nostra
ciutat. Requereix un temps i unes despeses economiques excessives prendre
la mesura a tots els ciutadans.

* Per a fer un control de qualitat del procés de fabricacié en una factoria de
mistos, caldria conéixer-ne la proporcié de productes defectuosos. Seria un
desgavell provar cadascun dels elements, ja que es destruiria la produccio.

En ambdos casos cal estudiar tinicament una part de la poblacid, la qual ha de
ser seleccionada amb criteris adequats per tal d’assegurar-se que es tracta d’una
mostra representativa de la poblacio total 1 de les seues particularitats internes.
Aquests criteris es presentaran en el segiient apartat.

En la practica és molt freqiient haver de recorrer a una mostra per tal d’inferir da-
des d’una poblaci6 per alguns dels motius segiients:

» La poblacio és excessivament nombrosa; tota la poblacid major d’edat de la
nostra ciutat.

* La poblacio és molt dificil o impossible de controlar; el nombre d’individus
de certa especie d’aus en un determinat parc natural.

* El procés de mesurament és destructiu; la comprovaci6 de mistos defectuo-
sos en una produccio.

* Es desigen conéixer els resultats rapidament 1 es tardaria massa temps en
prendre les mesures de tots; el sondeig d’opini6 electoral.

Poblacio i mostra. Tipus de mostreig
Poblacio o Univers és el conjunt de tots els individus objecte del nostre estudi.

Mostra €s un subconjunt extret de la poblacio; el seu estudi serveix per a inferir
caracteristiques de tota la poblacio.
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L’eleccié de la mostra es diu mostreig. Un metode molt efica¢ per a aconseguir
una mostra representativa és que aquesta haja estat triada aleatoriament, és a dir,
a I’atzar. Per contra, si I’eleccid és subjectiva, els prejudicis de qui fa I’eleccio es
projecten en el resultat de la mostra, la qual reflectira el que aquesta persona creu
que ¢s la realitat (mostreig opinatic) i no s’aconseguiran mostres representatives.

Es diu que un mostreig €s aleatori quan tots els individus de la mostra s’elegeixen
a I’atzar, de manera que tots els individus de la poblacié tenen, a priori, la mateixa
probabilitat de ser triats.

Al llarg d’aquest epigraf se suposara que es t¢ una poblacio de N elements de la

qual es vol extraure una mostra de n elements. Es comentara a continuacioé com es
pot realitzar el mostreig perque proporcione mostres representatives.

Mostreig aleatori simple

Es el tipus de mostreig més senzill i en el qual es basen tots els altres.

Descripcio Exemple

— Numerem els elements de la poblacié de | — Numerem els alumnes seguint 1’ordre

I’T aN. alfabétic dels seus cognoms.
— Efectuem un sorteig per a seleccionar els | —Amb la calculadora, anotem una seqiién-
n elements que ha de contenir la mostra. cia de nombres aleatoris de dues xifres

1 agafarem els primers 5 nombres me-
nors o iguals que 36.

9t 31, 21, 56;48; 10, 89; 34, 11
La mostra esta formada pels alumnes que

corresponen amb els nombres 31, 21, 10,
341 11.

Aquest sorteig pot fer-se de moltes maneres: extraure paperetes d’un caixd, extraure
boles numerades d’una urna, etc. També podem ajudar-nos de la generacié de
nombres aleatoris fent servir la calculadora (tecla Ran#) o 1’ordinador.

Si després de cada extraccid I’individu seleccionat de la poblacid pot tornar a ser-

ho, es diu que és un mostreig aleatori amb reemplacament. En cas contrari, és un
mostreig aleatori sense reemplacament.
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Mostreig aleatori sistematic

La tria dels elements assegura una forma uniforme d’escollir els elements al llarg
de la llista de la poblacio.

Descripcio Exemple

— Numerem els elements de la poblacié de | — Numerem els alumnes seguint ’ordre

I’T aN. alfabétic dels seus cognoms.
— Triem per sorteig un individu qualsevol | — Obtenim per sorteig un numero. Imagi-
N, nem que és el 21.

) — Trobem el coeficient de d’elevacio
— Calculem k, I’enter més proper al coefi-
N % _72—>k=7

cient de d’elevacio — . 0

n

— Comencem per 21 i anem triant la mos-
tra, agafant els elements de 7 en 7, i
presentem amb detall 1’estratégia en
arribar a 36.

— Seleccionem I’individu N, i els segiients
de k en k a partir d’ell. Cal tindre en
compte que en sobrepassar N hem de
continuar amb el comencament de la
llista.

21— [28] - [33]36,1,2,3,4,5[¢] — [13]

La mostra esta formada pels alumnes que
corresponen als nombres 21, 28, 35, 61 13.

Aquest procediment es pot realitzar sempre que en la numeraci6 dels individus de
la poblacid no sospitem cap regularitat. No seria adient agafar els dies en periodi-
citat setmanal, mensual, etc., per a fer un estudi relacionat amb el transit.

Mostreig aleatori estratificat

El mostreig aleatori estratificat proporcional pressuposa que la poblacio esta for-
mada per grups diferenciats que es denominem estrats. En el cas de I’afixacio
proporcional aquests grups estan representats a la mostra en la mateixa proporcio
numerica que ho estan a la poblacio.

Aixi, es considera que la poblacié de N individus esta formada per diferents estrats
de grandaria N, N, ... N que complixen la condicié: N, + N, + ... N, = N. Cal
trobar el nombre d’individus n, n, ... n, que han de ser seleccionats per mostreig
aleatori de cadascun dels estrats, de manera que n, +n, + ... + n = n. Per a calcu-
lar-los plantegem la proporci6:

2 |
I
|
I
I
>
I

z
Z
P
5|z
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Descripcio Exemple

— Identifiquem els estrats en que dividirem | — Imaginem que els alumnes estan dife-

la poblacio i calculem N, N, ... N renciats en 21 xiques i 15 xics:

¢

— Calculem la grandaria de les mostres en N, =21,N, =15
els estrats n , n, ... n, mitjangant la pro-
porcio: — Per a calcular n, n, resoldrem les pro-
N . .
N, N N N porcions — = — i obtenim:
=2 = t=__ n. n
1
n n n n
! ? ‘ n =3,n,=2

— En cada mostra de cada estrat es trien els

individus per mostreig aleatori. — La mostra esta formada per 3 xiques i
2 xics que triarem dintre de cada grup
mitjangant qualsevol dels procediments
anteriors.

Hi ha altres métodes d’afixacid no proporcional en el mostreig estratificat, perd no
seran abordats per tindre aquest text una caracter introductori.

Mostreig aleatori per conglomerats

El mostreig aleatori per conglomerats pressuposa que la poblacié esta formada
per grups diferenciats que s’anomenen conglomerats. Es considera que qualsevol
d’ells és una mostra representativa de la poblacid, puix que en cadascun d’ells esta
proporcionalment reflectida la diversitat de les seues caracteristiques.

Podem utilitzar com a mostra qualsevol conglomerat. Per exemple, si estem fent
un treball d’estudi de mercat sobre 1’acceptacio de cert producte genéric en una
urbanitzacié d’habitatges que es molt homogenia (tots els habitatges tenen el ma-
teix preu, es van construir simultaniament, els seus habitants tenen costums pro-
fessionals 1 poder adquisitiu semblants, etc.), podem considerar que cada carrer
d’aquesta urbanitzacidé és un conglomerat. Aixi, es pot escollir aleatoriament un
carrer per a fer I’enquesta.

Per concloure, es pot dir que els estrats son grups internament homogenis i1 que
entre tots reflecteixen 1’heterogeneitat de la poblacid, mentre que els conglomerats
son homogenis entre si, tot i que dintre de cadascun d’ells esta representada 1’he-
terogeneitat de la poblacio.
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Inferéncia. Parametres 1 estadistics

Una vegada seleccionats els elements de la mostra, es procedeix a fer un treball
d’estadistica descriptiva calculant els parametres que es necessiten de la mostra
(mitjana aritmetica, variancia, etc.). Basant-se en aquests resultats, es pot obtindre
informacio i conclusions de la caracteristica de la poblacid que es vol conéixer.
Aquest darrer treball és 1’objectiu de la inferéncia estadistica.

Aixi doncs, la inferéncia estadistica pot definir-se com la part de I’estadistica que
té per objecte el desenvolupament de técniques que permeten conéixer o compro-
var el valor dels parametres d’una poblacio, a partir de les dades obtingudes d’una
petita part extreta d’ella que hem denominat mostra.

La fiabilitat d’aquestes deduccions es mesura en termes probabilistics, €s a dir, tota
afirmacid en inferéncia va acompanyada de la seua probabilitat d’encert. Per la
qual cosa, es pot vore que s’arriba a les conclusions de la inferéncia aplicant la teo-
ria de la probabilitat de la qual ja se n’han vist alguns resultats als temes anteriors.

La inferéncia estadistica té dues grans branques:

» FEstadistica inductiva o estimacio, 1’objecte de la qual és estimar el valor dels
parametres de la poblaci6. Pot ser:
— Estimacié puntual: que desenvoluparem als darrers apartats d’aquest
tema.
— Estimacio per intervals: que desenvoluparem al tema 9.

* Contrast d’hipotesis, I’objecte de la qual €s comprovar, mitjancant metodes
matematics, hipotesis realitzades sobre el valor d’algun parametre de la po-
blaci6. Desenvoluparem aquesta branca al tema 10.

Reprenem els exemples plantejats en comengar el tema:

* Volem intuir el valor de la mitjana de I’alcada de la poblaci6 de la nostra
ciutat, és a dir, la mitjana poblacional, que denotarem per p. A tal fi, triarem
un grup de persones que reflecteixen la diversitat de la poblacié. Es, per tant,
una mostra representativa. Calcularem la mitjana de 1’alcada d’aquests indi-
vidus, és a dir, calcularem la mitjana mostral, que denotarem per X.

* En una factoria, podrem esbrinar la proporcié de mistos defectuosos en la
produccio total, és a dir, la proporcid poblacional, que denotarem per p,
seleccionant un nombre prefixat d’objectes que extraurem de la cadena de
produccio i que conformaran la mostra. D’entre aquests mistos, comptarem
la proporcié de defectuosos, que sera la proporcié mostral que denotarem

per p.

No obstant aix0, cal remarcar que x no té exactament el valor de p i que p no co-
incideix exactament amb el valor de p.
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Aixi, quan treballem amb mostres, caldra diferenciar aquests parametres calculats
amb els individus seleccionats, denominats parametres estadistics o simplement
estadistics, dels parametres reals corresponents a la poblacio, que denotem com a
parametres poblacionals o simplement parametres, els quals volem esbrinar mit-
jancant les tecniques de la inferéncia estudiarem.

Aixi, en general denotarem per 6 el parametre a estimar d’una poblacid i que sera
segons el cas, la seua mitjana m, la seua variancia 6%, o en el cas de poblacions
de Bernouilli, la p. Hem comentat que per a trobar aquest valor triarem una mos-
tra representativa de grandaria n. amb aquestes dades, calcularem la seua mitjana
aritmetica x , la seua variancia S )2(, o la proporci6 p en el cas d’una poblaci6 Ber-
nouilli, segons siga el valor a estimar.

En general, les mesures estudiades en 1’ estadistica descriptiva dels primers temes
son exemples d’estadistics (si els considerem com a funcions), ja que els seus va-
lors depenen de les dades obtingudes a les mostres. Aquest parametre que s’obté a
partir del calcul amb els valors coneguts d’una mostra és al que direm estadistic i
el denotarem en aquest tema, de manera genérica, per la lletra T.

Intentarem explicar ara que aquests estadistics son variables aleatories, ja que els va-
lors mostrals també ho son. Per exemple, imaginem totes les mostres de 5 elements
que podem obtindre de la poblaci6 que ens haviem plantejat I’exemple 1, on voliem
conéixer I’algada de la poblacié dels majors d’edat de la nostra ciutat.

Aixi, podrem dir que una mostra aleatoria simple de grandaria n és un conjunt de
n variables aleatories X, X, X,, ... X , on cada X, representa el valor observat en
la i-¢sima extraccid i1 podra, doncs, agafar qualsevol valor de la poblacid. Totes
aquestes variables X. tenen la mateixa distribuci6 de probabilitat, €s a dir, tenen la
mateixa funcid de probabilitat (en el cas de les discretes) o de densitat (en el cas
de les continues) que anomenarem distribucio de la poblacio. A més a més, és clar
que aquestes variables son independents.

Com que les variables que componen la mostra son aleatories, qualsevol estadistic
calculat amb les dades de la mostra també és una variable aleatoria. Per tant, un
primer pas en la inferéncia estadistica consisteix a analitzar les distribucions de
probabilitat dels estadistics per a saber com de fiables son els resultats que obtenim
basant-nos en ells. Les distribucions de probabilitat dels estadistics s’anomenen
distribucions en el mostreig.

Models de distribucié de probabilitat en el mostreig

Al llarg del tema arribarem a definir les distribucions dels estadistics amb els quals
volem abordar la inferéncia en aquest treball i podrem conéixer el model de distri-
buci6 que s’ajusta a la mitjana mostral, a la proporcié mostral, a la diferéncia de
mitjanes, al quocient de variancies, etc.
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Primerament, cal introduir altres models de distribucions de probabilitat i afe-
gir-los als que ja coneixem (distribuci6 binomial, Poisson, normal, etc.), puix que
els necessitarem per al nostre proposit per tractar-se de models que apareixen re-
lacionats amb les distribucions dels estadistics de mostres aleatories de poblacions
normals.

Models de distribucid de probabilitat en el mostreig

Xi—quadrat

Considerem Z , Z,, ... Z_un conjunt de variables aleatories independents que es
distribueixen segons el model normal de mitjana 0 1 desviacio tipica 1, és a dir,

Z. —N(0, 1), i definim la variable X = E Z'. Direm que la variable X té una dis-

tribucié Xi-quadrat amb n graus de Ilibertat i ho denotarem aixi: X — X,
D’aquesta distribuci6é podem afirmar que E[X] =n i que VAR[X] = 2n.

En aquesta figura (fig. 23), com a exemple, mostrarem la grafica de la seua funcio
de densitat per n = 10 graus de llibertat.

Distribucio Xi-quadrat

0,1 F 3 graus de llibertat
: ] — 10
0,08 - b
= L ]
s 006 3
@ : ]
5 omE E
o L ]
0,02 F .
= ]
0 10 20 30 40
Fig. 23

Observem que aquesta funcid no és simétrica. Aquest model de distribucid apa-
reixera en les estimacions de la variancia de la poblaci6, com podrem vore més
endavant. A més a més, coneixerem els valors de les seues funcions de distribucid
F(x) mitjangant taules o programes informatics d’estadistica.

t de student

Considerem X 1 Z dues variables aleatories independents que es distribueixen res-
pectivament com una Xi-quadrat amb n graus de llibertat i com una variable normal

tipificada, és a dir, X — )(j ,1Z,—>N(0, 1),i definim la variable T = L Direm

B
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que la variable T es distribueix com una variable t de student amb n graus de llibertat
i ho denotarem aixi T =t _.

D’aquesta distribuci6 es pot afirmar que E[X] = 0.

En aquesta figura (fig. 24), com a exemple, mostrarem de la grafica de la seua
funci6 de densitat per n = 10 graus de llibertat.

Distribuci6 t de Student

graus ¢ librtat
10

densitat
=
=
I

Fig. 24

Com es pot advertir a la figura 24, la forma general d’aquesta funci6 de densitat
¢s similar a la d’una distribucié normal; ambdues tenen forma de campana i s6n
simétriques respecte de la mitjana. De la mateixa manera que la normal tipificada,
la variable T té una mitjana igual a 0. No obstant aix0, la seua variancia depén del
parametre que hem anomenat graus de llibertat. La variancia de la variable t és
major que 1, perd s’apropa a 1 quan n augmenta. De fet, és possible demostrar que
la distribuci6 t amb n graus de llibertat tendeix a la distribucié normal tipificada
quan n = oo,

A les formules que utilitzarem en el capitol segiient en el calcul dels intervals po-
drem operar P(T =< x) =1- P(T =< -x) per la simetria d’aquesta funci6 de densitat.
Aquesta distribuci6 t de Student apareixera a les distribucions de la mitjana i de la
diferéncia de mitjanes quan la variancia poblacional és desconeguda, i coneixerem
els valors de les seues funcions de distribucié F(x) mitjangant taules o programes
informatics d’estadistica.

F de Fisher-Snedecor

Considerem X 1 X dues variables aleatories independents que es distribueixen se-
gons el model de Xi-quadrat amb n 1 m graus de llibertat respectivament, €s a dir,
Xl

X,— x, X, — x,, i definim la variable F = XL Direm que F es distribueix
2

m
com una variable F de Fisher-Snedecor amb n i m graus de llibertat i ho denotarem

aixi: F—=f .
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A la segiient figura (fig. 25) es mostra un exemple de la seua funci6 de densitat per
an=101m =5 graus de llibertat.

Distribucio F de Ficher-Snedecor

08 F 3 Graus de llibertat
r 1 — 1010

0,6 ]
- C ]
S r ]
= - .
17} 0,4 -
5 r ]
o L i
02F -
ok ]

Fig. 25

Aquest model de distribuci6 ens apareixera a les estimacions del quocient de va-
riancies. Per al calcul dels valors de la seua funci6 de distribuci6 cal fer us de la

relacio P(f <x)=1-P(f = l) quan s’empren les taules per a trobar-los.
’ X

Models de distribucid de probabilitat d’alguns estadistics

Models per a una mostra

En aquest apartat considerarem X, X, ... X una mostra aleatoria d’una poblacié

que es distribueix amb qualsevol model de distribucié amb mitjana m i variancia
2

o’

Norta

Al llarg del capitol es parlara de distribucioé de probabilitat de la poblacio, pa-
rametre de la poblacio, etc., en comptes de distribucio de la variable que s’esta
estudiant sobre tota la poblacio, parametre relatiu a la variable aleatoria que
s’esta estudiant sobre tota la poblacio, etc. Aquest abus de notacio es realitza
per motius obvis.

Distribuci6 de la mitjana mostral (coneguda o> poblacional)

Suposem que volem estimar el valor del parametre m d’una poblacio. A tal fi, aga-
fariem una mostra de n elements i calculariem la seua mitjana mostral.
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= X +X +..+X
Considerem la variable aleatoria X = Bk S

L que assigna a cada mostra
n

de grandaria n el valor de la seua mitjana. Aquesta variable aleatoria es diu mitjana
mostral 1 la distribucid que segueix es diu distribucio mostral de les mitjanes. Es

pot demostrar que la mitjana d’aquesta variable aleatoria E[ X ] = p, és a dir, la
seua esperan¢a matematica €s igual a la mitjana de la poblacio.

.. . . —— = (o}
» Ladesviacio tipica de la variable aleatoria X és: w/VAR|X | =05 = On

Tn
s ¢és la desviacio tipica poblacional i n la grandaria de la mostra. D’aquesta
propietat es dedueix que les mitjanes mostrals estan més disperses respecte
del valor de m si n és menuda i més propers al valor que volem estimar si
augmenta la grandaria de la mostra.

« Ladistribuci6 de la variable aleatoria X, que anomenem distribucio mostral
de les mitjanes, segueix una distribucié normal ()? — N (uy,a)? )) sempre
que considerem un mostreig aleatori simple 1 que la mostra aleatoria tin-
ga una distribucié normal. Si no es dona aquesta darrera exigéncia, podem
aproximar la distribucié mostral de les mitjanes per una distribucié normal
sin és gran. A més a més, pel teorema central del limit, aquesta aproximacio
¢s millor com més gran és n. Tanmateix, en el cas que la poblacid no seguis-
ca una distribucié normal i n siga menut, X segueix una distribucio t de
Student amb n graus de llibertat (ho veurem amb detall al proper apartat).

Nota
Com que el text és clarament de caracter docent i introductori, podem considerar
que la mostra té una grandaria qualificable de «gran» si n > 30.

Per una altra part, cal recordar que el fet que X — N (,u)?,a)?) ¢és equivalent a

H es distribueix com una normal tipificada, és a

afirmar que la variable Z = >
dir, Z, =~ N(0, 1). Jn

Com a conseqiiencia d’aquests resultats podrem tenir:
* Control de les mitjanes mostrals.

En una poblacié de mitjana p 1 desviacio tipica o, ens disposem a extraure una mos-

tra de grandaria n. Abans de fer-ho, sabem la distribuci6 de les mitjanes X i amb
aixo podrem esbrinar la probabilitat de que la mitjana d’una mostra estiga en un
cert interval de valors.
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e Control de la suma dels valors d’una mostra.

Podrem calcular la probabilitat de que la suma dels valors d’una mostra estiga

dintre de cert interval, ja que Y X, = nX i la distribucié d’aquesta darrera és co-
i=1

neguda.

* Inferir la mitjana de la poblaci6 a partir de la mitjana d’una mostra.

Aquesta és I’aplicaciéo més important i la que ens haviem plantejat des del comen-
cament del tema. En aquesta unitat parlarem de 1’estimaci6 puntual i a la propera
unitat parlarem de 1’estimaci6 per intervals amb un cert grau de certesa que deno-
minarem nivell de confianca i que indicara, en termes de probabilitat, la certesa
dels nostres resultats.

Distribuci6 de la mitjana mostral (si no és coneguda c>
poblacional)

Quan no es coneix el valor de la 62 poblacional, cal emprar una altra distribucio
per a abordar un estadistic que explique el comportament de la mitjana mostral,
sense que aquest parametre aparega. Aixi, s’utilitza la segiient expressido que es
defineix com a quocient d’una variable normal tipificada i I’arrel quadrada d’una
variable Xi-quadrat amb n—1 graus de llibertat.

Si denotem perX la variable aleatoria mitjana mostral de grandaria n extreta

n

Z(x,- -xf

n-1
X -u
S/\In

es distribueix segons una distribucié t de Student amb n—1 graus de llibertat. Es a

d’una poblacié normal de mitjana p i variancia 6%, i per S = Sf( =

la quasi variancia mostral, es pot demostrar que la variable aleatoria T =

dir, que T —1¢ .

Aquest resultat és més general que I’anterior, ja que no necessitem conéixer el
valor de la variancia poblacional s*>. Tanmateix, és més restrictiu perqué implica
el suposit d’una poblacié normal. Malgrat tot, aquesta restriccid no €s tan severa
com sembla. Els estudis han demostrat que la distribuci6 de la variable aleatoria

X -
T = 7‘“
S/\n
mostres que no provenen d’una poblacidé normal. En la practica sera suficient po-

der assegurar-nos de que la poblacid de la qual fem el mostreig tinga una distribu-
ci6 en forma de campana no massa esbiaixada.

s’apropa molt a una distribuci6 t de Student, encara que considerem
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Distribuci6 d’una proporcio

En una determinada poblaci6, la proporcid d’individus que posseeixen una carac-
teristica determinada la denotarem per p. Per a esbrinar aquest valor es consideren
totes les possibles mostres de grandaria n que es poden extraure d’aquesta pobla-
¢i0. En cadascuna de les mostres hi haura una proporcio p ,p,, etc., d’individus de
la poblacid que posseeixen aquesta caracteristica. Estudiarem com es distribuei-
xen tots els possibles valors de p.

Si denotem per X el nombre d’individus de la mostra que té una determinada carac-

teristica, podem afirmar, pels coneixements de temes anteriors, que X — Bi(n, p);
també vam vore que si es compleix que np>51que nq?*5 (on obviament q =
1 — p), podem transformar una variable binomial en una normal 1 assegurar que

X*N(np,\/%)

) nombre d'individus amb la caracteristica determinada X
Si denotem per p= =—

nombre d’individus de la mostra n

La distribuci6 de p, també anomenada distribucidé mostral de la proporciod sera la
mateixa que la de X, pero amb els parametres de mitjana i desviacio tipica dividits

per n. Per tant:
p—N| L YL\ p;,/m
n n n

Aquesta aproximaci6 és millor com més gran €s la mostra i més propera és p a 0,5.
Aixi, si les condicions inicials (np > 51 nq > 5) es compleixen, podem considerar
que tenim una bona aproximacid. Si aquest no fora el cas, caldria augmentar la
grandaria de la mostra.

Distribucio de la variancia

No podem trobar un model de distribucié que ens permeta conéixer directament
la distribucid de 1’estadistic de la variancia mostral, pero si que podem conéixer la
distribuci6 d’aquesta variable que definirem, que permetra conéixer el valor de
la variancia de la poblacid basant-nos en la variancia de la mostra.

i('xi _)_5)2

Si denotem per S* =< la quasi-variancia d’una mostra aleatoria de

n -
grandaria n extreta d’una poblacié normal de variancia s?, es pot demostrar que la

(n—l)S2 ~ Z('xi _)_C)h
o &

quadrat amb n—1 graus de llibertat, és a dir, X — >_,.

variable aleatoria X = es distribueix com una variable Xi-
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Recordem dels apartats anteriors que la variable Xi-quadrat I’haviem definida

com la suma de variables normals tipificades elevades al quadrat X = 2 Z%ique
aquesta estructura podem trobar-la a I’expressio de la nostra variable. =

Models per a dues mostres

Per comencar, cal diferenciar dos possibles circumstancies pel que fa a les compo-
sicions de les mostres. Aixi, cal saber si estem amb el cas de mostres independents
de dues poblacions (alumnes de dos grups diferents, treballadors de dos seccions
diferents, homes o dones per a estudiar algun comportament lligat o0 no amb el
genere, etc.) o si es tracta de mostres relacionades o aparellades (si estudiem el des-
gast en la roda dreta i esquerra d’un vehicle; la duraci6 d’un material de sola d’un
calcer esportiu per al qual s’ha dissenyat un model, proporcionant a cada individu;
una sabata de cada peu amb cada material, les mesures de la pressi6 arterial preses
en cada malalt abans 1 després de seguir un tractament farmacologic; etc.).

Suposem ara que volem comparar dues variables de dues poblacions. Necessitem,
doncs, triar dues mostres, una de cadascuna d’elles. A més, suposem que cada
mostra ¢s independent. En cas de considerar-les relacionades o emparellades s’es-
pecificara.

En els apartats segiients denotarem per X ,X , ..., X una mostra aleatoria de gran-
daria n extreta d’una poblacid que es distribueix amb qualsevol model de distribu-
cié amb mitjana p, i variancia 6°, i denotarem Y ,Y, ..., Y  una mostra aleatoria
de grandaria m extreta d’una altra poblacio que es distribueix amb qualsevol mo-
del de distribucié amb mitjana p, i variancia 7.

Diferéncia de mitjanes

Sovint comparem les mitjanes de dues poblacions per a vore si el rendiment mitja
¢s millor en una poblacié que en ’altra. Aixi, podriem comparar els resultats d’una
prova d’estadistica en un grup d’estudiants del torn del mati amb els del grup de la
vesprada. A tal fi, tal com estem treballant al llarg d’aquest tema, caldra triar una
mostra representativa de les proves dels alumnes de cadascun dels grups i traure la
mitjana mostral de cadascuna d’elles. Imaginem que una mitjana €s unes décimes
més alta que 1’altra. Amb els plantejaments que vorem a continuacié podrem de-
cidir si aquesta diferéncia entre les mitjanes €s realment significativa o €s causada
per I’atzar.

A continuaci6 presentem les distribucions de tres variables que ens permetran fer
aquesta comparacio en tres circumstancies que cal considerar a I’hora de comparar

les mitjanes:

* Mostres independents amb variancies poblacionals conegudes.
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* Mostres independents amb variancies poblacionals no conegudes, pero iguals.
* Mostres dependents de dades relacionades (n = m, necessariament).

Distribuci6 de la diferéncia de les mitjanes (si coneixem 67,1 6>)

. . . oo X X+ X
Considerarem les segiients variables aleatories, X = —! 2 Lo

n
Y, +Y,+.+Y, . .
, que assignen a cada mostra el valor de la seua mitjana

Y =

m - —

i definim a partir d’aquestes la variable aleatoria X — Y. Es pot demostrar que
aquesta variable es distribueix com una variable normal que té per mitjana la resta
de les mitjanes mostrals, uy o =uy — Uy = Uy — Uy, 1 per variancia la suma de

2 2
.x . .. 2 2 2 0\, O—}, «
les variancies de les mitjanes mostrals, oy _; =0~ +0~ =—+—-. Aixi,
- X Y
n m

_ o’ o
X=Y = N| uy — ty, | —+—
m

Una expressio equivalent a ’anterior obtinguda en tipificar seria:

(x _\/Y) ~l =), o, 1)

Es pot demostrar que aquest resultat és valid si les poblacions de les quals hem
extret les mostres es distribueixen com una variable normal. No obstant aixo, el
resultat també ¢és compleix quan treballem amb mostres suficientment grans que
ens permeten aplicar el teorema central del limit i aproximar ¢*, i 6°, per les
respectives quasi-variancies. Als exemples d’aquest manual considerarem adient
I’aproximacié quan n i m sén majors que 30.

Distribuci6 de la diferéncia de les mitjanes (si no coneixem 67, i 6°,)

Quan desconeguem les variancies poblacionals no podrem aplicar la distribucid
de la variable que hem presentat a I’apartat anterior. No obstant, podem emprar-ne
una altra sempre que puguem assumir que les variancies son iguals, encara que
siguen desconegudes.

Aixi doncs, caldra fer, primerament, un treball d’inferéncia sobre el quocient de

les variancies de la poblacié amb I’objecte de saber si les variancies poden consi-
derar-se iguals. Aquest treball d’inferéncia sera tractat més endavant. Aixi mateix,
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tan sols quan siga possible inferir I’esmentada igualtat de variancies, podrem apli-
car el resultat que tot seguit desenvoluparem.

n

E('xi _’_C)z

Si denotem per S )2( ==L Jaquasivariancia de la mostra aleatoria de gran-
" n-1 m
E YVi=V
daria n extreta de la primera poblacid i per S; = ’=1—1 la quasi variancia
m—

de la mostra de grandaria m de la segona poblacid, es pot demostrar que la variable

aleatoria T — (X -7)-(u, - 1) es distribueix segons el model d’una
(n-1)s: +(m-1)s; [1 1

X

n+m-2 n o m
variable t de Student amb n + m — 2 graus de llibertat. Es a dir, 7 — ¢

n+m-2°

Nota
Aplicarem aquest resultat quan n i m siguen menors que 30 i les mostres siguen
independents.

Distribuci6 de la diferéncia de mitjanes amb mostres relacionades

En alguns casos pot ser interessant comparar les mitjanes de dues poblacions que
estan relacionades, com per exemple la mitjana del pes d’uns individus abans i
després de fer un tractament per a aprimar-se, les diferéncies d’uns indicadors de
qualitat abans i després de fer una millora en els materials o el procés de produc-
cid, etc.

Sovint és interessant, en el disseny de I’experiment, considerar aquesta relacio. Per
exemple, si volem conéixer la difeérencia de la qualitat d’un material per a pneu-
matics, és un bon experiment posar en la roda dreta el material A i en I’esquerra, el
material B per a que una mostra aleatoria de vehicles formen part de I’experiment.
Aixi, ens assegurem de que els materials estiguen sotmesos a les mateixes condi-
cions de conducciod, com ara la temperatura, el terreny, la forma de conduccid, etc.

So6n molts, doncs, els experiments que ens portaran a fer aquesta comparacio de
mitjanes amb mostres que podem anomenar relacionades o aparellades.

Per a dur a terme aquesta distribuci6, crearem una variable, que podem anomenar
diferéncia i que denotarem per D, que pren com a valors la diferéncia de cada
parell. Aixi, calcularem D, = X, -7, i, amb aquestes dades, calcularem § b, > que
sera la quasi-desviacid tipica d’aquests valors.
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(X -7)- (e, -)

D,

Si definim la variable T = , €s pot demostrar que té una distri-

n-1

Jn
bucid que segueix el model d’una variable t de Student amb n — 1 graus de lliber-

tat. Esadir, T—=t_ .

Distribucio de la diferéncia de proporcions

En alguns casos ens podrem plantejar comparar les proporcions d’individus de
dues poblacions que tinguen alguna caracteristica comuna. Ens pot interessar
comparar el percentatge de productes defectuosos en dos processos de produccio,
el percentatge de votants d’un determinat partit politic en dues eleccions consecu-
tives, el percentatge d’afectats de certa malaltia en dues comunitats, etc. En tots
aquests exemples, nosaltres calcularem la proporci6 dels individus en cadascuna
de les mostres i voldrem inferir si les diferéncies entre els valors que s’obtenen en
les dues mostres son significatives, aixi com també estan al voltant d’un determi-
nat valor o tan sols estan causades per un procés d’atzar per tractar-se de mostres
triades aleatoriament i que poden diferir minimament en els seus valors concrets.

En aquest apartat denotarem per X ,X, ..., X una mostra aleatoria de grandaria
n extreta d’una poblacié en la qual la proporcié d’individus que té certa caracte-
ristica sera denotada per p,.. A la proporci6 que obtenim amb aquests valors de la
mostra la denotarem per p, .

Igualment, referirem per Y ,Y,, ...,Y _la mostra aleatoria de grandaria m extreta
de una altra poblacié que té una proporci6 que denotarem per p, . Al valor de la
proporci6 calculat amb les dades d’aquesta mostra el denotarem per p,

La distribuci6 de p, també anomenada distribucié mostral de la proporcio, ja

I’hem vista anteriorment en analitzar el cas d’una mostra 1 correspon a una distri-
bucio normal amb els parametres segiients:

px — N( D 1/pX— 1-py) ], i si la transformem per tipificar-la:
n

Px — P« —>N(0, 1)

/px(l_px)
n
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Paral-lelament, obtenim una expressio semblant de la distribuci6 de pyi de la seua
tipificacio: By Py, N(O; 1).
pyl-py
m

Si ens plantegem la distribuci6 de la seua diferencia, p. — p,, €s la diferéncia de
dues distribucions normals tipificades, per la qual cosa la seua distribucié sera una
normal que té per mitjana la resta de les mitjanes i per variancia la suma de les
variancies de cadascuna. Aixi, coneixerem la distribuci6 de la variable, que pren
com a valors la diferéncia de les proporcions de les mostres extretes de les dues
poblacions.

Definim la variable:
2o =p)=lox=py) o)
\/px(l -p.), p(-p))

n m

Es pot demostrar que es distribueix segons una distribucié normal tipificada de
mitjana 0 1 variancia 1 quan la grandaria de les mostres es gran, la qual cosa per-
met transformar una variable binomial en una normal.

Distribuci6 del quocient de variancies

En algunes situacions necessitem comparar les variancies de dues poblacions. Per
exemple, aquest procés és necessari per a calcular I’estimacio de la diferéncia de
mitjanes de dues poblacions, on cal comprovar que les seues variancies poblacio-
nals poden ser desconegudes pero iguals.

Considerarem la mostra X , X, ..., X una mostra aleatoria de grandaria n extreta
d’una poblaci6 amb variancia 6°, i Y ,Y,, ...,Y  una mostra aleatoria de grandaria
m extreta d’una altra poblacié amb variancia 62, Les quasi-variancies de cadascu-

na de les mostres les denotem per S3 | iper S; . respectivament.

Per a comparar les variancies de les dues poblacions cal estudiar la distribuci6 de la
variable segiient, que és I’estadistic que ens permet comparar per quocient, ja que
d’aquesta expressié podrem obtindre una distribucié coneguda que ja vam vore a
I’apartat anterior. Recordem que el model de la variable F de Fisher-Snedecor és
un model que s’ajusta al quocient de dues variables que presenten una distribucio6
d’una variable Xi-quadrat.

(n- 1)5)2("_1
2 .
Atal fi, definim la variable aleatoria F' = aXinzi que podem demostrar que té
(m=1)S,
o, m
la distribuci6 de la variable F de Fisher-Snedecor amb n— 1 im— 1 graus de llibertat,

respectivament.
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Recordem que aquest model el vam definir com una distribucid, la qual és el quo-
cient de dues variables que es distribueixen com a Xi-quadrat de n i m graus de
llibertat.

Norta

Cal fixar-se que, en aquest apartat que ara acaba, els exemples no aborden cap
problema d’inferéncia, tal com haviem plantejat a I’inici del tema, on ja hem de-
finit que 1’objectiu és poder esbrinar el valor d’un parametre poblacional desco-
negut ¢, basant-nos en un parametre mostral T, els quals calculem amb les dades
reals dels valors d’una mostra aleatoria.

Els exemples que hem vist tan sols pretenen mostrar que les variables que hem
definit en cada apartat tenen una distribucid determinada que ens permet plan-
tejar-nos el calcul de probabilitats 1 conéixer les seues funcions de densitat, la
simetria d’aquestes, etc.

Estimaci6 puntual

Al llarg el tema hem comentat que 1’objectiu de la inferéncia estadistica és esbri-
nar el valor d’un parametre poblacional q basant-nos en un estadistic T que calcu-
lem amb les dades d’una mostra.

Pel desenvolupament dels apartats anteriors, ja sabem tots que x no té exactament
el valor de p, ni p coincideix exactament amb el valor de p, etc. Podriem dir el
mateix de les altres mesures estadistiques que podem calcular amb les dades de la
mostra per a obtenir el valor corresponent de la poblacio.

Aquest procediment és el que definim com estimacio puntual. Afirmarem que el
valor concret d’un estadistic T, és aquell que s’apropa al valor que volem esbrinar
de la poblaci6 q, perod no podem controlar el grau de fiabilitat de la nostra estimacio.

Ara bé, el que si que podem fer és estudiar una serie de propietats que seria desit-
jable que compliren les distribucions dels estadistics, ja que aquestes son conegu-
des. Aixi, entre els diferents estadistics T ,T,, ...,T_que ens podem plantejar per a
esbrinar un determinat parametre q, triarem el més idoni.

Per exemple, si desitgem calcular 1’al¢ada de la poblacié que ens haviem plantejat
al primer exemple del tema, podrem triar mostres de 5 individus i plantejar-nos
diferents alternatives:

+ Calcular la mitjana de cada mostra X .
* Calcular la semisuma del valor més gran i el més menut de la mostra

Xmax +Xmin

e Donar com a estimacioé el valor central de la mostra, etc.
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Qualsevol d’aquestes estratégies podria ser un estimador de la mitjana m, ara b¢,
¢s evident que, a cop d’ull, no ens semblen totes igual de fiables.

Un altre problema classic és decidir entre la variancia o la quasi-variancia mostrals
com dos estimadors de la variancia de la poblacio.

En aquest apartat estudiarem tres propietats que son, en certa manera, una mesura
de la «qualitat» d’un estadistic com a estimador. Aquestes son el biaix, la consis-
téncia i la eficiéncia. Notem que encara que utilitzem T per a denotar 1’estimador,
es pot interpretar també per T , on el subindex n denota la grandaria de la mostra.

Biaix

Direm que un estimador T és un estimador centrat o no esbiaixat de q si E[T] =0.
Es a dir, la distribucié d’aquest estimador esta centrada en el parametre que volem
estimar.

Consisténcia

Direm que un estimador T = T_ ¢és un estimador consistent de q si la successio
d’estimadors T ,T,, ...,T convergeix en probabiliat a q. Es a dir, si tal com vam

definir en la introducci6 del teorema central del limit, per a cada € > 0 es compleix

que nl_i)glP(|Xn —X|>¢)=0

Com a conseqiiéncia d’aquesta definicid es pot comprovar que la successio d’esti-

madors compleix que limE[T]= 0 i que hmVAR[T] =0,

n—so n—o

Per tant, un estimador consistent compleix que, quan augmenta la grandaria de la
mostra, 1’estimacio millora perque els valors de 1’estadistic estan centrats en q i la
dispersid disminueix gradualment.

Eficiéncia
Si considerem dos estimadors T i T, del parametre g, direm que T, €s més eficient
que T,si VAR LTIJ < VAR[Tz] , €s a dir, els valors de I’estimador T, estan menys

dispersos que els de T, respecte del valor q.

Una imatge de les distribucions d’uns estimadors hipotetics pot ajudar-nos a il-
lustrar aquests conceptes:
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Podem afirmar que els estimadors de les figures a i ¢ sén no esbiaixats de q, men-
tre que el de la figura b no ho és. També¢ es pot vore que 1’estimador de a és més
eficient que el de c.

Per a trobar estimadors que complisquen aquestes propietats, caldria explicar el
metode de maxima versemblanca, el qual ens ho asseguraria. Perd aquest estudi
queda fora de I’objectiu del nostre treball.

Intervals de confianca

Si considerem una poblaci6 la distribuci6 de la qual €s coneguda pero de la que
en desconeixem algun parametre, podem estimar el valor d’aquest parametre
a partir d’una mostra representativa mitjangcant un procés anomenat estimacio
parametrica.

A la unitat anterior ja s ha vist ja 1’estimacid puntual i en aquesta unitat estudiarem
I’estimaci6 per intervals de confianga.

Per exemple, si estimem que el percentatge de vots d’un determinat partit politic
¢s del 48 % estarem realitzant una estimacio puntual, mentre que si afirmem que
I’estimacié de vots es troba entre el 46 % i el 59 %, amb un nivell de confianca del
95 %, estarem considerant una estimaci6 per intervals de confianca.

Intervals de confianca

Quan ens plantegem estimar mitjangant intervals de confianga pretenem trobar un
interval en el qual podem afirmar que el valor del parametre de la poblacié que
volem conéixer, i que podem denotar genéricament com 6 hi esta dins amb una
alta probabilitat.

En primer lloc, cal fixar aquesta probabilitat que anomenem nivell de confianga i
que denotem per 1 — a.. Al valor a se I’anomena nivell de significacio.

Si 1 = (a, b) és I'interval que busquem, cal que P(BEI)=1-a, i es diu que I és
I’interval de confianga per al parametre 8 amb un nivell de confianga 1 — a.
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Parametres poblacionals 1 mostrals

El parametre a estimar d’una poblacido que hem anomenat 0, sera, segons el cas,
la seua mitjana p, la seua variancia 62, o, en el cas de poblacions de Bernouilli, la
proporcid p que ens indica la probabilitat d’éxit, com ja vam vore al tema de les
distribucions.

Per a trobar aquest interval, comengarem el treball per triar una mostra repre-
sentativa de la poblacid d’una grandaria n. Amb aquestes dades, en calcularem
la mitjana X, la quasi-variancia S._,, o la proporci6 p (en el cas d’una poblacio
Bernouilli).

Donat que els valors d’aquests parametres calculats a partir de les mostres (o la
transformacio adient per a cada cas, com hem vist al tema anterior) segueixen una
distribuci6é coneguda, podem aplicar la teoria de la probabilitat i, amb ’ajut de
taules o programes estadistics, trobar els extrems de I’interval que necessitem en
cada cas.

Errada, grandaria de la mostra 1 nivell de confianca

Per a comengar a treballar un problema d’estimacio cal fixar préviament tres fac-
tors que condicionaran el nostre treball i la validesa del resultat:

* Nivell de confianga
e Errada de la solucid
e @Grandaria de la mostra

Una vegada calculat I’interval de confianca podem mesurar 1’errada de la nos-

tra estimacio. Aixi, si 0 € I=(a,b), podem mesurar 1’errada amb 1’expressid

b-a , . , . . . .
E= — Com ¢és obvi, aquesta errada depén de I’amplitud de I’interval i també
del nivell de confianga que demanem en la nostra estimacid, puix que per al calcul

de I’interval es té en compte aquest nivell.

Si volem que aquesta errada disminuisca, cal rebaixar el nivell de confianga. Re-
cordem que el nivell de confiangca 1 — o €s la probabilitat de que el parametre 6 a
trobar estiga dintre de I’interval de confianga, i en certa manera podem conside-
rar-la com una mesura de garantia de la certesa de la nostra afirmacid. En conse-
qiiencia, €s desitjable que el nivell de confianga siga un nombre proper a 1.

El tercer factor que juga en aquest equilibri és la grandaria de la mostra n, ja que
I’amplitud de I’interval —i conseqiientment 1’errada— disminueixen en augmen-
tar-ne la grandaria. Aixi doncs, sempre podrem fixar a priori dos dels factors a
controlar i obtindre el tercer en funcié d’aquells.
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Per una altra part, en un experiment d’aquestes caracteristiques (control de qua-
litat d’un producte, previsions electorals, investigacions de biologia, d’ecologia,
medecina, etc.) en la vida real, la manipulacid dels elements de la mostra té un
cost econdmic i1 de temps, per la qual cosa cal trobar un equilibri entre aquests
tres factors que hem anomenat per a trobar una solucio satisfactoria per a la seua
seguretat, exactitud i cost per a tots.

En els exemples que desenvoluparem al llarg del tema veurem aquesta relacio
aplicada en cada cas concret.

Intervals de confianga per als parametres d’una poblacio

Per a la utilitzacio de les segiients formules, en les quals intentarem estimar un in-
terval de confianga per a un parametre poblacional, partirem de 1’existéncia d’una
mostra de grandaria n de la qual en coneixem, mitjancant els calculs de 1’estadis-
tica descriptiva que hem estudiat als primers temes, la mitjana aritmetica X i la
quasi-desviaci6 tipica S_ . Aquests sempre son coneguts o podem calcular-los a
partir dels elements de la mostra.

Respecte dels parametres poblacionals a estimar, denotarem per p la mitjana arit-
metica i per ¢ la desviacid tipica.

En el cas d’una poblacié Bernouilli, denotarem per p la proporcié obtinguda a
partir dels valors de la mostra i per p el parametre a estimar de la poblacio.

En tots els casos denotarem per 1 — o el nivell de confianga amb el qual decidirem
treballar en cada cas. Els percentatges més habituals son del 90 %, 95 % 1 99 %.

Aixi mateix, denotarem per z , el valor x de la variable normal tipificada, al qual
1

a .
correspon P(Z < x)=1- 7 Aquests valors els podrem trobar a les taules que ani-
rem especificant en cadascun dels casos o també amb 1’ajut de qualsevol programa
estadistic (Statgraphics, spss, R, etc.).

Amb el cas de les variables que necessiten la utilitzacié d’un subindex en la seua
notacio per a expressar els graus de llibertat (Xi-quadrat, t de Student, F de Fisher-

o s a
Snedecor), passarem a indicar aquesta probabilitat amb 1- > o altres semblants,

amb un subindex davant de la lletra que ens indica la variable. Aixi, denotarem
per ¢, _, elvalorx de la variable t de Student amb n—1 graus de llibertat, al qual
1-=

2 . a . .
correspon la probabilitat P(¢, = x)=1- 2 1 raonarem de la mateixa manera en

el cas de la variable Xi-quadrat amb n—1 graus de llibertat, x’
2
per 4 X -

-2
2

que denotarem

n-1°
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Aquests aspectes es tractaran amb més detall a la resoluci6 dels exemples de ca-
dascun dels casos.

Intervals per a les mitjanes

En aquest apartat es definiran els intervals de confianga per a les mitjanes pobla-
cionals 1 per a la diferéncia de mitjanes (si es tenen en compte dues poblacions),
segons la informacio6 de la qual es disposa de la poblacié. En cada subapartat es
presentaran I’interval de confianca i un exemple d’aplicacio.

Interval per a la mitjana d’una poblacio normal amb desviacio tipica poblacional
coneguda ¢

Demostrarem aquest interval com a exemple i la resta dels casos es poden traure
seguint el mateix procés a partir de les distribucions dels estimadors que hem vist
al tema anterior.

Vam vore que la distribucid de la mitjana mostral X ¢€s una distribucid normal

de mitjana m i desviacio tipica 2. Per tant, si tipifiquem, s’obté que la variable

v n
7 = X~ H esdistribueix com una variable normal estandaritzada. Aixi Z — N(0, 1).
o

Jn
Per una altra part, si s’observa la grafica d’aquesta distribucid, es pot afirmar que
els valors centrals d’aquesta variable estan en un interval que té com a extrems uns
percentils que depenen del percentatge que volem considerar. Denotem per 1 — o
aquesta probabilitat.

Com podem vore a la grafica segiient (fig. 27), z, 1 z , seran aquests percentils,
=z 1-=
2

del quals podem dir que P

Z<z |22 ique P|Z=<z |, -1-2.
2 - 2

a
2
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Distribucié normal

ae _. Mitjana, desv. tipica
T F — 0!
03 & al
= ;
= :
H MF E
g C a2 -
2 mE . A= w2
n Nt .
3 -3 -1 1 l 3 3
z z
af2 1-a/2
Fig. 27
Per la simetria de la distribucid, es compleix que z, =-z  , per la qual cosa es
2 2
pot afirmarque P|-z ,<Z=<z _|=1-a,1isubstituint I’expressio de la varia-
1-< 1-Z
2 2
ble Z en aquest interval tenim:
X -
Pl-z = G‘Ltsza =l-«a
il 1-=

En realitat, si X es una mitjana mostral, com que es un valor de la variable X
sabem que almenys en un (1 — o) % dels casos es compleix que:

X —
-z = “
1-< o 1-<
2 2

Jn

Aillem pas a pas el parametre m en aquesta desigualtat:

o _ (o

R R
_ (o) _ (o
—x—Z_%'—;S—MS—X'FZl_%'—;

és:

SRR
S
u><|
+
N
ol
S5
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Nota

Si la grandaria de la mostra n és suficientment gran, podem utilitzar la formula
d’aquest apartat, considerant que la desviacio tipica poblacional s, encara que
fora desconeguda, coincideix amb el valor de la quasi-desviacio tipica de la mos-
traS_ . Per tractar-se d’un manual de docéncia, trobarem adient aquesta conside-
raci6 per a mostres de grandaria n majors que 30.

Interval per a la mitjana d’ 'una poblacio normal amb desviacio tipica poblacional
desconeguda

L’interval de confianga per a la mitjana en aquest cas ¢és:

UE|x - _t _ = X+ t
B

Altres Intervals
Interval per a la proporcio d’'una poblacio Bernouilli

L’interval de confianga per a la proporci6 en aquest cas és:
poz /p(l—p), Pz |p(l-p)
1—5 n 1—5 n

Interval per a la variancia d’una poblacio normal

pE

L’interval de confianga per a la variancia en aquest cas és:

n- I)Sj—l (” - I)Sj—l
X

2

o'E (

2
l_gX n-1
2

Intervals de confianga per als parametres de dues
poblacions

Fins ara hem abordat estimacions dels parametres d’una poblacio i hem pogut cal-
cular intervals dintre dels quals es troba el valor del parametre a estimar (mitjana,

proporcio, variancia) amb una probabilitat que anomenem nivell de confianga i
que pren valors, generalment, per damunt del 90 %.
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En aquest apartat compararem els parametres de dues poblacions. Per a dur a ter-
me el treball necessitem les dades de dues mostres diferents, extretes de cadascuna
de les respectives poblacions, ja que volem inferir conclusions al respecte dels
valors dels seus parametres poblacionals.

Cal detallar que en aquests casos no podem estimar els valors dels parametres de
les poblacions; més bé podem comparar-los i concloure quin dels dos és major
i en quina mesura. Es a dir, podrem estimar ’interval en el qual es «mouen» els
valors de la seua diferéncia i, en els cas concret de la comparacié de variancies,
podem estimar I’interval corresponent als valors dels seus quocients. Aquesta cir-
cumstancia ens permetra estimar quin €s major i fins a quin punt és significativa
la diferéncia.

Per el que fa a la notacid, hem utilitzat el subindex X per als valors mostrals 1 po-
blacionals d’una de les poblacions a considerar i el subindex Y per a I’altra.

Cal observar que en alguns casos les dades de les dues poblacions estaran referi-
des a la mateixa variable a estudiar i voldrem extraure conclusions de la magnitud
de les diferencies en el valor dels parametres a comparar. Per exemple, si volem
estimar si les qualificacions mitjanes de I’assignatura d’estadistica del grup del
mati 1 les del grup de la vesprada son significativament diferents, podrem denotar
perx la nota mitjana dels alumnes del mati que hem seleccionat aleatoriament
per a la mostra i per Sy la variancia d’aquestes dades. Denotarem per y iper S 3
els mateixos parametres referits a les qualificacions dels estudiants triats del grup
de la vesprada. Es clar que les dades a treballar corresponen també a la variable
«qualificacions en 1’assignatura d’estadistica».

En altres casos voldrem comparar les diferéncies en els parametres de dues vari-
ables amb les dades extretes dels individus d’una mateixa poblacid. Per exemple,
podriem estudiar si hi ha més dispersio en les dades de I’algada o en les del pes
dels nounats d’un hospital. En aquest cas, podriem parlar de la comparaci6 de va-
riancies de la variable X, que seria el pes, i la variable Y, que seria I’al¢ada de cada
xiquet.

Si seguim amb la qiiesti6 de la notacid, mantenim el paral-lelisme amb els valors

de les mitjanes 1 per a cadascuna de les poblacions i els simbols 6% i 6% per
‘x‘ y X y

a denotar les variancies.

En el cas d’una poblacié Bernouilli denotem per p, 1 p, les proporcions obtin-
gudes a partir dels valors de les mostres i per p,i p, les proporcions poblacionals
a estimar de les poblacions respectives.

Quant a les notacions dels valors de les variables, totes coincideixen amb els de
I’apartat anterior, tret de la variable F de Fisher-Snedecor amb n—1 i m—1 graus de 1li-
bertat que denotarem per f,_, (,_;)- Cal recordar que I’ordre d’aquests subindex
no és commutatiu.
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La resta d’aspectes son iguals als tractats a 1’apartat anterior i que anirem comen-
tant mitjancant els exemples de cada cas.

Es important ressaltar en aquest apartat que ara estudiem una certa particularitat a
I’hora d’interpretar els resultats de I’interval trobat (ens hi referirem amb més pro-
funditat en cadascun dels casos). Aixi mateix, seria adient fixar-se en el quocient
de variancies per la diferéncia amb la resta dels intervals en aquest aspecte.

Intervals per a la diferéncia de mitjanes

Per a comencar abordarem el cas de la diferéncia de mitjanes i1 caldra saber si
estem amb el cas de mostres independents de dues poblacions o si es tracta de
mostres relacionades o aparellades.

En el primer cas, amb les mostres independents, no cal que la grandaria de les dues
mostres coincidisca. No obstant, és obvi que en el cas de les mostres aparellades
les grandaries de les dues mostres han de ser iguals, puix que a cada individu li
corresponen un parell d’observacions que permeten definir una variable a treballar
anomenada diferéncia, D. Aquesta nova variable és la diferéncia de les dues obser-
vacions de cada element, aixi: d=x. —y

Interval per a la diferencia de mitjanes de poblacions independents
amb variancies poblacionals conegudes

L’interval de confianga per a la diferéncia de mitjanes en aquest cas és:
2 2 2 2
_ /a o, _ _ / o. O,
X=P=Z 2| =+—L,X=-V+z ,|—~+—FL
-5V n m -\ n m

Interval per a la diferéncia de mitjanes de poblacions independents amb varianci-
es poblacionals desconegudes, pero iguals

M, — 1, €

L’interval de confianga per a la diferéncia de mitjanes en aquest cas és:

L \/(n—l)Sf +(m—1)Sf 1 1
u. —u el x _y - t ~ n-1 m-1 +
Y ( -2 ? n+m-2 n o m

2

_+_

o J@—Uﬁ e 1)
X - y + a’n+m=-2 = ol
1-— n+m-=2 n m

Aplicarem aquesta férmula quan no coneguem les variancies poblacionals ¢* ni
czy, pero podem afirmar que son iguals. Sino fos el cas, podriem fer un interval per
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a estimar la igualtat entre les dues variancies, com es vora un poc més endavant en
aquest mateix apartat. Si la interpretacid ens permet estimar que son iguals conti-
nuarem calculant aquesta diferéncia de mitjanes.

Interval per a la diferencia de mitjanes de dues poblacions amb mostres
relacionades
Per a aquest cas cal definir préviament la variable D = X — Y i denotarem per S,

. N . N . n-1
la seua quasi-variancia mostral, on d. = x. — y.. La grandaria de les dues mostres

coincidiria necessariament 1 la denotarem per n. L’interval de confianca per a la
diferéncia de mitjanes en aquest cas és:

2 2
vy by SDn—] vy by SD/1—I
Aux_ﬂye x_y_l atn—l ’x_y+l atn—l
) n ) n

Altres intervals de confianca
Interval per a la diferencia de proporcions de dues poblacions Bernouilli

L’interval de confianga per a la diferéncia de proporcions en aquest cas és:

\/px(l—px)+ p(1-py)

n m

R a\/px(l—px)ery(l—py)’
1-— n m

px_pyE px—py+zl_ﬁ

Interval per al quocient de dues variancies de dues poblacions normals

L’interval de confianga per al quocient de variancies en aquest cas €s:

(n- l)Sf(”_] (n- l)Sf("_]
W R S
oy | m=DS;, o fun oy DS, o fun
m 2 m 2
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Errada 1 grandaria de la mostra

Ja haviem comentat a la introduccié que quan es fa un treball d’inferéncia hi ha
tres factors que determinen la possible soluci6. Recordem-los:

* Nivell de confianca
* FErrada de la solucio
e (Qrandaria de la mostra

Als exemples que hem treballat al llarg del desenvolupament del tema hem vist
que el nivell de confianga expressa la probabilitat que I’estimaci6 siga correcta;
Determina els valors que hem trobat a les taules de les funcions de distribucio de
les diferents variables treballades i €s costum utilitzar valors que van del 90 % al
99 %; com més gran 1’agafem, I’amplitud de I’interval creix.

Seria desitjable que I’interval de la solucio fora el més ajustat possible als valors
que volem inferir. L’expressio que tenim de 1’errada €s aquesta desviacio del valor

g , . a. < g
central. Aixi, direm que I’errada és E = 1 que, per tant, esta directament rela-

cionada amb I’amplitud de I’interval.
El tercer factor a considerar és la grandaria de la mostra. Els resultats son més

exactes com més gran €s aquesta. Aixi doncs, podrem plantejar-nos la qiiestié a
I’inrevés per a fer un treball que satisfaca les nostres necessitats.
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Objectius

Els problemes han de permetre que els alumnes assolisquen els objectius didactics
segiients:

4a) Conéixer el procés de la inferéncia estadistica.

4b) Conéixer 1 saber diferenciar els conceptes de poblacid 1 mostra.

4c) Conéixer els principals tipus de mostreig.

4d) Diferenciar parametre 1 estadistic.

4e) Comprendre el concepte de distribucio en el mostreig d’un estadistic.

4f) Conéixer el concepte d’estimacié puntual.

4¢) Estudiar 1 interpretar els intervals de confianga per a estimar els parametres
poblacionals d’una 1 dues poblacions.

4h) Saber interpretar els resultats dels calculs per a poder inferir conclusions.

4i) Saber calcular la grandaria de la mostra necessaria d’acord amb les exigen-
cies de I’errada que es pretenen en les estimacions.

La taula segiient ens mostra com estan distribuits els objectius segons els exercicis:

Objectiu
4a | 4b | 4c 4d 4e 4 | 4g 4h 4i

Exercici

1 X X X

2 X | X X X X

3 X X

4 X | X X X

5 X | X X

6 X | X X X X X

7 X X X X

8 X X X

9 X X X X

10 X X X X X
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Enunciats

4c) Conéixer els principals tipus de
mostreig.

4d) Diferenciar parametre i estadistic.

4e) Comprendre el concepte de distri-
bucio en el mostreig d’un estadistic.

Exercici 1

Tenim les variables aleatories X (que es distribueix com una t de Student, amb 30
graus de llibertat) Y (distribuida com una Xi-quadrat amb 10 graus de llibertat) 1
Z distribuida com una F de Fisher-Snedecor amb graus de llibertat 5 y 10. Sabent
que treballem al 99 %, calcula la probabilitat per a cadascun dels segiients casos:

P(v.a.=4)
P(v.a.<2)
P(v.a. > 3.3)

P3 < va.<5)

4a) Conéixer el procés de la Inferen-
cia estadistica.

4b) Conéixer i saber diferenciar els
conceptes de poblacid i mostra.

4d) Diferenciar parametre 1 estadistic.

4g) Estudiar i interpretar els intervals
de confianga per a estimar els pa-
rametres poblacionals d’una i dues
poblacions.

4h) Saber interpretar els resultats dels
calculs per a poder inferir conclu-
sions.

Exercici 2

Els paquets de farina envasats per una certa maquina tenen p = 500g i ¢ = 35g. Els
paquets s’embalen en caixes de 100 unitats.

a) Calcula la probabilitat de que la mitjana dels pesos dels paquets d’una caixa

siga menor que 495g.
b) Calcula la probabilitat de que una caixa de 100 paquets pese més de 51 kg.
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¢) A més, un altre productor de farina assegura que amb una sobrecarrega del
20 % els sacs es prepararien en una mitjana de 12,40 minuts. Per a compro-
var aquesta afirmacié agafem 20 sacs, els sotmetem a una sobrecarrega del
20 % i calculem els temps que van tardar a preparar-se; vam obtindre una
mitjana de 10,63 minuts i una quasi-desviacio tipica de 2,48 minuts. Supo-
sarem que les dades provenen d’una distribucié normal. Podem asseverar o
refutar la informacié del productor?

4g) Estudiar i interpretar els intervals
de confianca per a estimar els pa-
rametres poblacionals d’una i dues
poblacions.

4h) Saber interpretar els resultats dels
calculs per a poder inferir conclu-
sions.

Exercici 3

Suposem que el percentatge d’empreses de la Comunitat Valenciana que té només
un treballador és del 20 %. Considerem una mostra de 1.000 empreses i volem
esbrinar quina és la probabilitat de que almenys el 21 % d’aquestes empreses tinga
només un treballador.

4a) Conéixer el procés de la inferéncia
estadistica.

4b) Conéixer i saber diferenciar els
conceptes de poblacid i mostra.

4¢) Estudiar i interpretar els intervals
de confianca per a estimar els pa-
rametres poblacionals d’una i dues
poblacions.

4h) Saber interpretar els resultats dels
calculs per a poder inferir conclu-
sions.

Exercici 4

Volem comprovar 1’eficacia d’'una maquina classificadora de documents. Per a
que un document es classifique dins del tipus A, cal que la seua longitud siga de
mitjana 7,25 cm, 1 per a classificar el document de tipus B, 5,5 cm. Suposem que
les desviacions tipiques d’aquestes mesures de les mides dels documents son iguals
en els dos tipus. Hem triat 12 documents que la maquina ha mesurat com a tipus A
amb una desviacio tipica en la mida de 0,98 cm, 1 hem triat 15 documents de tipus B
1 hem calculat una desviacio tipica de 1 cm. Calca la probabilitat de que les mitjanes
de la mida dels documents d’aquestes mostres tinguen una diferéncia major que
1,25 cm de longitud.
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4a) Conéixer el procés de la inferéncia
estadistica.

4b) Conéixer i1 saber diferenciar els
conceptes de poblacio i mostra.

4f) Con¢ixer el concepte d’estimacio
puntual.

Exercici 5

. . . . 2 . . .
Estudia les propietats que compleixen els estimadors Sy, variancia mostral, i
X s
Sf( , quasi-variancia mostral, com a estimadors del parametre 62 (si sOn esbiai-
n=1 . . . , , .
xats o consistents i quin és més eficient).

4a) Conéixer el procés de la inferéncia
estadistica.

4b) Conéixer i saber diferenciar els
conceptes de poblacid i mostra.

4d) Diferenciar parametre i estadistic.

4g) Estudiar i interpretar els intervals
de confianga per a estimar els pa-
rametres poblacionals d’una i dues
poblacions.

4h) Saber interpretar els resultats dels
calculs per a poder inferir conclu-
sions.

4i) Saber calcular la grandaria de la
mostra necessaria d’acord a les exi-
gencies de I’errada que es pretenen
en les estimacions.

Exercici 6

Volem fer un estudi del nombre d’hores que els estudiants d’una certa Universi-
tat passen davant 1’ordinador. Definim X (nombre d’hores de son diaries) com la
variable a estudiar. Sabem que aquesta es distribueix seguint un model normal de
mitjana desconeguda, pero per altres treballs podem considerar que la seua desvi-
acio tipica és coneguda i el seu valor és 3. Per a estimar aquest valor de m caldra
triar una mostra; per a tal fi, farem una enquesta a 25 alumnes triats aleatoriament
i, després de preguntar-los pel nombre d’hores que passen davant 1’ordinador al
dia, obtenim una mitjana de 7 hores entre les que gasten per a estudiar i les hores
que estan en les xarxes socials 1 jugant. Aquesta dada la denotarem per x =7 1 cal
distingir que aquest és un parametre mostral, ja que I’hem calculat amb les dades
obtingudes en I’enquesta dels individus de la mostra. Treballarem amb un nivell
de confianga del 95 %. Si després de vore el resultat es creu que té errades I’estudi,
com es podria millorar?
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També volem confirmar el funcionament dels ordinadors que utilitzen per a com-
provar que és cert que aguanten una hora davant d’ells. Per a dur a terme el treball
vam seleccionar 20 alumnes triats aleatoriament i vam calcular la mitjana aritme-
tica del temps, que és X = 0,995 hores, i la seua desviaci6 tipica, que és S = 0,005
hores (en aquest cas treballem al 99 %). També¢ se sol-licita fer una estimacio de la
variancia dels resultats per a vore ’homogeneitat de 1’estudi.

4a) Conéixer el procés de la inferéncia
estadistica.

4b) Conéixer i saber diferenciar els
conceptes de poblacid i mostra.

4¢) Estudiar i interpretar els intervals
de confianga per a estimar els pa-
rametres poblacionals d’una i dues
poblacions.

4h) Saber interpretar els resultats dels cal-
culs per a poder inferir conclusions.

Exercici 7

Volem comparar 1’eficiéncia de dues empreses del sector ceramic en I’ambit in-
ternacional. El que volem estudiar és el temps que tarden a enviar el material per
mar, a través de contenidors, als clients, després de que aquests haguen fet una
encomanda de material. Sabem que el nombre de dies que tarden a arribar els
enviaments de I’empresa A segueix una distribucié normal de la qual coneixem la
desviacio6 tipica de 25 dies i1 que el de ’empresa B també segueix una distribuciod
normal amb desviacio tipica de 30 dies.

Per a estudiar la situacid, anotem en 10 enviaments de I’empresa A un temps mitja
de 80 dies, mentre que en la mostra dels 15 enviaments de ’empresa B el temps
mitja és de 75 dies.

En el cas que treballem en dos empreses del mateix sector, C 1 D, a queé volem me-
surar el control de qualitat en la fabricaci6 de les peces enviades, volem comparar
st dos processos de produccid son equivalents i1 si mantenen en el seu procés els
mateixos estandards de qualitat. Considerarem que les variancies de les dues po-
blacions son iguals. Per a fer la comparaci6 tenim les segiients dades de mostres de
cada empresa:

Empresa C: 10,9, 7,6,12,3,7,9, 10, 6.

Empresa D: 12, 8, 5, 11,9, 10, 13,7, 12,9, 8, 13.

Amb aquesta informacié volem estimar, mitjangant un interval de confianca, si la
qualitat mitjana és la mateixa en els dos processos de fabricacio. Treballarem amb

un nivell de confianga del 95 %.

Finalment, volem estudiar si la variabilitat d’aquestes dues empreses €s la mateixa.
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4a) Conéixer el procés de la inferéncia
estadistica.

4¢) Estudiar i interpretar els intervals
de confianga per a estimar els pa-
rametres poblacionals d’una i dues
poblacions.

4h) Saber interpretar els resultats dels
calculs per a poder inferir conclu-
sions.

Exercici &8

Es pot estudiar I’eficacia de dues impressores pel nimero de fulls amb defectes
després d’imprimir? Per a comprovar-ho, hem seleccionat aleatoriament una mos-
tra de 200 treballs impresos amb la impressora A, dels quals 15 eren defectuosos, i
250 treballs de la impressora B, dels quals n’han eixit 16 de defectuosos.

4b) Conéixer i saber diferenciar els
conceptes de poblacid i mostra.

4g) Estudiar i interpretar els intervals
de confianga per a estimar els pa-
rametres poblacionals d’una i dues
poblacions.

4h) Saber interpretar els resultats dels
calculs per a poder inferir conclu-
sions.

4i) Saber calcular la grandaria de la
mostra necessaria d’acord a les exi-
gencies de I’errada que es pretenen
en les estimacions.

Exercici 9

Estudiem I’errada en la soluci6 d’un problema en que treballem la inferéncia sobre
la mitjana poblacional. En la classe d’estadistica tenim 25 alumnes amb una nota
mitjana de 7 en el curs anterior i amb una desviacio tipica 3 (agafem aquesta dada
com si fora de tota la poblacié d’estudi). Volem I’interval de confianca d’aquestes
dades al 95 %. A més a més, si ’amplitud de I’interval és molt gran (major d’un
punt), volem saber el nombre d’estudiants per a no tindre tanta variacio en les
dades.
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4a) Conéixer el procés de la inferéncia
estadistica.

4b) Conéixer i1 saber diferenciar els
conceptes de poblacio i mostra.

4c) Conéixer els principals tipus de
mostreig.

4¢) Estudiar i interpretar els intervals
de confianga per a estimar els pa-
rametres poblacionals d’una i dues
poblacions.

4h) Saber interpretar els resultats dels
calculs per a poder inferir conclu-
sions.

Exercici 10

Per als treballadors d’una empresa que tenia problemes de rendiment es va propo-
sar una millora que consistia a deixar més temps de descans en les parades. Per a
avaluar I’eficacia d’aquest plantejament, s’ha observat I’index de millora plantejat
per la gestio de ’empresa a 8 treballadors d’una seccid. Aquest index té una escala
de 0 a 3. Els resultats es detallen a continuacio:

Abans: 1,2;1,3;1,5;1,4;1,7;1,9;1,4; 1, 2.
Després: 1,4;1,7;1,5;1,3;2,0;2,1;1,7; 1, 6.

Calculem un interval de confianca al 95 % per vore si ha donat resultat la mesura
adoptada 1 estraure’n conclusions.
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Ajudes

En aquest apartat es presentaran les ajudes que cal emprar en cas de ser necessari
a I’hora de resoldre els exercicis i problemes. Es convenient no fer un us excessiu
d’aquestes ajudes, ¢€s a dir, que abans d’emprar 1’ajuda cal pensar el problema
almenys durant uns 10 — 15 minuts. Després es consultara 1’ajuda de tipus 11 s’in-
tentara resoldre 1’exercici amb aquesta ajuda. Si no ¢és possible resoldre’l, llavors
es consultara 1’ajuda de tipus 2; en darrer terme es consultara la solucio.

Ajudes de tipus 1

Exercici 1

Consulteu la introduccio teorica, en concret I’apartat de models de distribucié de
probabilitat en el mostreig d’aquest tema.

Exercici 2

El que es necessita per a resoldre aquest exercici €s, primerament, vore sobre quin
parametre es fan les preguntes. Clarament és sobre la mitjana i les probabilitats.

També és important, en aquest tipus de problemes, vore quins parametres conei-
xem, sobretot si la variancia o la desviacio tipica és coneguda, per a saber a quin
tipus d’inferéncia ens referim.

Exercici 3

Consulteu la introduccié tedrica, en concret 1’apartat de distribuci6 d’una pro-
porcio i com es desenvolupa en el cas que es considere que ve d’una distribucio
normal.

Exercici 4

Recorda que les dades donades a I’enunciat son les segiients (si entenem que els
valors de I’enunciat corresponen a les quasi-desviacions tipiques):
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Categoria A: n=12 Hy = 7,25 S; = 0,982 =0,9604

Categoria B: m=15 H,=5,5 ==l

Amb ago, consulteu la introduccié teorica en 1’apartat de comparaci6 de intervals
d’confianca per als parametres de dues poblacions.

Exercici 5

Per a poder fer aquest exercici cal conéixer els conceptes de biaix, consisténcia
1 eficiencia d’un estadistic como a estimador. Per aquest motiu, repassa ’apartat
d’estimacio6 puntual dins de la inferéncia de parametres. A més a més, recorda que
cal fer I’estimacio d’un parametre poblacional a partir de parametres mostrals.

Exercici 6

Aquest exercici t€ com a primer problema vore queé ¢€s tot el que realment s’ens
demana. Vegem un llistat de coses que s’ens demanen:

— Primerament, 1’estimacié del parametre mitjana poblacional, coneguda la
seua desviacio tipica.

— A partir de I’interval calculat, vore 1’errada que es comet.

— Canviar la mostra si I’errada és molt gran i calcular de nou I’interval.

— També volem estimar el temps d’una hora seguida davant I’ordinador, per
la qual cosa utilitzarem I’interval per a la mitjana p poblacional, pero cal
observar que no coneixem el valor de la desviacié tipica de la poblacio.

— Finalment, hem d’estimar un interval per a la variancia 6> amb un nivell de
confianga del 95 %.

Exercici 7

En aquest cas queda clar que trobem, en cada apartat del problema, una primera
part on ens demanen I’interval de confianga per a la mitjana amb variancia conegu-
da de dos mostres; un segon apartat en que ens pregunten el mateix amb variancia
desconeguda, pero igual per a les dos empreses; finalment, ens demanen que com-
parem la variabilitat en les dues empreses del cas anterior, per la qual cosa hem de
buscar el quocient de variances.

A més a més, les formules principals per a cada cas son:
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Exercici 8

En aquest cas, el major problema és vore sobre quin parametre hem de fer inferén-
cia. Com que no s’ens pregunta sobre mitjanes, sind sobre eficacia, ens referirem
a la proporci6 de defectes sobre el total de la produccio.

També pot ser un problema vore les proporcions a utilitzar, que en aquest cas se-
ran:

Per a la impressoraA: p, = 15 0,075.

200

Per a la impressora B: p, = 21?60 =0,064.

Exercici 9

En aquest cas ens centrem, primerament, en conéixer el problema i plantejar quina
¢s la formula a utilitzar per a cada apartat:

a) ME|X -2z
1

g
SRURE
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Exercici 10

En aquest exercici queda clar que comparem dues mostres: les dades d’abans 1 les
de després de la millora en la productivitat. Pero hi ha un element que diferencia
aquest problema dels anteriors pel que fa la comparaci6 de mostres: que son dades
relacionades, per la qual cosa sera necessari calcular la diferéncia entre les dues
mostres.

Com que son dades relacionades, necessitarem calcular els valors de la variable
D = X — Y restant els valors emparellats, tal com es veu a la taula segiient:

X = valors abans de la mesura 1,5 (1,4 [1,7 [1,9 [1,4 [1,2

Y = valors després de la mesura 1,5 11,3 |2 2,1 |1,7 |1,6

Ajudes de tipus 2

En aquest apartat es presentaran les ajudes que cal emprar en cas de ser necessari
a I’hora de resoldre els exercicis i problemes, després d’haver consultat I’ajuda de
tipus 1.

Exercici 1

A més a més de I’ajuda teorica, cal conéixer el funcionament de les taules de les
distintes distribucions que se’ns demanen en aquest problema.

Respecte de la taula t de Student, buscarem en la primera columna el nombre
corresponent als graus de llibertat, en aquest cas 30, i en la primera fila el valor
del quantil corresponent, en aquest cas 0,99. Respecte de la taula Xi-quadrat, de
la mateixa forma que en el cas anterior, buscarem en la primera columna el valor
dels graus de llibertat, en aquest cas 10, i1 en la primera fila el valor del cuartil
corresponent.

Per contra, en les taules de la F de Fisher-Snedecor, el primer pas €s buscar la taula
corresponent al quartil que es pregunta; després, en la primera fila, el primer grau

de llibertat 1, en la primera columna, el segon grau de llibertat.

Per als tres casos, cal tenir en conte que, al ser distribucions continues, no podem
calcular una probabilitat igual a un valor, en aquest cas sera 0.
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Exercici 2

Sino tens prou amb la informacié de 1’ajuda de tipus 1, busca en les taules, formu-
laris o en la teoria i trobaras les formules necessaries per a cada apartat, que son:

a) Les mitjanes es distribueixen en aquest problema de la forma segiient: X —
N(500; 3,5), 1 la forma de la de la probabilitat a calcular és:

_ X -u- _
P(X <495) = p| 2~ Hx 493 SOOJ

o- 35

X

b) Per al segon cas passem a una distribucio: 2 X, = N(50000; 350).

n

X, -50000
’ . 51000 - 50000

P2Xi>51000 = p| =
= 350 350

c) En aquest cas, el valor de la variable T, segons les nostres dades poblacionals
1 mostrals, sera:

i
|
=

S/In

Exercici 3

En aquest cas, la variable aleatoria p, que indica les proporcions mostral, t€¢ un
distribuci6 normal.

p—N

n n

np. npq]

A més a més, el calcul de les probabilitas es pot fer tipificacidé perqué ve d’una
distribucié normal.
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Exercici 4

Encara que amb 1’ajuda de tipus 1 ja es podria resoldre el problema, si es revisen
les formules es comprovara que 1’estadistic que s’ha d’utilizar és:

_ (X -7)-(u, - u,)
\/(n—l)an_ﬁ(m—l)S?m_] 11

n+m-2 n m

Les dades necessaries ja s’han comentat en la primera ajuda.

Exercici 5

Per a vore si un estimador és esbiaixat, hem de calcular I’esperanga i la variancia

2

1 vore que es complez: E[Xl.]= ui Var[X,.]= o

A més a més, recorda les formules dels dos possibles estimadors:

M=

—\2 n 2
s(-xf sa7
S%,=zl _ i=l _Xn2

plo-xf - Slx-x]

S2 — = — i=1 —
Xn—] X]

n-1 n-1 n n-1

Pel que fa a la consisténcia a partir dels limits:

Del primer estimador: limElS: . limParls:

n—w n—s

Del segon estimador: limEls;, | limvels:, |

n—so n—s

Per a garantir I’eficiéncia dels estimadors, ho farem mitjangant el quocient de les
variancies.

Exercici 6

Anem a vore que €s necessari per a cada cosa que es demana:

— Per a I’estimacié del parametre «mitjana poblacional», coneguda la seua
desviacio tipica, utilitzarem la segiient férmula:
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També cal recordar el caleul del- <. 1—a és el nivell de confianga que es-
tablim a priori per fer el treball

l-a=095 — a=005 — %=0,025 — 1-%:0,975

— L’errada que es comet la calcularem a partir de la seglient férmula:

b -

E = 5 a ,on biason els limits de I’interval.

— Per a canviar la mostra si I’errada és molt gran i calcular de nou I’interval,
només cal pensar amb un canvi de n, com per exemple passar a 30 alumnes.
Laltra opcio ¢€s canviar el nivell de confianga, com ara passar al 90 %.

També volem estimar el temps d’una hora sense pauses davant I’ordinador.
En aquest cas, com que no coneixem la desviacio tipica poblacional, utilit-
zarem:

_ S S
ﬂe X— tn—lﬁ’x-‘-l_gtn—l\/’

n-1
L
2 2 n

— En I’0ltim apartat, per a calcular la variancia:

I per a poder comparar aquest parametre amb el valor mostral de 1’enunciat, cal
calcular I’interval de la desviacio tipica.

Exercici 7

No només és important conéixer quines son les formules que utilitzarem en cada
cas, també ho és saber interpretar-ne els resultats.

Tant per al cas a com per al b: en tots els intervals en qué ens plantegem la dife-
réncia de parametres cal considerar tres possibilitats per a interpretar la soluci6.

Suposem que I’interval solucié és W, —U & (a,b).
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* Si 0&(a, b), interpretarem que la diferéncia entre els parametres no €s sig-
nificativa i podrem estimar que p_= W, -

* Sia>01b> 0, interpretarem que la diferéncia és positiva en una alta proba-
bilitat, per la qual cosa podrem estimar que u_- w,>0—=u >u .

* Sia<01ib <0, interpretarem que la diferéncia és negativa en una alta pro-
babilitat, per la qual cosa podrem estimar que - w,<0—=u <u .

En els dos darrers casos, els valors dels intervals ens donaran una idea aproxi-
mada dels valors al voltant dels quals oscil-la la diferéncia entre els parametres.

En el cas c, els valors dels extrems de I’interval ens permeten inferir que les va-
riancies de les poblacions de les quals provenen les mostres son iguals, és a dir,
que els diferents productes de cadascuna de les linies de fabricacié que comparem
presenten el mateix comportament en la dispersio dels valors de qualitat respecte
de la mitjana de cadascuna d’elles.

Aquesta inferéncia esta basada en el fet que el valor 1 és dintre de I’interval cal-
culat, ja que com que estem comparant les variancies mitjangant la seua ratio, o
quocient, els valors dels extrems ens diuen que els quocients estan al voltant de la
unitat, i aquesta solucio permet inferir igualtat entre les dues mesures comparades
per divisio.

En general, quan comparem les variancies de dues poblacions mitjangant I’expres-
si6 de I’interval que hem mostrat en aquest apartat, podem arribar a tres possibles
resultats, dels quals en comentem a continuacio la interpretacio, sempre tenint en
compte que es tracta de ’analisi d’uns quocients.

2
. . . 7 r 0
Si considerem que 'interval soluci6 és —3- € (a,b) :
0'Y
* Si 1€ (a, b), interpretarem que la diferéncia entre els parametres no es sig-
. . . . 2 2
nificativa i podrem estimar que Oy =Oy,.

« Sia>11b> 1, interpretarem que el quocient €s major que 1 en una alta
2

e . o
probabilitat, per la qual cosa podrem estimar que 0—;‘ >]— 0; > Oi .
Y

« Sia<11ib <1, interpretarem que el quocient és menor que 1 en una alta
2

o . o
probabilitat, per la qual cosa podrem estimar que 0—? <l—o i < Gi .
Y

En els dos darrers casos, els valors dels intervals ens donaran una idea aproximada
dels valors al voltant dels quals oscilla el quocient entre els parametres.
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Exercici 8

Amb les dades de les proporcions, la formula a utilitzar sera:

p.-p) p/(-p,)
n m

p.-p), r(-p,)
n m

Py —pyE(px—py—Zl_a\/ ,px—py+zl_a\/
2 2

A més a més, el problema no ens especifica el nivell de confianca per a treballar.
Per defecte podem treballar al 95 % 1, com que treballarem amb un nivell de con-

fianca del 95 %, podrem calcular el valor de 1- %, ja que:

l-2=095 — a=005 — %=0,025 — 1-%=o,975

En la taula de la distribucié acumulada de la variable normal tipificada busquem el
valor de la variable x, tal que, P(Z < x)=0,975. Aquest valor és x = 1,96, el qual
denotem perz = 1,96.

1

Exercici 9

La segiient ajuda per al problema se centra en el segon apartat, ja que es diferencia
en altres casos en en sentit que ens proposen quina ha de ser I’amplitud de 1’errada,
que en aquest cas sera com a maxim d’un punt. Per ago, el desenvolupament de la
formula sera:

ﬁ=

()?+Z 0] ()_c z 0) 2

a - T4 a Z
_ 1-— 1-— 1-
E—b a_ 2\/; 2\/; _ ~ =1,96

1-

7

\®)
[\
N [RIR

2[R

D’on traurem el valor de n que es demana.

Exercici 10

A més de ser mostres relacionades, hem de proposar un nivell de confianca, el qual
pot ser del 95 %.

1-a=095 — a=005 —

N R

0,025 — 1 -% - 0975
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A més a més, la formula per a aquest cas, diferent dels anteriors, sera:

o Sb, - - Sh,.
Aux_luyex_y_latn—l s X =Y+ atn—l
Y n 1—5 n

Cal vore que s’ha de calcular tot sobre les variables 1 la diferéncia entre les dues,
ja que soOn relacionades (variable D).
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Solucions

Exercici 1

Tenim les variables aleatories X (que es distribueix com una t de Student, amb 30
graus de llibertat) Y (distribuida com una Xi-quadrat amb 10 graus de llibertat) i
Z distribuida com una F de Fischer-Snedecor amb graus de Ilibertat 5 y 10. Sabent
que treballem al 99 %, calcula la probabilitat per a cadascun dels segiients casos:

P(v.a.=4)
P(v.a.<2)
P(v.a. >3.3)

P3 <va.<5)

Solucio
Els resultats, després de consultar les taules i fer els calculs pertinents, son:
Per al cas de la t de Student:

P(X=4)=0

P(X <2)=0,9727

P(X>33)=1-P(X<3,3)=0,00124

P(3 <X <5)=P(X<5)-P(X<3)=0,999988 — 0,9973 = 0.002688

Per al cas de la Xi-quadrat:

P(Y=4)=0

P(Y <2)=0,9963

P(Y >3,3)=1-P(X<3,3)=1-0,9735=0,02654
P(3<Y <5)=0,0902

Per al cas de la F-Fisher-Snedecor:

P(Y=4)=0
P(Y <2)=0,1641

P(Y >3,3)=1-P(X<3,3)=0,9489

P <Y<5)=P(Y<5)-P(Y<3)=0,0507
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Exercici 2

Els paquets de farina envasats per una certa maquina tenen p = 500g i c = 35g. Els
paquets s’embalen en caixes de 100 unitats.

a) Calcula la probabilitat de que la mitjana dels pesos dels paquets d’una caixa
siga menor que 495g.

b) Calcula la probabilitat de que una caixa de 100 paquets pese més de 51 kg.

¢) A més, un altre productor de farina assegura que amb una sobrecarrega del
20 % els sacs es prepararien en una mitjana de 12,40 minuts. Per a compro-
var aquesta afirmacid agafem 20 sacs, els sotmetem a una sobrecarrega del
20 % 1 calculem els temps que van tardar a preparar-se; vam obtindre una
mitjana de 10,63 minuts i una quasi-desviacio tipica de 2,48 minuts. Supo-
sarem que les dades provenen d’una distribucié normal. Podem asseverar o
refutar la informacié del productor?

Solucid

a) Comencem per identificar la totalitat de paquets de farina envasats per la
maquina com la poblacié de mitjana p = 500 g i desviacio tipica ¢ = 35 g.
Cada caixa sera una mostra de grandaria n = 100.

Les mitjanes dels pesos dels paquets d’una caixa es distribueixen com una

35
variable normal de mitjana p = 500 g 1 desviacio tipica % =—=3,5.
Aixi doncs, X = N(500; 3,5). n 100

Per a calcular la probabilitat de que la mitjana dels pesos dels paquets d’una
caixa siga menor que 495 g, transformarem la variable X mitjangant una
tipificaci6 i acudirem a un paquet informatic per a trobar el valor de la vari-
able en la funciod de distribucio6 de la variable normal tipificada Z.

X - uy . 495 -500
- 3,5

X

P(X <495) = P( J =P(Z<-143)=¢(-1,43) =1-¢(1,43) =

=1-0,9236 = 0,0764
b) Per a calcular la probabilitat de que una caixa de 100 paquets pese més de

51 kg, considerarem la variable 2 X,, que també¢ es distribueix com una

. o . . o
normal, perd de mitjana nm i de desviaci6 tipica nT =o+/n. Per tant,

n n
2 X, —N(50000; 350).
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E X, - 50000
) v 51000 - 50000
=P >

= P(Z >2,86) =
350 350

i=1

P(iXi>51000

—1-P(Z<286)=1-¢(2,86) =1-0,9979 = 0,0021

¢) Calcularem el valor de la variable T amb les nostres dades poblacionals i
mostrals, aixi:

_X-p_1063-1240 _
S\ 2,48/320 ’

T

El resultat sera un valor de la distribucio t de student amb 19 graus de lli-
bertat. Si ’afirmaci6 és certa, seria logic que el nostre valor estigués, per
exemple, dintre del 90 % dels valors centrals d’aquesta distribucio. Aixi,
calcularem els valors a 1 b, els quals compleixen:

P(t<a)=0,051 P(t=b)=0,05, és a dir: P(t=sb)=0,95. Si el valor t =
3,19 esta fora d’aquest interval, direm que la nostra prova no corrobora
I’afirmaci6 del productor.

Amb I’ajut d’un programa d’estadistica calculem a = —1,73 1, per simetria,
b = +1,73, per la qual cosa el valor que hem obtingut esta fora d’aquest
interval 1 ens porta a refutar la informacio6 prévia que tenim del valor de .

Exercici 3

Suposem que el percentatge d’empreses de la Comunitat Valenciana que té només
un treballador és del 20 %. Considerem una mostra de 1.000 empreses 1 volem
esbrinar quina és la probabilitat de que almenys el 21 % d’aquestes empreses tinga
només un treballador.

Solucio

En aquest cas, n = 1000 1 p = 0,20, per tant, la variable aleatoria que indica les
proporcions mostrals p té una distribucié normal.

\ n

0,2-0,8

np ., N"Pq
’ 1000

p—> N2, NP1
n n

= N(o,z; J = N(0,2;0,0126)
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Amb aquesta distribucio, la probabilitat que ens plantegem sera:

p-u 0,21-20

Pp=021)=P =
b=021) (0 0,0126

) = P(2=20,79)=1-P(Z <0,79)=0,2148

Podem considerar que és una bona aproximacio, ja que p - n=0,2 - 1000 =20 >
51q-n=0,8-1000 =800 > 5.

Exercici 4

Volem comprovar ’eficacia d’una maquina classificadora de documents. Per a
que un document es classifique dins del tipus A, cal que la seua longitud siga de
mitjana 7,25 cm, i per a classificar el document de tipus B, 5,5 cm. Suposem que
les desviacions tipiques d’aquestes mesures de les mides dels documents son iguals
en els dos tipus. Hem triat 12 documents que la maquina ha mesurat com a tipus A
amb una desviacio tipica en la mida de 0,98 cm, 1 hem triat 15 documents de tipus B
1 hem calculat una desviacié tipica de 1 cm. Calca la probabilitat de que les mitjanes
de la mida dels documents d’aquestes mostres tinguen una diferéncia major que
1,25 cm de longitud.

Solucid

Les dades donades a I’enunciat son les segiients, si entenem que els valors de
I’enunciat corresponen a les quasi-desviacions tipiques:

Categoria A: n=12 H =725 S)z( = 0,982=0,9604
Categoria B: m=15 H,=5,5 S =1=1

Podem vore la distribuci6 de la variable T si substituim els valors de la mostra i la
diferéncia entre les mitjanes de les poblacions corresponents. Aixi:

_ (X-7)-(uy-1s,) _ 125-(7.25-55)  _ -05  _
(n-1)s2 +(m-1)s; 1 1 \/11-0,9604+14-1\/1+1 10,9826 -,/0,15
n+m-2 [P 25 12 15
_05 05 __130m

70991203873 0,3839

La probabilitat de que la diferéncia de les mitjanes siga superior a 1,25 equival a
calcular la probabilitat de que aquest estadistic tinga valors majors que —1,3024.
Aixi, calcularem, amb 1’ajut d’un programa o de les taules, aquesta probabilitat en
una distribucio t de Student amb 25 graus de llibertat.

P(X -7 >125)= P(T' > -1,3024) = 0,8977
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Exercici 5

. . . . 2 . . .
Estudia les propietats que compleixen els estimadors Sy, variancia mostral, i
S)z( , quasi-variancia mostral, com a estimadors del parametre 6> (si sOn esbiai-

n-1

xats o consistents i quin és més eficient).

Solucid

2 . . . . r . ..
a) Sy és un estimador esbiaixati § )2( ¢s un estimador no esbiaixat de s>

n-1

2 i1()( X) il)(lz 2
Sy =& . =’=n -X; ambE[X] uivVar[X,]= o0

ol §]=El%2(xi—f)2l =EB X} -)_(2] =% Elx?] - Ex?]

D’altra banda:

2
o? “

W=E[Xf] -mﬁE[XfL o+’
varlX]- £l - f[X} - [ 7] %sz

——
o’ w
n

Substituim aquests resultats el I’expressio anterior:

ZEX2 [x2]- 12(0 wil)- (072+M2)=M_(0_2+M2)=

o’ n-1,
=0’ +u’ ———M =0'-—=—0
n n n

Aixi, podem concloure que E [Sf( ] _n-l o’.
n

Estudiem ara, I’esperanca de I’altre estimador:

S-S

— =1 n i=1 n 2
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n n n n-1

E[Sf( ]= E|—S;|= —E[Sf(] = 0'=0"

! n- 1

Hem demostrat, doncs, que S )2( ¢s un estimador esbiaixat i que S)Z( B €s un estima-
dor no esbiaixat de ¢2.

b) Per a provar la consistencia dels estimadors S i S considerarem la dis-
tribucio de I’estimador seglient (teorema de Cochran) el qual ja hem vist a
I’apartat 5 d’aquest mateix tema.

nS: X - , . —  1n variane:
> = E — ){n_l , 1 COom que coneixem 1 esperang¢a 1 1a variancia

d’aquesta distribucio, podem concloure:

o’ n

E[ﬁ] =n-le E[Si] el

2
nSy

Var[ 2(n- 1)
O'

T2
n

] 2(n —1)@—2Var[ ] 2(n- 1)©Var[S]

b.1.Podem demostrar facilment, a partir dels resultats anteriors, que la varian-
cia poblacional S} és un estimador consistent de 62

n

(xi_)_c)z
limE[s3] - lim £ il -lim"=t o = o

n—>w n—>w n—>w

n

(x, - %)
A . 2n-1)
limVar[sz] = limVar L =hm—(’;2 ) 20

n—o n—ow n—>0

b.2.Provem que la quasi-variancia S5  és també un estimador consistent de o2
A tal fi, comencem per demostrar ‘el valor de la seua variancia a partir de la
de I’estimador S%.

2

Var| f(’]_l]:Var[LlSi]:(%) V] )2(]=(n}il) _2(n2-1)_04=(;%1)04

n-— n

limé&s:_ | =limo* =’

n—mw n—mw

o'=0

hmVar[ ] lim

P noee (M —1)
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. . . . 2 .. .
¢) Comparem I’eficiéncia dels estimadors S )2( 1 S, mitjangant el quocient de
les variancies:

Var[Si] = —2(22_ 2, o' Var[S)z(,,fl] - (nz_ ) o’
2(n 1
il g C oo by ferafs
(n n’

. 2 y .
Podem concloure que I’estimador Sy és més eficient que S 1

Com a conseqiiencia d’aquestes propietats, podem vore que les expressions alge-
braiques d’estimadors i estadistics, aixi com les formules dels intervals de confi-
anca del tema segiient, estan en funci6 de I’expressio de la quasi-variancia. Per a
transformar un estimador en un altre tan sols cal recordar la relacié que hi ha entre

ells. Sf(n_] = Ll S ; de fet és freqiient trobar bibliografia que utilitza una o I’altra

a criteri de 1’autor.

Exercici 6

Volem fer un estudi del nombre d’hores que els estudiants d’una certa Universi-
tat passen davant I’ordinador. Definim X (nombre d’hores de son diaries) com la
variable a estudiar. Sabem que aquesta es distribueix seguint un model normal de
mitjana desconeguda, pero per altres treballs podem considerar que la seua desvi-
acio tipica és coneguda 1 el seu valor €s 3. Per a estimar aquest valor de m caldra
triar una mostra; per a tal fi, farem una enquesta a 25 alumnes triats aleatoriament
1, després de preguntar-los pel nombre d’hores que passen davant I’ordinador al
dia, obtenim una mitjana de 7 hores entre les que gasten per a estudiar i les hores
que estan en les xarxes socials 1 jugant. Aquesta dada la denotarem per x =71 cal
distingir que aquest €s un parametre mostral, ja que I’hem calculat amb les dades
obtingudes en I’enquesta dels individus de la mostra. Treballarem amb un nivell
de confianga del 95 %. Si després de vore el resultat es creu que té errades 1’estudi,
com es podria millorar?

També volem confirmar el funcionament dels ordinadors que utilitzen per a com-
provar que ¢és cert que aguanten una hora davant d’ells. Per a dur a terme el treball
vam seleccionar 20 alumnes triats aleatoriament i vam calcular la mitjana aritme-
tica del temps, que és X = 0,995 hores, i la seua desviacio tipica, que és S = 0,005
hores (en aquest cas treballem al 99 %). També¢ se sol-licita fer una estimacio de la
variancia dels resultats per a vore ’homogeneitat de 1’estudi.
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Solucid

Aixi doncs, per tractar-se de 1’estimacid del parametre mitjana poblacional, cone-
guda la seua desviacio tipica (¢ = 3), utilitzarem:

UE| X

Cal insistir en el fet que aquesta desviacio €s un parametre poblacional que ja co-
neixem per treballs anteriors i no obtingut a partir de les dades de 1’enquesta de la
mostra. Aixi: podem observar que coneixem tots els valors a substituir llevat del

valor z . Per calcular-lo comencarem per deduir facilment el valor de 1— %, ja

2
que, com hem dit abans, 1 — a €s el nivell de confianca que establim a priori per

a fer el treball.
l-2=095 — a=005 — %=0,025 - 1—%=0,975

Tanmateix, busquem el valor de la variable x tal que P(Z = x) = 0,975. Es en reali-
tat el valor d’un percentil que podem obtenir de la taula de la funcio6 de distribucio
de la variable normal tipificada. Aquest valor és x = 1,96, per la qual cosa, segons

la notacié d’aquest tema, z = 1,96, o tamb¢é z o,=1,96.
. :

Ara, substituirem tots el valors en la formula per a obtenir I’interval:

3 3
X4z ,——|=[7-196—2=,7+1,96—— | =(5.824,8,176
=5 Vn ] ( J25 J25 ( )

Podem concloure que, amb una probabilitat del 95 %, la mitjana del nombre d’ho-
res davant 1’ordinador que passen alumnes de la Universitat esta dintre d’aquest
interval.

Donat que I’amplitud de I’interval és 8.176 — 5.824 = 2,352 hores, I’errada en la

Si aquesta errada la considerem excessiva, podem comprovar la diferéncia si la
nostra mostra augmentara a 30 individus. Suposarem que el valor de la mitjana
mostral hagués estat la mateixa: X =7.

3 3
€l x — ., X+ — 7-196—,7+1,96— | =15,926, 8,074
“ gf zf) ( J30 7)) )
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També podem observar 1’efecte que es produeix en I’amplitud de ’interval si re-
baixem el nivell de confianga al 90 % per exemple, i mantenim la grandaria de la
mostra en n = 25 per a contrastar I’efecte d’aquest darrer canvi.

En aquests cas caldra tornar a buscar a les taules el valorde z
1-—
2

l—a=09 — q=01 — %=0,05 — 1—%=0,95

Aixi, buscarem aquesta probabilitat a la taula de la distribucié acumulada de la
variable normal tipificada 1 obtindrem z = 1,65, la qual cosa ens dina ’interval:
1-=
2

3 3

uE|x-z %]=(7—l,65—,7+l,65— = (6.01,7,99)
n

o _
——,X+z ,
=5 Jn -2 J25 J25

Com es pot observar, aquest interval és més menut i la resposta és més ajustada,
pero les conclusions han perdut nivell de confianga.

També volem estimar el temps d’una hora seguida davant 1’ordinador, per la qual
cosa utilitzarem I’interval per a la mitjana m poblacional, pero cal observar que no
coneixem el valor de la desviacié tipica de la poblaci6. També cal considerar que
la grandaria de la mostra, n = 20, ¢és inferior a 30 i no podem estimar aquesta des-
viacid s basant-nos en el valor de la quasi-desviacio tipica mostral S, _,. En aquest

cas, doncs, emprarem la formula segiient:

Xx— Syt X+ t Sp1
]_% n—l\/;’ l—% n—l\/;

ue

Treballarem amb el 99 % de nivell de confianga en les nostres estimacions.

Com podem vore, cal calcular la quasi-desviaci tipica S, _; a partir dels valor que
coneixem de S = 0,005 i n = 20.

S =5 1%0005-0005130
n-1" V19

També cal esbrinar el valor de ¢ _, amb la taula de la variable t de Student o
1-=

amb I’ajut d’algun programa. En primer lloc, calcularem el valor de 1- %, jaque

1-2=099 — a=001 — %=0,005 — 1-%:0,995
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En la taula de la distribuci6é acumulada de la variable t de Student amb 19 graus de
llibertat, trobem el valor de la variable x, tal que P(#,, < x) = 0,995. Aquest valor

¢s x = 2,861, per la qual cosa, utilitzant la notaci6 en aquest tema, ¢, =) st;o =
L@ ,
2,861. g

Substituim aquests valors en la féormula per a obtenir:

S S
uel— o2 w2 ) 2 0995-2,861 202130 995 4 9,861 H009130)
N R ) V20 V20

(0,9917, 0,9983)

Aquest interval ens indica que els estudiants no estan realment una hora davant
I’ordinador, sind que estan menys temps.

Respecte de la variancia, considerarem els mateixos valors mostrals: la grandaria
de la mostra n = 20, la mitjana aritmetica dels pesos, que és x = 0,995 hores, i la
seua desviacio tipica S = 0,005 hores.

Estimarem un interval per a la variancia 6? amb un nivell de confianga del 95 %,
per a la qual cosa utilitzarem la formula d’abans.

Necessitem calcular la quasi-variancia de la mostra i la podem obtindre a partir de
la variancia de la mostra:

S2, = ils2 - %0,000025 = 0,00002632

n —_—
En aquest cas el nivell de confianga escollit és del 95 %, és a dir, | — o = 0,95.

1-a=095 — a=005 —

DR

~0,025 — 1 —% - 0975

En la taula de la distribucié acumulada de la variable Xi-quadrat amb 19 graus de

. 2 2 . 2 2 .
llibertat, trobem els valors de La X =oors X 1 de ;X1 = 0.025X 10 -Jaque, en
2

2
no ser simetrica la variable, obtenim dos valors diferents en el valor absolut per a
cada probabilitat.

En el nostre cas obtenim .oy, =32,8523 i per a | 5%’ = 8,90652. Si ara

substituim tots aquests valors en la férmula de I’interval, obtenim:

(n=1)s2, (n=1)S2,| (19:0,00002632 19-0,00002632
Xt aXwn 328523 890652
1-— “

2

2

o’ E

= (0,00001522, 0,00005614)

b
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Per a poder comparar aquest parametre amb el valor mostral de I’enunciat, podem
calcular I’interval per a estimar la desviaci6 tipica simplement calculant 1’arrel
quadrada dels extrems de I’interval anterior.

o€({/0,00001522 , 1/0,00005614 )= (0,003901,0,0000749)

Aixi, podem estimar, amb un nivell de confianca del 95 % que la desviacid tipica.

Exercici 7

Volem comparar I’eficiéncia de dues empreses del sector ceramic en I’ambit in-
ternacional. El que volem estudiar és el temps que tarden a enviar el material per
mar, a través de contenidors, als clients, després de que aquests haguen fet una
encomanda de material. Sabem que el nombre de dies que tarden a arribar els
enviaments de I’empresa A segueix una distribucié normal de la qual coneixem la
desviacio tipica de 25 dies i1 que el de ’empresa B també segueix una distribuciod
normal amb desviacid tipica de 30 dies.

Per a estudiar la situacio, anotem en 10 enviaments de I’empresa A un temps mitja
de 80 dies, mentre que en la mostra dels 15 enviaments de ’empresa B el temps
mitja és de 75 dies.

En el cas que treballem en dos empreses del mateix sector, C 1 D, a queé volem me-
surar el control de qualitat en la fabricaci6 de les peces enviades, volem comparar
si dos processos de produccid son equivalents i1 si mantenen en el seu procés els
mateixos estandards de qualitat. Considerarem que les variancies de les dues po-
blacions son iguals. Per a fer la comparaci6 tenim les segiients dades de mostres de
cada empresa:

Empresa C: 10,9, 7, 6,12,3,7,9, 10, 6.

Empresa D: 12,8, 5, 11,9, 10, 13,7, 12,9, 8, 13.

Amb aquesta informacié volem estimar, mitjangant un interval de confianca, si la
qualitat mitjana és la mateixa en els dos processos de fabricacio. Treballarem amb

un nivell de confianga del 95 %.

Finalment, volem estudiar si la variabilitat d’aquestes dues empreses és la mateixa.

4
Solucid
a) Per al cas en que coneixem les variances, estimarem amb un interval al

99 % de nivell de confianca quina empresa té una mitjana inferior utilitzant
la formula que hem presentat anteriorment:
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w1, €| X -

_ o L0y o o, oy
-z N+, X-V+z =+
1—5 n m 1—5 n m

Per a la poblacié A podem anotar el parametre de la poblacié o =25°= 625,
i amb les dades de la mostra podem dir que n =10 i que x = 80.

Per a la poblacié B podem anotar el parametre de la poblacid 03 =30%=
900, i amb les dades de la mostra podem dir que m = 15 i que y =75.

Com que treballem amb un nivell de confianca del 99 %, podrem calcular

1 —a=0,99 i calcularem el valor de 1- %, ja que:

1-2=099 — a=001 — %=o,005 — 1-%=0,995

En la taula de la distribucié acumulada de la variable normal tipificada
busquem el valor de la variable x, tal que P(Z < x)= 0,995. Aquest va-
lor és x = 2,57583, per la qual cosa, utilitzant la notaci6 en aquest tema,
Z g, =Zyg0s =2,57583

@
2

Substituim aquestes dades en la férmula i1 obtenim:
2
Foz gl 2+ 5T+ z ,/ ﬁ]
1‘5 m m
80-75-2,576 %2 4 —900, 80-75+2,576 |92 + 220 _ (- 23,511, 33,511)
10 15 10 15

En aquest cas, el 0 pertany a I’interval, per la qual cosa interpretarem que la
diferéncia entre els parametres no és significativa, i podrem estimar que

Mx ~My'

#o—u,ElX-y

b) En aquesta segona part, per a dur a terme els calculs, identificarem els valors
dels parametres de cadascuna de les mostres, ja que, com diu I’enunciat,

2

suposarem que 0. = 0.

De la mostra de la poblacié X anotarem n= 10, x =7,9, S;ﬂ_l =6,77.
De la mostra de la poblacié Y anotarem m = 12, y =9,75, S;n_l =6,39.

En les taules podrem trobar la dada que ens falta: ¢ 1, com que treba-
1-

a’n+m=2
2

llem amb un nivell de confianga del 95 %, tenim que 1 —a = 0,95 1 a partir

d’aixo el valor de 1 —% és:
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1-a=095 — a=005 —

DR

~0,025 — 1 —% - 0975

Aixi, cal calcular, amb les taules de la distribucié acumulada de la variable t

de Studentamb 20 graus de llibertat, el valor delavariable 7, . =45

= 2,086 1 substituirem aquests valors en la férmula: 2
o (n-1)s2 +(m-1)s2 [1 1
‘ux_‘uye x_y_ atn+m—2 = 2t _+_a
-2 n+m-2 n m

967THL@”JL+i_
20 10 12

B

(7,9 -9,75 -2,086 \/

7,9-9,75+ 2,086\/

9°677+11:639 |1 1 _
20 1012

= (- 4,138, 0,438)

Podem concloure que, com que el 0 esta dintre d’aquest interval, la diferén-
cia entre les mitjanes no ¢és significativa i que les dues linies de produccio
tenen un nivell de qualitat semblant, la qual cosa podem afirmar amb un
nivell de confianca del 95 %.

c¢) Treballarem amb les dades de 1’apartat anterior y amb un 95 % de nivell de
confianca.

Cal comentar que si utilitzem taules cal trobar el primer valor en funcié del
segon, el qual podrem trobar a les taules que solen publicar-se, aplicant la
propietat de la funcié de distribucio6 de la variable F de Fisher-Snedecor que
expliquem.

Aixi, amb les taules o amb un programa estadistic, trobem el valor del per-
centil , f(, 1) (mo1) = 0975fo.1 =3,9879 1 per a calcular I’altre valor farem 0s de
L@ , 975/9,

la propietat segtient: , £, ;) (,_) = S S que aplicada al nostre cas
2 -2 ﬁm—l), (n—l),
2
seria I ! =0,255619.

0,025f9,11 = =
0orsSie  3,91207

Si substituim tots aquests valors a I’expressio de ’interval, obtindrem com a
resultat:
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(n-1S; | (n-DS,

n-1

Oy n . 1 n . 1 =
oy | M=DSE fuay o) DS o fi
m ? m ’

26,77 1 26,77 1
11? .35879’%(1) 10,255619 =(02899,4,0654)
E6,39 ’ —6,39

2
. . ., , O . .
Considerem que I’interval solucié és —-€ (a,b), Si 1€ (a, b), interpreta-
o
Y
rem que la diferéncia entre els parametres no és significativa 1 podrem esti-
mar que Oy =~ Oy

Exercici 8

Es pot estudiar I’eficacia de dues impressores pel nimero de fulls amb defectes
després d’imprimir? Per a comprovar-ho, hem seleccionat aleatoriament una mos-
tra de 200 treballs impresos amb la impressora A, dels quals 15 eren defectuosos, i
250 treballs de la impressora B, dels quals n’han eixit 16 de defectuosos.

Solucid

Si volem treballar amb un nivell de confianga del 95 %, calcularem 1’interval an-
terior amb les dades del nostre problema. En primer lloc, calculem les dades que
necessitem de la mostra de la impressora A:

15
n =200 =2 0,075
Px =500

i les dades de la mostra de la impressora B:

16
m =250 2% _0.064
Pr=750

Com que treballarem amb un nivell de confianga del 95 %, podem calcular el valor
a .

de 1-—, ja que:
> Jaq

l-2=095 — a=005 — %=0,025 — 1—%=o,975
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En la taula de la distribucié acumulada de la variable normal tipificada busquem el

valor de la variable x, tal que P(Z < x) =0,975. Aquest valor és x = 1,96, denotem

perz ,= 1,96. Substituim aquestes dades a la férmula de I’interval i obtenim:

PX—PyE(pX—Py—Z a\/px(l—px)ery(l—py)’ pop a2 a\/px(l—px)ery(l—py)J:
- n m . - n m

0,075-0,925 . 0,064-0,936
200 250

(0,075 -0,064 - 1,96\/

,0,075-0,064 + 1,96\/ 0,075-0925  0,064-0,936 ] -

200 250
(- 0,036, 0,058)

La conclusié que podem extraure d’aquest interval €s que, si treballem amb un
nivell de confianca del 95 %, la diferéncia entre les proporcions mostrals que hem
obtingut no ¢és significativa; podem estimar que la proporcio de peces defectuoses
en la produccio de les dues maquines és la mateixa. Aquesta afirmacio la basem en
el fet que el valor 0 esta dintre de I’interval, ja que, per tractar-se d’una diferéncia,
té les mateixes conclusions que els casos que hem treballat abans de la diferéncia
de mitjanes.

Exercici 9

Estudiem I’errada en la solucié d’un problema en que treballem la inferéncia sobre
la mitjana poblacional. En la classe d’estadistica tenim 25 alumnes amb una nota
mitjana de 7 en el curs anterior amb una desviacio tipica 3 (agafem aquesta dada
com si fora de tota la poblaci6 d’estudi).

a) Volem I’interval de confianga d’aquestes dades al 95 %.
b) A més a més, si I’amplitud de I’interval és molt gran (major d’un punt), vo-
lem saber el nombre d’estudiants per a no tindre tanta variacio en les dades.

Solucid

a) Primer calculem I’interval de la mitjana per a les dades. Com que tenim 25
alumnes i1 coneixem la mitjana mostral i la desviaciod tipica poblacional al
95 %:

welz-z L x4z —)=(7-1,96i,7+1,96i)=(5,824,8,176)

V25 V25

Podem concloure que, amb una probabilitat del 95 %, la mitjana de la nota
dels alumnes d’estadistica esta dintre d’aquest interval.
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b) Donat que I’amplitud de I’interval és 8,176 — 5,824 = 2,352 hores, I’errada

Si nosaltres volem acotar aquesta errada i que siga de 0,5 hores, podrem
esbrinar a piori la grandaria de la mostra amb la que hem de treballar i aixi
coneixerem el nombre d’individus a que cal fer I’enquesta. Aixi:

()_c+z O] ()_c z U] 2 g

ai - - ai z a—

_ - 1-= 2

g b-a_ T In sn) =Sn 9 1963 _s

2 2 2 -2 Jn Jn

1,96 -3

D’on podem aillar el valor de n, \/Z = =11,76 — n=11,76> =138,30,

b

¢s a dir, amb 139 alumnes podem extraure 1’interval amb 1’errada que ens
haviem plantejat.

Exercici 10

Per als treballadors d’una empresa que tenia problemes de rendiment es va propo-
sar una millora que consistia a deixar més temps de descans en les parades. Per a
avaluar I’eficacia d’aquest plantejament, s’ha observat I’index de millora plantejat
per la gestid de I’empresa a 8 treballadors d’una secci6. Aquest index t€ una escala
de 0 a 3. Els resultats es detallen a continuacio:

Abans: 1,2;1,3;1,5;1,4;,1,7;1,9;1,4; 1, 2.
Després: 1,4;1,7;1,5;1,3;2,0;,2,1;1,7; 1, 6.

Calculem un interval de confianga al 95 % per vore si ha donat resultat la mesura
adoptada i estraure’n conclusions.

Soluciod

Com que son dades relacionades, necessitarem calcular els valors de la variable
D = X —Y restant els valors emparellats, tal com es veu a la taula segiient:

@ P. Juan Verdoy | M. J. Beltran | M. J. Peris - ISBN: 978-84-697-1551-2 264 Problemes resolts de probabilitat i inferéncia aplicats a les ciéncies socials - UJI - DOI: http://dx.doi.org/10.6035/Sapientia95



Amb la calculadora esbrinem els valors seglients de les mostres de les variables

X, Y:n=8, x =145, y =1,6625; amb les dades de la variable D calculem Sé 1
=0,0327. "

Com que treballem amb un nivell de confianca del 95 %, llavors:

l-2=095 — a=005 — %=0,025 — 1—%=o,975

Aixi, cal calcular en les taules de la distribucié acumulada de la variable t de

Student 1_ﬁt”“ = 40757 =2,3646 . Amb la resta de les dades conegudes substituim
2

aquests valors 1 s’obté ’interval:

o S, o - 'S ]
X—-y- atn—l = » X =) + atn—l ==
1—E n 1—5 n
(1,45 ~1,6625 - 2,3646. | 0’0§ 27 1,45 ~1,6625 + 2,3646 /0’0327 ] = (- 0,3637,-0,0613)

Com que els dos valors dels extrems de I’interval son negatius, podem inferir que
w,—u, <0—=u <up ,per la qual cosa interpretarem que la mitjana de X és menor
que Y de les enquestes de satisfaccid és més gran en les que han estat realitzades
després de la mesura establerta per a satisfer els clients. Podem estimar que la me-
sura d’eliminar comissions si que ha aconseguit 1’objectiu per al qual havia estat
dissenyada.

=, €
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UNITAT 5

Introduccio a la inferéncia 2:
contrast d'hipotesis
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Introduccid teorica

Es pot definir el Contrast d’Hipotesis com la part de la inferéncia estadistica que té
com a objectiu comprovar, mitjangant metodes matematics, hipotesis realitzades
sobre el valor d’algun parametre d’una o diverses poblacions.

Comencem plantejant-nos algunes situacions:

» Un fabricant de piles afirma que la durada mitjana de les seues piles és com
a minim de 53 hores 1 la seua desviacio tipica és de 4 hores. Rebutjariem
aquesta afirmaci6 en el cas de que una pila durara 48 hores? I si la mitjana de
la durada de 100 piles fora de 50 hores? I si aquesta mitjana féra de 56 hores?

* Tenim un dau que suposem correcte. El llancem 100 vegades i obtenim 25
vegades el numero 5. Podrem dir que el dau es correcte? O cal verificar que
no esta trucat en funcio dels resultats?

* Suposem dues empreses que produeixen les piles anteriors. Al llarg dels
anys, aquestes piles han tingut una durada similar, pero en 1’actualitat una
segona empresa afirma que les seues piles duren més perquée ha fet una mi-
llora en la produccié. Podem creure la seua afirmaci¢?

En la practica és freqiient trobar-nos davant situacions com aquestes en les quals
es precis prendre decisions sobre hipotesis estadistiques senzilles relatives als pa-
rametres d’una poblacié o de dues. Es per aix0 que aquesta branca de la inferéncia
també s’anomena feoria de la decisio.

Es clar que en prendre una decisi6 estadistica mai estarem completament segurs
d’encertar. Al llarg del tema vorem com prendre aquesta decisi6 i com minimitzar
el risc d’enganyar-nos.

Un fest estadistic és un procediment per a extraure, a partir d’una mostra aleatoria
1 representativa, conclusions que permeten acceptar o rebutjar una hipotesi previa-
ment emesa sobre el valor d’un parametre desconegut d’una poblacio.

Si volem conéixer la veracitat d’una informacio, que considerarem que €s una hi-
potesi sobre aquesta, la contrastarem amb la informacié que traurem d’una mostra.
Si ambdues informacions coincideixen dins d’un marge que creiem admissible,
mantindrem que la hipotesi inicial era certa; en cas contrari, la rebutjarem 1 plan-
tejarem noves hipotesis que expliquen les dades observades.

Basicament, podriem comparar aquests metodes amb un judici en que, en principi,
se suposa la innoceéncia del acusat (hipotesi nul-la) 1 es tracta d’aportar proves per
a rebutjar aquesta hipotesi. La innocéncia sera rebatuda quan les proves ho demos-
tren amb un alt grau de fiabilitat.
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Hipotesi nul-la i hipotesi alternativa

Comencarem plantejant-nos les dues primeres situacions que hem presentat en
comengar el tema. En ambdos exemples hi ha una hipotesi de partida 1 uns re-
sultats obtinguts a partir de les dades d’una mostra que difereixen de la hipotesi.
Ens preguntem si aquesta diferencia €s atribuible a ’atzar o si estem davant d’una
hipotesi de partida que era falsa.

Al primer exemple és evident que la primera qliestio estaria fora de lloc. No ens
semblara raonable que el fet que un element contradiga una generalitzaci6 ens por-
te a pensar que estem davant d’una informaci6 falsa. Sempre refutarem la hipotesi
inicial sobre la poblaci6 obtenint dades reals d’una mostra representativa d’aques-
ta. Analitzarem la segona qiiestio, on tenim una mostra de 100 piles que tenen una
durada mitjana de 50 hores.

Cas 1: piles Cas 2: dau

) Si el dau és correcte,
El fabricant afirma

ipotesi la proporci6 de cincs és
Hipotesi W=53 c=4 prop
p =1/6=0,167
Resultats de la mostra X =50 p=0,25
La diferéncia observada pot
atribuir-se a 1’atzar?
it Podem suposar raonable-

ment que la mostra ha estat
extreta de la poblaci6 sobre
la qual hem fet la hipotesi?

Als dos exemples hem considerat una hipotesi que en principi admetem com a va-
lida i que desitgem contrastar. S’anomena hipotesi nul-la i es designa per H, i cal
definir la hipotesi contraria que anomenem hipotesi alternativa i que es designa
per H,, la qual sera admesa quan el resultat del contrast siga rebutjar H, .

Cas 1: piles Cas 2: dau

Hy: u=53 Hy p=0,167
Hipotesis

H;: u=53 H:p=0167

En aquest tema abordarem contrastos parameétrics en que la hipotesi nul‘la tracta
el valor d’un parametre de la poblaci6. Aquests contrastos poden tenir dos tipus
d’hipotesis:

* Hipotesis simples: especifiquen un tnic valor del parametre. Exemple: 8 = 6,.
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* Hipotesis compostes: especifiquen un interval de valors. Exemple: 6 < 6,.

Nosaltres realitzarem contrastos en els quals la hipotesi nul-la sera simple 1 1’alter-
nativa sera composta.

En principi, podem plantejar dos tipus d’hipotesis alternatives:

0: 0 . . . .
que plantejarem en general si no tenim infor-

T 0
maci6 de quina de les dues possibilitats portara a que H, siga falsa.

e Contrast bilateral
=

H, 0=

. o, . [Hy: =6,
» Contrast unilateral per la dreta, o bé per ’esquerra

- 0>6, H: 0<6,

que plantejarem si sabem en quina possibilitat esta la probabilitat major de que
la hipotesi nul-la siga falsa o si no ens interessa que siga falsa en 1’altra di-
reccid (si volem comprovar que un tractament millora un cert indicador de

malaltia, donem per fet que és evident que sabem que no I’empitjora).

Tipus d’errada

En prendre qualsevol decisid, com a conseqiieéncia de ’aplicacio d’un test estadis-
tic, pot ocorrer que:

1. Acceptem H, i aquesta és vertadera. H0 acceptem rebutgem

2. Acceptem H i aquesta és falsa. g
= No cometem Errada de
§ errada tipus 1

3. Rebutgem H i aquesta ¢s vertadera.

. , 3 Errada de No cometem
4. Rebutgem H_ i aquesta és falsa. = .
0 & tipus 1 errada

En els casos 1 1 4 estem prenent una decisio encertada. En els casos 2 1 3 estem
prenent una decisié equivocada, és a dir, cometem una errada.

Quan rebutgem H_ 1 aquesta €s veritat, direm que cometem una errada de tipus 1.
Quan acceptem H, 1 aquesta €s falsa, direm que cometem una errada de tipus 1.

La probabilitat de cometre una errada de tipus 1 es denota per a 1 es denomina nivell

de significacio del test d’hipotesis. Aquest nivell de significacid €s una probabilitat
menuda (0,1; 0,05; 0,01) que habitualment tria I’investigador.
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La probabilitat de cometre una errada de tipus i1 es denota per 3. El nimero 1 — 3 es
diu potencia del test d’hipotesis. Aquesta disminueix quan augmenta la grandaria
de la mostra.

Un bon test cal dissenyar-lo minimitzant les probabilitats de cometre errades. Pero
no ¢s facil reduir els dos tipus d’errades simultaniament. En general, quan dismi-
nueix un tipus d’errada, augmenta I’altre, si no €s que augmentem la grandaria de
la mostra.

Per a tindre un bon test d’hipotesi plantejarem I’eleccié adient de la hipotesi nul-
la, de tal manera que I’errada de tipus 1 siga la de «pitjors conseqiiéncies». Per
exemple, si estem estudiant si un nou farmac produeix o no efectes secundaris en
els pacients, seria correcte plantejar-ho aixi:

H,: El farmac produeix efectes secundaris.
H,: El farmac no produeix efectes secundaris.

Aix0 ho fem perque €s més greu concloure que el farmac no produeix efectes se-

cundaris, si €s que els produeix (errada de tipus 1), que decidir que els produeix i
no ser veritat (errada de tipus ).

Disseny d’un test d’hipotesis

Desenvoluparem el procés complet per a realitzar un test d’hipotesis. En detallarem
cadascuna de les fases 1 utilitzarem 1’exemple 1 per a anar concretant cada concepte.
1. Identificacio de les hipotesis i les dades

Aquest apartat ja esta suficientment desenvolupat a 1’apartat anterior.

En el cas de les piles volem comprovar que la mitjana de la duracié de les piles €s

de 53 hores. També coneixem que 6 = 4. Per a contrastar aquesta afirmacio triarem
una mostra de 100 piles i obtindre el valor de la mitjana mostral X = 50.

Hy u=53

H: yu=53
un contrast bilateral sobre el valor de la mitjana.

Aixi, plantejarem les hipotesis: . Podem concloure doncs, que farem

2. Triar un estadistic de contrast T
Aquest és un estimador del parametre poblacional del qual volem refutar-ne el

valor, i del qual coneixem la distribuci6. Suposem que es tracta d’estimadors no
esbiaixats respecte del parametre del qual es planteja la hipotesi nul-la.
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En cadascun dels casos que anirem plantejant en els apartats segiients, presenta-
rem |’estadistic adient i la seua distribucio (ja explicada als apartats corresponents
del tema 8). Abordarem un exemple de cada cas comals temes anteriors.

A I’exemple 1 de les piles utilitzarem com a estadistic de contrast la variable

Z= %, de la qual coneixem que es distribueix seguint el model d’una normal
Jn
tipificada.

3. Determinacio de la regio critica o de rebuig i de la regio d’acceptacio

Si la hipotesi nul-la és certa, 1’estadistic de contrast és una variable de la qual en
coneixem la distribucid. Ens plantegem esbrinar quins seran els valors més proba-
bles d’aquest i quins seran molt improbables.

Busquem un interval, dintre del qual sera molt probable que queden inclosos la
majoria dels valors possibles de 1’estadistic, que anomenarem regi6 d’acceptacio.
Se I’anomena aixi perque, si el valor de I’estadistic mostral esta dintre d’ell, po-
dem confirmar que la hipotesi nul-la és certa. La informaci6 extreta de la mostra
no contradiu ’afirmacio6 inicial que donavem per valida respecte del valor del
parametre poblacional.

Pel contrari, si aquest valor de I’estadistic calculat amb les dades de la mostra cau
fora de I’interval de la regi6 d’acceptacio, és a dir, en la regi6 critica o de rebuig,
rebutjarem la hipotesi nul-la. Aleshores podrem plantejar-nos una disjuntiva:

1. El valor trobat €¢s molt improbable, pero gracies a I’atzar la nostra mostra
aleatoria ha donat un valor molt allunyat dels valors més probables.

2. El valor extret de la realitat esta molt lluny dels valors més probables de
la distribuci6d (que podem calcular perque la coneixem), per la qual cosa
podem concloure que la distribucié que haviem donat com a valida no és
correcta.

A tal fi, definirem el nivell de significacio a, el qual és la probabilitat que triem per
a definir I’amplitud de la regid d’acceptacio, ja que considerarem que la probabili-
tat de que un estadistic tinga un valor dintre d’aquest interval és de 1 — a.. Aquesta
eleccid de a també ens defineix la regié de rebuig R, ja que considerarem que
P(T ER/6= 90) =, Es evident que ha de ser menuda; els valors més habituals
son 0,10, 0,05 i 0,01.

Podem comentar que el nivell de significaci6 €s la probabilitat de cometre una
errada de tipus 1, €s a dir, de rebutjar la hipotesi nul-la quan aquesta ¢és certa, per
tractar-se de la probabilitat que hem adjudicat a la situacio a plantejada abans en
la disjuntiva.
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A I’exemple de les piles, la hipotesis nul-la estava plantejada sota els suposits que
la mitjana poblacional de la duracio de les piles és de 53 hores 1 que la seua desvia-
ci6 tipica és de 4 hores. Ara bé, la mitjana de la mostra de 100 piles és de 50 hores.

Amb aquestes dades calcularem la zona d’acceptacio i de rebuig que assignarem al
X-u
o

N

una variable normal tipificada. Treballarem amb un nivell de significacio a. = 0,05.

nostre contrast amb 1’expressio de 1’estadistic Z =

el qual es distribueix com

Calcularem els extrems de I’interval (a, b) de la regi6é d’acceptacid, considerant
que la variable Z és simeétrica 1 que hem plantejat un contrast bilateral.

Pla<Z<b)=095 — P(Z<b)=0975

Per a trobar b = Z, ,,5 =1,96 utilitzarem taules o programes estadistics.

Distribucio normal

Mitjana, desv. tipica

— 0,

densitat

lov ool oaa o aalaaaal

0,025 ’ 0,975

Fig. 26. Contrast bilateral

Aixi, la regié d’acceptacio sera I’interval (—1,96; +1,96) 1 la resta de valors reals
seran la regio critica, es pot observar en el grafic de la figura 26.

En general, quan es tracta d’un contrast bilateral, la regio de rebuig esta repartida
en dos intervals, a I’esquerra 1 a la dreta de I’interval que defineix la zona central
determinada per la regié d’acceptacio.

En el contrast unilateral, la regié d’acceptacidé queda a un lateral i la regi6 de re-
buig és un unic interval que queda a la seua dreta o esquerra, segons el cas. Es per
aquesta ra6 que es diu contrast unilateral o d’una cua, front al bilateral o de dues
cues.
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4. Calcul del valor de [’estadistic i elaboracio de les conclusions

Amb les dades dels parametres que donem per veritables i amb els que hem definit
la hipotesi nul-la, i amb els valors mostrals extrets de la mostra representativa triada
adequadament, calculem el valor de I’estadistic en cada cas.

X-u 50-53 -3
o 4 04

Jn V100

Al nostre exemple, I’estadistic val Z = =75.

Si el valor de I’estadistic «cau» dins de la regid d’acceptacio, acceptem la hipotesi
nul-la i la considerem veritat. Si, pel contrari, cau dins de la regi6 critica, rebutja-
rem la hipotesi nul-la i la suposarem falsa.

En el nostre exemple, és evident que el valor de I’estadistic esta fora de la regio
d’acceptacio i, en aquest cas, molt allunyat. Conseqilientment, rebutjarem la hipo-
tesi nul-la que afirmava que la duraci6 mitjana de les piles és de 53 hores.

Contrastos d’hipotesis per als parametres d’una poblacio

Per a construir aquests tests cal utilitzar les distribucions dels estadistics que vam
vore al tema 8. Seguirem la mateixa notacid i necessitarem les mateixes condici-
ons per a aplicar-la que les estudiades en tots els apartats d’estimacio.

Considerarem X, X, ..., X una mostra aleatoria d’una poblacié que es distribueix
amb qualsevol model de distribucié amb mitjana p i variancia o”.

Explicarem el procés de cada cas amb el desenvolupament d’un exemple. En cada
apartat proposarem els tres tipus de contrast: bilateral, unilateral per la dreta i
unilateral per I’esquerra. Abordarem les tres possibilitats, desenvolupant les tres
opcioins en els diferents exemples, de manera que quedaran prou aclarides les
semblances i diferéncies entre elles.

Com que la inferéncia mitjangant I’estimacio per intervals i el contrast d hipotesis

estan molts relacionats, en cada cas plantejarem els mateixos exemples del tema
anterior, pero donant-los un plantejament adient a la teoria de la decisio.
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Contrast d’hipotesis per a mitjanes

Contrast d’hipotesis per a la mitjana mostral
(coneguda o? poblacional)

X -
1. Estadistic: T = ?ﬂ, que es distribueix 77— N(0, 1).

Jn

H;: u=
2. Bilateral: o M= f R= {T: ‘T‘ =z a}
Hy o= u, =
. Hy: =y,
3. Unilateral per la dreta: R= {T T = z]_a}
Hy w>
. Hy: =y,
4. Unilateral per I’esquerra: R= {T T =- z]_a}
Hy: <,

Contrast d’hipotesis per a la mitjana mostral
(si no es coneix la 6® poblacional)

Sil’estadistic és T = M
S/\n

T té una distribuci6 t de Student amb n — 1 graus de llibertat . Recordem que S fa

, podrem afirmar que 7 —¢,_,, ¢s a dir, que la variable

referéncia a la quasi-variancia mostral.

H,: u=

1. Bilateral o- H= 1o R= {T :|T| = 1t
Hy: = u, )
Hy u=

2. Unilateral per la dreta o M= A R= {T T = l—atn—l}
Hy: w> u,

, : Hy: p= ,
3. Unilateral per I’esquerra R= {T T < —1_atn_]}

Hy: <y,
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Altres contrastos

Contrast d’hipotesis per a la proporcio d’una poblacié Bernouilli

Donat I’estadistic T = 22 , que es distribueix 7" —N(0, 1), denotarem per p la

[P
n

proporcio en la poblacio i per p la proporcio en la mostra de grandaria n.

Hy:p=

1. Bilateral o P=Po R={T: M=z, }
H:p=p, =
Hy: p=

2. Unilateral per la dreta o- P=Po R= {T :T= z]_a}
H;:p>p,
Hy:p=

3. Unilateral per I’esquerra o P=Po R= {T T < —z]_a}
H:p<p,

Contrast d’hipotesis per a la variangia d’una poblacié normal

(n-1)8*

Considerem IestadisticT =-——-—. Si denotem per S’=&L——— Ja

o n-1
quasi-variancia d’una mostra aleatoria de grandaria n, extreta d’una pobla-
ci6 normal de variancia o?, definirem com a estadistic la variable T com

< -\
(n_l)SZ E(xi_x)
= ==t distribueix com una variable Xi-quadrat
5 g , que es q
o

amb n — 1 graus de llibertat, és a dir, T — x_,.

T

. H: o’ =0, ) )
1. Bilateral o 5 R={T: T's X obs T= el
H;: o =0, 2 2
H,: 0’ =0,

2. Unilateral per la dreta { R = {T T = l_a){,f_l}

H: o’ >0,
H:o*=0"
0 0 R={T: T= a;{f_l}

3. Unilateral per I’esquerra
H: o’ <o,
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Contrast d’hipotesis per als parametres de dues poblacions

A D’apartat anterior hem vist els contrastos d’hipotesis dels parametres d’una po-
blacid per a decidir si aquests tenen uns valors determinats a priori.

En aquest apartat farem els contrastos sobre els parametres de dues poblacions.
Per a refutar o confirmar la hipotesi de partida necessitarem les dades de dues
mostres diferents extretes cadascuna d’elles de les respectives poblacions, ja que
volem inferir conclusions respecte dels valors dels seus parametres poblacionals.

Recordem que en aquests casos no podrem decidir sobre els valors respectius dels
parametres de les poblacions, sind que podrem comparar-los per diferéncia (en el
cas de mitjanes 1 proporcions) o per quocient (en el cas de les variancies) i con-
cloure quin dels dos €s major 1 en quina mesura.

Podem recordar I’exemple de la tercera situaci6 presentada a la introduccid
d’aquest tema: «suposem dues empreses que produeixen piles. Al llarg dels anys,
aquestes piles han tingut una durada similar, pero en 1’actualitat una segona em-
presa afirma que les seues piles duren més perque ha fet una millora en la produc-
c10. Podem creure la seua afirmacio?».

Amb el contrast d’hipotesis podem fer-nos plantejaments respecte de les mitjanes
de la duracid6 de les piles en cada empresa com ara:

« Duraran el mateix nombre d’hores les piles de les dues empreses? Es a dir,
son iguals les mitjanes de A 1 B?

« Duraran les piles de I’empresa B més que les de A tal com es presenta? Es a
dir, la mitjana de B és major que la de A?

« Duraran les piles de I’empresa B 5 hores més que les de I’empresa A? Es a
dir, la diferéncia de les mitjanes de A i B és de 5 hores?

Per a respondre a aquestes qiiestions caldra triar una mostra representativa de ca-
dascuna de les produccions de les empreses A 1 B de certa grandaria n 1 m, les
quals, en principi, poden ser diferents. Calcularem les mesures que necessitem en
cadascuna d’elles 1 analitzarem si aquestes mesures ens fan dubtar o no, en termes
de probabilitat, de la versemblanca de les nostres hipotesis inicials.

Recordem la notacio: X, X, ..., X €s una mostra aleatoria de grandaria n extreta
d’una poblaci61Y,Y,, ...,Y _lamostra aleatoria de grandaria m extreta d’una altra
poblaci6. Mantenim el parallelisme amb els valors de les mitjanes u, u, per a
cadascuna de les poblacions i els simbols Oj, o'§ per a denotar-ne les variancies.

Els valors de les mitjanes mostrals sén X i Y. Les quasi-variancies mostrals son
2 : 2
Sy 18y .

n—1
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En el cas d’una poblacio Bernouilli, denotem per p, ., p, les proporcions obtin-
gudes a partir dels valors de les mostres i per p,, p, les proporcions poblacionals

a estimar de les poblacions respectives. Quant a les notacions de les variables i les
expressions dels percentils, son les que ja hem utilitzat als temes anteriors.

Laresta d’aspectes del disseny d’un test son iguals que els tractats a 1’apartat ante-
rior, tot 1 que anirem comentant-los mitjancant I’exemple de cada cas.

Contrast d’hipotesis per a la diferéncia de mitjanes

Totes les consideracions que hem fet a la introduccid de la comparacié de mitjanes
en I’estimaci6 per intervals al tema anterior, pel que fa a la possibilitat de treballar
amb mostres independents o emparellades, es tornaria a plantejar en aquest apar-
tat.Per la qual cosa, també¢ aci presentem els tres casos que hem desenvolupant en
els tres temes d’inferéncia.

» Diferéncia de mitjanes amb mostres independents 1 variancies poblacionals
conegudes.

» Diferéncia de mitjanes amb mostres independents 1 variancies poblacionals
desconegudes, perd que podem suposar iguals.

» Diferéncia de mitjanes amb mostres dependents i/o emparellades.

Es interessant que vegem com plantejariem les hipotesis nul‘la 1 alternativa en els
casos de la introduccio.

« Duraran el mateix nombre d’hores les piles de les dues empreses? Es a dir,
son iguals les mitjanes de A1 B?

Hy: oy —py =0
Hy: e =ty =0

« Duraran les piles de I’empresa B més que les de A tal com es presenta? Es a
dir, la mitjana de B és major que la de A?

Hy: ey —py =0
Hy: oy -y <0

Duraran les piles de I’empresa B 5 hores més que les de I’empresa A? Es a dir, la
diferéncia de les mitjanes de A i B és de 5 hores?

Hy: py -y = =5
Hy: gy =y = =5
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Contrast d’hipotesis per a la diferencia de mitjanes de poblacions
independents amb variancies poblacionals conegudes

Considerem I’estadistic 7 = (X — Y) _ (ﬂ x My ) que es distribueix 77 — N(0, 1).

o’ o
7X+7Y
nom

Hy: uy =y =d

1. Bilateral o Mx = Hy = o R= {T :|T| =
Hy uy —uy =d, )
Hy uy—u,=d

2. Unilateral per la dreta o My = Hr =% R= {T T = z]_a}
Hy: py = py > d,
H,: -u, =d

3. Unilateral per I’esquerra o My =y = R= {T T=-2z_ a}
Hy: oy — uy < d,

Contrast d’hipotesis per a la diferéncia de poblacions independents
amb variancies poblacionals desconegudes, pero iguals

gu,.-x)z

Considerem I’estadistic en qué denotem per Sf( = 1 la quasi-vari-
m- n-—

ancia de la mostra aleatoria de grandaria n extreta de la primera poblaci6 i per

S —\2
>0, -7)
S, = H—lla quasi-variancia de la mostra de grandaria m de la segona
1 m— =
(X-7)-(u, - 1)

\/ (n-1)s2 +(m-1)s7 [T L

poblaci6. Definim la seglient variable: T = , que

n+m-2 n o m
¢s Iestadistic que es distribueix segons el model d’una variable t de Student amb

n+m — 2 graus de llibertat. Es a dir, T — ¢

n+m-2°

1. Bilateral {H(): =y =dy R= {T : ‘T‘ = 1_atﬂ+m-2}

H:u,—u, =d, )
Hy: oy -y = d
Hy: oy = py >d,
Hy: py =y = d,
Hy: py -y <d,

2. Unilateral per la dreta { R= {T T = 1_afn+m_2}

3. Unilateral per I’esquerra {
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Aplicarem aquesta formula quan no coneguem les variancies poblacionals ¢ ni
2 \ ;. .
Oy, pero que puguem afirmar que son iguals. Si no fos el cas, podem fer un con-

trast per a estimar la igualtat entre les dues variancies, com es vora un poc més
endavant en aquest mateix apartat, 1, si la interpretaci6 ens permet estimar que son
iguals, continuarem calculant aquesta diferéncia de mitjanes.

Contrast d’hipotesis per a la diferéncia de mitjanes de dues
poblacions amb mostres relacionades

Aquest contrast I’aplicarem, com ja es va explicar amb els apartats d’estimacio
dels temes anteriors, quan vulguem comparar la mitjana de dues poblacions que
estan relacionades i les mostres, de les quals estiguen formades per parells (x,, y,).

(X -7) - (y - 11y
SDn—l
Vn ,
que segueix el model d’una variable t de Student amb n — 1 graus de llibertat. Es
adir, T—t_,.

Tenim I’estadistic 7 = , del qual sabem que té una distribucid

Recordem que en aquest cas cal definir préviament la variable D = X —Y 1 que de-
notarem per S;, la seua quasi- desviacio tipica mostral, on d, = x,—y,. La grandaria
de les dues mostres coincidira necessariament i sera n.

Hy: uy =y =d
1. Bilateral { o My = Hy 0
H,

R={T1|= 1.,
1My =y = d )

H,: -u,=d
2. Unilateral per la dreta o M Tl =% g ={T :T= ]_atn_l}
Hp:py =y > d,

Hy: uy —u, =d
3. Unilateral per I’esquerra D AR {T :T=< —]_aln_l}
Hy: gy — py < d,

Aixi, cal calcular, amb les taules de la distribucidé acumulada de la variable t de
Student amb 7 graus de llibertat, el valor de la variable |_,7, ;=% =18946 , i
després substituirem aquest valor en la formula de la regi6 critica R.

R=AT:T =~ 1, }={T:T =— st} = (-, -1,8946)

Es evident que TER. La informacié de les mostres contradiu la hipotesi inicial i
ens porta a rebutjar-la. Com a conseqiiencia, podrem dir que la mesura si que ha
reportat una millora en el grau de satisfacci6é dels clients, tal com ho indicava la
nostra hipotesi alternativa.
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Altres contrastos d’hipotesis

Contrast d’hipotesi per a la diferéncia de proporcions de dues
poblacions Bernouilli

Tenim I’estadistic T = (p s~ P Y)_ (px _ pY) i sabem que T es distribueix com

una normal tipificada. \/px (i-p,) +Pr (1-»,)
n m

Recordem que denotem per p,, p, les proporcions obtingudes a partir dels valors
de les mostres i per P,, P, les proporcions poblacionals de la diferéncia de les
quals farem el contrast.

H:p,-p, =d

1. Bilateral o' P =Pr = R ={T::‘T‘ >z ,}
H;: py-py,=d, =
Hy:py-p,=d

2. Unilateral per la dreta o: P =Py = R= {T T = z]_a}
H: py -py >d,

Hy: py — Py =d,

Hy: py - Py <dy ReATiT <)

3. Unilateral per I’esquerra {

Contrast d’hipotesi per al quocient de dues variancies de dues
poblacions normals

(n-1)S}
2 .
Considerem I’estadistic: T = UXinz, del qual ja sabem que es distribueix
(m-1)S;
o, m
com una variable F de Fisher-Snedecor amb n — 1 i m — 1 graus de llibertat, res-
pectivament.
2
Hy: 0—)2( =0,
. o
1. Bilateral 2Y R= {T:Tsafn-l,m-l obé Tz f, m—l}
He %o : E
o
Y
2
H,: 0—’2( =0,
. o
2. Unilateral per la dreta 2Y R= {T:T = S m_l}
H: 0—)2( >0,
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HO: ? =0,
3. Unilateral per I’esquerra 2Y R= {T T = af,,_l, m_l}
H,: 0—’§ <o,
o,
Y

Nota
Arribats a aquest punt del desenvolupament del tema, volem remarcar que el
contrast bilateral es pot abordar també des del tema d’intervals de confianga.

Si cal comprovar que un parametre de la poblaci6 té un cert valor 6 = 0 (hipo-
tesi nul-la) o 0 = 0, (hipotesi alternativa) amb un nivell de significaci6 a, sera
equivalent a veure si a ’interval de confianga corresponent a aquest parametre,
tal que P(ﬁe(a, b)) =1-a, podem observar que 6, E(a, ).

No es pot dir el mateix amb els contrastos unilaterals per la dreta o esquerra. Si
es comparen els exemples dels temes 9 1 10, es pot comprovar que majoritaria-
ment hem utilitzat els mateixos exemples per a afavorir el plantejament paral-lel
de les dues tecniques d’inferéncia. Convidem el lector a llegir-los i analitzar-los
comparant-ne la técnica i els resultats.

P-valor o valor critic

A hores d’ara ja coneixem que el resultat d’un contrast d’hipotesis depén del ni-
vell de significaci6 que triem per a realitzar-lo. En algunes situacions el valor de
I’estadistic queda prop dels valors frontera de la regio6 critica o de rebuig, per la
qual cosa resulta interessant conéixer quin seria el nivell de significacié que, amb
aquest valor de I’estadistic, ens faria rebutjar la hipotesi nul-la.

Per la qual cosa, €s raonable i freqiient adjuntar a la decisio de rebutjar H el que
direm p-valor o valor critic.

Definirem p-valor o valor critic al grau minim de significaci6 amb que es pot
rebutjar la hipotesi nul-la amb el valor de I’estadistic T que hem calculat amb les
dades del plantejament del test. Es a dir, que si a fora major que el p-valor, rebut-
jariem la hipotesi de partida i si fos menor, 1’acceptariem.

Cal diferenciar els tres tipus de contrast:

1. Bilateral p= 2min{P(T =1), P(T < t)}
2. Unilateral per la dreta p= {P(T = t)}
3. Unilateral per I’esquerra p= {P(T < t)}
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Objectius

Els problemes han de permetre que els alumnes assolisquen els objectius didactics
segiients:

Sa) Conéixer les fases i assimilar la nomenclatura dels contrastos.

5b) Saber interpretar els resultats dels contrastos per a poder inferir conclusions.
5c¢) Conéixer els contrastos d’alguns parametres d’una poblacio.

5d) Con¢ixer els contrastos per a comparar alguns parametres de dues poblacions.

La taula segiient ens mostra com estan distribuits els objectius segons els exercicis:

Objectiu Sa | 5b | Sc 5d
Exercici
1 X | X | X
2 X | x| X
3 X | X
4 X | X X
5 X | X X
6 X X
7 X X
8 X | X
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Enunciats

S5a) Conéixer les fases i1 assimilar la
nomenclatura dels contrastos.

5b) Saber interpretar els resultats dels
contrastos per a poder inferir con-
clusions.

5c¢) Conéixer els contrastos d’alguns
parametres d’una poblacio.

Exercici 1

Ens hem proposat analitzar les hores que estudien els alumnes d’estadistica del
grau de Relacions Laborals diariament. Sabem que per estudis anteriors, que la
mitjana del nombre d’hores de son és de 7,5 hores per setmana amb una desviacio
tipica de 3 hores. Corrobora aquesta afirmacid. Com a dades, triem una mostra de
25 estudiants 1 en calculem la mitjana mostral, que és de x = 7.

5a) Conéixer les fases i assimilar la
nomenclatura dels contrastos.

5b) Saber interpretar els resultats dels
contrastos per a poder inferir con-
clusions.

5¢) Conéixer els contrastos d’alguns
parametres d’una poblacid.

Exercici 2

Estem comprovant el funcionament d’una maquina que ens prepara el café en
I’empresa. Se suposa que els cafés han de tindre 1 g de sucre aproximadament si
el demanem a la meitat de dolgor, perd quan es desajusta sospitem que aquest pes
augmenta, perque es veu que ix més sucre del que és necessari. Alguns treballa-
dors es queixen d’aquest fet, ja que prefereixen el café més amarg. Per a compro-
var aquest procés, triem al llarg de la jornada 20 cafés per a controlar-ne els pesos.
Hem obtingut ¥ =0,995 g1 S, _, =0,00513. Estudia si els empleats tenen motiu
per a demanar el canvi de la cafetera.

@ P. Juan Verdoy | M. J. Beltran | M. J. Peris - ISBN: 978-84-697-1551-2 285 Problemes resolts de probabilitat i inferéncia aplicats a les ciéncies socials - UJI - DOI: http://dx.doi.org/10.6035/Sapientia95



S5a) Conéixer les fases i1 assimilar la
nomenclatura dels contrastos.

5b) Saber interpretar els resultats dels
contrastos per a poder inferir con-
clusions.

Exercici 3

Estavem comprovant el funcionament d’una maquina que ens prepara el café en
I’empresa, pero ara farem una estimaci6 de la variancia dels pesos del sucre que
aporta la maquina expenedora de cafés. Considerarem que aquesta funciona cor-
rectament si la desviacid tipica del peso és de 0,005 g, és a dir, la seua variancia
¢és 0,000025 g°.

Agafarem una mostra de 20 gots de café i prendrem els segiients valors mostrals
del pes del sucre: la grandaria de la mostra n = 20, la mitjana aritmeética dels pesos,
que és x =0,995g, i la seua desviaci¢ tipica S = 0,005 g. El que volem saber és si
aquest valor de la variancia ¢s correcte o no.

5b) Saber interpretar els resultats dels
contrastos per a poder inferir con-
clusions.

5¢) Con¢ixer els contrastos d’alguns
parametres d una poblacio.

5d) Conéixer els contrastos per a com-
parar alguns parametres de dues
poblacions.

Exercici 4

Volem comparar I’eficiéncia de dues empreses del sector ceramic atenent al nom-
bre d’hores que tardem en rebre les seues remeses per a elaborar els nostres pru-
ductes i enviar-los a altres paisos. Creiem que el funcionament de les dues és
semblant si en comparem les mitjanes i coneixem les desviacions tipiques de I’em-
presa A (25 hores) i B (30 hores). Les dues es comporten com a variables normals.
Per a confirmar la nostra creenga, anotem en 10 enviaments de I’empresa A un
temps mitja de 80 hores, mentre que en la mostra dels 15 enviaments de 1’empresa
B el temps mitja és de 75 hores.
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5b) Saber interpretar els resultats dels
contrastos per a poder inferir con-
clusions.

5c¢) Conéixer els contrastos d’alguns
parametres d’una poblacio.

5d) Conéixer els contrastos per a com-
parar alguns parametres de dues
poblacions.

Exercici 5

Una empresa té dues plantes, de les quals es volen comparar els resultats dels
tests d’eficiéncia recollits a través de les dades dels clients. Considerarem que les
variancies de les dues poblacions sén iguals (o) = 03). Sabem que la planta B és
millor que la planta A i se suposa que aquesta es pot concretar almenys en 1 punt
més en la mitjana de les puntuacions del test que utilitzem com a indicador. Per
a fer el nostre treball, agafem les enquestes realitzades de cada planta i obtindre
aquests resultats: de la mostra de I’enquesta en A, anotaremn= 10, x = 7,9, Sf("_1
= 6,77; de la mostra de I’enquesta en B, anotarem m = 12, y = 9,75, S;ﬂ_] =6,39.
Es demana fer la comparacié amb un nivell de significaci6 del 10 %.

A més a més, per a millorar el grau de satisfaccio dels clients, es comparen també
amb una planta que esta en un altre pais on els preus son més baixos i suposem
que, en aquest cas, ens donara una millora en el grau de satisfaccio dels clients.

Per a avaluar I’eficacia d’aquesta decisid, s’ha passat una enquesta a 8 clients dis-
senyada per a esbrinar el grau mitja de satisfaccié de I’empresa X i ’empresa Y.
Com que les formes de treballar son diferents, 1’escala ha canviat: ara és de 0 a 3.
Amb les seues respostes s’obtenen els resultats segiients de les mostres de les em-
preses X1Y:n=38, x =1,45, y =1,6625,1amb les dades de la variable diferéncia

(D), calculem Sf, = 0,0327 (en aquest segon cas treballarem al 5 %).

5b) Saber interpretar els resultats dels
contrastos per a poder inferir con-
clusions.

5d) Conéixer els contrastos per a com-
parar alguns parametres de dues
poblacions.

Exercici 6

Després de treballar amb dos ordinadors diferents, el portatil i el de taula, volem
comparar la qualitat de les dues maquines i vore si son igual d’eficients, conside-
rant la proporcid de les vegades que hem hagut de reiniciar-los. Per a realitzar el
nostre treball seleccionem aleatoriament una mostra de 200 dies de treball del por-
tatil, en els quals hem hagut de reiniciar-lo 15 vegades, 1 250 dies de I’ordinador
de taula, en els quals hem tingut problemes 16 dies.
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5c¢) Conéixer els contrastos d’alguns
parametres d’una poblacio.

5d) Conéixer els contrastos per a com-
parar alguns parametres de dues
poblacions.

Exercici 7

Que¢ passaria si allo que estem comparant en dues empreses, equips o qualsevol al-
tra cosa no fora homogeni? En aquest cas estudiarem si el contrast de comparacio
de mitjanes del problema 5 és o no homogeni. Recordem que en aquell cas ja hem
comentat que es tracta de dues mostres, les poblacions de les quals necessitem
pressuposar que tenen les variancies iguals.

5b) Saber interpretar els resultats dels
contrastos per a poder inferir con-
clusions.

5¢) Conéixer els contrastos d’alguns
parametres d’una poblacio.

Exercici 8

En una empresa, dos treballadors fan torns per a anar a recollir els documents a
classificar. Com que en les hores fora de la feina juguen molt als daus, han pensat
que estaria bé jugar-s’ho tots els dies als daus. Pero el que passa €s que quasi sem-
pre li toca al mateix company. Aquest pensa que els daus estan trucats i, per vore
si és cert, fa un mostreig i obté que, fent 100 tirades, la proporcio de traure un cinc
¢s de 0,25 (sabem que aquesta proporcio és de 0,167, si el dau esta bé). Analitza si
el dau estara trucat utilitzant el p-valor.
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Ajudes

En aquest apartat es presentaran les ajudes que cal emprar en cas de ser necessari
a I’hora de resoldre els exercicis i problemes. Es convenient no fer un us excessiu
d’aquestes ajudes, ¢€s a dir, que abans d’emprar 1’ajuda cal pensar el problema
almenys durant uns 10 — 15 minuts. Després es consultara 1’ajuda de tipus 11 s’in-
tentara resoldre 1’exercici amb aquesta ajuda. Si no ¢és possible resoldre’l, llavors
es consultara 1’ajuda de tipus 2; en darrer terme es consultara la solucio.

Ajudes de tipus 1

Exercici 1

Encara que no ho diga el problema, el que es demana €s un contrast d’hipotesis,
que en aquest cas sera per a la mitjana (poblacional). Repasa els apunts de I’apartat
del contrast d’hipotesis per a una mostra.

Recorda també que, encara que no ho diga el problema, és necessaria la introduc-
ci6 d’un nivell de significacid, que en aquest cas pot ser del 95 %.

Exercici 2

En aquest cas també cal estudiar els apunts sobre el contrast d’hipotesis de la mit-
jana, encara que canvia la possible alternativa. Cal també proposar un nivell de
significacid, que en aquest cas podria ser de 1’1 % per a diferenciar-lo de I’exercici
anterior.

Exercici 3

(n-1)S>

0_2

En aquest cas hem de treballar amb ’expresio: T =

Encara que utilitzarem la quasi-variancia de la mostra, la qual podem obtindre a

partir de la variancia de la mostra: S”_ = _IS 2
n —_—
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Exercici 4

Encara que parega que no es demana res, el que volem és comparar dues empreses,
pero a diferéncia del tema d’intervals, el que volem fer ara és un contrast d hipote-
sis per a vore si la diferéncia de les empreses és 0. Amb tot aco, veiem que també
es podria plantejar com un exercici d’intervals.

En aquet cas, cal estudiar la teoria de 1’apartat de contratos d’hipotesis de compa-
raci6 o diferéncia de mitjanes.

També cal comentar que, com en altres casos, podem utilitzr un nivell de confianga
del 99 %.

Exercici 5

Com a primera ajuda, el que cal destacar d’aquest problema és que té dos parts: un
primer on es comparen dues plantes amb els seus valors mitjans d’eficiéncia i vari-
ancies iguals, 1 un segon on es treballa amb valors de diferéncies de les variancies.
A més a més, en els dos casos treballem amb contrastos d’hipotesis unilaterals.

Exercici 6

En aquest cas, cal recordar que, encara que comparem dos equips informatics, no
ens referim a la mitjana de dies treballats, sin6 a la comparacié de proporcions del
bon funcionament en cada cas.

Amb les dades obtenim que:

15
= ——=0,075 per al cas del portatil.
Px 200 p p
16 )
Dy = 250 0,064 per al cas de I’ordinador de taula.
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Exercici 7

El que se’ns demana és que dissenyem un test bilateral amb un nivell de significa-

ci6 del 5 %, per exemple amb:

-

2
o
Hp: =1
o
1
o
H: X=1
1 2
L Oy

L’estadistic sera:

5 _Z

R={T:TS a-fn—l m-1 obé T = U&f;’l—l m—l}
& > 1 ’

Exercici 8

El que cal plantejar és el contrast {

Ajudes de tipus 2

(n-1)S%
oy n
T (m-1)S]
o, m
Hyp=0.167 amb estadistic T = T2
H:p=0,167 g
n

En aquest apartat es presentaran les ajudes que cal emprar en cas de ser necessari
a I’hora de resoldre els exercicis 1 problemes, després d’hver consultat I’ajuda de

tipus 1.

Exercici 1

Sabent que és un contrast d’hipotesis de la mitjana, com que la mitjana mostral
¢s menor que el valor poblacional, proposarem una alternativa de mitjana menor

que 7,5.

Amb aquestes dades 1 1’us de les taules de la distribucié normal d’exercicis anteri-

ors, es pot solucionar el problema.
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Exercici 2

El contrast que cal presentar és

R={T:T= .t .}

= l-a"n-1

Hy: u=1000
{ o K amb una regié de rebuig

H;: u>1000

) . X -
L’estadistic de contrast es pot aconseguir amb la formula T = 24

Sk

Exercici 3

. . H,: o =0,000025 ) .
El contrast d’hipotesis sera amb la regié de rebuig
H; o’ =0,000025

R={T:Ts_x*, obé T= 1 a;(j_l}.

2 2

Cal tindre en compte el calcul dels valors per a la regi6 de rebuig i saber que per
a aquest cas seran:

2 2 2 _ 2
LaX 1= 091X 19 i aX 1= 0,025X 19
2 2

Si el valor esta en la regi6 de rebuig, aceptarem la hipotesi alternativa; en cas
contrari, no contradirem 1’afirmacio inicial que diu que la variancia dels pesos del
sucre pot ser de 0,000025 g.

Exercici 4

El contrast per a la hipotesi alternativa sera unilateral o bilateral? En aquet cas
sera:

Hy: oy —py =0
Hy: oy =ty =0

La regi6 de rebuig d’aquest contrast R = {T : ‘T ‘ >z a}, I’estadistic a calcular sera:
]_7
2

T=()?_Y)_(/1X —/z),)

2 2
Y

O o)
Xo4or
n m
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Exercici 5

Pel que fa a la primera part, el contrast sera:

Hy: gy -ty = -1
Hp:py =y <=1

Es pot vore que la diferéncia de les mitjanes és —1.

L’estadistic a utilitzar per a aquest cas sera:

r_ (X2 Y)-(u, zuy)
e o

Per a la segona part, com que comparem dos mostres i volem vore si sébn o no
iguals, escriurem:

{Ho: Hy =ty =0 R={T:T<- .t}

Hy: gy —py <0

Amb ’estadistic:

Exercici 6

Com que saben les proporcions, €s clar que el test bilateral que es demana ¢s:

o Py =Py =0 R={T:[T|2z )
Hy:py-p, =0 3

Amb I’expresi6 de I’estadistic:

T = (px _py)_(px _pY)
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Exercici 7

Cal recordar, per a no tindre problemes en els calculs, que treballem amb taules de
la funci6 de distribucio d’aquesta variable F de Fisher- Snedecor.

Aixi, amb les taules o amb un programa estadistic, trobem el valor del percentil
ﬁf("—l), (m-1) = 0,975]{9,11 =3,5879.

2

1-

Per calcular I’altre valor farem us de la propietat seglient:

Jin-). (mo) =

@
2

Exercici 8

Cal calcular, amb els valors de la funci6 de distribucié de la variable Z, la proba-
bilitat P(Z =-19 169) per tractar-se d’una funci6 simetrica.

A més a més, I’expressio que utilitzarem per a treballar amb el p-valor en aquest
cas sera p = 2min{P(T =1), P(T < t)}.

El valor es comparara amb el nivell de significacid, que en aquest cas és del 5 %.
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Solucions

Exercici 1

Ens hem proposat analitzar les hores que estudien els alumnes d’estadistica del
grau de Relacions Laborals diariament. Sabem que per estudis anteriors, que la
mitjana del nombre d’hores de son €s de 7,5 hores per setmana amb una desviacid
tipica de 3 hores. Corrobora aquesta afirmacid. Com a dades, triem una mostra de
25 estudiants 1 en calculem la mitjana mostral, que és de x = 7.

Solucid

Plantejarem un contrast unilateral per 1’esquerra, ja que les sospites son que la
mitjana pot haver disminuit. Treballarem amb un nivell de significaci6 del 5 %.

Hy: u=175

Regid derebuig: R=7:T <= -z
H: u<7,5 s s { l_a}

Contrast d’hipotesi: {

Calculem I’estadistic amb les dades mostrals 1 poblacionals de 1’enunciat:
X-u 7-75 -05
o 3

i W25

T=

=-0,8333

9

Per a trobar la regi6 critica o de rebuig, calcularem el valor de 1 — a 1 el percentil
corresponent de la variable Z normal tipificada:

=005 — 1-a=0,95

Per a trobar el valor de z__, calcularem el valor de x, tal que P(Z < x) =0,95,
amb I’ajuda de les taules o d’un programa informatic. Aixi z,_ = 1,64.
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Distribucié normal
Mitjana, desv. tipica

04 [ 3
: ] —o
03 [ r
¥ O02f -
- - ~
8 C ]
< 01| 3
0E =
5 3 | I 1 3 5
z =164
0,05

Fig. 27. Contrast unilateral per I’esquerra
R=AT:T=-z_,}={T:T =-1,64}= (-0, - 1,64)

Podem comprovar que Z = -0,8333€& R, per tant no rebutjarem la hipotesis nul-la
1 podrem donar per bona I’afirmacié que les hores de son dels universitaris té una
mitjana de 7,5 hores. Es pot observar graficament en la figura anterior.

Exercici 2

Estem comprovant el funcionament d’una maquina que ens prepara el café en
I’empresa. Se suposa que els cafés han de tindre 1 g de sucre aproximadament si
el demanem a la meitat de dolcor, perd quan es desajusta sospitem que aquest pes
augmenta, perque es veu que ix més sucre del que és necessari. Alguns treballa-
dors es queixen d’aquest fet, ja que prefereixen el café més amarg. Per a compro-
var aquest procés, triem al llarg de la jornada 20 cafés per a controlar-ne els pesos.
Hem obtingut ¥ = 0,995 g1 S, , =0,00513. Estudia si els empleats tenen motiu
per a demanar el canvi de la cafetera.

Solucio

El que hem de fer és un contrast unilateral per la dreta amb un nivell de significa-
ci6 de I’1 % (aquesta dada la suposarem nosaltres).

Plantejarem les hipotesis nul-la i alternativa i la regio de rebuig:

H,: «u=1000
o R={T:T2 l—atn—l}
H,: u>1000
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Calculem I’estadistic amb les dades mostrals 1 poblacionals de 1’enunciat:

X-u _0995-1,000
S 0,00513

Jn V20

T=

=-4,3588

Per a trobar la regio critica o de rebuig, calcularem el valor de 1-a i el percentil
corresponent de la variable t de Student amb 19 graus de llibertat.

a=001 — 1-a=099

Per a trobar el valor de |_ t , calcularem el valor de x, tal que, P(T < x) =0,99

, amb ajut de les taules o d’un programa informatic. Aixi, |_,f, | = ooty = 2,54.

> l-a

R=AT:T= _t .} ={r:T =254} =(2,54, + )

= l-a"n-1

Podem comprovar que el valor de nostre estadistic és7 = -4,3588¢ R, aix0 ens
permet donar per veritable la hipotesi nul-la i acceptar que la maquina funciona
correctament. Es pot observar graficament en la figura anterior.

Exercici 3

Estavem comprovant el funcionament d’una maquina que ens prepara el café en
I’empresa, pero ara farem una estimaci6 de la variancia dels pesos del sucre que
aporta la maquina expenedora de cafés. Considerarem que aquesta funciona cor-
rectament si la desviacid tipica del peso és de 0,005 g, és a dir, la seua variancia
¢s 0,000025 g°.

Agafarem una mostra de 20 gots de café i prendrem els segiients valors mostrals
del pes del sucre: la grandaria de la mostra n = 20, la mitjana aritmeética dels pesos,
que és x =0,995g, i la seua desviaci¢ tipica S = 0,005 g. El que volem saber és si
aquest valor de la variancia és correcte o no.

Solucid

Necessitem calcular la quasi-variancia de la mostra i la podem obtindre a partir de
la seua variancia:

S, = LIS2 - %0,000025 = 0,000026316

n_
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Realitzarem un contrast bilateral per a la variancia 6? amb un nivell de significacio
del 5 %, la regio critica R del qual és:

Hy: o =0,000025
- O ’ R={T:T5a)(j_lobé T = (zan—l}
H,: o =0,000025 E =

Utilitzarem I’expressi6 de ’estadistic anterior per a substituir els valors de la po-
blaci6 i1 de la mostra:

_(n=DS* _19-0,000026316_,

T 2
o 0,000025

En aquest cas, el nivell de significaci6 escollit és del 5 %, per tant:

l-@=095 — a=005 — %=0,025 — 1—%=0,975

Per a determinar la regid critica necessitem cercar els valors de la variable

a x = 0.975 1o i a X = 0,025 X1 en la funcié acumulada de la distribucio
2 2
Xi-quadrat amb 19 graus de llibertat, ja que, en no ser simetrica la variable, obte-

nim resultats diferents en el valor absolut per a cada probabilitat.

En el nostre cas obtenim  o,c ¥ 5 = 32,8523 1 s ¥,y = 8,90652 . Els substituim
en la formula de la regi6 de rebuig i tenim:

R={T:T<,3 obé T> 1 axﬁ_l} —{T:T <891 0bé T >32,85}=(-;8,91)U(32.85; + =)
2 2
Es obvi que el valor del nostre parametre esta fora d’aquesta regio, i per tant, do-

nem com a valida la hipotesi nul-la: considerarem que la maquina funciona correc-

tament, perque el valor de la variancia extret de la mostra no contradiu 1’afirmacié

inicial que la variancia dels pesos és de 0,000025 g.

Exercici 4

Volem comparar I’eficiéncia de dues empreses del sector ceramic atenent al nom-
bre d’hores que tardem en rebre les seues remeses per a elaborar els nostres pru-
ductes i1 enviar-los a altres paisos. Creiem que el funcionament de les dues és
semblant si en comparem les mitjanes i coneixem les desviacions tipiques de I’em-
presa A (25 hores) i B (30 hores). Les dues es comporten com a variables normals.
Per a confirmar la nostra creenca, anotem en 10 enviaments de I’empresa A un
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temps mitja de 80 hores, mentre que en la mostra dels 15 enviaments de I’empresa
B el temps mitja és de 75 hores.

Solucid

Dissenyarem un test de contrast bilateral. Definim ’estadistic T i decidim treballar
amb un nivell de significacié de 1’1 % per a decidir la regi6 de rebuig. Aixi:

R={r:|122 ,}

2

Hy: iy =ty =0
H:wue—u, =0

Calculem I’estadistic amb les dades mostrals i poblacionals de I’enunciat, del qual
sabem que es distribueix com una variable normal tipificada.

Per a la poblacié A podem anotar el parametre de la poblacié o =25>= 625 i amb
les dades de la mostra, anotem n = 10, X = 80.

Per a la poblacio B podem anotar el parametre de la poblacio aﬁ =30?=900,i amb
les dades de la mostra, anotem m =15, y =75.

FT) () (0-75)-0 s
\/02 o’ \/625 900 11,0680
X+ Y 7+7
T 10 15

Per a trobar la regid critica o de rebuig amb un nivell de significacié de I’1 %, calcu-

larem el valor de 1 - % 1 el percentil corresponent de la variable Z normal tipificada.

a=001 — £-0005 — 1-2-0995
2 2

En la taula de la distribuci6 acumulada de la variable normal tipificada trobem el
valor de la variable x, tal que P(Z < x) =0,995. Aquest valor és x = 2,57583, per
la qual cosa, utilitzant la notacio d’aquest tema z , = z; o, =2,58, el substituim
en I’expressid de R 1 tenim: =

R={r:lr|=z ,}={7:]7]22.58} = (- ;- 2,58)U(258; + )

2

T =0,4518€ R, per tant, no rebutjarem la hipotesis nul-la i podem donar per bona
I’afirmacio que les dues empreses tenen les mitjanes iguals i ens semblen igual-
ment eficaces.
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Exercici 5

Una empresa té dues plantes, de les quals es volen comparar els resultats dels
tests d’eficiéncia recollits a través de les dades dels clients. Considerarem que les
variancies de les dues poblacions sén iguals (o) = 03). Sabem que la planta B és
millor que la planta A i1 se suposa que aquesta es pot concretar almenys en 1 punt
més en la mitjana de les puntuacions del test que utilitzem com a indicador. Per
a fer el nostre treball, agafem les enquestes realitzades de cada planta i obtindre
aquests resultats: de la mostra de I’enquesta en A, anotaremn=10, x =7,9, § ,2(1
= 6,77; de la mostra de I’enquesta en B, anotarem m = 12, y = 9,75, S;ﬂ_] =6,39.
Es demana fer la comparacié amb un nivell de significaci6 del 10 %.

A més a més, per a millorar el grau de satisfaccio dels clients, es comparen també
amb una planta que esta en un altre pais on els preus son més baixos i suposem
que, en aquest cas, ens donara una millora en el grau de satisfaccio dels clients.

Per a avaluar I’eficacia d’aquesta decisid, s’ha passat una enquesta a 8 clients dis-
senyada per a esbrinar el grau mitja de satisfaccié de ’empresa X i I’empresa Y.
Com que les formes de treballar son diferents, I’escala ha canviat: ara és de 0 a 3.
Amb les seues respostes s’obtenen els resultats segiients de les mostres de les em-
preses X1Y:n=38, x =1,45, y =1,6625,1amb les dades de la variable diferéncia

(D), calculem Sé = 0,0327 (en aquest segon cas treballarem al 5 %).

Solucio

Per a la primera part:
Hy: py =y = -1
Hy:py =y < -1

Calculem I’estadistic amb les dades mostrals 1 poblacionals de I’enunciat, del qual
sabem que es distribueix com una variable t de Student amb 20 graus de llibertat.

. (X_Y) (u, _ (7,9-9,75) - (-1) =—0,85=_0’7750

(n—l)S2 +m 1S§ \/9677+11639 1 L 1,0967
n+m-=2 10 12

Per a conéixer la regid de rebuig, cal esbrinar els valors dels extrems d’aquesta.
Cal trobar el valor de |_,1,,,,_, utilitzant un nivell de significacio del 10 %.

a=010 — 1-a=090
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Aixi, cal calcular, amb les taules de la distribucié acumulada de la variable t de
Student amb 20 graus de llibertat, el valor de la variable |_,7,,,,_, =42 =1,3253 1
substituir aquest valor en la formula de la regio critica R.

R={T:TS_l—atn+m—2}={T:TS_0,90t20 =(_ oo,_1’3253)

Com podem vore, T = -0,7750€£ R, per la qual cosa no podrem refutar la hipotesi
nul-la i direm que efectivament hi ha un punt de diferéncia a favor de I’empresa B
en la mitjana de les puntuacions de I’indicador de qualitat, tot i que la informacié
de les mostres no permet inferir que la diferéncia siga major.

Per a la segona part, dissenyarem un test unilateral per I’esquerra (sembla obvi
descartar que puga empitjorar com a conseqiiencia de la mesura) amb un grau de
significacio del 5 %.

{HO: ty =ty =0 R={T:T=-_t,_}

Hy: py -y <0

Calculem I’estadistic amb les dades mostrals i poblacionals de I’enunciat, del qual
sabem que es distribueix com una variable t de Student amb 7 graus de llibertat.

(X-7)-(uy-p,) (1,45-1,6625)-0 -0,2125
T= 5 -G ooris ~ 88190

n-1

Vn V8

Per a conéixer la regio de rebuig, cal esbrinar els valors dels extrems d’aquesta.
Cal trobar el valor de |__ ¢, , utilitzant un nivell de significacio del 5 %.

=005 — 1-a=0,95

Aixi, cal calcular, amb les taules de la distribuciéo acumulada de la variable t de
Student amb 7 graus de llibertat, el valor de la variable |_,?, ;= ,os%; =1,8946, i
després substituir aquest valor en la férmula de la regio critica R.

R=AT:T = 1, }={T:T =1, }= (-0, -1,8946)

Es evident que TER. La informacié de les mostres contradiu la hipotesi inicial i
ens porta a rebutjar-la. Com a conseqii¢ncia, podrem dir que la mesura si que ha
reportat una millora en el grau de satisfaccié dels clients de ’empresa a ’estran-
ger, tal com ho indicava la nostra hipotesi alternativa.
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Exercici 6

Després de treballar amb dos ordinadors diferents, el portatil i el de taula, volem
comparar la qualitat de les dues maquines i vore si son igual d’eficients, conside-
rant la proporcid de les vegades que hem hagut de reiniciar-los. Per a realitzar el
nostre treball seleccionem aleatoriament una mostra de 200 dies de treball del por-
tatil, en els quals hem hagut de reiniciar-lo 15 vegades, 1 250 dies de I’ordinador
de taula, en els quals hem tingut problemes 16 dies.

Soluci6
15
Anotem aquestes dades mostrals:  n =200 Dy = 500" 0,075
16
m =250 =——=0,064
Pr=2s0

Dissenyarem un test bilateral amb un nivell de significacio del 5 % per a la dife-
réncia de proporcions.

Hor Py =Pr =9 R={T: (7|22 ,}
Hi:py-py=0 )

Després substituirem les dades en 1’expressio de 1’estadistic:

T = (px _py)_(px _pY) _ (09075_())064)_0 — 0,011 = 0.4545
\/px(l -p.), n(l-py) \/0,075 10,925 0,064:0,936 0,242
n m 200 250

Com que treballarem amb un nivell de confianca del 5 %, podrem calcular el valor
de 1—% jaque =005 — % =0,025 — 1—%=O,975. En la taula de la
distribuci6 acumulada de la variable normal tipificada busquem el valor de la vari-

a

able x, tal que P(Z =< x)=0,975. Aquest valor és x = 1,96, per la qual cosa Z =

1,96. Substituim aquest valor en 1’expressio de la regid de rebuig i obtenim: 2

R={T: |12z ,}={T:|T|2196}=(~, -196)U (1,96; + =)
1-=
2
Per tant, T = 0,45€ R. La conclusio que podem extraure d’aquest resultat és que,
treballant amb un nivell de significaci6 del 5 %, la diferéncia entre els dos equips,

amb les proporcions mostrals que hem obtingut, no és significativa, i podrem esti-
mar que la proporcid de dies en qué no ha funcionat un i I’altre ¢és la mateixa.
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Exercici 7

Que passaria si allo que estem comparant en dues empreses, equips o qualsevol al-
tra cosa no fora homogeni? En aquest cas estudiarem si el contrast de comparacio
de mitjanes del problema 5 és o0 no homogeni. Recordem que en aquell cas ja hem
comentat que es tracta de dues mostres, les poblacions de les quals necessitem
pressuposar que tenen les variancies iguals.

Solucid

Per a dur a terme els calculs, identificarem els valors dels parametres de cadascuna
de les mostres:

De la mostra de la poblacié X, anotarem n =10, x =7,9, Sf(n_‘ =6,77.

De la mostra de la poblacié Y, anotarem m =12, y =9,75, S;n_l = 6,39.

Dissenyarem un test bilateral amb un nivell de significaci6 del 5 %.

2
O
H;: 2X=1
2
OY
1 R={T:Ts,f, , o0b¢ T2 o m_l}
. X 2 2
H;: — 1
OY

Comencem per substituir els valors anteriors en I’estadistic:

(n-DS}
_oton_opmn=DS,  12:9-677 73116
(m-DS; — ot-n(m-DS;  10-11-639 7029

2
oy m

=1,0402

Treballarem amb un nivell de significaci6 del 5 %, per la qual cosa escriurem:

a=005 —

B[R

~0,025 — 1—%=0,975

Buscarem en la taula de la distribucidé acumulada de la variable F de Fisher-Sne-
decor els percentils que corresponen al valors de % =0,025 1 1—% =0,975. Cal

comentar que, si utilitzem taules, calcularem el primer valor en funcio6 del segon,
el qual si que podrem trobar a les taules que solen publicar-se, aplicant la propietat
que expliquem a continuacié de la funci6 de distribucié d’aquesta variable F de
Fisher-Snedecor.
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Aixi, amb les taules o amb un programa estadistic, trobem el valor del percentil

a o) (mor) =0975fo1 =3,5879. Per calcular ’altre valor farem us de la propietat
_a/(n-1), 975/9,
2

seglient: , f{,-1), (n-1) = %, que aplicada al nostre cas seria:
2 aJ(m-1), (n-1)

1-£
2

1 1
0,025f9,11 = =
0orsSie  3,91207

=0,255619

Si substituim tots aquests valors a I’expressio de la regid de rebuig, obtindrem com
a resultat:

R=AT:TS o1 1 006 T2 ofys b ={T: Tyusfsy o b6 T2 vorsfon t=

2 2

—{T:7<02556 0 bé T =3,5879} = (- ,0,26)U (3,59, + =)

El valor de T =1,040 R permet inferir que la hipotesi nul-la és veritable i que,
conseqiientment, les variancies de les poblacions de les quals provenen les mos-
tres son iguals, €s a dir, que es presenta el mateix comportament en la dispersid
dels valors de qualitat respecte de la mitjana de cadascuna de les dues mostres.

Exercici 8

En una empresa, dos treballadors fan torns per a anar a recollir els documents a
classificar. Com que en les hores fora de la feina juguen molt als daus, han pensat
que estaria bé jugar-s’ho tots els dies als daus. Pero el que passa és que quasi sem-
pre li toca al mateix company. Aquest pensa que els daus estan trucats i, per vore
si €s cert, fa un mostreig i obté que, fent 100 tirades, la proporcid de traure un cinc
¢s de 0,25 (sabem que aquesta proporci6 és de 0,167, si el dau esta bé). Analitza si
el dau estara trucat utilitzant el p-valor.

Solucid

Recordem I’exemple 3: Si el dau és correcte, la proporci6 de vegades de que isca
el5¢é p = é = 0,167, mentre que amb els nostre dau hem fet 100 tirades i la

proporcid en la mostra és p = 0,25. Ens plantegem que el dau esté trucat.
Plantejarem les hipotesis nul-la 1 alternativa d’un contrast bilateral:

Hy p=0,167

H;:p=0167
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Calculem I’estadistic amb les dades mostrals i1 poblacionals de I’enunciat, sabent
que aquest es distribueix com una normal tipificada.

_p-p _0167-025 -0,083

/pq \/025 0,75 0,0433

Cal calcular, en els valors de la funci6 de distribucio6 de la variable Z, la probabili-

tat P(Z <-19 169) =0,0277 per tractar-se d’una funci6 simétrica.

=-1,9169

Aixi, p=2min{P(T = 1), (T <)} =2-0,0277=0,0554

Per la qual cosa, si treballem amb un nivell de significacid del 5 %, per ser menor
que el p-valor, acceptariem la hipotesi nul-la (com passava a I’exemple 3), tot i
que per a valors superiors a 5,5 % de nivell de significaci6 la hipotesi nul-la hauria
estat rebutjada i hauriem conclos que el dau estara trucat.
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