Tema 2

Vectores y matrices

Guillermo Peris Ripollés

Objetivos

Cuando finalice este tema, el alumno debera ser capaz de:

Definir vectores y matrices con OCTAVE.

Comprender y utilizar la notacién de dos puntos para la creacién de listas.

Controlar el acceso y modificacién de elementos y conjuntos de elementos de

vectores y matrices.
Realizar operaciones escalares con matrices.

Conocer los distintos tipos de matrices predefinidas por OCTAVE.

Aplicacion

Cuando finalice este tema, el alumno deberd ser capaz de resolver problemas como el
siguiente, cuya resolucién se indica a lo largo del propio tema.

Cinética de reacciones consecutivas

Algunas reacciones transcurren mediante la formacién de un intermediario, como
en las reacciones consecutivas de primer orden A — B — (. Las ecuaciones que
rigen estas reacciones, y que proporcionan la concentracién de cada especie en
funcién del tiempo t, son las siguientes:

[A] = [AJoe™"*

s ()

€] = [Alo {1 + (kle_z - Zfe_klt) }

donde [4], [B] y [C] son las concentraciones de las respectivas especies, [A]y
la concentracién inicial de A y k1 y ko las constantes de velocidad. Escribe un
programa que pida al usuario los valores de [A]g, k1 y k2, y calcule las concentra-
ciones de las tres especies en funcién del tiempo. Comprueba el funcionamiento
del programa cuando [A]y =1 mol/l, k; =0.1s7 !y ky =0.2 s71.

Ingenieria Quimica

Programacion en Octave



2-2 Vectores y matrices

Contenidos
2.1. Introduccionl . ... ... ... . 0o o n e 2-3
B2 Vectoresl . . .« v v v v i i i e 2-3
[2.2.1. Acceso y modificacion de elementos de vectores| . . . . . . . . 2-4
2.3. Matrices| . . .. ... ... i o e 2-6
12.4. Matrices predefinidas| . . . . . .. ... ... ..., 2-9
12.5. Operaciones con matrices| . . .. ... ... ... .. 2-11
[2.5.1. Transposicion| . . . . . . . .. . L Lo 2-11
252, Aritméticaescalarl . . . .. ... ... oL 2-12
[2.5.3. Aplicacion de funciones sobre matrices|. . . . . . . ... ... 2-14
2.6. Aritmeética matriz-matrizl. . . . . ... ..o 0000 2-18
2.6.1. Suma yrestal . . .. ... o 2-18
2.6.2. Productoescalarl . . .. ... .. ... ... ... ... 2-18
[2.6.3. Multiplicacién| . . . . ... ... oo 2-19
2.6.4. Determinanted . ... .. ... .. .. ... .. ... .. ... 2-21
2.6.5. Matriz inversal . . . . .. ... L oL 2-21
2.7. Aplicacion| . . . . . . . . . .. e e e e e e e 2-24
12.8. EKEjercicios practicos| . . .. ... .. ... 000, 2-25

Universitat Jaume I Guillermo Peris Ripollés



2.1 Introduccién

2-3

2.1. Introduccidén

Hasta ahora unicamente hemos trabajado con nimeros simples (mds formalmente,
escalares), pero ya hemos comentado que la enorme potencia de cdlculo de OCTAVE se
encuentra fundamentalmente en el calculo vectorial y matricial. En esta unidad se van
a introducir estos nuevos conceptos de forma simple, aplicindolos en su parte final a
la resolucién de problemas relacionados con la ingenieria.

2.2. \Vectores

En Octave los vectores se pueden crear introduciendo una lista de valores separados
por espacios o comas y encerrados entre corchetes. Veamos un ejemplo a continuacién:

>t = [4 8 -2 3 5]

En numerosas ocasiones, nos interesaran listas de valores en las que sus elemen-
tos guarden una cierta estructura, relacién u orden. Por ejemplo, podriamos estar
interesados en un vector con los enteros comprendidos entre 0 y 10:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Los valores de los elementos de ¢ los hemos introducido uno a uno porque no
son muchos pero, ;y si hubiéramos querido introducir una lista de valores de 0 a
100?. Para facilitar esta tarea, OcTAVE introduce la notacion de dos puntos(:). Si
escribimos dos ntuimeros enteros separados por dos puntos, OCTAVE genera todos los
enteros comprendidos entre ellos. Asi, podriamos crear el vector ¢t como sigue:

>t = [0:10] ;

Es decir, la orden [i:j] crea el vector [i i+1 i+2 ... j-2 j-1 jl. Si quisiéra-
mos que el intervalo entre los elementos fuera distinto de 1, utilizarfamos tres ntimeros
separados por "', siendo el nimero central el incremento:

>s = [0:2:10]
s —3
0 2 4 6 8 10

En este ejemplo, el vector creado contiene los valores entre 0 y 10 separados por 2
unidades. Este valor de incremento puede poseer cualquier valor entero, real e incluso
negativo:
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OcTAVE también tiene definida la funcién linspace(inicial,final,elementos)
que permite crear un nimero determinado de valores (elementos) distribuidos homo-
géneamente entre dos limites (inicial y final) . Dicho de otra forma, en lugar de
especificar el intervalo entre elementos (como se hacia con la notacién de dos puntos)
se indica el niimero de elementos que queremos. Por ejemplo,

> s = linspace(0,10,6)
S =
0 2 4 6 8 10

crea un vector de 6 elementos equiespaciados entre 0 y 10. También en este caso se
podria crear un vector de valores decrecientes cambiando el orden de los valores inicial
y final:

>s = linspace(10,0,6)
s —3
10 8 6 4 2 0

Ejercicios

» 1 ;Qué vectores crean las siguientes instrucciones? Piénsalo antes de obtener el resultado
con OCTAVE.

a) [1:9] e) [1:3:9]

b) [-1:9] f) [9:-2:1]
c) [1:2:9] g) [9:-3:1]
d) [1:0.5:9] h) [9:-3:-1]

» 2 Utiliza la funcién linspace para crear los vectores del ejercicio anterior.

2.2.1. Acceso y modificacion de elementos de vectores

En ocasiones, nos interesa acceder a elementos determinados de un vector previamente
definido, o bien modificar dichos elementos. Para ello, 0cTAVE permite el uso de indices
(expresados entre paréntesis), de forma que t (1) seria el primer elemento de t, t(2)
el segundo, etc. Veamos un ejemplo:

>t =[61-112 4.4 -2.36 2 0.87 48 9 0] ;
>t(1)
ans =
6
>t(6)
ans =
-2.36

También puede utilizarse la notacién de dos puntos para acceder a un conjunto de
elementos, en cuyo caso el resultado es un nuevo vector.
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>r = t(1:3)
r =
1 -1
>s = t(10:-1:7)
g =
9 48 0.87 2

En el ejemplo anterior, el vector r incluye los elementos de las posiciones 1-2-3 de
t, v el vector s los elementos de las posiciones 10-9-8-7, en ese orden. De hecho, es
posible acceder a elementos cualesquiera y en cualquier orden del vector mediante el
uso de una lista de elementos. Por ejemplo, en las siguientes lineas se crea un nuevo
vector u eligiendo los elementos de las posiciones 3, 8, 1 y 6 de t, en este orden:

>u = t([3 81 6])
u =
-1 0.87 6 -2.36

Mediante esta seleccién de elementos de un vector, también podemos modificar
vectores ya creados, mediante 6rdenes de asignaciéon. A continuacién se muestra un
ejemplo a partir del vector t:

2 1 -1 12 4.4 -2.36 2 0.87 48 9 0

2 1 -1 5 4 3 2 0.87 48 9 0
>t([11 7 10 8 9]) = [0 1 2 3 4]

Fijémonos en que en algunas de las instrucciones anteriores se realizan asignacio-
nes multiples. Asi, en la segunda instruccién se asignan simultdneamente 3 valores a
3 posiciones del vector t, mientras que en la tercera se realizan 5 asignaciones. Obvia-
mente, si el nimero de elementos a ambos lados del operador de asignacién es distinto,
OcTAVE no realizara ninguna asignacion, indicdndolo con un error.

>t(4:6) = [6 4 3 2]
error: A(I) = X: X must be a scalar or a vector with the same
length as I
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Ejercicios

» 3 A partir del vector v = [1 3 57 9 11 13 15 17 19], ejecuta las siguientes érdenes
en OcTAVE, pensando previamente cudl va a ser el resultado.

a) v(3) d) v(10:-2:1)
b) v(3:5) e) v([1 357 9]
c) v(5:-1:3) f) v(v(1:5))

» 4 Piensa cudl de las siguientes asignaciones es correcta, indicando en ese caso cual seria
el resultado. Utiliza el vector v definido en el ejercicio anterior. Compruébalo con OCTAVE.

v(7:9)

v(3) c) b(1:2)
v(3:5) d) b(1:3)

a) a

b) b

v(7:9)

2.3. Matrices

Denominamos matriz de dimensiones m X n a un conjunto de nimeros ordenados en
m filas y n columnas.

ail ai2 e A1n

ai a2 R 57
A=

aml Am2 - Gmn

Un vector no es mas que un caso particular de matriz en el que una de sus dimen-
siones es 1. Denominaremos vector fila a una matriz 1 X n y vector columna a una
matriz m x 1.

ai

a2
Vector fila [al as - an] Vector columna

am

Para introducir matrices en OcTAVE utilizaremos corchetes (al igual que con vecto-
res), separando las filas por puntos y coma (;) y las columnas de cada fila con espacios
(o comas). Las filas también pueden separarse con cambios de linea. A continuacién se
muestra la definicién de una matriz A de dimensiones 3 x 4 de dos formas distintas E

>A=[1234;56738; 9 10 11 12]
A:

1 ;Se te ocurre una forma maés rapida de introducir esta matriz?

Universitat Jaume I Guillermo Peris Ripollés



2.3 Matrices

>A=1[1234
5678
9 10 11 12]

La funcién size aplicada sobre una matriz (o vector) devuelve un vector de dos
componentes con sus dimensiones en filas y columnas:

> size(A)
ans=
3 4

Podemos acceder a los elementos individuales de esta matriz indicando entre pa-
réntesis la fila y columna del elemento separadas por comas. Asi,

>A(2,3)
ans =
-

De nuevo, la potente notacién de dos puntos de OcTAVE puede utilizarse para crear
submatrices a partir de una matriz original. Considera los siguientes ejemplos, en los
que se utiliza la matriz A definida anteriormente:

>b = A(2:3,3)
b =

11
>c = A(3,:)
c =

9 10 11 12
>d = A([2 3],[2 4]1)
d =

6 8

10 12

En la primera expresién, se crea un nuevo vector columna b tomando de las filas 2
y 3 los elementos de la tercera columna. En la segunda orden, utilizamos el operador
’:” sin ntmeros que lo delimiten para indicar que nos interesan todos los elementos de
la fila 3 de A. Por 1dltimo, en la expresion final creamos una nueva matriz tomando los
elementos de las posiciones 2 y 4 de las filas 2 y 3.

Aligual que se vié en el caso de vectores, también podemos modificar los elementos
de una matriz con la instruccién de asignacién =, siempre que las dimensiones a ambos
lados del signo igual sean las mismas:
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>AC[2 3],[2 4]1) = [0 1; 2 3]
A =

3
7

1
5
9 11

N O N
[SURTESN

Por dltimo, también podemos construir nuevas matrices yuxtaponiendo matrices
ya existentes, siempre que éstas tengan las dimensiones adecuadas. Fijate en los si-
guientes ejemplos:

>X=1[12; 3 4]
X =
1 2
3 4
>Y =[56; 7 8]
Y =
5 6
7 8
>7=[3456 ;7889 10]
7 =
3 4 5 6
7 8 9 10
>B = [X Y]
B =
1 2 5 6
3 4 7 8
>C = [X; Y]
C =
1 2
3 4
5 6
7 8
>D = [X Z]
D =
1 2 3 4 5 6
3 4 7 8 9 10
>E = [X ; Z]
error: number of columns must match (4 != 2)
Ejercicios

» 5 Define con OcTAVE las siguientes matrices y comprueba sus dimensiones con la funcion

size.
; ; 06 15 23 —05
82 05 —0.1 —20
A= ; ; 3 140 151 162 B = i 190 C= |57 82 90 15
5 11 05 05 24 05
6 12 1.2 —-23 —-45 0.5
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2.4 Matrices predefinidas

> 6 ;Cudl serd el resultado de las siguientes expresiones en Octave? Comprueba tus afir-
maciones con el propio programa. Utiliza las matrices definidas en el ejercicio anterior.

a) al = A(2,3)
b) a2 =A(3,2)
c) bl = B(2,3)
d) b2 =B(3,2)
e) cl =C(2,3)
f) 2 =C(3,2)
g) a3 = A(:2)
h) ¢3 = C(4:5,1:3)

cd = C(1:2:5,:)

5 =C([5 2 1], 3-1:2)
D = [4:9; 1:6]

E = [D A]

A(:,2:3) = B(1:2;:)
A(1,4:6) = C(4,1:3)
B(4:6,2) = B(4:6,1)
C(1,:) = A(1,1:4)

2.4. Matrices predefinidas

La definicién de matrices mediante la introduccion elemento a elemento es costosa
cuando se trata de matrices de gran tamano. Para facilitar la labor de crear matrices,
OcTavE dispone de una serie de funciones predefinidas:

= Matriz de ceros : La funcidon zeros genera una matriz que contiene 0’s en
todos sus elementos. Si la funcién sélo recibe un argumento (zeros (m) ) se genera
una matriz cuadrada de m filas, mientras que si se le pasan dos (zeros(m,n))
se genera una matriz rectangular de dimensiones m x n. En este ultimo caso,
también puede utilizarse la salida de la funcién size para crear una matriz de
ceros cuyas dimensiones vendran dadas por otra matriz. Todos estos conceptos
se entenderan mejor con los siguientes ejemplos:

> A = zeros(3)
A=

0 0 0

0 0 0

0 0 0
>B = zeros(3,2)
B =

0 0

0 0

0 0
>C=[123; 42 5]
C =

1 2 3

4 2 5
>D = zeros(size(C))
D =

0 0 0

0 0 0

= Matriz de unos : Exactamente igual que la funcién zeros, pero ahora se genera

una matriz con elementos unidad. El nombre de la funcion es ones.
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> A = ones(3,2)

Matriz identidad : La funcién eye crea una matriz en la que todos los ele-
mentos son ceros a excepciéon de los elementos diagonales (aquellos en que los
indices de filas y columnas son iguales) que son unos. A esta matriz se le conoce
como matriz identidad y se denota matematicamente como I. Los argumentos
de esta funcién son similares a los de las funciones anteriormente definidas. Aun-
que, formalmente, las matrices identidad son cuadradas, esta funciéon de OCTAVE
permite la creacién de matrices identidad rectangulares.

>A = eye(3)
A =

1 0 0

0 1 0

0 0 1
>B = eye(3,2)
B =

1 0

0 1

0 0
>C=[123; 425]
C =

1 2 3

4 2 5
>D = eye(size(C))
D =

1 0 0

0 1 0

= Matriz diagonal: Se denomina asi a aquella matriz en la que todos los elemen-

tos extradiagonales son ceros, es decir, inicamente presentan valores distintos
de cero los elementos de la diagonal. OCTAVE nos permite crear una matriz dia-
gonal a partir de un vector, que situa en la diagonal de la matriz. Para ello
utilizaremos la funcién diag como sigue:

>X = [4 32 1];

>Y = diag(X)

Y =
4 0 0 0
0 3 0 0
0 0 2 0
0 0 0 1

Por el contrario, si el argumento de la funcién es una matriz, diag extrae el

vector que contiene los elementos diagonales:

Universitat Jaume I
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>A=[123; 456; 7 8 9]
A =
1 2 3
4 5 6
7 8 9
> diag(A)
ans =
1
5
9

s Matriz aleatoria: La funcién rand(n) crea una matriz de dimensioén n x n con
elementos aleatorios distribuidos uniformemente entre 0 y 1, mientras que con

dos argumentos (rand(m,n)) crea una matriz de dimensiones m x n.

> A = rand(4,5)
A=
0.722684 0.678103 0.228702 0.648577 0.124333
0.336018 0.976399 0.458428 0.525437 0.069060
0.651192 0.483592 0.744526 0.952700 0.229671
0.464437 0.166825 0.163426 0.568459 0.038776
Ejercicios

» 7 Haciendo uso de las funciones vistas hasta ahora, define las siguientes matrices:

1000 70 0 O
a)0100 c)0900
001 0 0 0 11 0
0 0 0 1] 0 0 0 13
1 0 0 O] 2 1 1 1
01 00 1 2 1 1
Do o 1 1 D12
0 0 1 1] 111 2

& » 8 Dada una matriz A cualquiera, ja qué es igual la operaciéon diag(diag(A))

? Para

comprobar tu respuesta, aplicalo a una matriz A aleatoria de dimensiones 3 x 3 creada con la

funcién rand.

2.5.
2.5.1.

Operaciones con matrices
Transposicion

La matriz transpuesta de una matriz A de dimensién m X n es una matriz de

nxm

en la que el elemento (7, 7) ha pasado a la posicién (j,7), o dicho coloquialmente, se
han intercambiado las filas y columnas de A. Por ejemplo, la matriz transpuesta de

€S

=W N =
o g O Ot
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En OcTavVE, la transposiciéon de una matriz se efectua anadiendo el apdstrofe () al
nombre de la matriz Pl

>B = A’
B =
1 5
2 6
3 7
4 8

>A=[1234; 567 8];

Observamos que con la transposicién se convierten vectores fila en vectores colum-
na y viceversa. Esta caracteristica puede ser muy 1til para mostrar vectores en forma
de tabla. Imaginemos, por ejemplo, que de un experimento de cinética de reaccién con
medidas de conductividad obtenemos un vector t de tiempos, conc de concentracio-
nes y rho de conductividades. Podemos visualizar una tabla de valores del siguiente

modo:
>t = [1:5];
>conc = [0.5 0.3 0.05 0.01 0.00005] ;
>rho = [27.6 15.4 2.89 0.56 0.026];
> [t’ conc’ rho’]
ans =
1.0000 0.50000 27.6000
2.0000 0.30000 15.4000
3.0000 0.05000 2.8900
4.0000 0.01000 0.5600
5.0000 0.00005 0.0260

2.5.2. Aritmética escalar

En OcTAVE se denominan operaciones escalares a aquellas que actuan individualmente
sobre cada uno de los elementos de una matriz o vector. Forman parte de esta categoria
las operaciones mixtas binarias en las que intervienen una matriz y un escalar. Por
ejemplo, si queremos multiplicar por un mismo valor todos los elementos de una
matriz, o bien sumarles dicho valor, realizariamos las siguientes operaciones:

>A=1[1234; 567 8];
>B = 2%A

B=

2 4 6 8

10 12 14 16

>C =B -2

C=

0 2 4 6

8 10 12 14

2 En el teclado el apéstrofe suele estar en la tecla a la derecha del 0.
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La matriz B se construye multiplicando por 2 cada uno de los elementos de A,
mientras que C se define restando 2 a los elementos de B.

Pero, jqué ocurre si queremos multiplicar dos matrices de dimensiones semejantes
elemento a elemento?. En ese caso no podemos utilizar el operador '*’, ya que éste
realizaria un producto matricial (explicado en una seccién posterior), cuyo resultado
seria distinto al esperado. En general, para realizar operaciones escalares con matrices
utilizaremos los operadores antecedidos de un punto. Para entenderlo mejor, vamos a
seguir una serie de ejemplos utilizando vectores:

>A = [25 6] ;
>B = [2 3 5] ;
>C= A.*B
C =
4 15 30
>D = A./B
D =
1.0000 1.6667 1.2000

Las sumas y restas de matrices (siempre que sus dimensiones sean las mismas)
se consideran en el algebra matricial como operaciones elemento a elemento (al con-
trario que las multiplicaciones y divisiones) por lo que, aunque podemos utilizar los

operadores .+ y .-, el punto no es necesario.
>A + B
ans =
4 8 11
>A - B
ans =
0 2 1

También pueden realizarse exponenciaciones elemento a elemento, como se muestra
en el siguiente ejemplo:

>C= A."\2
C =

4 25 36
>D= 3.MA
D =

9 243 729
>E = A."B
E =

4 125 7776

Asi pues, en general, sélo serd necesario anteceder el operador con un punto en
el caso de multiplicaciones, divisiones y exponenciaciones cuando se pretenda realizar
una operacién elemento a elemento.
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Estas operaciones, ademéds de ser validas para vectores, también lo son para ma-
trices, como se observa en los siguientes ejemplos:

>d = [1:5; -1:-1:-5]
d =
1 2 3 4 5

-1 -2 -3 -4 -5
>p = d.*5
p=
5 10 15 20 25
-5 -10 -15 -20 -25
>q =d."3
q:
1 8 27 64 125
-1 -8 -27 -64 -125

Ejercicios

» 9 Calcula los valores del vector C tras ejecutar las 6rdenes que se indican, utilizando los
vectores A = [2 -1 5 0] yB = [3 2 -1 4]. Comprueba tus respuestas con OCTAVE.

a) C =B + A -3;

b) C = A./B;

c) C = A."B;

d) C = 2%A + A."B;
e) C=2."B + A;
f) C = 2%B/3.%*4;

# E » 10 Crea un vector x con los siguientes elementos:
a) 1,1/2,1/3,1/4,1/5,1/6
b) 0,1/2,2/3,3/4,4/5

2.5.3. Aplicacién de funciones sobre matrices

Las funciones matemaéticas de OcTAVE actuan sobre las matrices del mismo modo que
las operaciones escalares, es decir, se aplican elemento a elemento. Veamos un ejemplo:

>x = pi*[0:0.1:0.9];
>y = cos(x)
'y -

Columns 1 through 5:

1.0000e+00 9.5106e-01 8.0902e-01 5.8779e-01 3.0902e-01
Columns 6 through 10:

6.1230e-17 -3.0902e-01 -5.8779e-01 -8.0902e-01 -9.5106e-01
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>z = abs(y)
z =
Columns 1 through 5:
1.0000e+00 9.5106e-01 8.0902e-01 5.8779e-01 3.0902e-01
Columns 6 through 10:
6.1230e-17 3.0902e-01 5.8779e-01 8.0902e-01 9.5106e-01

Asi, el elemento i del vector y contiene el coseno del elemento i del vector x, y el
de z su valor absoluto.

Ejercicios

E» 11 Dado el vector t = [1:0.2:2], calcula las siguientes expresiones matematicas con
OCTAVE:

a) In(2+t+t?)
b) ef(1 + cos(3t))
¢) cos?(t) + sin®(t)

d) arctg(t)
e) cotg(t)
f) sec?(t) + cotg(t) — 1

Ademsds, OcTAVE dispone de una serie de funciones que actuan de forma especifica
sobre vectores y matrices. Vamos a considerar aqui algunas de ellas, de interés en
célculos estadisticos. En particular, vamos a destacar el uso de funciones para el cdlculo
de maximos y minimos, sumas y productos de elementos, medias y ordenaciones. La
actuacion de estas funciones depende de que sus argumentos sean vectores y funciones,
tal y como se explica en la Tabla

Funcién Aplicacién sobre
Vectores \ Matrices
max (x) Valor mayor en x Vector fila con elemento méximo
de cada columna
min (x) Valor menor en x Vector fila con elemento minimo
de cada columna
length(x) | Ndimero de elementos en x Dimensién maxima de la matriz
sum(x) Suma de los elementos de x Vector fila con la suma de los ele-
mentos de cada columna
prod(x) Producto de los elementos de x Vector fila con el producto de los
elementos de cada columna
mean (x) Media de los elementos de x Vector fila con la media de los ele-
mentos de cada columna
std(x) Desviacién estandar de los ele- | Vector fila con la desviacién es-
mentos de x tandar de los elementos de cada
columna
median(x) | Mediana de los elementos de x Vector fila con la mediana de los
elementos de cada columna
sort(x) Ordena el vector x de forma as- | Devuelve la matriz con los ele-
cendente mentos de cada columna ordena-
dos de forma ascendente

Tabla 2.1: Algunas funciones aplicables sobre vectores y matrices.

Ingenieria Quimica

Programacion en Octave



2-16 Vectores y matrices

Utilicemos vectores y matrices concretos para entender mejor la accién de estas
funciones.

[34195 6]

\%
<
]

3 4 1 9 5 6

>M = [0.6 1.5 2.3 -0.5 ; 8.2 0.5 -0.1 -2.0; 5.7 8.2 9.0 1.5 ;
0.5 0.52.40.5; 1.2 -2.3 -4.5 0.5]
M =

0.6 1.5 2.3 -0.5

8.2 0.5 -0.1 -2

5.7 8.2 9 1.5

0.5 0.5 2.4 0.5

1.2 -2.3 -4.5 0.5

> max (v)

ans = 9

> max (M)

ans =

8.2 8.2 9 1.5

La funcién max devuelve, al ser aplicada a un vector, el valor maximo del mismo,
en este caso 9. Sin embargo, al tener como argumento una matriz devuelve un vector
fila en el que cada elemento es el mdximo de la columna correspondiente de la matriz
original. La funcién sum presenta un comportamiento similar con vectores y matrices,
sumando las componentes de un vector y las componentes de cada columna en una
matriz, como se muestra en el siguiente ejemplo:

> sum(v)

ans = 28

> sum (M)

ans =

16.2 8.4 9.1 O

La funcién length calcula la longitud del vector, o sea, el niimero de elementos que
contiene. En el caso de una matriz, devuelve el nimero maximo de filas o columnas,
es decir, la dimensién de la matriz de mayor valor.

> length(v)
ans =
6

> length (M)
ans =
5

La funcién mean calcula la media de los elementos del vector, es decir, la suma de
sus elementos dividida por el ntiimero de ellos. Esto se aplica sobre las columnas al
tener como argumento una matriz.
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> mean (v)
ans =
4.6667
> mean (M)
ans =
3.24 1.68 1.82 0

Por ultimo, la funcién sort ordena los elementos de un vector, mientras que en el
caso de matrices ordena de forma independiente cada una de sus columnas.

> sort(v)
ans =
1 3 4 5 6 9
> sort (M)
ans =
0.5 -2.3 -4.5 -2
0.6 0.5 -0.1 -0.5
1.2 0.5 2.3 0.5
5.7 1.5 2.4 0.5
8.2 8.2 9 1.5
Ejercicios

E» 12 Determina las matrices devueltas por las siguientes llamadas a funcién, verificando
posteriormente tus respuestas con 0cTAVE. Deberas definir previamente las siguientes variables:

1 3 7
w=[0 3 -2 7 2=[3 -1 5 7 y=|2 8 4
6 —1 -2
a) max(w) e) sort(2*w+x)
b) min(y) f) sort(y)
c¢) mean(y) g) length(w)
d) median(w) h) length(y)

El» 13 En Ocrave, jes equivalente mean(x) y sum(x)/length(x)? Compruébalo con los si-
guientes vector y matriz y trata de dar una explicacién a tus observaciones.

w=[0 3 -2 1 y:[l 3 7}

2 8 4

#p 14 ;Coémo calcularias el valor maximo de entre todos los elementos de una matriz?
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2.6. Aritmética matriz-matriz

Vamos a tratar ahora las operaciones internas entre matrices, que son operaciones ma-
tematicas en que ambos operadores son matrices. Aunque la suma y resta de matrices
son operaciones elemento a elemento, las repasamos aqui por encontrarse dentro de
las operaciones entre matrices.

2.6.1. Suma y resta

La suma de dos matrices tinicamente es posible si éstas tienen las mismas dimensiones.
Es decir, la funcién size aplicada a ambas ha de proporcionar el mismo resultado.
La matriz suma es una matriz de las mismas dimensiones en la que cada uno de sus
elementos es igual a la suma de los elementos que ocupan la misma posicién en las
matrices sumando. Por ejemplo,

ot 1=l ]

En OcTavE, esta suma se llevaria a cabo como sigue:

>A=1[21; 4 6] ;
>B=1[42; 01] ;
>C=A+B
C=

6 3

4 7

La resta se define y trata en OcTAVE de forma equivalente.

2.6.2. Producto escalar

Podemos definir el producto escalar entre un vector fila X y un vector columna Y de
la misma longitud como sigue:

Y1
Y2 n
XY =[zixoxs ...z | Y3 :xl-yl—l—xQ-yg—i—...—&—wn-yn:in-yi.

=1

Yn |

Por ejemplo, para calcular el producto escalar entre los vectores A =[2 5 -2] y
B = [4 -3 2] ejecutariamos el siguiente conjunto de 6rdenes:

>A = [2 5 -2];
>B = [4 -3 2];
> A*B’
ans =

-11

El resultado puede obtenerse facilmente a mano (2x4+4 5% (—3)+(—2) %2 = —11).
Fijémonos en que A es un vector fila, y que hemos tenido que transponer el vector
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antes del producto para convertirlo en un vector columna. Si no lo hubiéramos hecho,
habrfamos obtenido un mensaje de errof’f

> AxB
7?7 Error using ==>%
Inner matrix dimensions must agree.

El producto escalar de dos vectores es muy importante en algebra vectorial y en
fisica.

Ejercicios

#Ep» 15 A partir de los siguientes vectores, indica cudles de las siguientes operaciones son
correctas, calculando su valor.

A=[ 3 —1] B = ones(1,3) C=1[9 4 0

D = eye(1,4) E=[-1 3 =5 7]

a) A*B e) BxC’
b) A*B’

c) B*A’ f) B
d) AxC’ g) EXD’

2.6.3. Multiplicacién

La multiplicacién de matrices no es una operacién elemento a elemento, es decir, no
se efectiia multiplicando los elementos correspondientes de las matrices operando. Si
realizamos la multiplicacién C' = A x B, el elemento ¢;; no se calcula como a;; X b,
sino como el producto escalar de los vectores correspondientes a la fila ¢ de la matriz A
y la columna j de la matriz B. En la figura[2.1|se muestra graficamente esta operacion
ﬁ Aqui se observa que si queremos multiplicar dos matrices A (m xn) y B (p X q),
el nimero de columnas de A debe coincidir con el nimero de filas de B, es decir, n = p.

C = A X B

[
. 1 columnaj
. m [
m 1) = filai X L p
[
[

Figura 2.1: Multiplicaciéon de matrices.

Una forma sencilla de decidir si podemos multiplicar dos matrices es escribir las
tallas de las dos matrices juntas. De esta forma, si las dos dimensiones interiores coinci-
den, las matrices se pueden multiplicar y la dimensién de la matriz resultante coincide

3 Podriamos haber obtenido el resultado correcto utilizando la siguiente expresién: sum(A.*B).
4 {Cuidado!. De esta definicién se infiere que el producto de matrices no es conmutativo, es decir,
A X B # B x A.
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con las dimensiones externas. Por ejemplo, supongamos que queremos multiplicar una
matriz de 2 x 3 por otra de 3 x 3 (en ese orden).

N —
2x3,3x%x3
—~—
Al ser los dos numeros internos iguales, la multiplicacion es véalida, y las dimen-

siones de la matriz resultante son los niimeros externos, es decir, 2 x 3. Consideremos
las matrices siguientes:

1 0 2
T I
5 2 1

El producto de estas matrices se realizaria como sigue:

10 2
¢~ axp=[25 1] 0

5 2 1

2.04+5-441-2  2.245.(-2)+1-1

0:-143-(=1)+(=1):5 0-0+3-4+(=1)-2 0-2+3-(=2)+(=1)-1
B 2 22 —5
- [—8 10 —7}

En OcTavE, esta operacién se realizaria de forma sencilla con el operador de multipli-

_ [ 2-1+5-(=1)+1-5

cacion:
>A=1[251; 03 -1];
>B=1[102; -14-2;521] ;
>C = AxB
C =
2 22 -5
-8 10 -7
>D = B*A
7?77 Error using ==>*
Inner matrix dimensions must agree.

Fijémonos en que OCTAVE no permite el producto B X A por no ser adecuadas las
dimensiones de las matrices.

Recordemos que si A es una matriz, A.”2 es la operacién que eleva al cuadrado cada
elemento de la matriz. Si queremos calcular propiamente el cuadrado de la matriz,
es decir, AxA, podemos ejecutar la orden A"2. De este modo, A4 es equivalente a
AxAxAxA. Si tenemos en cuenta que en el producto de matrices el niimero de columnas
del primer operando ha de ser igual al ntimero de filas del segundo, deducimos que
unicamente podemos obtener potencias de matrices cuadradas.

> B3
ans =
27 24 18
—87 24 —66
33 54 3
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Fijémonos en que el resultado es distinto al que se obtiene con el operador punto

correspondiente:
>B."3
ans =
1 0 8
-1 64 -8
125 8 1
Ejercicios

#E » 16 Calcula los siguientes productos de matrices, pensando previamente cual va a ser el

resultado.

2 1 1 3 3 2

A=1]0 -1 B:[ ] C=|-1 -2 D=[1 2]
-1 5

3 0 0 2
a) AxB d) D*B g) BxC’
b) AxC e) D*B"2
c) AxC’ f) (C*B)*D’ h) A*D

2.6.4. Determinantes

El calculo del determinante de una matriz cuadrada se realiza con la funcién det.
Los determinantes son numeros calculados a partir de los elementos de una matriz,
con amplias aplicaciones en calculos matematicos, fisicos y de ingenieria. Matemati-
camente, el determinante de una matriz A se denota como |A|.

>A=[102; -14-2;521] ;
>det(A)
ans =

-36

2.6.5. Matriz inversa

La inversa de una matriz cuadrada A es aquella matriz que, multiplicada por la
matriz original, proporciona la matriz identidad, es decir, A x A1 = A7l x A =1.
Se puede demostrar que Unicamente tienen inversa aquellas matrices cuadradas cuyo
determinante es distinto de cero.

Por ejemplo, consideremos la siguiente definicién de dos matrices A y B:

>A=1[21; 4 3]
A =
2 1
4 3
>B = [1.5 -0.5; -2 1]
B =
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1.5000 -0.5000
-2.0000 1.0000
> A*B
ans =
1 0
0 1
> B*xA
ans =
1 0
0 1

Observamos que A - B = B - A y que este producto es igual a la matriz identidad
de dimensién dos, por lo que A es la matriz inversa de B, y viceversa. A continuacién
comprobamos esta afirmacién con OcTAVE , calculando la inversa de A, comprobando
previamente que el valor de su determinante no es cero.

> det (A)

ans =
2

> inv(A)

ans =
1.5 -0.5
-2 1

Si definimos una matriz cuyo determinante es cero, OCTAVE genera un aviso al
tratar de calcular su inversa, aunque devuelve una matriz que resulta incorrecta:

>C=[21; 4 2]

C =
2 1
4 2
> det (C)
ans =
0
> inv(C)

warning: inverse: matrix singular to machine precision, rcond = O
ans =

4.00000 2.00000

0.50000 0.00000
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Ejercicios

» 17 Calcula los determinantes y, en su caso, las matrices inversas, de las siguientes matrices:

2 1 4 -3 2 01 —5.0
N b) |8 —-12 -5 )20 16
5 9 -2 127 92

02 —4.5

3.0 8.7
45 89
5.6 6.7
-8.0 1.0

#E » 18 En la siguiente tabla se muestra el coste por hora de cuatro procesos de manufactura

distintos. También aparecen el niimero de horas de cada proceso necesario para fabricar tres

productos diferentes.

Horas necesarias por unidad
Proceso  Coste/hora (€) Productol Producto2 Producto 3
Torneado 10 6 ) 4
Afilado 12 2 3 1
Molienda 14 3 2 5
Soldadura 9 4 0 3

Escribe un programa OCTAVE que,

a) determine el coste unitario de cada uno de los productos,

b) calcule el coste total de produccién de 10, 5 y 7 unidades de los productos 1, 2 y 3,

respectivamente.

Deberés utilizar inicamente productos de vectores y matrices.
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2.7. Aplicacion

A priori, la idea para resolver la aplicaciéon planteada al principio del tema consiste
en calcular con las férmulas que se indican los valores de [A], [B] y [C] para distintos
valores del tiempo. Ahora bien, ;hasta que valor del tiempo debemos calcular las
concentraciones?.

Teniendo en cuenta que, segtin la reaccién, el reactivo A va a desaparecer, podemos
pensar que basta con esperar a que, por ejemplo, sélo quede el 1% de A. Es muy facil
calcular a qué tiempo corresponde esta concentracion. A partir de la ecuacién para la
concentracién de [A], tenemos

In(0.01)

[A] = 0.01 % [A]g — 0.01 % [A]g = [A] x e MHlmae ¢ = — p
1

Con este valor de 42, resulta sencillo desarrollar el siguiente programa OCTAVE
para resolver el problema planteado.

%ok sk kot ot ook ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk oo o o o s o ke ok ok ok sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk s o o o s ke ok ok ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok ok o
% Programa : cineticaABC.m

% Descripcion: Este programa calcula y representa la variacion de

% las concentraciones con el tiempo en una cinetica

% del tipo A->B->C, con constantes k1 y k2.

%ok sk sk ok ok ok ook ok sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk s o o ok sk ok ok ok ok ok ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk s o o sk sk ok ofof ok ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok ok ok

% Pedimos al usuario los valores de AO, k1 y k2.
A0 = input(’Introduzca el valor inicial de la especie A: ’);
k1 = input(’Introduzca el valor de la constante kl: ’) ;
k2 = input(’Introduzca el valor de la constante k2: ’) ;

% Calculamos el tiempo maximo y el vector de tiempos
tmax = round(-log(0.01)/k1) ;
t = linspace(0,tmax,100) ;

% Calculamos los valores de las concentraciones de A,B y C.

A = AOxexp(-klxt) ;
B = k1xAO*( exp(-kixt) - exp(-k2xt))/(k2-k1) ;
C = AO*(1 + ( klxexp(-k2*t) - k2xexp(-kilxt))/(k2-kl) );

% Impresion de resultados
disp(’t A B C’)
disp([t’> A’ B’ C’])

Ejercicios

E» 19 Escribe este programa en un fichero de nombre cineticaABC.m y ejeciitalo con los
valores que se indican en la aplicacién.
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2.8. Ejercicios practicos

Es conveniente que pienses y realices los ejercicios que han aparecido a lo largo de la
unidad marcados con el simbolo # antes de acudir a la sesién de practicas correspon-
diente. Deberas iniciar la sesién realizando los ejercicios marcados con el simbolo H.
A continuacion, deberas hacer el mayor niimero de los ejercicios siguientes.

Ejercicios

(= )

2n—

» 20 Crea un vector x con los elementos z,, = paran = 1,2,3,...,20 y comprueba

que z, — 0 a medida que n aumenta.
» 21 DadalamatrizA = [2 4 1; 6 7 2; 3 5 9], escribe las érdenes necesarias para
a) asignar la primera fila de A a un vector de nombre x1.
) asignar las 2 ultimas filas de A a una matriz de nombre y.
c¢) calcular la suma de cada una de las columnas de A.
)

calcular la suma de cada una de las filas de A.

» 22 Dados los vectores x = [1 4 8] ey = [2 1 5], y la matriz A = [3 1 6; 5 2 7],
determina cudles de las siguientes érdenes se ejecutaran correctamente en OCTAVE y da su
resultado. En caso de que la expresiéon dé un error, indica por qué.

a) x +y
b) x + A

c) x> +y’
d) [x ; y’]
e) [x ; vyl
f)y A - [x; y]

» 23 A partir de lamatrizA = [2 7 9 7; 315 6; 8 1 2 5], explica los resultados de
las siguientes expresiones:

a) A’

b ,[141)
c) A([2 3]1,[3 11)

d
[A; A(1:2,:)]

@

L)

sum(A)
sum(A’)

) A
)
)
)
)
)
h) prod(A)
i)
j)
)
)
)

o]

i) prod(A’)

j) sum(sum(A))
k

1

mean (A)
mean(A’)

m) mean(mean(A))
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» 24 Define las variables m = 10, n = 6, r = 3 y s = 6, y construye las siguientes matrices:
1. Matriz identidad de orden n.
2. Matriz con elementos todos igual a —1 de orden s X r.

3. Matriz cuadrada con elementos de la diagonal igual a 0 y el resto 1 de orden s.

» 25 Define los siguientes vectores:
vl=[1 2 3 - 10] v2=1[20 18 16 --- 2]

Analiza el comportamiento de la siguientes operaciones diciendo de qué tipo de operacién se
trata: vectorial, escalar, matricial, elemento a elemento, ... También indica las que producen
error indicando por qué:

a) vl +v2 f) vl/v2 k) sin(m*vl). x 02
b) vl xv2 g) vl./v2 ) (wl'). * (v2))

c) vl %02 h) v1A2

d) vl. %02 i) vl. A2 m) (v v2) A (1)
e) vl. Av2 j) 2% (vl +02) n) ((vl').*v2). A (—1)

» 26 El factor de compresibilidad z mide la desviacién del comportamiento de un gas res-
pecto a la ecuacion de estado de los gases ideales. Si el gas fuese ideal, z seria igual a la unidad
bajo todas las condiciones, pero lo mas habitual es que este factor se desvie considerablemente
de este valor. Ademads las desviaciones de la conducta ideal pueden hacer que z sea mayor o
menor que la unidad.

Una posible forma de calcular el factor de compresibilidad es utilizar la ecuacién de estado
del virial, segtin la cual:

Las cantidades a1, as, etc, se denominan el segundo, tercero,etc., coeficientes del virial, y
dependen sélo de la temperatura y de las propiedades de las moléculas del gas.

Escribe un PROGRAMA que pida al usuario los coeficientes del virial y el volumen de un
gas y calcule el factor de compresibilidad z.
Nota: Puedes escribir el programa sin utilizar vectores o con ellos. Puedes pedir al usuario
los datos que consideres oportunos. Ten en cuenta que no asumimos a priori el nimero de
coeficientes del virial.

» 27 La media armonica es otra forma de calcular la media de un conjunto de N ntimeros.
Esta media se calcula con la siguiente expresion:

media armonica = T

Escribe un programa OCTAVE que lea un niimero arbitrario de valores positivos y calcule
su media arménica. En caso de que aparezca algiin ntimero negativo o nulo, el programa
terminard con un mensaje de error. Puedes elegir el método que quieras para pedir los datos
al usuario.
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