Teoria de Aubmatas y Lenguajes Formales

Boletin de Autoevaluaéin 5: ¢, Como se simplifica una Gramatica de Contexto Libre?.

1. Objetivos.

El objetivo de este bolat es ilustrar 6mo proceder para simplificar graticas de contexto libre
y, aden@s, proporcionar la solumn a alguno de los problemas propuestos en el imopetra que paas
comprobar si hais aplicado bien esteé&todo.

2. ldea Principal.

Una granatica nos proporciona un conjunto peduccionegjue nos permitan obtener cadenas de
un determinado lenguaje. En este juego hay pocas reglas: una pdnosiindica 6mo substituir una
serie de Bnbolosauxiliarespor otra cadena démbolos; se empieza siempre por umbolo auxiliar
especial, elisnbolo S,start, y el objetivo es formar cadenas formadascamente porimbolostermina-
lesesto es, isnbolos del alfabeto sobre el que construimos el lenguaje. Al substituir no hay cota sobre el
nimero de veces que se aplica una produtgitampoco hay reglas que tengan una “preferencia” sobre
otras.

Al disefiar la granatica nuestra principal preocupacies asegurar que se producen todas las cadenas.
De hecho, puede ocurrir que en el proceso defidise introduzcan producciones que no facilitan la
obtencon de cadenas o que introducen pasos innecesarios en el proceso deterivaci

El objetivo al simplificar una graatica de contexto libre es obtener una gagéina equivalente, pero
en la que se asegura que cada derdmeisitil, y que no obliga a aplicar nirigy paso innecesario.

3. Pasos para simplificar una Granatica de Contexto Libre.

Cualquier lenguaje de contexto liblle,puede ser generado por medio de una GG lLgue cumpla
las siguientes condiciones:

1. CadaBnbolo (terminal o auxiliar) de G se emplea en la deridaale alguna cadena tle

2. SiX ¢ L entonces en el conjunto de producciones de G no exstefucciones vdas, es decir,
producciones de la forma — .

3. En el conjunto de producciones de G no exigterducciones unitarigses decir, producciones de
laformadA — B dondeA, B € X 4.

Si se obtiene una graatica que cumpla estas tres condiciones se puede asegurar que en cada deri-
vacion que se realiza se introduce inforntacrelevante. ¢@no se puede asegurar que son ciertas en
nuestra gram@tica cada una de estas tres condiciones?
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1. Podemos asegurar qeada simbolo (terminal o auxiliar) de G se emplea en la deriacide
alguna cadena dk” sieliminamos los $mbolos indtiles.

2. Podemos asegurar gtse A ¢ L entonces en el conjunto de producciones de G no existen produc-
ciones de la formal — \” sieliminamos las producciones vdas

3. Podemos asegurar gten el conjunto de producciones de G no exispenducciones unitarids
si eliminamos las producciones unitarias

Estos son los tres pasos que debemos seguir para asegurar quedtcgrash simplificada. A
continuacbn se desarrolla cada uno de ellos.

3.1. Procedimiento.

Para ilustrar el procedimiento se simplifiada granaticaG = {¥X4, %, S, P}, en la queXy =
{S,A,B,C,D,E,F,G}, ¥r = {a,b, c} y el conjunto de produccioneg, es el siguiente:

S — Aab | B|CSa|b
A—aA|Cb|a|aBAE
B —bB|aBC | F|A
C—CG|DC

D —aCb|a

E — aaF | bB

F —aF |ab

G—F

3.1.1. Eliminacibn de Smbolos indtiles.

Hay que dividirlo en dos pasos y, adas) el orden en que se realizan es significativo. Primero hay
que eliminar losimbolos no derivablesy, desps, lossimbolos no alcanzables

Eliminar los simbolos no derivables. Un smbolo auxiliar que nunca se p@dlsubstituir por un ter-
minal (o una cadena de terminales) es imi®Ilo no derivable. Y se puede eliminar de la gasioa: es
inatil puesto quesi lo usamos nunca derivaremos una cadena formada exclusivamente por terminales

Una forma de actuar es calcularaggmbolos $ son derivables y desechar los que no lo sean, ya que
la teoiia nos da un procedimiento para determinar el conjuntérdeaos derivables:

Paso Base:V A € ¥4, Vw € ¥% tal queA — w € P, entonces se sabe que A es derivable.

Paso Recursivo:Si (A — «) € Py si todos los Bnbolos auxiliares de: son derivables, entonces el
simbolo A tambén es derivable.

Siguiendo el algoritmo anterior, tendmos que comenzar el proceso incluyendo en el conjunto de
simbolos derivables, todos los auxiliares que tengan una pramuqcie pertenezcaX., es decir, que
se deriven en\, en un terminal o en una subcadena de terminales.
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Una vez determinado este conjunto inicial, el siguiente paso consistiga€elir aomo nuevos ele-
mentos los wnbolos auxiliares que tengan al menos una producen la que todos lodrabolos son
derivables. Al finalizar este paso, se tiene un nuevo conjunto de derivables; se vuelve a aplicar este paso,
de nuevo se da un repaso a todas las producciones a ver si con este nuevo conjunto de derivables se puec
ahadir un nuevo auxiliar porque entre sus producciones hay alguna con todésbatos derivables.
El paso se repite sucesivamente, trabajando cada vez con el nuevo conjunto obtenido, hasta gue en alg
paso no sefeada nin@n nuevo elemento.ifate en el ejemplo.

Ejemplo:

Al partir del siguiente conjunto de producciones,

S — Aab|B|CSa|b
A—aA|Cb|a|aBAE
B —bB|aBC | F |\
C— CG|DC

D —aCb|a

E — aaE | bB

F —aF | ab

G—F

se puede iniciar el conjunto de derivabl&s,con los siguientesmbolos:
D={S,A,B,D,F}

ya que al menos una produénide cada uno de esdsnbolos auxiliares eatformada por una cadena
deX5:S —b,A—a,B—\D —ayF — ab.

Aplicamos un primer paso recursiv@iadiendo losisnbolos que contienen al menos una prodoieci
formada exclusivamente por derivables y que ao pertenecen al conjuri esto esF (porque se tiene
la produccdn E — bB) y G (por la producdn G — F). Con esto, se tiene

D={S,A,B,D,F,E,G}

Se intenta aplicar otra vez el paso recursivo, pero no es posiatiraras $mbolos: $lo faltaC'y
no puede ser incluido, ya que ninguna de sus produccione$oestadaexclusivamentpor derivables.
Por lo tantoC' no es derivablg debe eliminarseompletamentde la granatica. Se obtiene, por lo tanto,
la granética equivalent&’’ = {¥/,, X7, S, P'}, enlaquex’y = {S,A,B,D,E,F,G}, X7 = {a,b, ¢}

y el conjunto de produccioneg), es el siguiente:

S — Aab | B|b

A —aA|a|aBAE
B —bB|F|A

D —a

E — aaE | bB

F — aF | ab
G—F

gue no tieneisnbolos no derivables.



Eliminar los simbolos no alcanzables. Un dmbolo auxiliar que nunca se p@lalcanzar desde el
simbolo inicial de la graratica es unisnbolo no alcanzable, esto es, imbolo que nunca apareéeen

la derivacbn de una cadena porque no hay una secuencia de substituciones en las producciones que
hagan que aparezca. Y, por supuesto, si nunca se va a usar, se puede eliminar datiagEmismo
razonamiento se puede aplicar a laslsolos terminales que aparezcan en la defnicie la graratica

pero que luego no aparecenmngunaproduccén.

Como en el caso anterior, la formamsimple de desechar esta®misolos initiles es determinando
cuales § son alcanzables y eliminando lo que no lo sean. Tamigin este caso la téarbrinda un
procedimiento recursivo para calcular el conjuntoidet®los alcanzables:

Paso Base:X/, = {S}, %} =0,

Paso Recursivo:si A € ¥/, y (A — a) € P, todos los Bnbolos auxiliares der se daden &', y
todos susisnbolos terminales sdiaden &.

De acuerdo a esto, se inicia el conjunto datwlos auxiliares alcanzables cSn(y el conjunto de
simbolos terminalegtiles al conjunto vao). En un primer paso, se incluyen en el conjunto de alcanza-
bles todos los auxiliares que aparecen en produccionés(geen el conjunto de terminalégiles, los
terminales). Con este nuevo conjunto, se realiza un segundo paso, similar, pero ahora incluyendo todos
los auxiliares que aparecen en producciones de los alcanzables (y, en el conjunto de telitiagles
terminales). Cuando ya no se puediadir ningin nuevo elemento, finaliza el proceso y se eliminan los
auxiliares que no esh incluidos en el conjunto de alcanzables (y, por lo que respecta a los terminales
Gtiles, habra que redefinir la graatica indicando cal es el conjunto de terminales “de verdad”).

Ejemplo:

Si se parte de la graatica sin §mbolos no derivable&’, que se acaba de obtener, el valor inicial de
los conjuntos de auxiliares alcanzables y de los termirtdlles se inician como:

A={S}, T =10
tal y como indica el ratodo térico.

En la primera aplicabin del paso recursivo, séaden a4 los auxiliaresA y B,y a7 los terminales
ay b; por lo tanto,
A={S, A, B}, T ={a,b}

En la segunda aplicam de este paso, hay quBaalir los $mbolos “que se alcanzan” desdey
desdeB, que sonk y F'. No hay terminales nuevos quiaalir a7 . Por lo tanto,

A={S,A,B,EF}, T ={a,b}

En al tercera aplicaon del paso recursivo, hay quiadlir los auxiliares y terminales que intervienen
en las producciones dé y F'. Vemos que no sefimaden smbolos nuevos, de lo que se deduce due
y G no son alcanzableg que el terminak nuncase utiliza. Por lo tanto, la gramtica equivalente a la
original sin dmbolos iriitilesseié:



G" ={¥,%.,S,P"},enlaquex’y = {S,A,B,E, F}, X, = {a,b} y el conjunto de produccio-
nes,P”, es el siguiente:

S — Aab | B|b

A —aA|a|aBAE
B—bB|F|A

E — aaFE | bB

F —aF | ab

3.1.2. Eliminacibn de las producciones vaas.

Cuando una graatica contiene producciones Vas, por ejempldd — ), y en el proceso de gene-
racion de una cadena apareceiehisolo A en un forma sentencial, esto quiere decir quas ipronto o
mas tarde, el auxiliar A va a ser substituido pofESto no supone un “avance” en el proceso de generar
la cadena ya que substitulrpor A es lo mismo que eliminad y, entonces ¢, duutilidad ha reportado el
uso del auxiliar4d en el proceso? Ninguna, y de hecho lo hemos “eliminado” al substituirla.por

Por lo tanto, eliminar las producciones i@ es una forma de ahorrar trabajotihen el proceso de
generadn de una cadena. Para conseguirlo, el primer paso es determédamipolos auxiliares son
anulables, es decir, quentbolos pueden producir la cadenaaen uno o ras pasos. Tamén en este
caso se dispone de un algoritmo recursivo:

Paso Base:V X € ¥4 | (X — \) € P, entonces se sabe gqiees anulable

Paso Recursivo:Si (X — «) € Py sitodos los Bnbolos auxiliares de. son anulables, entonces
tambin es anulable.

El proceso finaliza cuando no se puedaadir nuevos valores al conjunto debolos anulables.
Ejemplo:

Si seguimos con el ejemplo anterior, y aplicamos el procedimiebt@te el conjunto deimbolos
anulables,\V, tend como valor inicial
N ={B}

ya queB es ellnico auxiliar que tiene una produbaivada. Al aplicar por primera vez el paso recursivo
se d&adeS, ya que tiene una produéai formada exclusivamente por anulablgs,» B,

N ={S, B}

Si se aplica una segunda vez el paso recursivo ndiadeaningn nuevo smbolo, por lo que el
proceso ya finaliza.

Una vez que ya eatcalculado el conjunto démsbolos anulables, hay que reescribir las producciones
de la granatica. Cada producon se reescribe eliminando ninguna, una@srapariciones de cada ele-
mento del conjunto dembolos anulables que aparezca en el consecuente de la pauuexpresado
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de otra forma, cada produéci con $mbolos anulables se reescribe varias veces: una tal y comeyest
presada originalmente y todas las necesarias para indicar todas las combinaciones posibles de anulable:
que “desaparecen”. Con el ejemplo se \&srlaro.

Ejemplo:En este punto del proceso, las producciones de lagreason:

S — Aab | B|b

A —aAlal|aBAE
B—bB|F|\

E — aaE | bB

F — aF | ab

y, tal y como hemos visto\V' = {S, B}. ¢@mo reescribir las producciones? Comencemos con las de
los Smbolos no anulables, por ejemplo con lasdle

A—aAlal|aBAE

en A — aA no intervienen anulables y eh — a, tampoco. EMA — aBAE, evidentemente,isEsa
produccon debe reescribirse, una vez tal cuahgsbtra teniendo en cuenta gepuede seh:

A—aAl|a|aBAE | aAE

Pasemos a estudiar las produccione&de

E — aaE | bB

Hay que reescribir la produd@m £ — bB que es ldinica que contiene un anulable. Se escribe tal
cual y teniendo en cuenta qiitpuede sen,

E — aaE | bB | b

Con las producciones dE no es necesario hacer una reescritura porque no contiéméoles
anulables.

Pasemos, a continudci, a ver gé se hace con las producciones de lmsb®los anulables, por
ejemploB:
B —bB|F|\

En principio, con la producén B — bB se procede como con las das se escribe tal cual y
teniendo en cuenta qu# puede sei. Y este sda el resultado:

B—bB|b|F

¢, Qe ocurre? Aderas de reescribir la produdai con $mbolos anulables se ha eliminado la produc-
cibn vada; esto es asporque ya se ha tenido en cuenta al escribir las produccionesRjpedia ser
A. Por lo tanto, ya no es necesaria esa produrcci

Finalmente, se reescriben las produccioneS de
S — Aab | B|b
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EnS — Aab no intervienen anulables y e$i — b, tampoco. EnS — B, evidentemente,isEsa
produccon debe reescribirse, una vez tal cuahgsbtra teniendo en cuenta gepuede seh:

S — Aab| B | X\|b

¢, Curioso, eh? Ha aparecido una prodocciada entre las producciones de(lo que no debe sor-
prendernos porqué es anulable, no lo olvidemos). ¢Poreguo se ha eliminado esa produatital y
como se ha hecho con la produntivada deB? Pues porgue no se puede. Siigilsolo inicial se deriva
en \, eso quiere decir quge € L(G) y si se elimina esa produdni, la granatica obtenida no puede
ser equivalente (los lenguajes son distintos, uno contiekhg al otro, no). Pero, por ahora, vamos a
ignorar este hecho. Nos apuntamos que> A € Py se elimina esa produdm vada, quedando las
producciones como sigue:

/ * Noolvidar que S — X x /
S — Aab | B|b
A—aAl|a|aBAE | aAE
B—bB|b|F

E — aaE |bB|b

F — aF | ab

Como al eliminar las produccionaso se han “reintroducido’isbolos initiles, se pasa a [@dtima
etapa.

3.1.3. Eliminacion de las producciones unitarias.

Las producciones de la form& — B dan lugar a trabajo innecesario, ya que cuando aparecen en
una derivadin lo tinico que introducen es un cambio de nombre del auxiliar. Por esodamsdieliminan
cuando se pretende obtener una grica simplificada.

El nuevo conjunto de producciones se forma de la manera siguierité:-SiB) € Py A, B € ¥4,
entonces esta produéci se elimina del nuevo conjunto de producciones y se introducen las siguientes
nuevas produccione$A — ) | v es una forma sentencial que se obtiene a partiBdal aplicar
producciones de P. Es decir, a las produccione4 deadimos las producciones dg

Ejemplo:

Tal y como esi en este momento la gratica, con el siguiente conjunto de producciones

/ * No olvidar que S — X x /
S — Aab | B|b
A—aA|a|aBAE |aAE
B—-bB|b|F

E — aaE |bB | b

F —aF |ab

sblo hay dos producciones unitarigs,— By B — F. Se reescriben las produccionessisubstitu-
yendo B por sus producciones (y “arrégidolas”: si lo hago tal cual la produ6ai.S — b aparece dos
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veces.. ¢,con una llega, no?),
/ * Noolvidar que S — X x /
S — Aab |bB |b| F
A—aAl|a|aBAE | aAE
B—bB|b|F
E — aaE |bB|b
F — aF | ab

y, ahora toca substituif’ en las producciones d&... y en las de5, ya que al substituiB, se ha introdu-

cido I,
/ * Noolvidar que S — X x /

S — Aab |bB |b|aF | ab
A —aAl|a|aBAE |aAE
B —bB|b|aF |ab

E — aaE |bB|b

F — aF | ab

No se han “reintroducido”imbolos irutiles. Para tener la graatica simplificada equivalente a la
original $lo hace falta ver qaithacer cuando, como en este casoimbslo inicial es anulable y, por lo
tanto,\ € L(G). Recordad que hay un lema que da la sdoci

“Dada una GCL G puede construirse una GCL &juivalente a G tal que no tenga produc-
ciones)\ excepto cuanda € L(G) en cuyo cas®’ — ) es lalnica producaddn en la que
aparece) y adenas S no aparece en el consecuente de ninguna otra regla de praaiutci

Pues aplicamos el lema; se introduce un nuérbslo inicial, $, y sea el nico auxiliar con una
produccon vada. Y, para asegurar la segunda cortiticise &ade otra producen unitaria (la tnica...
nos ha salido un poco transgresor este) . La grarmética queda finalmente de la siguiente forma:

G* ={¥5,%%,5", P*},enlaque’, = {5, S, A, B, E, F}, X5 = {a, b} y el conjunto de produc-
ciones,P?, es el siguiente:
ST—= | S
S — Aab |bB |b|aF | ab
A—aAl|a|aBAE |aAE
B —bB|b|aF |ab
E — aaE | bB | b
F —aF | ab

3.2. Otro Ejemplo.

El ejemplo desarrollado en el apartado anterior era “completito” en el sentido de quéabamis
en la granatica (que es lo que se debe hacer desde el punto de vista formal). Pero lo habitual en este
asignatura es que tengamos un enunciado como el siguiente:



Simplificar la siguiente GCL:

S — aSb | aAb

A— BA|)X|aCB
B — ASb | abB

C — aDF | aDb

D — abC | aCB | aF
F — Fb|aCb

en el que prestamos ateauiprincipalmente al conjunto de producciones. Ello obliga, por ejemplo, a
gue no solamos plantearnos cuestiones como, por ejemplo, si todos los terminales saites (®lo
trabajamos con lostiles, los queisaparecen en la producciones).

Por eso, este ejemplo nos limitaremos al desarrollo habitual en clase, dejando el del apartado anterior
como ejempla@ompletadel proceso de simplifica@mn. Se plantean, entonces, cada uno de los tres pasos:

1. Eliminacién de smbolos intiles: En dos pasos, sin olvidar que el orden es significativo,

a) Eliminacibon de $mbolos no derivables:
El valor inicial del conjunto deimbolos derivablesD, seaD = { A} ya queA es ellnico
simbolo auxiliar con una produdmi en una cadena d&;,, A — .
Al aplicar una vez el paso recursivo, pueddirse el Bnbolo .S, ya que entre sus produc-
ciones est la producdn S — aAb en la que todos lodmbolos son derivables. Por lo tanto,
tras este paso,

D ={A,S}.
Si se vuelve a aplicar el paso recursivo, se pudaaia el $mbolo B, ya que entre sus
producciones eatB — ASb en la que todos lodmbolos son derivables. As

D = {A,S,B}.

Si se vuelven a examinar las producciones, se puede comprobar que ya no es fladible a
ningln nuevo elementoR. Es decir,

D ={S,A B}

y los dmbolosC, D y F' son no derivables y se eliminan completamente de la gtiae
guedando las producciones de la siguiente forma:

S — aSb | aAb
A— BA| )
B — ASb | abB

b) Eliminacion de $mbolos no alcanzables:
Si $lo nos centramos en lognsbolos auxiliares (al partir de las producciones, asumimos
queXr = {a,b} y que todos los terminales satiles), el paso base indica el siguiente valor
inicial paraA,

A= {5}



Al aplicar el paso recursivofiadimosA, ya queS — aAb,
A={S, A}
y si se vuelve a aplicar, se deb#&adir B, ya queA — BA,
A={S, A, B}

No hay nés $mbolos auxiliares. Por lo tanto, todos ldmbolos auxiliares son alcanzables
y no se elimina ninguno.

2. Eliminacion de producciones vafs: Solo hay una producon vada, A — \. Por lo tanto, el
valor incial de\ es
N ={A}

Al aplicar el paso recursivo, se ve que rimgotro $mbolo tiene producciones formadas exclusi-
vamente porisnbolos anulables. Por lo tanto, no $@ee nin@n nuevo elemento & y A resulta
ser elunico $mbolo anulable. Por lo tanto, se va a eliminar su produceada teniendo en cuen-
ta que cada produdm en la que aparezchse debe escribir tal cual y teniendo en cuenta 4ue
puede sen:

S — aSb | aAb | ab

A— BA|B

B — ASb | Sb|abB

No se han introducidoimbolos initiles en el proceso de eliminar las produccionesas@or lo
gue se pasa a la siguiente etapa.

3. Eliminacio6n de producciones unitarias:Solo aparece una produéei unitaria,A — B; se subs-
tituye B por sus producciones

S — aSb | aAb | ab
A— BA| ASb| Sb|abB
B — ASb | Sb| abB

y, como ho hay ras producciones unitarias, ni se han introducidab®los irutiles en el proceso,
se puede asegurar ya que la gadica esh simplificada.

Autoevaluacbn.

1. Simplificar la siguiente GCL
S—A|AA| AAA
A — ABa | ACa | a
B — ABa | Ab| A
C—Cab|CC
D—CD|Cd|CEa
E—b

Solucbn:
S — ABa | Aa|a| AA| AAA
A— ABa | Aa|a
B — ABa | Aa | Ab
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2. Simplificar la siguiente GCL

Solucbn:

3. Simplificar la siguiente GCL

S — aAb|cHB|CH
A — dBH | eeC

B ff|D

C — gFB |ah

D —1

F — deGGG | cF

G — kF

H — Hlm

S — aAb
A — eeC
C — ah

S — aAB | bBA| ABb | SS
A— aAb| CCA | BB

B —\|bC

C — aCS | SCS

D — ab| SABC

Solucbn:

S —aAl|a|bA|b|Ab|SS
A — aAb| ab

4. Simplificar la siguiente graatica:

Solucibn:

S—CBa|D

A — bbC

B — Sc|ddd

C—eAl|lf|C
D — E|SABC
E — gh

S — CBa | gh| SABC
A — bbC

B — Sc | ddd
C—eAlf
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