Teoria de Aubmatas y Lenguajes Formales

Boletin de Autoevaluadin 3:¢Como se minimiza un AFD?.

1. Objetivos.

El objetivo de este bolat es ilustrar uno de los @odos que permiten obtener el Aaotata Finito
Determinista Mnimo equivalente a un AF dado mediante ejemplos y, @deproporcionar la solumn
a alguno de los problemas propuestos en el bojgra que paais comprobar si hais aplicado bien
este nétodo.

2. ldea Principal.

En teofa se ha presentado el teorema de Myhill-Nerode, cuya importancia radica en que establece la
existencia de un AFD imimo para aceptar un determinado lenguaje regular. &desi teorema permite
desarrollar un ratodo para realizar estélculo.

Es posible que a uno se le escape la trascendencia de este resultado y la potencia con la que dota ¢
quien pretende solucionar un problema mediante efdisie un Aubmata Finito. Para comprenderla,
podemos pensar en las otras clases de lenguajes y enfab disdos auimatas asociados, Aamatas
de Pila para la clase de contexto libre yatyiinas de Turing para la clase recursivamente enumerable.

En el caso particular de las@duinas de Turing, se puede establecer una equivalencia entrefiel dese
estos auimatas y el disgo de algoritmos. Por lo tanto, si dispeismos de resultados que permitieran

calcular la “Maquina de Turing” mima equivalente a una dada, de alguna forma sei@ststableciendo
la posibilidad de obtener de forma namica algoritmos que consuman €himo de recursos.

Sdiar no cuesta nada, pero parece que... va a ser que no, que no se puede establecer un resultad
similar en las otras clases de lenguajes. Por lo tanto, nos conformaremos con aprender a aplicar bien este
método sobre los AFs.

El método se basa en el establecimiento de clases de equivalencia en el conjunto de estados del AF.
Y la relacbn buscada se basa en definir que

p = ¢ si, y Dlo si, para cada cadena de entrada

f(p,z) es un estado final si, Yo si, f(¢, x) es un estado final.

Ademas, se establece la siguiente nabacisip = ¢ se dice que es equivalente agen caso contrario
se dice qué es distinguible de.q

De alguna forma esto nos lleva a la idea intuitiva de sgguro que un estado final es distinguible
de cualquier estado no findEse sef nuestro punto de partida y nuestra principal referencia al aplicar el
método.



3. Meétodo para obtener el AFD Minimo equivalente a un AFD dado.
El calculo de la reladén = se realiza por medio del siguiente&tndo:

1. Sea) el conjunto de estados del aotata. Hay que estudiar todos los pares de estados y estudiar
su equivalencia. Para ello se crea unatabla, en la que filas y columaastgtietadas con estados
y en la que cada entrada representa a una pareja de estado$aeltaut

La tabla se construroptimizada, ya que contamos con la ventaja de saber que buscamos relacio-
nes de equivalencia. Assi g es un estado d@ entonces no necesitamos estudiar la paje@
(porque en una rela@n binaria de equivalencia se cumple la propiedad reflexivg)esa entrada

no existe en la tabla. Asimismo, giy p son estados d@, al estudiar la parejé,q) tambin se

esh estudiando a la parefg,p) (porque en una relai@n binaria de equivalencia se cumple la pro-
piedad sirgtrica); por lo tanto, si en la tabla existe la entrada correspondiente a la (gapdjga

no es necesario que haya otra p@ra).

Es decir, no se construye una tabla de tdofa@ | x | Q |; latablatenda (| @ | —1) filasy
(| @ | —1) columnas (no hace falta la diagonal), teméisrma triangular inferior (para no duplicar
estudio del mismo par), y cada fila y cada columna se etiqueta con uno de los est@dos de

2. Se marca cada entrada de la tabla que se corresponde con unégssad@final, estado no final)
porque todas esas parejas se corresponden con pares de estados distinguibles.

3. Para cada par de estadpg)) que no se haya analizado hasta el momento, se consideran los pares
de estadog,s) tales quer = f(q,a) y s = f(p, a), para cadaimbolo de entrada.

La teoiia nos dice que si los estadoy s son distinguibles para alguna cadeqantonces los
estadop y q son distinguibles por la cadeaa’.

De acuerdo a esto,

= sila entraddr,s) esh marcada en la tabla, entonces tantse marca la entradig,q), y

» Sila entraddr,s) no esh marcada, entonces el garq) se coloca en una lista asociada con
la entradar,s). Si posteriormente se marca la entrdgs), tambén se marcé@n todas las
parejas de la lista asociada.

Al finalizar este proceso todas aquellas entradas de la tabla que quetimnideantifican parejas de
estados equivalentes.

3.1. Ejemplo 1.

Sea
L={ze(0+1)"|S(z,0) =2nAS(x,1) =2m},

es decir, el lenguaje formado por cadenas que tieneruomero par deisbolos ‘0’y un rumero par de
simbolos ‘1'. Este lenguaje es aceptado por el ARDgue se muestra en la figura 1.

1Y ojo, que con que encorétis un $mbolo para el cual pdis distinguir ya basta; es decir, no higymas trabajo del que
toca ;-)



Figura 1: Aubmata Finito Determinista que reconoce L.

Comenzamos construyendo la tabla. En este ejemplo, la tabla correspondientiedarsiguiente
forma,

q1
q2
q3
q4
ds \

do 41 42 g3 44

Aunque hay 6 estadosyle dibujamos 5 filas y 5 columnas: no dibujamos la diagonally presen-
tamos el trangulo inferior para no duplicar parejas.

Una vez dibujada la tabla, comenzamos a rellenarla. Lo primero que rellenamos (es nuestro punto
de partida... y una forma de sacarnos trabajo de encima ;-) son las entradas que corresponden a pares d
estados finales y no finales. En el ejemplo, se tienen las siguientes parejas de estados final/no final:

q1
q2
q3
q4
a5

> X‘XX

x|
o @ ¢ 43 d

Y, ahora, se comienzan a rellenar las otras entradas. Trabajaremos por columnas:

1. Columna dey: Sblo hay un par que analizar, el p@g, ¢4),

f(q0,0) = q1, [f(q4,0) = g5
flao,1) =q2, flaa,1) =qo

Para distinguir entrég, y ¢1) debefamos poder distinguir entf@; Yy gs); por lo tanto, en la lista
asociada a la entraday, g5) almacenamos el p&yo, qs).



| X

g2 | X

q3 | X

“ X | X | X
g5 | X | OF X

9 91 G2 43 g4
2. Columnadey:

= Par(qi, ¢2),
f(q1,0) = qo, f(g2,0) = g3

El aralisis del pafq;, g2) remite al pafqo, ¢3) que ya est marcado como distinguible porque
es un par final/no final; por lo tanto, se marca. Oj@ads que como con el atisis con el
simbolo ‘0’ ya soy capaz de distinguir, no hagddsis con el ‘1.

q | X

@ | X | v

q3 | X

" X | X [ X

g5 | X | 0D X\

q0 q1 2 43 44
= Par(qi,q3),
f(q1,0) = qo, f(43,0) = g2

El analisis del par(q, ¢3) remite al par(qo, g2), distinguible al ser un par final/no final; por
lo tanto, marcamos tamém el par(qi, g2).

q | X

@ | X | v

@ | X |V

" X | X [ X

g5 | X | 04 X\

q0 q1 92 43 Q4

» Par(q1,qs),
f((hao) = qo, f(Q570) = q4
fla, 1) = g3, flgs,1) = g3

El arélisis del par(q1, g5) remite al parqo, ¢4)... hay que almacenar el paji, ¢s) en la lista
asociada al pafgo, g4):

@ | X

@ | X Vv

q3 | X Vv

g | 3D X [ X[ X

g | X | OD X

q0 q1 q2 43 44



Esta situadn a veces nos deja desconcertados: e(q@ar,) est en la lista del pafqi , g5)
porque el aalisis del(qo, g4) remifia al(q;, g5). Pero ahora, el atisis del par(q, ¢5) remite
al par(qo, q4); por lo tanto, no se puede marcar ninguna de las dos enfradas

3. Columna dey:

» Par(qe,q3),
f(q2,0) = g3, [f(g3,0) =2
fla2,1) = qu, f(g3,1) =g

El par(q2, g3) es distinguible silo es el paiy, ¢5), y S 1o es, puesto que su entradagestar-
cada. Por lo tanto, marcamos tagbia(qs, g3):

@ | X

@ | X Vv

q3 | X vV oV

o [T X [ X | X

g | X | OD X |

q0 q1 q2 43 44

- Par(Q27q5)1
f(Qan) = QS’f(QEnO) =44

No hay que continuar el afisis, puesto que con dirsbolo ‘0’ ya se puede distinguir: el par
(g3, q4) es final/no final y estya marcado. Marcamos targhiel par(qs, gs):

q| X

@ | X v

| X | VIV

g | 3D X [ XX

0 X (0,49) \/ X

q0 q1 q2 43 g4
4. Columna des:

u Par(Q37Q5)1
f(Q?)aO) = Q2’f(Q5,O) =44

Tambin paramos ya el afisis porque con elimbolo ‘0’ nos remite al pafqs, ¢1), que es
final/no final y esh ya marcado, lo que permite distinguir erfigey ¢s):

a | X

@ | X Vv

g3 | X v |V

g | B X [ XX

s | X [0V ] /[ ]X]

q0 q1 q2 43 qa

5. Columna dey: No hay pares sin analizar.

2¥ esto, a veces, nos deja “mosca”; pero es que se nos olvida que nuestro objetivo es dejarsimimaataar una entrada
no marcadagueria decir unpar de estados equivalentg®l consiguiente ahorro en el antata.



Por lo tanto, la tabla al final presenta el siguiente aspecto:

@ | X

@ | X v

g3 | X v |V

qs | 1P X | X

w [ X O [V V]X]

qo q1 q2 43 44

Sedin esto, los estadag y g5 son equivalentes, y lo mismo sucede con los estagosq,. El
aubmata obtenido es el presentado en la figura 2.

Figura 2: Mnimo AFD que reconoce L.

3.2. Ejemplo 2.

Calcular el AFD ninimo que reconoce el mismo lenguaje que el representado en la figura 3.

Figura 3: AFD a minimizar.

Como en el ejemplo anterior, se construye una tabla de 5 filas y 5 colun@hasri@ngulo inferior
de la tabla y sin diagonal):



q1
q2
q3
q4
as \

Q 91 Q92 43 g4

Comenzamos a rellenarla, marcando todos los pares de estados final/no final,

q1
q2

q3
g | X | X | X |X

q5XXXX\
q 491 42 g3 g4

y seguimos con el resto de la tabla, por columnas:

1. Columna dey:

= Par(qo, q1),
f(Q(),O)IQ1, f(q1,0)=q1
f(qoa]-) = g3, f((h?l) =q2

Para distinguir entrégy y ¢1) hay que distinguir entrég y ¢3); ad que almacenamos el par
(g0, q1) en la lista de la entrad@g, gs3).

q1

q2
s 0,1

q | X | X X X
g | X | X X X \
q q1 q2 43 44

. Par(QO?QQ)v
f(q0,0) = q1, f(q2,0) = g5

No hace falta seguir: el afisis del parqo, ¢2) remite a(q1, g5) que es distinguible.

q1

@ |V

q3 ©.1)

q | X | X X X

g | X | X X X \
q q1 q2 q3 dqa

= Par(qo, g3),
f(90,0) = q1, f(g3,0) = g5

Exactamente igual que antes: eblisis del parnqo, ¢3) remite al par(q, g5), que es distin-
guible.



q1

@ |V

a |V ©.D

q | X | X X X

g | X | X X X \

9 1 q2 43 44

2. Columnadey:

» Par(qi, ¢2),
f(q1,0) = q1, f(q2,0) = g5

El par(q1, ¢2) remite al parq1, g5) que ya sabemos que es distinguible.

q1

2| V|V

BV ©.1)

w [ X TXT X X

g | X [ X | X [ X[ |

q 1 q2 43 44

» Par(qi,q3),
f(q1,0) = a1, f(g3,0) = g5

De nuevo aparece una referencia al@args) , por lo queg; y ¢3 también son distinguibles.

q1

2| V|V

| v | v |OY

w [ X TX T X X

g | X [ X | X [ X[ |

9 q1 492 43 Q4
3. Columna dey: Solo hay un par de estados para analizar, elpargs),

f(q2,0) = g5, f(g3,0) =5
f(qQa 1) = {44, f(Q37 1) = 44

Es imposible distinguirles. Esta entrada quédan blanco (al igual que la correspondiente al

(g0, q1):
q1
2| V|V
q3 \/ \/ ©.1)
q | X | X X X
g | X | X X X \

9 q1 q2 q3 Q4

4. Columna deys: No hay pares sin analizar.

5. Columna dey:



- Par(q47q5)1
f(q470) =dq1, f(q570> =q1
f(Q451) = {4, f(q57]-) = q2
El simbolo ‘1’ lleva ag4 a un estado finalf) y a¢s; a un estado no final); por lo tanto, se
puede distinguir entréy, y gs):

q1

2| V|V

q3 \/ \/ ©.1)

q | X | X X X

qg | X | X X X \/\

q q1 q2 43 44

Es deCir,qO =0 Y g =qgs.

3.3. Autoevaluacon.

1. Obtener el AFD rimimo asociado:

Solucbn: ¢ = 2, ¢3 = ¢5 Y ¢4 = gs-

2. Calcular el AFD rimimo equivalente:

Solucbn: ¢ = ¢7, 3 = ¢5 Y ¢2 = gs-



3. Obtener el AFD rimimo asociado:

Solucbn: g =@ =g, B =Y @ = qu = qr.

4. Calcular el AFD rinimo equivalente:

Solucbn: g = q4 = g5, 93 = 8 Y 42 = G6-

5. Comprobad que el AFD imimo asociado al Ak de la figura (resuelto en el Bolat2):

sblo tiene2 estados

10



