Teoria de Aubmatas y Lenguajes Formales

Bolefin de Autoevaluaéin 2:¢,Como se transforma un AF\ en un AFN? ¢Y en un AFD?.

1. Objetivos.

El objetivo de este bolet es ilustrar el ratodo de transforman de un Aubmata Finito con Mo-
vimientos Libres (AR) en un Aubmata Finito No Determinista (AFN) y el@wodo de transforman
en un Aubmata Finito Determinista (AFD) mediante ejemplos y, adgnproporcionar la solum a
alguno de los problemas propuestos en el Iolgdra que paais comprobar si hais aplicado bien este
método.

2. ldea Principal.

Los aubmatas deterministas, AFD, tienen transiciones del tipo:
Desde el estado j, leyendo éfrdolo a, se debe transitar al estado k.
y los aubmatas no deterministas, AFN, permiten la tradsi@ nés de un estado:
Desde el estado |, leyendo éfdolo a, se puede transitar al estadé kl estado p.

pero, en ambos tipos de éutatases necesario consumir uimsbolode la cadena de entrada para que
se produzca una transiei. No ocurre o mismo en los d@rhatas con movimientos libres, AFcuya
funcion de transid@n se define formalmente como

f:Qx(ZU{r}) — 29

Si se lee despacio esta defidigiformal, se ve que indica expitamente que es posible transitar sin
consumir gmbolo @ x (X U {\}), es decir, el segundo @anetro puede ser uimnsbolo del alfabeto o
la cadena vda) y que, ade#@s, esun aubmata no deterministaya que la imagen 2.

El interes de los AR es térico, al igual que ocurre con los AFN. Y, de nuevo, surge la necesidad
de poder transformar el di8e de un aimata con movimientos libres en la implementacde una
aubpmata “real”, es decir, de un AFD.

Esta transformabin se puede realizar en dos pasos: primero se transforma)eeAkIn AFN y
desp@s se transforma este en un AFD. Pero té@mlisie puede realizar en ubl@ paso, pasando directa-
mente del AR al AFD al combinar ambas transformaciones. En esteilboletemos ejemplos de ambos
métodos.

!De hecho, un AFN se puede ver como un caso particular de Ids AF



3. Meétodo para obtener un AFN a partir de un AF con Movimientos Li-
bres.

Para aplicar este @odo es necesario que &é&pcalcular bien la-clausura de un conjunto de estados.
Para ello debis calcular la uriin de las\-clausuras de los estados que forman el conjunto.

Recordad que la definimn de la\-clausura de un estado es recursiva, y que el caso base es el propio
estad@ , afiadiendo a partir de atodos los estados que se puedan alcanzar sin consumbiols desde
los estados que ya pertenecen a-gausura.

Una vez aclarado este punto, pasamos a enunciar los pasoétddbnde transformatn:

1. A partir de la tabla original, se construye una tabla donde cada columnetiegtetada con un
simbolo del alfabeto de entradsin tener ya en cuenta.a

2. Enestanuevatabla, cada fila se etiqueta con uno de los estado$dwtaidgriginal. Formalmen-
te, debemos considerar conjuntos de estados camiaso elemento: es dec{iy} en la primera
fila, {q1} en la segunda y asucesivamente.

3. Paradarunvalor a cada una de las entragas;| de la tabla hay que realizar el siguienédailo:

a) se calcula la\-clausura dd¢;}, obtenéndose el conjunto de estados P,
b) se calculaf(P, s;), imagen de P con elmbolo j, obtenéndose el conjunto de estaddsyP
c) se calcula la\-clausura de Ry el conjunto de estados obtenido se almacena en la tabla

(La figura 2 muestra un ejemplo del proceso.)

4. Elconjunto de estados finales eatiarmado por lo mismos estados que lo formaban en éhaat
ta original. Adends, si la\-clausura dey; contiene algn estado finalg; tambien seé un estado
final.

Con esto se hahrobtenido un AFN, sobre el que se deébaplicar la correspondiente transforngarci
para poder obtener un AFD.

3.1. Ejemplo 1.

Calcular un AFN que reconozca el mismo lenguaje que el Adpresentado en la figura 1 y cuya
funcién de transidin se presenta en la tabla 1.

A partir de la tabla 1 hay que construir la del AFN, siguiendo etado descrito anteriormente.

20jo, porque un error muy frecuente es queailigjue lax-clausura dey; es si no le veis una transioh explcita con)\ y
eso es imposible: jaunquéls sea porque cualquier estado de buena familia tiene la costumbre de no transitar si no consume
simbolo! ;-). Por lo tanto, no lo olvigis, A_clausura(g;) seguro que contiene, al menosgya



FI x| a b | c|
o | {e} | {a}t] 0 0
g | {as} | 0 [{ae}| 0
q | 0 0 0 | {as}

Cuadro 1: Fundn de transidn del AR\.

Por ser el primer ejemplo, como primer paso vamos a calculardiausura de cada uno de los
estados,

» Calculo de la\-clausura dey:

e Por definicon, el valor inicial es\_clausura(qi) = {q1},
e Por cada elementg le a@adof(q, \): esto es
Aclausura(qr) = A_clausura(qi) U f(q1,\) = {q1} U{@} = {q1, 2}
e Hay un nuevo elemento, hay que seguir con el proceso; por cada elemlerdtadof (g, \):

esto es
Aclausura(qy) = A-clausura(qi) U f(q1,A) U f(g2,\) = {q1,¢2} U {g} U {g3} =
{a1, @2, g3}

e Hay un nuevo elemento, hay que seguir con el proceso; por cada elemierddadof (g, A):
esto es

Aclausura(qr) = A-clausura(qr) U f(q1, A) U f(g2, ) U f(g3,A) = {q1,92,q3} U{g2} U
{as} U0 ={a1, .3}
¢ Como ya no aparecen nuevos elementos, finaliza el proceso.

» Calculo de la\-clausura depo:

e Por definicon, el valor inicial es\_clausura(q2) = {2},
e Por cada elementg le a@adof(q, \): esto es
A_clausura(qs) = A_clausura(qa) U f(q2, A) = {q2} U{as} = {q2, ¢3}-

e Hay un nuevo elemento, hay que seguir con el proceso; por cada elemlerdtadof (g, A):
esto es

A_clausura(qs) = A-clausura(qz) U f(g2, \) U f(g3, \) = {q2,q3} U{q3} UD = {2, q3}.
e Como ya no aparecen nuevos elementos, finaliza el proceso.

= Calculo de la\-clausura des:
e Por definicon, el valor inicial es\_clausura(qs) = {q3},
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e Por cada elementq le a@adof(q, \): esto es
A-clausura(qs) = A-clausura(gs) U f(gs, A) = {g3} UD = {g3}.
e Como ya no aparecen nuevos elementos, finaliza el proceso.

En resumen, se ha obtenido que

Aclausura(qr) = {q1, 92,93}
A_clausura(qs) = {q2,q3}
Aclausura(qs) = {q3}

y pasamos a aplicar el&todo para obtener la tabla de la fultide transi@n del AFN. Se parte de una
tabla con tantas filas como estadodaesl AF\ original y tantas columnas comansbolos,

f |alb]c]
{Q1}
{q2}
{as}

La figura 2 es un esquemaadico de los pasos a seguir para obtener la primera fila de labfuiel
AFN, la etiguetada coméq; }: se va calculando la imagen declausura(q;) con cada uno de los tres
simbolos del alfabeto y, adéam, se vuelve a calcular daclausura del conjunto aebtenido:

A_clausura({qq})

f(fayq,93i.2) [ f({qq92.935,b) f(lq;.95933.¢)

Figura 2: Pasos para rellenar la fila de la tabla etiquetaddggn

Por lo tanto, el valor de la primerar fila es:

f | e | b | c |
{a} [ {91, @2, 03} | {92, a3} | {93}
{Q2}
{as}

Se hace lo mismo para la fila etiquetada §os}:
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1. Mcausura({g2}) = A_clausura(qz) = {q2, 43},

2. f({q27q3}7a) = f(q27a) U f(Q37a') = @ U @ = @
A_clausura(D) = 0.

3. f({a2,a3}:0) = fla2,0) U f(gs,0) = {2} U D = {ga}.
Aclausura({g2}) = {q2, q3}

4. f({a2, a3}, ¢) = flaz,0) U f(g3,¢) = 0 U {g3} = {gs}.
Aclausura({gz}) = {q3}.

f | a | b | c|
{1} || {a1, a2, 63} | {a2, a3} | {43}
{q2} 0 {e2, 3} | {43}
{93}

Y, parar completar la tabla, hay que hacer lo mismo para la fila asociggéa:a

1. Acausura({gs}) = A_clausura(qs) = {q3},

2. f({gs},a) = f(g3,0) = 0.
A_clausura(D) = 0.

3. f({gs},b) = f(g3,0) = 0.
A_clausura(D) = 0.

4. f({as},0) = flas, ¢) = {as}-
Aclausura({gz}) = {g3}-

fl e | b ||
{fh} {Q1,CI2,Q3} {Q2,Q3} {Q3}
{a2} 0 {q2,q3} | {a3}
{a3} 0 0 [{a}

Cuadro 2: Tabla del AFN equivalente.
Su representagn como grafo dirigido se muestra en la figura 3.

En la figura se ve quéq; } es estado final, ader de{qs}, porque originalmentd” = {gs} v,
adenas,\_clausura(q;) N F # 0.

Si sobre este AFN aplicamos eBtodo para transformarlo en un AFD, se obtiene émiata de la
figura 4.



Figura 4: Grafo del AFD obtenido al transformar el AFN presentado en la figura 2.

3.2. Autoevaluacon.

Dado el siguiente AK,

fllLA] o] 1]

9 | {a1} | {q0} | 0
q1 || {aa} | {53} | {a2}
@l 0 [{a}t] 0
a| 0 0 | {q}
|| O |{qa} | {as}
conF = {q4}.
1. Calcular el AFN equivalente.
Solucbn:
f | 0 1
F {q} [ {90, 01,93, 0} | {92, 04}
{ar} {as, a4} | {42, 94}
{q2} {q1, qu} 0
{g3} 0 {q1, a4}
F {qa} {qa} {aa}
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Son estados finaleg como en el AR, y ¢y Ya que su\-clausura contiene @;.

2. Calcular el AFD equivalente.

Solucbn:
f I 0 1]

F {a0} {g0, 01,03, 4} | {q2,q4}
F {q,q1,q3, 94} || {90, 91,93, 94} | {q1, 92, q4}
F {q2, qu} {q1, qu} {q4}

F {Q1,QZaQ4} {q17Q37q4} {q27q4}

F {q1, 4} g3, 4} {q2, 94}

F {aa} {aa} {aa}

F o Aq,q,q}) {g3, 4} {q1,92,q4}
F {a3, qa} {qa} {q1, qu}

Todos los nuevos estados son finales ya que todos los conjuntos contienenbieiemagg.

4. Método para obtener un AFD a partir de un AF con Movimientos Li-
bres.

Para obtener un AFD en ulls paso, debemos mezclar ambostauos: para obtener el AFD del
AFN, ibamos aadiendo filas a medida que apdeernuevos conjuntos de estados. Ahora, a@fem
habé& que calcular Ia\-clausura de dichos conjuntos, la imagen del conjunto resultante y, otra vez, la
A-clausura.

1. Se construye unatabla donde cada columréaatigfuetada con unirabolo del alfabeto de entrada,
sin tener ya en cuenta &y cada fila se & etiquetando con un conjunto de estados.

2. La primera fila se etiqueta cdmyg}, estado inicial, y en cada entrada de la tabla se almacena el
resultado de hacer el siguiente proceso:

a) se calcula la\-clausura d€ ¢o }, obtenéndose el conjunto de estados P,

b) se calculaf(P, s;), imagen de P con elmbolo i, obtenendose el conjunto de estaddsyP

c) se calcula la\-clausura de Ry el conjunto de estados obtenidd, £ () se almacena en la
tabla en la posié@in [qo, s;].

3. Se etiqueta cada fila con cada uno de los conjuntos de egjasliienidos que no tengan asociada
una fila en la tabla (los conjuntos que aparezcan por primera vez) y se completa cada una de estas
filas con el resultado del siguiente proceso:
a) se calcula la\-clausura d&), obtenéndose el conjunto de estados P,
b) se calculaf(P,s;), imagen de P con elmbolo i, obtenéndose el conjunto de estaddsyP
c) se calcula la\-clausura de Ry el conjunto de estados obtenidd, $& almacena en la tabla
en la posian [Q, s;].

4. Se realiza el paso (3) hasta que no haya en la tabla conjuntos P sin filas asociadas.



5. Se asocia a cada conjunto P que aparezca en la tabla un estado en el nuevo AFD y aquellos que
tengan entre sus componentesialgstado final del AFN se considexarestados finales en el
AFD. Adenas, si la\-clausura deg contiene algn estado finalyy tambien sea tratado como un
estado final.

Las buenas noticias son que con un ejemplo sea®ataro ;-)

4.1. Ejemplo 2.

Calcular un AFN que reconozca el mismo lenguaje que el Adpresentado en la figura 5 y cuya
funcion de transi@n se presenta en la tabla 3.

FU x| a | b | c|
q |[{a}t] 0 0 0

a1 || a2} [{as} | 0 | {au}
@| 0 0 | {as} | {a2}
|| 0 |[{ast| 0 |{a}
@l 0 0 | {qa} | {a2}

Cuadro 3: Fundin de transid@n del AR\.

Comenzamos a aplicar elétodo a partir dgqp }:

1. Mcausura({q}) = A-clausura(qo) = {qo, 41,92},

2. f({90, 91,92}, a) = f(qo0,a) U f(q1,a) U f(g2,a) =0 U {gs} UD = {g3}.
Aclausura({gz}) = {qs}.

3. f({a0,a1,92},0) = f(q0,b) U f(q1,b) U f(g2,b) = DU DU {qa} = {qa}.
Aclausura({qs}) = {qua}-

4. f({qo0,q1,q2},¢) = f(q0,¢) U f(q1,¢) U fg2,¢) =0U{q1} U{q} = {q1, a2}
Aclausura({q1,q2}) = {q1, ¢2}-



f|alb | ¢ |
{ao} | {g3} | {a4} | {q1, a2}

Han salido tres nuevos conjuntos de estados; por lo tafidalimos tres nuevas filas a la tabla:

f el b ] ¢ |
{ao} | {as} | {aa} | {@1, @2}
{a3}
{ga}
{q1, 42}
y empezamos a rellenarlas:
Fila de{qgs}:
1. Aclausura({gs}) == {qs},
2. f({as},a) = {as}.
Aclausura({gz}) = {q3}.
3. f({g3},0) = 0.
A_clausura(D) = 0.
4. f({as} o) ={ar}.
Aclausura({q1}) = {q1, q2}-
f el b ] ¢ |
{ao} || {as} | {aa} | {@1, 02}
{es} | {as}| O | {1, a0}
{qa}
{a1, @2}

No se ha obtenido nirigh nuevo conjunto de estados, por lo que seguimos con la fila {ig fte

1. Aclausura({qs}) == {q},

2. f({Q4}, CL) = @
A_clausura() = 0



- f({aa},0) = {aa}-
A_clausura({qs}) = {q3}.

. J({aa}, o) ={e}-
Aclausura({q2}) = {q2}.

f Ja b | ¢ |
{ao} |[{as} [ {aa} | {q1, a2}
{es} e} | 0 [ {a1, a2}
{qa} 0 [{qa} | {a}
{q1, 2}

Se ha obtenido un nuevo conjunto de estados yiadea la tabla:

f Ja | b ] ¢ |
{0} | 1w} | {aa} | {a1, @2}
{3} | {as}| O |{a1,q}
{aa} 0 [ {qa} | {2}
{q1, 2}

{Q2}

Fila de{q1, ¢2}:

. Acausura({q1,q}) = {q1, 92},

- fHa, a2} a) = fla1,a) U f(g2,a) = U{gs} UD = {g3}.
Aclausura({gs}) = {q3}.

- @ @2},0) = fla1,0) U f(g2,b) = 0U {qa} = {au}.
Aclausura({qs}) = {qa}-

- fa, @2} 0) = flq1,0) U f(ge,¢) = {q1} U{ae} = {aq1, g2}
Aclausura({q1,q2}) = {q1, g2}

f | a b ]| ¢ |
{oo} | {w3} | {aa} | {01, 2}
{es} | {as} | 0 [ {a, 2}
{aa} 0 [ {qa} | {2}
{a1, @2} | {as} | {aa} | {q1, a2}
{Q2}

No aparece ningn nuevo conjunto de estados, pasamos a la fikyge
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1. Aclausura({q2}) = {¢2},

2. f({a},a) =0.
A_clausura() =0

3. [({g2},0) = {as}.
Aclausura({gz}) = {q3}.

4. f({a2} ) = {a}.
Aclausura({q2}) = {q2}.

f | a b | ¢ |
{ao} | {as} | {qa} | {a1, @2}
{es} ez} | 0 | {a, g2}
{qa} 0 | {aa} | {2}
{1, 02} | {3} | {aa} | {q1, a2}
{a2} 0 [ {qa} | {2}

y como tampoco aparece niimgnuevo conjunto de estados, el proceso ha finalizado y el AFD asociado
al AF) del ejemplo es el siguiente, en el que todos los estados son finales:

f Ja | b ] ¢ |
F o e} || {a) | {a) | {a, e}
F o Ae}t |[[{st] 0 | {a,e}
o {q} 0 | {aa}| {2}
F A{q, ¢} || {3} | {aa} | {a1, 2}
Fo A} 0 | {qa} | {e}

4.2. Autoevaluacon.

1. Sead = (A,Q,F,q, f) unAFXenelque

A= {CL, ba C}7 Q = {QO7qa7Qaa7QC>QCcaq1)7®}v F= {QC}

y la funcion de transidn, f, queda definida por la siguiente tabla:

|l a | b | ¢ | A ]
q0 {Qa} @ (Z) (Z)
Ga || {Gaa} | 0 0 0
aa || {90,090} [ {@} | 0 | {%}
b 0 {w} | {ac} | 0
4e 0 0 {QCC} 0
Gec 0 0 | {g} | 0
0 0 0 0 0

Obtener el AFD asociado.
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Solucibn:

2. Obtener el AFD asociado al ARle la figura:

Solucbn:

f | a | b | ¢
{QO} {qa} @ @
{Qa} {qam(Jb} @ @
{daa, B} {490, 92} {a} | {ac}
{QOaQa} {Qa7Qaa7Qb} 0 0
b 0 {a} | {gc}
F qc 0 0 {QCc}
{qM daa; Qb} {QO> 4as Qaas Qb} {Qb} {qc}
Gcc 0 0 {qc}
{40, 9a; Gaa> @} | {90, 90> daa, @} | {0} | {ac}
f | 0 | 1
{a1} {q1, 02,4} {q1,94}
F o Aq, @ qu} |[{a,96,9) | {0,960}
F {Q1,Q4} {q17QZ7q4} {q17q4}
F {q1,92,q,9} | {01,92,93,94} | {q1,93, 94,05}
F o {q, a3, @} {q1, 42, q4} {a1, 94,05}
F {q,3,040) [ {o, e 6,0 | {6}
F o {q,q46) || {41, 2,43, 94} {q1,q4}

3. Dado el AR de la figura, calcular un AFD equivalente:
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Solucbn:

/ H a b c
F o {e} |[{a,a}]| {a} 0
{a1,93} 0 {a} | {a2, @}
{a1} 0 {a} | {e}
F {q,q4} 0 {a, 3} | {a}
F g} 0 {1, 3} | {a2}
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