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Prologo

La asignatura Fundamentos Matematicos de la Ingenieria de la titulacion de
Ingenieria Técnica en Disefio Industrial consta de 4.5 créditos tedricos, 1.5 créditos
de practicos y 1.5 créditos de laboratorio. Tiene caracter troncal, anual y se imparte
en primer curso.

La asignatura estd dividida en tres partes bien diferenciadas: Algebra Lineal,
que se imparte durante el primer semestre y objeto del presente material, Calculo
Diferencial e Integral, que se imparte durante el segundo semestre, y las practicas
de laboratorio que se imparten en varios grupos, unos en el primer semestre y otros
en el segundo semestre.

Los estudiantes pueden acceder a la Titulacion de Ingenieria Técnica en Diseflo
Industrial desde cualquiera de las siguientes opciones:

= COU. Opcion Ay C.
= Bachillerato LOGSE. Opcidn cientifico-técnica, artes y ciencias sociales.

= Acceso mayores de 25 afios. Opcidn cientifico-técnica, artes y ciencias socia-
les.

= FP II. Diferentes opciones.
= Ciclos formativos de grado superior. Diferentes opciones.
= Modulos profesionales de nivel III. Diferentes opciones.

aunque la via de acceso predominante es el bachillerato LOGSE.

El material que aqui presentamos cubre los aspectos tedricos/practicos de la pri-
mera parte de la asignatura (Algebra Lineal), sin pretender ser un manual exhaustivo
de los contenidos de la misma, ya que los créditos tedricos se imparten una vez por
semana, durante el primer semestre, en sesiones de una hora y media, y los crédi-
tos practicos se imparten una vez cada dos semanas, durante el primer semestre, en
sesiones de una hora.

Este manual estd dividido en cuatro temas y cubre los aspectos fundamentales
del algebra lineal. En los dos primeros temas se hace un repaso de aspectos ya es-
tudiados en el bachillerato cientifico-técnico, como son los sistemas de ecuaciones
lineales, estudiandolos desde el punto matricial, y la geometria del espacio tridi-
mensional, ya que la via de acceso del bachillerato LOGSE no garantiza que los
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estudiantes hayan estudiado matematicas en el bachillerato. Si bien, desde un pun-
to de vista matematico, los dos primeros temas se deberian estudiar después del
tercero (espacios vectoriales), hemos creido conveniente seguir el mismo esquema
del bachillerato debido al poco tiempo disponible para impartir la asignatura. En
el tercer tema estudiamos los espacios vectoriales reales, centrandonos en los espa-
cios vectoriales R?, R? y R?. El cuarto tema lo dedicamos a la diagonalizacion de
matrices reales.

En cada uno de los temas, ademas de exponer el contenido tedrico, se muestran
ejemplos sencillos que ayudan al estudiante a comprender los aspectos teoricos, y
ejercicios para profundizar en los mismos.
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Notacion

La notacion que emplearemos en este material es la estdndar en matematicas.
Designaremos por N al conjunto de los nimeros naturales

N={1,2,3,4,...}
por 7Z al conjunto de los nimeros enteros
Z=A...,—-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,...}
por Q al conjunto de los nimeros racionales
Q={m/n:meZ,neN}
por R al conjunto de los niimeros reales y por C al conjunto de los nimeros com-

plejos.
El resto de la notacién empleada se ird introduciendo en cada uno de los temas.
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Parte I: Algebra Lineal
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Tema 1

Sistemas de ecuaciones lineales

1.1. Introduccion

En este tema se aborda el estudio de los sistemas de ecuaciones lineales con
coeficientes reales. El ejemplo més sencillo es el de una ecuacion lineal con una
incdgnita (ecuacion de primer grado):

a-xr=>0 (1.1)

donde a,b € R, con a # 0, son conocidos. Evidentemente, la unica solucion de la
ecuacion (1.1) es
= —
a
El estudio matricial de los sistemas de ecuaciones lineales permite escribir for-
malmente estos sistemas como en la ecuacion (1.1). Ademas, y mas importante,
permite estudiar su compatibilidad mediante el teorema de Rouché-Frobenius y re-
solverlos mediante la regla de Cramer.

1.2. Matrices

Como se ha indicado en la introduccidn nos vamos a limitar a las matrices con
coeficientes reales. En esta seccion vamos a introducir las definiciones mas usuales
sobre matrices y las operaciones que se pueden realizar con ellas.

1.2.1. Definiciones

Dados m,n € N, se llama matriz real de tamafio m X n a una coleccion de
m - n numeros reales, que representamos en una tabla rectangular de m filas y n
columnas
11 a2 - Aip
Q21  Ad22 -+ dop

A=

m1 Am2 " Amp

@ M. Barreda Rochera [ J. A. Lopez Orti - ISBN: 978-84-692-9833-6 9 Fundamentos Matematicos de la Ingenieria. Parte I: Algebra Lineal - UJI



donde a;; € R, =1,2,...,m,j = 1,2,...,n. Los nimeros reales a,; se llaman
elementos de la matriz A. Las matrices las denotaremos con las letras mayuscu-
las: A, B, C, ...,y sus elementos con la misma letra en mintsculas y subindices
indicando la fila y la columna que ocupan en la matriz.

Se llama linea de una matriz a una fila o a una columna de la misma.

El conjunto de todas las matrices reales de tamafio m x n lo representamos por

Misen(R).

Ejemplo 1.2.1
La siguiente matriz A € M 3(R)

-1 0 1

2 -3 4

A= 7 5 9
4 2 =3

El elemento que ocupa la tercera fila y la segunda columna de la matriz A es:
a3z — 5.

La matriz nula es aquella matriz que tiene todos sus elementos iguales a cero,
y se representa por O.

Ejemplo 1.2.2
La siguiente es la matriz nula de tamafio 4 x 3:

0
O:

o O O O
o O O O

0
0
0

Sim = 1, decimos que la matriz A es una matriz fila, en cuyo caso adquiere la
forma

A= (Gn a2 - Gm)

Ejemplo 1.2.3
La siguiente matriz A es una matriz fila:
A=(-1,2,0,0)

En la matriz A se han separado sus elementos con comas para que no haya confu-
sion.

Sin = 1, decimos que la matriz A es una matriz columna, en cuyo caso ad-
quiere la forma
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Ejemplo 1.2.4
La siguiente matriz A es una matriz columna:

=W =N

Sim = n, decimos que la matriz A es una matriz cuadrada, en cuyo caso adquiere
la forma

ajp a2 - Qin

21 Q22 - A2
A=

An1 QAp2 - App

En este caso decimos que A es una matriz de tamafio n.
El conjunto de las matrices reales de tamafio n lo representamos por M., (R).

Ejemplo 1.2.5
La siguiente matriz A € M3(R)

2 -1 3
A=|(0 4 2
7T 49

En una matriz cuadrada

@11 Q2 - Qip
A Q21 Qg2 -+ Q2p
ap1 Ap2 - Ann
decimos que los elementos a1, ass, - . . , a,, forman la diagonal principal de A.
Ejemplo 1.2.6
Dada la matriz
5 7 9
A= 34 0
-6 2 -1

los elementos 5, 4 y —1 forman la diagonal principal de A.

Una matriz diagonal es toda matriz cuadrada cuyos elementos no situados en la
diagonal principal son todos iguales a cero. Si D € M,,(R) es una matriz diagonal,
entonces, en ocasiones, la representaremos asi:

D = diag[di1, da2, . . ., dyp)
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Ejemplo 1.2.7
La matriz

1
D=10
0

o NN O

0
0 | = diag[1,2,0]
0

es una matriz diagonal de tamafio 3.

La matriz identidad [ es una matriz diagonal cuya diagonal principal esta for-
mada por unos

10 --- 0
01 0
I = .
00 - 1
Ejemplo 1.2.8
La matriz
1 00
I=(0 1 0] =diag[l,1,1]
0 01
es la matriz identidad de tamafio 3.

Ejercicio 1.2.1
Obtén las siguientes matrices de M y,3(R):

(@a“:{lsﬁ#j

0 sit=7y

i+7 sii#]g
(b)%‘Z{. ) .. )

t—) Slt=)

Dada una matriz de tamafio m X n

aip Q2 - QA
A - Qg1 Qg2 -+ A2
Ui Amo Gy
consideramos ciertos indices de filas: i1, i3, . . . , %, siendo

1< <ig<---<ip,<m, 1<p<m
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y ciertos indices de columnas: j, ja, . . ., j4, CON
I<n<p<---<jgg<n, 1<qg<n

La matriz de tamafio p x ¢ obtenida a partir de A suprimiendo las filas y las
columnas distintas a las consideradas, se llama submatriz de tamafo p x ¢ de la
matriz A.

Ejemplo 1.2.9
Sea la matriz

3 -1 2 5
4 7T =5 0

A=| 6 9 1 —2| e M;suR)
-4 8 4 -7
5 4 2 —1

Considerando la segunda y cuarta filas, y la primera, segunda y cuarta columnas,
obtenemos la matriz

4 7 0

que es una submatriz de A.

Dada A € M,,x,(R), se llama matriz traspuesta de la matriz A a una matriz
B € M,,xm(R) cuyos elementos b;; son:

bji:aij, i:1,2,...,m
j=12,....n
La matriz traspuesta de A la representamos por A’.
Ejemplo 1.2.10
La matriz traspuesta de la matriz
2 -1 39
A= 4 5 7 8] € M3X4<R)
-1 0 2 6
es
2 4 -1
-1 5 0
Al = 3 7 o€ Muys(R)
9 8 6

Diremos que una matriz cuadrada A es una matriz simétrica, si A' = A.
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Ejemplo 1.2.11
La matriz

(G2 BTN ]
S Ot W

€s una matriz simétrica.

1.2.2. Operaciones con matrices

Suma de matrices

Dadas A, B € M,,x»(R), se llama suma de Ay B a una matriz C' € M,,x,(R),

tal que

Cij = @ij + by, 1=

i=1,2,...,

La matriz suma de A y B la representamos por A + B.

Ejemplo 1.2.12
Dadas las matrices

se tiene que

—2 1 3 3
(()56)’ B‘<—5

1 -1 7
A+B_<—5 4 9>

Producto de un nimero real y una matriz
Dado a € Ry dada A € M,,«,(R), se llama producto de o y A a una matriz

B € M,,xn(R), tal que

La matriz producto de o y A la representamos por « - A.

Ejemplo 1.2.13
Dados a =2y

se tiene que
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Dadas dos matrices A, B € M,,«,,(R) se define la matriz A — B como:
A-B=A+(-1)-B

Ejercicio 1.2.2
Considera las matrices:

1 =2 3 -2 01
a=(p 5 6) =3 57)
(a) Calcula 2A — 3B.

(b) Encuentra una matriz C' tal que A + 2B — C' = 0.

Ejercicio 1.2.3
Calcula z, y, z y w si se verifica que:

x z\ (xr -1 4 r+y
3(3/ w>_(6 2w)+(z—|—w 3 >

Producto de matrices
Dadas A € M,,»,(R) y B € M, (R), se llama matriz producto de Ay B a una
matriz C' € M,,«,(R), tal que

p
cij:Zaikbkj, i:1,2,...,m
k=1
j=12...,n
La matriz producto de A y B la representamos por A - B.

Ejemplo 1.2.14
Dadas las matrices

2 1 2
0 -3 1 L -1
A= 4 —9 3 c M4X3(R) , B=10 2] € ngg(R)
70 2 2 =3
se tiene que
o) (F N (s
AB=|, g 7% =11 € Myxa(R)
70 2 11 —13
Llamando C' = A - B, el elemento ¢35 = se obtiene multiplicando elemento

a elemento, los elementos de la tercera fila de la matriz A por los elementos de la
segunda columna de la matriz B y luego, sumando:

Cap=4-(—1)+(=2)-2+43-(3)=—-4-4-9=
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1.3. Determinantes

En esta seccion no vamos a dar la definicion de determinante de una matriz
cuadrada, sino que nos conformamos con saber que a cada matriz A € M, (R) se
le puede asociar un nimero real llamado determinante de A y que representamos
por |A|.

1.3.1. Calculo de determinantes

El determinante de una matriz de tamafio 1, A = (a), es
Al = a
es decir, es igual al unico elemento que tiene la matriz A.

Determinantes de matrices de tamaio 2

Sea A € My(R)
A= (an a12)
Q21 A22

’A\ = Q11022 — Q12021

Entonces

Ejemplo 1.3.1
Dada la matriz

se tiene que |A| = 11.

Determinantes de matrices de tamarno 3. Regla de Sarrus
Sea A € M3(R)
apin iz ais
A= [an ax azx

az1 azz as3

Entonces

|A| = a11a92a33 + a12a23a31 + a13a91a32 — (A13G22031 + Q1102332 + A12021G33)

Ejemplo 1.3.2
Dada la matriz

1 -1 0
A= 2 3 -4
-1 6 5

se tiene que |A| = 45.
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Determinantes de matrices de tamaiio superior a 3

Dada una matriz A € M, (R), llamamos menor complementario del elemento
a;j, con 1 < 4, j < n, al determinante de la submatriz de A que se obtiene al quitar,
en la matriz A, la fila ¢ y la columna ;.

Ejemplo 1.3.3
Dada la matriz

3 -2 0 1
1 3 4 —6
A=l 1 5
1 0 3 0

el menor complementario del elemento a,; = 1 es 30. El menor complementario
del elemento a43 = 3 es 60.

Llamamos adjunto del elemento a;;, al resultado de multiplicar (—1)"*/ y el
menor complementario de a;;.
El adjunto del elemento a;; lo representamos por A;;.

Ejemplo 1.3.4
Dada la matriz A del Ejemplo 1.3.3, el adjunto del elemento a4; = 1 es

Ay = (—1)*.30 = -30
El adjunto del elemento ay3 = 3 es

Ay = (—=1)**? .60 = —60

Eligiendo una fila de la matriz A, por ejemplo la fila 7, se tiene

Al = ai; Ay
j=1

El determinante de una matriz es independiente de la fila elegida para calcularlo.
Igualmente, eligiendo una columna de la matriz A, por ejemplo la columna j,

se tiene
n

A=) aiA;

i=1
El determinante de una matriz es independiente de la columna elegida para calcu-
larlo.

Ejemplo 1.3.5
Dada la matriz A del Ejemplo 1.3.3, se tiene que

‘A’ = CL41A41 + CL43A43 =1- (—30) +3- (—60) = —210.
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1.3.2. Propiedades de los determinantes

El determinante de una matriz cuadrada tiene, entre otras, las siguientes propie-
dades:

1. Si A € M, (R), entonces
A" = 1A4]

Ejemplo 1.3.6
Dada la matriz

se tiene que |[A| =5 = |A!|.

2. Sienuna matriz A € M,,(R) se permutan entre si dos lineas, se obtiene una
matriz B € M,,(R) tal que
Bl = —|4]

Ejemplo 1.3.7
Dada la matriz A del Ejemplo 1.3.6, consideramos la matriz

o= (i )

que se obtiene permutando las dos filas de la matriz A. Entonces, se tiene que

B = =5 = |4]

3. Si en una matriz A € M, (R) una de sus lineas se expresa como suma de
dos nuevas lineas, entonces su determinante es igual a la suma de los dos
determinantes de las matrices By C, que se obtienen al sustituir, en la matriz
dada, dicha linea por cada una de las lineas sumandos.

Ejemplo 1.3.8
Dadas las matrices

(5 -1\  (3+2 -1 (3 -1 (2 -1
a=(i)=013 ) m=( ) =G )
se tiene que
|Al=14=T7+7=|B|+|C|

Notar que la primera columna de la matriz A es la suma de la primera columna de
la matriz B y de la primera columna de la matriz C'.
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4. Si en una matriz A € M, (R) se multiplica una de sus lineas por a € R,
entonces el determinante de la matriz B asi obtenida es

|B| = a|A]

Ejemplo 1.3.9
Sea o = 2 y sean las matrices

R N

|B| =10 =2-5=2|A| = a|A]

Entonces

5. Si en una matriz cuadrada una linea es combinacion lineal de otras lineas,
entonces su determinantes es cero. Como consecuencia, si una matriz cua-
drada tiene todos los elementos de una linea nulos o tiene dos lineas iguales,
entonces su determinantes es cero.

Ejemplo 1.3.10
Dada la matriz

se tiene que |A| = 0.
Dada la matriz

se tiene que |B| = 0.
Dada la matriz

1 -1 2
c=11 3 -1
1 -9 8

se tiene que |C| = 0.

Notar que la tercera fila de la matriz C' es la suma de la primera fila multiplicada
por 3 y de la segunda fila multiplicada por —2. Se dice, entonces, que la tercera fila
es combinacion lineal de las dos primeras filas. El concepto de combinacion lineal
se formalizara al estudiar los espacios vectoriales en el Tema 3.

6. Si a una linea de una matriz cuadrada se le suma una combinacion lineal de
otras lineas, entonces el determinante de la matriz asi obtenida es igual al
determinante de la matriz de partida.
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Ejemplo 1.3.11
Dada la matriz

1 -2 3
A=1(4 -1 2
3 =5 4

se tiene que

1 -2 3 1 -2 3| )1 -2 3
Al=14 -1 2|=[0 7 —10/=[0 7 -10
3 =54/ [3 =5 4| 0 1 -5
1 -2 3 1 -2 3
=—10 1 -5|=—l0 1 -5|=-25
0 7 —10 0 0 25

El ultimo determinante se obtiene ficilmente aplicando la regla de Sarrus.

1.4. Matriz inversa. Rango de una matriz

El concepto de inversa de una matriz es similar, en cierto sentido, al de inverso
de un nimero real, aunque, como veremos, no todas las matrices tienen inversa. La
nocion de inversa de una matriz la utilizaremos en el Tema 4 cuando introduzcamos
el concepto de matriz diagonalizable. Ademas, es una herramienta ttil a la hora de
resolver sistemas de ecuaciones lineales y ecuaciones matriciales.

El rango de una matriz veremos que es una pieza fundamental a la hora de deter-
minar la compatibilidad de un sistema de ecuaciones lineales (Teorema de Rouché-
Frobenius) y en problemas sobre variedades lineales afines (rectas y planos) que
estudiaremos en el Tema 2.

1.4.1. Matriz inversa

Una matriz cuadrada A € M,,(R) es una matriz regular si existe una matriz
B € M, (R) tal que
A-B=1=B-A

La matriz B es unica y se llama matriz inversa de A; se representa por A, Se
puede demostrar que (A~1)~! = A,

Teorema 1.4.1 (Matriz regular)
Una matriz A € M,,(R) es regular si, y solo si, |A| # 0.

Ejemplo 1.4.1
La matriz

()
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es una matriz regular porque |A| = 1 # 0. Ademas,

(1 =2
=)

yvaque A- At =T=A"1. A

Dada una matriz regular A € M,,(R), se tiene que

Al = ﬁadj(A)t
donde
Al Ajs A,
i) = [
Ay Ay o A,

Ejercicio 1.4.1
Calcula la matriz inversa de las siguientes matrices:

5 1 23 1 -3 2
A:(_4 1) B=| 0 -14] Cc=(-3 3 -1
-2 50 2 -1 0

2 31 -1 0 0 -1 20
D=|123| E=| 0 -1 0| F=| 4 -3 5
31 2 0 0 —1 0 11

1.4.2. Rango de una matriz

Dada una matriz A € M,,,«,,(R), llamamos menor de orden p de la matriz A,
siendo 1 < p < min(m,n), al determinante de una submatriz de tamafio p de la
matriz A.

Ejemplo 1.4.2
Sea la matriz

3 =2 0
1 3 4
A= 4 1 4
2 =5 —4

Cada uno de los elementos de la matriz es un menor de orden 1.
Eligiendo, por ejemplo, las filas 2% y 3%, y las columnas 1?* y 2%, tenemos el menor

de orden 2:
1 3
‘4 1‘__11
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Eligiendo ahora, por ejemplo, las filas 1%, 2% y 4%, y las 3 columnas, tenemos el
menor de orden 3:

3 =2 0
1 3 4/=0
2 =5 -4

Dada una matriz A € M,,.,(R), A # O, llamamos rango de la matriz A, y
lo denotamos por rang(A), al mayor de los 6rdenes de los menores no nulos. Por
tanto

1 < rang(A) < min(m,n)

Se conviene en decir que el rango de la matriz nula es cero:
rang(0O) =0

Dada una matriz A € M,,»,,(R) y un menor de orden p de A, se llama orlar el
menor de orden p de la matriz A a obtener un menor de orden p + 1 de A anadiendo
una nueva fila y una nueva columna al menor de orden p de la matriz A.

Dada una matriz A € M,,»,(R), A # O, el célculo de su rango se puede
simplificar teniendo en cuenta las siguientes propiedades:

1. Sitodos los menores de orden p de una matriz son nulos, entonces también lo
son los de orden p + 1.

2. Como la matriz A es no nula, debera tener un elemento (menor de orden 1)
distinto de cero. Se consideran, entonces, los menores de orden 2 orlados a
partir de este menor de orden 1 distinto de cero; si todos estos menores de
orden 2 son iguales a cero, entonces también lo son el resto de menores de
orden 2 y, por tanto, rang(A) = 1.

Si hay algin menor de orden 2 distinto de cero, entonces se consideran los
menores de orden 3 orlados a partir del menor de orden 2 distinto de cero; si
todos estos menores de orden 3 son iguales a cero, entonces también lo son el
resto de menores de orden 3 y, por tanto, rang(A) = 2.

Si hay algiin menor de orden 3 distinto de cero, entonces se consideran los
menores de orden 4 orlados a partir del menor de orden 3 distinto de cero ...

Ejemplo 1.4.3
El rango de la matriz del Ejemplo 1.4.2

3 =2 0
1 3 4
A= 4 1 4
2 =5 —4

es igual a 2, ya que tiene un menor de orden 2 distinto de cero

‘1 3‘:—117&0

4 1
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y los menores de orden 3 orlados a partir de este menor de orden 2 son nulos:

3 -2 0 1 3 4
1 3 4/=0, |4 1 4/=0
4 1 4 2 -5 —4

Se dice que dos matrices A, B € M,,,(R) son equivalentes si
rang(A) = rang(B)

Se denota escribiendo A ~ B.

Operaciones elementales
En una matriz se consideran las siguientes operaciones

» Permutar dos lineas.

= Sustituir una linea por ella misma multiplicada por un namero distinto de
cero.

= Sustituir una linea por ella misma mas una combinacion lineal de otras lineas.

Estas operaciones se llaman operaciones elementales.

Dada una matriz A € M,,.,(R), si realizamos operaciones elementales sobre
sus lineas, entonces obtenemos otra matriz B € M,,«,,(R) tal que A ~ B.

Una matriz se dice que es una matriz escalonada si el primer elemento no nulo
en cada fila estd més a la derecha que el de la fila anterior. Se puede comprobar que
el rango de una matriz escalonada coincide con el numero de filas no nulas.

Ejemplo 1.4.4
La matriz A del Ejemplo 1.4.2 tiene rango 2 porque la matriz B asi obtenida

3 =2 0 1 3 4 1 3 4 1 3 4

A 1 3 4 N 3 =2 0 0 11 12 0 11 12 _ B
4 1 4 4 1 4 0 11 12 0 0 0
2 =5 —4 2 =5 —4 0 11 12 0 0 0

es una matriz escalonada con dos filas no nulas, equivalente a la matriz A. Es decir

rang(A) = rang(B) = 2

El proceso seguido en este ultimo ejemplo para obtener la matriz escalonada B
a partir de la matriz A, realizando operaciones elementales sobre las filas de A, se
llama escalonar la matriz A.
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Ejercicio 1.4.2
Calcula el rango de las siguientes matrices:

111 . 1 -1 0
A=|[2 -1 3 B:(Smo‘ Cfm‘) — 12 01
1 —2 9 —COS (¥ S« 0 -1 3

1 20

S\ N W R
D=|g o _1 3| E=l0o -1 1 1) F=|1 23
Ly 13 1 0 -25 -3 -2 3

2 40

Dada una matriz A € M, (R), llamamos menor principal de orden p de la
matriz A a todo menor de orden p de la matriz A, cuya diagonal principal esté con-
tenida en la diagonal principal de A.

Ejemplo 1.4.5
Dada la matriz

1 0 -2 3

4 7 9 =5

A= 6 -3 8 0
-5 2 -6 5

se tienen los siguientes menores principales:
= Menores principales de orden 1: 1,7, 8, 5

» Menores principales de orden 2:

10 1 -2 13 79 7 =5 8 0

4 717 |6 87 |-5 57 |-3 8 |2 57 |-6 5
» Menores principales de orden 3:

1 0 -2 1 0 -3 1 -2 3 7 9 =5

4 7 9, 4 7 =5, 6 80, |[-3 8 0

6 -3 8 -5 2 5 -5 —6 5 2 -6 5

= Menores principales de orden 4: | A

Llamamos menor principal conducente de orden p de la matriz A, al menor
principal de A que se obtiene eligiendo las p primeras filas y las p primeras colum-
nas de A.
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Ejemplo 1.4.6
Los menores principales conducentes de la matriz del Ejemplo 1.4.5 son

Lo 1 0 -2
A =1, A2:‘4 s A=l T 9, A=A
6 -3 8

1.5. Sistemas de ecuaciones lineales

En esta seccion vamos a estudiar los sistemas de ecuaciones lineales desde un
punto de vista matricial. De esta forma se tiene una herramienta mucho mas efi-
ciente a la hora de obtener la solucion (soluciones) de un sistema de ecuaciones
lineales que con los métodos estudiados en el Bachillerato: igualacion, sustitucion
y reduccion.

Los sistemas de ecuaciones lineales son una herramienta imprescindible a la
hora de abordar el estudio de los tres siguientes temas: geometria del espacio tridi-
mensional, espacios vectoriales y diagonalizacion de matrices.

1.5.1. Definiciones

Un sistema de m ecuaciones lineales con n incdgnitas es un conjunto de ex-
presiones de la forma:

anxr; + apry + - 4+ apxr, = b
a1 + QpTs + - 4+ AT, = by

(1.2)
Am1T1 + Qa2 + -+ Ay, = bm

donde
CLijGR, i:1,2,...,m,j:1,2,...,n

biGR, i:1,2,...,m

son valores conocidos, y

son las incdgnitas del sistema.

Ejemplo 1.5.1
Sistema de 2 ecuaciones lineales y 3 incdgnitas:

2 — 3y + 2z = 5
-5z + Ty + 6z = 23
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Una solucion del sistema lineal (1.2), es un vector' (27,25, ...,25) € R" tal
que

CLHZL‘T + a12x§ + s + aanL‘Z = b1
agl.fCT + Gggl'; + -+ GQHCU:L = bQ
am1Z] + amaty + -0+ A, = by

Ejemplo 1.5.2
El vector (—4, —3,4) es una solucion del sistema del Ejemplo 1.5.1, ya que

(=3)

2. (—4) — é

: =5
—5-(—4) + 7-(=3)

+1-4
+6-4 =23

Ejercicio 1.5.1
Demuestra que, para cada z € R, el vector (—104 + 25z, —71 + 17z, z) es una
solucion del sistema del Ejemplo 1.5.1.

Dos sistemas de ecuaciones lineales son equivalentes si tienen las mismas
soluciones.

El sistema (1.2) se puede escribir en forma matricial como

A-X=B (1.3)
donde
aix a2 - Ain
A Q21 Q22 -+ A2
A1 Ama =+ Gmn

es la matriz de coeficientes del sistema, y

I by
X = 2 ., B= by
Tn b,

son, respectivamente, la matriz incognita y la matriz de los términos indepen-
dientes.

Véase aqui la analogia sefialada en la introduccion de este tema entre las ecua-
ciones (1.3) y (1.1).

'El concepto de vector y el de espacio vectorial R™ lo estudiaremos en el siguiente tema.
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La matriz

a;; a2 - A, by

Az Gy - Ao, by
AB =

Am1 Qm2 - Amn bm

es la matriz ampliada del sistema. No confundir la matriz ampliada AB con el
producto de la matrices Ay B, A - B, el cual so6lo tendria sentido si m = n.

Ejemplo 1.5.3
Dado el sistema de ecuaciones lineales del Ejemplo 1.5.1, se tiene que la matriz de
coeficientes y la matriz ampliada del sistema son, respectivamente

2 -3 1 2 -3 1 5
A_(—5 76>’ AB‘(—5 7623>

La matriz de los términos independientes y la matriz incdgnita son, respectivamente
x
5
B = X =
(23> | !

Si realizamos operaciones elementales sobre las filas de la matriz ampliada del
sistema (1.3), AB, entonces obtenemos otra matriz

/ / / /
Ay G 0 Qg 1
! ! ! /
AR — Ay yy c-- Ay, Dy
/ / / /
A1 Qg 00 Oy bm
tal que, el sistema
A.-X=P8 (1.4)
siendo
! ! ! /
ayp G o0 Ay, by
! ! ! /
a a R} b
, 21 22 n , 2
A= : : : : , B'= :
! ! ! /
aml am2 o amn bm

las matrices de coeficientes y ampliada, respectivamente, del sistema (1.4), es equi-
valente al sistema (1.3).

Ejercicio 1.5.2
Comprueba que el sistema de ecuaciones lineales dado en el Ejemplo 1.5.1 y el

sistema
20 — 3y + z = 5
y — 17z —71

son equivalentes.
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1.5.2. Clasificacion de los sistemas de ecuaciones lineales

Un sistema es incompatible si no tiene solucion; un sistema es compatible
determinado si solo tiene una solucion; un sistema es compatible indeterminado
si tiene mas de una solucion (infinitas).

Un sistema es homogéneo si B = 0, y es inhomogéneo si B # 0.
Un sistema homogéneo siempre tiene como solucion
r1=0,29=0,...,2, =0
que se llama solucion trivial.

Ejemplo 1.5.4
El sistema de ecuaciones lineales dado en el Ejemplo 1.5.1 es compatible indeter-
minado, ya que tiene infinitas soluciones:

(=104 + 252, =71+ 17z,2), z€R

y es inhomogéneo.

Teorema 1.5.1 (de Rouché-Frobenius)
Dado el sistema de m ecuaciones lineales y n incognitas

A-X=B
se tiene:
1. B#£0

a) Sirang(A) < rang(AB), entonces el sistema es incompatible.

b) Sirang(A) = rang(AB) < n, entonces el sistema es compatible inde-
terminado.

¢) Sirang(A) = rang(AB) = n, entonces el sistema es compatible deter-
minado.

2. B=0

a) Sirang(A) < n, entonces el sistema es compatible indeterminado.

b) Sirang(A) = n, entonces el sistema solo tiene la solucion trivial.

Ejemplo 1.5.5
FEl sistema de ecuaciones lineales

r — y + z = 4
—r + 2y — =z 6
2z + z =0
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es compatible determinado porque

1 -1 1 4 1 -1 1 4 1 -1 1 4
AB=|-1 2 -1 6|~[0 10 10|~(0 1 0 10
2 0 10 0 -2 1 8 0 01 28
y asi

rang(A) = 3 = rang(AB) = numero de incognitas

Notar que en el proceso de escalonar la matriz AB también se obtiene que

1 -1 1 1 -1 1 1 -1 1
A=|-1 2 —-1|~[0 1 0J~110 10
2 0 1 0 -2 1 0 01

Ejemplo 1.5.6
El sistema de ecuaciones lineales

3r — y + 4z = )
2c — 2y + =z
—4r + 8y + 3z = 5

I
—_

es compatible indeterminado porque

3 -1 45 3 -1 4 5 3 -1 45
AB = 2 =21 1] ~10 4 5 T |~|0 457
-4 8 3 5 0 20 25 35 0 000
y asi
rang(A) = 2 = rang(AB) < 3 = numero de incognitas
Ejemplo 1.5.7
El sistema de ecuaciones lineales
r + y = -1
2 — y = 7
r + 2y = 4
es incompatible porque
1 1 -1 1 1 -1 11 -1
AB=\|2 -1 T7]~10 3 -9]~]0 3 -9
1 2 4 0 -1 -5 0 0 —24

y asi
rang(A) = 2 < 3 =rang(ABD)
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Definicion 1.5.1 (Sistema de Cramer)
Un sistema de m ecuaciones lineales y n incognitas

A-X=B8B
es un sistema de Cramer, si
1. Tiene el mismo numero de ecuaciones que de incognitas (m = n).

2. La matriz de coeficientes del sistema, A, es regular, es decir | A| # 0.

Por tanto, todo sistema de Cramer es compatible determinado.

Ejemplo 1.5.8
El sistema de ecuaciones lineales dado en el Ejemplo 1.5.5 es un sistema de Cramer,
ya que tiene 3 ecuaciones, 3 incognitas y rang(A) = 3.

Teorema 1.5.2 (Formula de Cramer)
La soluciédn del sistema de Cramer A - X = B, donde

@11 Q2 - Aip by
a21 Qg2 -+ Q2n by
A= . . . . ) B =
Anp1 Ap2 - Ann bn
€s
M
T, = \A[ , 1=1,2,....n
siendo
aj; @iz - Qi1 bioaiipr o0 aig
a1 Ay -+ Ggi—1 by agiy1 - Qg
Mi = .
ap1 Apa - Ani—1 bn Api+1 " Ann

Ejemplo 1.5.9
La solucion del sistema de Cramer del Ejemplo 1.5.5 es:

4 -1 1
6 2 -1
T = 0 0 ! = 1—4 =-14
1 -1 1 —1
—1 2 -1
2 0 1

@ M. Barreda Rochera [ J. A. Lopez Orti - ISBN: 978-84-692-9833-6 30 Fundamentos Matematicos de la Ingenieria. Parte I: Algebra Lineal - UJI



14 1
16 -1
20 1 —10
y 11 -1
12 -1
2 0 1
1 -1 4
1 26
2 00  —98
s = _ — 28
1 1] -1
12 -1
2 0 1

Cuando un sistema es compatible indeterminado, se consideran las ecuaciones
que forman parte del menor de mayor orden no nulo de la matriz de coeficientes y
se toman como incognitas las correspondientes a las columnas de dicho menor no
nulo, mientras que las demas incognitas se consideran como parametros. Este nuevo
sistema en el que aparecen pardmetros es, entonces, de Cramer, tal como se muestra
en el siguiente

Ejemplo 1.5.10
El sistema de ecuaciones lineales del Ejemplo 1.5.6

3r — y + 4z = 5
2 — 2y + 2z =
—4dr + 8y + 3z = 5

—_

hemos visto que es compatible indeterminado, ya que

rang(A) = 2 = rang(AB) < 3 = numero de incognitas

Como
3 —1
o _o| = —4#£0
es un menor de orden 2 distinto de cero, ese sistema se puede transformar en el
sistema de Cramer
v — y = 5—4z
20 — 2y = 1—z

de 2 ecuaciones, 2 incdgnitas (x e y) y 1 pardmetro (2).
La solucion del sistema, que depende del parametro z, es:

Hh—4z -1
l—2z =2 947z 9

= _9_ 1,
n ‘3—1‘ T 4 4 4

2 =2
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3 5—4z
2 1—z 7

3 —1
2 =2

Por tanto, las infinitas soluciones del sistema original son de la forma
(9/4—7/42,7/4—5/4z,z), z€R
o equivalentemente

(4—7A,3—5X\,—14+4)), AeR

Ejemplo 1.5.11
Discute, en funcion del pardmetro real a, la compatibilidad del sistema de ecuacio-
nes lineales
ay — 2z = a
ax + 2z 0
r + 3y + =z 5)

Resuélvelo cuando sea posible.

Las matrices de coeficientes y ampliada del sistema son:

0 a —1 0 a -1 a
A=1la 0 21, AB=1la O 2 0
1 3 1 1 3 1 5
Calculamos el determinante de la matriz de coeficientes:
0 a —1
Al=la 0 2/ =2a—3a—a*=—-a—a*=—ala+1)
1 3 1

Por tanto
Al=0<=ala+1)=0<=a=0 6 a=-1

Esto da lugar a los tres siguientes casos:

a# —1,0

En este caso, |A| # 0. De aqui
rang(A) = 3 = rang(AB)

y como el nimero de incognitas también es igual a 3, obtenemos que el siste-
ma es compatible determinado.
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Resolviendo el sistema por el método de Cramer, se tiene

a a —1
00 2
193 1} 10a—6a 4a B 4
710 @ -1  —ala+1) —ala+1)  a+1
a 0 2
1 3 1
0 a —1
a 0 2
15 1 2a-5%5a—-a* —-3a—d® —ala+3) a+3
Y710 @ -1 —ala+1)  —ala+1) —ala+1) a+1
a 0 2
13 1
0 a a
a 0 0
1 35 3a? — 5a? —2a? 2a
a— = = =
0 a —1 —ala+1) —ala+1) a+1
a 0 2
1 3 1
a=—1.
Escalonamos la matriz de coeficientes y la matriz ampliada del sistema:
0 -1 -1 -1 1 3 1 5
AB=[-1 0 2 0]~ 0 -1 -1 -1
13 1 5 -1 0 2 0
13 1 5 1 3 1 5
~!10 -1 -1 -1} ~|0 -1 -1 -1
0O 3 3 5 o 0 0 2

De aqui
rang(A) = 2 < 3 =rang(ADB)

Por tanto, el sistema es incompatible.

a:().

Escalonamos la matriz de coeficientes y la matriz ampliada del sistema:

00 -1 0 1 315 1 315
AB=(0 0 2 0]~1001O0]~10010
13 15 0020 0000
De aqui

rang(A) = 2 = rang(AB)
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y como el numero de incognitas es igual a 3, obtenemos que el sistema es

compatible indeterminado.

Por ultimo, resolvemos el sistema compatible indeterminado:

r + 3y + =z
z

Sustituyendo la segunda ecuacioén, z = 0, en la primera ecuacién de este

sistema, obtenemos:
r=5—3y

es decir, las infinitas soluciones del sistema son los vectores (5 — 3y,y,0),
donde y € R. Dicho de otra forma, las soluciones del sistema son los elemen-

tos del conjunto

{(5_3yaya0)y€R}

Tal y como veremos en el siguiente tema, los elementos de este conjunto

forman una recta en el espacio tridimensional.

Ejercicio 1.5.3

Discute, en funcion de los parametros reales, la compatibilidad de los siguientes
sistemas de ecuaciones lineales. Resuélvelos cuando sea posible.

r + 2y + z = 2
r + y + 2z = 3
(@) r + 3y + az =1
r + 2y + 2z = b
r + y = 2
(b) ar + y = 1
xr — Yy = a
ar + Yy + z = a
r + ay — =1
(©) 3r + y + bz = 2
r - Yy — =1
(a+1)z + y + z =
(d) r + (a+1)y + z =
r + y + (a+1)z =
r + 2y + az = 6
(e) r 4+ (a—1)y — 2z = =2
2z — az = —1
r 4+ ay — 2z = —4
2] ax + = 8
—x 4+ 2y — az = —a—10
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T 4+ y + 2 4+ t = 10
x -z + t = 2
© y + z = a
L 22 + ¥ + 2t = 0
(( 2ax — y + z = 0
x — 2az = -1
() - ay + 5z = 2
[ 3ax — Yy — z = —a
2z + 2y + az =1
@) —x + z = a
r + 2ay + 2z = 2
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Tema 2

Geometria del plano y del espacio

2.1. Introduccion

En este tema estudiamos la geometria del plano y del espacio, centrindonos en
el espacio tridimensional.

Empezamos introduciendo los espacios vectoriales R? y R3, dotandolos de es-
tructura euclidea, y a continuacion presentamos el espacio afin tridimensional con
los problemas de incidencia y paralelismo entre rectas y planos.

A lo largo de este tema aparecerdn conceptos que introduciremos con mas de-
talle en el siguiente tema. Creemos conveniente hacerlo de esta forma con el fin de
que el estudiante vaya asimilando paulatinamente el contenido de esta primera parte
de la asignatura; por esta razon la exposicion ira de lo particular a lo general.

2.2. Los espacios vectoriales R? y R?

Consideramos el cuerpo de los nimeros reales, R, a cuyos elementos llamare-
mos escalares. El concepto de cuerpo lo introduciremos en el tema 3.

2.2.1. El espacio vectorial R?2
En el conjunto R, formado por todos los pares ordenados de niimeros reales,
R* = {(z,y) : v,y € R}

se pueden definir dos operaciones: suma y producto por un escalar.

Suma
Dados (Ul, Uz), (’Ul, U2) S R2:

(u1, ug) + (v1,v2) = (ug + vy, ug + Vo)

Con esta operacion el conjunto R? tiene estructura de grupo conmutativo. Esta es-
tructura algebraica la introduciremos en el tema 3.
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Ejemplo 2.2.1
Sean (2, —1), (—3,4) € R?. Entonces

(2,-1)+(-3,4) = (—1,3)

Producto por un escalar
Dados A € Ry (vq,v9) € R%:

)\ . (Ul,UQ) = (/\Ul,/\l)g)

Ejemplo 2.2.2
Sean 2 € Ry (—1,4) € R Entonces

2.(=1,4) = (-2,8)

El producto por un escalar cumple las siguientes propiedades:
n A ((ur,u2) + (vi,v2)) = A+ (ur,u2) + A+ (v1,v2), para todo A € Ry para
todo (ul, UQ), (Ul, Ug) S RQ.

n (A +p) - (v1,v2) = A (v1,v2) + - (v1,02), para todo A, o € Ry para todo
(Ul,UQ) € RQ.

n A (e (vr,v2)) = (Ap)-(v1, v2), paratodo A, 4 € Ry para todo (vy, v2) € R2.

m ] (’Ul, Ug) = (’Ul, UQ), para todo (Ul, 1)2) S RQ.

Con estas dos operaciones el conjunto R? tiene estructura de espacio vectorial so-
bre el cuerpo R. Esta estructura algebraica también sera introducida en el siguiente
tema.

Los elementos de R? se llaman vectores y los denotamos por

U= (u,u2), U= (v1,09),
El vector nulo lo denotamos por 0 = (0, 0).
El espacio vectorial R? lo representamos en el plano considerando dos ejes per-

pendiculares.
Los vectores @ = (3,2),7 = (=2, 3) € R? los representamos as:

Y

13

<
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La suma de vectores de R? cumple la ley del paralelogramo. Asi, dados dos
vectores @ y ¢ de R?, la suma de los vectores 4 y ¥, U + ¥, es la diagonal del
paralelogramo que determinan 4 y

Un sistema de vectores de R? es una coleccion de vectores de R?, los cuales se
pueden repetir.

Ejemplo 2.2.3
El conjunto S = {(—1,2),(0,—3),(5,1)} es un sistema de vectores del espacio
vectorial R?.

Una base del espacio vectorial R? es un sistema de vectores de R?, formado por
dos vectores {u, v} tal que
Uy Uz
V1 U2

£0

siendo @ = (uy,ug) y U = (v1, v2).

Ejemplo 2.2.4
El sistema de vectores B = {(1, —1), (2, 3)} de R? es una base del espacio vectorial
R?, ya que

1 -1

‘2 3‘ =570

El sistema de vectores {7, 7'}, donde 7= (1,0) y 7= (0, 1), es una base de R?,

llamada base canénica de R?.

Se puede demostrar que dada una base B = {¢}, &} de R? y un vector 7 € R?,
existen dos unicos escalares A\;, Ay € R tal que

17:)\1'é'1+)\2'52

El par (A1, A2) se dice que son las coordenadas del vector ¢ en la base B (respecto
a la base B).
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Ejemplo 2.2.5
Las coordenadas del vector ¥ = (—2,—13) en la base B = {(1,—-1),(2,3)} del
espacio vectorial R? son (4, —3), ya que

T=(-2,-13)=4-(1,-1) + (=3) - (2,3)

Las coordenadas de un vector en la base candnica de R? coinciden son sus com-
ponentes:
U= (v1,v2) =v1-(1,0)+v9-(0,1) =0y - T4 vy-]

Ejercicio 2.2.1
Calcula las coordenadas del vector (—3, 1) respecto a la base B = {(1,2),(1,3)}
del espacio vectorial R?,

2.2.2. El espacio vectorial R3

En el conjunto R?, formado por todas las ternas ordenadas de niimeros reales,
R® = {(2,9,2) : 7,y, 2 € R}

se pueden definir dos operaciones: suma y producto por un escalar.

Suma
Dados (Ul, Ua, U3), (Ul, Vg, Ug) S R3I

(w1, ug, uz) + (v1,v2,v3) = (ug + v, Uz + V2, uz + v3)

Con esta operacion el conjunto R? tiene estructura de grupo conmutativo.

Ejemplo 2.2.6
Sean (2, —1,3), (1,4, —2) € R3. Entonces

(2,—1,3) + (1,4,—2) = (3,3,1)

Producto por un escalar
Dados A € Ry (vq,v9,v3) € R3:

A+ (01,09, v3) = (Av1, Avg, Avs)

Ejemplo 2.2.7
Sean 3 € Ry (2,—1,3) € R®. Entonces

3.(2,-1,3) = (6,—3,9)
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El producto por un escalar cumple las mismas propiedades que en el caso del
espacio vectorial R?:

(I ((ul,u27u3) + (Ul,UQ,Ug,)) =\ (ul,UQ,U3) + A (U17UQ,U3), para todo
A€ Rypara todo (ul, U, U3), (Ul, Vg, Ug) S R3.

n (A4 p) - (v1,v2,v3) = A+ (v1,09,03) + - (v1,v2,v3), paratodo A\, u € Ry
para todo (vy, vg,v3) € R

n (g (vi,v9,03)) = (Ap) - (v1,v9,v3), para todo A\, u € Ry para todo
(v1,v9,v3) € R3,

w1 (vy,ve,v3) = (v1,v2,v3), para todo (vy, vo, v3) € R3.

Con estas dos operaciones el conjunto R? tiene estructura de espacio vectorial
sobre el cuerpo R.

Los elementos de R? se llaman vectores y los denotamos por
U = (U17U2,U3) ) v = (UI7UQ7U3) )

El vector nulo lo denotamos por 0 = (0, 0,0).

El espacio vectorial R? lo representamos en el espacio considerando tres ejes
perpendiculares.

El vector 7 = (2, 3,4) € R3 lo representamos asi:

Z

4.0,
3.0

La suma de vectores de R? también cumple la regla del paralelogramo.
Un sistema de vectores de R? es una coleccion de vectores de R3, los cuales se
pueden repetir.

Ejemplo 2.2.8
El conjunto S = {(2,1,3), (4, —5,1)} es un sistema de vectores del espacio vecto-
rial R3,
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Dos vectores @ = (uy, us, u3) y U = (v, v2, v3) son linealmente independien-

tes si
Uy Ug U
rang < b 3> =2
V1 V2 Ug

En otro caso se dice que los dos vectores son linealmente dependientes o que los
dos vectores tienen la misma direccion.

Si los vectores 4 = (uy, us, u3) y ¥ = (v1, v, v3) son linealmente dependientes
y no nulos, entonces existe un escalar A # 0 tal que & = A - ¥, por tanto

(U1,U2,U3) =A- (711,7)2,7)3)

es decir, si v; # 0, vy # 0y v3 # 0, entonces
o U
V1 (%) V3
Si por el contrario, existe algun i € {1,2, 3} tal que v; = 0, entonces u; = 0.
Ejemplo 2.2.9
Los vectores (1, 1,2) y (2,3, —1) son linealmente independientes, ya que

112y,
el 3 1) T

mientras que los vectores (2,0,4) y (6,0, 12) son linealmente dependientes, ya que

2 0 4
rang(6 0 12)—17&2

En este caso
(6, 0, 12) =3- (2, 0,4)

o lo que es lo mismo

Tres vectores @ = (uq, ug, u3), ¥ = (v1,v2,v3) y W = (w, wy, w3) son lineal-
mente independientes si
Uy U2 U3
v vy vz|#0
w; W2 wWs
Se dice entonces que los vectores u, Uy w son no coplanarios.
En otro caso se dice que los tres vectores son linealmente dependientes o co-
planarios.

Ejemplo 2.2.10
Los vectores (1,2,1), (2,1,0) y (3,1, 1) son linealmente independientes, ya que

(
121
2 1 0/=-4+#0
311
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mientras que los vectores (1,2,1),(2,1,0) y (3, 3, 1) son linealmente dependientes,
ya que

1
2
3

W — N

1
0| =0
1

Una base del espacio vectorial R? es un sistema de vectores de R* formado por
tres vectores linealmente independientes.

Ejemplo 2.2.11

El sistema de vectores B = {(1,2,1),(2,1,0), (3,1, 1)} del espacio vectorial R es
una base de R? ya que, como hemos visto en el Ejemplo 2.2.10, sus tres vectores
son linealmente independientes.

El sistema de vectores {7, J, g}, donde 7= (1,0,0), 7= (0,1,0) y k= (0,0,1),
es una base de R?, 1lamada base canénica de R>. Hay que hacer notar aqui que los
simbolos 7’y 7también se han utilizado anteriormente para los vectores de la base
candnica de R2.

Dada una base B = {¢&), €, €3} de R? y un vector 7 € R3, existen tres inicos
escalares \i, Ao, A3 € R tal que

6:A1'€1+A2‘€2+A3'€3
La terna (A1, A2, A3) se dice que son las coordenadas del vector ¥ en la base B.

Ejemplo 2.2.12
Las coordenadas del vector v = (5,9, 3) respecto a la base

B = {(17 2, 1)7 (2’ L, O)’ (37 L, 1)}
del espacio vectorial R? son (4,2, —1), ya que

7=(593)=4-(1,2,1)+2-(2,1,0) + (=1) - (3,1,1)

Ejercicio 2.2.2
Calcula las coordenadas del vector (9, —3, 5) respecto a la base

B=1{(1,-1,2),(0,2,-1),(2,1,0)}

del espacio vectorial R3,

Las coordenadas de un vector en la base candnica de R? coinciden son sus com-
ponentes:

U= (01,1}2,1)3) =1~ (17070) + vg (07170) + vs - (07071)

—

:U1'7+U2'j+1}3‘k
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2.3. Los espacios vectoriales euclideos R? y R?

En esta seccion introducimos en los espacios vectoriales R? y R? el producto
escalar usual, el cual nos permite definir los conceptos de médulo (longitud) de un
vector y angulo entre dos vectores.

2.3.1. Producto escalar

Llamamos producto escalar de los vectores @ = (uy, us, u3) y U = (v1, v, v3)
de R3, al nimero real
U= U1V + UV9 + U3V3

I~

Ejemplo 2.3.1
El producto escalar de los vectores @ = (2,1,3) y o = (—1,1,5) de R es

- v=2-(-1)4+1-143-5=-2+1+15=14

Hay que hacer notar que el simbolo “ - ” tanto lo empleamos para designar el
producto de niimeros reales, como para el producto de un escalar y un vector o para
el producto escalar de vectores.

El producto escalar cumple las propiedades:
= U =10-1u,paratodo @, 7 € R3.
w (AT + pv) - W = M - W + pt - 0, para todo @, v, W € R®y X € R,
» -7 >0, paratodo v € R3, 7 £ 0.
De esta forma el espacio vectorial R? es un espacio vectorial euclideo.

De forma similar podemos definir el espacio vectorial euclideo R2.

2.3.2. Modulo de un vector

Llamamos moédulo del vector &' = (vy, vg, v3) € R3, al nimero real

18] = VT 0 = V/(01)? + (v2)2 + (v3)?

Ejemplo 2.3.2
El modulo del vector v/ = (2,3, —1) es

7] = V22 4+ 324+ (-1)2=V4+9+1=14

El médulo de un vector cumple las siguientes propiedades:

@ M. Barreda Rochera [ J. A. Lopez Orti - ISBN: 978-84-692-9833-6 43 Fundamentos Matematicos de la Ingenieria. Parte I: Algebra Lineal - UJI



||7]] > 0, para todo ¥ € R?, ¥ # 0. Ademas, ||0]| = 0.

M| = [\ ||9]], paratodo v € Ry \ € R.
| p y

| —

a - v| < ||d|] ||7]], para todo @, 7 € R3.

||@ + 0| < ||d]| + ||V]|, para todo @, ¥ € R3.

De la misma forma podemos definir el modulo de un vector de R2.
Un vector ¥ € R? es un vector unitario si ||7]| = 1.

Ejemplo 2.3.3
El vector v = (1/+/14,2/+/14,3/+/14) es un vector unitario, ya que

171] = /(1 VT2 + (2/VTA)2 + (3/VTA)2
= /1/14+4/14 1 9/14 = \/14/14 = 1

Dado un vector no nulo ¥ € R?, entonces los vectores

=
=

@l

son unitarios y tienen la misma direccion que .

=L
=

Los vectores de la base candnica de R?
7=(1,0,0), 7=(0,1,0), k=(0,0,1)
son vectores unitarios.

Igualmente podemos definir el concepto de vector unitario en R? y observar que
los vectores de la base candnica de R? son vectores unitarios.

2.3.3. Angulo entre dos vectores

Sean dos vectores no nulos #, v € R3. El angulo que forman los vectores @ y @
viene dado por su coseno:

— =

u-v

COSY = ~ =77 o7
[l | {]91]

donde o € [0, 7.

S

&
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Ejemplo 2.3.4
El angulo entre los vectores @ = (0, —3,5) y ¥ = (1,1, 10) es a = 0.65 radianes,
ya que
TR 0,-3,5)-(1,1,10 A7 47
cosoz:uv—<’ 5 (L1,10) - _ ~ 0.8

@l ||T]] 110, =3,5)|][(1,1,10)]] ~ v/34v/102  34v/3

y asi
(v = arc cos (47/(34\/3)) ~ 0.65 radianes

Dos vectores no nulos @, o' € R son ortogonales, si @ - 7 = 0.
Ejemplo 2.3.5

Los vectores @ = (2,—1,3) y v = (1, 5, 1) son ortogonales, ya que

G-7=(2-1,3)(1,51)=2-5+3=0

Los vectores de la base canonica de R? son ortogonales. Entonces se dice que la
base candnica de R? es una base ortonormal, ya que sus vectores son ortogonales
y unitarios.

De forma anédloga podemos definir el 4ngulo entre dos vectores de R?.

2.3.4. Producto vectorial

Dados dos vectores @ = (uy, ug, u3), v = (vi, v2, v3) € R3, llamamos producto
vectorial de « y v al vector que viene definido por el desarrollo formal del siguiente
determinante por la primera fila:

—

T 7k .
UXU=|u; uy ug|= (UQU3 - U3UQ) r— (U3U1 — u1U3)T+ (Uva - U2U1) k
V1 Uy Uj
= (ugv3 — Uz, —UzV] + U1V3, UV — UV))
Ejemplo 2.3.6
El producto vectorial de los vectores @ = (0, —3,5) y v = (3,1, 10) es
T7 ok )
GxT=[0 -3 5|=—357+5]+3k=(—35,5,3)
3 1 10

El producto vectorial cumple las siguientes propiedades:

» ¢ X U= 0si,y so6losi, @y v son linealmente dependientes.
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» i X U= —7 X i, para todo @, ¥ € R3.

» i x ¥ es ortogonal a los vectores @ y ¥, para todo i, v € R3.

[ |
£l
X
e
_|_
S

¥) = U x U+ @ x 0, para todo , 7, w € R3.

@ X W+ ¥ X W, para todo @, U, W € R3.

n
=
+
S
X
S
I

» (\Z) X U =1 x (A\V) = \(© x ¥), paratodo A € Ry @, 7 € R?.

Ejercicio 2.3.1

Sean i, ¥y 1 tres vectores en R3 no coplanarios. Sefiala en cada apartado si los vec-
tores que se dan tienen la misma direccion, son ortogonales o si no puede asegurarse
nada:

- —

(a) U X U, u
(b) U X U, U x W
(c) u-v,u
(d) ©—v,uxv

() ©u—v,u+v

Ademas:
i@ x ]| = [|d]| [|v]] sen

es el area del paralelogramo determinado por los vectores @ y ¢, donde o € [0, 7]
es el angulo que forman los vectores i, v € R3.

<

U
Ejemplo 2.3.7
El area del paralelogramo determinado por el vector @ = (2,3,1) y por el vector
v=(-1,—2,0)es
1@ x 0| = V6

ya que

k
1] =(2,-1,-1)
0

<y

X

<y

I
=N Sy
DN W

y asi

i x 7| =vVi+1+1=6
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2.3.5. Producto mixto

Dados tres vectores @ = (u1, Uz, u3), ¥ = (v1,v9,v3), W = (wy, ws, w3) € R3,
llamamos producto mixto de , ¥y w al nimero real

Uy U2 U3
[ﬁ,ﬁ,w]:u(ﬁxw): V1 VU U3
w1, Wy W3

Las propiedades del producto mixto se deducen de las propiedades de los productos
escalar y vectorial, y de las propiedades de los determinantes.
Ademas:
(42, ¥, ]|
es el volumen del paralelepipedo cuyas aristas vienen determinadas por los vectores
U, Uy W.

~
=

Ejemplo 2.3.8
El volumen del paralelepipedo cuyas aristas vienen determinadas por los tres vec-
toresu = (2,—1,1), 0= (—1,-2,0) y W = (1,—1,2) es

@, v, @] =7

ya que
2 —1 1

@, 0,0 = |-1 —2 0|=-7
1 -1 2

2.4. Geometria afin y euclidea

En este apartado nos centramos en el espacio afin tridimensional, considerando
las variedades lineales afines (rectas y planos) y estudiando las posiciones relativas
entre ellas. Mediante la estructura euclidea vista en la seccion anterior, introducimos
el angulo y la distancia entre dos variedades lineales afines.
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2.4.1. El espacio afin tridimensional

El espacio afin tridimensional estd formado por un conjunto F3 (a cuyos ele-
mentos se les 1lama puntos), el espacio vectorial R® y una aplicacion

+:E3XR3 Es
(P,V) —— P+

que cumple las siguientes propiedades:
» P+ (d+7)=(P+1u)+v,paratodo P € E3y para todo (u,7) € R? x R3.
» Dados (P,Q) € E3 x E3 existe un tnico vector o € R3 tal que P + v = Q.

Se llama vector fijo a un par (P, ()) de puntos de F3 y se representa por P—Cj
—
Se dice que P es el origen y () el extremo del vector fijo PQ).

Por la segunda propiedad anterior se tiene que dado el vector fijo P—Cj, es decir
el par de puntos (P, @), existe un tnico vector 7 € R? tal que Q = P + 7.

—
El vector v se llama vector libre y se conviene en decir que el vector fijo P() es un
representante del vector ¢'.

Cuando se escribe
. —_
U= PQ

—
se esta identificando el vector fijo P() con el vector ¥ € R? que representa.

Q

{o.

Con esta identificacion la primera propiedad se escribe

—_— = —
PQ+QR= PR

para cada P,Q), R € Es.
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Dados un punto O (origen) de E3 y una base {¢1, ¢, €3} de R?, se dice que
{O; €1, €3, &3} es una referencia cartesiana de Fs.

Cuando la base es ortonormal, a la referencia se le llama referencia cartesiana
rectangular.

Se llaman coordenadas cartesianas (rectangulares) de un punto P € Ej res-
pecto a una referencia cartesiana (rectangular) {O; &, &, €3}, a las coordenadas

(A1, A2, A3) del vector OP en la base {e1, ey, €3}

—

A partir de aqui consideraremos la referencia cartesiana rectangular {O; 7, 7, k},
donde O € Ej5 es un origen cualquiera.
Dado P € Ej3,si

RN . . N
OP = (p1,p2,p3) = P17+ p2J+ psk

escribiremos P = (py, pa, p3), indicando que (p1, po2, p3) son las coordenadas del
punto P en la referencia cartesiana rectangular {O; 7, 7, l;}

La primera coordenada, p;, se llama abscisa.

La segunda coordenada, p-, se llama ordenada.

La tercera coordenada, ps, se llama cota.

Si P = (pl,pg,pg) y U= (Ul, Vg, Ug), entonces
Q=P+ 0= (p1+vi,p2+v2,p3 +v3)

Aqui representamos graficamente el punto P = (2, 3,4):
A

4.0,
3.0/ P
2.0
1.0

L -
. -
-
—-——_ _ DA

1

T 0 20 3
Y |

Dados P, () € Ej3, se llama distancia entre los puntos Py () al nimero real

d(P,Q) =|PQl| = V/(gr — pr)2+ (2 — p2)? + (a5 — p3)?

siendo P = (p1,p2,p3) ¥ @ = (¢1, g2, g3); evidentemente, la distancia entre Py Q)
la podemos definir porque R? es un espacio vectorial euclideo.

Ejemplo 2.4.1
La distancia entre los puntos P = (3,—1,2) y Q = (5, —4,1) es

AP,Q)=/(5-32+(—4—(-1))2+(1—-22=vV22+32+1=14
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Entonces, se dice que el espacio afin tridimensional tiene estructura de espacio
afin euclideo.

La distancia cumple las siguientes propiedades:

» d(P,Q)=0si,ysolosi, P = Q.

» d(P,Q) =d(Q, P),paratodo P,Q € FEj.

» d(P,R) < d(P,Q)+d(Q, R), paratodo P, Q), R € Ej.

2.4.2. Variedades lineales afines

Entenderemos como variedades lineales afines del espacio afin tridimensional
las rectas y los planos.
Recta
Dado un punto P = (xg, yo, 20) y un vector no nulo v = (vy, va, v3), se llama recta
que pasa por Py tiene la direccidon de ¢/ al conjunto formado por los puntos (), tales

que PQ) = A7, con A € R, es decir, tales que
Q=P+Xv, conleR

El vector ¢ se llama vector director de la recta.

Si @ = (z,y, z), entonces

(z,y, 2) = (20, Yo, 20) + A (v1, V2, U3)

La ecuacidn anterior se llama ecuacion vectorial de la recta.

Las ecuaciones
T =Ty + Avg
Y = Yo + Avy
z = Zy + Avg

se llaman ecuaciones paramétricas de la recta.

La expresion
T—To  Y—Y 22— %0

U1 V2 U3
se llama ecuacion continua de la recta.
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Ejemplo 2.4.2

La recta que pasa por el punto P = (1, —2, 3) y tiene como vector director al vector

U = (2,4,0), tiene como ecuacion vectorial
(x,y,2) = (1,-2,3) + A(2,4,0)

como ecuaciones paramétricas

= 14 2\
y = —2 + 4\
z = 3
y como ecuacion continua
r—1 y+2 2-3
2 4 0
La expresion formal
z—3
0

en la ecuacion continua de la recta solo significa que los puntos de dicha recta tienen

su tercera coordenada constante e igual a 3 (z = 3).

Plano

Dado un punto P = (¢, Yo, z0) y dos vectores 4 = (uy, ug,u3) y v = (v, v, v3)
linealmente independientes, se llama plano que pasa por el punto P y tiene a los
vectores i y U como vectores directores, al conjunto formado por los puntos (), tales

que P—Cj = Ad+ puv,con A\, u € R, es decir, tales que

Q=P+ i+ puv,

= — ==

con \, p€R

=

—————~

=

—~ u

<

X

Si @ = (z,y, z), entonces

(z,y, 2) = (20, Yo, 20) + A (u1, uz, ug) + o (v1, V2, v3)
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La ecuacion anterior se llama ecuacion vectorial del plano.

Las ecuaciones
rT =29 + Auyp + puvy
Y=Y + Auz + puy
z = zy + Auz + pv3

se llaman ecuaciones paramétricas del plano.

Ejemplo 2.4.3
El plano que pasa por el punto P = (—1,3,1) y tiene como vectores directores a
los vectores 4 = (2,5, —1) y v = (—3, 2, —1) tiene como ecuacidn vectorial

(x,y,2) =(—1,3,1) + A (2,5,—1) + u(=3,2, 1)

y como ecuaciones paramétricas

r=—14+ 2\ — 3u
y= 3+ 5\ + 2u
z= 1= X — pu

Como los vectores @ = (u1, ug,u3) y U = (v1,ve, v3) son linealmente indepen-
dientes, el sistema
Aup + pvy = —x9
Aug + pva =y — Yo
Aug + pvg = 2 — 2y

es compatible determinado (las incognitas son Ay u), es decir

Uy v Uy vV ¥ — 2o
rang [ o vo | =rang | us vo y—1yo | =2
us Vs us vV 2 —2p

y por tanto
Uy V1 T — T
uy v2 Yy —yo| =0
Uz V3 2—2p

Desarrollando el determinante obtenemos la llamada ecuacién general del plano:

Az+By+Cz+D =0

Ejemplo 2.4.4
La ecuacion general del plano del Ejemplo 2.4.3 es
2 =3 z+1
5 2 y—=3=0
-1 -1 z—-1

es decir
3r—5y—192+37=0
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Dado el punto P = (g, Yo, 20) ¥y los vectores & = (uy, us, us3) y v = (v, v, v3)
linealmente independientes, consideramos el vector

X U

i~

n=
el cual es ortogonal a los vectores @ y ¥, y se llama vector normal al plano.

Ejemplo 2.4.5
El vector normal del plano del Ejemplo 2.4.3 es

St

— @ x¥=(-3,5,19)

w2

i@ = (z,y, z) es un punto del plano determinado por el punto P y los vectores

g
«
<y

—
entonces los vectores P() y 7 son ortogonales.
Sini = (A, B, (), entonces

—
0=PQ 1= (x—20,y—yo,2—2) (A, B,C) = Alx—z0)+B(y—1y0) +C(2—2)

de donde
Az+By+Cz+D =0

siendo D = —Axqg — Byy— C z.

2.4.3. Posiciones relativas entre variedades lineales afines

Posiciones relativas entre dos rectas
Sean las rectas
r=P+4+Xd, s=Q+puv

donde P = (a,b,c), @ = (uy,us,u3), Q = (', 0, ) y U= (v1,v9,v3).

Si los vectores 4 y ¢ son linealmente dependientes

Uy Uz uz) 1
rang =
U1 V2 U3

entonces las rectas r y s son paralelas, en cuyo caso lo designamos por r || s,
0 son coincidentes, en cuyo caso escribimos r = s.
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[a] Si el punto P pertenece a la recta s o, equivalentemente, el punto Q)
pertenece a la recta r, entonces r = s.

. g
/
Q
P

Ejemplo 2.4.6
Sean las rectas
=7 — 2\
1 T
r5x+ =5—y=243 y s=qy=1+ A
2
z=1— A

La recta r pasa por el punto P = (—1,5, —3) y tiene como vector director al vector
u = (2,—1,1), mientras que la recta s pasa por el punto () = (7,1, 1) y tiene como
vector director al vector v = (—2, 1, —1). Por una parte

7= (-21,-1)=—i
es decir, los vectores @ y ¥ son linealmente dependientes. Por otra parte

T+1
%:5—1:1+3

esto es, () € s. Por tanto, las rectas r y s son coincidentes.

@ Si el punto P no pertenece a la recta s o, equivalentemente, el punto ()
no pertenece a la recta r, entonces r || s.

P
Ejemplo 2.4.7
Sean las rectas
r = -1+ 2\ 5_
r=qy= 5H— Ay s= 5 =y—1=1-—=z2
2= =3+ A

La recta r pasa por el punto P = (—1,5, —3) y tiene como vector director al vector

@ = (2,—1,1); la recta s pasa por el punto Q = (5,1,1) y tiene como vector
director al vector ¥ = (—2, 1, —1). Por una parte

i=(2,-1,1)= -7
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es decir, los vectores @ y ¥ son linealmente dependientes. Por otra parte
5—(-1)
2

esto es, P ¢ s. Por tanto, las rectas r y s son paralelas.

=3#44=5-1=1-(-3)

. — — . . . - — =2
Si los vectores @ y ¥ son linealmente independientes y los vectores u, vy PQ)

son linealmente dependientes

(75} U9 us

Up Uz U [N ¢
rang 3) = 2, [u,v,P =1 v Uy v3 | =0
U1 V2 U3 / / /
ad—a bV—-b —c

entonces las rectas r y s se cortan.

Ejemplo 2.4.8
Sean las rectas
1 L1 z= 1+ A
r= 5 =—y—2= 5 y s=¢y= 1-—2X\
z = —b + 3\

La recta r pasa por el punto P = (1,—2, 1) y tiene como vector director al vector
@ = (2,—1,0); la recta s pasa por el punto Q = (1,1,—5) y tiene como vector
director al vector ¥ = (1,—2,3). Por una parte, los vectores & = (2,—1,0) y
U = (1, —2, 3) son linealmente independientes, ya que

2 -1 0
rang | ;5 4 =2

al tener esta matriz un menor de orden 2 distinto de cero:

2 —1
‘1 —2“‘37&0
Por otra parte,
2 —1 0 2 -1 0
—
[ﬁ,ﬁ,P}: 1 ) 3 |=[1 -2 3/=0

1—1 1—(=2) =5—-1] [0 3 —6
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Por tanto, las rectas 7 y s se cortan (en un punto).
El punto de corte se obtiene, por ejemplo, resolviendo el sistema

- —54+3)A—1
LA gy o BB

es decir \ 6.1 3)
A _gy_g_ 0FoA
2 0
Por tanto, A = 2. Entonces, el punto de corte es (3, —3,1).

Aqui hay que hacer notar que la ecuacion

—6 + 3\
0

2 -3 =

significa que —6 + 3\ = 0.

—
Si los vectores i, vy P() son linealmente independientes

Uy U2 Uusg
el ==
[U,U,PQ} = U1 (%) U3 #O
ad—a V-0 d—c

entonces las rectas r y s se cruzan.

Ejemplo 2.4.9
Sean las rectas
rT=-3+ A
—1 —1
r5$2 :—y—Z:ZO y s=<Cy= 2 — 2\
z = —b + 3\

La recta r pasa por el punto P = (1, —2, 1) y tiene como vector director al vector

@ = (2,—1,0); la recta s pasa por el punto ) = (—3,2, —5) y tiene como vector
—

director al vector ¥ = (1, —2, 3). Entonces, el vector PQ) = (—4,4, —6).

Ademas
2 —1 0 2 —1 0
—
[ﬁ,ﬁ,PQ}: 1 -2 3= 1 —2 3 =6+£0
4 4 —6| |-4 4 -6

Por tanto, las rectas r y s se cruzan.
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Posiciones relativas entre dos planos
Sean los planos

r=Ax+By+Cz+D=0, 7 =Ax+By+C2+D =0

ysean Perm, Pen,yn= (A B,C),n = (A, B, C" los vectores normales a
los planos 7 y 7', respectivamente.

Si los vectores 77 y 77’ son linealmente dependientes

A B C
rang |\, proon) = 1
entonces los planos 7 y 7’ son paralelos, en cuyo caso lo designamos por

7 || 7', o son coincidentes, en cuyo caso escribimos T = 7.

[a] Si el punto P pertenece al plano 7’ o, equivalentemente, el punto P’
pertenece al plano 7, entonces ™ = 7’.

Ejemplo 2.4.10
Veamos que los planos

xr =142\ — 3u
T=2r—y+2—1=0, = 4 — XN+ 2u
2 =3 — 5\ + 8

Il
<
I

son coincidentes.

Por una parte, el vector 77 = (2, —1,1) es el vector normal al plano 7 y el punto
P =(0,0,1) € 7.

Por otra parte, como

—

T 7k )
2 -1 —5|=21—j+k
—3 2 8

se tiene que 77’ = (2, —1,1) es el vector normal al plano 7’ y, ademas, el punto
Q=(1,4,3) e

Entonces, los vectores 77 y n’ son linealmente independientes (son iguales) y () € .
Por tanto, los planos 7 y 7’ son coincidentes.
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@ Si el punto P no pertenece al plano 7’ 0, equivalentemente, el punto P’
no pertenece al plano 7, entonces 7 || 7.

—
n

Ejemplo 2.4.11
Veamos que los planos

T=20—4y+52—-2=0, 7 =4x—-8y+102+8=0
son paralelos.

Los vectores 7 = (2,—4,5) y i’ = (4,—8,10) son los vectores normales a los
planos 7 y 7/, respectivamente; estos vectores son linealmente dependientes, ya que
n’ = 27,y el punto P = (1,0,0) € 7, pero no pertenece al plano 7’ (P ¢ 7).

Por tanto, los planos 7 y 7’ son paralelos.

Si los vectores 71 y 71’ son linealmente independientes

A B C\_,
rang AI BI O/ -

entonces los planos 7 y 7’ se cortan (en una recta 7).

La recta r queda determinada por las ecuaciones:

Ax + By + Cz+ D =0
Ax + By + C'z+ D =0

Estas ecuaciones se llaman ecuaciones implicitas de la recta 7.
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Ejemplo 2.4.12
Veamos que los planos

T7=2r—-3y+42+1=0, 7=x+y—2+2=0

se cortan (en una recta ).

Los vectores 77 = (2, —3,4) y 7’ = (1,1, —1) son los vectores normales a los planos
7y 7', respectivamente. Estos vectores son linealmente independientes, ya que

2 =3 4 2 =3
rang |, _q)=rang(, 4

Por tanto, los planos 7 y 7’ se cortan.
La recta r tiene como ecuaciones implicitas

.= 20 — 3y + 42 + 1 =
o xr+ y— z+ 2=

Posiciones relativas entre una recta y un plano
Sea la recta
r=P+\vU

donde P = (a,b,c) y U = (v1,v9,v3), y sea el plano
Tr=Arx+By+Cz+ D=0

siendo 7 = (A, B, C) el vector normal al plano 7.

o O

4
6

=

Si los vectores ¢ y 72 son ortogonales, entonces la recta r y el plano 7 son
paralelos, en cuyo caso lo designamos por r || 7, o la recta r esta contenida

en el plano 7, en cuyo caso escribimos r C 7.

[a] Si P € 7, entonces r C 7.

St

-~
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Ejemplo 2.4.13
Veamos que la recta
2
TEZE—?):%:—Z—FZL
esta contenidaenel planomr=x —y —2 —1=0.
La recta r pasa por el punto P = (3, —2,4) y tiene como vector director al vector
U = (1,2, —1). El plano 7 tiene vector normal 77 = (1, —1, —1).
Entonces
v-n=(1,2,-1)-(1,-1,-1)=1-241=0
Ademas, P € m,yaque3 — (—2) —4 —1=0.
Por tanto, la recta r esta contenida en el plano 7.

@ Si P ¢ , entonces 1 || 7.

N
St \61

Ejemplo 2.4.14
Veamos que la recta
2
TEZE—?):%:—Z—FZL
es paralelaal planom =x —y — 2+ 2 = 0.
La recta r pasa por el punto P = (3, —2,4) y tiene como vector director al vector
v = (1,2, —1). El plano 7 tiene vector normal 77 = (1, —1, —1).
Entonces
v-n=(1,2,-1)-(1,-1,-1)=1-241=0
Ademas, P ¢ m,yaque3 — (—2) —4+2 =3 #0.
Por tanto, la recta r es paralela al plano 7.

Si los vectores ¢y 77 no son ortogonales (v £ 1), entonces la recta 7 y el
plano 7 se cortan (en un punto).
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N —
n v

Ejemplo 2.4.15
Veamos que la recta
xr= 1+ 2)
r=<y=-1-— X
z = 24 3

y el plano m = 2x + y + 42 4+ 10 = 0 se cortan (en un punto).
La recta r pasa por el punto P = (1, —1,2) y tiene como vector director al vector
v = (2,—1,3). El plano 7 tiene vector normal 77 = (2,1, 4).
Entonces
Toii=(2,-1,3)-(2,1,4) =4—1+12=15#0

Por tanto, la recta r y el plano 7 se cortan (en un punto).
Para obtener el punto de corte resolvemos la ecuacion:

20 4+20) + (-1 = X)+4(2+3X)+10=0

es decir
194152 =0
Por tanto 19
N= —
15
y asi
19 23 19 4 19 27 9
v 5 15 7 LTI A S5 15 5

es decir, el punto de corte es Q = (—23/15, —4/15,—9/5).
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Ejercicio 2.4.1
Estudia la posicion relativa de los siguientes pares de variedades lineales afines:

(a) Elplano 3z + 2z — 1 =0y larecta

= 1 + 4\
y=-—A
z = 2

(b) Las rectas

r—1 y—1 2-3 r — 2 =0
) y:3

(c) Losplanos 2z —3y+2—1=0y o +y—224+1=0.

Ejercicio 2.4.2

Estudia, en funcion del pardmetro real a, la posicion relativa de los siguientes pares

de variedades lineales afines:

r =14+ a — f r =1 — aa + f
@qy=2-— o+ 0, y = a —
z =1 4+ « z = 3 + aa + 20
2r + 3y = 7 -
(b){ax _ 3. — _p 6r —4y—32+3=0
r =3 - «
(c) 2z4+y+4=0, y = 2 — 2«
z =1 + af

d 3x—y—2=0, —6r+ay+2z2+1=0.
(e) 2r —y+1=0, z+4y+az—-3=0.

2.4.4. Angulo entre variedades lineales afines

Angulo entre dos rectas que se cortan
Sean dos rectas que se cortan (en un punto P):

r=P+ i, s=P+uv

—
u

<
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Entonces L.
@ - 7]
COSX = ~517 57
] 1]
Ejemplo 2.4.16
Sean las rectas r y s del Ejemplo 2.4.8, las cuales, como ya vimos, se cortan.
Los vectores directores de las rectas 7 y s son, respectivamente, © = (2, —1,0) y

U = (1, -2, 3). Entonces, el coseno del angulo que forman las rectas r y s es

cosa =

Por tanto
a = arccos(4/v70) ~ 1.07 radianes

Angulo entre dos planos que se cortan
Sean dos planos que se cortan (en una recta r):

r=Azx+By+Cz+D=0, 7 =Ax+By+C2+D =0

siendo 77 = (A, B,C) y i’ = (A, B',C") los vectores normales a los planos 7 y 7/,
respectivamente.

R
7 .,

r
Entonces
|7 - |
COSY = ———=
|72l | |]72]]
Ejemplo 2.4.17

Sean los planos 7 y 7’ del Ejemplo 2.4.12, los cuales, como ya vimos, se cortan.
Los vectores normales de los planos 7 y 7’ son, respectivamente, 77 = (2, —3,4) y
n’ = (1,1, —1). Entonces, el coseno del angulo que forman los planos 7 y 7’ es
TR 2,—-3,4)-(1,1,—1 5)
A @34 (L1,

Al — 1 =3, 90 L -1~ v29v/3

Por tanto
o = arc cos(5/v/87) ~ 1.005 radianes
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Angulo entre un plano y una recta que se cortan
Sean un plano y una recta que se cortan (en un punto P):

T=Arx+By+Cz4+D=0, r=P+\U

donde 77 = (A, B, C) es el vector normal al plano 7.

)

—

v

N

Entonces

Ejemplo 2.4.18

Sean larecta r y el plano 7 del Ejemplo 2.4.15, los cuales, como ya vimos, se cortan.
El vector director de la recta r es ¥ = (2, —1,3) y el vector normal al plano 7 es
1 = (2,1, 4). Entonces, el seno del angulo que forman la recta r y el plano 7 es

latfliall 11 =L3)IE L] Vidv2l

sen o =

Por tanto
a = arccos(14/v/294) ~ 1.065 radianes

2.4.5. Distancia entre variedades lineales afines

Distancia de un punto a una recta
Seaunarectar = P + A7y sea un punto ) ¢ r.
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Entonces, la distancia entre el punto () y la recta r, que denotamos por d(Q, ), es:

—
17 x PQ)|

[11]

d<Q7r) =

Ejemplo 2.4.19
Sean el punto @ = (1, —2, 3) y la recta determinada por el punto P = (—1,3,4) y
el vector (director) v = (2, —1,7)

W

xr+1 L3 z —
r= = — = —
2 Y 7

—
Entonces, como P() = (2, —5, —1), obtenemos

T 7k
_ —
UX PQQ =12 —1 7| = 367+ 167 — 8k
2 -5 -1
Por tanto
U x P 44/101
40, r) = LT LAl ~ 5.47
||| 3v6

Distancia de un punto a un plano
Seaunplanom = Az + By + C z + D = 0y sea un punto Q = (o, Yo, 20) ¢ 7.

|

Q
he
L)

3

Entonces, la distancia entre el punto () y el plano 7, que denotamos por d(Q, ), es:

. |A£IZ'0+BZ/0+CZO+D|

d(Q, )

Ejemplo 2.4.20
Sean el punto Q = (1, —1,2) y el plano 7 = 2z — 5y + 3z + 5 = 0. Entonces, la
distancia entre el punto () y el plano 7 es

18

d(Q,m) = 7 ~ 2.92
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Distancia entre dos rectas paralelas
Sean dos rectas paralelas

Entonces, la distancia entre las rectas r y s, que denotamos por d(r, s), es:

—
v x P

dlr,s) = d(Ps) = dQ.r) =

v

Ejemplo 2.4.21

Sean las rectas r y s del Ejemplo 2.4.7, las cuales, como ya vimos, son paralelas.

La recta r estd determinada por el punto P = (—1,5,—3) y el vector (director)

u = (2,—1,1); la recta s esta determinada por el punto ) = (5,1,1) y el vector

(director) 4 = (2, —1, 1). Entonces, el vector P—C>2 = (6,—4,4)y asi

N A
TxPQ=12 -1 1|=-27-2k
6 —4 4
Por tanto
Jx P 2/2 2
d(r,s) = d(P, s) ||”><H Qll _2v2 — ~1.1547
||| V6 V3

Distancia entre dos rectas que se cruzan
Sean dos rectas que se cruzan

r=P+4+ i, s=Q+puv

. - = —_—= . . .
es decir, los vectores u, vy P() son linealmente independientes.

@ M. Barreda Rochera [ J. A. Lopez Orti - ISBN: 978-84-692-9833-6 66 Fundamentos Matematicos de la Ingenieria. Parte I: Algebra Lineal - UJI



Entonces
—
hap@‘

@ 4]

d(r,s) =

Ejemplo 2.4.22

Sean las rectas r y s del Ejemplo 2.4.9, las cuales, como ya vimos, se cruzan.

La recta r pasa por el punto P = (1, —2, 1) y tiene como vector director al vector
i = (2,—1,0); larecta s esta determinada por el punto @) = (—3,2, —5) y el vector
(director) 4 = (1, —2, 3). Ademas, tal y como calculamos en el Ejemplo 2.4.9:

e dd =2
[u,v,PQ} =6
Por otra parte
UXU=

= 37— 67— 3k

i \ V) )
R
w O T

Por tanto
—
[Ferad]] 6 o
d(r,s) = —— = = — ~0.816
N TRV Y.

Distancia entre dos planos paralelos
Sean dos planos paralelos

r=Ar+By+Cz+D=0, 7#=Az+By+Cz2+D =0

\\\\\\\\\\\\\\\\\\\
\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\

D'~ D)
‘/A2+BQ+CQ

Entonces
d(m,7") =
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Ejemplo 2.4.23
Sean los planos del Ejemplo 2.4.11, los cuales, como ya indicamos, son paralelos.

Entonces A 5 5
d(m, ') = =21 2 g
V22 + (4243 V5

Distancia entre una recta y un plano paralelos
Sean una recta y un plano paralelos

r=P+ Ao, mn=Ax+By+Cz+D=0

es decir, los vectores 77 = (A, B, C') y ¢ son ortogonales.

Si P = (xo, Yo, 20), entonces

- |A$0+By0+CZO+D|

d(r,m) = d(P,)
VA D1 O

Ejemplo 2.4.24

Sean la recta r y el plano 7 del Ejemplo 2.4.14.

La recta r pasa por el punto P = (3,—2,4) y el plano 7 tiene como ecuacion
general: © —y — z + 2 = (. Entonces

o B2—-442 3
— 2__2_2_7_ﬁwm3
VI + (=12 +(-1) 3

d(r,m) =d(P,)

Ejercicio 2.4.3
Dado el plano 3z + 42 + a = 0 y larecta

r—1 'y z

4 -1 b

halla el valor de a y b de forma que la distancia de la recta al plano sea de 2 unidades.
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Ejercicio 2.4.4
Determina la posicion relativa entre las siguientes variedades lineales afines:

2 — 3y + z =11 z=1+4+a+ 4
T+ y+32= 8" y = 1 — a + 85
Y - : =5 — a + 583

Si son paralelas, calcula la distancia entre ambas y si no lo son, calcula el angulo
que forman.

Ejercicio 2.4.5
Obtén la ecuacion de un plano que dista 4 unidades del origen de coordenadas, es
perpendicular a la recta x = y = z y corta al eje OZ en un punto de cota negativa.

Ejercicio 2.4.6
Considera las rectas

.= T+ y + 2z =2 <= ar —y—z= 1
T lrx+2y—32=8" r—y+z=-2

(Para qué valor del pardmetro a se cortan las rectas r y s? Para dicho valor, calcula
el punto de corte de ambas rectas y el angulo que forman.
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Tema 3

Espacios vectoriales

En este tema estudiamos el concepto de espacio vectorial, centrandonos en los
espacios vectoriales reales de dimension finita, y mas concretamente en el espacio
vectorial R". No obstante, creemos necesario introducir otras estructuras algebrai-
cas, con el fin de situar los espacios vectoriales en el contexto adecuado.

3.1. Introduccion

En este primer apartado vamos a formalizar algunos conceptos que ya hemos
utilizado en los dos temas anteriores, como son las leyes de composicion (operacio-
nes) sobre un conjunto, las cuales nos permitirdn introducir la estructura de cuerpo,
con la que también hemos trabajado en el caso particular del cuerpo de los nimeros
reales.

3.1.1. Leyes de composicion

Ley de composicion interna
Sea A un conjunto no vacio. Una ley de composicion interna sobre A es una apli-
cacion de A x A en A; por tanto, a cada (a,b) € A x A le hacemos corresponder

un unico elemento ¢ € A:
AxA — A

(a,b) — ¢

Ejemplo 3.1.1

La suma de niimeros naturales es una ley de composicion interna sobre N, ya que
a cada par de nimeros naturales (m, n) le hacemos corresponder el nimero natural
m+n:

+:NxN  — N
(m,n) — m+n

Ejemplo 3.1.2
La resta de numeros naturales no es una ley de composicidn interna sobre N, ya
que, por ejemplo:

2-3=-1¢N
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En cambio, la resta de nimeros enteros si que es una ley de composicion interna
sobre Z, ya que a cada (m, n) € Z le hacemos corresponder el unico numero entero
m — n:

— L Xl — 7

(m,n) — m—n

Ley de composicion externa

Sean un conjunto no vacio A y otro conjunto no vacio K, al que llamaremos do-
minio de operadores. Una ley de composicion externa sobre A con dominio de
operadores K es una aplicacion de K x A en A; por tanto, a cada (k,a) € K x A
le hacemos corresponder un unico elemento b € A:

KxA— A
(k,a) — b

Ejemplo 3.1.3

El producto de un nimero natural y un nimero entero es una ley de composicion
externa sobre Z con dominio de operadores N, ya que a cada (m,n) € N x Z le
hacemos corresponder el nimero entero m - n:

- NXZ — Z
(m,n) — m-n

En cambio, el producto de un numero entero y un nimero natural no es una ley de
composicion externa sobre N con dominio de operadores Z, ya que, por ejemplo:

—2.3=—6¢N

Las leyes de composicion, en ocasiones, también se llaman operaciones.

3.1.2. Estructuras algebraicas

Una estructura algebraica estd formada por un conjunto en el que hay definidas
ciertas operaciones cumpliendo unas determinadas propiedades.

Un grupo es una estructura algebraica formada por un conjunto G y una ley de
composicion interna
x: GXxG — G
(a,b) — axb

cumpliendo las siguientes propiedades:

» Dados cualesquiera a, b, ¢ € G, se tiene que a * (b* ¢) = (a * b) x c.

(Propiedad asociativa)

» Existe un e € G tal que, dado cualquier a € G setiene que a xe = a = e x a.

(Existencia de elemento neutro)
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» Dado cualquier a € G, existeun o’ € G talque a xa’ = e = a’ * a.
(Existencia de elemento simétrico)

Un grupo es, por tanto, un par (G; ), donde G es un conjunto y * es una ley de
composicidn interna sobre GG cumpliendo las tres propiedades anteriores.

Ejercicio 3.1.1
Sea (G *) un grupo. Entonces:

» Fl elemento neutro e € GG es Gnico.

= Dado cualquier a € G, se tiene que el elemento simétrico @’ € G es Unico.

Un grupo (G| %) se dice que es un grupo abeliano o grupo conmutativo si para
cualesquiera a, b € GG se tiene que

axb=>bxa (Propiedad conmutativa)

Ejemplo 3.1.4

El conjunto de los nimeros enteros, Z, con la suma tiene estructura de grupo abe-
liano, ya que la suma es asociativa y conmutativa, el elemento neutro es el nimero
0 y el elemento simétrico de m € Z es —m € Z. Se denota por (Z; +).

Lo mismo sucede con el conjunto de los numeros racionales, Q, y con el conjunto
de los numeros reales, R. Estos grupos se representan por (Q; +) y (R; +), respec-
tivamente.

En cambio, el conjunto de los nlimeros enteros, Z, con el producto no tiene estruc-
tura de grupo, ya que los unicos nimeros enteros que tienen simétrico son el 1 y el
—1. Evidentemente, el elemento neutro es el numero 1.

Un anillo es una estructura algebraica formada por un conjunto A y dos leyes de
composicion interna sobre A: suma (+) y producto (-), cumpliendo las siguientes
propiedades:

» (A;+) es un grupo abeliano.
» Dados cualesquiera a, b, ¢ € A, se tiene que

a-(b-c)=1(a-b)-c (Propiedad asociativa)

» Dados cualesquiera a, b, c € A, se tiene que

a-(b+c)=a-b+a-c
(b+c)-a=b-at+c-a

(Propiedades distributivas a izquierda y derecha, respectivamente, del produc-
to respecto de la suma)
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Un anillo es, por tanto, una terna (A; +, -), donde (A; +) es un grupo abeliano,
y el producto es una operacion asociativa y distributiva respecto de la suma.

El elemento neutro de la suma se representa por el simbolo 0 (no confundir con
el nimero 0) y el elemento simétrico de a € A (respecto de la suma) se representa
por —a y se llama elemento opuesto de a.

Un anillo se dice que es un anillo unitario si el producto tiene elemento neutro.
En este caso, el elemento neutro del producto también es Unico; se denota por el
simbolo 1 (no confundir con el nimero 1).

Ademas, se dice que un anillo es un anillo conmutativo si el producto es con-
mutativo.

Ejercicio 3.1.2
Sea (A; +, ) un anillo. Entonces:

» Para cualquier a € A, se tiene que

» Para cualesquiera a,b € A, se tiene que

(~a) - (~b) = a-b

Ejemplo 3.1.5

Los conjuntos numéricos Z, Q y R son, con las operaciones suma y producto usua-
les, anillos unitarios y conmutativos, ya que como hemos visto en el Ejemplo 3.1.4
estos conjuntos con la suma tienen estructura de grupo y, ademas, el producto tiene
elemento neutro (el nimero 1), es asociativo, es conmutativo y se cumple la propie-
dad distributiva del producto respecto de la suma.

Se representan por (Z; +, -), (Q; +, ) y (R; +, -), respectivamente.

Un anillo (K; +, -) se dice que es un cuerpo si

» (K;+,-) es un anillo unitario y conmutativo.

» Para cualquiera € K, a # 0, existe a~! € K tal que

El elemento a~! es el elemento simétrico de a respecto del producto y se

llama inverso del elemento a. Al igual que sucedia con la suma, el elemento
inverso a~! de un elemento a € K es Unico.
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Los elementos de un cuerpo se suelen llamar escalares.

Ejemplo 3.1.6

Los conjuntos numéricos Q y R son, con las operaciones suma y producto, cuerpos
conmutativos, ya que como hemos visto en el Ejemplo 3.1.5 estos conjuntos tienen
estructura de anillo unitario y conmutativo y, ademas, todo numero racional (real)
no nulo tiene inverso.

En cambio el anillo (Z; +, -) no es un cuerpo, ya que como hemos visto en el Ejem-
plo 3.1.4 los tinicos numero enteros que tienen inverso sonel 1 y el —1.

Ejemplo 3.1.7
En el conjunto
RP=RxR={(r,y):v€R, ycR}

se consideran las operaciones

Suma: (a,b) + (¢,d) = (a+ ¢, b+ d)
Producto : (a,b) - (¢,d) = (ac — bd, ad + bc)

Veamos que con estas dos operaciones el conjunto R? tiene estructura de cuerpo; se
denota por C y se llama el cuerpo de los nimeros complejos. Los elementos de C
se llaman nimeros complejos.

Es facil comprobar que la suma y el producto de numeros complejos es asociativa
y conmutativa. El elemento neutro de la suma es (0,0) y el elemento neutro del
producto es (1,0). El elemento opuesto de (a, b) es (—a, —b) y elemento inverso de

(a,b) # (0,0) es
1 a —b
(aab) - (a2+b2’a2+b2)

Si identificamos el conjunto R x {0} con R, podemos considerar el conjunto de
los niimeros reales como un subconjunto del conjunto de los numeros complejos.
De esta forma identificamos el elemento (a,0) con el numero real a. Ademas, si
denotamos el numero complejo (0, b) como b4, podemos representar todo nimero
complejo en forma bindmica:

(a,b) =a+0bi

El nimero real a se llama parte real del numero complejo a + b7, y el numero real
b se llama parte imaginaria del numero complejo a + b+.
De esta forma i = (0, 1) y asi

i =i-i=(0,1)-(0,1) = (—1,0) = —1

es decir, ¢ es una raiz de la ecuacion z? + 1 = 0; la otra raiz es —i.
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El concepto de matriz que hemos visto en el Tema 1 (matriz real) se puede
generalizar a cualquier cuerpo K (cuando no hay confusion se suelen omitir las
operaciones a la hora de designar un cuerpo).

Asi, dado un cuerpo (K; +, -), llamamos matriz de tamafo m x n sobre el cuerpo
K auna coleccion de m - n escalares, que representamos en una tabla rectangular
de m filas y n columnas

a1; Q2 - Qip

Q21 Q22 -+  Q2p
A=

Am1 Am2 - Amn

donde a;; € K,cont=1,2,...,m,yj=12,...,n.

El conjunto de todas las matrices de tamafio m x n sobre el cuerpo K lo repre-
sentamos por M, (K).

Todos los conceptos introducidos en el Tema 1, los cuales se definieron para
el cuerpo de los niimeros reales, se pueden generalizar cuando K es un cuerpo
arbitrario.

Evidentemente, algunos de esos conceptos requieren de unas definiciones mas
precisas como, por ejemplo, la nocidén de determinante de una matriz.

Ejemplo 3.1.8

El conjunto M,,, ., (K') con la operacion suma de matrices, tiene estructura de grupo
conmutativo, ya que la suma de matrices es una ley de composicion interna, es aso-
ciativa, tiene elemento neutro (la matriz nula), toda matriz tiene elemento simétrico
(su matriz opuesta) y la suma de matrices es conmutativa.

Se representa por (M ,«n(K); +).

El conjunto de todas las matrices de tamafio n x n sobre el cuerpo K lo repre-
sentamos por M, (K).

Ejemplo 3.1.9

El conjunto M,,(K') con las operaciones suma y producto de matrices, tiene estruc-
tura de anillo unitario, ya que como hemos visto en el Ejemplo 3.1.8 el conjunto
M., (K) con la suma de matrices tiene estructura de grupo conmutativo; ademas,
el producto de matrices es asociativo, tiene elemento neutro (la matriz identidad)
y se cumple la propiedad distributiva del producto respecto de la suma. Por lo tan-
to, el conjunto M,,(K), con las operaciones suma y producto de matrices, tiene
estructura de anillo unitario. Se representa por (M,,(K); +,-).

En cambio, no tiene estructura de cuerpo porque sélo las matrices que tienen deter-
minante distinto de cero (elemento neutro de la suma en K) tienen inversa.

Consideremos un cuerpo K y n € N U {0}, y sean ag,ay,...,a, € K, con
a, # 0. Decimos que la aplicacion

p: K — K
r — plx)=a+ar+ - +a, 2"
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es un polinomio de grado n en la indeterminada x con coeficientes en el cuerpo K

se dice que los escalares ay, ao, ..., a, son los coeficientes del polinomio p.

Utilizamos la notacién 22 = vz, 22 = zax, ...

El conjunto de todos los polinomios con coeficientes en el cuerpo K se denota
por K |[z].

Ejemplo 3.1.10
La aplicacion p(z) = 2* — 2z + 3 es un polinomio de grado 3 con coeficientes en
el cuerpo de los nimeros reales (racionales).
Evidentemente
p(z) = 12° + 02 + (=2)x + 3

Un polinomio p € K[x] se dice que es un monomio si es de la forma
p(z) = ax™
donde el escalar a € K, a # 0, se llama coeficiente del monomio y el nimero n se

llama grado del monomio.

Ejemplo 3.1.11
El polinomio p(z) = 423 con coeficientes en el cuerpo de los niimeros reales (ra-
cionales) es un monomio de grado 3.

En el conjunto K [z] se puede definir una ley de composicion interna
+ : Kz] x K[z] — K|z]
(pg) — Pty
donde
(p+q)(x) = p(z) +q(z)
Ejercicio 3.1.3
Sea K un cuerpo. Demuestra que (K [z]; +) es un grupo conmutativo.

En el conjunto K [z] se puede definir otra ley de composicion interna
- Klz] x K[z] — K|x]
() — p-q
donde
(p-@)(x) = p(x) ¢(z)
Ejercicio 3.1.4
Sea K un cuerpo. Demuestra que (K [z]; +, -) es un anillo conmutativo y unitario.

Es evidente que K[x] no tiene estructura de cuerpo; el monomio p(z) = = no
tiene inverso, ya que f(x) = 1/x, que es una aplicacion definida en K — {0}, no es
un polinomio y es la tnica aplicacién que cumple:

p(x) f(z) =1, x#0
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3.2. Espacios vectoriales. El espacio vectorial R"”

En el Tema 1 hemos hablado de vectores al referirnos a la solucioén o solucio-
nes de un sistema de ecuaciones lineales. En esta secciéon vamos a introducir for-
malmente el concepto de espacio vectorial para después particularizarlo al espacio
vectorial R".

3.2.1. Definicion de espacio vectorial

Definicion 3.2.1 (Espacio vectorial)
Sea E un conjunto no vacio y sea K un cuerpo. Se dice que el conjunto E tiene
estructura de espacio vectorial sobre el cuerpo K si, y sélo, si

1. Existe una ley de composicion interna, (+), sobre £ tal que (E;+) es un
grupo conmutativo.

El elemento neutro lo representamos por 0 y lo llamamos vector nulo; dado
cualquier ¥ € F, al elemento opuesto de « lo representamos por —.

A esta operacion la llamamos suma.

2. Existe una ley de composicion externa, (-), sobre £ con dominio de operado-

res K
- KxFE — F

A\ i) — Al

cumpliendo las siguientes propiedades

a) A\-(U+v)=X-u+ X7, VA€ K, Vu,v € E.
by A +p)-u=X-ud+p-u VA pe K, ViekL.
¢) Ap)-d=X-(pu-u), V\,ue K, Vi € E.

d) 1-i=1, Vi€ FE.

A esta operacion la llamamos producto por un escalar.

Los elementos de F se llaman vectores y los elementos de K se llaman, como
indicamos anteriormente, escalares.

Un espacio vectorial es, por tanto, una terna [(E; +), (K;+, ), ] donde (F; +)
es un grupo conmutativo, (K; +,-) es un cuerpo y (-) es una ley de composicion
externa sobre F con dominio de operadores K, verificando las propiedades anterio-
res. Para simplificar se suele decir que E es un espacio vectorial sobre un cuerpo K
o que £ es un K-espacio vectorial.

Hay que hacer notar aqui hemos designado con el mismo simbolo, (+), la suma
de escalares y la suma de vectores, y con el mismo simbolo, (-), el producto de
escalares y la ley de composicion externa (producto de un escalar y un vector).
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Ejemplo 3.2.1

Todo cuerpo es un espacio vectorial sobre ¢l mismo. Para ello basta tomar como ley
de composicion externa el producto de escalares.

En particular, el cuerpo de los nimeros reales, R, y el cuerpo de los nimeros com-
plejos, C, tienen estructura de espacio vectorial, el primero sobre el cuerpo de los
nimeros reales y el segundo sobre el cuerpo de los numeros complejos (y sobre el
cuerpo de los nimeros reales).

Ejemplo 3.2.2

El conjunto M,, ., (K) tiene estructura de espacio vectorial sobre el cuerpo K, ya
que, como hemos visto en el Ejemplo 3.1.8, (M,,x,(K); +) es un grupo conmu-
tativo y, ademas, el producto de un escalar y una matriz es una ley de composicion
externa sobre M, (K') con dominio de operadores K, que cumple las propieda-
des:

@ A (A+B)=A-A+A-B, VA€ K, VA, B € Mypen(K).
B) Adp) A=A-A+p-A VA p€ K, VA E Myn(K).
() Ap)-A=X-(u-A), Y\ pue K, VA€ Myun(K).

(d) 1-A=A VA€ Mpyn(K).

En el conjunto de los polinomios con coeficientes en un cuerpo K, K|[x], se puede
definir una ley de composicion externa con dominio de operadores /X

- K x Kz] — Klz]

donde
(A-p)(z) = Ap(z)

Ejercicio 3.2.1
Dado un cuerpo K, demuestra que K[z] tiene estructura de K -espacio vectorial.

Ejercicio 3.2.2
Sea E un espacio vectorial sobre un cuerpo K. Entonces, para cualesquiera que
sean los vectores u, v € E'y los escalares A, u € K se verifica:

(@) 0-=0.
(b) A-0=0.

(¢) SiA-@=0,entonces \ =0 6 @ =0.
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3.2.2. El espacio vectorial R™

Recordemos que en el Apartado 2.2.1 introdujimos el espacio vectorial R%. Aho-
ra vamos a formalizar esta estructura algebraica y, a su vez, esta formalizacién nos
servira para afianzar el concepto de espacio vectorial.

Consideremos el conjunto (no vacio)
R* = {(z,y) : 2,y € R}

y el cuerpo de los nimeros reales, R.
En el conjunto R? se puede definir la ley de composicion interna

+: R? x R? R?

((u1,ug), (v1,v2)) — (U1 + v1, Uz + v2)

la cual, evidentemente, dota a R? de estructura de grupo conmutativo.
Ademas, podemos definir la ley de composicion externa sobre R? con dominio
de operadores R

R x R? R?
(A, (u,v)) — (Au, Av)

la cual, evidentemente, junto con la ley de composicion interna anterior, dota a R?
de estructura de espacio vectorial sobre el cuerpo R.

Ejercicio 3.2.3
Demuestra que R?, con las dos operaciones anteriores, tiene estructura de espacio
vectorial sobre el cuerpo de los nimeros reales.

Andlogamente, dado el conjunto (no vacio)
R® = {(z,9,2) : 7,y, 2 € R}

y el cuerpo de los nimeros reales, R, podemos definir una ley de composicion inter-
na sobre R3 y una ley de composicion externa sobre R? con dominio de operadores
R, generalizando las operaciones anteriores definidas en R?, dotando a R? de es-
tructura de espacio vectorial sobre el cuerpo R.

Ejercicio 3.2.4
Demuestra que R?, con las dos operaciones anteriores, tiene estructura de espacio
vectorial sobre el cuerpo de los nimeros reales.

En general,
R™ = {(l’l,l’g,...,l’n) r, €R, 1= 1,2,...,%}
con la ley de composicion interna

(U17U2,...,Un)+(Ul7U2,...,Un):<U1+017U2+U27...,Un+1}n)
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y la ley de composicion externa con dominio de operadores R
A (ug,ugy oy un) = (Aug, Aug, ... Auy,)
tiene estructura de espacio vectorial sobre el cuerpo de los numeros reales.

Ejercicio 3.2.5
Demuestra que R", con las dos operaciones anteriores, tiene estructura de espacio
vectorial sobre el cuerpo de los nimeros reales.

Notar que si K es un cuerpo, entonces al conjunto
K" ={(x1,29,...,0,) i € K, i=1,2,...,n}

se le puede dotar de estructura de K -espacio vectorial de forma analoga a R".

3.3. Subespacios vectoriales

Consideremos un espacio vectorial £ sobre un cuerpo K y un subconjunto no
vacio S de F (S C FE). Queremos determinar qué condiciones debe cumplir el
subconjunto S para que con las operaciones definidas en E, el subconjunto S ten-
ga estructura de espacio vectorial sobre el cuerpo K. En tal caso, diremos que el
subconjunto .S es un subespacio vectorial de E.

3.3.1. Definicion de subespacio vectorial

Definicion 3.3.1 (Subespacio vectorial)

Sea E un espacio vectorial sobre un cuerpo Ky S C E, S # ().

Decimos que S es un subespacio vectorial de £ si S es, con las mismas operaciones
de E, un espacio vectorial sobre K.

Teorema 3.3.1 (Caracterizacion de subespacio vectorial)

Sea E un espacio vectorial sobre un cuerpo Ky S C E, S # ().

S es un subespacio vectorial de E si, y solo si, dados cualesquiera u,7 € Sy
cualesquiera A\, u € R, entonces A - &+ p - v € S.

Ejemplo 3.3.1
Consideremos el espacio vectorial R® y veamos que el plano

S={(z,y,2) €ER®: 2 — 4y + 2 = 0}

es un subespacio vectorial de R?.

Para ello tomamos cualquier par de vectores 4 = (uy, ug, u3) y ¥ = (vq, v, v3) de
S'y cualquier par de escalares A\, u € R, y calculamos la combinacién lineal:

)\’lj—i‘u’lj: ()\’Lbl +/L’U1,)\UQ+,U’UQ,)\’LL3+/L’U3)
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Pero los vectores u, v € .S, por tanto
u —4us +us =0, vy —4vgs+v3=0
De aqui
Aug + poy — 4(Aug + pvg) + Aug + pvsz =
AMug — dug + uz) + p(vy — 4vg +v3) =0

Entonces
AU+p-vesS

y asi demostramos que el plano S es un subespacio vectorial de R3.

Ejercicio 3.3.1
Sea K un cuerpo,n € Ny

Kzl ={ap+az+ - +a,2":a, € K, i=0,1,...,n}

el conjunto de polinomios de grado menor o igual que n con coeficientes en el
cuerpo K. Demuestra que K, [x] es un subespacio vectorial de K [z].

Un espacio vectorial £ tiene como subespacios vectoriales al propio espacio
vectorial £ y al conjunto formado por el vector nulo, {6} Tales subespacios se lla-
man subespacios impropios de £. Los subespacios propios de E son los subes-
pacios vectoriales de E distintos de F'y {0}.

Ejemplo 3.3.2
Consideremos el espacio vectorial R® y veamos que el plano

S={(z,y,2) ER*: x — 4y + 2z = 3}

no es un subespacio vectorial de R?.
Elegimos los vectores @ = (1,0,2) y ¥ = (0,0,3) de S, y los escalares A = 1y
i = 1. Entonces

A-d@4p-T=1-(1,0,2)+1-(0,0,3) = (1,0,5) & S

por tanto, el plano S no es un subespacio vectorial de R3.

Como veremos mas adelante, los tinicos subespacios propios de R? son las rec-
tas y los planos que pasan por el origen. También comprobaremos que, en general,
los unicos subespacios propios de R™ son los correspondientes a las soluciones de
sistemas de ecuaciones lineales con n incdgnitas homogéneos compatibles indeter-
minados.
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3.3.2. Suma e interseccion de subespacios

Teorema 3.3.2 (Suma de subespacios)
Sean S,T" dos subespacios vectoriales de un K -espacio vectorial .
Llamamos suma de S'y 7" al conjunto

S+T={u+v:ues, veT}
La suma de S'y 7T es un subespacio vectorial de F£.

Ejercicio 3.3.2
Demuestra el Teorema 3.3.2.

Teorema 3.3.3 (Interseccion de subespacios)
Sean S, T" dos subespacios vectoriales de un K-espacio vectorial .
La interseccionde Sy T’

SNT={uek:uecsS, ueT}
es un subespacio vectorial de F.

Ejercicio 3.3.3
Demuestra el Teorema 3.3.3.

En general, la unién de subespacios vectoriales no es un subespacio vectorial.

Ejemplo 3.3.3
Sean los subespacios vectoriales de R?

S={(z,y,2) ER*:2—y=0}, T={(v,y,2) ER®: 2+ 2=0}
Veamos que la union de S'y 7', S U T, no es un subespacio vectorial de R?.
Para ello consideramos los vectores

u=(1,1,00e ScSUT, ©v=(1,0,-1)eTcSUT
y los escalares A = 1y = 1. Entonces
ANd+p-v7=1-(1,1,00+1-(1,0,-1)=(2,1,-1) ¢ SUT

ya que (27 17 _1) §é Sy (27 17 _1) §é T.

Definicion 3.3.2 (Suma directa)

Sean S, T" dos subespacios vectoriales de un K-espacio vectorial .

Decimos que la suma de S 'y 7T es directa, y lo denotamos por S & T, si cada vector
de S + T se puede expresar de forma unica como la suma de un vector de S'y un
vector de 7T'.
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Teorema 3.3.4 (Caracterizacion de suma directa)
Sean S, T" dos subespacios vectoriales de un K -espacio vectorial E.

Lasumade Sy T es directa si, y solo si, S N T = {0}.

Ejemplo 3.3.4
Dados los subespacios vectoriales de R*

S={(z,y,2,t) ER* 12 =y =2=1}
T={(r,y,2,t) ER 1y =21, t =2z}

veamos que la suma de S y T es directa.

La interseccionde S'y T es
SNT={(z,y,zt) eER to=y=z=t, y=22, t =22}

es decir, sus vectores son solucion del sistema de ecuaciones lineales

z—y =20
r—z=20
r—1t=20
20 —y =10
2z —t =0

Escalonando la matriz de coeficientes del sistema, obtenemos

1 -1 0 O 1 -1 0 O 1 -1 0 0
1 0 -1 0 0 1 -1 0 0 1 -1 0
1 0 o0 -1f~JO0O 1 O —-1|~|0 O 1 -1
2 -1 0 0 0O 1 0 0 o 0 1 O
0o 0 2 -1 0o 0 2 -1 0o 0 2 -1
1 -1 0 O 1 -1 0 O

0o 1 -1 0 0O 1 -1 0

~10 0 1 -1|~|0 O 1 -1

0o 0 0 1 o 0 0 1

0O 0 0 1 o 0 0 O

es decir, el sistema anterior es equivalente a

r—y =20
y—z=20
z—1t =0

t =20

el cual, tiene como unica soluciéont = 0, z = 0, y = 0, x = 0, esto es, la solucion
trivial (0,0, 0, 0). Por tanto

SNT ={(0,0,0,0)}

es decir, la sumade S'y T es directa.
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3.4. Dependencia e independencia lineal. Sistema ge-
nerador de un subespacio

En este apartado introducimos el concepto de sistema de vectores y los clasi-
ficamos en sistemas libres y sistemas ligados. Ademas, mediante la combinacion
lineal de vectores, podemos definir la nocion de subespacio vectorial generado por
un sistema de vectores, que sera una de las dos formas en la que expresaremos un
subespacio vectorial.

3.4.1. Dependencia e independencia lineal

Definicion 3.4.1 (Sistema de vectores)
Un sistema de vectores de un K -espacio vectorial £ es una coleccion de vectores
de F, los cuales se pueden repetir.

Ejemplo 3.4.1

En el espacio vectorial R?, el conjunto S = {(1,—1,0),(—2,3,1)} es un sistema
de vectores de R®.

En el espacio vectorial My, 3(R), el conjunto de matrices

)00 )

es un sistema de vectores de My, 3(R).

Definicion 3.4.2 (Combinacion lineal)

Sea F un K -espacio vectorial. Dado un vector & € F, diremos que « es combina-
cion lineal del sistema de vectores S = {9}, ¥, . . ., U, } (combinacion lineal de los
vectores U7, U, . . ., Uy), Sl existen n escalares A\q, Ao, ..., A\, tales que

TR W A VA, SRR W &

Los escalares Aq, Ao, ..., A\, se llaman coeficientes de la combinacion lineal.

Ejemplo 3.4.2
En el espacio vectorial R3, el vector (—1, 5, 0) es combinacion lineal de los vectores
del sistema

S={(1,1,-1),(2,0,1),(0,2,1)}

ya que
(=1,5,0) =1-(1,1,—1) + (=1) - (2,0,1) +2- (0,2, 1)

y, por lo tanto, los coeficientes de la combinacion lineal son 1, —1 y 2.

Notar aqui que la Definicion 3.4.2 generaliza el concepto de combinacion lineal
de lineas de una matriz utilizado en el apartado 1.3.2 al considerar, por ejemplo, las
filas de una matriz de tamafio 4 x 3 como 4 vectores de R?.
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Definicion 3.4.3 (Sistema ligado)

En un K-espacio vectorial £, un sistema de vectores S = {#;, 05, . . ., ¥, } es ligado
(sus vectores son linealmente dependientes), si existen n escalares Aj, Ao, ..., A\,
no todos nulos, tales que

)\1'171+/\2'172+"'+)\n'17n:6

Si S es un sistema formado por un nimero infinito de vectores, se dice que el siste-
ma S es ligado si S tiene un subconjunto finito de vectores ligado.

Ejemplo 3.4.3
En el espacio vectorial R3, el sistema de vectores

S = {(17 L, 1)7 (1’ 0, 1)’ (07 L, 0)}
es ligado porque

1-(1,1,1) + (=1) - (1,0,1) + (=1) - (0,1,0) = (0,0,0)

Este ejemplo nos muestra que cuando un sistema es ligado, un vector del sistema
siempre se puede poner como combinacion lineal del resto de vectores del sistema;
en este caso

(1,1,1) = (1,0,1) + (0,1,0) = 1- (1,0,1) + 1 - (0, 1,0)

Ejercicio 3.4.1
Sean E un K-espacio vectorial S un sistema de vectores de £. Si 0 € .S, entonces
el sistema S es ligado.

Definicion 3.4.4 (Sistema libre)

En un K-espacio vectorial £, un sistema de vectores S = {¥;, 0, ..., U, } es libre
(sus vectores son linealmente independientes), si cualquier combinacién lineal
igualada al vector nulo

A1'61+A2'172+"'+An'6n:6
implica necesariamente que Ay = Ay = --- = \,, = 0.

Si S es un sistema formado por un nimero infinito de vectores, se dice que el siste-
ma S es libre si todo subconjunto finito de .S es libre.

Ejemplo 3.4.4
En el espacio vectorial R3, el sistema de vectores

S={(1,1,-1),(2,0,1),(0,2,1)}
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es libre, ya que si consideramos cualquier combinacion lineal de los vectores del
sistema .S igualada al vector nulo

A (L,L,=1)+p-(2,0,1)+v-(0,2,1) = (0,0,0)
obtenemos que los coeficientes de la combinacidn lineal son solucion del sistema
A+ 2p =0
A+ + 2v =0
A+ p+ v=20

La matriz de coeficientes de este sistema es

A=

— ==
_— O N
_= N O

Observemos que la columnas de esta matriz corresponden a las componentes de los
vectores del sistema S.

Es facil comprobar que la matriz A tiene rango igual a 3, por lo tanto, aplicando el
teorema de Rouché-Frobenius, la tinica solucion del sistema de ecuaciones lineales
anterior es la solucidn trivial A = 0, u = 0, ¥ = 0. De aqui, el sistema .S es libre.

Ejercicio 3.4.2
En el espacio vectorial R*, determina si los siguientes sistemas de vectores son
libres o ligados:

(@ S ={(1,-1,1,-1),(2,—1,3,4), (3, 2,4, 3)}.
(b) T =1{(1,3,2,-1),(0,1,-2,1), (=1,7, -2, —4),(1,0,0, 1)}.

Al resolver este ejercicio tomando como base el Ejemplo 3.4.4, se puede inferir
que un sistema formado por m vectores en el espacio vectorial R es libre si, y s6lo
si, al poner esos vectores como filas o columnas de una matriz (de tamafio m xn o de
tamafo n X m), esa matriz tiene rango m. Por tanto, en el espacio vectorial R” todo
sistema formado por mas de n vectores es ligado; esta consecuencia serd enunciada
en general cuando introduzcamos los espacios vectoriales de tipo finito.

Ejercicio 3.4.3
Sea K un cuerpo. Demuestra que el sistema de vectores

S={1,r,2%2° ..}

del espacio vectorial K[z] es un sistema libre.
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Ejemplo 3.4.5
FEl sistema de vectores de R"

¢ ={(1,0,...,0),(0,1,...,0),...,(0,0,...,1)}

es un sistema libre, ya que

01 0
=140

Es evidente que este sistema de vectores estd formado por n vectores.

Definicion 3.4.5 (Rango de un sistema de vectores)
Se llama rango de un sistema de vectores al nimero maximo de vectores lineal-
mente independientes del sistema.

Como consecuencia de lo expuesto anteriormente, el rango de un sistema de
vectores coincide con el rango de la matriz que se obtiene al poner esos vectores
como filas o columnas.

Ejemplo 3.4.6
El rango del sistema de vectores

S={(1,-1,2,3),(2,1,0,-1),(3,0,2,2) }

es igual a 2, ya que

1 -1 2 3 1 -1 2 3
rang ({2 1 0 —1] =rang |0 -3 4 7
3 02 2 0 -3 47
1 -1 2 3
=rang |0 =3 4 7| =2
0o 000

Ejercicio 3.4.4
Calcula el rango de los siguientes sistemas de vectores

(@ {(1,1,-1),(2,0,1),(0,2,1)}

() {(1,1,1),(1,0,1),(0,1,0)}

() {3,1,4),(2,-1,1),(-5,3,2)}

d) {(1,3,2),(5,4,—-1),(-3,0,3)}

(e) {(1,-1,1,-1),(2,-1,3,4),(3,-2,4,3)}

" {(1,3,2,-1),(0,1,-2,1),(—1,7,—-2,—4),(1,0,0,1)}
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3.4.2. Sistema generador de un subespacio

Teorema 3.4.1 (Subespacio generado por un sistema de vectores)

Sea F un K-espacio vectorial. Dado un sistema de vectores S = {7, ¥, ..., U, },
el conjunto de combinaciones lineales que se pueden hacer con los vectores de S
es un subespacio vectorial de F, que denotamos por (S) = (U, ¥, ..., U,) y que
llamamos subespacio generado por .S, es decir

<S>:{)\1171++)\n17n>\177>\n€[(}

Si S es un sistema formado por un nimero infinito de vectores, el subespacio gene-
rado por S es

(SYy={Mth+-+NUn:Ap,...,. €K, ¥,...,0, € S,n €N}

Ademas, (S) es el menor subespacio vectorial que contiene a .S.

Ejercicio 3.4.5
Demuestra el Teorema 3.4.1.

Definicion 3.4.6 (Sistema generador de un subespacio)
Decimos que un sistema de vectores {vy, v, ..., U, } de un K-espacio vectorial £
es un sistema generador de un subespacio vectorial .S de F, si

S: <’171,’172,...,17n>

Si T" es un sistema formado por un nimero infinito de vectores de £, decimos que
T es un sistema generador de un subespacio vectorial S de £'si S = (T').

Ejemplo 3.4.7
Veamos que el sistema de vectores S = {(1,2,—1),(—1,0,2),(1,2,1)} es un sis-
tema generador de R3.

Por la Definicion 3.4.6 hemos de demostrar que R? = (S).
Esta igualdad entre estos dos conjuntos la vamos a comprobar viendo que un con-
junto es un subconjunto del otro conjunto y viceversa:

Sea (z,y, 2) € R3. Queremos probar que (z,y, 2) € (S). Pero (x,y, z) € (S)
si, y s6lo si, existen tres escalares A, i, v € R tales que

(x,y,2) =A-(1,2,-1)+p-(=1,0,2) +v-(1,2,1)
Entonces, (x,y, z) € (S) si, y solo si, el sistema
A— p+ v=u

2\ + 2v =
A+ 2u+ v==z

<
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es compatible. Pero el determinante de la matriz de coeficientes de este siste-

ma €S
1 -1 1
Al=| 2 0 2[=4#0
-1 21

Aplicando el teorema de Rouché-Frobenius, el sistema anterior es compatible
determinado. Su unica solucion es

N g 3] . R
=—artgy—gz, p=-ahgy, v=o-oytoz

Por tanto, R? C ().
Sea (z,y, z) € (S). Entonces, existen \, i, v € R tal que
(,y,2) =A-(1,2,-1)+p-(=1,0,2) +v-(1,2,1)
=\ —pu+v,2X+2v, A+ 2u+v) € R
es decir, (S) C R3.

Ejercicio 3.4.6
Demuestra que el sistema de vectores

¢ ={(1,0,...,0),(0,1,...,0),...,(0,0,...,1)}

es un sistema generador de R", viéndolo primero paran = 2y n = 3, y después en
general para cualquier n € N.

Ejercicio 3.4.7

Demuestra que
M2><3(R) = <A17 A27 A37 A47 A57 A6>

donde

e
|
N\
S =
o O
O O
~—___
b
]
VRN
o O
o =
o O
~_
o
@
|
RN
o O
O O
O =
~—___

I
[N}
—

|
VRN
_— O
o O
o O
~—___

s
no
[}

VRN
o O
—_ O
o O
~_

I
[N}
w

|
RN
O O
o O
)
~

En general, se puede demostrar que
S = {A117A127 s 7A1n7A217A227 cee 7A2n7 cee 7Am17Am27 cee 7Amn}

donde A;; es la matriz de tamailo m X n, tal que tiene todos sus elementos nulos
salvo el que ocupa el lugar 7j que es igual a 1, es un sistema generador del espacio
vectorial M., (R).

En el ejercicio anterior, el cuerpo de los numeros reales se puede sustituir por
un cuerpo arbitrario K.
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Ejercicio 3.4.8
Sea K un cuerpo. Demuestra que el sistema de vectores

S={1,z,2% 2% ..}

es un sistema generador del espacio vectorial K [x].

Ejercicio 3.4.9
Sean I/ un K -espacio vectorial y

S:<El,ﬁz,...,ﬁm>, T:<’171,172,...,’17n>

dondew; € E,1=1,2,... ., m,yv; € E,j=1,2,...,n.

Entonces
S—f-T: <l_1:1,’l_[2,...,Um,vl,gg,...,vn>
Teorema 3.4.2
Sean E un K-espacio vectorial y S = (0, ¥, ..., 0,) el subespacio generado por
los vectores vy, U5, ..., U, de E. Si el vector ¥;, para algin i € {1,2,...,n}, es
combinacion lineal de los vectores v, ¥, . .., Ui_1, Uit1, - - . , Uy, €NtONCES
S = (U1, Uy, ..., Vi1, Vig1, - - -, Un)

Ejemplo 3.4.8
El subespacio generado por el sistema de vectores dado en el Ejemplo 3.4.6 es

Sy =1((1,-1,2,3),(2,1,0, 1))

ya que al calcular el rango en el Ejemplo 3.4.6 se puede comprobar también que el
tercer vector del sistema S, (3,0, 2,2), es combinacion lineal de los otros dos.

Ademas
(Sy=1((1,-1,2,3),(0,-3,4,7))

3.5. Basesy dimension. Cambios de base

El concepto de base es uno de los mas importantes dentro de la estructura de
espacio vectorial. Aqui s6lo vamos a considerar espacios vectoriales de dimension
finita, los cuales son los mas comunes en Ingenieria.
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3.5.1. Basesy dimension

Definicion 3.5.1 (Espacio vectorial de tipo finito)
Un espacio vectorial es de tipo finito, si admite un sistema generador con un numero
finito de vectores.

Ejemplo 3.5.1
El espacio vectorial R? es, como hemos visto en el Ejemplo 3.4.4, de tipo finito.

Ejercicio 3.5.1
Demuestra que el espacio vectorial R™ es de tipo finito.

Ejemplo 3.5.2

El espacio vectorial My, 3(R) es un espacio vectorial de tipo finito, como conse-
cuencia del Ejercicio 3.4.6.

En general, y como consecuencia de la observacion posterior al Ejercicio 3.4.6, el
espacio vectorial M,,,,,(R) es de tipo finito.

Ejercicio 3.5.2
Sea K un cuerpo. Demuestra que el espacio vectorial K [z] no es de tipo finito.

A partir de aqui, salvo que indiquemos lo contrario, s6lo consideraremos espa-
cios vectoriales de tipo finito.

Definicion 3.5.2 (Base de un espacio vectorial)
Un sistema de vectores de un K -espacio vectorial £ se dice que es una base de F,
si es un sistema libre y generador de F.

Teorema 3.5.1 (Existencia de base)

Todo K-espacio vectorial £ de tipo finito, £ # {6}, admite una base formada por
un numero finito de vectores.

En general, todo K-espacio vectorial £, E # {0}, admite una base.

Ejemplo 3.5.3
Como consecuencia del Ejemplo 3.4.5 y del Ejercicio 3.4.6, el sistema de vectores

C=1{(1,0,...,0),(0,1,...,0),...,(0,0,...,1)}

es una base de R".
Esta base de R™ se llama base candnica de R”.
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Ejercicio 3.5.3
Comprueba que el sistema de vectores

B =1{(2,-1,3),(1,4,0),(3,2,—1)}
es una base de R3.
Teorema 3.5.2 (Caracterizacion de base)
Sea £/ un K-espacio vectorial y B un sistema de vectores de F.

B es una base de E si, y solo si, todo vector de £ se puede expresar de forma tinica
como combinacién lineal de vectores de B.

Ejercicio 3.5.4
Demuestra el Teorema 3.5.2.

Definicion 3.5.3

Sean F un K-espacio vectorial, B = {¢,7,,...,7,} unabase de £y ¢ € E.
Entonces, en virtud del Teorema 3.5.2, existen n Unicos escalares Ay, Ao, ..., A\,
tales que

6:>\1771+)\2172++>\n77n

Estos n unicos escalares se llaman coordenadas del vector ¢ en la base B.
En ocasiones las coordenadas se suelen escribir como un vector de K. Entonces
decimos que (A1, A2, ..., A,) € K™ son las coordenadas del vector ¥/ en la base B.

Noétese que la definicidn anterior requiere que cuando se consideren las coorde-
nadas de un vector v de un espacio vectorial E con respecto a una base B de E, ésta
debe estar dada en un determinado orden.

Ejercicio 3.5.5
Demuestra que las coordenadas del vector (4,—12,5) en la base B del Ejerci-
cio 3.5.3 son (2, —3,1).

Teorema 3.5.3
Si un espacio vectorial tiene una base de n vectores, entonces:

1. Todo sistema libre de n vectores es base.

2. Todo sistema generador de n vectores es base.

Teorema 3.5.4
En un espacio vectorial todas las bases tienen el mismo numero de vectores.

Como consecuencia de este teorema, obtenemos la siguiente
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Definicion 3.5.4 (Dimension de un espacio vectorial)
Sea E un K-espacio vectorial, £ # {0}. Llamamos dimension de F, y lo denota-
mos por dim (F), al nimero de vectores de una cualquiera de sus bases.

Convenimos en decir que
dim ({0}) =0

Ejemplo 3.5.4

El espacio vectorial R™ es un espacio vectorial de dimension n, ya que como hemos
visto en el Ejemplo 3.5.3, el espacio vectorial R" tiene una base formada por n
vectores.

Teorema 3.5.5
Sea S un subespacio vectorial de un K-espacio vectorial £. Entonces

dim (S) < dim (£)

Ademas,
dim (S) =dim(F) <= S=F

Ejercicio 3.5.6
Dados los siguientes sistemas de vectores

(@) {(1,0,0),(0,1,1),(1,1,1)}.
1,0,0,4),(3,2,1,0)}.

) {(1,1,1,1),(2,0,1,0)}.

(e) {(1,2,3),(0,1,2),(1,3,5)}.

(1,0,0), (
( )
( )

) {(1,0,1,0),(0,2,1,0),(2,1,2,1)}.
( (
( ,(0,1,2),(1,3,5),(1,2,2)}.
( (1,

)
" {(1,2,3)
(g {(1,1,0),(1,1,2)}.

halla una base y la dimension de los subespacios generados por tales sistemas de
vectores.

Como consecuencia del ultimo teorema, en un espacio vectorial de dimension
n, todo sistema de més de n vectores es ligado.

Ejercicio 3.5.7
Sea F un K-espacio vectorial. Sean B = {uy, us, ..., U, }y V = {01, ¥, ..., Un}
dos bases de F. Razona si las siguientes afirmaciones son correctas o si son falsas:

(@) Uy = Uy, paraalguni € {1,2,... m}.
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(b) El vector 0 pertenece a las dos bases.

(c) n=m.

—

(d) u3 no depende linealmente de U7, ¥, . . . , Uy,.

Ejercicio 3.5.8
Sea Y un K-espacio vectorial de dimensién n. ;Cudles de las siguientes afirmacio-
nes son correctas y cuales falsas? ;Por qué?

(a) Elespacio vectorial £ solo tiene n vectores y son linealmente independientes.
(b) En el espacio vectorial £ s6lo hay una base formada por n vectores.

(c) Existen n vectores linealmente independientes v, vs, ..., v, € E tales que

E: <171,172,...,17n>.

(d) Cualquier sistema de vectores del espacio vectorial £/ que contenga menos de
n vectores nunca es libre.

(e) Cualquier sistema de vectores del espacio vectorial £ que contenga mas de n
vectores es siempre ligado.

Tal y como hemos indicado al final del apartado 3.3.1, los unicos subespacios
vectoriales propios de R" son los correspondientes a las soluciones de sistemas de
ecuaciones lineales con n incdgnitas homogéneos y compatibles indeterminados.
Estas ecuaciones lineales son las llamadas ecuaciones del subespacio vectorial.

Veamos esta afirmacion en general y después consideraremos un ejemplo.

Supongamos que .S es un subespacio vectorial propio de R" de dimension m;
por lo tanto, m < n. Entonces, existen m vectores vy, U, . . ., U, € S linealmente
independientes tales que

S: <17177727-'-717m>
Supongamos que
Uy = (011,U12,~~~;U1n) ) Uy = (7121771227---;U2n) Yo
6m = (Umla Um2,y - - - 7vmn)

Sea ¥ = (x1, 2, . ..

,x,) € R" y consideremos las matrices

MO ) Tn
V11 V12 oo Uin
V11 V12 V1n
V21 V22 oo Uop
A= | Va1 V22 Vo | , B=
Um1l Um2 Umn
Um1l Um2 Umn
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Evidentemente, la matriz B es una submatriz de A. Ademas, rang(B) = m, ya que
los vectores 7, ¥, . . . , Uy, son linealmente independientes.
Por tanto

feS<:;>E|/\17)\27...,/\mERZf:Al'171+)\2'172+"')\m'17m
<= rang(A) =m

Eligiendo un menor de orden m distinto de cero de la matriz B, que también es
un menor de orden m no nulo de la matriz A, obtenemos que & € S si, y s6lo si,
los n — m menores orlados de la matriz A, a partir del menor de orden m no nulo,
deben ser todos iguales a cero. Estas son, pues, las n —m ecuaciones del subespacio
vectorial S, las cuales son independientes.

Es decir, si S es un subespacio vectorial propio de R"”, entonces

dim (S) = n — numero de ecuaciones independientes de S

Es evidente que el espacio vectorial R”, considerandolo como subespacio vec-
torial de él mismo, no tiene ecuaciones.

Ejemplo 3.5.5
Vamos a calcular una base, la dimension y las ecuaciones independientes del subes-
pacio vectorial de R*:

S =1{((2,1,0,-1),(-1,2,1,-2),(—4,4,1,-3))
En primer lugar, debemos ver si el sistema generador de S esta formado por vectores

linealmente independientes. Para ello, consideramos la matriz cuyas filas son las
componentes de esos vectores y la escalonamos

2 6 1 -1 2 6 1 -1 2 6 1 -1
-1 21 -2 ~10 4 3 -5]~104 3 -5
—4 4 1 -3 0 4 3 -5 000 O
Entonces
S = <(27Oa 17_1)7 (Oa473a _5)>
Ademas

Bs ={(2,0,1,-1),(0,4,3,-5)}

es una base de S y, por tanto, dim(S) = 2.
En segundo lugar

T Yy z t
(x,y,z,t) € S<=rang |2 0 1 —1] =2
0 4 3 -5

Como
20
‘O 4‘ =8#0
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se tiene que

T Yy z Ty t
(x,y,z,t) € S<=12 0 1|=0, |2 0 —1]=0
0 4 3 0 4 =5
Pero
Ty z
2 0 1| =8z— (4o +6y) =8z —4x — 6y = —2(2z + 3y — 42)
0 4 3
Ty t
2 0 —1|=8t— (—dz — 10y) = 8t + 4z + 10y = 2(2x + 5y + 4t)
0 4 =5
Por tanto
S={(z,y,2,t) ER*: 22+ 3y —42 =0, 22+ 5y + 4t = 0}
Ejercicio 3.5.9

Calcula las ecuaciones de los subespacios generados por los sistemas de vectores
del Ejercicio 3.5.6.

Teorema 3.5.6 (Dimension de la suma y la interseccion)
Sean S'y 1" dos subespacios vectoriales de un K -espacio vectorial £. Entonces

dim (S +T) = dim (S) + dim (T') — dim (SN 7T)

Ejemplo 3.5.6
Dados los subespacios vectoriales de R*:

S={(z,y,z,t) ER* 12 — 2y + 32—t =0,
2e+y—2+42t=0, 3x—y+22+t=0}
T=1{(0,1,1,-1),(0,1,0,1),(0,3,1,1))
vamos a calcular una base y las ecuaciones de S + 7'y de SN T

En primer lugar, vamos a obtener las ecuaciones independientes de S'y una base.
Para ello escalonamos la matriz de coeficientes del sistema que determina el subes-
pacio vectorial S:

1 -2 3 -1 1 -2 3 -1 1 -2 3 -1
2 1 -1 2]~10 =57 4| ~|0 =5 7 —4
3 -1 2 1 0 =5 7 —4 0O 00 O
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Por tanto
S={(z,y,2,t) ER* 12 —2y+ 32—t =0, —5y+ 72— 4t =0}
Para obtener una base de S tenemos que resolver el sistema

r—2y+3z2— t=0
— by + 7z —4 =0

La matriz de coeficientes del sistema es
1 -2 3 -1
0 -5 7 —4
y tiene un menor de orden 2 no nulo
1 =2
‘0 —5‘ =570

Por tanto, el sistema anterior se puede transformar en el sistema de Cramer (de 2
ecuaciones, 2 incognitas, x € y, y 2 parametros, 2 y t):

r — 2y + =1—-3z2
— by + =4t—-Tz

cuya solucion es

t—3z -2
_‘42&—72 —5‘_—5(t—3z)+2(4t—7z)_ z 3t
S FRTE 5 ~ 5 5
b
‘1 t—3z
0 4t—-7z At -7z 7 4
Yy = = =—-z—=1
1 -2 -3 ) 5
b

Entonces

S={(z,y,2,t) ER* 10 =-1/52—-3/5t, y="T7/52—4/5t}
={(-1/52—-3/5t,7/5z—4/5t,2,t): z,t € R}
= {2(-1/5,7/5,1,0) + t(=3/5,—4/5,0,1) : 2,t € R}
= ((~1/5,7/5,1,0),(=3/5,—4/5,0,1))
= {(-1,7,5,0),(=3,—4,0,5))

es decir
S={((-1,7,5,0),(=3,-4,0,5))

Como el sistema de vectores

Bs ={(-1,7,5,0),(—3,—-4,0,5)}
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es libre, obtenemos que By es una base de S. De aqui, dim(S) = 2.

En segundo lugar, vamos a obtener una base de 7'y sus ecuaciones independientes.
Para ello escalonamos la matriz cuyas filas son los vectores que generan el subes-
pacio vectorial 7:

011 -1 01 1 -1 01 1 -1
6010 1]~(00 -1 2]~100 -1 2
031 1 00 2 -4 00 0 O

Entonces
T = <(O, 1,1, —1), (0,0, -1, 2)>

y el sistema de vectores
BT = {(07 1a 17 _1)7 (Oa 07 _17 2)}

es un sistema libre, por tanto By es una base de 7'y, asi, dim(7") = 2.

Ademas
T Yy z t
(x,y,z,t) €T <= rang |0 1 1 —1| =2
00 —1 2
Como
1 1
‘o =LA

es un menor de orden 2 no nulo, se tiene que

Ty z z oy t
(x,y,2,t) e S<~—= |0 1 1|=0, |0 1 —1|=0
0 0 -1 0 —1 2
Pero
Ty oz
0 1 1| =—x
0 0 -1
T Y t
0 1 —1l=2y—t—(y+22)=y—2z—t
0 —1 2
Por tanto

T={(r,y,2,t) ER* :2 =0, y—2z—t=0}
En tercer lugar, debido al Ejercicio 3.4.9 obtenemos que

S+T={(-1,7,5,0),(-3,-4,0,5),(0,1,1,—-1), (0,0, —1,2))
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Para obtener una base de S + 7' escalonamos la matriz cuyas filas son los vectores
del sistema generador de S + T

—1 7 5 0 -1 7 5 0 -1 7 5 0
-3 —4 0 5 0 25 15 =5 0 25 15 =5
0 1 1 -1 0 1 1 -1 0 0 10 —20
0 0 -1 2 0 0 -1 2 0O 0 -1 2

-1 7 5 0 -1 75 0

0 5 3 —1 05 3 -1

00 1 -2 001 -2

00 -1 2 0 0 0 0

Entonces

S+T={(-1,7,5,0),(0,5,3,—1),(0,0,1,—2))
y, ademas, el sistema de vectores
Bs.r ={(-1,7,5,0),(0,5,3,-1),(0,0,1,—-2)}

es un sistema libre, por tanto Bs,r esun base de S + Ty dim(S + 7T) = 3.
Para obtener las ecuaciones de S + T procedemos igual que hemos hecho para
calcular las ecuaciones de 7"

T Yy z t
-1 75 0
(x,y,2,t) € S+ T <= rang 05 3 1 =3
0 01 -2
T Yy z t
— -1 75 0 _0
05 3 —1]
0 01 -2
ya que Bgr es una base.
Pero
x z t
1 g 5 0 Ty t T Yy z
=1- (=" |-1 7 0+ (=2)-(-D*"™|-1 7 5
05 3 —1
00 1 -2 0 5 —1 0 5 3
= —(=Tzx =5t —y) —2(21lx — 5z — (252 — 3y))
=Tr+5t+y—42+ 102 + 50x — 6y
=152 — by + 102+ 5t =53z —y + 22 + t)
Entonces

S+T={(x,y,2t) ER*: 30 —y + 22+t =0}
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Por ultimo

SNT ={(x,y,2,t) ER* : 2z —2y +32 —t =0,
—by+7z—4t=0, =0, y—2z—t=0}

Para calcular las ecuaciones independientes de S N T" procedemos igual que hemos
hecho con las ecuaciones de T'; escalonamos la matriz de coeficientes del sistema
que determina S N 7T

1 -2 3 —1 1 0 0 0 1 0 0 0

0 -5 7T —4 0 1 -2 -1 0 1 -2 -1

1 0 0 0 0 -5 7T —4 0 -5 7 —4

0 1 -2 -1 1 -2 3 -1 0 -2 3 -1
1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0
01 -2 -1 01 -2 -1 01 -2 -1
00 -3 -9 00 -3 -9 00 1 3
00 -1 -3 00 0 0 00 0 0

Entonces

SﬂT:{(m,y,z,t)€R4:x:O, y—22z—t=0, 2+3t=0}

Para obtener una base de .S N T resolvemos el sistema:

T =0
y—2z— t=20
z+ 3t =20

Para resolverlo despejamos y en la segunda ecuacion del sistema:
y=22z+t

y despejamos z en la tercera ecuacion del sistema:

z= -3t
Sustituyendo z = —3t en la ecuacion y = 2z + ¢, obtenemos:
y=—2t

Utilizando ahora la primera ecuacion del sistema, x = 0, se tiene que las infinitas
soluciones del mismo son: (0, —2¢, —3t), con ¢ € R.
Por tanto

SNT = {(xvyvzat) €R43$:O, Yy = —5157 Z:—Bt}
— {(07—5t, —3t,t) it e R} — {t(07_57_37 1) te R}
= ((0,—5,-3,1))
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es decir

De aqui
BSOT = {(07 _57 _37 1)}

esunabasede SNTy,asi,dim(SNT) = 1.
Evidentemente se cumple la tesis del Teorema 3.5.6.

Ejercicio 3.5.10
Se consideran los siguientes subespacios vectoriales de R*:

S={0,1,1,-1),(0,1,0,1),(0,0,1,-2))
T={(r,y,2z,t) ER :2 -2y +32—t=0, 20 +y—2+2t =0}

Calcula:
(a) Una base y las ecuaciones de S + 7.

(b) Una base y las ecuaciones de S N 7.

Para terminar este apartado, vamos a caracterizar los subespacios vectoriales de
R? y R3.
Subespacios vectoriales de R?
» Subespacios impropios
e {(0,0)}, de dimensién 0.
e R2, de dimension 2.
= Subespacios propios

e Los tnicos subespacios propios de R? son los de dimensién 1, que son
las rectas que pasan por el origen.

Para demostrar esta afirmacion consideramos un subespacio vectorial de
R? de dimension 1. Este debera estar generado por un vector no nulo:

S = ((u,v))

con (u,v) # (0,0).
Entonces

(:c,y)ES<:>rang(i g;) =l<=vr—uy=0

Es decir
S={(z,y) eR*:vx —uy =0}

es una recta que pasa por el origen.
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Subespacios vectoriales de R3
» Subespacios impropios
e {(0,0,0)}, de dimension 0.
e R3 de dimension 3.
= Subespacios propios

e RR3 tiene subespacios propios de dimensioén 1 (rectas que pasan por el
origen) y de dimension 2 (planos que pasan por el origen).

Para demostrar esta afirmacion, en primer lugar, consideramos un subes-
pacio vectorial de R? de dimension 1. Este debera estar generado por un
vector no nulo:

S = ((u,v,w))
con (u,v,w) # (0,0,0). Supongamos que, por ejemplo, u # 0.
Entonces
Ty z\
(,y,2) € S <= rang (u ¢ w> =1
Tyl | T2 g
u v U w
< vr—uy=0, wr—uz=0

es decir

S={(v,y,2) ER* vz —uy=0, wr—uz=_0}

es una recta (interseccion de dos planos) que pasa por el origen.

En segundo lugar, consideramos un subespacio vectorial de R? de di-
mension 2. Este debera estar generado por dos vectores linealmente in-

dependientes:
S = <<U1,U2,U3)a (U1702,03)>
tal que
U Uy U
rang( v 3)—2
V1 Uy U3
Entonces
r Yy =z r Yy z
(x,y,2) € S<=rang | u1 us usz| =2<= |u; us uzg| =0
U1 V2 U3 V1 Vg Vs
Pero
xr Yy =z

u, uy ugz|=Ar+By+Cz
V1 Uy Us
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siendo

U Us
V2 U3

Uy U2
U1 U9

A:

Q
I

Entonces
S={(z,y,2) ER*: Az + By +Cz =0}

es un plano que pasa por el origen.

3.5.2. Cambios de base

Sean F un K-espacio vectorial, B = {},¥,,...,%,} unabasede Fy v € E.
Entonces
T=XAN U+ T+ + ATy
donde (A1, Az, ..., A,) son las coordenadas del vector ¢ en la base B.
Sea ahora B' = {0, ¥},...,7]} otra base de E. Entonces, los vectores de la
base B tendran unas coordenadas en la base B’:

— —/ —/ —/ .
Up=Q1; -V + Qg - Uy+--Fan-v,, 1=12,....n
es decir, (ay;, as;, - . ., ap;) son las coordenadas de vj; en la base B'.
Si (A}, Ay, ..., Al) son las coordenadas del vector ¢’ en la base B’, entonces

T=N U+ Tg+--+ XN -7
Por tanto, como
N o] AN Ty A N T =T =AU+ Ao Ty Ay - T,

obtenemos que

N TN, T X T =
A (a0 +ag - Tyg+ -+ ap - U,)+
Ao+ (a12 - U] + age - Uy + + Qp2 17,'1)-1— +
A (@1 - U] 4 Gop - Uy + -+ + App - T))

y asi
(M = (Man+ A an+- 4 Ay agp)) - U1+
()\12—()\1'G21+)\2'a22+"'+)\n'a2n)) ?72/++
()\In_(Al’anl+)\2'an2+"'+)\n’ann)) 6‘7[1:6
De aqui, como B’ es un sistema libre (sus vectores son linealmente independientes)
por ser B’ una base de F, se tiene
1=Ar-an+ XA ap+ -+ Ay
5 =A1-Go1 + Xy ag + -+ Ny - agy

)\{n:/\l'an1+/\2'an2+"'+/\n'ann
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es decir

/
1 aix Qi -+ Qip Al
/
2 a21 QA2 -+ Q2n A2
/
)\n ap1 Ap2 -+ dpp )\n
La matriz
@11 Q12 - Alp
Qg1 Q22 --- Ap
MB/B —
Ap1 Gp2 - App

se llama matriz cambio de base de la base B a la base B'.
Si llamamos

A1 Al
A A
XB == :2 3 XB/ == .2
A N

tenemos que
Xp = Mpp-Xp

Las ecuaciones anteriores referidas se llaman ecuaciones de cambio de base de la
base B a la base B’.
Anélogamente se pueden obtener las ecuaciones de cambio de base de la base
B’ alabase B:
X B = M BB’ ° X/B

donde M pp es la matriz cambio de base de la base B’ a la base B. Entonces
Xp =Mpp - Xp=Mpp-Mpp - Xg
Como el vector v es arbitrario, es facil comprobar que
Mpp- - Mpp =1
Igualmente, también se puede comprobar que
Mpp - Mpp=1
Por tanto, la matriz M g/ es una matriz regular y
(Mpp) ™ = Mpp

Ejercicio 3.5.11
Demuestra que:

(@) Mpp-Mpp =1.
(b)y Mpp - Mpp=1.
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Ejemplo 3.5.7
Sabiendo que las coordenadas del vector 7 € R? en la base

B ={(1,0,-1),(2,1,3),(3,1,-2)}
son (2, 1, —4), vamos a calcular las coordenadas del vector ¥/ en la base
B ={(7,2,-1),(—4,-1,7),(3,1,2)}

utilizando la matriz cambio de base.

Para calcular la matriz cambio de base de la base B a la base B’, tenemos que
obtener las coordenadas de los vectores de la base B respecto a la base B’:

(17 O, —1) =daiy (77 2, —1) + aoq - (—4, —1, 7) + asg - (37 1, 2)
(2,1,3) = a1 - (7,2, —1) + az - (—4,—1,7) + ag - (3,1,2)
(37 1, —2) = Qi3 - (77 2, —1) + Qo3 - (—4, —1, 7) + ass - (37 1, 2)
Este sistema de ecuaciones lineales cuyos coeficientes y los términos independien-

tes son vectores, da lugar a tres sistemas de ecuaciones lineales, de forma que el
determinante de la matriz de coeficientes (de los tres sistemas) es:

7 —4 3
2 —1 1|=-14+4+42—(3+49—16)=—4#0
1 7 2

Por tanto, estos sistemas son de Cramer.
De la primera ecuacion vectorial obtenemos el sistema

7a11 — 4@21 + 3@31 = 1

2a11 — agr + azr = 0
—ayp + Tag + 2a3 = —1
cuya solucion es
1 -4 3
0 -1 1
—1 7 2 —2+4—-(3+7) -8
ayp = = =—=2
7T —4 3 —4 —4
2 -1 1
—1 7 2
7T 13
1 01
-1 -1 2 —1-6—(-7+4) —4
agy = = =— =2
7T —4 3 —4 —4
2 -1 1
—1 7 2
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7T -4 1

1 -1 0

-1 7 -1 7414-(148) 12
7T —4 3 —4 —4
2 -1 1

-1 7 2

De la segunda ecuacion vectorial obtenemos el sistema

7@12 — 4@22 + 3@32 =2
2012 — apx + azx =1
—ai2 + 7@22 + 2@32 =3

cuya solucion es

2 —4 3
1 -1 1
3 7 2 —4—-12+21—-(-9+ 14 -138) 8
a1p = = =—=-2
7 —4 3 —4 —4
2 -1 1
-1 7 2
7T 2 3
1 11
-1 3 2 14—-2+18—(—3+21+28) 4
99 = = =—=-1
7T —4 3 —4 —4
2 -1 1
-1 7 2
7T —4 2
1 -1 1
-1 7 3 —21+4428—-(24+49—-24) —16
ags = = = =4
7 —4 3 —4 —4
2 -1 1
-1 7 2
De la tercera ecuacion vectorial obtenemos el sistema
7@13 — 4@23 + 3@33 = 3
2013 — agz + azz = 1
—a13 + Tags + 2a33 = —2
cuya solucion es
3 —4 3
1 -1 1
-2 7 2 —6+8+21—(6+21—-23) 4
a13 = = =—=-1
7T —4 3 —4 —4
2 -1 1
-1 7 2
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7T 33
1 11
-1 -2 2| 14-3-12—(-3-14+12) 4
7T —4 3 —4 —4
2 -1 1
-1 7 2
7T -4 3
1 -1 1
-1 7 =2 144+4+42—-(3+49+16) -8
a3z = = =—=2
7T —4 3 —4 —4
2 -1 1
-1 7 2

Entonces, la matriz cambio de base de la base B a la base B’ es

2 =2 —1
Mpp = 1 -1 -1
-3 4 2

De aqui, las coordenadas del vector ¢ en la base B’ son

2 =2 -1 2 6
1 -1 —-1]- 1] = 5
-3 4 2 —4 —10

es decir, (6,5, —10).
El vector ¥ es

v1=2-(1,0,-1)+1-(2,1,3)+(—4) - (3,1,-2)
=6-(7,2,—-1)+5-(—4,-1,7)+ (=10) - (3,1,2)
=(—8,-3,9)

Ejercicio 3.5.12

Se consideran las siguientes bases By B’ de R?:
B = {<O’ L, 1)’ (17 0, 1)7 (O’ L, O)} ) B = {<1’ L, 1)’ (17 L, 0)7 (L 0, O)}

Sea ¢ un vector de R® cuyas coordenadas en la base B son (1,2, 3). Calcula las
coordenadas del vector ¥' en la base B’ aplicando la matriz cambio de base.
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Tema 4

Diagonalizacion de matrices

4.1. Introduccion

El objetivo de este tema es, dada una matriz cuadrada A € M,,(R), ver si existe
una matriz regular P € M,,(R) tal que

D=P'.A4.P

sea una matriz diagonal.

Todas las definiciones y propiedades enunciadas en este tema se pueden gene-
ralizar sustituyendo el cuerpo de los nimeros reales por un cuerpo arbitrario K, a
excepcion del apartado dedicado a la diagonalizacidon de matrices reales simétricas.

4.2. Valores y vectores propios

En este primer apartado vamos a introducir los conceptos de valor propio y
vector propio de una matriz cuadrada. Como veremos en un ejemplo, no todas las
matrices tienen valores propios; con la definicion de la ecuacion caracteristica en la
siguiente seccion, veremos que las raices de esta ecuacion son los valores propios
de la matriz, por lo que, por ejemplo, demostrar que una matriz no tiene valores
propios serda mucho mas sencillo.

Definicion 4.2.1 (Valor propio)
Dada A € M, (R), decimos que A € R es un valor propio o autovalor de A si

existe, al menos, un vector no nulo v = (vq, va, ..., v,) € R™ tal que
U1 U1
V2 (%
A- =\

Un Un,
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Ejemplo 4.2.1
Veamos que la matriz

(4o

Supongamos que A € R sea un valor propio de la matriz A. Entonces, existe un
vector no nulo (z,y) € R? tal que

01 T x
(10)()=2()
De aqui, el vector (z, ) € R? tiene que ser solucion del sistema
Yy = Az
—r = Ay

Como (z,y) # (0,0), se tiene que z # 0 6 y # 0. Supongamos que =z # 0.
Sustituyendo la primera ecuacion en la segunda, obtenemos

no tiene valores propios reales.

—r =Nz

Por tanto
1+ X)) =0<=1+X=0

La ecuacién 1 + A\? = 0 no tiene raices reales, por lo tanto la matriz A no tiene
valores propios reales.

Definicion 4.2.2 (Vector propio)

Sea A € M,,(R) y A un valor propio de A.

Decimos que un vector no nulo v = (v, ve,...,v,) € R™ es un vector propio o
autovector de A correspondiente al valor propio A si

U1 U1

V2 (%)
Al | =)

Un U’VL

Definicion 4.2.3 (Espectro)
Dada A € M,(R), llamamos espectro de A, y lo representamos por o(A), al
conjunto de todos los valores propios de A; es decir:

o(A) = {\ € R: X esun valor propio de A}
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Ejemplo 4.2.2
El espectro de la matriz A del Ejemplo 4.2.1 es el conjunto vacio, es decir

g(A)=10

Teorema 4.2.1 (Subespacio propio)

Sean A € M, (R) y A € o(A). El conjunto de los vectores propios de A corres-
pondientes al valor propio A constituyen, junto con el vector nulo, un subespacio
vectorial de R", llamado subespacio propio de A correspondiente al valor pro-
pio .

El subespacio propio de A correspondiente al valor propio A se denota por F,, es
decir

U1 U1

n U2 ()
E)\:{(Ul,UQ,---;Un)GR A ] =\

Un, Un

La demostracion de este teorema es inmediata ya que

U1 0
() 0
Ey = {(v,v9,...,00) ER*: (A=A - | " | =].
Un, 0

y, por tanto, E, es un subespacio vectorial de R™ cuya dimension es:
dim (E)) = n —rang(A — \I)

Teorema 4.2.2
Sean A € M,,(R). Entonces:

1. Dos valores propios distintos de A no tienen ninglin vector propio comun, es

decir
AMpea(A), N£p = ExNE,={(0,0,...,0)}
2. Si Ay, Ao, ..., A\ son un conjunto de r valores propios distintos de la matriz
Ay v; € Ey, —{(0,0,...,0)}, entonces {0y, ¥, . .., ¥} es un sistema libre.

Ejercicio 4.2.1
Demuestra el primer apartado del Teorema 4.2.2.
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4.3. Ecuacion caracteristica

En esta seccion introducimos, entre otros, los conceptos de ecuacion caracteristi-
cay orden de un valor propio, estableciendo una relacién importante entre la dimen-
sion de un subespacio propio asociado a un valor propio y el orden del valor propio.

Dada A € M,,(R), un escalar A € R es un valor propio de A si existe un vector

no nulo ¥ = (vy,ve,...,v,) € R" tal que
01 0N
V2 V2
A- =
Up, Up
es decir
U1 0
(%) 0
(A=X)-| [ | =
Up, 0
Por tanto, para que un vector no nulo (vq, vg, .. ., v,) € R" sea solucion del sistema

anterior, ese sistema debe ser compatible indeterminado (es un sistema homogéneo).
Entonces, aplicando el teorema de Rouché-Frobenius, obtenemos

Aesunvalorpropiode A <= |A—-MX|=0
Esto da lugar a la siguiente

Definicion 4.3.1 (Ecuacion caracteristica)
Sea A € M,,(R). La ecuacion |A — A\I| = 0 cuyas raices son los valores propios de
A, se llama ecuacion caracteristica de la matriz A.

Ejemplo 4.3.1
Veamos que aplicando la definicion anterior es mucho mas sencillo demostrar que
la matriz del Ejemplo 4.2.1 no tiene valores propios reales.

Calculamos la matriz A — \I:

T ) ERY O R Y

Por tanto, la ecuacion caracteristica de la matriz A es

- 1
o=
es decir
1+M\ =0

ecuacion que no tiene raices reales, por tanto la matriz A no tiene valores propios
reales.
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Ejemplo 4.3.2
Vamos a calcular los valores propios de la matriz

1 3 2
A= -1 -2
-1 3 4

La ecuacion caracteristica de la matriz A es

1—-A 3 2
1 —-1-Xx =2]=0
—1 3 4— )\

es decir
(1= M(=1=X)(E =) +6+6— (2(1+X) —6(1— 1) +3(4—\)) =0;
(14 M) A=A +12-2—2X4+6—6A— 12431 =0;
—4 4+ 4N+ A= N 4+4 -5\ =0;
—AP 4N — 4N =0;

Resolvemos ahora la ecuacion caracteristica de la matriz A:

A=0
_ 2 _ —
AN —4)\+4) =0 < e

A AN+ 4=0; A= . -2

Por tanto
o(A) ={0,2}

Hay que sefialar aqui que la raiz A\ = 2 de la ecuacidn caracteristica de la matriz A
es una raiz doble.

Ejercicio 4.3.1
Calcula los valores propios de la matriz
20 0
A= 5 2 5
-5 0 -3

Definicion 4.3.2 (Polinomio caracteristico)
Sea A € M,,(R). El polinomio p(\) = |A— \| se llama polinomio caracteristico
de la matriz A.
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Ejemplo 4.3.3
El polinomio caracteristico de la matriz del Ejemplo 4.3.2 es

p(A) = =A% +4X% — 4

Ejercicio 4.3.2
Calcula el polinomio caracteristico de la matriz del Ejercicio 4.3.1.

Definicion 4.3.3 (Orden de un valor propio)
Sea A € M,,(R). Si A es una raiz de la ecuacion caracteristica de A, con orden de
multiplicidad «, se dice que A es un valor propio de orden « de la matriz A.

Ejemplo 4.3.4
Los valores propios de la matriz del Ejemplo 4.3.2 son Ay = Odeordena; =1y
Ay = 2 de orden oy, = 2.

Ejercicio 4.3.3
Calcula el orden de los valores propios de la matriz del Ejercicio 4.3.1.

Teorema 4.3.1 (Relacion entre dimension y orden)
Sean A € M,,(R) y A un valor propio de A de orden «. Entonces

1 <dim(E)) <«

Ejemplo 4.3.5
Vamos a calcular los subespacios propios asociados a los valores propios de la ma-
triz del Ejemplo 4.3.2.

En primer lugar, calculamos el subespacio propio asociado al valor propio A\; = 0:

x 0
By, ={(z,y,2) eR*:(A-\I)-[y] =10
z 0

1 3 2 x 0

= {<xaya Z) € R3: 1 —1 =9 gyl =10

— 3 4 > 0

Escalonando la matriz de coeficientes del sistema que define el subespacio propio
asociado al valor propio A\; = 0

1 3 2 1 3 2 1 3 2 1 3 2
1 -1 2| ~{0 4 4] ~10 4 4] ~10 11
-1 3 4 0 6 6 000 000
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obtenemos

1 3 2 x 0
Ey, = {(v,y,2)eR®: [0 1 1 yl =10
000 z 0

={(z,9,2) ER*:2+3y+2:=0, y+2 =0}
Resolvemos ahora el sistema de ecuaciones lineal:

T+ 3y +22=0
y + 2z =0

Para resolverlo despejamos x en la primera ecuacion del sistema:
r= -3y — 2z

y despejamos y en la segunda ecuacion del sistema:

y=—z
Sustituyendo y = —z en la ecuacién z = —3y — 2z, obtenemos:
r =2z

Por tanto, las infinitas soluciones del sistema son: (z, —z, z), con z € R. De aqui:

B\, ={(z,y,2) ER*: 2 =2, y=—2}={(2,—2,2) : 2 € R}
={z(1,-1,1): z e R} = ((1,-1,1))

Entonces
B>\1 = {(17 -1, 1)}

es una base del subespacio propio E},, por tanto
d1 = dim (E)\l) =1= (051

En segundo lugar, calculamos el subespacio propio asociado al valor propio Ay = 2:

x 0
Ey, = {(z,y,2) eR*: (A=XI)- [y ] = 1|0
z 0

= {<xaya Z) S R3 : 1 =3 =2)-lyl=10

-1 3 2 2 0

Escalonando la matriz de coeficientes del sistema que define el subespacio propio
asociado al valor propio Ay = 2

-1 3 2 —

o O W
o O N

-1 3 2
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obtenemos

13 2\ [« 0
Ey, = {(z,y,2) €R*: | 0 0 0 y| =10
0 00 z 0
= {(z,y,2) € R®: —x + 3y + 2z = 0}
={(z,y,2) € R®: x = 3y + 2z}
={By+2z,y,2) 1 y,z € R}
={y(3,1,0) 4+ 2(2,0,1) : y, z € R}
=((3,1,0),(2,0,1))

Entonces, como el sistema de vectores
By, ={(3,1,0),(2,0,1)}
es libre, obtenemos que B), es una base del subespacio propio E), y, asi

d2 = dim (E)\Q) =2= (6)

Ejercicio 4.3.4
Calcula los subespacios propios de la matriz del Ejercicio 4.3.1.

4.4. Matrices diagonalizables

En el Tema 1 introdujimos las matrices diagonales. Tales matrices tienen, entre
otras, una propiedad importante: si D € M,,(R) es una matriz diagonal

D = diag [A1, A, ..., Ay

entonces
o(D)={M, e, ..., \u}

es decir, la matriz D tiene exactamente n valores propios, aunque puede que no sean
todos distintos.
Por otra parte, si k£ € N, se tiene que

k veces

N\
Ve

Dk=D.D.....D

es también una matriz diagonal y
D* = diag [(A\1)*, (M)", ..., (A\)"]

En esta seccion vamos a introducir un tipo de matrices, las matrices diagonali-
zables, cuya potencia es también facil de calcular. Como aplicacion obtendremos el
término general de la sucesion de Fibonacci.
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Definicion 4.4.1 (Matriz diagonalizable)

Una matriz A € M,,(R) se dice que es diagonalizable, si existe una matriz regular
P € M,(R) talque D = P! - A- P es una matriz diagonal. La matriz D se llama
forma diagonal y la matriz regular P se llama matriz de paso.

Evidentemente, toda matriz diagonal es diagonalizable.

Definicion 4.4.2 (Matrices semejantes)
Dos matrices A, B € M,(R) se dice que son semejantes si existe una matriz
regular P € M,,(R) talque B= P~ '- A- P.

Por tanto, una matriz es diagonalizable si es semejante a una matriz diagonal.

Veamos ahora que dos matrices semejantes tienen los mismos valores propios.
Sean A, B € M,,(R) dos matrices semejantes. Entonces, existe una matriz regular
P e M, (R) tal que

B=P ' AP

Calculamos ahora el polinomio caracteristico de la matriz B:
IB—M|=|P'-A-P-M|=|P'-A-P-\P'.1-P|
=[PV (A= X)-P|=|P Y |A—=\||P|=|A— \|

Por tanto, el polinomio caracteristico de la matriz B es igual al polinomio carac-
teristico de la matriz A; es decir, las matrices A y B tienen los mismos valores
propios.

Tal y como hemos sefialado anteriormente, una matriz diagonal de tamafio n
tiene exactamente n valores propios (no necesariamente todos distintos). Entonces,
para que una matriz A € M,,(R) sea diagonalizable, al ser ésta semejante a una
matriz diagonal, debera tener n valores propios (no necesariamente todos distintos);
ademas, su forma diagonal estara formada por los valores propios de A (cada uno
tantas veces como indique su orden).

Este resultado se expresa mas formalmente de la siguiente forma. Supongamos
que A € M,,(R) es una matriz diagonalizable tal que Ay, Ao, . .., A\, son sus valores
propios con ordenes respectivos g, as, . . ., .. Entonces

Oél+062+"‘+06r:n

Pero esta condicidon no es suficiente; para que lo sea, ademads, las dimensiones de
los subespacios propios tienen que ser iguales a los 6érdenes de los valores propios
respectivos.

Teorema 4.4.1 (Caracterizacion de matrices diagonalizables)
Sea A € M,,(R) tal que A\, \g, ..., A\, son sus valores propios con 6rdenes respec-
tivos oy, g, . .., . y sea d; = dim (E),), para¢ = 1,2, ..., r. Entonces

a1+a2+---+ar:n

A es diagonalizable <= { Gi—d, i=12 .. .1

< dl—f—dg—f——f—dT:n
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La forma diagonal de la matriz A es

D:dlag /\1,...,)\17)\27...,/\2,...,)\r,...,/\r

[\
-~ -~ -~

al Qaz o
y si
Ey\, = (U1, 05, ..., Usy)
E>\2 = <Ua1+1’ Vay 425+ - - 7Ua1+a2>
EAr = <U0£1+042+-"+04r—1+17 Vag4an+-+ar_1425 - - 7Un>

entonces la matriz de paso es
P = |:‘/17 ‘/'2’ ) Va17 ] Va1+---+0¢r—1+17 ) Vn]

donde V; es la matriz columna cuyos elementos son las componentes del vector ;,
para: =1,2,...,n.

Ejemplo 4.4.1
La matriz del Ejemplo 4.3.2 es diagonalizable, ya que como hemos visto en el Ejem-
plo4.3.5

di=1=ay, dy=2=ap

o lo que es lo mismo
dy +ds =1+ 2= 3= tamafo de la matriz A

Ademas, la forma diagonal es

000
D=0 20
00 2
y la matriz de paso es
1 3 2
P=1-110
1 01
Ejercicio 4.4.1
Demuestra que la matriz
4 0 —-20
A=12 0 -10
1 -1 =2

no es diagonalizable.
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Ejercicio 4.4.2
Determina si la matriz

4 -2 =2
A=1|3 -3 -6
2 -4 -1

es diagonalizable y, en caso afirmativo, calcula su forma diagonal y la matriz de
paso.

Como consecuencia del teorema de caracterizacion de matrices diagonaliza-
bles, Teorema 4.4.1, si una matriz A € M, (R) tiene n valores propios distintos
A1, Ag, ...y A, €8 decir, sus ordenes respectivos son oy = 1, = 1, ..., a, = 1,
como

1<di<ai7 z:1,2,n

se tiene que
dizl, 221,2,7’1,

yentonces
d1+d2+"'+dn:n

Por tanto, la matriz A es diagonalizable.

Ejercicio 4.4.3
Determina, en cada caso, si la matriz es diagonalizable y en caso afirmativo, calcula
su forma diagonal, asi como la matriz de paso:

10 7 5
(@) A= (1 2) (b) A= (—10 —8)

@ M. Barreda Rochera / J. A. Lopez Orti - ISBN: 978-84-692-9833-6 18 Fundamentos Matematicos de la Ingenieria. Parte I: Algebra Lineal - UJI



—2 0 -1 1 1 3
mA=| 02 0 m) A=[3 -1 3
30 2 0 0 -2

Una aplicacion de las matrices diagonalizables es el calculo de una potencia de
una matriz (diagonalizable). Supongamos que A € M,,(R) es una matriz diagona-
lizable. Entonces, existe una matriz regular P € M,,(R) tal que

D=P ' A.P

es una matriz diagonal. Multiplicando a la izquierda por la matriz P en ambas partes
de la igualdad, obtenemos

P-D=P-P'. A P=1-A-P=A-P

Multiplicando ahora a la derecha por la matriz P~! en ambas partes de la igualdad,
tenemos
P.D-P'=A.-P.P'=A.T=A

es decir
A=P-D-pP!

De aqui
A=p.D-P'.P.D-P'=P.D-I-D-P!
—P.D-D.-Pl=p.p2. p1
Igualmente se puede demostrar que
A*=p.D*. P!

y en general
Ar=p.-D"- P!
para cualquier n € N.

Ejercicio 4.4.4
Calcula A* en los siguientes casos:

1 -2
(“)A:< 4 5)

—3 5 —20
b A= 2 0 8
2 1 7
2.0 0
e A=[-111
111
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En ocasiones debemos determinar si una familia de matrices que dependen de
un parametro son o no diagonalizables en funcion de dicho pardmetro.

Ejemplo 4.4.2
Dada la matriz
5 00
A=10 -1 O
3 0 a

vamos a estudiar si es diagonalizable en funcion de los valores del parametro a € R.
En primer lugar calculamos los valores propios de la matriz A:
5—A 0 0

0 —1-A 0 |=0
3 0 a— A

es decir
BG=XN(=1=X(a—=X)=0

Por tanto, los valores propios de Ason A\; =5, Ao = —1y \3 = a.
Esto da lugar a los tres siguientes casos:

a#—1,5.

Los valores propios de la matriz A, en este caso, son

)\1:57(1/1:1; 1<d1<041:1 :dlzl
/\2:—17(1/2:1; 1<d2<0&2:1 — d2:
)\3:a,oz3:1; 1<d3<0&3:1 — d3:1

De aqui
dy; + dy + d3 = 3 = tamano de la matriz A

y entonces, la matriz A es diagonalizable.

a:—l.

Los valores propios de la matriz A, en este caso, son

)\1:5, 041:1; 1<d1<(1/1:1 — d1:1
)\2:—1, 042:2; 1<d1<(1/2:2 — d2:16d2:2

Pero, de acuerdo con lo expuesto después del Teorema 4.2.1:

dy = dim(FE),) = 3 —rang(A — A\o1)

y como
6 0 0 6 0 0
A=XI=10 0 0] ~|0 0 O
300 000

se tiene que
rang(A — A1) =1
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y asi, dy = 2. Por tanto
dy + dy = 3 = tamaifo de la matriz A

y entonces, la matriz A es diagonalizable.

a:5.

Los valores propios de la matriz A, en este caso, son

)\1:5, 041:2; 1<d1<(1/1:2 - d1:16d1:2
)\2:—1, 042:1; 1<d1<(1/2:1 — dQZ]_

Pero, de acuerdo con lo expuesto después del Teorema 4.2.1:

d; = dim(Ey,) = 3 —rang(A — A\ [)

y como
0 00 100

A-MI=10 -6 0] ~10 1 O

3 00 000

se tiene que
rang(A — A\ol) = 2

y asi, d; = 1. Por tanto
dy + dy = 2 < 3 = tamano de la matriz A

y entonces, la matriz A no es diagonalizable.

Ejercicio 4.4.5
Estudia, en funcion del parametro a, si la matriz
5 00
A=10 -1 a
3 0 5

es diagonalizable.

La Sucesion de Fibonacci
La sucesion numeérica
1,1,2,3,5,8,13,21, 34, 55,89, . ..

se llama sucesion de Fibonacci. Los dos primeros términos son 1y 1,y el siguiente
se obtiene al sumar los dos anteriores. Asi, en general, si uyp = 1y u; = 1, entonces
paran > 2:

Up = Up—1 + Up—2
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La sucesion de Fibonacci fue introducida por el matematico italiano Leonardo
Pisano (1175-1226), conocido como Fibonacci, que a su vez es contraccion de filius
Bonaci (literalmente “hijo de Bonacci”). En su “libro del dbaco” plantea el siguiente
problema:

Sea una pareja de conejos jovenes. Los conejos tardan un mes en madurar y a
partir del mes siguiente, cada pareja madura de conejos da a luz a una pareja de
conejos jovenes. /Cual es el numero de parejas de conejos que habra transcurridos
n meses?

—

- at

L i L) Tl

it St

1y
|— .-
T . Tl

i, St

La siguiente tabla muestra el numero de parejas de conejos que hay en cada uno
de los seis primeros meses, tal y como se desprende de la figura anterior:

Mes Primero | Segundo | Trecero | Cuarto | Quinto | Sexto
Parejas de conejos 1 1 2 3 5 8

La sucesion de Fibonacci se puede escribir en forma matricial, como:

U, 11 Up—1
= >
()= (o) (i) - e
conug=1yu =1.

El problema consiste, pues, en obtener el término general de la sucesion de
Fibonacci, u,,, ya que u,, corresponde con el nimero de parejas de conejos que hay

en el n-ésimo mes.
Haciendo
1 1
1= (i)
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obtenemos que la sucesion de Fibonacci se puede escribir en la forma:
Wn_le'Wn_Q, n>2
y asi

W1:A'W0
W2:A‘W1:A'(A'W0):A2'W0

W1 =AW, o=---=A"""w

El problema consiste, pues, en calcular A”~!, lo cual es bastante engorroso cuando n
es grande. En cambio, si la matriz A es diagonalizable el problema es mas sencillo.
Veamos si éste es el caso. Empezamos calculando los valores propios de A:

A= X|=0; ‘FA L

—-0- NN 1 =0 X2\ 1 — 0
1 _)\‘—0, (I=X)(=A)—1=0; XN-=-A-1=0;
C1xV1+4 1445
- 2 2
es decir, los valores propios (simples) de A son:
VB 1-s
T2 TP
Al ser la matriz de tamafio 2 y tener dos valores propios distintos, se tiene que la
matriz A es diagonalizable. La forma diagonal, es:

1++5

5 01 1/1+v5 0

0 1-v5] 2 0 1—5
9

Calculamos ahora la matriz de paso. Para ello, obtenemos los subespacios pro-
pios correspondientes a los valores propios \; y Ao.
Comenzamos con £, :

By = {(z,y) €R": (A=) (Z) - <8>}

A

At

D =

Pero

A=\ = 2 = 2
M 1445

2 2
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y asi, la expresion matricial del sistema

a-n(()-()

es
1-v5
N LA 4N VAN
2
es decir /i
((1—+/5
5 v + y = 0
1+5
— y = 0
\ 2
Multiplicando la segunda ecuacién por (1 — v/5) /2, obtenemos
1—v%$_1—V61+v€ _O:$1—v€x_1—5 0
2 2 2 U7 2 T
1—+5
Vo r+y=0

es decir, la primera ecuacion. Por tanto, las dos ecuaciones no son independientes.
Entonces

E\, = {(:L‘,y) ER?:y= @x} = {(x, ‘/52_1 x):x ER}
—{o (1,5 z e Ry = ((1,57)) = (2.v5- 1))

Ahora hacemos lo mismo con E),:

E&—ﬂ@weW:M—&0<@

I
VRN
o o
~—__
—

Pero
1 —+/5 1 5
| 1— QJ_ 1 -igi 1
— ol = -
2 . 1-V5 ) V-1
2 2

y asi, la expresion matricial del sistema

(A = NoI) (5;)
1+V5

i ﬁl—l (§>_<g>

I
~~
o O
Nl

€S
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es decir

1 5
+2\/_x + y = 0
5—1
+ Vo y = 0
2
Multiplicando la segunda ecuacién por (1 + 1/5)/2, obtenemos
1+\/5x+1+\/5\/5—1 0:1+\/5 Lot
—= €T —=
2 2 2 Y 2 TR
1 )
= +2\[:c+y—0

es decir, la primera ecuacién. Por tanto, las dos ecuaciones no son independientes.
Asi

Ey, = {(x,y) ER?:y= —1+2‘/5x} = {(x,—”*/gx) L ER}
={o(,-8) v er} = ((1,-555)) = (2, -1-V5))

De este modo

Por tanto

Unp, _ _ n—1 _ n—1 1 o . n—1 -1 1
() =ity () = oo (1)

Calculamos ahora la matriz inversa de P. Omitiendo el proceso, obtenemos:

1+v5 1

pi_| &6 25

Vvh—-1 1

4v/5 2v/5

Entonces

1+v5 1 L+vs 1 3++/5
P_l_(l): 45 25 <1>: 45 o5 | | 45
1 Vb -1 1 1 VE—1 1 V5—3

45 25 45 25 45
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Pero

y asi

de donde
3+\/5(1+\/5>n1
n-1 p-1 (1) _ 2 2 45 2
ot ()= (B )| e
4/5 2
Entonces
oI5 ' 3+\f -V5) V5-3
" 2 w5 2 45

I
=l
A/

—
ol T
E
S~
i
A/
—
ol T
E
_|_
-
~——
|
I/ A/
—
ol !
B
S~
3
|
A/
—
ol !
E
_|_
-
~——
I |

|
Sl
N
—_
ol T
S
N—
3
+
N
—
ol T
S
N——
3
|
|
N
—
ol |
S
N—
3
|
N
—
ol |
S
N——
3
.~
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Se puede demostrar que

<1+¢5)n+1 _ <1+\/5

2

e igualmente
-5\ (1-5
2 B 2

B 1 1—|-\/5 n+1 1_\/5 n+1
"= 2 B

Asi, por ejemplo, transcurridos 2 afios tendremos:

Por tanto

ugq = 75025 pares de conejos
y transcurridos 10 afios:
U190 = 8670007398507948658051921 pares de conejos

es decir, del orden de 10%° conejos.

4.5. Diagonalizacion de matrices reales simétricas

Tal y como hemos visto en la seccion anterior, no todas las matrices son dia-
gonalizables. En cambio, cuando se trata de una matriz real y simétrica, caso éste
muy frecuente en Fisica e Ingenieria, la simetria de la matriz conduce a que ésta sea
diagonalizable.

Una aplicacion importante de este hecho lo abordaremos en la segunda parte
de este material, cuando consideremos problemas de extremos libres y de extre-
mos condicionados (multiplicadores de Lagrange). En el estudio de los extremos
(méximos y minimos) interviene la matriz hessiana, la cual es una matriz simétrica.

Teorema 4.5.1
Toda matriz real y simétrica es diagonalizable.

Ejercicio 4.5.1
Estudia, en funcion del parametro real a, si las siguientes matrices son diagonaliza-
bles:

5 00
(a) A=[0 -1 0
0 a
510
b)) A=1|1 a 4
4 3
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