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Resumen

En el presente trabajo estudiaremos las nociones bésicas de los espacios de Ty-
chonoff para los cuales el anillo de las funciones continuas y acotadas, coincide con
el anillo de las funciones continuas, a estos espacios los llamaremos pseudocompac-
tos. Daremos algunas caracterizaciones de estos espacios utilizando propiedades
y operaciones topoldgicas. También daremos una breve introduccién a los grupos

pseudocompactos para poder asi enunciar un problema a futuro.

Palabras clave Pseudocompacto, compactaciones de Stone-Cech, producto de

espacios pseudocompactos.
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Abstract

In this work we will study basic notions of Tychonoff spaces, for which the ring
of continuous and bounded functions coincides with the ring of continuous fun-
ctions, which will be named pseudocompact spaces. We will provide several cha-
racterizations of these spaces using topological properties and operations. We will
also give a brief introduction to pseudocompact groups to be able to enunciate an

unsolved problem for future research.

Key words Pseudocompact, Stone-Cech compactification, Products of Pseudo-

compact Spaces .
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Conjunto vacio.

Espacio de ntimeros reales

Espacio de los ntimeros reales positivos.

Espacio de ntimeros naturales.

Espacio de los enteros positivos.

Intervalo unidad.

Intervalo abierto.

Imagen del conjunto A bajo f.

El conjunto A esta contenido en el conjunto B.

Bola abierta en R con centro en x y radio .

Clausura de U en el espacio X.

Interior de U en el espacio X.

Conjunto de partes de U.

Cardinalidad del conjunto A.

Primer ordinal infinito.

Primer ordinal no numerable.

X es homeomorfoa Y.

Espacio de funciones continuas a valores reales definidas en U.
Espacio de funciones continuas acotadas a valores reales.

Compactacion de Stone-Cech.
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Capitulo 1

Introduccion

En todo espacio topoldgico que satisface ciertas restricciones, se pueden asociar
dos estructuras algebraicas no triviales: el anillo de funciones acotadas continuas a
valores reales y el anillo de todas las funciones continuas con valores reales defi-
nidas en ese espacio. Estos anillos gozan de un gran ntimero de interesantes pro-
piedades algebraicas, que estan relacionadas con las correspondientes propiedades
topoldgicas del espacio en el que estan definidos. Esperariamos que utilizando téc-
nicas algebraicas apropiadas en el estudio de estos anillos se puedan lograr algunos

avances de métodos generales para la solucién de problemas topolégicos.

En 1948, Edwin Hewitt [7] queria extender la teoria propuesta en anillos de fun-
ciones continuas y acotadas con valores reales a anillos con funciones continuas que
no necesariamente sean acotadas. Hewitt consideré espacios que admiten funciones
continuas que no son acotadas y agrup¢ los espacios donde las funciones continuas
son acotadas en una clase llamada espacios pseudocompactos. Al agrupar estos es-
pacios, Hewitt logré verificar algunos resultados ya conocidos y también demostréd
que en los espacios Tychonoff todo conjunto numerablemente compacto es pseudo-
compacto y que la equivalencia entre pseudocompacto y numerablemente compacto
se obtiene en espacios metrizables. A partir del trabajo de Hewitt se publicaron una
gama amplia de trabajos que exponen las propiedades y diversas caracterizaciones

de los espacios pseudocompactos.

Si un espacio X tiene la propiedad P y todo subconjunto de X también satis-
face P, entonces decimos que la propiedad P es heridataria. Si una propiedad P
solo se hereda para subconjuntos cerrados, entonces decimos que la propiedad P es

hereditaria para subconjuntos cerrados.

En 1951, Katétov [9] construy6 un ejemplo de un espacio topolédgico pseudocom-



pacto, el cudl contiene un subconjunto cerrado que no es pseudocompacto, mostran-
do que la pseudocompacidad no es una propiedad que se herede necesariamente a

los subconjuntos cerrados, opuesto a lo tenemos en los espacios compactos.

Un aspecto importante de la teoria de los espacios pseudocompactos es el estu-
dio del producto finito de dichos espacios. En 1959, Frolik [4] abord6 este proble-
ma. Primero determiné las condiciones para las cuales el producto de dos espacios
pseudocompactos es pseudocompacto. Seguidamente estudié qué condiciones debe
cumplir un espacio para que el producto con un espacio pseudocompacto cualquie-
ra sea un espacio pseudocompacto. Finalmente, analiz6 los espacios X en los que la

propiedad anterior es hereditaria para subconjuntos cerrados.

Todos los espacios X considerados en esta memoria seran espacios de Tychonoff.
Denotaremos por C(X) al anillo de funciones continuas con valores en los reales y
por C*(X) al anillo de funciones continuas y acotadas con valores en los reales. Si

no se dice lo contrario, R es el espacio de los nlimeros reales con la topologia usual.

La Memoria se estructura de la siguiente manera: en el capitulo Preliminares da-
remos nociones bdsicas y propiedades importantes de los espacios topoldgicos que
utilizaremos a lo largo de este trabajo. En el capitulo de Nociones bdsicas sobre espacios
pseudocompactos presentaremos diferentes caracterizaciones de los espacios pseudo-
compactos y del producto de espacios pseudocompactos. El capitulo Grupos topo-
légicos y la clase de Frolik B analizaremos los grupos topolégicos pseudocompactos.
Finalizaremos con el planteamiento de un problema abierto. Para notacién y termi-

nologia no definida en la memoria puede consultarse [3].



Capitulo 2

Preliminares

Para el estudio de espacios topolégicos pseudocompactos es necesario establecer
nociones topolégicas que sean ttiles para el andlisis de dichos espacios. Para ello,
en el primer capitulo establecemos las definiciones y propiedades basicas que se uti-
lizardn a lo largo de este trabajo. Nos centraremos en caracterizaciones topoldgicas
obviando aquellas que involucran teoremas de caracter funcional como, por ejem-
plo, el Teorema de Dini. Comenzaremos por presentar algunas nociones bésicas de

topologia.

2.1. Funciones

DEFINICION 2.1 (Funcién). Un subconjunto del producto cartesiano A x B se deno-
mina una relacién. La relacion f C A x B se dice que es una funcién de A a B si para
todo x € A existeuny € B tal que (x,y) € f yy estd inicamente determinado por

x. Es decir, si (x,y) € fy (x,y') € f, entoncesy =y

El conjunto A es el dominio y el conjunto B es el rango de la funcion f.

DEFINICION 2.2 (Imagen e inversa ). Sea f : A — B. Si Ag es un subconjunto de A,
denotamos por f(Ap) al conjunto de todas las imdgenes de los puntos de Ay bajo la

funcién f; este conjunto es llamado la imagen de Ag bajo f.

f(Ao) ={b:b= f(a) paraalgina € Ay},

y la imagen inversa del conjunto By C B bajo f es el conjunto

fYB) = {x € A; f(x) € B).



2.2. Teoria de conjuntos

Los términos conjunto finito, conjunto infinito, conjunto numerable y conjunto no nu-

merable representan tipos de conjuntos que utilizaremos a lo largo de este trabajo.

DEFINICION 2.3 (Conjunto finito). Un conjunto A es finito si es vacio o si existe una
funcién biyectiva
fA—{1,2,..,n},

para algtin nimero entero positivon. Si A es vacio decimos que A tiene cardinalidad

0; si no, la cardinalidad de A es n.

Como ejemplo de conjunto no finito, tenemos a Z*, el conjunto de los ntime-
ros enteros no negativos. Ademads, si B es un subconjunto de un conjunto finito A,
entonces B es finito. También, la unién finita y el producto cartesiano finito de con-

juntos finitos es finita.

DEFINICION 2.4 (Conjunto infinito numerable). Un conjunto A es infinito si no es

finito. Decimos que es infinito numerable si existe una funcién biyectiva
f:A-Z".

El conjunto de los enteros es infinito numerable, asi como el producto finito de

los enteros no negativos.

DEFINICION 2.5 (Conjunto numerable). Un conjunto es numerable si es finito o in-

finito numerable.

Un subconjunto de un conjunto numerable es numerable. La unién numerable

de conjuntos numerables es numerable.

2.3. Espacios topoldgicos

Es esta seccion definiremos que es un espacio topolégico y daremos algunos con-
ceptos elementales asociados con los espacios topolégicos. Las demostraciones de

las proposiciones que enunciamos en esta seccion se pueden encontrar en [10]

Una topologia de un conjunto dado X, es una familia de subconjuntos de X que
tienen ciertas caracteristicas que nos permiten medir de alguna manera la proximi-

dad o lejania de los subconjuntos que pertenecen a X.



DEFINICION 2.6 (Espacio Topoldgico). Un espacio topolégico es un par (X, T) que
consta de un conjunto X y una familia T de subconjuntos de X que satisfacen las

siguientes condiciones:

(1) @y X pertenecena .
(2) La union de elementos de una subfamilia de T estan en T.

(3) La interseccion finita de elementos de T estdn en T.

El conjunto X es llamado espacio, los elementos de X son llamados puntos del
espacio, y los subconjuntos de X pertenecientes a T son llamados conjuntos abiertos

del espacio.

EJEMPLO 1 (Topologia discreta). Para cualquier conjunto X, la familia P(X) de to-
dos sus posibles subconjuntos de X satisface los axiomas que definen una topologia.
A esta le llamaremos topologia discreta en X, y al par (X, P(X)) es el espacio dis-

creto X.

DEFINICION 2.7 (Base). Dado un conjunto X, se dice que una familia de conjuntos
abiertos B es una base para la topologia de un espacio topolégico (X, T) si todo
subconjunto abierto no vacio de X puede expresarse como la union de una subfa-
milia de B. Equivalentemente, una base B es una familia de subconjuntos de X que

satisface :

(1) Six € V,V un conjunto abierto (X, T), entonces existe al menos un B € BB que
xeBCV.

(2) Six € By N By con By, By € B, entonces existe B3 € B tal que x € B3 C B; N By.

Dada una base B para una topologia en X, la topologia generada por B es aquella
tal que, U es un abierto si, y solo si, para todo x € U existe un B € B tal que
x € BCU.

DEFINICION 2.8 (Vecindad abierta ). Sea (X, T) un espacio topolégico y x € X. Un

conjunto abierto U C X es una vecindad abierta de x si x € U.

DEFINICION 2.9 (Conjunto cerrado). Sea (X, T) un espacio topolégico. Un subcon-
junto F de X es un conjunto cerrado si su complemento es un conjunto abierto; es
decir, X\F € t.



DEFINICION 2.10 (Interior de un conjunto). Sea (X, T) un espacio topolégico. El inte-
rior de un subconjunto A de X es la unién de todos los conjuntos abiertos contenidos

en A. Este conjunto se denota por intx(A).

PROPOSICION 2.1. El punto x pertenece al intx(A) si y solo si existe una vecindad
Udex talquelU C A.

DEFINICION 2.11 (Clausura de un conjunto). Sea (X, T) un espacio topolégico. La
clausura de un subconjunto A es la interseccién de todos los cerrados que contienen

a A; este conjunto se denota por clx(A).

PROPOSICION 2.2. Sea (X, T) un espacio topoldgico y A, B subconjuntos de X. En-

tonces

(1) x € clx(A) si, y solo si, todo conjunto abierto U que contiene a x satisface
UNA#Q.

(2) Si B es un conjunto cerrado que contiene a A, entonces cl(A) C B.
(3) Si A C B, entonces cl(A) C cl(B).
(4) cI(ANB) Ccl(A)Ncl(B).

DEFINICION 2.12 (Punto de acumulacién). Sea (X, T) un espacio topolégico. Si A
es un subconjunto de X y x € X, decimos que x es un punto limite o punto de
acumulacion de A si toda vecindad de x interseca a A en algtin punto distinto de x.

Al conjunto de todos los puntos de acumulacién de A se lo nota por A’.

DEFINICION 2.13 (Conjunto Denso). Sea (X, T) un espacio topolégico. Un subcon-

junto A de un espacio X es denso en X sicl(A) = X.

PROPOSICION 2.3. Sea (X, T) un espacio topolégico. Un subconjunto A es denso en
X si, y solo si, todo conjunto abierto U # @ satisface U N A # @.

DEFINICION 2.14 (Recubrimiento abierto). Sea (X, T) un espacio topolégico. Una
familia { As : s € S} de subconjuntos abiertos de X es un recubrimiento abierto si se

satisface:
U As =X

seS

DEFINICION 2.15 (Funcién continua). Sean (X, tx) y (Y, Ty) dos espacios topol6gi-

cos. Dada f : X — Y se dice que es continua si para cada U € Ty se tiene que
f_l(U) € Tx.



PROPOSICION 2.4. Sean (X, tx) y (Y, Ty) dos espacios topolégicos. Dada f : X — Y.

Las siguientes propiedades son equivalentes

(1) f es continua.
(2) Dado un subconjunto A de X tenemos que f(clx(A)) C cly(f(A)).
(3) Dado un subconjunto cerrado B de Y, el conjunto f~1(B) es cerrado en X.

(4) Para cada x € X y toda vecindad V de f(x), existe una vecindad U de x tal
que f(U) C V.

DEFINICION 2.16 (Conjunto C-sumergible y conjunto C*-sumergible ). Sea (X, T) un
espacio topolégico y P un subconjunto de X. Se dice que P es C-sumergible (respec-
tivamente, C*-sumergible) en X si toda funcién continua (respectivamente, continua
y acotada) f : P — R se puede extender a una funcién continua (respectivamente,

continua y acotada) a todo X.

Introducimos a continuacién el concepto de homeomorfismo. Un homeomorfis-

mo entre dos espacios topoldgicos nos dice ue estos son indistinguibles.

DEFINICION 2.17 (Homeomorfismo). Sean (X, tx) y (Y, 7y) dos espacios topol6gi-
cos, una funcién f : X — Y es un homeomorfismo si f es biyectiva y tanto f como

f~1 son continuas.

En el caso que exista un homeomorfismo entre X y Y, decimos que X y Y son

homeomorfos.

2.4. Axiomas de separacién

Veamos varios tipos de espacios topolégicos que se introducen mediante los de-

nominados axiomas de separacién.

DEFINICION 2.18 (Espacio T7). Un espacio topolégico (X, T) es un espacio Ty si para
cada par de puntos distintos x,y € X existe un conjunto abierto U de X talquex € U

vy & U.

DEFINICION 2.19 (Espacio de Hausdorff). Un espacio topoldgico (X, T) es un espa-
cio de Hausdorff si dado dos puntos distintos x,y € X, podemos determinar dos

conjuntos abiertos disjuntos Uy, U, tales que x € Uy yy € U>.



DEFINICION 2.20 (Espacio compacto). Un espacio topolégico (X, T) es compacto si
X es de Hausdorff y todo recubrimiento abierto de X tiene un subrecubrimiento

finito.

DEFINICION 2.21 (Espacio completamente regular). Un espacio topolégico (X, T) es
un espacio completamente regular si para todo subconjunto cerrado F de X y todo
punto x ¢ F, existe una funcién continua f : X — [0,1] tal que f(x) =0y f(y) =1
paray € F.

DEFINICION 2.22 (Espacio Tychonoff). Un espacio topolégico (X, T) es un espacio

de Tychonoff si es un espacio Ty y es completamente regular.
OBSERVACION. Todo espacio Tychonoff es de Haussdorf.

DEFINICION 2.23 (Conjunto cero y conjunto cocero). Sea (X, T) un espacio topol6-
gico. Un subconjunto Z de X es un conjunto cero si existe una funcién continua
f: X = R que satistace Z = f~1[{0}].

Un subconjunto C de X es un conjunto cocero de X si es el complemento de algtin

subconjunto cero de X.

PROPOSICION 2.5. Sean (X, T) un espacio topolégico. Entonces

(1) Todo conjunto cero es un subconjunto cerrado de X.

(2) Si f : X — R es una funcién continua, entonces los conjuntos:
a) {x e X: f(x) > a}.
b) {x e X: f(x) <a}.
c) {xeX:a<f(x)<b},

son conjuntos cero.

(3) Si f : X = R es una funcién continua, entonces los conjuntos:
a) {x e X: f(x) <a}.
b) {x € X: f(x) >a}.
c) {xeX:a< f(x)<b},
son conjuntos cocero.

DEFINICION 2.24 (Topologia producto). Sean (X, tx) v (Y, Ty) dos espacios topol6-

gicos. La topologia producto de X x Y es la topologia que tiene como base la familia

8



B de todos los conjuntos de la forma U x V, donde U es un subconjunto abierto
de X, y V es un subconjunto abierto de Y. Estos conjuntos se denominan abiertos

canonicos.

DEFINICION 2.25 (Espacio sumergido). Un espacio topolégico X se dice que estd

sumergido en un espacio topolégico Y, si X es homeomorfo a un subespacio de'Y.

Si X estd sumergido en Y, entonces podemos identificar X con la imagen del

homeomorfismo que lo sumerge en Y.

DEFINICION 2.26 (Compactacién de un espacio). Sea Y un espacio compacto y g :
X — Y un homeomortismo que hace a X homeomorfo a un subespacio de Y tal que

cl(g(X)) =Y. Elpar (Y, g) se denomina una compactacién del espacio X.

Usualmente, X se identifica con ¢g(X) y por una compactacién se entiende un
espacio compacto en el que X es denso. Frecuentemente, una compactacién de un
espacio X se obtiene uniendo uno o més puntos a X y luego definiendo una topo-
logia de tal manera que el espacio resultante sea compacto y contenga a X como

subespacio.



Capitulo 3

Nociones basicas sobre espacios

pseudocompactos

En este capitulo revisaremos algunos resultados cldsicos relacionados con los

espacios pseudocompactos. Los resultados mostrados aqui aparecen en [3], [8] y [4].

3.1. Propiedades Basicas

DEFINICION 3.1 (Espacio pseudocompacto). Un espacio topolégico de Tychonoff
(X, T) es pseudocompacto si toda funcién continua, f : X — R, satisface que f[X]

es acotado, es decir, existe m € R tal que,

|f(x)] <m paratodox € X.

Ya que la imagen bajo una funcién continua f de cualquier espacio compacto es
un espacio compacto, nos interesaria conocer si esta propiedad también se preserva

en los espacios pseudocompacto.

PROPOSICION 3.1. Si X es un espacio pseudocompacto, Y un espacio topolégico, y
existe una funcién continua f : X — Y, entonces f(Y) es un espacio pseudocom-

pacto.

Demostracion. Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que f[X] = Y.Si Y no
es un espacio pseudocompacto, entonces existe una funcién continua g : Y — IR tal
que g[Y] no es acotada. Se tiene que g o f € C(X) y (g o f)[X] no es acotada, lo que

es una contradiccién, ya que g o f es una funcién continua. O

10



El siguiente concepto es basico en la teoria de los espacios pseudocompactos.

DEFINICION 3.2 (Familia localmente finita). Sea (X, T) un espacio topol6gico. Una
familia {As : s € S} de subconjuntos de un espacio X se dice que es una familia lo-
calmente finita si, para todo punto x € X, existe un conjunto abierto V que contiene

a x y que intersecta solo a un nimero finito de elementos de A.

DEFINICION 3.3 (Familia con la propiedad de la interseccion finita). Sean (X, T) un
espacio topoldgico. Una familia {As : s € S} de subconjuntos de un espacio X tiene
la propiedad de la interseccion finita (p.i.f) si toda subfamilia finita tiene interseccion

no vacia.

En el siguiente teorema presentamos varias caracterizaciones de los espacios

pseudocompactos.

TEOREMA 3.2. Para un espacio (X, T), las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) X es pseudocompacto.
(2) Toda familia localmente ftinita de conjuntos abiertos de X es finita.

(3) Toda familia numerable de subconjuntos abiertos de X con la propiedad de la
interseccion finita satisface que la interseccion de la clausura de sus elementos

es no vacia.

(4) Todo recubrimiento abierto numerable de X tiene un subrecubrimiento finito

tal que su unién es densa en X.

(5) Todo recubrimiento numerable formado por conjuntos coceros de X tiene un

subrecubrimiento finito.

(6) X no contiene una copia C-sumergible del espacio discreto de los niimeros

naturales.

Demostracion. (1) = (2) Supongamos que existe una familia infinita ¢/ de subcon-
juntos abiertos no vacios de X que es localmente finita. Tomemos un punto x; € U;
para todoi = 1,2,... Como X es un espacio de Tychonoff, existe funciones conti-
nuas f; : X — R tal que fi(x;) =iy fi(x) = 0 para x ¢ U;. Como U es una familia

localmente finita, tenemos que la funcién

f=YIf

i>1

11



esta bien definida, pues en cada punto x solo hay una cantidad finita de sumandos
no nulos. Solo nos falta demostrar que f es continua. Sea x € Xy f(x) € (a,b),
determinaremos un vecindad abierta V del punto x tal que f[V] C (a,b). Como U
es una familia localmente finita, entonces existe un conjunto abierto O que contiene
axtalque C = {n: U, NO # @} es un conjunto finito. Tomando C; := {n > 1:
fn(x) > 0} tenemos que

CicC y f(y)= )Y, fuly), paratodoy € O,

neCy

de donde podemos asegurar que C; es un conjunto finito, pues es un subconjunto

de un conjunto finito. Ademds, tenemos que la funcién ) _ f, es continua (por ser
neCy
la suma finita de funciones continuas), por tanto existe un conjunto abierto W que

satisface

Z falW] C (a,b).

neCy

Tomando V = O N W se obtiene el resultado deseado, pues
flv] c (ab).

Por otro lado, f no es acotada pues f(x,) > n, para todo n. Lo cual es una contra-

diccién pues X es un espacio pseudocomapcto.

(2) = (3) Supongamos que existe una familia de subconjuntos abiertos {U, :

n > 1} con la propiedad de interseccién finita que satisface:

) cl(Uy) = 2.

n>1

Si definimos V,, = ;<,, U;, entonces {Vi : n > 1} es una familia localmente finita de

conjuntos abiertos. En efecto, por hipétesis y las leyes de De Morgan tenemos que

X = Jlel(Uuy)]".

n>1

Dado un punto x € X, existe un ng € IN tal que x ¢ cI(Uy,). Por el apartado (1) de
la Proposicién 2.2 sabemos que existe un conjunto abierto O que contiene a x tal que

O N Uy, = @. Por tanto, para todo n > ny tenemos que

@=0N[U=0NV,.

i<n

Por otro lado, por hipétesis tenemos que {V,, : n > 1} es finita y entonces existe 14

12



tal que si n > ny, entonces V,, = V,, y Vi, # @. Por tanto, para n > n; tenemos
an — Vn C Un C Cl(un)/

y paran < ny,
Vi, C Uy, C cl(Uy),

con lo cual, paratodon > 1,

Vi, C () cl(Uy)
nelN

de donde N, ¢l (Uy) # @, 1o cual es una contradiccion.

(3) = (4) Sea {U, : n > 1} un recubrimiento abierto de X tal que todo conjunto

finito F cumple

X#cl(U un>

neF

Aplicando las leyes de De Morgan, se tiene

@ # X\ | el(Uy).
neF
Definamos para todo n > 1 el conjunto W,, := X\cl(U,). Entonces
W = X\ (U Cl(ui)) ,
i<r i<r

con X\ (U<, cl(U;)) # @. Entonces {W, : n > 1} satisface la propiedad de la

interseccién finita, con lo cual ﬂ cl(Wy) # @. Por hipétesis {U, : n > 1} es un
n>1
recubrimiento abierto de X, entonces

M (X\Un) =X\ | Un = 2.

n>1 n>1

Por las propiedades de la clausura de un conjunto, tenemos
X\cl(Uy,) c X\U,.

Como U, es un conjunto abierto, entonces X\ U, es un conjunto cerrado. Por el apar-

tado (2) de la Proposicion 2.2 se cumple que

cl(X\cl(Uy,)) C X\Uy, paratodon > 1.
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Por tanto,

() cl(Wu) = () (cl(X\cl(Un))) € () (X\Un) = 2,

n>1 n>1 n>1
lo cual es una contradiccion.
(4) = (5) Sean {C, : n > 1} un recubrimiento de conjuntos cocero de X y
fn € C(X) tal que
Cu = fi [0, 1\ {0}].
Definimos C,; = f, 1 [(%,1” con i,n > 1. Notemos que los conjuntos C,; son

conjuntos abiertos de X'y

Cn = U Cn,i = U CZ(Cn,i)-

i>1 i>1

En particular, {C,; : n,i > 1} es un recubrimiento abierto de X. Como {C,,; :
n,i > 1} es numerable, entonces por hipétesis sabemos que existe una subfamilia
finita 7 = {C, iy, .-, Cpp i, } de {Cyi : m,i > 1} que satisface

cl (U an,ij) =X,
j<k

X =l (U cn].,ij> = [Jcl(Cui))-

j<k j<k

Vlk,ik

lo que implica

Es decir, para todoi > 1y n > 1, tenemos
Cl(Cn,i) C Cn,z’+1 C Cy.

Por tanto,

X - U Ci’l]‘/
j<k

con lo que hemos terminado la demostracién.

(5) = (6) Sean D = {x, : n > 1} un subespacio numerable discreto de X el
cual es C-sumergible en X y tomemos f : D — R tal que f(x,) = n (pues X es de

Tychonoff). Supongamos que fes una extensién continua de f y definamos

Cp:={xeX: f(x) <n}.

La familia {C, : n > 1} es un recubrimiento de X formado por conjuntos cocero
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para todo n > 1, es decir,
X=JCn

n>1
y se tiene un subrecubrimiento finito. Por otro lado, para todo n > 1 tenemos que

X, & U C]- y esto es una contradiccién. Por tanto, no existe un subrecubrimiento
j<n
finito del recubrimiento original.

(6) = (1) Sea X un espacio de Tychonoff que no contiene copias C—sumergibles
del espacio discreto de los nimeros naturales. Supongamos que f : X — R es una
funcién continua no acotada. Definimos, por induccién, la familia {C, : n > 1} tal
que

C={xeX:1<f(x)},

y xn € Cy con
Cpy1:={x € X:max{n, f(xn)} < f(x)}.
Esta familia estd bien definida pues C,, # @ para todon > 1. Por otro lado definimos

A={x,:n>1}y

Op:={xeX:f(x)<f(x2)} y Op:={xeX:f(xy_1) < f(x) < f(xp41)}, n>1

Entonces,
On ﬂ A — {x”}.

Por tanto, A es un conjunto discreto. Ahora demostremos que A es C-sumergible en
X. Para ello definimos, por induccién, la familia {F, : n > 1} de conjuntos cerrados

F={xeX:f(x) <1}Uu{xeX: f(x) < f(x))},

y para todon > 1

Fui= {x € X: f(x) < f(xa)} Ufx € X: f(xus2) < f(2)}.

Notemos que x,,11 ¢ Fy.

Demostremos que una funcién continua / : A — R tiene una extensién continua
atodo X. Dado n > 0, existen f, € C(X) que satisfacen

h(y) y € {xui1t
0 y € Fy.

fu(y) =
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Por otro lado, definimos G : X — IR como
G(x) := Zﬂ(x)
i>1

Siz € X, existen > 1tal que f(z) < ny, por tanto, z € F, 1. Sin embargo, para todo

m > n + 1 se satisface
z € f1[(—oo,n)] C Fy, lo que implica que G(z) = Y fi(z).
i<n
Como ) f; € C(X), tenemos que para todo € > 0 existe una vecindad abierta O de

i<n
x en X tal que

ZﬁKﬂC<ZﬁWO—aZﬁw0+%.

i<n i<n i<n

Si V = f1[(—oo,n)] N O, entonces V es un conjunto abierto que contiene a x que

satisface

Gly) =Y fily) € <Zfi(w) —e ) filw) +€> , YEV.

i<n i<n i<n

Es decir, G : X — R es una funcién continua.

Por otro lado, para x, € A tenemos que G(x,) = )_ fi(x,). Mientras que, para
i>1
m > n, tenemos x, € Fy y, por tanto, f,(x,) = 0. Adicionalmente,

fn-1(xn) = h(xn).
Ahora, si k < n —1, entonces x;, € Fi. Esto implica que
fr(xn) =0,
de donde podemos concluir que
G(xu) = fu—1(xn) = h(xn),

es decir, G es una extension continua de / y, por tanto, obtenemos una contradic-
cién pues, por hipétesis, tenemos que X no tiene copias C—sumergibles del espacio

discreto de los nimeros naturales. O]

Mediante la proposicién anterior podemos caracterizar la pseudocompacidad a

través de recubrimientos.
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COROLARIO 3.3. Dado un espacio de Tychonoff (X, T), las siguientes afirmaciones

son equivalentes:

(1) X es pseudocompacto.
(2) Todo recubrimiento abierto localmente finito de X es finito.

(3) Todo recubrimiento abierto localmente finito de X tiene un subrecubrimiento

finito.

Demostracion. (1) = (2) Se tiene del Teorema 3.2.
(2) = (3) Se sigue directamente, pues el recubrimiento es finito.
(3) = (1) Supongamos que f : X — R es una funcién continua. Sabemos que la
familia
{n—1,n+1):neZ},

es un recubrimiento abierto localmente finito de R. Entonces
{Flm—1,n+1)]:necz},

es un recubrimiento abierto localmente finito de X. Por tanto, existe {ny, ..., n,} C Z
tal que

{f_l[(ni —1Ln+1)]:ie{l,.,r}}

es un subrecubrimiento finito de X. Si escogemos m = méx{n; : i € {1,..,r}},

tenemos que para todo punto x € X satisface

f ()] < Jml,

es decir, f es acotada. O

En la demostracién del apartado (3) del Teorema 3.2, usamos sucesiones de sub-
conjuntos abiertos que estdn encajados. Utilizando este hecho podemos demostrar

el siguiente corolario.

COROLARIO 3.4. En un espacio topolégico de Tychonoff (X, 7), las siguientes afir-

maciones son equivalentes:

(1) X es pseudocompacto.

(2) Si {W,},eN es una sucesién de subconjuntos abiertos no vacios de X tal que
para todon € N, Wy, 41 C Wy, entonces (] cl(Wy) # @.

n>1
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Demostracion. (1) = (2) Sean X un espacio pseudocompacto y {Wj, },>1 una su-
cesion decreciente de subconjuntos no vacios de X. Por el Teorema 3.2, la familia
{W,, : n > 1} no es localmente finita; por tanto existe un punto x € X, tal que toda

vecindad de x interseca una cantidad infinita de W,,. Por tanto, x € ﬂ cl(Wy).
n>1

(2) = (1) Si demostramos que (2) implica que toda familia numerable {V; : i >
1} de subconjuntos abiertos de X que satisfacen la propiedad de la interseccion fini-
ta cumple que ;> cl(V;) # ©, entonces tendriamos el resultado usando el Teorema
3.2.
Para ello, notemos que si W, = ;< V;, entonces {W, },en es una sucesion decre-

ciente con la propiedad de la interseccion finita y

Nel(v) = N cl(W) £ 2.

i>1 i>1

por tanto, tenemos que X es pseudocompacto. O

DEFINICION 3.4 (Familia discreta de conjuntos). Sean (X, T) un espacio topoldgico.
Una familia A de X es una familia discreta en X si, para todo x € X, existe un

conjunto abierto V que contiene a x que satisface

card({Ce A:CNV #0}) <1

Debido a que toda familia discreta es localmente finita, del apartado (2) del Teo-
rema 3.2 obtenemos que un espacio X es pseudocompacto si, y solo si, toda familia
discreta de conjuntos abiertos de X es finita. Antes de dar el siguiente resultado

demos la definicién formal de punto limite.

DEFINICION 3.5 (Punto limite). Sean X un espacio topolégico (X, ) y {Uy }nen una
sucesion de subconjuntos no vacios de X. Un punto x € X es un punto limite de
{U, }en si todo conjunto abierto V que contiene a x satisface {n : U, NV # @} es

infinito.

Es decir, el resultado anterior nos ayuda a caracterizar los espacios pseudocom-

pactos a través de sus puntos limites.

COROLARIO 3.5. Un espacio topolégico (X, T) es pseudocompacto si, y solo si, toda

familia numerable de subconjuntos abiertos no vacios de X tiene un punto Iimite.

Demostracién. Veamos que la condicién es suficiente. Supongamos que X es un espa-

cio pseudocompacto y que existe una familia {U}, : n > 1} de subconjuntos abiertos

18



no vacios de X tal que para todo x € X, existe una vecindad V de x tal que el con-
junto {n : U, NV # @} es finito. Entonces {U, : n > 1} es una familia localmente
finita. Por el apartado (2) del Teorema 3.2, tenemos que la familia {U, :n > 1} es
tinita; por tanto, existe ny > 1 tal que para n > ng tenemos U, = Uy,. Sea x € Uy,

se tiene que toda vecindad V de x, satisface
{m:m>ny} C{m:U, NV #Q},

lo que nos proporciona una contradiccion.

Para demostrar que la condicién es necesaria, supongamos que X no es pseu-
docompacto. En este caso, existe una familia infinita de subconjuntos discretos no

vacios de X, lo que contradice la definicién de punto limite. O

Recordemos que un espacio X es numerablemente compacto si todo subconjunto

infinito de X tiene un punto de acumulacioén.

COROLARIO 3.6. Todo espacio numerablemente compacto es pseudocompacto.

Demostracién. El resultado se deduce de la definicién de numerablemente compacto
y del Corolario 3.5. O

Para dar un ejemplo que nos permita visualizar que el reciproco del corolario
anterior no se satisface, consideraremos espacios de ordinales. Sea w; el primer or-
dinal no numerable. Es bien conocido que el espacio [0, w;]| dotado de la topologia
del orden es numerablemente compacto: en efecto, si F C [0, w;] es un subconjunto
numerable, entonces el supremo de F pertenece a [0, w1] y es un punto de acumula-

cion de F.

EJEMPLO 2 (Plano de Tychonoff). Si w; es el primer ordinal no numerable y w es el

primer ordinal infinito entonces el plano de Tychonoff T esta definido como

T = {[0,w] x [0, in ]\ {(w, w1)},

y es un subespacio del espacio producto [0, w] x [0, w;]. Vamos a demostrar que T
es un espacio pseudocompacto que no es numerablemente compacto. En efecto, el
subconjunto infinito A = {(n,w1) : n < w} es discreto y cerrado en T; por tanto, T
no es numerablemente compacto.

Vamos a demostrar que T es pseudocompacto. Se sabe que la clausura de un sub-

conjunto numerable de puntos aislados de T es compacta. Esto significa que, si
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f : T — R es una funcién continua y no acotada, obtenemos un conjunto nume-
rable {t, : n < w} de puntos aislados en T tal que {f(t,) : n < w} es no acotado en
R; entonces f[clr({t, : n < w})] es compacto y no acotado, lo que es una contradic-

cién.

Hasta ahora no hemos analizado si existe una la relacién entre los espacios com-

pactos y los espacios pseudocompactos. Se tiene el siguiente resultado.

PROPOSICION 3.7. Todo espacio compacto es pseudocompacto.

Demostracién. Se deduce del hecho de que la imagen de un espacio compacto por
una funcién continua es compacta y del hecho de que loa compactos de IR son aco-
tados. O

A continuacién presentaremos una clase de espacios en los que la propiedad de
ser pseudocompacto y la propiedad de ser numertablemente compacto son equiva-

lentes.

PROPOSICION 3.8. 5i X es un espacio metrizable, entonces X es compacto si, y solo

si, X es pseudocompacto.

Demostracién. La suficiencia se cumple por la Proposicién 3.7.

Veamos que la condicién es necesaria. Sea X es un espacio metrizable pseudo-
compacto y supongamos que X no es numerablemente compacto. Entonces, existe
un subconjunto cerrado, discreto e infinito A = {x; : i > 1} de X tal que x; # x;
para i # j. El resultado se deduce ahora del hecho de que, en un espacio metrizable,

todo conjunto cerrado es C-sumergible. O

Una consecuencia inmediata del resultado anterior es

COROLARIO 3.9. Un espacio X es pseudocompacto si, y solo si, dada una funcién

continua f : X — R, el conjunto f[X] es compacto.

Se tiene la siguiente definicion.

DEFINICION 3.6 (Suma topoldgica). Sea G = {(X;,7;) : j € J} una familia de es-
pacios topoldgicos no vacios y disjuntos dos a dos. Denotando por X = 1I;X; a la

union disjunta. El espacio

O ={U C X: UNX; C X; es un conjunto abierto para todo j},
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es una topologia de X. Decimos que (X, O) es la suma topolégica de la familia G.

La suma topoldgica de la familia G, denotada por jc; X;, estd formada por
subconjuntos abiertos que se obtienen, simplemente, uniendo subconjuntos abiertos

de los espacios que se estdn sumando.

Recordemos que un subconjunto F de un espacio X se dice regular cerrado si
clx(intxF) = F. La propiedad de ser un espacio pseudocompacto no es hereditaria
para subconjuntos cerrados. Este hecho es una consecuencia del apartado (2) de la

siguiente proposicion.

PROPOSICION 3.10. En un espacio topolégico (X, T), se verifican las siguientes pro-
piedades

(1) Si X tiene un subespacio pseudocompacto denso, entonces X es pseudocom-

pacto.

(2) Si todo subconjunto cerrado de un espacio X es pseudocompacto, entonces X

es numerablemente compacto.

(3) Todo subconjunto regular cerrado de un espacio pseudocompacto es pseudo-

compacto.

(4) La suma topolégica libre @{X;s : s € S} es un espacio pseudocompacto si, y

solo si, todo espacio X es pseudocompacto y S es un conjunto finito.

Demostracion. (1) Sea D un subconjunto pseudocompacto X tal que c/(D) = Xy
f : X = R una funcién continua. Entonces, existe un intervalo cerrado y acotado K
tal que f[D] C K. Entonces,

fIX] C flel(D)] C el (f[D]) € K.

Por tanto, X es pseudocompacto.

(2) Recordemos que X es numerablemente compacto si, y solo si, todo subcon-
junto cerrado y discreto es finito. Sea D = {x, : n > 1} un subconjunto cerrado
y discreto de X. Ya que D es discreto, tenemos que {{x,} : # > 1} es una familia
localmente finita de subconjuntos abiertos de D. Pero, por hipétesis, D es pseudo-

compacto y, por tanto, D es finito. Esto prueba que X es numerablemente compacto.

(3) Sean X un espacio pseudocompacto, A un subconjunto abierto de X y I/ una

familia localmente finita de subconjuntos no vacios disjuntos dos a dos de cI(A).
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Entonces, V = {ANU : U € U} es una familia localmente finita de subconjuntos

no vacios disjuntos dos a dos de X. Por tanto, por el Teorema 3.2, V y U son finitos.

(4) Veamos que la condicion es suficiente. Supongamos que X = @{X; : s € S}
es un espacio pseudocompacto. Entonces los X son subconjuntos regulares cerrados
de X para todo s € S, de donde todo X, es pseudocompacto. Ademas, {X; : s € S}

es una familia localmente finita en X que es finita.

Ahora veamos que la condicién es necesaria. Supongamos que existen una fun-
cion f : X — R continua que no es acotada y un subconjunto {x, : n > 1} de
X con x, # xm, n # m tal que |f(x,)| > n. Entonces, existe un nimero sy € Sy
A C {x, :n > 1} donde A infinitoy A C Xj,. Por lo tanto, |f| es una extensién con-
tinua de X, que no es acotada; lo que contradice el hecho de que X, es un espacio

pseudocompacto. Esto concluye la demostracion. O

3.2. Espacios Pseudocompactos y la Compactaciéon de

Stone-Cech

En esta secciéon estudiaremos como se comportan los espacios pseudocompac-
tos en relacién con la compactacion de Stone-Cech. Para ello presentaremos algunos
resultados fundamentales de dicha compactacién. Estos resultados pueden consul-
tarse en el texto de Gilman and Jerison [5].

Una de las propiedades mas interesantes de la compactacién de Stone-Cech B(X) es
que toda funcién continua f : X — K de un espacio de Hausdorff compacto K se
puede extender de forma tinica a una funcién continua g : f(X) — K. Pasamos a
describir otras propiedades de la compactacién de Stone-Cech. Necesitamos alguna
notacion previa. Al conjunto de todos los conjuntos ceros de un espacio topolégico

X lo denotaremos por Z(X); es decir,
Z(X)={ZCX:Z= {0}, fec(X)h
DEFINICION 3.7 (z-filtro). Una familia F C Z(X) es un z-filtro sobre X si
(1) ¢ F.
(2) Si A,B € F entonces ANB € F.

(3) SiFCG,Fe FyG e Z(X), entonces G € F.
Un z-ultrafiltro de X es un z-filtro que no estd contenido en otro z-filtro de X.

22



Al conjunto de todos los z-ultrafiltros de X lo denotaremos por BX. Cuando Z €
F(X), definimos cl(Z) := {p € pX : Z € p}. La familia {cl(Z) : Z € Z(X)} es una
base para los subconjuntos cerrados de una topologia T en BX. El espacio (B(X), T)

se denomina la compactacién de Stone-Cech de X.

Omitiremos las demostraciones de los siguientes resultados que se puede encon-
trar en [5].

PROPOSICION 3.11. Dado un subconjunto denso D de un espacio X, las siguientes

afirmaciones son equivalentes:

(1) D es C*-sumergible en X.
(2) SiZy y Z; son dos conjuntos ceros disjuntos de D, entonces

Clﬁle N ClﬁXZZ =Q@.

(3) Si Zy y Z; son dos conjuntos ceros de D, entonces
clxZ1NclxZy = Clx(Zl N Zz).

TEOREMA 3.12. Dado un espacio X, la compactacion BX es la tinica compactaciéon

de X (salvo homeomortismos que dejen a X fijo) que satistace las siguientes propie-
dades:

(1) Dado un espacio compacto K, toda funcién continua § : X — K tiene una

extension continua a B(X).
(2) Toda f € C*(X) tiene una extension fP € C(BX).
(3) Dados dos conjuntos ceros disjuntos en X, sus clausuras en (X)) son disjuntas.

(4) Si Z, y Z, son dos conjuntos ceros disjuntos de X, entonces
CZ/S(X)Zl N CZ,B(X)ZZ = Cl,B(X) (Zl N Z2)

Vamos a ver a continuacién que todo espacio de Tychonoff se puede sumergir

como un subespacio cerrado de un espacio pseudocompacto [11].

TEOREMA 3.13. Todo espacio de Tychonoff puede ser sumergible como un subespa-

cio cerrado de un espacio pseudocompacto.
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Demostracion. Sea X un espacio de Tychonoff. Sea Y = (B(X) x [0,w1)) U (X X
{w1}) un subespacio de B(X) x [0, w1]. Se tiene que X es homeomorfo a X x {w1}.
Ademads, X x {w; } es cerradoen Y.

Vamos a demostrar que Y es pseudocompacto. Para ello, observemos que S(X) x
[0,w) es denso en Y, y que si {(zn,an) : n > 1} es un subconjunto numerable
en X x [0,w1), entonces estd contenido en el subespacio compacto B(X) x [0,7] C
B(X) x [0,w1), donde y = sup{a, : n > 1}. De aqui se deduce que B(X) x [0, w1)
es numerablemente compacto y, por tanto, por el Corolario 3.6, Y es pseudocompac-
to. [

Vamos a introducir una clase de conjuntos que juegan un papel importante en

muchas ramas de la topologia.

DEFINICION 3.8 (Conjunto G). Sea (X, T) un espacio topolégico. Un subconjunto G
de un espacio X se dice que es un G si G es la interseccion de una familia numerable

de subconjuntos abiertos de X.

Si X es un espacio, un subconjunto Y de X se dice que es Gs-denso en X si todo
conjunto no vacio de tipo G; tiene interseccién no vacia con Y. Esto es equivalente
a que todo conjunto cero de X interseca a Y. El siguiente teorema caracteriza los

espacios pseudocompactos utilizando la compactaciéon de Stone-Cech.

TEOREMA 3.14. Sea X un espacio. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) X es pseudocompacto.
(2) X es Gs—denso en cada compactacion de X.
(3) X es Gs—denso en BX.

(4) Todo conjunto cero no vacio en BX tiene interseccion no vacia con X.

Demostracion. (1) = (2) La demostracion la realizaremos por reduccion al absurdo.
Denotemos por b(X) a una compactaciéon de X y tomemos {G, : n > 1} una familia
de conjuntos abiertos de b(X) tal que G = (1,1 G, es un subconjunto G; de b(X).
Supongamos que GN X = @y tomemos z € G. Entonces, ya que b(X) es de Ty-
chonoff, para todo n > 1 existe un conjunto cero Z, de b(X) tal que z € Z, C Gy.
Como la interseccién numerable de conjuntos ceros es un conjunto cero, tenemos

que Z = (,;>1 Zn es un conjunto cero de b(X) yz € Z C G.Sea f : bX — R una
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funcion continua tal que Z = Z(f). Sin perdida de generalidad, podemos suponer
que f(x) > 0 para todo x € b(X). Por lo tanto, f(x) > 0 para todo x € X. Ya que

ceri[fosy)] we

X es denso en b(X), entonces para cada n > 1, existe x, € X tal que f(x,) <

n%tl ; por tanto 1/ f extiende a f continuamente y esta no es acotada, lo cual es una

contradiccién al ser X pseudocompacto.
(2) = (3) La demostracion es obvia, pues por (2) X es Gy denso en cualquier

compactacién de X, en particular para la compactacién de Stone-Cech.

(3) = (4) Todo conjunto cero es un conjunto G, por tanto, basta aplicar la con-

dicién (3) para obtener el resultado.

(4) = (1) Supongamos que existe una funcion continua f : X — R positiva y no
acotada.Paran > 1, definimos f, = min{n+1, f}, donde n+1 es la funcion constante
que asigna a todo x € X el valor n + 1. Como las f, (n > 1) son funciones continuas
y acotadas, por el Teorema 3.12 existen extensiones continuas f,; : X — R. Como
estamos realizando la demostracion por reduccién al absurdo, consideramos la suce-
sion F, = (£) "' [[n+1,400)] (n > 1) de conjuntos cero no vacios de (X). Ahjora,
para todo n > 1, existe x, € X tal que f(x,) > n+ 1y, como por definicién de las
fn, tenemos que f,(x,) = n+ 1, entonces x, € F,. Ademads, paratodon > lyx € X
fu(x) < fay1(x). Por lo tanto, para todo z € BX obtenemos que f; (z) < f;(z)
. Es decir, {F, : n > 1} es una familia decreciente de conjuntos cero no vacios de
BX que tiene la propiedad de la intersecciéon finita. Como BX es compacto, enton-
ces F = (,>1 F, es no vacio. Al ser todos los conjuntos F, conjuntos cero, entonces
F es un conjunto cero y, por tanto, un conjunto G5 en BX. Si z € X N F, entonces
fn(z) > n para todo n. Por otro lado, existe ng > 1 tal que f(z) < ng. Por lo tanto,
para todo m > ny, fiu(z) = f(z) < m. Sin embargo, sabemos que f,,(z) > m. Esta

contradicciéon implica que F N X = @y, con ello, terminanos la demostracion. [

3.3. Producto de dos espacios pseudocompactos

La pseudocompacidad es una propiedad que no se mantiene si consideramos el
producto de espacios topolégicos. Veamos un ejemplo.
EJEMPLO 3. Existe un espacio pseudocompacto X tal que X x X no es pseudocom-

pacto.
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Vamos a construir el espacio X en la compactacién de Stone-Cech B(IN) de ma-

nera recursiva. Para ello, primero definamos los conjuntos,

Ny :={2n—1:n €N},

Ny :={2n:n € N}.

Estos conjuntos son C*-sumergibles en IN. Por lo tanto,

clymN; = B(N) = B(N;) = B(N).

Ademas, por el Teorema 3.12 tenemos

B(N1) NB(N2) = @y B(N1) UB(N2) = B(IN).

Por otro lado, definamos el homeomorfismo / : (N7) — B(N,) tal que h(2n — 1) =
2nparatodon € N, ysea ¢ : B(N1) UB(Ny) — B(IN) tal que:

h—(x) si x € BN,.

Entonces ¢ no tiene puntos fijos y ¢ o ¢ es la funciéon identidad en B(IN). Sea S
la familia de todos los conjuntos numerables de S(IN). Como card(B(IN)) = 2¢ =
card(S), entonces los elementos de S son conjuntos de la forma {S, : A € 2°}. Sea
po € clgn)So- Supongamos que para todo € < 7y < 2° podemos elegir un punto
Pe € clgan)Se\{¢(ps) : 6 < €}. Tenemos que card(clgn)Sy) = 2°. Podemos elegir

Py € clga) Sy \{¢(pe) 1€ <7}

Definimos nuestro espacio como
X:=INU{py:v <2} CB(N).

Por construccién, cada subconjunto infinito numerable de X tiene un punto de acu-
mulacién en X. Por tanto, X es numerablemente compacto y por el Lema 3.6 pseu-

docompacto.

Si mostramos que X x X tiene una copia C-sumergida de los naturales, entonces
por el Teorema 3.2(6), el espacio X x X no es pseudocompacto. Para ello considere-
mos el conjunto infinito D := {(n,¢(n)) : n € IN}. Por definicién de ¢, cada punto

en D es un punto aislado y D es un conjunto abierto y discreto pues {(n,$(n))} es
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un abierto de B(IN) x B(IN).

Por otro lado, si p ¢ IN, entonces X no contiene ni a p ni a ¢(p). En efecto, si
p,¢(p) € X, tenemos que p = p, ¢ N para un ¢ < 2° Si ¢(p,) € N, entonces
¢o¢p(p,) = py € N, lo cual es imposible. Entonces ¢(p,) ¢ IN vy, por lo tanto,
¢(py) = ps para é < 2¢. Por la construccién se tiene que nunca 7y < J, ya que ¢ no
tiene puntos fijos v # J. Pero si § < <, entonces p, = ¢(¢(py)) = ¢(ps) y esto es
imposible.

Tenemos que D = (X x X) NG, con G = {(p,¢(p)) : p € B(IN)} es un subcon-
junto de B(IN) x B(IN) y, como G es el grafo de una funcién continua, G es cerrado.
Por tanto, D es un cerrado en X x X. Esto implica que el espacio X x X no es pseu-

docompacto.

Estudiaremos a continuacién algunas propiedades del producto de espacios pseu-

docompactos. Comenzaremos con la definicién de pseudométrica.

DEFINICION 3.9 (Pseudométrica). Una pseudométrica en un conjunto X es una fun-

ciénp : X x X — [0,00) tal que para todo x,y,z € X se satisface:

(1) p(x,x) =0.
2) p(x,y) = p(y, x).

3) p(x,y) < p(x,z) +p(z,¥).

El siguiente lema nos ayuda a determinar que el infimo sobre un compacto de

una funcién continua es continua.

LEMA 3.15. Sean (X, T) un espacio topoldgico, K un subconjunto compacto y f :

X x K — R una funcién continua. Para todo x1,x; y x en X definamos

¢(x1,x2) = sup |f(x1,k) — f(x2, k)|,
keK

F(x) = 1%1611f<f(x,k)

entonces ¢ es una pseudomeétrica continua en X. También F es una funcién continua

sobre X.
Demostracion. Primero demostremos que ¢ es una pseudométrica. Sean x1, xp € X

(1) Por definicién de ¢ tenemos que ¢(x1, x1) = sup,g | f(x1,k) — f(x1,k)| = 0.
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(2) Para verificar la simetria

¢(x1,x2) = sup |f(x1,k) — f(x2, k)| = sup | f(x2,k) — f(x1,k)| = Pp(x2, x1).
keK keK

(3) Para verificar la desigualdad triangular, usamos propiedades del supremo:

¢(x1,x2) = sup |f(x1, k) — f(x3,k) + f(x3,k) = f(x2,K)]|

keK
< sup |f(x1,k) — f(x3,K)| +sup |f (x5, k) — f(x2,K)|
kekK kek

= ¢(x1,x3) + ¢(x3,x2)

Como se verifica (1), (2) y (3), concluimos que ¢ es una pseudométrica. Mientras
que para probar la continuidad de ¢ ya que ¢ es una pseudométrica, es suficiente

mostrar que para todo x € Xy € > 0 existe un vecindad abierta U de x tal que
p(x,x') <e,

para todo x’ € U. Por continuidad de f sabemos que para todo k € K podemos
escoger una vecindad candnica abierta W(k) = U(k) x V (k) que contiene a (x, k) tal

que, para todo (xg,y0) € W(k)

1f(x,y) — f(x0,y0)| <&,

Por otro lado, el espacio K es compacto, entonces existe un subconjunto finito M de
K tal que la familia {V (k) : k € M} es un recubrimiento finito de K. Escribimos
U = Nkem U (k). Para todo x’ € U y todo k € K tenemos que

k) = f(, k)] <e

Por lo tanto, ¢(x, x") < € para todo x’ € U.

Para demostrar ahora que F es continua, basta tner en cuenta que para todo

x € Xye >0, existe una vecindad abierta U de x tal que

F(x) = F(y)| = | inf £(x, k) — inf f(y,k)] < e

para todo y € U. O

Como habiamos visto al principio de esta seccion, el producto de espacios pseu-
docompacto no necesariamente es pseudocompacto y por el Teorema 3.2 podemos

decir que un espacio X es pseudocompacto si y solo si toda familia localmente finita
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es finita o equivalentemente si no existe una sucesién localmente finita de conjun-
tos no vacios. Por tanto, un espacio no es pseudocompacto si existe una sucesiéon

localmente finita. De manera formal, tenemos el siguiente teorema.

LEMA 3.16. Sean X y Y dos espacios. Si el espacio R = X X Y no es pseudocompac-
to, entonces, existe una sucesion localmente finita {U, x V,},>1 de subconjuntos
abiertos canénicos no vacios de X x Y tal que {Uy },>1 y {Vi }n>1 son sucesiones de

conjuntos disjuntos dos a dos.

Demostracion. Supongamos que R = X X Y no es pseudocompacto y determinemos
una sucesion localmente finita de conjuntos abiertos canénicos no vacios de X x Y.

Consideraremos dos casos.

Primer caso: Uno de los dos espacios involucrado en el espacio producto no es
pseudocompacto. Supongamos que X no es pseudocompacto, entonces, por el Teo-
rema 3.2, existe una familia localmente finita de subconjuntos abiertos, no vacios,
disjuntos dos a dos {U, : n > 1} de X infinita. Por otro lado, como Y es de Tycho-
noff, entonces podemos escoger una sucesién de subconjuntos abiertos, no vacios
disjuntos dos a dos {V;, : n > 1} de Y. Si escogemos {U, x V; },>1, entonces tene-

mos una familia localmente finita que es infinita.

Segundo caso: Los dos espacios son pseudocompactos. Sea {U,, x V,, : n > 1}
una familia localmente finita de conjuntos abiertos no vacios de X x Y. Sean x € X
y {Uy, X Vy, @ np > 1} una subfamilia de {U;, x Vj; : n > 1} tal que existe una
vecindad abierta U de x con UN U, = @ para un nimero infinito n; > 1. Por
inducciéon podemos elegir una sucesioén ny,1y,... € IN y subconjuntos abiertos no
vacios Uy, C Uy, tal que la familia {Uy, : i > 1} es una familia de conjuntos disjuntos
dos a dos. Usando el mismo argumento para la familia numerable {U,, x V; :i >
1}, obtenemos una subsucesion {n;_: k > 1} de {n; : i > 1} y subconjuntos abiertos
no vacios Vy, C V,;ik tal que la familia Vi, es una familia de conjuntos disjuntos
dos a dos. Por tanto, la sucesion {Unik X Vnik : k > 1} es la familia localmente finita
buscada. O

Introducimos a continuacién dos conceptos que usaremos posteriormente.

DEFINICION 3.10 (Funcién Semicontinua Inferioremente y Funcién Semicontinua
Superiormente). Sea (X, T) un espacio topoldgico. Una funcién f : X — R se dice
que es semicontinua inferiormente (superiormente) si, para todox € X ytodor € R
tal que f(x) > r (f(x) < r), existe una vecindad U de x tal que f(x') > r (f(x') <)
para todo x’ € U.
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OBSERVACION. Una funcién es continua si, y solo si, es semicontinua inferior y

superiormente.

LEMA 3.17. Sea X x Y un espacio Tychonoff pseudocompactoy f : X x Y — R una
funcién continua. Entonces, para todo x € X, las funciones

F(x) = inf f(x,y) vy G(x) =supfx,y),
ye yey

son continuas en X.

Demostracion. Notemos que F(x) = infyey f(x,y) = —sup,cy[—f(x,y)], por tanto
bastard demostrar la continuidad de una de las dos funciones. Demostremos que
F es continua en X. Como la funcién F es semicontinua superiormente, pues es un
infimo de las funciones continuas f(-,y) para y € Y, solo faltaria demostrar que F
es semicontinua inferiormente, y asi obtendremos que F es continua. Supongamos
lo contrario, que F no es semicontinua inferiormente, es decir, existe un xp € X y un

numero real ¢ > 0 tal que para toda vecindad U de xy, existe un (x,y) € U x Y, tal
que f(x,y) < F(xp) — 3e.

Por induccién podemos construir puntos (xn,yn) y vecindades abiertas W,, =
Up X Vyde (x40, yn) y W), = Uj, X V,, de (x0,yn) tal que

f(x,y1) — flxa,y2)| <& (x1,y1), (x2,42) € Wy
f(xy1) = f(xh, )l <& (X, 1), (%5, 42) € Wy,

(2) u?’l C u,/l_ll

3) f(xn/]/n) < P(XO) — 3e.

(1)

Para i < n, escogemos x;,y;, W; y W/ como antes y definimos

u , n>1,
X n=1.

u:=

Como X x Y es pseudocompacto, podemos elegir (x,,y,) € U x Y tal que f(xn, yn) <
F(xg) — 3e. De la continuidad de f se deduce que existen Uy, V,, y U, tal que U,, C

U, 1y If(x1,y1) = f(x2,y2)| < econ (x1,y1), (x2,¥2) € Wa, |f(x],y1) — f(x3,12)| <
e con (x1,y1), (x5, 42) € Wy,

Ya que el espacio X x Y es pseudocompacto, existe un punto de acumulaciéon
(x,y) de {W,, : n > 1}. Ya que

fx,y) <F(xo) =2 (x,y) € Wy,
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por la continuidad de f, tenemos que

f(x,y) < F(xg) — 2e.

Por otro lado, de la condicién (2) concluimos que (¥,¥) es un punto de acumulacién
de {W}, : n > 1}. Del hecho de que f(%X,%) > F(xy) — ¢, y la continuidad de f
tenemos que

f(xY) = F(xo) —e&

Hemos obtenido una contradiccion. Esto completa la prueba. O

El siguiente lema se debe a Frolik [4] y juega un papel importante en su prueba

de cuéndo el funtor de la compactacién de Stone-Cech distribuye.

LEMA 3.18. Sea X X Y un espacio pseudocompactoy f : X x Y — R una funcién
continua. Si b(Y) es una compactacién de'Y tal que f(x, -) puede ser extendida con-

tinuamente a b(Y'), entonces f tiene una extension continuaa X x b(Y).

Demostracion. Si extendemos toda funcion f(x, -) continuamente a {x} x b(Y'), ob-
tenemos una funcién f* sobre X x b(Y). Vamos a probar que f* es la extensién
buscada. Dado (xo,10) € X x b(Y) y ¢ > 0, debemos determinar una vecindad
W = U x V de (x0,y0) tal que |f*(xo,y0) — f(x,y)| < € para todo (x,y) en W. Es-
cojamos una vecindad abierta V de yg en b(Y) tal que |f*(xo,y) — f*(x0,v0)| < €
para todo y en V. El espacio cly (VN b(Y)) es pseudocompacto, por tanto, podemos
escoger una vecindad abierta U de x( tal que para todo x en U

yanb fey) > £ (xo,y0) = 2¢

sup f(x,y) < f*(x0,y0) + 2.
yevnNY

En consecuencia, tenemos que | f*(x,y) — f*(xo0,y0)| < 2¢ para todo (x,y)enU x V,

esto demuestra que f* es continua. O

El siguiente teorema fue demostrado por Glicksberg, la prueba que presentamos
se debe a Frolik [4]; esta prueba es puramente topoldgica al contrario de la demos-

tracién que dio Glicksberg [6] que uso elementos de la teoria de la medida.

TEOREMA 3.19. Dados dos espacios X y Y , las siguientes afirmaciones son equiva-

lentes:
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(1) X x Y es un espacio pseudocompacto.

(2) Toda funcién continua y acotada sobre X x Y posee una extension continua a
p(X) x B(Y)

(3) Sif: X xY — R es una funcién continua y acotada, entonces para todo e > 0
existe un recubrimiento finitold = {W1, Wy, ..., W, } de X x Y tal que la funcién

f en cada uno de estos W; verifica que

[f(x1,y1) = f(x2,p2)| <& (x1,y1), (x2,2) € W

Demostracion. (1) = (2) Tenemos que probar que toda funcién continua y acotada
sobre X X Y posee una extensién continua a B(X) x B(Y). Supongamos que f :
X xY — R es una funcién continua, X X Y es un espacio pseudocompacto, entonces
f es acotada, por el Lema 3.18, existe una extension continua de f a X x B(Y) y por

este mismo lema esta extension tiene una extension continua a (X) x B(Y).

(2) = (3) Supongamos que f : X X Y — R es una funcién continua y acotada,
denotemos por f* a la extension continua de f a f(X) x B(Y). La familia {W,, : n >
1} de todos los conjuntos abiertos canénicos de (X) x B(Y) en los cuales f* varia
no mas que ¢ es un recubrimiento abierto de B(X) x B(Y). Como B(X) x B(Y) es

compacto, existe un subrecubrimiento finito { Wy, W, ..., Wy, }. Por lo tanto, la familia
U={WiNXxY,W,NXXY,.,W,NXXxY}
es un recubrimiento finito, donde la funcién f en cada uno de estos W; verifica que

|f(x1,y1) — f(xa,y2)] <& (x1,41), (x2,2) €W,

lo que concluye la prueba.

(3) = (1) Haremos la demostracién por reduccién al absurdo. Supongamos que
X X Y no es pseudocompacto. Por el Lema 3.16, existe una familia localmente finita
{W,, :n>1} = {U, x V, : n > 1} de subconjuntos abiertos canénicos de X x Y tal
que las familias {U, : n > 1} y {V,, : n > 1} estédn formadas por conjuntos abiertos
disjuntos dos a dos. Elegimos puntos z, € W, y funciones continuas f, : X x Y —
[0,1] tal que fu(zn) =1y fu(z) = 0 para todo z ¢ W,,. Definimos

f= an

n>1

Al ser la familia localmente finita {W,, : n > 1}, la funcién f es continua y acotada

sobre X x Y. Ahora, si A = A; X A es un subconjunto abierto de X x Y y tomamos
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dos puntos z, y zx con n # k, entonces f varia > 1en A, pues, siz; = (x;,y;),i = 1,2,

entonces los puntos (xy, yx) pertenecena Ay f(x,,yx) = 0. Por lo tanto,

f(zn) = f (oo ) = 1.
Se sigue que la condicién (3) no se cumple para esta funcién f y € = 1. Por lo tanto,
(3) implica (1).
O

OBSERVACION. Teniendo en cuenta las propiedades de la compactacion de Stone-
Cech, del Teorema anterior, podemos deducir que si X e Y son infinitos, entonces
que B(X xY) = B(X) x B(Y) si, y solo si, X X Y es pseudocompacto, es decir, el
funtor de la compactacién de Stone-Cech disgtribuye. Este resultado es conocido
como el Teorema de Glisckberg [6].

Otra caracterizacion de cudndo el producto de dos espacios pseudocompactos
es pseudocompacto nos la proporciona el siguiente resultado. Recordemos que una
pseudométrica en un conjunto X se denomina totalmente acotada si, para todo ¢ >

0, existe un recubrimiento finito de X formado por bolas abiertas de radio € > 0.

TEOREMA 3.20. Sean X y Y dos espacios, las siguientes atirmaciones son equivalen-

tes:

(1) X x Y es un espacio pseudocompacto.

(2) S5i X y Y son dos espacios pseudocompactos y f : X x Y — R una funcién

continua y acotada, entonces las funciones
d: Y —C(X)
y — f(y)

¥ X —C(Y)
x o f(x,)

son continuas.

(3) Para toda funcién f : X X Y — R continua y acotada, las pseudomeétricas

¢(x1,x2) = sup |f(x1,y) = f(x2,)]
yey
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(y1,y2) =sup |f(x,y1) — f(x,2)]

xeX

son continuas y totalmente acotadasen X y Y.

Demostracion. Observemos que si denotamos a || - || la norma supremo en C(X) y

C(Y), entonces

¢(x1,x2) = [|f (x1,-) = fx2, )l

ey y2) = [IfCoy) — FCp)ll-

Por tanto, las funciones ¥ y ® son continuas si, y solo si, las pseudométricas ¢ y ¢

son continuas.

(1) = (2) Supongamos que X X Y es pseudocompactoy f : X x Y — R es una
funcién continua y acotada, por el Teorema 3.19 existe una extensiéon continua f* de
fap(X)xpB(Y). Por el Lema 3.15 las pseudométricas

¢ (x1,x2) = sup |f*(x1,y) — f*(x2,y)|
yeB(Y)

" (y1,y2) = sup |f*(x,y1) — f*(x,y2)|
xeB(X)

son continuas en B(X) y B(Y) respectivamente. Por lo tanto, ¢ y ¢ son restricciones
de ¢* y ¢*. Entonces, ¢ y ¢ son continuas.

(2) = (3) Es inmediato.

(3) = (1)Sea f : X x Y — R una funcién continua y acotada. Por (3) las pseudo-
métricas ¢ y ¢ son continuas y totalmente acotadas y por tanto podemos determinar
recubrimientos finitos de conjuntos abiertos {A; : i > 1}y {Bj : j > 1} de X y de
Y respectivamente, tal que los didmetros de A; en ¢ y B; en ¢ son menores que .
Entonces, { A; x B;} es un recubrimiento de X x Y de conjuntos abiertos can6nicos,
en donde f varfa en cada A; X B; menos que 2¢. Por el Teorema 3.19(3), el espacio

X x Y es pseudocompacto. [

3.3.1. La clase de Frolik ‘3

Introducimos y estudiamos a continuacién la denomina clase de Frolik, la clase

de los espacios pseudocompactos cuyo producto por un espacio pseudocompacto
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cualquiera es un espacio pseudocompacto.

DEFINICION 3.11. La clase de Frolik °B estd formado por todos los espacios X tal
que el espacio producto X X Y es un espacio pseudocompacto para todo espacio

pseudocompacto Y.

OBSERVACION. Sean X y Y dos espacios, las siguientes propiedades son inmedia-

tas:

(1) Si un espacio X es la imagen bajo una funcién continua de un espacio que

pertenece a la clase 3, entonces X pertenece a L.

(2) Si Xy Y pertenecen a la clase °3, entonces el espacio producto X X Y pertenece

a‘P.
(3) Si X x Y pertenece a la clase 13, entonces X y Y pertenecen a la clase ‘B.

(4) Si F es un subespacio regular cerrado de un espacio X que pertenece a la clase

B, entonces F pertenece a la clase .

Vamos a ver a continuacion algunas propiedades de la clase ‘.

TEOREMA 3.21. Si X es un espacio pseudocompacto tal que todo punto x € X tiene

una vecindad que pertenece a la clase *3, entonces X pertenece a ‘.

Demostracién. Supongamos lo contrario, que para algtin espacio pseudocompacto
Y, el espacio X X Y no es pseudocompacto. Por Lema 3.16, existe una familia lo-
calmente finita {U, x V;; : n > 1} que es infinita y {Uy,},>1 es una sucesion de
conjuntos abiertos disjuntos dos a dos. Sea x € X y escojamos una vecindad regular

cerrada U de x tal que U € *B; entonces U X Y es pseudocompacto. Por tanto,
(U, NU) X (VuNY) = (U x V) N(UXY) #Q,

solo para un ntimero finito de 1, de donde U, N U # @ para un ntimero finito de #.
Es decir, existe una familia localmente finita {U, : n > 1} que es infinita, lo cual es

una contradiccién, pues X es pseudocompacto. [

No solo los espacios compactos son pseudocompactos sino que se tiene el si-

guiente resultado.

TEOREMA 3.22. Los espacios compactos pertenecen a la clase ‘.
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Demostracién. Sean X un espacio pseudocompacto y K un espacio compacto. Para
probar que X x K es pseudocompacto es suficiente mostrar que toda funcién conti-
nua y acotada f : X x K — R alcanza su cota inferior. Para esto es una consecuencia
del Lema 3.15, pues la funcién

F(x) = inf f(x,k),

es continua. En efecto, como el espacio X es pseudocompacto, la funcién F alcanza
su cota inferior en un punto x y, como la funcién f(x,-) sobre {x} x K alcanza su
cota inferior en un punto y, se tiene que f alcanza su cota inferior en (x,y). Esto

completa la prueba. O

TEOREMA 3.23. Un espacio X pertenece a 3 siempre que una familia infinita de
subconjuntos disjuntos no vacios {A, : n > 1} de X, satisface KN A, # @, para un

numero infinito de conjuntos A, con K un subconjunto compacto de X.

Demostracion. Supongamos lo contrario, que X no pertenece a 8. En ese caso, existe
un espacio pseudocompacto Y tal que X X Y no es pseudocompacto. Por el Lema
3.16 existe una sucesion localmente finita de subconjuntos abiertos no vacios {U, x
Vi tn>1 de X x Y tal que {U, },>1 es una sucesion de conjuntos disjunta dos a dos.
Por hipétesis existe un conjunto compacto K tal que KN U, # @ para una infinidaad
de n. Como sabemos que los compactos pertenecen a la clase ‘33, entonces K x Y
es pseudocompacto. Pero {(U, x V,) N (K xY) : U, NK # @},>1 es una familia
localmente finita de conjuntos abiertos no vacios de K x Y que es infinita. Y esto
es una contradiccién, pues K x Y es pseudocompacto, con lo que terminamos la

demostracion. n

Designamos por IN el conjunto de los ntimeros naturales con la topologia discre-
ta. Vamos a considerar filtros en IN. Resaltemos que, como todo subconjunto de IN

es un conjunto cero, en este contexto coincide el concepto de filtro con el de z-filtro.

Diremos que un espacio X satisface la condicién de Frolik si dada una sucesién
{U, },>1 de subconjuntos abiertos no vacios, disjuntos dos a dos de X, existe una
subsucesion {Uy, }x>1 tal que cuando F es un filtro de subconjuntos infinitos de

N = {n} se verifica

M c <U unk> # .

FeF keF

El siguiente teorema caracteriza la clase de Frolik . El teorema se debe a Frolik
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[4] aunque su prueba contiene un error cuando se demuestra la necesidad de la

condicién propuesta por Frolik, este error fue resuelto por Blasco en [1].

TEOREMA 3.24. Para un espacio X, las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) X satistace la condicién de Frolik.

(2) X €°B.

(8) X x Z es pseudocompacto para todo espacio pseudocompacto Z tal que N C
Z C BN.

Demostracion. (1) = (2) Supongamos que Y es un espacio pseudocompacto. Va-
mos a probar que X x Y es un espacio pseudocompacto. Sea {U, x V,, : n > 1} una
sucesion de abiertos no vacios de X x Y tal que la sucesion {U, : n > 1} es una su-
cesion de abiertos disjuntos dos a dos (3.16). Por hip6tesis existe una subsucesién
{Uy, : k> 1} de {U, : n > 1} que satisface la condicién de Frolik.

Sea y un punto de acumulacion de {V,, : n > 1}. Consideremos la familia U de
entornos del punto y. Para cada B € ¥, sea N(B) = {n: BNV, # ©@}. Evidente-
mente,

M = {N(B):BecU}.

es un filtro en IN. Por nuestra hip6tesis, existe un x que satisface la condicién de Fro-
lik para el filtro 9. Es facil ver que (x, y) es un punto de acumulacién de {U, x V;, : n > 1}.

Esto demuestra que X x Y es pseudocompacto, es decir, X € L.

(2) = (3) es obvia.

(3) = (1) Supongamos que X no satisface la condicién de Frolik. Entonces existe
una familia numerable de conjuntos disjuntos dos a dos {U, :> 1} de X tal que
cuando Ny es un subconjunto infinito de IN, existe un filtro F (Np) de partes infinitas
de Nj para el cual

FeF(Ny) neF

Sea m) un filtro sobre IN para el que F(Np) es una base y sea Uy, un ultrafiltro
que contenga a F (Np). Consideremos el subespacio de f(IN)
Y = N U{Py, € B(N) : Uy, converge a Py,, No C IN, Nj infinito},

y veamos que Y es pseudocompacto. Sea { By },>1 una sucesion de abiertos no vacios,

37



disjuntos dos a dosen Y, y sea
No={n € N:n, € NNB,k=1,2,..}.

Por hipétesis, existe un ultrafiltro Uy, sobre IN que converge a Py, € Y y tal que
Np € Uy, Por lo tanto Py, € clﬁ(N)(No) y Py, es un punto de acumulacién de
{Bi}i=1-

Veamos ahora que X X Y no es pseudocompacto probando que la sucesién de
abiertos {U, x {n}},>1 es localmente finita en X x Y. Si x € Xy Py, € Y, sabemos

que

N czx(u un>=@,

FEUNO neF

por lo tanto, existe una vecindad abierta V de x y Fy € Uy, tales que

VN ( U un) =Q.
neky

Ahora bien, clgn)Fo es una vecindad de Py, en B(IN) y se tiene que

(V X {Clﬁ(N)FO N Y}) N (Un X {1’1}) =0, n>1.

Esto finaliza la prueba. O

3.3.2. Una subclase especial de ‘3

Como hemos visto en el Teorema 3.10, la pseudocompacidad no necesariamente
se hereda para subespacios cerrados. Vamos a analizar una subclase especial de la

clase de Frolik.

DEFINICION 3.12. Designaremos por ‘Br la clase de todos los espacios X tal que

todo subespacio cerrado de X pertenece a ‘B3

El siguiente teorema caracteriza la clase Lr.

TEOREMA 3.25. Un espacio X pertenece a la clase ‘Br si, y solo si, si M es subcon-
junto infinito de X tal que todo subconjunto compacto K de X intersecta M en K es

un conjunto infinito.

Demostracién. Se tiene directamente del Teorema 3.23 y el hecho que todo conjunto
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compacto pertenece a la clase °B. O

TEOREMA 3.26. El producto numerable de conjuntos que pertenecen B pertenece

ain.

Demostracion. Sea {X;};>1 una sucesién de espacios de Pr, y sea X = [];>1 X;. De-
mostraremos que X pertenece a Br. Para ello es suficiente mostrar que dada una
sucesion {g;}i>1 en X, entonces toda subsucesion {gy, }r>1 de {g;}i>1 tiene clausura
compacta en X. Xj pertenece a ‘Br, por tanto, existe un subconjunto infinito N; de
IN tal que el conjunto de los g, n € Nj tiene clausura compacta en X;. Por induc-
cién podemos obtener una sucesion {N, },>1 de conjuntos infinitos de IN tal que
Ny 41 C Ny y los conjuntos de todos los g7, i € N, tiene clausura compacta en X,.
Escojamos una subsucesion {gy, }i>1 de {gn}n>1 tal que n; € N,,.. Denotemos por Y;
al conjunto clausura en X; de el conjunto de todos los gqu, k > 1. El espacio Y; es
compacto. En consecuencia, el producto Y = [];>1 Y; es compacto. El resultado se

deduce del hecho de que los conjuntos de g,,,, k > 1 estan contenidos en Y. O
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Capitulo 4
Lineas futuras

Recordemos gla nocién de grupo topolégico.

DEFINICION 4.1. Un grupo (abstracto) es un par (G, -) donde G es un conjunto no

vacio y - es una operacion binaria en G que satisface las siguientes propiedades:

(1) Sia,b,c € Gentonces (a-b)-c=a-(b-c).

(2) Existe un elemento e € G, llamado elemento neutro, tal quea-e = e-a = a

para todoa € G.

(3) Para todoa € G, existe un elementoa~! € G, llamado el inverso de a, tal que,

1 1

a-a -~ =a ~-a=4¢e.

Entonces al par (G, -) se denomina un grupo.

Si la operacion satisface también la propiedad conmutativa se dice que el grupo
es abeliano. En este caso, la operacion - se suele denotar por + y el elemento inverso

se denomina el opuesto.

Un grupo (G, -) dotado con una topologia 7 se dice que es un grupo topolégico,

si la operacion en G satisface las dos condiciones siguientes:

(1) La operacién en G es continua considerada como una funcién de G x G en G,

donde es G x G se considera la topologia producto.

(2) La funcién ¢ : G — G tal que ¢p(a) = a~!, para todo a € G, es continua.

Comfort y Ross [2] demostraron que el producto de dos grupos pseudocompac-

tos es pseudocompactos. Este resultado fue generalizado por Tkachenko [14] quien
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demostré que todo grupo pseudocompacto pertenece a la clase de Frolik 3. En par-
ticular, este resultado implica que el producto infinito de grupos pseudocompactos
es pseudocompacto. Este hecho se deduce de que la clase de Frolk 8 es cerrada para

productos infinitos [11].

Consideramos ahora grupos paratopoldgicos, es decir grupos G dotados de una
topologia tal que la operacién en G es continua considerada como una funcién de
G x G en G pero la funcién ¢ : G — G tal que ¢p(a) = a1, para todo a € G, no es
necesariamente continua. En este contexto, Ravsky [12] demostré que el producto
arbitrario de grupos paratopoldgicos pseudocompactos es pseudocompacto. En un

futuro, estamos interesados en el siguiente problema que permanece abierto:

(PA) ¢Pertenece todo grupo paratopolégico pseudocompacto a la clase de Frolik ‘B?
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