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Resumen

En este documento se detalla el trabajo de fin de grado de la asignatura MT1054 — Trabajo
Final de Grado del Grado en Matematica Computacional de la Universidad Jaume I.

FEn esta memoria se hace un estudio desde el punto de vista topoldgico del conjunto de
Cantor. Se ve su construccién primigenia y se demuestran diferentes propiedades que lo hacen
un conjunto realmente inico, como ser totalmente disconexo, raro, perfecto, compacto, no nu-
merable y no vacio. El resultado principal del documento llega al demostrar la existencia de

un homeomorfismo entre el conjunto de Cantor y el espacio {0, 1}". Finalmente, se muestra la
aparicién del conjunto de Cantor en ciertas dindmicas de la familia cuadratica.
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Capitulo 1

Introduccién y Motivacion

Antes de pasar con la estructura de la memoria, se ha considerado interesante arrojar un
poco de historia sobre el origen del conjunto de Cantor. Lo primero a destacar es que pese a que
el conjunto se le haya atribuido a Georg Cantor, de ahi su nombre, este no fue el primero en
descubrir ”los conjuntos de Cantor”. Ademads, aunque el conjunto de Cantor esté asociado hoy
en dia a un concepto geométrico, Cantor en ningiin momento fue motivado por este campo, de
hecho pudo haber llegado a su descubrimiento desde un punto de vista meramente aritmético.

Para entender el contexto, las matematicas entre el 1870 y 1885, estaban enfretandose a dos
desafios:

1) Las condiciones bajo las cuales una funcién puede ser integrada.
2) La unicidad de los desarrollos por series trigonométricas.

Bernhard Riemann y Hermann Hankel, se centraron en la primera cuestion. Bernhard Rie-
mann propuso condiciones que podrian proporcionar respuestas a estas preguntas, consolidando
las bases del desarrollo de la teoria de la medida y la integraciéon. Hermann Hankel trabajé en
la integrabilidad de las funciones, relacionandola con ciertos conjuntos de puntos asociados a
la funcién. Hankel se qued6 estancado en sus investigaciones debido a su falta de comprension
acerca de los conjuntos infinitos.

Por ello, fue H. J. S. Smith quien continué con los avances en este campo y publicé en 1875
un articulo donde se desmentian algunas afirmaciones que habia dado anteriormente Hankel.
Smith construyé un conjunto raro mediante un proceso de subdivisién infinita de intervalos. En
la actualidad, se sabe que dicho conjunto es un conjunto de Cantor, y por tanto se convertiria
en el primer registro publicado de dicho conjunto.



Georg Cantor comenzo a estudiar la topologia de conjuntos después de completar su tesis
sobre teoria de niimeros en 1867. Trabajo6 en la unicidad de las series trigonométricas con Eduard
Heine, centrandose en estas cuestiones.

El matemdtico aleman avanzé en este problema teniendo siempre en consideracién a los
conjuntos infinitos. En una serie de articulos publicados entre 1879 y 1884, Cantor introdujo
las nociones de puntos limites de un conjunto, conjuntos densos y conjuntos perfectos. Después
de haber introducido el término perfecto, Cantor afirma que los conjuntos perfectos no tienen
el porqué ser densos, y es aqui, donde Cantor proporciona como contraejemplo el conjunto de
Cantor ternario, la cual se ha convertido en la forma mas usual de ver a este conjunto. Por
desgracia, no parece haber ninguna evidencia sobre cémo Cantor llegd al conjunto de Cantor,
pero por su carrera como matematico y su introduccién aritmética del propio conjunto, podemos
suponer que llegd a través del marco aritmético de las expansiones binarias y ternarias.

En la actualidad, el conjunto de Cantor sigue siendo uno de esos objetos matematicos que
abren la puerta a un nuevo universo de preguntas y respuestas. Tal es asi que pese a haber sido
”definido” por el mismo Georg Cantor en 1883, este conjunto y sus propiedades siguen siendo
dignos de estudio a dia de hoy. El conjunto de Cantor ha sido utilizado como contraejemplo
para multiples teoremas topoldgicos que se creian ciertos para todos los conjuntos, y es que
éste es tan peculiar que incluso llegd a asombrar a su propio creador con diferentes paradojas
y contradicciones que tenia per se dicho conjunto. Asi mismo, el conjunto de Cantor ha sido
utilizado en varias dreas de las matematicas y en algunas fuera de ellas como fisica, musica e
incluso finanzas.

Ya conocido el contexto, se procede a explicar la estructura que sigue la memoria. El capitulo
1 es introductorio y se pretende hacer ver al lector la relevancia del conjunto de Cantor (véase
[2]). A continuacién, en el capitulo 2 se procede a explicar qué es el conjunto de Cantor, asi como
ver su construccién, sus multiples propiedades topoldgicas y sus respectivas demostraciones, aqui
también se vera la generalizacién del conjunto de Cantor (véase [3| 4, [5]). Posteriormente, en el
capitulo 3 se hace una breve introduccién a los sistemas dinamicos, enfocandonos en la familia
cuadrética (véase [I},[6]). Para cerrar este capitulo veremos una relacién clara entre estos sistemas
y el conjunto de Cantor. Al final de la memoria tenemos las observaciones y conclusiones.



Capitulo 2

Introduccién al conjunto de Cantor

2.1. Construccion

La construccion del conjunto de Cantor, de primeras no es un concepto dificil de entender.
De hecho, una persona con pocos conocimientos acerca de las matematicas puede llegar a com-
prenderlo, ahora bien, el nivel de complejidad que podemos alcanzar partiendo de una base tan
sencilla es lo realmente sorprendente del conjunto de Cantor.

En esta seccion vamos a desarrollar el fundamento tedrico que hemos trabajado en esta
memoria. Veremos la construccién en la que pensé originalmente el autor o supuesto autor del
conjunto. También se verd otra posible definicién que se basa en la misma construccion.

Naturalmente, sobra decir que esta no es la Unica construccién existente. De hecho, en la
Seccién 3.3, se veran distintas generalizaciones del conjunto. La construccién y generalizacién
de Cantor no solo nos proporciona un ejemplo concreto de un objeto matematico interesante,
sino que también nos brinda una vision mas amplia sobre la naturaleza de los conjuntos infinitos
y las posibilidades infinitas que pueden surgir a partir de elementos simples.

Lo que si acontece en esta seccién es la explicacién de dos puntos de vista diferentes de
la misma construccion, el geométrico y el numérico. Tanto la construccién geométrica como la
construcciéon numérica del conjunto de Cantor son complementarias y nos brindan diferentes
perspectivas para comprender la naturaleza y las propiedades de este conjunto tnico. Veamos
primero la perspectiva geométrica, que de primeras es mas sencilla de entender, y luego pasa-
remos a la parte numérica.



Desde el punto de vista geométrico, el conjunto de Cantor se construye a partir del intérvalo

real [0,1]. A continuacién, dividimos el intérvalo en 3 subintervalos de la misma longitud, en

este caso % Ahora quitamos el tercio que queda en el interior, que en esta primera iteracién es

el abierto (%, %), y nos quedamos con los dos restantes. Repetimos el proceso que hemos hecho
con el intervalo [0, 1] con los dos subintervalos que nos hemos quedado y asi sucesivamente.

Graficamente quedaria asi:

0 1
I
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e i
HE HE HE Hn
mi mnmmn mni mnun

Figura 2.1 Definicién geométrica del conjunto de Cantor

Una vez vista la construccién geométrica, es mucho mas sencillo entender la construccion
numérica. En realidad ambas construcciones son la misma, solo que la primera viene dada por un
punto de vista mas grafico, dividiendo los segmentos literalmente, y la segunda desde un enfoque
mas aritmético, dandonos incluso la expresion general de los intérvalos tomados y quitados en
cada iteracién. Veamos esto con mas detalle. Para ello usaremos la siguiente notacion. Si S C R
y p € R, definimos el conjunto p + %S ={recR:z=p+3, scS}

Definicion 1. Se define el conjunto C' de Cantor como

C=()Cn,
n=1
donde
Cl = [Oa 1]7

C, = L},)CnflLJ(%—{—%Cnfl), n>1.
En particular, Co = [0, 3] U [3,1], C3 = [0, 3] U [2, 3] U [3, T] U [8,1], y asi sucesivamente.

Nota 1. Esta es la definicién que emplearemos y a la que haremos referencia para extraer
la mayor parte de las propiedades del conjunto. Notar que esta definicion viene dada por los
intervalos que tomamos en cada iteracion. Existen muchas otras definiciones equivalentes. Por
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ejemplo, podemos definir el conjunto de Cantor como el complementario de la unién de los
abiertos complementarios a C),.

C=1[0,1]\ G I,
n=1

donde I = (%, %), Iy =(5,2)U (%, g), y asi sucesivamente, llegando a la expresion general

Rellg
N

L= (%5, %82), £=0,1,2,..,2" 7' — 1.

La explicaciéon de este término general es la siguiente. El denominador es practicamente

trivial. En cada iteraciéon se elimina una tercera parte de la parte ya dividida previamente.

1

3 32:

Aplicando esto en cada iteracién, el denominador resulta en 3™. Para entender los valores que

toma la variable k, o mas bien su maximo valor en cada iteracién de n, notar que paran = 1 se

elimina 1 intervalo, para n = 2 se eliminan 2 intervalos, para n = 3 se eliminan 4, para n = 4

se eliminan 8, y asi sucesivamente. Luego para n = j tenemos que se quitan 2/~! intervalos

distintos. Finalmente, el numerador nos permite ”saltar’de un intervalo a otro, de tal forma
que todos los numerados que tengan la iteracién j los tiene j — 1.

1
Por ejemplo, en Is estamos dividiendo cada tercio de nuevo entre tres, i.e, tenemos £ =

Notar que en esta definiciéon estariamos considerando la unién de abiertos, en lugar de
la intersecciéon de cerrados. Evidentemente, se define el mismo conjunto que en la definicién
anterior.

Nota 2. Notemos que todos los elementos de C se pueden escribir de la forma
%+%+2§%+2§%+~‘-, donde a; € {0,1}

Esto se debe a que los elementos de C' no necesitan la aparicién del digito 1 para ser
expresados en su forma ternaria. Veamos esto con mas detalle. Todo niimero del intervalo
[0,1] puede ser expresado en base 3, usando unicamente los digitos 0, 1 y 2. En la primera
iteracion se elimina el intervalo (%, %), por lo que todos los elementos de la forma 0.1xxx...
quedan eliminados. En la segunda iteracién, eliminamos los intervalos (%, %) y (g, %), donde se
eliminan los elementos de la forma 0,01zxx ...y 0,21xxx .. ., respectivamente. En cuanto al caso
de los bordes, siempre se podran expresar de dos maneras distintas, por ejemplo, en la primera
iteracion, el borde % puede expresarse tomando el 0 6 el 1, por ello tomaremos la representacién
0,02222... en base 3. La cuestién es que siempre podremos tomar una expresion en la que no

aparezca el digito 1. En el Teorema [
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2.2. Propiedades

El conjunto de Cantor tiene una gran cantidad de propiedades, algunas de ellas realmente
sorprendentes. Entre otras tenemos que el conjunto de Cantor es no numerable, compacto,
metrizable y totalmente disconexo. A continuacién, veremos qué supone cada una de ellas, asi
como su respectiva demostracion.

Primero recordaremos algunas definiciones y conceptos topolégicos para poder entender
mejor las posteriores demostraciones.

Definicion 2. Diremos que un conjunto X es disconexo si existen dos conjuntos abiertos, A y
B no triviales (no son el vacio ni el propio conjunto X ), tales que ANB =0y X = AU B.
Llamaremos conexo a aquel conjunto que no sea disconexo.

Nota 3. (Notal) Un conjunto X es disconezo si existe Y C X que sea abierto y cerrado a la
vez. En este caso se dice que Y separa a X. Evidentemente X \'Y también lo separa.

Demostracion:
Para ver que X es disconexo necesitamos ver que no es conexo, es decir, que existen A y
B (no triviales) con AN B = (), tales que X = A U B. Por hipdétesis, Y es abierto y cerrado.

Sabemos entonces que X \ Y es también abierto, por ser el complementario de un cerrado.
Entonces, ya tenemos Y N (X \Y)=0yasuvez Y U (X \Y) =X, siendo ambos abiertos. B

Definicion 3. La componente conexa Cy de un punto x € X es la union de todos los subconjun-
tos coneros que contienen a x. Un conjunto X es totalmente disconexo cuando la componente
conezxa de cada x € X es trivial, es decir, cuando Cy = {x} para todo x € X.

Una vez vistas las definiciones referentes al concepto de conexidad, procedemos con el teo-
rema que demuestra la primera propiedad que veremos del Conjunto de Cantor.

Teorema 1. El Conjunto de Cantor es totalmente disconexo y no tiene la topologia discreta.

Demostracion:
Primero veremos que el Conjunto de Cantor C' es totalmente disconexo.

Sea x € C y sea C, su componente conexa. Tenemos que ver que C, = {z}. Para ello
tomemos y € C, y # x. Sea d = |x — y|, la distancia entre ambos puntos. Sabemos que In € N
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suficientemente grande tal que 3"%1 < d. Por ende, (I, ;) = 3,%1 Vj, donde [ es la longitud del
intervalo y I, j es cada uno de los intervalos que hay en n-ésima iteracién que constituye C,.
Asi, si @ € I, 4, arbitrario entonces y ¢ I,, j,, ya que la distancia entre los puntos es mayor que
la longitud total del intervalo.

El intervalo I, j, es cerrado en R, entonces I, ; N C es cerrado en C (y en R), Vj en la
iteracién n-ésima. Por tanto |J (I, ; N C) es cerrado, por ser una unién finita de cerrados.
J#jo
Como I, j, NC =C\ | (In; NC), tenemos que I, j, N C es abierto en C. Lo mismo para el
J#Jo
resto de I, j, cuando j # jo. Con todo sabemos que I, ;[ C es abierto y cerrado a la vez en C.
Podemos expresar C' = (I, ; N C)|J(C \ (I,; N C)).

Sea D C C conexo. Entonces D C I, j;(1C é bien D C C'\ (I, ; N C) exclusivamente. De
no ser asi, D no podria ser conexo en C, ya que podriamos encontrar dos abiertos disjuntos
cuya unién serfa todo D. En particular z € C; C I, j, N C. Como y ¢ I, j, entonces y ¢ C,.
Pero y es un punto arbitrario, por tanto se cumplird para cualquier otro punto, luego tenemos
que C, = {z}, Va € C. De esta forma, ya tenemos demostrado que el conjunto de Cantor es

totalmente disconexo.

Ahora veamos que C no tiene la topologia discreta. Para ello veremos que C' tiene al menos
un punto de acumulacion, ya que en la topologia discreta todos los puntos son aislados.

Por la Nota [2| todos los elementos de C' se pueden escribir de la forma
24 2% 4 20 4 24 ... donde q; € {0,1}
Tomemos ahora la sucesiéon {z,},>1 C C, donde

| f[ol=
~—
3
+
=

[\
o=

|
Sl
—
ol
N
3

[\
—_

|
—
Ol
—
3
—_

|
—
Rell
N
3

k_ o5
)_291

Rello

re= g =23 () =2 3

k=1 k=1

|-

Sabiendo que lim ()" = 0, se tiene que
n—oo

lim z,, = %.
n—0o0

Acabamos de ver que i es un punto de acumulacién en C, demostrando entonces que C

no tiene topologia discreta. Ya tenemos demostrado que el conjunto de Cantor es totalmente
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disconexo y no tiene la topologia discreta. |

En el Teorema [1| hemos podido ver una propiedad que rompe con nuestra intuicién, ya que
cuando pensamos en puntos aislados en los que cada componente conexa es el propio punto,
la topologia discreta es la primera que nos viene a la cabeza. Pese a ello, podemos encontrar
muchos otros conjuntos en los que también sucede lo mismo, por ejemplo, el conjunto de los
numeros irracionales.

La propiedad que demostraremos a continuacién si es realmente peculiar, y para entenderla

mejor veamos lo siguiente. Observemos que en la primera iteraciéon quitamos un intervalo abierto

de longitud %, en la segunda 2 intervalos abiertos de longitud 3%, y asi sucesivamente, es decir,

en la iteracién n-ésima quitamos 2" ! intervalos abiertos de longitud % Asi pues, si sumamos
las longitudes de cada uno de los trozos (intervalos) que quitamos obtendremos la longitud total

de la unién de todos los conjuntos quitados al intervalo [0, 1]. Nos queda:

S n—1
> =§+§+%+...:§(é):1

n=1

El conjunto de Cantor tiene longitud 0, en el sentido de que su complementario [0, 1] \ C' tiene
longitud 1. Esto nos lleva a la siguiente pregunta: ;Es el conjunto de Cantor un conjunto vacio?
No, realmente no lo es y veamos el porqué.

Teorema 2. El conjunto de Cantor no es el conjunto vacio.

Demostracion:

[ee]

Hemos definido Cantor como C = () C, donde C; = [0,1],C, = [0,3] U [2,1],... Luego
en cada iteracién en la que pasamos de un C; a Cjy1 estamos manteniendo por lo menos dos
puntos. Por ejemplo, en la primera iteracién en la que el intervalo eliminado es el abierto (%, %),
dejamos pues los puntos % y % dentro del conjunto. Como C es la interseccién de todos los C,,,
estos puntos del ’borde’ siempre estardn en los nuevos intervalos. Entonces podemos asegurar

que C' no es vacio y, de hecho, como hay infinitas iteraciones, serd infinito. |

La demostracion anterior se ve con claridad graficamente, por ello puede resultar ttil com-
plementarla con una imagen. La fig. 2.2 nos muestra con claridad la conservacion referida en la
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demostracién de los puntos de los bordes.

0 1
b i
— < 4, —
HH HH)- HHY HH

Figura 2.2 Conservacién de los bordes en las iteraciones

Definicién 4. Un subespacio A de un espacio topolégico X es raro (o denso en ninguna parte)

si su clausura tiene un interior vacio. Esto es, si int(A) = 0.

Nota 4. Sea A un subconjunto de un espacio topoldgico X, entonces int(A) = X \ (X \ A4).
Por tanto A es raro si y solo si X \ A es denso en el espacio X. Veamos esto con mds detalle.

int(A) =0 <= X \int(Ad) =X < X\A=X,

es decir, X \ A es denso en X.

int(A)

Figura 2.3 Explicacién grafica de int(A) = X \ (X \ A)
Teorema 3. El conjunto de Cantor es cerrado y raro.

o0

Demostracion: El conjunto de Cantor lo hemos definido como C' = () C, donde C; =
n=0
[0,1],Cy = [0, %] U [%, 1], ..., todos ellos cerrados, sabiendo ademés que la interseccién infinita
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de cerrados es cerrado, ya tenemos que el conjunto de Cantor es cerrado. Como hemos visto en
la demostracién del Teorema |1, la componente conexa para cada punto del conjunto de Cantor
es el propio punto, luego no hay ningin intervalo abierto en su interior, por lo que no contiene
intervalos de longitud no nula. Esto mismo lo habiamos observado en la discusién anterior al
ver que la longitud del conjunto de Cantor es nula. Por tanto, int(C) = (), lo que indica que C'
€es raro. |

Teorema 4. El conjunto de Cantor es compacto.

Demostracion: Por el teorema de Heine-Borel sabemos que cerrado y acotado implica com-
pacto. Ya hemos visto que Cantor es cerrado en el Teorema [3| Ver que es acotado es trivial,
sabiendo que C C [0, 1], con infimo 0 y supremo 1. [ ]

Para demostrar que el conjunto de Cantor no es numerable necesitamos demostrar previa-
mente el siguiente teorema.

Teorema 5. 3h: C — [0, 1] funcion sobreyectiva no decreciente.

Demostracion: Definimos h de la siguiente forma:

h:C —10,1]

8

an

n=1

oo
con ay, € {0,1} y donde z € C' lo representamos en base 3 como z = 2:;1—,1", por la Nota

n=1

Veamos en primer lugar que h estd bien definida. Para esto es necesario ver que la sucesion
definida como funcién es convergente y ademds converge a un punto de la imagen, es decir, a
un punto del intervalo [0, 1].

Sea x € C, luego h(z) = h((3 + 22 + 28 + ..) =% + B + % + %4 + ... Sabiendo que
los a, € {0,1} tendremos la siguiente d681gualdad,

M8

= 1 /1 1
2*5 722(5) =r—l=2-1=1
n=1 n=1 n=0
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Por el criterio de comparacién de series, acabamos de encontrar una serie mayorante que con-
verge, luego sabemos que nuestra serie original converge a un nimero menor o igual que 1, y
evidentemente mayor o igual que 0, ya que es la suma términos positivos. Ya tenemos que la
funcién es convergente y converge al intervalo [0,1].

Obviamente la funciéon h es monétona creciente. Veamos ahora que h es sobreyectiva. Para

ello necesitamos comprobar que que Yw € [0,1] 3z € C tal que h(x) = w. Todo nimero del
intervalo [0, 1] se puede expresar en su forma binaria como

wi=%9 +F+H+5+..., a€{01}.

o
Entonces tomaremos como antiimagen x € C tal que z = 3 % e C, por la Nota Asi pues,
i=1

ya tenemos que h(x) = w. Por tanto, h es sobreyectiva. |
Definicion 5. Sean A y B dos conjuntos. Diremos que A tiene el mismo cardinal que B si existe
una aplicacion f : A —> B biyectiva. Un conjunto diremos que es numerable si tiene el mismo

cardinal que N. La relacion “tener el mismo cardinal” es una relacion binaria de equivalencia.
La clase de equivalencia de un conjunto A la denotaremos por #A y la llamaremos cardinal de

A.

Corolario 1. El conjunto de Cantor es no numerable.

Demostracion:

Para ver que el conjunto de Cantor no es numerable es suficiente con encontrar una aplicacion
sobreyectiva de C' a otro conjunto no numerable.

En el Teorema [5| ya tenemos definida la funcién h : C — [0, 1] sobreyectiva. Por tanto

#C > #[0,1].

A suvez C C [0,1], luego #C < #]0, 1]. Por consiguiente

#C = #[0,1].

Dado que el conjunto [0, 1] no es numerable, concluimos que el conjunto de Cantor tampoco
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es numerable. [}

Finalizaremos esta seccién demostrando que el conjunto de Cantor se puede identificar con
el conjunto {0,1}N = {z : N — {0,1} : = es una aplicacién}. Empecemos familiarizdndonos
con este conjunto.

Sea = € {0,1}", entonces lo podemos escribir de la forma = = (z(n)),>1 = (z(1),z(2),...).
Observemos que un elemento ¢ = (¢(1),¢(2),...,t(n)) € {0,1}" se puede identificar, con abuso
de notacién, con el elemento (£(1),...,%(n),0,0...) € {0,1}", afiadiendo ceros, y diremos que
concatenamos la sucesién de ceros a t. De la misma manera podemos concatenar a t elementos de

{0,1}™. Por ejemplosi s = (s(1),...,s(m)), entonces ts = (t(1),%(2),...,t(n),s(1),...,s(m),0,0,...

{0,1}". Por comodidad no indicaremos la concatenacién con la sucesién de ceros.

Dotaremos al conjunto {0, 1} de una relacién binaria de orden: diremos que z < y, x, y €
{0, 1} si y sdlo si 2(1) < y(2), o bien In > 1 tal que z(1) = y(1),..., z(n — 1) = y(n — 1),
pero z(n) < y(n). Es ficil comprobar que la relacién anterior es de orden y se llama orden
lexicogrdfico.

Consideremos ahora dos elementos cualesquiera z, y € {0, 1}, entonces = = (z(1),z(2),...)
ey =(y(1),y(2),...), donde z(i), y(i) € {0,1}, i € N. Definimos la siguiente métrica:

e,y = 5 0)-y(0)

o0
La funcién d esté bien definida puesto que d(z,y) < > 2—12 = 1. Para comprobar que d es una
i=1

métrica necesitamos ver que cumple las siguientes condiciones:

1)  d(z,y)>0 Yy

2) dz,y) =0 <= z =y

3) d(z,y) =d(y,z) VYaz,y

4)  d(x,z) <d(z,y)+d(y,z) Yz,yz

Veamos que efectivamente cumple las 4 condiciones anteriores. Sean x = (x(7))i>1, ¥y = (y(2))i>1
y z = (2(7))i>1 tres elementos arbitrarios.

1) d(z,y) = z_jl EOYOL > 0 ya que [2(i) — y(i)] > 0, Vi > 1.
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o0 . .
2) d(w,y) =Y B = 0 = [a(i) —y(i)| =0, Vi <= (i) =y(i), Vi <= z=y.

=0
3) d(z,y) = 20 |I(i)2—iy(i)\ _ 20 \w(i);iy(i)l =d(y, ).

0 day) = 5 -y _ » )= +0)=v(0)] » =D _ g 2 4 (e, ).

Acabamos de comprobar por tanto que la distancia definida es una métrica.

Nota 5. Cualquier nimero x € [0,1] se puede expresar en forma binaria x = (0.2(1)x(2)...)s
e identificar con un elemento de {0,1}N y de esta manera utilizar esta métrica sobre niimeros
en binario.

Teorema 6. 3 f: C — {0,1} homeomorfismo que conserva el orden .

Demostracion: Usaremos la siguiente notacién en la demostracién. Dados dos subconjuntos
Ay B de ntumeros reales diremos que A < Bsia < b, Va € Ay Vb e B. Ademads si A esta
acotado llamaremos didmetro de A al nimero diam(A) = sup(A) — inf(A).

Vamos a encontrar por induccién una coleccién {M; : t € {0,1}N} de subconjuntos abiertos
y cerrados (clopen) en C' tales que

i) U M;=C paratodon €N;
te{0,1}»

i) sit<s,yt,se{0,1}" entonces M; < Msy;

ii) sit < s, te{0,1}", s € {0,1}™ y n < m, entonces My C M.

El conjunto de Cantor lo hemos definido como C' = () C, donde C; = [0,1],Cy = [0, 1] U

n=1

[%, 1], ..., todos ellos cerrados.

Definimos teniendo en cuenta el intervalo (3, %) quitado en Cj,
My = (=00, 3) N C = (—00, 3] N C, abierto y cerrado en C'y cerrado en R; y
M; = (3,400) N C = [§,+00) N C, abierto y cerrado en C'y cerrado en R.
Observemos que Mo N My =0, MU M; = C, My < My y diam(My) = diam(My) < %
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Definimos teniendo el cuenta los intervalos quitados en Cj,
My = (—o0, i) NC = (—o0, %] N C, clopen en C y cerrado en R;
Moy = (3,+3) N C, clopen en C.
Moo N Moy = 0, Moo U M1 = Mo, Moo < Mo1 y diam(Moo) = diam(Mp) < ;.
Andlogamente definimos
Mo = (3,3)N C, clopen en C;
My = (3,+00) (N C clopen en C.

Mo N My = @, MigU My = My, My < My < My y dia’m(Mlo) = diam(Mn) < %

Suponemos que ya hemos definido {M; : t € {0,1}"1}.

Procederfamos como en los casos n = 1 y n = 2. Consideraremos en el intervalo [0, 1]
los intervalos que forman C), 1 y los puntos medios de los intervalos que se quitan en la
iteracion n + 1 de la construccién de C. Cada conjunto My, t € {0,1}"! lo dividiremos
en dos clopen de C, teniendo en cuenta el punto medio del intervalo que quitamos ma&s
cercano a M;. Llamaremos My, al clopen que queda a la izquierda y My el que queda a
la derecha y que verifican
Mt() N Mtl = @, Mt[) U Mtl = Mt, Mt(] < Mtl y diam(Mto) = diam(Mﬂ) < o

Obtendremos de esta manera la coleccion de abiertos y cerrados a la vez en C,

{Mio}ieqo,13n—1 U{Mtl}te{o,l}”*l = {M;}seq0,1yns

que ademaés verifican

U M, = C,

se{0,1}n

ysit<s,t,se{0,1}", entonces My < My y diam(M;) = diam(Ms) < 5.

Hemos terminado con el proceso de induccion. Cada conjunto M; es cerrado en R, subcon-
junto del conjunto de Cantor C, que es compacto, por tanto también es compacto.

Observemos que si fijamos z € C, el proceso de induccién genera una sucesion decreciente
de conjuntos { My, }4, ef0,13» conteniendo a z. En efecto, » € C' = Mo U My, y como Mgy M
son disjuntos, entonces x estd en uno de ellos, llamémosle My, t; € {0,1}. Ahora x € My, =
My, 0UMy, 1, pero My, 0y My, 1 son conjuntos disjuntos, entonces x esta en uno de ellos, llamémosle
My, to = tlz donde ¢ € {0, 1}. Por tanto = € My, C My,. Procediendo de esta manera llegamos
aquex € ﬂ M, . Ademads, como diam(M;,) < 2%, se deduce que {z} = ﬂ M, .

n=1 n=1
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Dado que cada t,, se forma concatenado 0 6 1 a t,,_1, estamos definiendo un tinico elemento
t = lim ¢, € {0, 1}N, donde para cualquier n, los primeros n-digitos de ¢ seran los digitos de
tn. S%ﬁdogﬁne la funcién
f:C— {01}

como

flx)=tsi{a} = ﬂ M, yt= nl;rgotn.

n=1

Dado t € {0,1} y ¢, = (¢(1),%(2),...,t(n)), los conjuntos M, son compactos (son cerrados
dentro del compacto C) y constituyen una cadena decreciente donde My, ., € M, , por tanto

oo o0
ﬂl M, # 0. (En caso contrario My, C U (R\ M,,), donde los conjuntos R\ M;, son abiertos,

=2
entonces dn; < ng < ...n, tales que My, g

HCﬁ

(R\Mtn].)~ Por tanto My, N( ﬂ (Mtn ) =M, ,lo
j=1
cual es una contradiccién). Ya que diam(Mt ) < 5+, se deduce que existe un tinico punto z € C

tal que ﬂ M;, = {x}. Por la definicién de f, obtenemos que f~1(t) = x, lo que demuestra la
b1yect1v1dad de f.

Ahora veamos que f es continua. Sea x € C'y {z}7°_; C C una sucesién convergente a
. Denotamos por t = f(x) y s = f(x,,) para todo m € N. Sea ¢ > 0 arbitrario. Podemos

encontrar ng tal que zx; < €. Por otro lado sabemos que 3 {t,,};/>/ {2} = ﬂ M,y hm t, =t.

Como Mz, es abierto en C, ry € M, a partir de un cierto mo. Sl m > my, entonces

(m)

My; = M (m) para 1 < j < ng. Por lo tanto ¢; = s, cuando 1 < j < ng, y m = my.
J

Evaluamos ahora

df(a) S = Y, OO > Qi—f« Vim > mo.

Jj=no+1

Por tanto la sucesion {f(x;,)}%°_; convergente a f(z) en {0,1}", lo que indica que f es una
funcién continua.

Debido a que C' es compacto, la continuidad de f implica la continuidad de f~1.
Veamos finalmente que f conserva el orden. Sean x,y € C tales que x < y. Entonces
{z} = ﬂ M, e {y} = ﬂ Ms,,, para ciertas sucesiones {t,}%,, {s,}5%; C {0, 1}". Sea ng

n=1

el menor natural tal que tno (ng) < Sny(no), por lo que tn,(7) = sny(J), 1 < j < np. Entonces
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My My, CM, . =M,
ng’ no—1

Sng = Sng—17

fW), ya que 1) = tng (§) = sny(4) = s(j), 1 < J <no y t(no) = tng(no) < sne(no) = s(no). M

pero My < My, . Luego f(z) = lim ¢, =t < s= lim s, =
"0 "0 n—00 n—00

Corolario 2. La aplicacion definida en el Teoremall es continua.

2.3. Generalizacion

Para generalizar el conjunto de Cantor veremos previamente unos resultados que nos per-
mitirdan obtenerlo de una forma mas manejable. Esta idea se basa en buscar otro conjunto que
cumpla las mismas propiedades topolégicas que el conjunto de Cantor. Posteriormente veremos
ejemplos, donde la dimensién se conserva o se aumenta.

Teorema 7. Sea S un conjunto no vacio, totalmente disconexo, perfecto, compacto y métrico.
Sea A C S no vacio, abierto y cerrado, entonces A es también totalmente disconexo, perfecto,
compacto y métrico.

Demostracion:

Necesitamos comprobar que A es totalmente disconexo, perfecto y compacto. Como A es
cerrado en S, A es compacto, ya que todo subconjunto cerrado de un compacto es a su vez
compacto. A su vez, como A es abierto en S, A es totalmente disconexo. Solo falta ver que A
es perfecto. Sea xg € A, como S es perfecto y g € A C S, entonces existe una sucesién (z,,) en
S convergente a xg. Dado que A es abierto y contiene a xg, también contendra a todos los x,
salvo una cantidad finita. Por tanto zg es punto de acumulacién en A y, dado que es arbitrario,
se cumple Vx € A. [ |

Teorema 8. Sea S C R un conjunto no vacio, totalmente disconexo, perfecto, compacto y métri-
co. Entonces 3f : S — {0,1} homeomorfismo que conserva el orden ({0,1}" estd ordenado
lexicograficamente).

Demostracion:

El conjunto S es acotado. Sean a = inf(S) y d := sup(S) — a = diam(S). Dado que S es
totalmente disconexo 3 ¢ € [a + 1d,a + 3d] \ C. En caso contrario, [a + 3d,a + 3d] \ C = 0,
luego I :=[a + id, a+ %d] C S, y esto es imposible porque el intervalo I es conexo en Ry S es

totalmente disconexo.
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Procederoms igual que en la demostracion del Teorema @ Definimos My = (—o0,¢)()S y
M; = (¢,+00) () S, abiertos y cerrados (clopen) a la vez en S, y por tanto también totalmente
disconexos, perfectos, compactos y métricos por el Teorema [} Ademds sabemos que

diam(Mo) < 2 diam(S) y diam(My) < 2 diam(S).
Ahora, para n > 1, aplicamos el paso anterior para cada t € {0,1}"~! obteniendo
Mo, M1 C M, con Myog < My y diam(My;) < %dz’am(Mt)paran i€{0,1}.

De esta manera conseguimos una sucesién de conjuntos, {MS}SE{OJ}N, tales que, V r, s € {0,1}"
verifican

diam(My) < ()" diam(C),
sir<s=— M, < M;.

Ademads para cualquier n fijado, tenemos que S = J (0,1} M.

HD,Q HO,L N41° N'i,ﬂ

_(,Q a G c l G4 Su’LlS\ + 060

]:a.a-ﬁa, on%d.]\s

Figura 2.4 Tlustracién conn =1y n =2

Ahora fijamos z € S. Por la construccién que acabamos de ver, existe una sucesiéon de
conjuntos {My, }+,co0.1n que contienen a z. Ademds, dado que cada t,, se forma concatenando
061 at, 1, estamos definiendo un tinico elemento f(x) € {0,1}" donde para cualquier n, los
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primeros n-digitos de f(x) serdn los términos de ¢,. Ya tenemos la aplicacion f : S — {0, 1},
Veamos ahora la otra direccién.

Para ver que f es biyectiva, notar que si t € {0,1}" y ¢, = (¢(1),(2),...,t(n)), entonces

o0

f~Y(t) = N M, contiene un tinico punto, ya que {M;, } es una sucesién decreciente infinita
n=1

de conjuntos compactos cuyo diametro tiende a 0.

De manera similar a la demostracién del Teorema [6] se puede comprobar la aplicacién f es
continua, cerrada y conserva el orden. |

Nota 6. El Teorema sigue siendo vdlido cuando S es un conjunto no vacio, totalmente disco-
nexo, perfecto, compacto y métrico que no sea subconjunto de nimeros reales.

En una primera instancia, es dificil imaginar que existe una relacién entre el conjunto de
Cantor y el conjunto {0, 1}". Sin embargo, el Teorema |§| y el Teorema permiten hacernos a la
idea de los diferentes formatos en los que podemos encontrar un conjunto de Cantor. Esto nos
lleva a una nueva definicion radicalmente distinta a la vista en un inicio, que nos servira para
comprender mejor las posteriores generalizaciones del conjunto de Cantor y darnos cuenta de
que en realidad todos son el mismo tipo de conjunto.

Definicion 6. Un espacio de Cantor es un espacio no vacio, totalmente disconexo, perfecto,
compacto y métrico.

Asi, cualquier conjunto que cumpla con las propiedades mencionadas en la Definicién [6] es
un espacio de Cantor. Podemos conseguir un espacio de Cantor en R tomando intervalos de
diferente longitud a % Veamoslo.

Generalizacién unidimensional del conjunto de Cantor. Lo primero, es tomar una lon-
gitud que se encuentre en el intervalo (0, %) Esto se debe a que si la longitud fuese mayor que %,
evidentemente no podriamos hacer la particién del intervalo [0, 1]. Ahora, al igual que se hacia
con % eliminamos el intervalo del medio Iy. Su longitud serd (1 — 2§), ya que nos estaremos

quedando con dos intervalos de longitud . Luego tenemos:
[O’ 1] - IO = [Oa 5] U[l - 67 1]

donde Iy = (4,1 — J). En la siguiente iteracién, de los intervalos [0,6] y [1 — 0, 1], eliminamos
un nuevo intervalo en cada uno de ellos, 17 1 e I 2, respectivamente. La longitud de los nuevos
trozos quitados serd (§ — 262) por el mismo razonamiento de la primera iteracién. Si definimos
I como la unién de I 1 e I1 2 tenemos:
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I =(6%6—82)J(1 -0 +6%1— 52

Por tanto ahora tendrfamos los intervalos [0, 2], [262,6],[1 — §,1 — 26%] y [1 — 42, 1]. Siguiendo
de la misma manera obtendriamos un espacio homeomorfo al conjunto de Cantor, pero en lugar
1

de hacerlo con 3, con el valor ¢ escogido al inicio.

Generalizacion multidimensional del conjunto de Cantor. La generalizacion del con-
junto de Cantor también se puede llevar a otras dimensiones, por ejemplo podemos pasar a R?
utilizando el cuadrado [0, 1] x [0, 1]. De manera similar, podemos extender el conjunto de Cantor
a 3 dimensiones, en el que la construccién se basa en la eliminacién del tercer cubo intermedio
al igual que la construccién estdndar, pero en R3. Este espacio de Cantor tridimensional da pie
a un nuevo fractal y se le conoce como el 'polvo de Cantor’. En la figura 2.5 se puede intuir su
construccion y entender el porqué de ese nombre.

Figura 2.5 Iustracion conn =1y n =2
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Capitulo 3

Funciones dinamicas

El objetivo de esta nueva seccién es introducir algunas ideas fundamentales de los sistemas
dindmicos. Los conceptos de caos y fractal, se relacionan de forma intrinseca con estos sistemas.
El término fractal se puede definir de forma coloquial como un objeto geométrico en el que se
repiten los patrones a diferentes escalas y con diferente orientacion. Por otra parte, el caos lo
veremos como la incertidumbre a la hora de predecir el comportamiento de ciertas funciones al
ser iteradas. Nos centraremos en la aplicacién cuadratica F': R — R, tal que F(z) = 22 + ¢,
con ¢ € R. Veremos cémo va cambiando la dindmica de la funcién F' a medida que vamos
modificando los valores de c¢. De hecho, cuando pasamos al plano complejo, esta aplicacién se
divide en dos partes bien diferenciadas, la primera, dominada y bien entendida, y la segunda,
que da pie a conjuntos, donde las dindamicas son mas cadticas y complejas.

Uno de los lugares donde a veces es posible observar estas dindmicas complejas es en un
fractal. En concreto, en el espacio unidimensional la mayoria de dindmicas complejas ocurren en
un fractal, el fractal més bésico de todos, un espacio de Cantor. Asi es, otra de las maravillosas
propiedades de este conjunto, por si en el capitulo anterior no eran pocas, es que el conjunto de
Cantor es un fractal.

Ahora empezaremos introduciendo las nociones comportamiento periddico y caético , dinami-
ca simbdlica y bifurcacion.

3.1. Introduccién a las funciones dinamicas

Veamos cémo podemos estudiar desde cero la dindmica de una funcién, concretamente de
una funcién suave, cuya definicién damos a continuacién.
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Definicion 7. Una funcion F' : R — R es suave cuando es de clase C°°, es decir, cuando
tiene derivadas continuas de cualquier orden en todo su dominio.

Sea F': R — R una funcién suave. Nuestro objetivo es conocer la dindmica de la funcion F',
v esto se traduce en conocer el comportamiento de F' sobre cualquier punto tras cierto niimero
de iteraciones. Escribiremos F' para referirnos a la n-ésima iteracién de F'. Esto es,

F?=FoF, F3=FoFoF,

y asi sucesivamente. Dado un punto p perteneciente al dominio de F', la siguiente sucesién de
puntos,

p. F(p), F*(p), F3(p),...,

es lo que se conoce como la érbita de p. Luego, nuestro objetivo es poder saber cudl es el destino
de esas drbitas, o sea qué sucede en F"(p) cuando n — oo. jSiempre seran iguales?, ;podremos
encontrar un patrén? o jserdan completamente aleatorias? Este estudio, cuando se trata de una
funcién cuadratica en R es una cuestion dificil, pero muy interesante.

Pero, jpor qué es interesante el comportamiento de estas orbitas? Bdsicamente, el estudio
de las iteraciones surgié con el objetivo de poder entender el comportamiento de las soluciones
de ecuaciones diferenciales ordinarias. De hecho, las ecuaciones diferenciales dan lugar a mapas
iterados de dos formas distintas. La numérica, en métodos que integran ecuaciones diferenciales
de forma numérica, como el Runge-Kutta. Y por otra parte, cuando todas las curvas que son
solucién intersectan con una superficie, dando pie a lo que se conoce como un mapa de Poincaré.

L F(p)
F2(p)

Figura 3.1 Mapa de Poincaré
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Naturalmente, la iteraciéon también surge en otros campos donde no necesariamente hay una
ecuacion diferencial. Un ejemplo de ello es la ecuacion logistica, usada en ecologia para calcular
el crecimiento de la poblacién de una determinada especie. La ecuacién logistica viene dada por

Pop1 = kPy(1— P,)

donde P, es el porcentaje de poblacién en la generacién n-ésima (respecto a un umbral fijado) y
k es una constante que depende de las condiciones ecoldégicas. Ahora, notar que si transformamos
la ecuacién a la forma F(x) = kx(1 — x), dada una poblacién inicial Py, es posible calcular P,
de la siguiente forma:

Py, P = F(Ry), P, =F*R),...

Una vez visto el contexto de la iteracién y su importancia, vamos a continuar con otro
ejemplo sencillo, no sin antes ver ciertas definiciones que aparecerdn de ahora en adelante y
seran clave en el estudio del comportamiento de las érbitas.

Definicion 8. Sea F': R — R una funcion suave. Sea x¢ € R. Diremos que

e o es un punto fijo si F(xg) = xo, y por tanto todas sus orbitas se repiten;

e zq es un punto periddico de periodo n si F"™(xo) = xo, pero F'(xg) # 0 cuando 0 < i <
n, por tanto sus orbitas se repiten de forma periddica y tendrd tantos valores distintos como
periodicidad tenga su orbita;

e 1 es eventualmente periddico si F™(xg) = F™" ™ (x0), pero xg no es periddico;

e 1 es un eventualmente fijo si In € N tal que F™(xq) es punto fijo, pero xo no lo es.

Definicion 9. Sea F : R — R una funcion suave. Sea xg € R un punto periddico de periodo
n. Diremos que

ez es atractor si |[(F™)'(
o 1 es repulsor si [(F™) (zo
o xg es neutral si |(F™) (xq)

/

<1;
>1;

Veamos con un ejemplo sencillo alguno de los términos definidos arriba. Para ello, usaremos la
funcién F(z) = 22, cuyas érbitas se pueden obtener incluso con calculadora. Tenemos diferentes
casos:

—1)=1 si n>1.



En este ejemplo los puntos 0 y 1 son puntos fijos, ya que sus Orbitas siempre son 0 y
1, respectivamente. Notar que su comportamiento es distinto, ya que las orbitas de puntos
cercanos a 0 tienden a 0, sin embargo los puntos cercanos a 1 é bien se van a infinito 6 bien se
van a 0. Por otra parte, el punto -1 es eventualmente fijo, ya que el primer punto de la érbita
es -1 (él mismo) y a partir de la primera iteracién ya es siempre 1.

Una técnica para estudiar las dindmicas unidimensionales es graficamente. Esta forma nos
va a permitir ver el comportamiento que va a tener cada punto de manera cualitativa, eviden-
temente. Para ello, tan solo se necesita dibujar la grafica de la funciéon que estamos estudiando
y la diagonal x = y, y seguir el procedimiento que veremos a continuacién. Supongamos que p
es el punto que queremos estudiar, los pasos son:

1) Desde (p,p) trazar una linea vertical hasta encontrar la gréfica de F.

2) Desde el punto (p, F'(p)) obtenido en 1), trazar una linea horizontal hasta la diagonal.

Simplemente repitiendo reiteradas veces el paso 1) y 2), podremos apreciar el comporta-
miento que sigue la 6rbita del punto p. Este procedimiento se puede ver en la Figura 3.2.

Figura 3.2 Analisis gréafico de las érbitas de p

Notar que se cumple lo que se habia visto en el anélisis numérico. La grafica muestra cémo
las orbitas de p < 1 se acercan al 0, que efectivamente es un punto atractor. También destacar
que los dos puntos fijos, 0 y 1, son los dos puntos de interseccién de F' con la diagonal, y esto
no es una casualidad.
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3.2. La familia cuadratica

Ahora si, procedemos a analizar el caso protagonista de este capitulo, la familia cuadratica.
Esta familia viene dada por todas las curvas expresadas como

Fo(z) = 2 + ¢,

donde ¢ € R. Veremos qué sucede cuando ¢ decrece y nos daremos cuenta de que esta familia
contiene toda la complejidad de los sistemas de mayor dimension.

El primer valor que vamos a tener en cuenta es % porque para tener raices reales en la

ecuaciéon F.(x) = x, ¢ tiene que ser menor o igual que %. Aqui tenemos diferentes casos a
analizar segun el valor de c.

e Sic> %, la gréfica queda sobre la diagonal. Luego tenemos F'(z) — oo, Vo € R.
e Sic= %, la grafica es tangente a la diagonal en x = %, por lo que éste es el unico punto fijo.

e Sic< %, la grafica pasa por debajo de la diagonal y tiene 2 puntos fijos.

Vamos a centrarnos en el tercer caso. Para calcular los puntos fijos numéricamente tan solo
debemos resolver la ecuacioén F,(x) = x, que al fin y al cabo es calcular los puntos de interseccién
entre la grafica de F' y la diagonal. Asi,

PHe=x — = 71iv21_4c.

Cada una de las soluciones nos da un punto fijo distinto, que llamaremos p (el mayor) y p_
(el menor). Se cumple que F/(p;) > 1, para cada ¢ < 1, siendo p; un punto repulsor. Por el
contrario, si _73 <c< i, se puede comprobar que |F.(p_)| < 1, y entonces p_ es un punto
atractor. Vedmoslo.

Sabemos que p_ = i=vi=ic ”21_46 ER <= 1—-4c>0 <= c¢< %. Ademis, la derivada
F!(z) = 2z. Luego

|Fllp-)| <1 <= |[1-V1—-4dc|]<]l <= -1<1—-V/1—-4¢)<1
— 2>1—-4de, 1-4c>0 <= F<c<i
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Por otro lado py = 1vi—de V21_46 ER «<—= 1—-4c>0 <= ¢c< i. Entonces

1
|IFli(pp)| <1l <= 1+V1—-4c>1 < 1—4c>0 < c< g

Notemos que cuando =2 < ¢ < 1

1 1> si x € I. == (—py,py), entonces F'(x) — p_, pero si
|x| > p4, entonces F!'(x) — oo. Cuando ocurre este tipo de comportamiento se dice que hay
una bifurcacién.

Hemos partido de un tnico punto fijo cuando ¢ = % a tener dos puntos fijos diferentes, uno
atractor y otro repulsor. A este tipo de bifurcacién en concreto se le llama bifurcacién punto-
silla. Graficamente se puede ver de forma més clara todo lo anteriormente explicado, por ello

es recomendable ir siguiendo los graficos de la Figura 3.3.

Figura 3.3 Graficas de F, con ¢ > i, c= % ye< %, respectivamente

A continuacién, se seguird trabajando con la misma funcién F.(z) = x?+c, pero en este caso
para el valor ¢ < —2, que es cuando F.(0) < —p4. Aqui ocurren ciertas dindmicas interesantes
que no nos ofrecen otros valores, y ademas, este valor nos llevara al teorema con el que se cerrard
esta memoria. Lo que se pretende con este valor es crear un nuevo conjunto y llegar finalmente
a que éste es un espacio de Cantor. Para poder seguir la explicacién es recomendable seguir el
grafico de la figura 3.4.

A partir de ahora, fijamos un valor para ¢ tal que ¢ < —2, por esto mismo podremos escribir
la funcién F, y el intervalo I. sin subindice, esto es, F' e I, respectivamente. Primero, encerra-
remos tanto la gréfica de la funcién F' como la diagonal en un cuadrado con centro en (0,0) y
con vértices en (—p4, —p+) v (p+,p+), inferior izquierda y superior derecha, respectivamente.
Consideramos el intervalo I = [—p,, p4| sobre el eje de las x y definimos Ay = (—ag, ag) como el
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conjunto de los z € I tales que F(z) < —p4, es decir, los = donde la gréfica de F' se sale del cua-
drado por la parte inferior, que es un intervalo abierto. Notemos que F2(ag) = F(—py) = p4.
Cuando = € Ag, F(z) < —p4, y es facil ver gréficamente que las érbitas de z tienden a cc.

Por esto mismo, nos centraremos tnicamente en los puntos x € I\ Ay. Notar que si ¢ = —2, la
grafica de F' es tangente a lado inferior del cuadrado, sin salir de éste. Para comprobarlo tan
solo necesitamos resolver la ecuaciéon F(0) = ¢ = —p..

\

Figura 3.4 Analisis grafico de las érbitas de p

Observemos que F' es estrictamente decreciente sobre el subintervalo [—p, —ag] y estricta-
mente creciente sobre el subintervalo [ap,p4]| de I\ Ap, y su imagen sobre cada uno de ellos,
F([-p+,—ao]) = F([ao, p+]) = I, cubre todo el intervalo I. Entonces, por simetria, sabemos que
existe un intervalo abierto en cada uno de los subintervalos anteriores, (—b1, —a1) C [—p4, —ao]
y (a1,b1) C [ag, p+], de manera que si x pertenece a uno de ellos entonces F'(z) € Ag. Notemos
que F3(a1) = F(—py) = py = F3(b1). Sea Ay = (—b1,—a1) U (a1,b1) la unién de estos dos
nuevos subintervalos. Luego, si € A; entonces F(x) € Ag y F?(x) < —p4, y al igual que an-
tes F™(x) — oo. De esta forma nos damos cuenta de que las dindmicas interesantes estaran en
I\ (AgUA;). Ahora la imagen de F? sobre cada uno los cuatro subintevalos de I'\ (49U A;) vuel-
ve a ser el intervalo I completo, luego podemos encontrar 4 nuevos intervalos abiertos en cada
uno de ellos donde las érbitas de sus puntos saldrdn de I después de 3 iteraciones. Eliminamos
también estos 4 subintervalos.

Siguiendo de la misma manera, llegamos a que hay exactamente 2" intervalos abiertos for-
mados por puntos cuyas orbitas se escapan de I después de n + 1 iteraciones. Esta construccion
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inductiva, ya nos recuerda a algo visto en esta memoria, efectivamente, a la construccién del
conjunto de Cantor. Definimos pues el conjunto

A={zel : F'(z)€l,Vn >0}

Este conjunto esta formado por aquellos puntos x cuyas Orbitas nunca escapan de I.

Lema 1. Euxiste ¢, < —2 tal que si ¢ < ¢, entonces

|Fi(z)] = |22]| > 1, Vaxel\ Ay=|—ps,—ao]Ulao,pi]-

Demostracion:

Sea ¢ < —2, entonces el conjunto Ag es un intervalo no trivial. De hecho, Ag = (—ao(c), ap(c))
donde 0 < agp(c) < p4+. Notar que escribimos ap(c) para destacar que su valor depende del ¢
escogido. Veamos cuanto vale ag(c). Se tiene que F(ag(c)) = aZ + ¢ = —p4. A partir de ahora
para facilitar la notacién trabajaremos con d = —c. Por tanto nos queda

1++V1+4d

ap(d)? = d — 5

Veamos a continuacién que de ap(d)? = +oo. En efecto,
—r+00

. _ 1+/174d 1 oy q 1 (2d—1)2—(1+4d)
lim (d Lv/1T4d ) =}l (2d—1-VITdd) =} lim G-

d—~+00

1 4d>—8d

= lim —%=—2%¢_ = 400.
2 15400 2d—14V/1+4d +

Luego tenemos que lim ag(d)? = 400, y entonces 1lim ag(d) = +o0. De esta forma, podemos
d—+o0 d—+o00

asegurar que dada una cota K = %, existe d, > 2 tal que si d > d,, entonces ag(d) > %, o}

equivalentemente, volviendo a la notacién original, existe c, < —2 tal que si ¢ < c,, entonces
2ap(c) > 1, lo que implica que

Fe(z) = Fe(ao(c)) = 2a0(c) > 1, Va € [ao(c),p+(c)].
Anélogamente obtendriamos que

1 < Fi(~ag(c) < Fu(x), Va € [~pi(c),—ao(d)].

34



Teorema 9. Si c < ¢,, entonces A es un conjunto de Cantor.

Demostracion:

o n

Podemos escribir A = () [I \ (U Ai)], donde los conjuntos A;, i > 0, son los intervalos
n=0 =0

abiertos que vamos obteniendo en el proceso descrito anteriormente. Entonces A es interseccién

infinita de cerrados, y por tanto cerrado y compacto.

Veamos que A es totalmente disconexo. Para ello hay que tener en cuenta que cualquier
intervalo en R es un conjunto conexo y que la imagen de un conexo mediante una funcién
continua también es un conexo. Tomemos un intervalo [z,y] C A, entonces F™([a,b]) es un
conjunto conexo, Vn > 0.

Sabemos que Ag () F"([z,y]) =0, Vn > 0, ya que las érbitas de los puntos de A salen de [
y eso no sucede con los puntos de [z,y] C A. Como |F(2)| > 1, Vz € I \ A, entonces podemos
encontrar A € R tal que |F'(z)| > A > 1Vz € I\ Ay. Veamos a continuacién que las sucesivas
iteraciones de F' verifican que

(F™)(2)| > A" >1, V z € [z,y].

En efecto hallemos en primer lugar, aplicando la regla de la cadena, la derivada de cada
potencia de F.

F(z) —  F'(»)
F(F(2) = F2(z) — (F?)(2) = F'(F(2))F'(2)
F(F(F(2) =F*(z) — (F°)(2) = F'(F?(2)) F'(F(2)) F'(2)

~T P(F()).

=0

Fi(z) — (F"Y(2) = F/(F")(2) P (F"%(2))..F'(2)

Entonces para cada z € [z, y] tenemos
((FP)(2)] = [F(EH )] E(F2(2)] - [F(F(2))] [F(2)]
> |[F(EH @) [F(E"2(2))] - [F(F(2))| A

Ademsds, como z € [z,y], tenemos que Fi(z) € I — Ag, Vi > 1. Asi pues se cumple que
|F'(F"(2))| > A\, Vi > 1. Entonces podemos escribir
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(FrY(2)] > [F(E" = ()| [F/(F2(2)] - [F(F(2))| A > A- A A = A"

Si 2 < y, por el Teorema del valor medio, F™ expande el intervalo [z, y] mediante un factor A™.
Veamos esto con detalle. Como F"([x,y]) C [—p+,p+], tenemos las siguientes desigualdades:

2py = [F"(2)| + [F™(y)| = [F"(2) = F*(y)| = [(F") ()| — y| > A"|z =y,

donde 6 € (z,y). Pero a partir de cierto n la expresién A\"|x — y| > 2p;, llegando a una
contradiccion. Esto solo se evita si & = y. De esta manera ya tenemos demostrado que A es
totalmente disconexo.

Finalmente, veamos que A es perfecto. Sea = € A y sea el abierto J. := (z — €, 2 + €). Dado
que F™ expande el intervalo tenemos que
dng € N /si n > ng entonces Ag = [—ag, ag] C F"(Je).

Asi, —ag € F™(J) y ag € F™(J,). Por tanto, Iy € J, tal que

Ademas '
Fl(y)e A, 0<j<n+2,

ya que de lo contrario sus Orbitas se escaparian. Esto implica que

yeANJ.=AN(x—e,x+¢).

Si aplicamos este razonamiento utilizando los intervalos J1 , donde m > 1, tenemos que
m

1 1
JymeAN(z——, 24+ —), YmeN.
m m

Luego, como h’rE % =0yx— % <Ym < x4+ %, por el teorema del emparedado, concluimos
m—-+00

que lim vy, ==. |
m——+00
Acabamos de ver que efectivamente el conjunto A es un espacio de Cantor. Esto en realidad
se cumple para cualquier valor ¢ < —2, pero en esta memoria no se vera esa demostraciéon. A no
es solo un conjunto de Cantor, también es un fractal. Esto no es raro dado que en la mayoria de
casos, donde suceden las dinamicas mas interesantes de una funcion, se suele generar un nuevo
fractal.
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Capitulo 4

Conclusiones

En esta memoria se ha tratado en primer lugar la construccion del conjunto de Cantor,
desde varias perspectivas. Por otra parte, se han visto y demostrado las propiedades principales
del conjunto de Cantor, como que es métrico, totalmente disconexo, perfecto, no numerable y
no es vacio.

Posteriormente, se ha demostrado uno de los teoremas fundamentales en esta memoria,
donde se demuestra que el conjunto de Cantor es en realidad homeomorfo al conjunto {0, 1}
Sabiendo esto se pueden demostrar, en ocasiones de manera més sencilla y directa, las propie-
dades del conjunto de Cantor, sin embargo se ha considerado mejor no hacerlo asi, para poder
tratar al conjunto desde su punto de vista mas primigenio. Cerrando el capitulo de Cantor, se ha
hablado de sus generalizaciones tanto unidimensional como de méas dimensiones, profundizando
mas en la primera de ellas.

Finalmente, se ha introducido el estudio de funciones dindmicas con ciertos conceptos basi-
cos como iteracion, orbita, punto fijo, punto eventualmente fijo, punto repulsor, punto atractor,
etcétera. Se ha entrado en mads profundidad en la familia de las funciones cuadréticas, con-
cretamente en la funcién F.(x) = 22 + ¢, donde se ha ido estudiando las distintas dindmicas
de la funcién al variar el valor de ¢. Como cierre del capitulo y de la propia memoria, se ha
demostrado un teorema el cual mostraba que en las dindmicas de la funcién F, con ¢ < —2 (lo
suficientemente pequeno), aparecia el conjunto de Cantor.
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