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Resumen

El principal objetivo de este documento es ofrecer una explicacién introductoria a los cédi-
gos correctores de errores utilizados en computacién cudntica. Se comenzara con una revision
introductoria a cédigos clasicos, especificamente codigos correctores de errores lineales, seguida
de una revision de los principales conceptos de la mecénica y la computacién cuanticas. Para
finalizar se relinen estos conceptos en un estudio sobre cédigos estabilizadores, sus principales
cualidades y propiedades, y algunas relaciones que poseen con otros tipos de cédigo corrector.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Contexto y motivacion del proyecto

Las nuevas tecnologias permitieron e incentivaron el intercambio de cantidades masivas de
informacién a través de canales de muchos tipos diferentes. Este desarrollo fue acompanado
de la creacion de sistemas que pudiesen asegurar la integridad de la informacién transmitida,
dichos sistemas toman la forma de cédigos. De todas las familias de c6digos una de las maés
importantes son los cédigos correctores, que tratan de asegurar que la informacioén recibida es
igual a la que se deseaba enviar.

En los dltimos anos han aparecido nuevos sistemas de informacién, en especial la informacién
cuantica que trabaja con sistemas muy diferentes a los de la informacion clasica conocida. Estas
nuevas tecnologias requieren la creacién de nuevas medidas de seguridad analogas a las ya
conocidas que sean capaces de trabajar con las nuevas reglas que establece la mecanica cudntica.

El objetivo de este trabajo es ofrecer una visién introductoria a los cédigos correctores
cudnticos, estableciendo primero las caracteristicas de los cddigos correctores clasicos, seguido
de una introduccioén a la mecanica cudntica y sus aspectos mas relevantes a la hora de trabajar
con informacion cudntica. Por 1ltimo, se daran ejemplos de algunos de los cédigos cuanticos que
estan siendo estudiados en la actualidad, en particular los codigos estabilizadores, y de cémo se
pueden obtener.






Capitulo 2

Desarrollo del TFG

2.1. Introduccién a cédigos correctores de errores

En este apartado se introducirdan los conceptos bésicos de los cédigos utilizados en compu-
tacion cldsica, asi como las nociones de cédigos correctores de errores presentadas en [5] y [§].

2.1.1. Cébdigos y codificacion

Antes de comenzar a hablar de c6digos correctores, es importante entender exactamente que
es un codigo, para ello es necesario introducir algunos conceptos que saldran repetidamente a
lo largo de esta seccién y las siguientes.

Los cédigos se aplican a procesos de transmisién de la informacién. En este caso, y todos los
sucesivos, se utilizara el término informacidon para la informacion digital es decir informacion
descrita mediante una sucesién de simbolos pertenecientes a un conjunto finito. Dicho conjunto
recibird el nombre de alfabeto.

Todo proceso de transmision de la informacién sigue el esquema siguiente: un emisor envia un
mensagje (la informacién) mediante un canal a un receptor. En el sentido més amplio del término,
el canal puede transmitir la informacién espacial o temporalmente: cableado de diferentes tipos,
almacenamiento de la informacién en discos duros, etc.

En numerosas ocasiones la manera en la que estd escrita la informacion resulta inconveniente
para su transmision, esto puede ocurrir porque ocupe demasiado espacio o se encuentre abierta
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a interferencias. Para solventar éstos errores la informacién se codifica, es decir, se reescribe
de forma diferente, en ocasiones utilizando un alfabeto diferente, para adecuarla a nuestras
necesidades y las del canal. En general, los objetivos que se buscan con la codificacién son:
comprimir la informacién, reduciendo su tamafio lo maximo posible, y detectar y corregir, en
la medida de lo posible, errores que puedan suceder durante la transmision.

Codificacién

Ya se ha indicado que el alfabeto fuente, alfabeto en el que estd escrita la informacién
original, y el alfabeto cddigo, en el que serd codificada, no han de coincidir. Dado un alfabeto
A, se llamara palabra del alfabeto A a toda secuencia finita formada por elementos de A. Se
denota por P(.A) al conjunto de todas las palabras escritas con A.

Definicién 2.1.1. Codificar el alfabeto fuente A = {ai,--- ,ar,} en el alfabeto cédigo B =
{b1,--- ,bi,} es crear una aplicacién inyectiva ¢ : A C P(A) — P(B). Para cada m; € A,
c(m;) es la codificacion de m;, y el subconjunto C = I'm(c) de P(B) es el cédigo empleado. Se
dice que C es un cddigo de A sobre B y cada uno de sus elementos serd llamado palabra cddigo.

Se deben concretar algunas cosas sobre esta definicién: la aplicacién de codificacion, ¢, debe
ser inyectiva, ya que dos palabras diferentes no pueden tener la misma codificacién; los términos
cédigo y codificacion son usados en ocasiones como sinénimos, a pesar de no tener siempre el
mismo significado; por ultimo, los simbolos utilizados en la codificacién son matematicamente
irrelevantes, la Unica cualidad relevante del alfabeto c6digo es su tamano, obteniendo asi cédigos
binarios, ternarios, octales, etc. en funcién de la cantidad de elementos que posee el alfabeto B,
independientemente de la forma que tomen.

Otra de las caracteristicas que se puede tener en cuenta al estudiar cédigos es el tamafio de
sus palabras, de aqui surgen dos definiciones:

Definicion 2.1.2. La cantidad de simbolos que forman una palabra se denomina su longitud.

Definicion 2.1.3. Dado un cédigo, si todas sus palabras son de longitud n recibe el nombre
de cddigo en bloque de longitud n. En otro caso se dice que el cédigo es de longitud variable.

La propia naturaleza de los cédigos variables permite reducir en gran medida la longitud
media de sus palabras respecto a la de un cédigo en bloque que trate de codificar un mismo
alfabeto, por tanto, son la clase de cédigos utilizados en la compresion de informacién. Por otro
lado, la fiabilidad de la longitud fija de los cédigos en bloque permite que puedan ser usados
para detectar y corregir errores causados durante la transmisién.

Como la codificacién de palabras sueltas de A tiene una utilidad limitada, es necesaria una
aplicacién capaz de codificar mensajes escritos en el alfabeto A. Esto se consigue concatenando
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las palabras codificadas, extendiendo de la aplicacién ¢ una aplicacién ¢ : P(A) — P(B) tal
que ¢ (ma; miy - - mi, ) = c(may )e(miy) - - e(ma,,)-

2.1.2. Decodificacion

Tras el proceso de transmision de la informacién es necesario decodificar el mensaje, es
decir, traducirlo al alfabeto fuente de nuevo. En el caso de mensajes formados por una sola letra
siempre serd posible, ya que c es inyectiva, sin embargo puede darse el caso de que un mensaje
codificado pueda ser decodificado en varios mensajes diferentes.

Ejemplo 2.1.4. Sean A ={0,1,---,9} y B={0,1}, se define el cédigo binario ¢ tal que:

1 2 3 4 5 6 7 8 9
1 10 11 100 101 110 111 1000 1001

fuente ‘
c |

0
0

Utilizando el cédigo ¢ del ejemplo 2.1.4 se codificara el mensaje 012345 como 011011100101,
sin embargo, existen varias decodificaciones aparentemente correctas, como pueden ser 011011100101,
02032021, 0670021, etc. Esta ambivalencia no puede permitirse a la hora de decodificar si se
quiere que el mensaje se transmita correctamente por lo que los cédigos han de tener decodifi-
cacién unica.

Definicién 2.1.5. Un cédigo tendré decodificacion inica si la aplicacion extendida ¢’ es inyec-
tiva.

Cabe indicar que todo cédigo en bloque tiene decodificacién tunica. Por otro lado los de
longitud variable tienen que poder asegurarla, para ello algunos reservan un simbolo para la
separacién de letras, mientras que otros son creados de forma que tengan una decodificacion
Unica inherente.

2.1.3. Canales con ruido

En el apartado anterior se ha hablado de codificacién y decodificacién de mensajes sin prestar
atencion al canal, asumiendo que el mensaje llegaria a su destino sin sufrir ningin problema.
En la préctica, sin embargo, los canales pueden sufrir perturbaciones o interferencias, lo que en
teoria de la informacién se conoce como ruido, dando como resultado que el mensaje recibido
difiera del mensaje enviado. Para solventar el problema del ruido existen los llamados cddigos
correctores de errores que tienen la finalidad de detectar e incluso deshacer los cambios ocurridos
en la transmision.
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Errores y ruido

Existen diferentes tipos de errores que pueden ser causados por ruido. Segin su caracter
se puede distinguir entre errores, simbolos recibidos que son diferentes al enviado, y borrones,
sfmbolos recibidos que el receptor es incapaz de interpretar; en general se suele referir a ambos
como errores indistintamente. Por la naturaleza de los errores, es evidente que el receptor puede
detectar sin mayor problema los borrones, pero los errores no pueden ser distinguidos con
facilidad de los simbolos enviados correctamente. Por tanto, los borrones (que se representan
mediante L) se pueden entender como errores de posicién conocida.

Ademsds, en funcién de la posicién y periodicidad de los errores se puede distinguir entre
errores/borrones aleatorios, que se producen de manera aislada y se reparten de forma alea-
toria por todo el mensaje, y errores/borrones a rdfagas, si han ocurrido en varias posiciones
consecutivas del mensaje.

Para razonar sobre el canal con ruido resulta de gran utilidad describirlo en términos ma-
tematicos de la manera siguiente:

= el conjunto de simbolos de entrada, A = {ay,- - ,ax}
» el conjunto de simbolos de salida, S = {s1,---,sp}

= las relaciones entre las entradas y las salidas, en otras palabras, la probabilidad condicio-
nada prob(s;|a;) para todoi=1,--- ,hyj=1,---,k

Cabe recordar que prob(s;|a;) es la probabilidad de recibir s; al enviar a;. En lo que concierne
a los simbolos del alfabeto de salida, existen dos tipos principales: si no ocurren borrones,
entonces S = A (y s; = a; para i = 1,--- , k), por otro lado, si ocurren borrones se tiene que
S=AU{U} (ysi=a;parai=1,--- ,ky spy1 =L).

Correcciéon de errores

Como norma general, los cddigos utilizados para la correccién de errores son cédigos en
bloque. Se basan en el concepto de introducir informacién redundante que, tras la recepcion
del mensaje, pueda ser utilizada para detectar y recuperar la informacién alterada durante la
transmision.

Dado que la principal caracteristica de los c6digos en bloque es que todas sus palabras tienen
la misma longitud (n), que recibe el nombre de longitud de cddigo, se puede definir un cédigo en

bloque del alfabeto cédigo B como un subconjunto de B™. Sus elementos se escribiran utilizando
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al notacién vectorial x = (by,--- ,by),b; € B o en casos en los que no pueda haber confusién se
simplificard a x = b1by - - - by,.

La idea mas bésica que existe para la deteccién de errores es simplemente repetir la infor-
macién n veces. Asi, si los simbolos fuente son 0 y 1, se puede crear ¢ tal que ¢(0) = 000---0 (n
veces) y ¢(1) = 111---1 (n veces). Entonces ¢ seria un cédigo bloque binario de longitud n, lla-
mado de repeticion. Una vez recibido el mensaje codificado, basta con comprobar que simbolo es
ma&s comun para decodificarlo. De esta manera, haciendo n lo suficientemente grande, se pueden
reducir la posibilidad de que la decodificacién falle tanto como sea necesario. El problema con
esta codificacién, evidentemente, es que la cantidad de informacién enviada también se reduce:
cada n bits emitidos, solo se transmite un bit de informacién real.

Asi surge el principal problema de los c6digos correctores, permitir la correccién de la mayor
cantidad de errores posibles mediante la menor cantidad de informacién redundante posible,
manteniendo asi la cantidad real de informacién transmitida en un nivel utilizable.

La principal cualidad que se utiliza en cédigos de repeticién es que sus palabras son muy
diferentes entre ellas, de manera que es muy poco probable que una se transforme en otra por
culpa del ruido. Esta es la idea que se encuentra en el centro de todos los cédigos correctores.

Para medir esa diferencia entre palabras se utiliza la llamada distancia de Hamming, definida
como sigue.

Definicién 2.1.6. Si x,y € B",x = (z1,...,2,),y = (Y1, -.,Yn), se llama distancia de Ham-
ming entre x ey a

d(x,y) = #{ill <i <n,zi # yi}.

La aplicacién d definida de esta manera es una distancia en 5™, o en otras palabras, verifica
que:

» d es no negativa y d(x,y) = 0 si y solo si x =y;
= d(x,y) = d(y,x);

v d(x,y) +d(y,z) > d(x,2)

para todo x,y,z € B".

Definicion 2.1.7. Dado un cédigo C, se llama distancia minima de C a
d=d(C) = min{d(x,y) | x,y €C,x #y}
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Aplicando estos conceptos para la correccién de errores, tras enviar una palabra ¢ € C,
se recibird en el otro lado una n-upla y (que puede incluir LI como componente), utilizando
el principio de distancia minima se decodificara y por la palabra de C que mas se asemeje a
y utilizando la distancia de Hamming, asumiendo que el error no ha sido lo suficientemente
grande como para cambiar la palabra de manera significativa. Usando este método se obtiene
un algoritmo a seguir:

Algoritmo 2.1.8. Recibido y,

» cvalia la distancia entre y y todas las palabras de C;

w elegir la palabra mds cercana a'y como decodificacion (si es unica).

De esta definicion del algoritmo se puede deducir que fallard cuando la palabra maés cercana
no sea unica. En cualquier otro caso proporcionara una decodificacién para y, aunque no tiene
porque ser la correcta. Estudiando las propiedades méas a fondo se puede demostrar la siguiente
proposicién.

Proposicion 2.1.9. Sea C un cddigo de bloque de longitud n y distancia minima d. El algoritmo
2.1.8 aplicado a una n-upla recibida,

a) permite detectar cualquier configuracion de t errores siempre que t < d;

b) permite corregir cualquier configuracion de t errores siempre que 2t < d;

¢) permite corregir cualquier configuracion de s borrones siempre que s < d;

d) permite corregir cualquier configuracion de t errores y s borrones siempre que 2t + s < d;

Demostracion. Sea ¢ € C la palabra enviada e y el mensaje recibido.

a) Siy contiene ¢t < d errores, con t > 0, entonces y ¢ C dado que toda palabra de C esta como
minimo a una distancia d de c. Por tanto basta evaluar la condicién y € C para comprobar
si han habido errores.

b) Siy contiene ¢ errores y 2t < d, entonces d(y,c) < d(y,x) para todo x € C. Por la propia
definicién de distancia minima, las bolas de la métrica Hamming con centro en las palabras
cédigo y radio (d — 1)/2 son disjuntas. Por tanto, si 2t < d, y estara tinicamente en una de
dichas bolas, la cual tendra como centro la palabra cédigo més cercana. En caso contrario
se tiene que existe un x € C,x # c tal que d(y,x) < d(y,c) < (d — 1)/d, por lo que, al ser
d una distancia, d(c,x) < (d — 1)/2, contradiciendo la definicién de d.

c¢) Siy contiene s borrones, s < d, se puede suponer (salvo reordenacién) que todos los borrones
estdn en las posiciones y1,- - ,ys. Entonces c es la unica palabra de C que coincide con y
en las ultimas n — s posiciones. Asumiendo que existiese x € C que también coincida con y
en las tltimas n — s posiciones, entonces d(c,x) < s < d, por tanto ¢ = x.
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d) Sif contiene t errores y s borrones, 2t + s < d, se puede suponer, al igual que en el apartado
anterior, que todos los borrones estan en las posiciones yi,- - ,ys. Sea 7 : B — B"° la
proyeccién de las tdltimas n — s coordenadas. Entonces d(7(y),m(c)) < d(n(y),n(x)) para
todo x € C. Si no fuese el caso existiria x € C,x # c tal que d(n(y), 7(x)) < d(n(y),n(c)) <
(d—s—1)/2, y como d es una distancia, d(c,x) < d — 1, contradiciendo la definicién de d.
Siguiendo el caso ¢), se demuestra que 7(c) determina univocamente que s < d.

A partir de esta proposicién anterior se obtiene la definicién siguiente

Definicion 2.1.10. Si d es la distancia minima de C, entones se dice que C corrige % errores,

o que C es un codigo dgl -corrector

Tasa de transmisién

Si C es un cédigo de longitud n sobre un alfabeto B formado por ¢ simbolos, como méximo
puede estar formado por ¢" palabras. Por lo tanto, todo cédigo en bloque son m palabras tenga
una longitud de al menos logq(m). Es maés, se puede considerar que de los n simbolos que forman
una palabra de C, solo log,(m) contienen la informacién, mientras que todos los demds son bits
de control. De aqui surge la definicién

Definicion 2.1.11. Si C es un cédigo de longitud n con m palabras sobre un alfabeto de ¢
elementos, recibe el nombre de tasa de transmision de informacion C el cociente

ey - )

Se dice que un cédigo C de longitud n con m palabras y distancia minima d es de tipo
(m,n,d). Se llama redundancia de C a la diferencia n — log,(m).

2.1.4. Cébdigos lineales

Tratar con la codificacion y decodificacién de cédigos en bloque puede resultar computacio-
nalmente costoso y requiere del almacenamiento de todas las palabras del cédigo, lo que puede
alcanzar un tamano considerable. Es el intento de arreglar éstos problemas lo que llevo a incluir
una estructura algebraica.

De esta manera, sea F; el cuerpo finito de ¢ elementos,
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Definicion 2.1.12. Un cdédigo lineal de longitud n sobre F, es un subespacio vectorial de Fy.

Todo cédigo lineal C de longitud n cumple también que es un cédigo en bloque de longitud
n. Ademads, como C es un espacio vectorial, posee una dimension k, por lo que su cardinal es
siempre una potencia de ¢, ¢¥. Estos nimeros, n, k y la distancia minima d, forman los llamados
parametros fundamentales de C. Para abreviar, se dice que un cédigo de pardmetros n, k, y d
es de tipo [n, k] o [n, k,d]. La redundancia de un cédigo [n, k] es r = n — k. Ademés, su tasa de
transmisién de informacion sera

Se puede interpretar los subespacios de Fy de dimensién k como la imagen de una aplicacién
lineal inyectiva f : F'; — F§. De esta manera, se puede entender F’; como la fuente de
informacién y f como la aplicacién de codificacién, lo que nos lleva a la definicion

Definicion 2.1.13. Se llama matriz generatriz de C a la matriz de una aplicacién lineal inyectiva
f: F’q“ — Fy, es decir una matriz k X n cuyas filas son base de C.

Como existen varias bases de C, también existirdn varias matrices generatrices. Por suer-
te todas las matrices generatrices de C seran semejantes, es decir, sean G, G2 dos matrices
generatrices existe una matriz invertible P tal que Gy = PGP 1.

Las matrices generatriz, ademas del c6digo, también ofrecen una codificaciéon. Dado que
C = {aG |a € F’q“}7 (en este apartado se describirdan los vectores como filas) todo mensaje
ae€ F]; se codifica por aG € Fy. Por tanto, la codificacion de codigos lineales es muy simple,
y basta con almacenar en memoria la matriz G (es decir, de nk elementos de F, en vez de los
ng" que habrian sido necesarios para un cédigo no lineal).

Matriz de control y dualidad

Ademads de por un sistema de generadores, el subespacio vectorial Fy se puede describir
mediante unas ecuaciones implicitas. De esta caracterizacion surge la definicién siguiente.
Definicion 2.1.14. Se dice que la matriz H es una matriz de control del cédigo C si para todo
vector x € Fy' se verifica que x € C si y s6lo si Hx! = 0.

Si C estd definido sobre F y es de tipo [n, k], entonces H también estara definida sobre F

y serd de tamafio (n — k) X n y rango n — k.
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Las matrices generatrices y de control tienen una relacion, explicada en la proposicién si-
guiente.

Proposicién 2.1.15. Si G y H son matrices generatriz y de control de C, entonces GH' = 0.

Dado que H tiene rango maximo, se puede interpretar como la matriz generatriz de otro
codigo sobre F,. Dicho cédigo recibe el nombre de dual de C y se denota por C*t. Es evidente
que si C tiene dimensién k, C* tendra dimensién n — k. Ademsés, si G es la matriz generatriz de
C, se tiene que GH! = 0 lo que implica que HG* = 0 y por tanto G es una matriz de control
para C*.

Sea el producto euclideo - definido sobre Fy como:

n
u-v= Zuivi € F, para todo u,v € F,.

i=1
Dos vectores u,v € Fy son ortogonales siu-v =0.Y, dado S = {v1,-++, v} un conjunto de
vectores, se llama ortogonal de S al conjunto S+ = {u € Fy |lu-v; =0paratodoi=1,--- ,m}.

n

El conjunto S+ es un subespacio vectorial de F?, ademsds, si S tiene dimensién k, S+ tendrs

q )
dimensién n— k. De hecho, si vy, - - - , v es una base de S, los elementos de S+ son las soluciones
u del sistema lineal homogéneo con k ecuaciones y n incégnitas

u-v=0,i=1,--- k.

La interseccién de los espacios S y S+ puede ser no nula, es decir pueden existir vectores no
nulos ortogonales a si mismos, como es el caso de (1,1) € F%

Proposicién 2.1.16. Si C es un cddigo lineal, entonces su dual C- es el ortogonal de C.

Demostracion. Dadas Gy H las matrices generatriz y de control de C. El resultado del enun-
ciado surge de la igualdad GH! = 0 y el hecho que rango(G) + rango(H) = n. O

2.1.5. Cébdigos ciclicos
Una de las familias de cédigos lineales mas conocidas y utilizadas son los cédigos ciclicos, y
su subgrupo més importante, los cédigos ciclicos BCH [2].

Definicién 2.1.17. Un cédigo lineal C de longitud n sobre F, serd ciclico si se cumple la
propiedad siguiente: si (¢1,co, - ,¢p) € C entonces (¢, ¢, ,cn—1) € C.
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Para las propiedades que se ven a continuacién resulta conveniente estudiar los isomorfismos
siguientes. Sean F ,_1[X] el espacio vectorial de todos los polinomios sobre F, con grado menor
que n y A el anillo cociente A = F,[X]/(X™ — 1). Gracias a los isomorfismos de espacios
vectoriales

F'=F,, [X]=A

se puede identificar cada vector (ay,--- ,a,) con el polinomio a; + aaX + --- + a, X" ! y con
la clase en A a3 +asX + -+ + a, X" 4+ (X" —1).

Teorema 2.1.18. Sea C un cdédigo lineal no nulo de longitud n sobre el cuerpo finito Fy. C es
ciclico si y solo si, considerando inmerso en A, es un ideal.

Demostracion. Si se asume que C es ciclico. Como C ya es un subgrupo abeliano de A, basta
probar que si a(X) € Ay ¢(X) € C, entonces a(X)c(X) € C, o, de manera equivalente y dado
que C es cerrado para la suma y el producto por constantes, que Xc(X) € C. Entonces

Xe+oX+ X" N=c+aX+ -+ X"

Por la definicién de cddigo ciclico aplicada al lenguaje polinémico X¢(X) pertenece al codigo.
El reciproco se demuestra de la misma manera. O

Debido a las propiedades del anillo A, en particular que todo ideal de A es principal, es
decir, consiste en un producto de miiltiplos de un polinomio g(X) divisor de X™ — 1, se obtiene
el corolario siguiente.

Corolario 2.1.19. Dado un cddigo ciclico no nulo C de longitud n, existe un inico polinomio
monico g(X) € Fy[X] divisor de X" —1, tal que C = (g(X)). Como consecuencia, los elementos
de C pueden identificarse con los polinomios de grado menor que n mailtiplos de g(X).

Ceros de un cdédigo ciclico

Sea X" —1= fi(X)f2(X) - fm(X) la descomposicién de X™ — 1 en factores irreducibles y
sea a; una raiz de f;(X). Para el cédigo ciclico C; generado por f;(X), se tiene

Ci = (fi(X)) = {c(X) € Al ¢(ei) = 0}
En general, para un cédigo C engendrado por g(X) = fi, fi, - - - fi,, se tendrd
C = (9(X)) ={c(X) | c(as,) = c(as,) = -+ = c(ai,) = 0},

por tanto, los cédigos ciclicos pueden ser definidos como conjuntos de polinomios con ciertas
raices n-ésimas de 1 como ceros. Esta cualidad permite invertir el proceso, es decir, en lugar de
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tomar un polinomio generador g(X) y tomar los ceros adecuados, se puede elegir un conjunto

de elementos {a1, -, } en extensiones finitas Fopo,-o  Fgr de Fy (todos los «; estaran en la
extensién finita F,t = mem{ty,--- ,¢,}) y definir
C={c(X)eAlc(ay) =+ =c(a,) =0}.

Este cédigo es ciclico, ya que si f;(X) es el polinomio irreducible de «;, se verifica que C =

<g(X)> = IIlCIIl(fl, e 7f7")'

Esta definicion de cédigo ciclico se puede comprobar con facilidad si una palabra estd o no
en el codigo. Considerando la matriz

H/ 1 Qg v ag_l
-1
1 Qp e Oé?

si, para un polinomio f(X) = fo+ fiX+---+ f(n,l)X"_l se considera, forzando las notaciones,
que

H'f(X) = (f(on), f(2), ... f(owr))

entonces f(X) € C siy sélo si H f(X) = 0, esto da pie a considerar H' como una matriz de
control del cédigo. Cabe notar que H' no tiene coeficientes en Fy, ni dimensiones (n — k) X n,
por lo que no es una matriz de control en sentido estricto. Ademads, la distancia minima de C
es > d si cualesquiera d — 1 columnas de H’ son linealmente dependientes.

2.1.6. Coddigos Reed-Solomon

Los c6digos Reed-Solomon [I0], o RS para abreviar, son una familia de cédigos lineales
definidos sobre cuerpos grandes tales que,

Definicién 2.1.20. Para los enteros 1 < k£ < n, un cuerpo F, con ¢ > n, y un conjunto
S ={ai1,--- ,an} C Fy, se define a partir de la aplicacién ev : Fy[X] — Fy, la cual se define
como ev(f) = (f(ar), -, f(an)), el cédigo Reed-Solomon

RSks = {ev(f) € Fy | f € Fy[X] tales que deg(f) < k}
Proposicion 2.1.21. Los cddigos RS son MDS.

Demostracion. Recuérdese que todo polinomio de grado d con coeficientes de un cuerpo F,
tiene como méaximo d raices en F.
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Al ser RS}, 5 lineal basta demostrar que toda palabra diferente de 0 tiene un peso de Ham-
ming de al menos n — k + 1.

Dado (mq,m1,---,mg_1) # 0, el polinomio f(X) = mg +m1 X +--- +mp_1 X" es un
polinomio distinto de 0 de grado igual o menor a k — 1. Por la propiedad anterior f tiene como
méximo k — 1 raices, por lo que ev(f) = (f(a1), -, f(ay)) tendrd como maximo k — 1 ceros.

Por el limite de Singleton la distancia no puede superar n — k + 1, por tanto debe ser igual
an—k+1y el codigo sera por ello MDS. O

Lema 2.1.22. Dado un cédigo Reed-Solomon sobre ¥y, RSy g, si S = Fy\ {0}, entonces RS, s
es ciclico.

Demostracion. Se puede ver que el cédigo descrito es un cddigo ciclico de longitud n = ¢ — 1
cuyo polinomio generador tiene por raices los elementos de F, \ {0} = (), donde o es un
elemento primitivo de F. O

Otro conjunto S de mucho interés es S = F, cuyos cddigos se representaran por RSj en
secciones posteriores.

2.2. Introduccién a la computacion cuantica

En esta seccién se van a introducir los fundamentos sobre los que se basa la computacién
cuantica siguiendo principalmente el contenido de [9].

2.2.1. Bits cuanticos

El bit es el concepto fundamental de la computacién y la informacién clésicas. La compu-
tacién y la informacién cudnticas se apoyan en un concepto andlogo, el bit cudntico, o cubit.

LQué es un cubit? Al igual que los bits cldsicos tienen un estado — 0 o 1 — un cubit
también tiene un estado. Los dos estados posibles de un cibit son |0) y |1), que corresponden
a los estados 0 y 1 de un bit cldsico. La diferencia entre un bit y un cuibit es que el cubit
puede estar en un estado diferente a |0) o |1). Se pueden pueden hacer combinaciones lineales
de estados, generalmente llamadas superposiciones:

) = a0) + B[1). (2.1)
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Los ntimeros a y 8 son niimeros complejos, sin embargo para la mayoria de aplicaciones no se
pierde mucho pensando en ellos como ntimeros reales. Puesto de otra manera, el estado de un
ctbit es un vector de un espacio vectorial complejo bidimensional. Los estados especiales |0) y
|1) se conocen como estados bdsicos y forman una base ortonormal de este espacio vectorial.

Se pueden examinar bits para determinar si estd en el estado 1 o 0. Curiosamente, no es
posible examinar cubits para determinar su estado cudntico, es decir, los valores de a y 5. La
mecanica cuantica nos dice que solo es posible adquirir informacién mucho mas limitada sobre
el estado cudntico. Cuando se mide un ciibit se recibe el resultado 0, con probabilidad |a|?, o el
resultado 1, con probabilidad |3[?. Naturalmente |a|? + |3|> = 1, dado que las probabilidades
deben sumar 1. Geométricamente, se puede interpretar la condicién como que el estado del cubit
debe estar normalizado a longitud 1. Por ello, en general, el estado de un cubit es un vector
unitario en un espacio vectorial complejo bidimensional.

La habilidad de los ctibits de estar en superposicién desafia nuestro entendimiento del fun-
cionamiento del mundo. Un bit cldsico es como una moneda: o cara o cruz. Con monedas
imperfectas puede haber estados intermedios, como que estuviese equilibrada en el canto, pero
éstos se pueden ignorar en el caso ideal. En contraste, un cibit puede existir en una continuidad
de estados entre |0) y |1) — hasta que es observado. Cabe enfatizar que cuando se mide un
cubit el resultado solo serda 0 o 1. Por ejemplo, un cibit puede estar en el estado

Lot
VoA
el cual, al medirlo, da el resultado 0 el cincuenta por ciento (|1/v/2|?) de las veces, y 1 el otro
cincuenta por ciento. Este estado se llama a veces |+).

)+ —= 11, (2.2)

A pesar de sus rarezas, los cibits son definitivamente reales, su existencia y comportamiento
han sido validados repetidamente por experimentos, y varios sistemas fisicos pueden ser utiliza-
dos para describir cubits. Para entender mejor como se puede describir un cubit puede ser 1til
expresar diferentes maneras en la que dicha descripcién puede ocurrir: como las dos diferentes
polarizaciones de un fotdn, la alineacién del espin nuclear en un campo magnético uniforme, o
dos estados de un electrén orbitando un solo atomo. En el modelo atémico, el electrén puede
existir en los estados 'fundamental’ o ’excitado’, los cuales reciben el nombre de |0) y |1), respec-
tivamente. I[luminando el atomo, con la energia y durante el tiempo apropiados,es posible mover
el electrén del estado |0) al estado |1) y vice versa. Pero, lo que es mds interesante, reduciendo
el tiempo durante el que se ilumina el 4&tomo, un electrén inicialmente en el estado |0) puede
ser movido a un estado ’a medio camino’ de |0) y |1), el estado |+).

Una manera muy util de pensar en cubits es la siguiente representacién geométrica. Como
|a|? + |82 = 1, se puede reescribir la Ecuacién (2.1) como

) = e (cosg 0) + ' sing |1)) , (2.3)
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donde 6, ¢ y v son ntimeros reales. Dado que el factor €” no tiene efectos observables, puede
ser ignorado, y se puede escribir

[Y) = cosg 0) 4 €% sing 1) . (2.4)

Los nimeros 6 y ¢ definen un punto en la esfera tridimensional unitaria, como se muestra en la
Figura 2.1. Esta esfera se suele llamar la esfera de Bloch; ofrece una forma muy 1til de visualizar
el estado de un tnico cibit, y a menudo sirve como un excelente banco de pruebas para las
ideas sobre computacién e informacion cuanticas. Muchas de las operaciones con solo un cubit
se pueden describir con facilidad en el dibujo de una esfera de Bloch. Sin embargo, es necesario
recordar que esta intuicion es limitada, dado que no existe una generalizacién simple de la esfera
de Bloch para multiples cubits.

10)

1)

Figura 2.1: Representacién de un ctibit usando la esfera de Bloch.

,Cuanta informacién hay representada en un cibit? paraddjicamente, hay una cantidad
infinita de puntos en la esfera unitaria, por lo que tedricamente se podria almacenar todo El
Quijote en la infinita expansién binaria de . Sin embargo, esta conclusion resulta ser enganosa,
debido al comportamiento de un cubit al ser observado. Recuerde que la mediciéon de un cubit
solo puede dar 0 o 1. Ademds, la medicién cambia el estado del cibit, colapsandolo desde su
superposicién de [0) y |1) al estado especifico del resultado de la medicién. Por ejemplo, si
la medicién de |+) da 0, entonces el estado posterior a la medicién serd |0). ;Por qué ocurre
este tipo de colapso? Nadie lo sabe, este comportamiento es simplemente uno de los postulados
fundamentales de la mecanica cudntica. Lo que es relevante para nuestro propésito es que de
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una sola medida se obtiene solo un bit de informacién sobre el estado del cubit, resolviendo
asi la paradoja aparente, resulta que solo midiendo infinitos cibits idénticamente preparados se
pueden determinar el oy § de un cubit en el estado dado en la Ecuacién (2.1).

Miiltiples cubits

Dados dos bits clasicos, existen cuatro estados posibles, 00, 01, 10 y 11; de manera si-
milar, un sistema de dos cibits tiene cuatro estados basicos computacionales, denotados por
|00) , |01), |10}, |11). Un par de cibits también puede existir en superposicién de estos cuatro
estados, asi que el estado cuantico de dos cubits requiere asociar un coeficiente complejo —a
veces llamado una amplitud— con cada estado bésico, de tal forma que el vector de estado que
describe dos cubits es

[9) = a0 |00) + o1 [01) + 10 [10) + aq1 [11) . (2.5)

De manera similar al caso de un solo cubit, el resultado de la medicién = (= 00, 01, 10, o
11) ocurre con probabilidad |a|?, con el estado de los ctibits después de la medicién siendo
|x). La condicién de que las probabilidades sumen uno es expresada entonces por la condicién
de normalizacion que -, 132 |az|? = 1, donde la notacién {0, 1}?" significa ’el conjunto de
secuencias de longitud 2 con cada elemento siendo o cero o uno’. Para un sistema de dos ctbits,
es posible medir solo un subconjunto de éstos, por ejemplo el primer cubit, lo que resulta en 0
con una probabilidad de |agg|? + |ao1]?, dejando el estado posterior a la medida

apo |00> + an1 |01>

Va2 + |aoi?

Cabe notar como el nuevo estado se halla renormalizado por el factor \/|apo|? + |ao1]? para
que todavia satisfaga la condicién de normalizacién, justo como se espera de un estado cudntico
legitimo. Un estado de dos cubits importante es el estado de Bell o pareja EPR,

[v) =

(2.6)

100) + [11)
V2

Este estado es responsable de muchas de las cualidades de la computacién e informacion cudnti-
cas. Es el ingrediente clave de la teletransportacién cuantica y la codificacién superdensa, asi
como el origen de muchos otros estados interesantes. El estado de Bell tiene la propiedad de que
al medir el primer ctbit se pueden obtener dos resultados: 0 con probabilidad 1/2, que deja el
estado posterior a la medida |¢’) = |00), y 1 con probabilidad 1/2, dejando |¢') = |11). Como
resultado, medir el segundo ciibit siempre dara el mismo resultado que la medida del primero. Es
decir, los resultados de la medida estan relacionados. Esta relacién entre las medidas del primer
y segundo cubits existe incluso tras aplicar diferentes operaciones a los cibits, permitiendo una
variedad de medidas diferentes.

. (2.7)
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2.2.2. Postulados de la mecanica cuantica

La mecénica cuantica es un marco matematico para el desarrollo de teorias fisicas. La mecani-
ca cuantica en si misma no dice que leyes debe obedecer un sistema fisico, pero si provee de un
marco matemdtico y conceptual para el desarrollo de dichas leyes. En las siguientes secciones
se ofrece una descripcion de los postulados bésicos de la mecanica cudntica. Estos postulados
ofrecen una conexion entre el mundo fisico y el formalismo matematico de la mecanica cudntica.

Espacio de estados

El primer postulado de la mecénica cuantica prepara el campo sobre el cual trabajar. Dicho
campo es un conocido elemento del algebra lineal, el espacio de Hilbert.

Postulado 1. Todo sistema fisico aislado tieme asociado un espacio vectorial complejo con
producto interno (es decir, un espacio de Hilbert) conocido como el espacio de estados del
sistema. El sistema se puede describir completamente por su vector de estado, que es un vector
unitario en el espacio de estados del sistema.

La mecénica cuantico no nos dice, dado un sistema fisico, cual es el espacio de estados de
dicho sistema, asi como tampoco nos dice en que vector de estado se encuentra. Descubrir estos
datos para un sistema especifico es una tarea dificil para la que los fisicos han desarrollado una
serie de reglas.

El sistema de la mecdnica cudntica més simple es el cibit. Un cibit tiene un espacio de
estados bidimensional. Suponiendo que |0) y |1) forman una base ortonormal de dicho espacio.
Entonces un vector de estado arbitrario en el espacio de estados se puede escribir como

[¥) =al0)+b]1), (2.8)

donde a y b son nimeros complejos. La condicién de que |1)) sea un vector unitario, (¢|¢) = 1,
es por tanto equivalente a |a|? + |b|?> = 1. La condicién (|)) = 1 se conoce normalmente como
la condicion de normalizacion para los vectores de estado.

Evolucion

Cémo cambia el estado [1), de un sistema cudntico con el tiempo? Este postulado da una
base para la descripcion de dichos cambios.

Postulado 2. La evolucion de una sistema cudntico cerrado esta descrita por una transfor-
macidn unitaria. Es decir, el estado |1¢) del sistema en el momento t1 esta relacionado con
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el estado |Y') en el momento to por un operador unitario U que depende unicamente del los
tiempos t1 y 12,

W) =Uly) (2.9)

Igual que la mecanica cuantica no nos dice el espacio de estados o el estado cuantico de un
sistema cuantico particular, tampoco nos dice que operadores unitarios U describen la dinamica
cuantica del mundo fisico. La mecanica cudntica solo asegura que la evolucién de cualquier
sistema, cudntico cerrado se puede describir de dicha manera.

Mediciones cuanticas

Se ha postulado que los sistemas cudnticos cerrados evolucionan siguiendo la evolucion uni-
taria. La transformacion de sistemas que no interactiian con el resto del mundo es interesante,
pero en algin momento el cientifico y su equipo experimental — un sistema fisico externo — de-
be observar el sistema para descubrir que estd sucediendo en el interior de este, una interaccion
que hace que el sistema deje de ser cerrado, y por tanto no necesariamente sujeto a la evolucién
unitaria. Para explicar que ocurre cuando esta interaccion tiene lugar, se introduce el Postulado
3, que provee una manera de describir el efecto de las mediciones en sistemas cudnticos.

Postulado 3. Las mediciones cudnticas estan descritas por una coleccion {M,,} de operadores
de medida. Estos son operadores que actuan en el espacio de estados del sistema que esta siendo
medido. El indice m se refiere a las diferentes salidas que pueden ocurrir en la medicion del
experimento. Si el estado del sistema cudntico es |¢) inmediatamente antes de la medicion
entonces la probabilidad de que el resultado m ocurra viene dada por

p(m) = (| Mf My, [¢) (2.10)

y el estado del sistema tras la medida es

M
m |¥) . (2.11)
\ (] M, M [1)
Los operadores de medicion satisfacen la ecuacion de completitud,
> MMy, =1. (2.12)

m

La ecuacion de completitud expresa el hecho de que las probabilidades suman uno:

1= "p(m) =Y (| M} My, 1)) . (2.13)

m
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Que esta ecuacion se satisfaga para todo [¢) es equivalente a la ecuacién de completitud.
Sin embargo, la ecuacién de completitud es mucho mas facil de comprobar directamente, y por
ello aparece en el enunciado del postulado.

Un ejemplo simple pero importante de una medicién es la medicion de un cubit en la base
computacional. Esta es una medicién de un tnico ctbit con dos resultados definidos por los
dos operadores de medicién My = |0) (0|, M; = |1) (1|. Se puede observar que cada operador
es hermitico, y que M3 = My, M7 = M. Por tanto la relacién de completitud se cumple,
I = MJM() + MIMl = My + M. Suponiendo que el estado a medir es [¢)) = a|0) + b]|1).
Entonces la probabilidad de obtener el resultado de la medicién 0 es

p(0) = (| M{ Mo [v) = (4| Mo [¢) = |af>. (2.14)

Similarmente la probabilidad de que el resultado de la medicién sea 1 es p(1) = |b|?. El estado
tras la medicién en ambos casos es, por tanto

Mra||¢> - % 0) (2.15)
M) b
o= (2.16)

Sistemas compuestos

Suponiendo un interés en un sistema cudntico complejo formado por dos (o més) sistemas
fisicos distintos. ;Como se deberian describir los estados del sistema compuesto? El postulado
siguiente describe como el espacio de estados de un sistema compuesto se construye a partir de
los espacios de estados de las componentes del sistema.

Postulado 4. El espacio de estado de un sistema fisico compuesto es el producto tensorial de los
espacios de estado de los sistemas fisicos que lo componen. Ademds, si se tienen los sistemas
numerados de 1 hasta n, y el sistema nimero i estd preparado en el estado |¢;) entonces el
estado conjunto del sistema total es |h1) ® |P2) ® -+ @ |thy,).

2.3. (Cdbdigos correctores cuanticos

Este tltimo apartado introduce y explica conceptos estudiados en [6] para posteriormente
aplicarlos a la creaciéon de codigos cuanticos.

26



2.3.1. Cddigos estabilizadores

Sea g una potencia de un primo p, y sea C? un espacio vectorial complejo g-dimensional
que representa los estados de un sistema cudntico. Se denota por |z) a los vectores de una base
ortonormal de C?, donde = toma los valores de un cuerpo finito Fy con ¢ elementos. Un cédigo
corrector de errores cuantico @ es un subespacio K-dimensional de C"=Cl®- . -® C.

Para poder medir el rendimiento de un cédigo, es necesario un modelado de los errores
apropiado. Se simplifica el problema eligiendo una base &, del espacio vectorial de matrices
complejas g™ X ¢" para representar un conjunto discreto de errores. Un codigo estabilizador se
define como el espacio propio comun de un subconjunto de &,, por lo que los operadores de
errores son muy importantes.

Bases de los errores

Sean a y b elementos del cuerpo finito F,;. Se definen los operadores unitarios X (a) y Z(b)

X(a)|z) = |z +a), Z(b)]x) =" |z)

Donde tr representa la operacién traza de la extensiéon F al cuerpo primo F),, y w = exp(27i/p)
es una raiz p-ésima primitiva de la unidad.

Se forma el conjunto & = {X(a)Z(b) | a,b € Fy} de operadores de errores. Este conjunto
tiene varias propiedades interesantes, a) contiene la matriz identidad, b) el producto de dos
matrices en £ es un multiplo escalar de otro elemento de € y c) la traza Tr (ATB) = 0 para dos
elementos diferentes A, B de £. Dado un conjunto finito de ¢? matrices unitarias que satisface
las propiedades a), b) y ¢) se dice que es una buena base de errores [7].

El conjunto £ de operadores de errores forma una base del conjunto de matrices complejas
g X q debido a la propiedad c¢). Para comprobar que £ es una buena base de errores son necesarias
las demostraciones siguientes.

Lema 2.3.1. El conjunto € = {X(a)Z(b) | a,b € Fy} es una buena base de errores en C1.

Demostracion. La matriz X (0)Z(0) es la matriz identidad, por lo que la propiedad a) se cumple.
Se tiene w9 X (a)Z(b) = Z(b)X(a), lo que implica que el producto de dos operadores de
errores viene dado por

X(a)Z0)X () Z(V) = ™) X (a4 ') Z(b+ V). (2.17)
Dado que el resultado es un escalar de un operador de &, se cumple la propiedad b).
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Suponiendo que los operadores de errores son de la forma A = X (a)Z(b) y B = X(A)Z (V')
para algunos a, b,b’ € F, entonces

Te(ATB) = Tr(2(0 b)) = Y w00

z€Fy

La aplicacién z — w™(("=0)2) o5 un cardcter aditivo de F,. La suma de todos los valores del

caracter es 0 a no ser que el caracter sea trivial; por tanto, Tr (ATB) = 0 cuando V' # b.

Por otro lado, si A = X(a)Z(b) y B = X(a’)Z (V') son dos operadores de errores con a # d/,
entonces los elementos diagonales de la matriz ATB = Z(—b)X(a’ — a)Z(') son 0, lo que
implica que Tr(ATB) = 0. Por tanto, cuando A y B son dos elementos diferentes de £, entonces
Tr(ATB) = 0, demostrando c). O

Ejemplo 2.3.2. Para la construcciéon de una buena base de errores con ¢ = 4 niveles, se toma
el cuerpo finito Fy4, que consiste de los elementos Fy = {0, 1, o, @}. Se denotan los 4 vectores de
la base canénica del espacio vectorial complejo C* por [0),[1), |a) v |&).

Sea 15 la matriz identidad 2 X 2, 0, = <(1) é), y o, = ((1) _01> Entonces

X(O):]_Q@]_Q, X(l):12®0'r
X(a)=0,®1y, X(@)=o0,®0,
Z(O):]_Q@]_Q, Z(l):O'Z®12
Za)=0,Q0, Za)=1l®o0,

Cabe notar que esta buena base de errores se obtiene mediante el producto tensorial de las
matrices de Pauli, una buena base de errores en C2. El lema siguiente muestra que es un
principio de disenio general para las buenas bases de errores.

Lema 2.3.3. Si & y & son buenas bases de errores, entonces
E = {E1®E2’E1 Ggl,EQ < 82}

también es una buena base de errores.

La demostracién de este lema surge directamente de las definiciones.

Sea a = (a1, ,a,) € Fy. Se indicard como X(a) = X(a1) ® --- ® X(an) y Z(a) =
Z(a1) ® -+ ® Z(ay,) el producto tensorial de n operadores de errores. El objetivo es proveer
un modelo que represente los errores actuando localmente en un sistema cuantico. Con estas
notaciones se puede formular dicho modelo.

Corolario 2.3.4. El conjunto &, = {X(a)Z(b)|a,b € F} es una buena base de errores en el
espacio vectorial complejo CI".
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Cddigos estabilizadores

Sea G, el grupo generado por las matrices de la buena base de errores &,. De (2.17) sale
que
Gn ={wX(a)Z(b)|a,be F,c€ F,}.

Cabe notar que G,, es un grupo finito de orden pg®”. G,, recibe el nombre de grupo de errores
asociado con la buena base de errores &,.

Un cddigo estabilizador @ es un subespacio no nulo de C4" que satisface

Q= ﬂ {ve C?" | Ev=uv} (2.18)

EeS

para algtin subgrupo S de G,,. En otras palabras, @) es el espacio propio comtn de valor propio
1 de un subgrupo S del grupo de errores G,.

Cabe destacar que es crucial que el cédigo estabilizador contenga a todos los vectores propios
comunes de S con valor propio 1. Si el cédigo es méas pequeno y no los cubre todos, entonces no
es un cédigo estabilizador de S.

Distancia minima

Las capacidades de correccién y deteccién de errores de un codigo corrector cuantico @)
son los aspectos mas relevantes del cédigo. Un cédigo @) serd capaz de detectar un error £ en
el grupo unitario U(g") si y solo si la condicién (ci| E |c2) = Ag (ci|c2) se cumple para todo
C1,C2 € Q

Resulta que un cédigo estabilizador ) con estabilizador S puede detectar todos los errores
en (¢, que son multiplos escalares de los elementos de S o que no conmuten con algin elemento
de S. En particular, un error de GG, que no puede ser detectado tiene que conmutar con todos
los elementos del estabilizador. Los elementos conmutativos de G, se caracterizan como sigue:

Lema 2.3.5. Dos elementos E = w°X(a)Z(b) y E' = w® X(a')Z(b') del grupo de errores G,
satisfacen la relacion
EE/ — wtr(b~a’—b/~a) E/E

En particular, los elementos E y E' conmutan si y solo si la traza simpléctica de tr(b -a’ — b’ - a)
desaparece.

Demostracion. Se puede obtener de (2.17) que

EE =" P2 X(a+a)Z(b+b)
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y
E'E=u"®aX(a+a)Z(b+b).

Por tanto, multiplicar E'E por el escalar wir(ba’=b"a) pequlta en EF'. ]

Se define el peso simpléctico swt de un vector (alb) en F2" como

swt((a|b)) = #{k | (ax,bx) # (0,0)}.

El peso wt(E) de un elemento E = w®X (a)Z(b) del grupo de errores Gy, se define como la can-
tidad de componentes tensoriales diferentes de la identidad, w(E) = swt((a|b)). En particular,
el peso de un multiplo escalar de la matriz identidad es por definicién cero.

Un codigo cuantico ) tiene una distancia minima d si y solo si puede detectar todos los
errores de GG, con un peso menor que d, pero no puede detectar algun error de peso d. Se dird
que @ es un cédigo ((n, K,d)), si y solo si Q) es un subespacio K-dimensional de C?" con una
distancia minima d. Un cédigo ((n,¢*,d)), también se puede llamar un cédigo [[n, k, d]],.

En cddigo cudntico @ se llamara puro hasta t siy solo si su grupo estabilizador S no contiene
matrices no escalares de peso inferior a t. Un cédigo cudntico se llamara puro si y solo si es puro
hasta su distancia minima. Se asume que un cédigo [[n, 0, d]], tiene que ser puro.

2.3.2. Conexién de Galois

En esta seccién se busca clarificar la relacion entre cédigos estabilizadores y codigos cuanticos
més generales. Sea Q el conjunto de todos los subespacios de C¢". El conjunto Q se haya
parcialmente ordenado por la relacién de inclusion. Cualesquiera dos elementos de Q tienen
al menos una cota superior minima y una cota inferior maxima con respecto a la relaciéon de
inclusién,

sup{Q,Q'} =Q+ Q" y mf{Q.Q}=0QnQ".
Por tanto, @ es un reticulo completo. Un elemento de éste reticulo es un cdédigo corrector
cuantico o es igual al espacio vectorial {0}.

Sea G el reticulo de los subgrupos del grupo de errores G,,. Se introducen dos aplicaciones
entre G y Q que establecen una conexion de Galois. El objetivo es demostrar que los cédigos
estabilizadores son elementos especificos de @ que se mantienen invariantes al ser enviados al
reticulo G y devueltos al reticulo Q.

Se define la aplicacion Fix del reticulo G de subgrupos al reticulo Q de subespacios que
asocia al grupo S su espacio propio comun de valor propio 1

Fix(S) = [|{v € C"" | Bv=uv}. (2.19)
EeS
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Se define en la direccién inversa una aplicacién Stab del reticulo @ al reticulo G que asocia
un c6digo cudntico @ a su grupo estabilizador Stab(Q),

Stab(Q) = {E € G,, | Ev = v para todo v € Q}. (2.20)

Se obtienen cuatro consecuencias directas de las definiciones 2.19 y 2.20:

G1) Si Q1 C Q2 son subespacios de C?", entonces Stab(Q2) < Stab(Q1).

G2) Si S; < Sy son subgrupos de Gy, entonces Fix(S2) C Fix(5).

G3) Un subespacio @ de C4" cumple que @ C Fix(Stab(Q)).

G4) Un subgrupo S de G,, cumple que S < Stab(Fix(Q)).
Las primeras dos propiedades establecen que Fix y Stab son aplicaciones que invierten el orden.
Las propiedades extendidas G3 y G4 establecen que Fix y Stab forman una conexién de Galois
[1, p. 56]. La teoria general de conexiones de Galois establece, entre otras cosas, que Fix(S) =
Fix(Stab(Fix(S))) y Stab(Q) = Stab(Fix(Stab(Q))) se cumple para todo S en G y todo @ en
Q.

A un subespacio Q del espacio vectorial C4" que satisface G3 con la igualdad se le llama un
subespacio cerrado, y a un subgrupo S del grupo de errores G,, que satisface G4 con la igualdad
se le llama un subgrupo cerrado. Uno de los principales resultados de la teoria abstracta de
Galois es

Proposicién 2.3.6. Los subespacios cerrados del espacio vectorial C4" forman un subreticulo
completo Q. del reticulo Q. Los subgrupos cerrados de G, forman un subreticulo completo G,
del reticulo G que es dual isomorfo al reticulo Q.

Es necesario caracterizar los subespacios cerrados y los subgrupos cerrados para poder uti-
lizar esta proposicién.

Lema 2.3.7. Un subespacio cerrado es un cddigo estabilizador o tiene dimension 0.

Demostracion. Por definicion, un subespacio cerrado () cumple que

Q =Fix(Stab(Q)) = (] {veC” |Bv=u}

EeStab(Q)
por tanto, es un cédigo estabilizador o {0}. O

Lema 2.3.8. Si Q es un subespacio no nulo de C?", entonces su estabilizador S = Stab(Q) es
un grupo abeliano que cumple SN Z(G,) = {1}.

Demostracién. Suponiendo que F y E’ son elementos no conmutativos de S = Stab(Q), por
el lema 2.3.5 se tiene que EE' = wFE'E para algin w® # 1. Un vector no nulo v € Q tendria
que cumplir v = EE'v = w*E'Ev = w*v, contradiccién. Por tanto, S es un grupo abeliano. El
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estabilizador no puede contener ningin elemento w1, a no ser que k = 0, lo que demuestra la
segunda afirmacion. O

Lema 2.3.9. Suponiendo que S es el estabilizador de un espacio vectorial ), un proyector
ortogonal sobre el espacio propio comin Fix(S) viene dado por

Demostracion. Un vector v en Fix(S) satisface Pv = v, por lo que Fix(S) estd contenido en la
imagen de P. A la inversa, notese que EP = P se cumple para todo E en S, por tanto cualquier
vector en la imagen de P es un vector propio con valor propio 1 de todos los operadores de
errores E en S. Por ello, Fix(S) = image(P). El operador P es idempotente, ya que

|S|Z P_|S|ZP "

EcS EeS

se cumple. El inverso Ef de FE esta contenido en el grupo S, por tanto P = P. Por ello, P es
un proyector ortogonal sobre Fix(S5). O

Lema 2.3.10. Un subgrupo S de G,, es cerrado si y solo si S es un subgrupo abeliano que
satisface SN Z(Gy) = {1} 0 si S es igual a Gy,.

Demostracién. Suponiendo que S es un subgrupo cerrado de Gy, el espacio vectorial @ = Fix(.S)
es, por deﬁnici(’)n, o un cbédigo estabilizador o un espacio vectorial de dimensién 0. Se sabe que
Stab({0}) = Gy, por tanto, si @ # {0}, entonces Stab(@Q)) = S es un grupo abeliano que cumple
SNZ(Gy) = {1} Por el lema 2.3.8.

A la inversa, suponiendo que S es un subgrupo abeliano de G, tal que S trivialmente se in-
tersecta con el centro Z(G,,). Sea S* = Stab(Fix(.S)). Entonces Fix(S*) = Fix(Stab(Fix(S5))) =
Fix(.S), ya que esto se cumple para todo par de aplicaciones que forman una conexién de Galois.
Se obtiene del lema 2.3.9 que

1
q"/1S* =Tr | —
| 5

Como S < §*, esto muestra que S = S* = Stab(Fix(S)); por tanto S es un subgrupo cerrado
de G,,. Notese que Fix(G,) = {0}, por lo que G,, = Stab(Fix(Gy,)) es cerrado. O

> E) (,S, ZE> =q"/IS|.

EecS* EecS

Dado que los cédigos estabilizadores son mas faciles de estudiar que un cédigo cudntico
arbitrario, se puede obtener en ocasiones una cota inferior de la distancia minima de un cédigo
gracias a la siguiente observacion:
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Un cédigo cudntico arbitrario @) esta contenido en el cédigo estabilizador Q* = Fix(Stab(Q)).
Si un error F puede ser detectado por QQ*, entonces puede ser detectado por Q. Por tanto, si
el codigo estabilizador Q* tiene una distancia minima d, el cédigo cudntico () tendra al menos
una distancia minima d.

2.3.3. Cddigos aditivos

Existe una relacion entre los cédigos estabilizadores y los cédigos clasicos. Los codigos clasicos
nos permiten caracterizar los errores de G,, que pueden ser detectados por un codigo estabili-
zador.

Para comenzare es necesario formalizar algunas de las propiedades de los errores detectables.
Si S es un subgrupo de G, entonces Cg,, (S) denota el centralizador de S en G,

Cq, (S)={F € G, | EF = FFE para todo F € S}

y SZ(G,,) denota el grupo generado por S y el centro Z(G,,).

Lema 2.3.11. Suponiendo que S < G, es el grupo estabilizador de un cddigo estabilizador Q)
de dimension dim@Q > 1. Un error E en G,, es detectable por el cddigo cudntico Q si y solo si
o bien E es un elemento de SZ(Gy) o bien E no pertenece al centralizador Cg,, (S).

Demostracion. Un elemento F en SZ(G,,) es un miltiplo escalar de un estabilizador; por tanto,
actia por multiplicacién por un escalar Ag en (). De aqui surge que E es un error detectable.

Suponiendo ahora que FE es un error en G, que no conmuta con algin elemento F' del
estabilizador S; del lema 2.3.5 sale que EF = AF'E para algin ntiimero complejo A # 1.Todos
los vectores u y v de @ satisfacen la condicién

(v| E|v) = (v| EF |v) = A(v| FE |[v) = A (v| E |v); (2.21)
por lo que (u| E |[v) = 0. Se deduce el error es detectable.

Por tltimo, se supone que E es un elemento de Cg, (S) \ SZ(G,). Buscando una contra-
diccion, se asume que E es detectable; esto implica que existe un escalar complejo Ag al que
Ev = Agv para todo V en Q. El escalar A\ no puede ser cero porque F conmuta con los
elementos de S, por lo que EP = PEP = AgP y claramente EP # 0. Sea S* el grupo abeliano
generado por /\E1 y los elementos de S. El espacio propio comun de S* con valor propio 1 tiene
dimensién ¢"/|S*| < dim Q = ¢"/|S|. Esto implica que no todos los vectores de () se mantienen
invariantes al aplicarles /\EIE , como contradiccion a la capacidad de detecciéon de E. ]
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Corolario 2.3.12. Si un cddigo estabilizador Q) tiene distancia minima d y es puro hasta t,
entonces todos los errores E € Gy, con 1 < w(E) < min{t,d} satisface que (u| E |v) = 0 para
todo u y v perteneciente a Q).

Demostracion. Por hipétesis, el peso de F es menor que la distancia minima y por tanto es
detectable. Sin embargo, E no es un elemento de Z(G,)S, dado que el cédigo es puro hasta
t > w(FE). Por tanto, E no pertenece a Cg,, (S), y la afirmacién sale de 2.21. O

Cédigos sobre F,

El lema 2.3.6 caracteriza las capacidades de deteccién de errores de un coédigo estabilizador
con un grupo estabilizador S en términos de los grupos SZ(G,) y Cg,, (S). La informacién de
fase de un elemento en G, no es relevante para lo que concierne a la deteccién, ya que un
elemento E de G, es detectable si y solo si wE' lo es. Por tanto, si se asocia a un elemento
wX(a)Z(b) de G, un elemento (a|b) de F2", entonces el grupo SZ(Gy) se puede asignar al
cédigo aditivo

C ={(alb) |wX(a)Z(b) € SZ(Gn)} = SZ(Gn)/Z(Gn).
Para describir la imagen del centralizador, es necesaria la nociéon de una forma traza-simpléctica
de dos vectores (a|b) y (a'[b’) en F2"

<(a]b)‘(a’|b’)>s = try/y(b-a’ —b'-a).

El centralizador Cg,, (S) contiene todos los elementos de Gy, que conmutan con todos los elemen-
tos de S; por tanto, por el lema 2.3.5, C¢,, (S) se puede mapear al cédigo dual traza-simpléctico
C*s del cédigo C,

O = {(ab) |w’X (a)Z(b) € Cg, (5)}-

La conexién entre los codigos clasicos y el cédigo estabilizador se precisa en el teorema siguente.

Teorema 2.3.13. Un cddigo estabilizador ((n, K, d)), existe si y solo si existe un cddigo aditivo
C< an)de tamanio |C| = ¢" /K tal que C < C*s y swt(CH\C) =d si K > 1 (y swi(C*+) =d
st K =1).

Demostracion. Suponiendo que un cédigo estabilizador ((n, K, d)),, @, existe, implica que existe
un subgrupo cerrado S de G,, de orden |S| = ¢"/K tal que @ = Fix(S). El grupo S es abeliano
y satisface S N Z(G,,) = 1, por el lema 2.3.10. El cociente C' = SZ(G,)/Z(Gy) es un subgrupo
aditivo de F2" tal que |C| = |S| = ¢"/K. Se tiene, por el lema 2.3.5, C*+* = Cq, (5)/Z(Gnr).
Como S es un grupo abeliano, SZ(G,) < Cg, (S), por lo que C < C+s. Recordando que el
peso de un elemento w°X (a)Z(b) en G, es igual a swt(a|b). Si K = 1, entonces Q es un c6digo
cudntico puro, por lo que wt(Cg, (S)) = swt(C+s) = d Si K > 1, entonces los elementos de
Ca, (S)\ SZ(G,) tienen al menos peso d por el lema 2.3.11, por lo que swt(C*s \ O) = d.
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Por otro lado, se supone que C es un subcddigo aditivo de Fg“ tal que |C| = ¢"/K, C < Cts
y swt(Cts\C) =dsi K > 1 (y swt(C+s) =dsi K =1). Sea

N = {w*X(a)Z(b) |c€ F, y (ab) € C}.

Nétese que N es un subgrupo normal abeliano de G, ya que es la antiimagen de C' = N/Z(Gy,).
Tomando un cardcter x de N tal que y(w°l) = w®. Entonces

es un proyector ortogonal sobre un espacio vectorial (), porque Py es idempotente en el anillo
C[C,,]. Se tiene
dim@ = Tr Py = [Z(Gn)|q"/IN| = ¢"/|C| = K.

Cada clase de N médulo Z(G,,) contiene exactamente una matriz £ tal que Fv = v para
todo v € Q. Entonces S es un subgrupo abeliano de G,, de orden |S| = |C| = ¢"/K. Se tiene
Q = Fix(95), ya que @ es claramente un subespacio de Fix(S), pero dim@ = ¢"/|S| = K.
Un elemento wX (a)Z(b) en Cg, (S) \ SZ(G,) no puede tener peso inferior a d, ya que esto
implicaria que (a|b) € Cts \ C tiene un peso inferior a d, lo que es imposible. Por la misma
razon, si K = 1, entonces todas los elementos diferentes de la identidad del centralizador Cg,, (S)
deben tener un peso de d o superior. Por tanto, ) es un cédigo estabilizador ((n, K, d)),. ]

Cédigos sobre F 2

El principal inconveniente de utilizar los codigos anteriores es la poca familiaridad que se
tiene con los pesos simplécticos explicados. Por tanto, seria beneficioso si se pudiese crear una
relacion para utilizar el peso de Hamming en su lugar.

Sea (8, 47) una base normal de F . sobre F,. Se define una forma traza-alternante de dos
vectores v y w en FZQ como

a4 — 4.
W) (2.92)

<’U|U}>a = trQ/p ( 52(1 _ Bq

Cabe notar que el argumento de la traza es invariante bajo el automorfismo de Galois x — z9,
por lo que es un elemento de Fy, demostrando que (2.22) esta bien definida.

La forma traza-alternante es bi-aditiva, es decir, (u + v|w), = (u|w),+(v|w), vy (ulv +w), =
(ulv), + (ulw), se cumple para todo u,v,w € Fi,. Es Fy-lineal, pero no Fy-lineal, a no ser que
q = p y es alternante en el sentido de que (u|u), = 0 para todo u € FZQ. Se dird u L, w siy
solo si (u|w), = 0.
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Se define una aplicacién biyectiva ¢ que toma un elemento (a|b) del espacio vectorial Fg" a
un vector en F 2 mediante ¢((alb)) = fa + #b. La aplicacién ¢ es isométrica en el sentido de
que el peso simpléctico de (a|b) es igual al peso de Hamming de ¢((a|b)).

Lema 2.3.14. Dados ¢ y d dos vectores de Fg". Entonces
(cld), = (¢(c)|o(d)), -
En particular, ¢ y d son ortogonales con respecto a la forma traza-simpléctica si y solo si ¢(c)
y ¢(d) son ortogonales con respecto a la forma traza-alternante.
Demostracion. Sea ¢ = (alb) y d = (a’|b’). Se puede calcular
p(c) - ¢(d)? = pi*la-a’' + p%a-b + 5%b-a’ + BT 'b - b

¢(c)q . (b(d) — B‘Hla ca + ﬁan b+ 52b ca + 5q+1b b

Por tanto, la forma traza-alternante de ¢(c) y ¢(d) viene dada por

¢(c) - $(d)? = $(c)? - $(d)
6211 _ /82

(D(0)]6(d)), = tryy ( ) e, (bl — - b),

que es precisamente la forma traza-simpléctica (c|d),. O

Teorema 2.3.15. Un cddigo estabilizador ((n, K,d)), existe si y solo si existe un subcddigo
aditivo D de F}l, de cardinalidad |D| = ¢"/K tal que D < D+ y wt(D+ e\ D) =d si K > 1 (y
wi(D+e) =d si K = 1).

Demostracion. El teorema 2.3.13 muestra que existe un cédigo estabilizador ((n, K, d))q si 'y
solo si existe un cédigo C' < F2" con |C| = ¢"/K, C < Cts yswt(CH\CO)=dsi K =1 (y
swt(C+s) = d si K = 1). Se obtine el resultado del teorema aplicando la isometria ¢. O

Como consecuencia directa del teorema anterior se obtiene la posterior condicién de exis-
tencia de un cédigo estabilizador.

Corolario 2.3.16. Si existe un cédigo aditivo cldsico [n, k]2 D < Fp2 tal que D < Dta y
dte = wt(D+e). entonces existe un cédigo estabilizador [[n,n — 2k, > d+4]], que es puro hasta

dta.
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Caddigos clasicos

Los cédigos auto ortogonales respecto a la forma traza-alternante no suelen ser estudiados en
la teoria de codigos clasica; son mucho méas comunes los cédigos auto ortogonales con respecto
a los productos escalares euclidiano o hermitico. Se relacionan estos conceptos de ortogonalidad
como sigue. Sea el producto hermitico x - y¢ de dos vectores x e y en FZQ; se escribe x Ly y si
y solo si x - y? = 0.

Lema 2.3.17. Si dos vectores x ey en Fg2 satisfacen x Ly y, entonces satisfacen x L, y. En
particular, si D < FZQ, entonces D+r < Dta.

Demostracion. De x - y? = 0 se tiene que x¢ -y = 0, por tanto

X . yq p— xq . y
(X[y)q = trgsp <52q_52> =0

como se indicaba. O

Por tanto, todo cédigo auto ortogonal con respecto al producto hermitico es auto ortogonal
respecto a la forma traza-alternante. En general, los dos espacios duales D » y Dt no son el
mismo. Sin embargo, si D es F -lineal, entonces los dos espacios duales coinciden.

Lema 2.3.18. S5i D < ng es F2-lineal, entonces Dtn = Dta,

Demostracion. Sea ¢ = p™, p primo. Si D es un subespacio k-dimensional de F;LQ, entonces D+
es un subespacio (n — k)-dimensional de FZ2. También es posible ver D como un subespacio
2mk-dimensional de F?Dm”, y D+ como un subespacio 2m(n — k)-dimensional de Fgm". Dado

que Dtn C Dte y las cardinalidades de D+e y D% son las mismas, se puede concluir que
Dte = Dn. =

Corolario 2.3.19. Si existe un codigo [n, k,d];2 F2-lineal B tal que B < Blr entonces existe

un cédigo cudntico [[n,n — 2k, > d*+]], que es puro hasta d.

Demostracion. El producto hermitico es no degenerado, por lo que el dual hermitico del cédigo
D := Bt es B. El cédigo [n,n— k]q2 D es F p-lineal, por lo que D+r = Dte por el lema 2.3.18,
y el enunciado sale a partir del corolario 2.3.16. O

Asf que es suficiente considerar formas hermiticas en el caso de cédigos F j2-lineales. Serdn
necesarias las formas traza-alternantes para cédigos aditivos que no sean lineales sobre F .
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Sin embargo el enlace mas directo a la teoria de cédigos clasica es la construccién de cdédigos
CSS descritos en 1996 por Calderbank y Shor [3] y por Steane [II], de quienes heredan su
nombre.

Lema 2.3.20. Sea C; y Cy dos cidigos lineales cldsicos con pardmetros [n, ki, di]q y [0, k2, d2]q
tales que C3- < Cy. Entonces eziste un cédigo estabilizador [[n, k1 + ko — n,d]], con distancia
minima d = min{wt(c) | ¢ € (C1 \ C3) U (Ca\ C{)} que es puro hasta min{dy,ds}.

Demostracion. Sea C = C{- x Cy < FZ”. Si (e1]e2) y (¢} | &y) son dos elementos de C, entonces
se observa que
tr(cg-cy —cy-c1) =tr(0—0) =0

Por tanto, C' < C+s. Ademas, el dual traza-simpléctico de C' contiene Cy X Cf, y un argumento
de dimensionalidad muestra que C+s = Cy x C;. Dado que el producto cartesiano C’ll X C2L tiene
¢?"~(F1tk2) elementos, el cdigo estabilizador tiene dimensién ¢F1+*2="por el teorema 2.3.13. La
afirmacion sobre la distancia minima y la pureza es obvia de la construccién. O

Corolario 2.3.21. Si C es un cdédigo lineal cldsico [n,k,d], contenido en su dual, C' < Cte,
entonces existe un cddigo estabilizador [[n,n — 2k, > d*<]], que es puro hasta d.

2.4. C(Cddigos Reed-Solomon cuanticos

2.4.1. Construcciéon de cdédigos estabilizadores a partir de codigos Reed-
Solomon clasicos

Dualidad euclidea

Sea un cédigo Reed-Solomon de pardmetros [g, k, g — k + 1], RS} = {ev(f) | f € Fy[X] tales
que deg(f) < k}, se anade el superindice ¢ para distinguirlo del cédigo del apartado siguiente,
que se marcaré con ¢>.

Proposicién 2.4.1. Dados X' y X7 se cumple que ev(X")-ev(X7) =0 siy solo sii+j # q—1.

Demostracion. Se tiene que
ev(X?) = (al,--- ,aé) y ev(X7) = (af,- - ,ag)

por tanto, se obtiene

q
ev(XY) - ev(XY) = Zagﬂ.
=1
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Sea « un elemento primitivo del cuerpo Fy, se tiene el grupo ciclico (o) = {a®, .-+, a972} =
{a1,---an} \ {0}, por tanto se puede reescribir la suma anterior como

q—2 q—2
oiti + Z(al)iJrj _ (al)i+]'
1=0 1=0
Tomando 7 + 5 = g — 1 se tiene que
q—2 q—2
(@)= ()’ =g—1#0 (en Fy)
1=0 1=0

Por otro lado, para i+ j =c# 0 mdd (¢ — 1) se puede afirmar

q—2 q—2

(al)c _ (QC)I — 1 - (ac)q—l
0 0

1—ac

=0

~

1=
Por tanto, ev(X?) L. ev(X7) siy solosii+j#q— 1. O

Proposicion 2.4.2. RS]Z estd contenido en su dual euclideo, RS,ZJ‘E, siy solo si k < 4

Demostracion. Sea {1,X, -+, X kil} una base del espacio de polinomios de grado menor que
k, es suficiente demostrar que sus evaluaciones son ortogonales entre ellas para comprobar que
RS} estd incluido en su dual. Por la proposicién anterior se sabe que ev(X') L. ev(X7) si
i+ j # q— 1, por tanto para que todos los elementos de la base sean ortogonales entre ellos
debe darse que (k—1)+ (k—1) < g—1 es decir k < % dado que k y ¢ son nimeros naturales,
se tiene k < £. O

Proposicién 2.4.3. Eziste un cddigo estabilizador [[q,q — 2k, k + 1]]4 para k < 4.

Demostracion. Aplicando las proposiciones 2.3.19 y 2.4.2 se obtiene el cédigo indicado. 0

Dualidad hermitica

De manera similar al apartado anterior, sea F,2 un cuerpo finito y ay,---,a,2 € Fg2 sus

q

elementos. Tomando la aplicacién ev : F2[X] — ng se obtiene el cédigo RS’,Z2 ={ev(f)| f €

F2[X] tales que deg(f) < k} de pardmetros [ k,q® — k+1].

Proposicién 2.4.4. Dados X' y X7 se cumple que <ev(Xi)‘ev(Xj)>h =0 siy solo sii+qj #
2
q° — 1.
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Demostracion. Se tiene que, por la linealidad de la aplicacién ev(f),
<ev(Xi)‘ev(Xj)>q = ev(X?) - ev(X7)? = ev(X?) - ev(X V)
Aplicando la proposicién 2.4.5 se tiene que ev(X?) L, ev(X7) siysolosii+qj #q¢>—1. O

Proposicion 2.4.5. RS]g estd contenido en su dual hermitico, RS,ZJ‘h, sty solo si k < q.

Demostracion. Sea {1, X, -, X k_l} una base del espacio de polinomios de grado menor que k,
es suficiente demostrar que sus evaluaciones son ortogonales hermiticas entre ellas para compro-

bar que RS/,Z2 estd incluido en su dual. Por la proposicién anterior se sabe que ev(X?) L, ev(X7)
si i+ qj # ¢ — 1, por tanto para que todos los elementos de la base sean h-ortogonales entre
ellos debe darse que (k—1)+¢q(k—1) < ¢*> —1 es decir k — 1 < q;%f aplicando la propiedad de
suma por diferencia en ¢> — 1 se obtiene k — 1 < ¢ — 1 es decir k < q. O

Proposicién 2.4.6. Eziste un cddigo estabilizador [[¢*, ¢*> — 2k, k + 1]], para k < q.

Demostracion. Aplicando las proposiciones 2.3.21 y 2.4.5 se obtiene el cédigo indicado. ]

Se han encontrado dos cédigos estabilizadores a partir de los codigos clasicos Reed-Solomon,
se pueden encontrar demostraciones para situaciones més generales en el articulo [4].
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Capitulo 3

Conclusiones

En el primer apartado hemos introducido el uso de cédigos cuando se transmite informacién,
asi como las razones para utilizarlos. Por ello, hemos visto el concepto de ruido y el uso de cédigos
correctores para minimizar sus efectos sobre los mensajes, junto con algunas de sus clases mas
importantes.

Posteriormente hemos introducido los conceptos del bit cuantico y su comportamiento, asi
como los postulados que gobiernan la mecénica cudntica y por tanto todos los sistemas necesarios
para la construccién de un computador cuantico.

Por 1ltimo, introducimos los cédigos estabilizadores, primero estudiando la forma que toman
los errores en la computacién cuantica y luego los cédigos utilizados para combatirlos mirando
principalmente a los cédigos estabilizadores y como se relacionan con otros tipos de codigos tanto
cuanticos como clasicos. Para completar el apartado hemos visto los cddigos Reed-Solomon y
como se pueden utilizar para definir cédigos estabilizadores.
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