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Resumen

En el presente trabajo se aborda el estudio de las variedades diferenciables. Estas son
la generalizacion del estudio de la geometria de curvas y superficies, la cual se ha hecho de
modo local en cursos anteriores a través de parametrizaciones de las mismas. La extension
natural de estas parametrizaciones nos lleva al concepto de carta.

Las variedades diferenciables aparecen de modo natural en analisis de varias variables
cuando tenemos un subconjunto de R™ definido mediante un conjunto de k funciones
Fi, ..., F} con diferenciable Fj, : R® — R para k = 1,...,k, con k < n cuyos gradientes
son independientes en cada punto del conjunto M = F;'(0) N --- N F,*(0).

El Teorema de la Funcion Implicita nos asegura la existencia de cartas en el entorno de
cada punto, esto es que en cada punto de M hay un entorno abierto del mismo donde hay
n — k variables independientes en funcién de las cuales podremos determinar el valor del
resto de variables. Las variables independientes citado anteriormente, nos proporcionara
un sistema de coordenadas locales alrededor del punto considerado al cual denominaremos
carta.

En los capitulos posteriores se define de modo abstracto el concepto de variedad dife-
renciable, de atlas y de funciéon diferenciale.

Posteriormente, se define vector tangente a una variedad en un punto. a partir de este
concepto se define se espacio tangente a una variedad en un punto, asi como u dual espacio
cotangente.

En la siguiente seccion se define el concepto de fibrado tangente y cotangente como la
union de los espacios tangentes y cotangentes a la variedad, inicial, la cual llamareremos
variedad de base, en todos sus puntos. Estos conjuntos se dotaran de una estructura de
variedad diferenciable inducida por la estructura diferencable de variedad de base.

Finalmente, se introduce el concepto de aplicacion diferenciable entre variedades, asi
como el de imagen reciproca.

Este trabajo no es mas que una primera introduccion al calculo en variedades, el cual
es de enorme riqueza y cuyas aplicaciones abarcan amplios campos.
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Capitulo 1
INTRODUCCION

En el presente trabajo se pretende iniciar el estudio de ciertas estructuras llamadas va-
riedades diferenciables, que extienden de modo natural el concepto de curvas y superficies
en R3.

La primera cuestion a considerar es el estudio de qué estructura puede dotarse a

subconjuntos de R" de la forma:
M={Z eR"F(Z)=0,...,F(7) =0}

con k < ny F; : R" — R funciones diferenciables de clase C* y {dF\(Z),--- ,dF,(7)}
linelmente independientes en todo punto ¥ € M. Estos conjuntos los denominaremos
variedades difernciables, concepto que iremos precisando conforme avance el trabajo.

Variedades diferenciables son la esfera en R? | el toro en R3 la hipersfera en \.%, etc.

Si se da una aplicacion f : M — N entre dos variedades M y N en principio no es
posible calcular de algiin modo su diferencial. Por ello es necesario introducir el concepto
de variedad dferenciable para poder extender de algiin modo la topologia, el calculo dife-
rencial y el calculo integral a estos conjuntos. En este trabajo no se abordara el céalculo
integral en variedades, y el célculo diferencial se hara solo de forma somera.

La estructura del trabajo es la siguiente. En la introducciéon se expone de modo somero
el problema. En el capitulo 2 se introducen los elementos necesarios del calculo diferencial
de varias variables, llegandose a resultados fundamentales, como el Teorema de la Funcion
Implicita y el Teorema de la Funcién Inversa. A continuacion se expone el concepto
de espacio dual de un espacio vectorial y el de aplicaciéon traspuesta, para finalmente
introducir el concepto de relacién binaria de equivalencia y de conjunto cociente.

En el capitulo 3 se define de modo abstracto el concepto de variedad diferenciable,
donde aparecen las cartas y el concepto de atlas o estructura diferenciable.

En el capitulo 4 se introduce el concepto de vector tangente a una variedad en un punto

a través de una relacion binaria de equivalencia, la cual induce un conjunto cociente, lo



que da lugar al espacio tangente a una variedad en un punto, 7,,M. Asi como su dual,
Tr M, llamado espacio cotangente. También se estudian las bases inducidas en 1,,M y
T M por una carta F de funciones coordenadas (x1,- - , ;).

En el capitulo 5 se introducen los fibrados tangente y cotangente, TM = |J T,,M y
meM
T*M = |J T} M, asi como las cartas inducidas en cada uno de estos fibrados por una
meM
carta F' de la variedad M. También se estudia el concepto de proyeccion del fibrado tan-

gente y cotangente sobre la variedad, asi como el concepto de diferencial de una aplicacion
entre variedades y el de imégen reciproca por una aplicacion (aplicacion traspuesta de la
diferencial).

Finalmente, se exponen las principales conclusiones y perspectivas de este trabajo.



Capitulo 2

PRELIMINARES

2.1. Introduccién

En este capitulo vamos a efectuar un repaso de ciertos resultados del calculo diferencial
de varias variables, necesarios para una correcta comprension de aquello que se desarrollara
en capitulos posteriores. A continuacién, se introducira el concepto de Espacio Dual de
un espacio vectorial estudiandose sus propiedades fundamentales. Finalmente, se recuerda
el concepto de conjunto cociente por una relaciéon de equivalencia, el cual serd necesario

también en capitulos posteriores [1] y [5].

2.2. Resultados basicos del calculo diferencial en varias

variables

Definicion de Continuidad: Sean (X, d) e (Y, d') dos espacios métricosy f: X — Y
una aplicaciéon. Diremos que f es continua en a € X si:

Para cada e > 0, 3 6 > 0 tal que d(z,a) < §, implica que d'(f(x), f(a)) < €. Es decir,
para cada By (f(a),€), existe Bx(a,0) tal que f(Bx(a,d)) C By(f(a),e€)

Teorema 1. Una funcién entre dos espacios métricos f: X — Y es continua si,
y solo si, la imagen de cualquier sucesiéon de X convergente a un punto z € X,

converge a f(x).

Demostracion. (—) Supongamos que f es continua. Sea (x,) una sucesion contenida en

X convergente a z. Como f es continua, dada una bola B(f(z),€), 3 otra bola B(z,0)



cuya imagen esta dentro de B(f(x),¢€), es decir:

f(B(x,0)) < B(f(x),€)

Como z es el limite de (z,), 3N, a partir del cual todos los términos de la sucesion estan
en B(x,0):
zn, € B(z,8),n > N — f(z,) € f(B(z,0)) C B(f(x),€)

por lo tanto la sucesion (f(z,)) converge a f(z)

(+) Supongamos ahora que se cumple la condicion del enunciado, por lo que veamos
que f es continua Vz. Por reduccion al absurdo, si f no es continua en un punto x, 3
una sucesion que converge a x pero cuya imagen no converge a f(x). Para ello, si f no
es continua, 3 una bola B(f(z),€) dentro de la cual ninguna bola con centro z se aplica.

En particular, existen puntos en las bolas B(z, %), con n entero positivo, que no van a

B(f(x),€): .
Tn € B(I, ﬁ)af(xn) 7é B(f($),€)

Por lo que la sucesion (z,,) converge a z, pero la sucesion (f(x,)) no converge a f(x). O

Nota: Cuando no se preste a confusion, utilizaremos la notacion B,(x() para referirnos

a B(xg,r) y lo usaremos indistintamente.

Teorema 2. Sea f una funcién continua en un conjunto cerrado S de R", cuya
imagen sea un conjunto 7" de R*. Si Y es cerrado, con Y C T, la imagen inversa

f7Y(Y") sera un subconjunto cerrado de S.

Demostracion. Sea z € (f~'(Y)). Entonces, z también es punto de acumulacion de S,
por tanto, z € S ya que S es cerrado. Tenemos que demostrar que x € f~1(Y) 6 f(x) € Y.
3 X, una sucesion cuyos términos son puntos de f~1(Y) de modo que lim,, oz, = .

Como f es continuaen Sy z € S:

lim f(zn) = f(z)

n—oo
Pero cada punto f(z,) € Y, ya que z, € f~1(Y); ademés, como Y es cerrado, se tiene
que f(x) €Y, es decir, z € f~1(Y). Esto prueba que f~(Y) es cerrado. O



Teorema 3. Sea f una funcién continua en un conjunto abierto S de R", cuya
imagen sea un conjunto 7 de R*. Si Y es abierto, con Y C T, la imagen inversa

/YY) sera un subconjunto abierto de S.

Demostracion. Tenemos que demostrar que f~!(Y) es una unién de conjuntos abiertos.

Supongamos que zy € f~(Y). Entonces:
Jyo €Y tal que yo = f(x0)

Como Y es abierto, Ir > 0 de manera que B(yp,7) C Y. Sir =€ 30 > 0 al que
V€ Byo,d) C Y. El conjunto abierto B(xg,€) NS es, por tanto, un subconjunto abierto
de f~1(Y). Pero la unién de todos los abiertos Bzg,€) NS obtenidos al recorrer zy todo
F7HY), es exactamente f~1(Y). Luego f~(Y) es abierto, ya que la union de abiertos es
abierto. O

Nota: Sea f : X — Y una aplicacion, donde (X, 7), (Y, 7’) son espacios topologicos
generales. Diremos que f es continua si VIV € 7’ se tiene que f~1(W) € 7, esto es que la
antiimagen por f de un abierto de Y es abierto en X. En espacios métricos la continuidad

queda caracterizada por sucesiones, lo que no es cierto en un espacio topologico cualquiera.

Teorema 4. Sea f una funcién continua en un conjunto compacto S C R".

Supongamos que f(S) C R™. Entonces f(S) es un conjunto compacto.

Demostracion. Sea F' un recubrimiento abierto de f(S) entonces f(S) C |J cp A

Sea x € S, entonces f(x) pertenece a uno de los abiertos de F', a ese abierto lo
llamaremos A,.

Como A, es abierto, A, ] f(S) abierto en f(S) y por tanto f~1(A, ] f(S) es abierto
en A.

Sea f~! la antiimagen por f, evidentemente {f~'(A,Jf(9))|z € S} es un cu-
brimiento abierto de S por por tanto existe un subcubrimiento finito de S dado por
{F AL UFS))i=1,...,k} con z; € f(95).

Por otra parte {A,, | f(S) = f [ (A, U F(S))|i = 1,...,k} y por tanto se tiene que
{(A; U f(9))|i =1,...,k} es un cubrimiento abierto de f(S) y evidentemente también lo
es {(Ag i =1,...,k} lo cual constituye un subcubrimiento finito de f(.S) del cubrimiento

inicial F' resultado e ello la compacidad de f(S). O



Teorema 5. Sea f una funcién continua en un conjunto compacto S C R".
Supongamos que f(S) C R™ y que f es biyectiva, es decir, existe la funcion

inversa f~!'. En estas condiciones f~! es continua en f(S).

Demostracion. Seay € (f(S)), y = lim, o0 Yn, siendo (y,)+25 € f(S). Sea z,, = [~ (yn).

El conjunto infinito {x1, 2, .....} C S, tiene un punto de acumulacion en S, llamémosle x.

—+00

Podemos elegir en (z,)> otra sucesion (/)29 / lim,, o0 (2)) = z.

Como f es continua — lim,, . f(2)) = f(z) =y, ya que (f(2/))}> C (y.)'2. Por
consiguiente, * = f~!(y), lo que implica que z es el tnico punto de acumulacién de
{z1,Ts,.....}. Entonces, lim,_,o z, = , lo que equivale a lim,_,o [~ (y,) = f'(y). Por

lo que f~! es continua en y. O

Definiciéon 1. (Funciéon diferenciable):

Sea ? : D — R™, siendo D dominio de R™. Sea 7§ € D. Diremos que ? es diferen-
ciable en z{ si, 30 > 0 / VU € R", con || V|| < 6, satisface que:

T@+7)-T@) =DT @) (T)+e@,7)

de modo que D?(:?o)) : R" — R™ es lineal y

i T8
wi—o || 7]

Nota: D?(mo) € L(R" — R™), siendo L el espacio vectorial de los homomorfismos

de R™ en R™. Ademés, diremos que [ es diferenciable en el abierto U C R” si lo es en

—

todos los puntos de U. Denotaremos por D f(Z) a:

onh ... 9h

8([1 a$n
Df(z)=1] .

Ofn Ofn

dz1 O z

—

Por abuso de lenguaje, identificaremos D f () con su representacion matricial, la cual
depende de las bases elegidas. La matriz diferencial también se denomina matriz jacobiana

o simplemente jacobiano, y se denota por J f(zp) o también J f(fo). Cuando F': R™ — R,

usaremos dF para denotar la diferencial.



Teorema 6. . Teorema del Valor Medio n-dimensional: Sea {2 un abierto con-
vexo de R", a,b € Q y f: Q — R™ una funcién continua y diferenciable en
en (). Entonces Va,b € Q, Jc € (a,b) tal que f(b) — f(a) = Df(c)- (b — a) donde
(a,b) = {a+t(b—a)|t €]0,1[}.

Demostracion. Definamos una funcion v : [0, 1] — R, escribiendo ¢(t) = f(a + t(b — a))
vV t € [0,1]. Entonces ¥ es continua y, por la regla de la cadena, es derivable en (0, 1),

siendo su derivada:
V' (t)=Df(a+t(b—a))(b—a) Vte (0,1)

El Teorema del Valor Medio para funciones reales de variable real nos da un ¢, € (0,1)

tal que:
f(0) = fla) = (1) = ¥(0) = ' (to) = Df(a+to(b—a))(b—a)

Tomando ¢ = a + to(b — a) € (a,b), tenemos:

f(0) = fa) = Dy(c) - (b—a)

]

Teorema 7. Sea K bola abierta en R" con centro 9?0, y K la esfera cerrada. Sea
7 = (f1,...,fn) + K — R" continua y biyectiva en K. Supongamos que Elafl( )
las parciales si « € K. Supongamos que el determinante jacobiano |Jx{(x)| 7é 0

Vz € K. Entonces f(K) contiene un entorno de f(z).

Demostracion. Sea F,(K) = {Z € R* / |7 — z}| = r} la frontera de K, con r — radio
de K. Como F,.(K) es cerrada y acotada — F,.(K) es compacta.

Definamos una funcion real, g : F,(K) = R / 7 — g(7') = |7(7)—?(a:_>0)|, entonces
g es continua y g(7) > 0.

Por el teorema de Weierstrass se tiene que, si f es una funciéon continua definida en
un compacto, 3z, xe € F.(K), tales que f(x;) < f(x) < f(xqg) Vo € F.(K). Es decir,
alcanza su maximo y su minimo en el compacto.

Como g es continua y definida en un compacto, por el Teorema de Weierstrass, se tiene
que g alcanza su minimo absoluto, m, en algtin punto de F,.(K). Como g(x) > 0 — m > 0.

Sea T = Bi(?(xo)) Tenemos que demostrar que 7' C ?(K) Paraello, si 7/ € T —
Te (K

Sea 7 efT. Deﬁnamos una funciéon real y continua definida en el compacto ?, h

ESR/T—h(7)= )

Por Weierstrass, h alcanza su minimo absoluto en K. En el centro tenemos que h(fg) =

\7(3:0 7\ Como 7 (z4) es el centro de Ty veT — h (z5) \7 () 7| <%

10



Por tanto, el valor minimo de k en K debe ser menor que . Pero en s F.(K)—
)= 7@ -71- 1@ -T@+ 7@ -7 7@ 7xo|—|7xo
?<7>|:g<x>—|7<?0>—7|>g< )—gzm-g=%

Por lo que el minimo no puede estar en F,(K), estara en el interior de K, es decir,
7 eK

La funcién h? también debe alcanzar su minimo en

W= (F@)-7)-F@)-7) = (F(@)-7) = T (F(@)—7)? v la diferencial

de h?, Dh?, debe anularse en a:

DR(@) =Y, 2- (Fu(@) = 5) - DFf =" (Fo(@) = 7)) - Df =0

.

IR A(@) —

D} (d)=| : ; =0
Ofn Ofn —
oo O fu(@) = yn

Siendo la primera matriz la diferencial de f.

dh2(@) se reduce a

9
8:61

of
ox,,

D@ =)+ g (@) = )+ S (@) =) = 0

O fn 9 fn

97, 2 (A(D) =) + a_@(ﬁ(?) —Y2) F ot 8xn(f”(7) Yn) =0
Cuando tenemos un sistema de n ecuaciones con n incognitas igualadas a 0, la solucién
es
rT1=T9g=-=x,=0
En nuestro caso:
(fl(E)) Y1) = (fn(ﬁ) —Yn) =0

Es decir:

Entonces, como dekK:

11



Teorema 8. Sea f € C', f=(f1,-+,fn) : SCR" = f(S)
Supongamos que |J(z)| # 0 en un punto z, € S.
Entonces, 3r > 0, B,.(zo) donde [ es biyectiva.

Demostracion. Sea Z = (21, ,2,) € Rn-n, donde cada z; € R"
Definamos una funcién real h:
h : R™ — R definida de la siguiente manera:
Sea z € R"", h(z) = det[D; fi(z)] = J¢(2Z)

%(»Zl) . ngi(Zl)
Siendo d€t[DJfZ(ZZ)] = .

h es continua, ya que la matriz es continua y su determinante es suma y diferencia de
producto de funciones continuas.

Sea zg = (xg, -+ ,xp), con xg € R™. Entonces:

h(zo) = det[D; fi(zi)] = Jy(wo) # 0

Por tanto, 3r > 0, B(zo,r) donde J¢(zo) # 0 Vz; € B(zo,7)

Falta demostrar que f es biyectiva en ese entorno. Lo haremos por reducciéon al ab-
surdo. Sea z,y € B(xg,r) tal que x # y y supongamos que f(z) = f(y).

Como un entorno abierto es convexo, B(zy.r) es convexo. Como es convexo, el segmento
rectilineo L(z,y) C B(xo,r) y podemos aplicar el Teorema del Valor Medio n-dimensional.
Es decir:

Jzi € L(z,y) C Blwo,r) / fly) — f(x) = J¢(z) - (y — 2)

Pero, como f(y) = f(z) por hipotesis — 0 = f(y) — f(z) = J¢(2) - (y — z), es decir:

Ji(z) - (y—x)=0—= > 7 (ys — ) - aigp = 0, siendo az, = Dy fi(z:)

El determinante de este sistema no es cero, ya que z; € B(xg, ). Entonces: yy — x) =

0 — yr = 2, Yk — x = y. Contradiccion! por tanto f es biyectiva n

2.3. Teoremas de la Funcién Inversa y de la Funcién

Implicita

Teorema 9. Teorema de la Funciéon Inversa: Sean S, T') abiertos de R" , f =
(fi,-+, fn) € C'(9), f: S — T. Supongamos que el Jacobiano Ji(zo) # 0 en
algtin punto ry € S. Entonces existe una funcién tnica g y dos abiertos X C §
e Y C T tales que:

—

1)$0€ny($0)CY

12



2) ¥ = f(X)

3) f es biyectiva en X

4) 7 esta definida: 7:Y — X tal que, si f(z) €Y — §(f(z)) =z Vo € X
5) e C’ enY

Demostracion. Por simplicidad denotaremos por fy g a f y g siempre que no se induzca
a confusion.

Como f € €' — J; es continuo. Y como Jy(xg) # 0 — 3 un entorno N;(z() donde
Je(x) # 0 Vo € Ny(zo).

Por el Teorema 8 existe otro entorno N(zg) C Ni(xg) donde f es biyectiva. Sea K la
esfera cerrada de centro zo, K C N (xo) C Ni(zp). Sea K la esfera abierta correspondiente.

Por el Teorema 7 se tiene que f(K) contiene un entorno de f(z) al cual denominare-
mos Y. Sea X = f~1(Y) N K. Por el Teorema 3 resulta que X es abierto. Por el Teorema
5 3g: f(K) — K, tal que, si f(z) € f(K) — g(f(x)) = 2 Vo € K. g es continua. Como
X CKeY C f(K), quedan demostradas las partes 1), 2), 3) y 4).

Definamos, como en el Teorema 8, una funcién real h:
h:R"™ — R

tal que, si z € R — h(z) = J¢(z), con z = (21, -+ ,2,) ¥y 2 € R"
Entonces, 3 un entorno Ny(zg) / h(z) # 0 si cada z; € Nao(z). Podemos suponer que
N(z0) C Na(zp), entonces K C Ny(zo) y h(2) #0si z; € K

Para demostrar el punto 5):

Sea g = (g1, ,9n)- Sea y € Y, y sea el cociente incremental M, con
y= (Y1, ,Yr, " ,Yn) ¥ U, la base canonica. Como Y es abierto — y+ Au, € Y si |A| es

suficientemente pequenio. Sea x = g(y) y 2’ = g(y+ Au,), como g es continua — x,z’ € X.

Recordemos que g = f~!

fila") = fi(x) = filg(y+ )= fi(g(W) = (+A) =y = (W1, 92, vt yn) =Y, Y2, Yy o

Pero esto es igual a A sii =r, oigual a 0 si i #r

Por el Teorema del Valor Medio — w = Ji (%) - x/;x. con z; € L(z,2") C K
fi($');fi($)

esigual a 0 6 1, depende de si r #i 01 =1.

Esto es un sistema de n ecuaciones con n incognitas

g1 (y+ ur)—g1(y)
A
% . Ofi ) :
81‘1’ ’ 8xn

0=(

gn(Y+Aur)—gn(y)
A

13



g1 (y+Aur)—g1(y)

L (O Of ’
Oy Oz gn(Y+Aur)—gn(y)
Py
g1 (y+ ur)—g1(y)
0f,  Ofn 8
0=(5" 0 g,0) :
" gn(y-&—)\ur)—gn(y)
Py
Es decir:
ofr .. Ofr g1 (y+Aur)—g1(y)
o1 Oxn hY
. = 1
Ofn .. Ofn gn(y+Aur) —gn (y)
o1 Oy hY
0

Estando el 1, tnico término independiente no nulo en la posicion 7, y siendo J¢(z;) # 0

el sistema tendra una tnica solucion. Resolviendo mediante la regla de Cramer:

af af
a_zi"’o"'ﬁ
0
1
A fn O fn
gily + M) —gi(y) _ \ &y 0 G
A fr ... Ofr ’
o0z OTn
o0z OTn

resulta que el cociente incremental existe y es continuo.

Si A = 0, 2 — z por ser g continua. Por tanto, z; — z, ya que z; € L(z,z’). Pero,
limy_, w = D,g;(y). Siendo D,g;(y) cada parcial de g.

Como el limite existe, también existe la matiz diferencial D,g¢;(y) y es continua y por
tanto, — g € C’ O

Teorema 10. Teorema de la Funcion Implicita: Sea f = (f}, -, f,) definida en
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S C Rk,
f:Sc R~ R

Siendo f € C' en S. Sea (z¢;ty) € S C R / f(xo;to) = 0y Js(zo;to) # 0.
Entonces: 3 un entorno Ty(t;) C R* y una funcién ¢ : T, C R¥ — R" tal que, si
to € To — g(to) = zo

Cumpliéndose que:

1) g€ C" en Tj

2) g(to) = o

3)f(g(t);t) = 0 vt € Ty

Demostracion. Aplicamos el Teorema de la Funcion Inversaa F' = (Fy, -+, Fp; Fyq, -+ Fogr)
F:Sc R — Rt

Sil<m<n— F,(z;t) = f(x;t)

Sil<m<k— Foa(et)=t,

Recordemos que los puntos de R"™* tienen la forma (z;t) = (21, -+, 2n;t1, -+ ,tx)
Podemos escribir F' = (f;I) donde f = (f1, -+, fn) e I es la funcion identiad I(t) =t
Vt € RF

Jr(z;t) = J¢(z;t). Por lo que Jp(z;t) #0

F(xo;to) = (fi(zo;to), -, fulo;to)ito, -+ sto) = (0, ,05t0,- -+ ,t0) = (05t0)

Segtn el Teorema de la Funcion Inversa, 3 los conjuntos abiertos X e Y / (zg;t9) € X
y (0;t9) € Y, de manera que F es biyectiva en X y que X = F(Y'). Ademas, 3 una funcion
inversa G / Ge(C' enY

G:Y =X

definida tal que si F(z;t) € Y — G(F(x;t)) = (;1)

Definimos la funcién vectorial G de la siguiente manera:
G = (U,U]) = (Ula"' y Upy Wy, - - awk)

Podemos expresar v y w explicitamente. Si escribimos la ecuacion G(F(z;t)))(x;t) en
funciéon de v y w:
v(F(x;t)) =x

w(F(x;t)) =t
Todo punto (z;t) € Y puede ser escrito de manera tnica en la forma:
(1) = F(a; 1)
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para algin (2/;¢') € X, ya que F es biyectiva en X y la inversa F~}(Y) contiene a X.

Ademas, por como definimos F': Si
F(a'st) = (x;t) >t =1t

Entonces:
v(x;t) =v(F(2';t)) =2

y también:
w(x;t) =w(F(2';t)) =t

Luego G puede ser descrita asi, sea (z;t) € Y
G(x;t) = (251
siendo 2’ € R" / F(a';t) = (z;t), ya que, si:
F(a'st) = (23t) = G(z;1) = G(F(2'st)) = (2';1) = (v(z;);¢)

Esto implica:
F(o(z;t),t) = F(2';t) = (z;)

V(z;t) €Y

Entonces, ya podemos definir el conjunto Tj y la funciéon g del Teorema, sea:
Ty ={t e R*/(0;t) € Y}

Para cada t € ty definimos g(t) = v(0;t). Ty es abierto, ademas g € C”" en Tj, porque
G e€(C' enY, y los componentes de g son tomados de G.

g(to) = v(05tg) = v(F(z0;t0)) = 20 — g(to) = o

Finalmente:

F(v(z;t);t) = (x;t) V(x;t) €Y
Considerando los componentes R"™ de F:
f(z;t)t) ==
Tomando x = 0, Vt € Tj:

f((0;¢);t) =0
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Pero v(0;t) = ¢(t), entonces:

2.4. Espacio Dual

Definicion: Sea V un K-espacio vectorial. Se denomina espacio dual de V, y se le

denota V*, al k-espacio vectorial:
Vi={f:V = K}.

tal que f es una transformaciéon lineal. A los elementos de V* los llamaremos formas
lineales o 1-formas.

Vamos a intentar calcular una base de V*. Para tal fin, consideremos B = {vy,vg, -+ ,v,}
una base de V. Construyamos n formas lineales, {¢1,p2, -+, ¢, }, dando la imagen de

cada vector de la base B:

i V=K
wi(v1) =0
wi(vz) =0
pi(vi) =1
@i(vn> =0

con 1< <n.

Por lo que tenemos n aplicaciones lineales tales que ¢;(v;) = 05sii # j, vy pi(v;) =1

si v = j. Esto lo podemos abreviar de la siguiente forma:
pi(v;) = 0]

siendo 5g la delta de Kronecker, cuyo valor es 0 cuando 7 # j, y 1 cuando i = j.
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Veamos que {1, @2, -+, ©n} es base de V*. Como tenemos n vectores, y dim(V*) = n,

solo queda ver que son linealmente independientes.

Supongamos que 711 + ro@s + - - - + rpe, = 0, es decir, Yo € V:
(r1p1 + r2p9 + - + 1) (v) = 0
Si, por ejemplo, hacemos v = vy, tenemos:
(r1p1 + 122 + -+ 1) (V1) = 0 = r11(v1) + Top2(v1) + -+ Tn(v) =0

s6lo ¢1(vy) # 0, entonces, si r1p1(vy) =0y pi(v) = 1, significa que r; = 0.
Haciendo lo mismo para cada componente de la base de B, {vy,vs,- -+ ,v,}, tenemos

que r; =1y = -+ =1, = 0. Por lo que {¢1,92, -+ ,pn} es base de V*, y la llamamos
base dual de B.

Sea B = {vy, -+ ,v,} una base de V' y sea B* = {¢1, -+, p,} su base dual:

= Dadowv € V, podemos escribir v = Z?:l Q;v; = a1v1+- - - a,v, con a; € K. Entonces,

para cada 1 < j <n,
901(7)) = @1(0101 + - anvn) = a1901(01) T an%(vn) =m

Pa(v) = p2(a1vy + - - - apv,) = a1802(171) + - anpa(vy) = ag

©n(V) = pplarvy + - - anvy) = a1pn(v1) + - - - anen(vn) = ay

Luego vg = (¢1(v), -+, pn(v)) = vpg = (a1, -+ ,an)

» Seap € V*; o = P11+ -+ - + Bupn. Entonces, V1 < j < n:
w(v1) = (Brpr + - -+ Bun) (V1) = Brpr(v1) + - + Bupn(v1) = F1

©(v2) = (Brpr + - + Bun) (V2) = Brp1(v2) + - - + Brgn(va) = B2

Luego pp- = (¢(v1), -+, ¢(vn)) = (Br, -+, Bn)
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Proposicion: Sea V un K-espacio vectorial de dimensiéon n, y sea V* su
espacio dual. Sea B; = {¢1, - ,¢,} una base de V*. Entonces existe una tnica
base B = {vy,--- ,v,} de V que satisface B* = B;.

Demostracion. Sea By = {wy,- -+ ,w,} base de V y Bj su base dual. Para cada 1 <i <n,
se tiene que:
(%)B; = (pr(wr), -+, o1(wn))

(902)35 = (pa(w1), -+, pa(wy))

(‘pn)Bg = (pn(w1), -+ n(wn))

Como {¢1,- -+ ,¢,} es un conjunto linealmente independiente, entonces se tiene que
{(¢1)Bs, (02)Bs, -+, (@n)B; } también es linealmente independiente. Esto implica que la
matriz:

p1(w1) - - p1(wy)

M= pa(w1) - - - pa(wn)

n(wy) -+ - o (wn)

tiene inversa. Ya que sus filas son linealmente independientes.

Sea A = (a;;) la matriz inversa de M, entonces M - A = I, siendo [ la matriz identidad.

Entonces:
0ij = (M - A)z’j = Z Mg - Agj = Z wi(wy) - axj = %(Z Agj wy,)
k=1 k=1 k=1

. n s
Para cada 1 < j <n,v; =) ;_, agj - wy, es decir:
V1 = Q1] W1+ Q1 - Wo + + 00+ Apy - Wy

Vg = Q12 - W1 + Q22 - Wa + -+ + Qpa - Wy

Up = Q1p - W1 + Qop - W+« - + Gpp - Wy

Entonces, esta claro que ¢;(v;) = d;; Para acabar de demostrar que es {vy, - ,v,}

base, como tiene dim = n = dim(V') = dim(V*) falta ver que este conjunto es linealmente
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independiente. Para ello, si 2?21 a;v; = a1v; + - - - a, v, = 0, tenemos que:

n

0= @1(2 a;vj) = a1p1(vy) + - - app1(v,) = a1 = a3 =0

J=1

0= 0n(> a0;) = a1n(v1) + - @n(va) = @y — a, = 0
j=1

Por lo que {vy,- -+ ,v,} es linealmente independiente y es base. Falta probar la unicidad.
Supongamos que B = {vy, -+ ,v,} vy B' = {uy, - ,u,} son dos bases de V tales que:
B =(B)" ={¢p1,- on}
entonces, V1 <17 < n,

(ui)p = (pr(us), -, onlug)) = (51,1'; oy Oy ,517,,2‘) = (v)B

entonces u; = v;, y queda probada la proposicion. O

Definicion 2. Sea V' un K-espacio vectorial y sea S un subespacio de V. Llamamos

anulador de S al conjunto:
S?=AfeV/f(s)=0Vse S ={feV"/SC Kef(f)}

obviamente S° es un subespacio de V*, ya que:
» 0es5°

» Si f,g € S° entonces f(s) = 0 yg(s) =0V s € S. Entonces (f + g)(s) =
f(s)+g(s)=0V seS. Luego, f+g€S°

» SihNe Ky fe S entonces (A f)(s) =A-f(s) =A-0=0,V s e€S. Luego
A fese

Proposiciéon: Sea V' un K-espacio vectorial de dimensiéon n y sea S un subespacio

de V. Entonces, dim(S°) = n — dim(S)
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Demostracion. Sea {vy,--- ,v,} una base de S, y sean v,41, - ,v, € V tales que B =
{v1,++ ,Ur, Upq1,- -+ , Uy} es una base de V. Sea B* = {1, -+, @r, Pri1, -} C V* la

base dual de B. Entonces, V r + 1 < ¢ < n, tenemos que:

<,0r+1(111) = 90r+1(’02) == 90r+1(vr) =0

Pn(v1) = n(v2) = -+ = pn(v,) =0

Como ¢; se anula sobre todo el subespacio S — {@,41, - vn} C S° Esto implica que
{@r41, -+ ©n} es un conjunto linealmente independiente, por ser parte de una base. Falta
ver que también es un sistema generador.

Sea g € S°, como B* es una base de V* — d aq, -+ ,a,, € K tales que:
g=o1 Q1+ as o+t + - Pn
Pero, a; = g(v;), ya que:
g(v;) = (ap-p14+ - Fag it Fan-pn) (V) = ag-p1(v;)+- i pi(v)+ - Fan-pn(v;) = a;

Ademas, como g € S°y {vy, -, v} es una base de S — g(v;) = 0 V1 < ¢ < r. Por tanto,
a; = -+ =a, =0y, entonces, g €< @r11, -+, ¢, >. Por lo que {p,11, - ¢,} es una
base de S°, de donde:

dim(S) + dim(S°) =n

Definiciéon: Sea V' un espacio vectorial sobre un cuerpo K. Su Espacio Bidual
V** consiste en los funcionales lineales V* — K, y las operaciones lineales en V** estan

definidas punto a punto.

Sea a € V. Denotemos por O, a la aplicacion 6, : V* — K definida tal que, si ¢ € V*,

entonces:

Ou(p) == ¢(a)

Para ver que ©, € V** basta probar que © es una aplicacién aditiva y homogénea:
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» Aditividad: sean ¢, ¢ € V*, entonces:
Oulp + ¢) = (¢ + 0)(a) = ¢(a) + ¢(a) = Ou(¥) + Ou(d)
» Homogeneidad: Sea ¢ € V* y A € K. Entonces:

Ou(Ap) = (Ap)(a) = Ap(a) = AB,(p)

Definiciéon: Sean (E,+,-) y (F,+,-) dos espacios vectoriales de dimension n, m res-
pectivamente sobre K. Sea f : E — F homomorfismo de espacios vectoriales. Entonces,

definimos la aplicacién traspuesta de f a:
=T P S B
donde, si g € F* — fT(g), es la aplicacion:
9 E—~K
donde, siv € E — fT(g)(v) = g(f(v)). Siengo g lineal y f(v) € F
fT es homomorfismo de espacios vectoriales, porque, si g,h € F* y o, 3 € K:

ffla-g+B-h) = (a-g+B-h)(f(v)) = a-g(f(v))+B-h(f(v)) = a-fT(g)-v+B-fI(h)-v

Es facil probar que:
s A esla matriz de f en la base B de E, B’ de F'

» AT es la matriz de fT en la base (B')* de F*, B¥ de F

2.5. Relacion Binaria de Equivalencia y Conjunto Co-

cliente

Una relacién binaria es una relaciéon de equivalencia si y solo si es reflexiva, simétrica
y transitiva. Es decir, si A es un conjunto, entonces R es una RBE si cumple las siguientes

propiedades:
Reflexiva: Vo € A, (z,2) € R
Simétrica: (z,y) € R — (y,z) € R

22



Transitiva: (z,y), (y,2) € R — (x,2) € R

La RBE define un conjunto de clases. De modo que la clase:

[z] ={y € A/z ~y}

Sea R una relaciéon binaria de equivalencia en el conjunto A, definimos al conjunto

cociente por la relaciéon R al conjunto:
A/R={[a]g :a € A}

También se le conoce como conjunto de clases, ya que este conjunto tendrd como
elementos a las clases de equivalencia de una relacion. Dado y € [z], se dice que y es un

representante de la clase [z].
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Capitulo 3

VARIEDADES DIFERENCIALES

3.1. Introduccién

En muchos problemas de la geometria, mecénica, etc, existe un subconjunto de R"
como region en la que se puede variar la posicion de un punto, el cudl esté definido por
ciertas ecuaciones. Las coordenadas que nos definen la configuracion de un sistema, deben
de satisfacer ciertas ecuaciones. A modo de ejemplo, el movimiento de una varilla rigida

de longitud [ como extremo fijo en (zg, Yo, 20), puede tener otro extremo en:
(x—20) + (Y —90)* + (2 — 20)* = I

Por tanto, so6lo serdn admisibles como soluciones del problema aquellas que, ademas de
satisfacer las ecuaciones de Lagrange, satisfagan también la ecuaciéon anterior.
En general, las coordenadas z1,--- ,x, que definen un problema mecénico o de otro

tipo deben de cumplir m ecuaciones:
Fl(xla”' 71:71) :0

FQ(:E17"' 7xn):O

Fm<xla"' ,,Tn) =0

siendo m < n.
Si estas funciones Fy : R™ — R™ son diferenciables, nos definirdn una variedad
diferenciable en R" cuando el rango de la diferencial de ? es igual a m en todos los

puntos de su dominio.
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Si Fi(20) =0VEk=1,---,m, entonces:

—

rango(DF(zp)) =m

en un entorno U de zj, 1 <.
Mas en general, existe o, una permutacion de S,, de modo que i [ = m — n se tiene

que

OF,
det(—2) #£ 0
Lo (i)
coni=1,--- ,n. Por el Teorema de la Funciéon Implicita:
To(1) = Zo)(To(1), - - - To(1))
LTo(n = Ta(ml (l‘a(l)a SR 7xa(l))

Esto define una aplicacién ¢ : U — R™ donde Ues un abierto en R! dado por el teorema de
a funcion implicita de modo que ¢(zo(1y, - .., 2oq)) = (#1,...,2m) € M para un entorno
de cada punto ¥y € M.

Al conjunto de variables independientes (2,(), ..., @) lo llamaremos carta loca de

M centrada en el punto 7y de M.

Por tanto, realmente nos basta, en el entorno de cada punto, con [ = n—m coordenadas
independientes para definir el sistema.

Si se tiene un dominio abierto W en R! relacionado con el abierto U C R! mediante
un funciéon biyectiva y diferenciable ¢, se tiene otra carta local entorno a 2y € M dada
por (W, ¢ o g).

En lo sucesivo estudiaremos de un modo mas abstracto desde un punto de vista topo-
logico el concepto de variedad diferenciable.

Para la confeccion de este capitulo utilizaremos [5], [2] v [4].
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3.2. Variedades

Para definir desde un punto de vista mas abstracto del concepto de variedad diferen-

ciable procederemos como sigue

Definicion 3. Sea M un espacio topologico. Una carta local en m € M es una aplicacion
F:U— W, siendo U abierto en M y W abierto de R™, tal que F' es un homeomorfismo

(F biyectiva; F y F~1 continuas). Diremos que M es una variedad n-dimensional.

Al abierto U se le suele denominar como def (F') y a W como im (F'). A la aplicacion
F se le denomina carta local en la variedad M. Cuando denotemos una carta simplemente

por F' debe ser tenido en cuenta que F' lleva asociados los abiertos def F' e im F')

Definiciéon 4. Sea M un espacio topoldgico. Una estructura diferenciable de dimension n
y clase C* en M (o subatlas de dimension n y clase C*) es una familia de cartas {F;}icr

tal que:

1) Udef(F) =M

il
2)Yi,5 €I condef F;Ndef F; # 0 se verifica

Fjo F7' . Fi(def F; N def F}) — Fj(def F; N def F}),

es una aplicacion de clase C* biyectiva.
A la sequnda propiedad se la conoce como Condicion de Compatibilidad de Cartas.
(En la siguiente figura, U = def(F;) y V = def(F})).

St k =0 la variedad se denomina variedad topologica.

Nota: Mientras no se exprese lo contrario, se trabajard con variedades de clase C*°

26



Definicién 5. Sea {F;}icp, {G,}jes dos subatlas en M, diremos ambos subatlas son
coptibles y lo denotaremos por que {F;} ~ {G;} si su union es un subatlas en M. Esta

relacion es de equivalencia.

Se sobreentiende que estamos hablando de subatlas de la misa dimension y de la misma

clase.

Definicion 6. Un atlas en un subatlas mazximal, o equivalentemente una clase de equiva-

lencia de subatlas .

Definicién 7. Una variedad diferenciable de dimension n y clase C* es un par for-

mado por un espacio topoldgico M 1y un atlas de clase C* y dimension n.

Definicion 8. Sean M y N dos variedades diferenciables y f : M — N una aplicacion.
Diremos que f es una aplicacion diferenciable de clase C* siNVx € M yV F carta de M,
G carta de N con f(x) € G, se verifica que:

Go foF ' iim(F)NVy — im(G)
es de clase C*, siendo Vi, entorno de F(x)
Si dim(N) = dim(M) y ademds f : M — N y f~' : N — M son diferenciables,
decimos que [ es un difeomorfismo y que M y N son variedades difeomorfas.
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Definicion 9. Sea M una variedad diferenciable y {F;}icr atlas de M. Sea N C M,
diremos que N es una subvariedad de M si {F!},c; = {F; N N}ier forma un atlas de
N.

Nota: Esta definicién no es la mas general de subvariedad, pero para este trabajo es

suficiente.

Teorema 11. Toda variedad es subvariedad de R", con N lo suficientemente

grande.

No se incluye la demostracion, por ser excesivamente larga y compleja, lo cual excede

en mucho los objetivos de este trabajo.

3.3. Variedades embebidas

Decimos que M es una subvariedad k-dimensional embebida de un espacio euclideo

R™ si en un entorno U € R™ de cada punto m € M hay n — k funciones:
fl U —= R

szU—)R
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fn_kIU—>R

tal que la interseccion de U con M = {# € R"} viene dada por:
n—=k
Fe (!
i=1
y los vectores gradientes de cada funcion (grad(f;)) en x son linealmente independientes.

X,

Se puede demostrar que cada variedad puede ser embebida en algtn espacio euclideo.

Nota: Como norma general denotaremos con F, G, etc, a las cartas y a f, g a las apli-
caciones entre variedades. Asf mismo, denotaremos por V f; = df; (aplicacion dferencial).

En las variedades embebidas, sea ? . R* — R"* la diferencial de esta funcion

vectorial es:
Vfi
\V4
pi=| "
an—k

cuyo rango es n — k.

x;, _, de modo que:

Elmipxim e
8272'1 ’ 8:27;2 ? ’ 8Iin7k
Ofr 0f2 .. _Of
Oz 7 Oxi, ) Oz,
afnfk afnfk s 8fn7k
axil ’ E)xig ’ ’ 8‘(Ein7k
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tiene rango n — k

Por el Teorema de la Funcion Implicita:

Tiy = T4y (fﬁin_kw e T,
Liyg = Ly (.’EinikJrl, e ,l’m)
xin—k = xi'n—k (xin—k+1’ ctt 7$in—k)

siendo x;,, T;,, - - - x;, _, las coordenadas de una carta I' en el abierto de m.

def(F)=UNM
3.4. Ejemplos

» Sea S? la esfera unitaria con ecuacion z? + y? + 22 = 1. Sea N = (0,0, 1) un punto
sobre ella (el polo norte) y el punto S es el polo sur. Sea Z = —1 el plano tangente
a la esfera en el punto S. Sea NM la recta determinada por los puntos M € S? y
N. Como se ve en la siguiente imagen, M’ es el punto de interseccion de la recta
NM con el plano 7. Diremos que M’ es la proyeccion estereografica del punto
M € S? al plano Z = —1.

Podemos definir la recta N M de la siguiente manera:

NM ={(0,0,1) + t((z,y,2) — (0,0,1)) : t € R}
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por lo que debemos encontrar t € R tal que la tercera coordenada sea -1. Un punto
de la recta NM tiene la forma (¢t - z,t-y,t- (2 — 1) + 1), donde, si igualamos la

tercera coordenada a -1:

t-(z—l)—i-l:—l—>t(z—1):—2—>t:1
—z

por lo que, la aplicaciéon que manda cualquier punto de la esfera (menos el polo

norte) al plano Z = —1 € R? podemos definirla asf:

F:S*\N = R*:

tal que, Fi(x,y,z) = (127‘”, ff’z). Por lo que Fj esta bien definida. Demostremos que

es inyectiva. Sean (z,y,2) y (u,v,w) € S*\ N, entonces:
2x 2u 2y 2v

Fl(x,y,z):Fl(u,v,w)él_Z:1_w Y =

pero, 22 + 9% + 22 = 1 y u? + v? + w? = 1, lo que implica que:

1+ 2 1+ w

1—2z 1—w

con lo que, al desarrollar, nos queda que z = w, lo que implica que x =u y y = v.
Entonces F es inyectiva. Veamos que también es sobreyectiva. En efecto, para un
punto (z,y) del plano, lo consideramos como (z,y, —1) y escribimos la recta que lo

une con N de esta forma:
NM'" = {(0,0,1) + s((x,y,—1) — (0,0,1)) : s € R}

de donde un punto de NM’ tiene la forma (s -z, s-y,1 — 2s). Un punto pertenece
a la esfera si y solo si:
(s2)* + (sy)® + (1 —2s)° =1

y esto pasa para s = Por lo que:

4
z2+y2+4 .
Fi' R — 5?

4z 4y x24y2—4
$2+y2+47 $2+y2+4’ $2+y2+4

Por lo que F} es una aplicacién biyectiva. Y, como F| y F;' son continuas, la

si (z,y) € R?, entonces F, *(z,y) = ( ) es la inversa deseada.

proyeccion estereografica es un homeomorfismo, es decir, es una carta de la esfera.

Siguiendo un procedimiento similar pero calculando la proyeccion estereografica des-
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de el polo sur, obtenemos que F» también es una carta de la esfera y que {F, Fy}

forma un subatlas de S2, ya que cumplen la condicién de compatibilidad de cartas.
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Capitulo 4

ESPACIO TANGENTE Y
COTANGENTE

4.1. Introducciéon

A continuacion, veremos que, si M es una variedad diferenciable de dimensién n y
clase k, con k£ > 0, es posible encontrar en cada punto m € M, un espacio vectorial
real de dimension n llamado espacio tangente a M en m. Al mismo tiempo, podemos
encontrar el espacio cotangente, que es el espacio dual del espacio tangente.

Este capitulo lo abordaremos a partir de [5], [2] y [4].

4.2. Espacio tangente

Definicion 10. Sea M wuna variedad diferenciable. Sea m € M. Representamos por

L(M,m) al conjunto de curvas diferenciables:

tales que o(0) = m.

En T'(M,m) definimos la relacion ~ como:

d(foa),
an e S22 (0) = B2 )
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cona, B € N(M,m) yVf: M — R diferenciable. Esta relacion es una relacion binaria de
equivalencia. Sea M, = m el congunto cociente (también representado como T,, M ).
A este conjunto lo llamaremos espacio tangente a M en m. Sea p : T'(M,m) — M,,
la proyeccion natural que aplica cada curva o € I'(M,m) en su clase de equivalencia. Sea
v=p(o) € Myp; f:U — R (U entorno abierto de m en M ), definimos:

_d(foo)
S dt (0).

v(f)

A v(f) se le denomina accion de v sobre f en m. Evidentemente, se tiene:

1) v(a-f)=a-v(f)
2)v(f+g) =v(f)+v(9)
3) v(f - g) = W20l (0) = Ao (0) = (g0 5)(0) - v(f) + (f 0 0)(0) - v(g)

v es por tanto una derivacidn en el dlgebra de funciones diferenciales en U.

Teorema 12. El espacio tangente 7,,M es un espacio vectorial de dimension

igual a la dimensi6én de la vaiedad M.

Demostracion. Un vector v € T,,, M queda totalmente determinado por su accién sobre las
funciones diferenciables definidas en entornos de m. Sean a,b € R; v,w € T, M v = p(«);
w = p(B), con a, € I'(M,m).
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Sea ¢ una carta de M centrada en un ¢(m) = 0. Llamaremos ecuaciones de « : I —

M en esta carta a las funciones:
a'(t) =r"opoalt) = ¢ oalt)

alt) = ¢ (rlopoa,-- 1" opoa) =g (gl oa, " oa) =T (al(t), -, (1))

siendo 7 = i-ésima proyecciéon de R™ sobre R.

Sea v € I'(M,m); y sean a,b € R, entonces:
Y=a-a'+b- = At) =9 (Y (), " (1)
es diferenciable. Por otra parte,
Y(0) =9 Ha a'(0)+b-B(0), - ,a-a"(0) +b-(0)) = ¢~} (0) =m

por lo que v € I'(M,m).
Sea f:U C M — R diferenciable, m € U.

p(p) = WD ) = Q02 oy = W00 0le 0t b D) g
. (a<fao7jz)0_ )(0) ) d(TZ Odgto o Oé) (0)) +b- (a(faorzp_ )(0) ) d(?“Z Od(f o ﬁ) (O)) —
d(f o0 d(f o)

@ (B2 0) b (22 0) = o) + b w(f) =a-pla) + b p(8)

Como la suma de vectores tangentes esta definida y también el producto por un escalar,

por tanto T,,M tiene estructura de Espacio Vectorial O

4.2.1. Base de T,,M

Teorema 13. Sea M wvariedad diferenciable, con m € M. Sea ¢ carta y sean las curvas

Tj € ['(M,m)V 1< j <n. Estas curvas constituyen una base de T,, M

Demostracion. Dada la carta ¢, consideremos las curvas 7, € I'(M,m) V1 < j < n,
dadas por las ecuaciones (r* o @ o 7)(t) = (7)(t) = 0% - t. Es decir:

90(7_1)(75) = (t,O, T 70)

90(7_2)(t) = (Ov by vO)



@(Tn)(t) = (07 0,--- 7t>

Sea a € I'(M, m) — Veamos que {p(71), -+ ,p(7,)} es una base de T,,,M.
Sea f: M — R diferenciable, entonces:

d(f o Ifop! d(riocpor
() () = W2 ) = A28 gy A2 20T )
Pero como %(O) = %(O) = d(i;t) (0) =0!

) (1) = Lo ) = AL2

Ao (omy) - 5 = 2L 27D (omy)

dr; i or;
Consideremos la combinacion lineal: D7  v(¢") - p(7;) con v = p(a) para algin « €
L'(M,m).
Entonces:

~d(r'opoa) « I(foy™! d(f o)
A2 ). A2 gy = HL2% 0) = ()
i=1
Tenemos que v = Y_"  v(¢")p(r;), es decir, los vectores p(r;) € T,,M forman un
sistema generador de T,, M
Veamos que, ademés, son Linealmente Independientes.

Si existe una combinacion lineal tal que A -p(1;) =0 = V5,1 <j<n
- 7 % 30 ° 7—1 % 5J t 7 )
=3 s~ 3 > SRR
i=1
Por lo que M = 0, Vj,1 < j < n. Por tanto p(7;) son Linealmente Independientes y:

{p(Tl)ap(7—2>a e 7p(7_n)}

es una base de T, M y dim(T,,M) = n = dim(M). O
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Nota: Dada una carta F' de coordenadas (z1,--- ,x,), denotaremos por abuso de
lenguaje y practicidad, p(t;) = %, pues p(t;) f = 8—£(m) (entendiendo que f esté repre-

sentada en la carta F', esto es por fo F™1)

4.2.2. Cambio de base en T,,M

Teorema 14. (Cambio de base) Sean F,G dos cartas en M con m € def(F) y
m € def(G). Sea F = (x1,--- ,2,) Yy G= (y1,--,yn), entonces:

Demostracion. Aplicamos la igualdad anterior sobre cada una de las componentes (y1, yo, - - -

de donde resulta:

dy; Ok~ O Oy
L 99| 5. — %Yk
8@ Z Ox; Oy, ; ;| 7 R on,

por lo que queda demostrado el teorema. O

4.3. Espacio cotangente

Llamamos espacio cotangente a M en m al espacio dual de T,,M, y a sus elementos
los llamamos 1-formas. El espacio cotangente lo solemos representar por 1Tx M 6 M.
Sea:
f:M—R

una funcion diferenciable.

Definicién 11. Liamaremos diferencial de f en m a la aplicacion d,,f € T, M:

i) = T Z i) = ()

i=1
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(dmf)(a-v+b-w)(f) =a-dnf(V)+b-dnf(w)

por lo que esta aplicacion es lineal..

Dada una carta de coordenadas x°, 8‘21- . forma una base de T,, M. Su base dual es
dxt, ya que:
;0 ozt ;
A (G m) = o Y
4.3.1. Cambio de base en T, M
d

Sea otra carta de coordenadas ¥*, entonces forma otra base. Por lo que d,,3* son

oyt

m

bases de T,,,M y T» M. Tenemos que:

0 .0
| = Z al —
or'|, - oy,
entonces:
0 . . Oy" .oy 0 "L Oy 0
or'|, - oy |, ozt|, ~~ 0x'|, = oxt|, oy,
Anélogamente se comprueba que
"L g ,
i J
At =3 3|
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Capitulo 5

FIBRADO TANGENTE Y
COTANGENTE

5.1. Introducciéon

A continuaciéon vamos a definir, a partir de los espacios tangente y cotangente, dos
variedades: el fibrado tangente (T'M) y el fibrado cotangente (T*M), los cuales son de
gran interés en desarrollos posteriores.

Las principales fuentes de este capitulo son [5], [2] y [4].

5.2. El fibrado tangente

Sea M una variedad diferenciable, consideremos los conjuntos TM = |J T,,M y
meM

"M = \J T;M. Sea v, € T,,M, definimos la aplicacion:

meM

7:TM — M

donde, dado v, € T'M, se tiene que 7(v,,) = m. Ademas 7 es una aplicacion suprayectiva.
Sea {@;}icr un atlas de M. En T'M, definimos {¢; };,c; de modo que:

def (¢;) = 7" (def(s)).
@i : def(d;) — R*"

donde, si v, € def(¢;), se define ¢;(vm) = (¢s(m), dpa? (v,)). Siendo 27 1a j-ésima funcion

coordenada de la carta ;.

39



Udef(o:) =" (def () = a7 Jdef(pi)) =" (M) =TM

el 1€l el
¢; es una biyeccion de def(¢;) en el abierto im(p;) x R"™. Ya que, ¢; es inyectiva, pues ¢;
1o es y dma! es base de T M, ademés, ¢; es suprayectiva, pues (t/,p7) € w;(def(p;)) x R™.

Entonces:

BP0 0 ) = (1 ), ot () =

'7tn7 '7tn)):(t1>“'7tn7p17"'pn>

Sean ¢ y 1) dos cartas de M, con def(p) N def(y)) # 0.
Sean @, ¢ dos cartas de TM con def(@) N def(y)) # 0, inducidas por las cartas ¢ y 1)
de M, siendo (x!,- -, 2") las coordenadas de ¢ y (y',--- ,y") las coordenadas de 1.

Sea (', p?) € ¥(def(p) Ndef(v)), entonces:

o
=Zpayi<w '

Por otra parte:

Pl =R p (0 ) = (0 v 0) ! (S0 (67 (1) =

7 A

8x9
(poy™

)

i

Como ¢ o ¢! es diferenciable y > 7" lngz] (4¥71(t")) también lo son — @ o ™! es
diferenciale. Por tanto {¢;}icr es un subatlas de TM.
A TM, con esta estructura, se le denomina variedad tangente. Analogamente, se

puede dotar a T;; M de una estructura de variedad diferenciable, donde:
m:TM—M

es una aplicacion diferenciable y abierta, es decir, la imagen de un abierto es un abierto.

Un fibrado vectorial de dimensién k£ sobre una variedad de base M y dimensién n,
es M x V', donde V' es un espacio vectorial. Evidentemente, la variedad tangente T'M ~
M x R™ y, por tanto, es un fibrado vectorial. A T'M se le denomina fibrado tangente a
M.Sinm:TM — M, aplica v € TM en w(v) = m, y se le denomina proyecciéon del
fibrado.
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5.3. Diferencial de una aplicaciéon

Sean M y N dos variedades diferenciables. Sea f : M — N una funcién diferenciable,
con dim(M) = ky y dim(N) = ko. Sea m € M, f(m) € N. Sean F, G cartas tal que

m e def(F)y f(m) € def(G).

Diremos que, si Im(F) = imagen de F' = abierto de R* y Im(G) = imagen de G

— abierto de R*2, entonces:

f es diferenciable si G o f o F~! es diferenciable en F'(m), y esto es independiente de
las cartas elegidas, debido a la Condicién de Compatibilidad de cartas (explicada en el

capitulo 2).

Llamamos diferencial de f a f,.

Siendo 7, la proyeccion del fibrado en la variedad y, de modo que



y también:
(T, M) =m

Sea m € M; I'(M,m); vy, € T,,M, entonces 3o € I'(M,m) tal que p o = v,

f oo es una curva de I'(N, f(m)). Tomamos:

fem(Vm) = p(f o 0)

Veamos que fyn(v,) no depende de la curva o elegida como representante de la clase.

Sea v~ o ysea h:U — R, entonces, si ¢ es una carta:

_d(hofoo), d(hofoploypoo)
p(foo)(h) = ————(0) = o (0) =
— —~d(hofop™) d(¢p'oa) " d(hogop™) d( o), .
= T Um) T 0) = T ) - S0
:d<hof090—109000)(0):d(hofoy)(o):p(fo,y)(h)

dt dt

Por lo que p(f o o) = p(fo7)

Teorema 15. La aplicacion:
f*m T M — Tf(m)N

es lineal.

Demostracion. Sea a,b € Ry sean v,w € T,,M. Sea h : M — R, entonces
da, f € I'(M,m)

tal que v = p(a);w = p(B)
Ademas, f(a-v+b-w)=p(f(a-a+0b-pF)), por lo que

fow(a-v+b-w)h=p(fla-a+b-B))h=

_d(hofla-a+b-p) « x~dhof) = da-a+b-5)
B dt =2 Oz, (m) - dt (0)

i=1
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d(ho foa)
T

— a(fore (V) + D fo (W)l = (@ Foe(0) + - e (w) .

d(ho fop)

(0)+b- pn

(0)=a p(foa)h+b-p(fopB)h=

= a

Para todo h, tenemos que:

fos(a-v+b-w)=a- fi(v)+0b- fu(w)

por lo que f,,. es lineal y queda demostrado. O

Teorema 16. (Regla de la cadena)
Sean M, N, S variedades diferenciables. Sean f : M — Ny h: N — S,

entonces se tiene que (ho f).(v) = h, o f.

Demostracion. Sea v € T'mM y sea v = p(«), entonces
(ho fam(v) =p((hof)oa)=plho(foa))=

= gy D (@) = Ty © Fum (v)

por tanto

lo que de modo genérico resulta

(ho f)u(v) = huo f.
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5.4. Fibrado Cotangente e Imagen Reciproca

Llamamos fibrado cotangente de la variedad M a:

T°M = (TM*) = | ] T;,M
meM

Por otra parte, T*M ~ M x (R™)* y, por tanto, es un fibrado vectorial.

Sea la aplicacion 7 : T*M — M donde si w € T*M, entonces m(w) = m. A esta
aplicacion se la denomina proyeccién del fibrado.

Definido el fibrado cotangente, dada una aplicacion diferenciable, f : M — N, donde
M y N son variedades diferenciables, llamamos imagen reciproca de f (o retroaccion) a la
aplicacion definida por:

It Ty N — T, M

siendo f;, el dual de f.. Llamaremos imagen reciproca por f a:

sio e T}‘(m)M .

Estos conceptos que aqui aparecen de modo somero son de gran importancia en campos
tales como la mecéanica clasica, Cuando se tiene un sistema mecénico sometido a restric-
ciones de igualdad, aparece de modo natural la llamada variedad de configuracion V' la
cual representa el conjunto de posiciones en que e puede encontrar el sistema mecanico.
El analisis del movimiento entorno a un punto de un estado posible representado por un
unto de la variedad de configuracion se realiza mediante el uso de castas locales alrededor
de ese punto. La velocidades son vectores tangentes a | variedad de configuracion .

La mecanica clasica desde un punto de vista matematico se trata desde el punto de
vista lagrangiano, a partir de principios variacionales, existiendo una funciéon llamada
lagrangiano L : TV — R. a partir de la cual se puede estudiar todo el movimiento

Un punto de vista més geométrico es la mmeanica hamiltoniana que parte de una
funcion H llamada hamiltoniano H y que es una aplicaciéon de da llamada variedad de
fases M =T*V en R.

La variedad de fases puede ser dotada de una estructura geométrica natural, la cual
induce as ecuaciones de movimiento. Un magnifico estudio de estos métodos puede verse
en [2].

Obviamente es mucho el trabajo que resta para llegar a estas formulaciones, siendo

este trabajo tinicamente una primera introducciéon a estos campos.
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Capitulo 6

CONCLUSIONES

En este trabajo, en primer lugar, a través del Teorema de la Funciéon Implicita y
el Teorema de la Funcién Inversa se introduce el concepto de carta local definida en
un subconjunto de R™ dado por Fl(Y) =0,... ,Fk(?) = 0, donde con F; : R® — R
diferenciable de clase C* y rango{dFy(7’),...,dFy(2)} =k en M = ?*1(0).

A continuacién se define de modo abstracto el concepto de variedad diferenciable de
manera que mediante el uso de cartas puede representarse localmente como abiertos de
R™, lo cual da lugar a la introduccién de una topologia en la variedad. Este enfoque aorta
una vision més topoldgica del concepto de variedad.

La definicién de espacio tangente y cotangente y la posterior construccion de los fi-
brados tangentes y cotangentes permite el calculo de la diferencial de una aplicacion y de
su imagen reciproca.

Finalmente, indicar que conceptos tan sencillos como los el conjunto de vectores fijos
de R?, no es mas que TR3. También decir que 7'M es el conjunto base donde se construye
la mecanica lagrangiana, y en 7*M, la hamiltoniana. Aunque no haremos hincapié en
esto en el presente trabajo.

Este trabajo es una base para el posterior estudio de subvariedades, campos vecto-
riales tensoriales, algebra exterior de una variedad, derivada de Lie, diferencial exterior,
integracion en variedades, etc. Esto es un amplio campo de las mateméticas donde se
puede formular de un modo correcto una gran cantidad de problemas, si bien esto excede

en mucho lo que es este trabajo de fin de grado.
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