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Resumen

En este trabajo se aborda el estudio de un tipo particular de funciones llamadas arménicos
esféricos. En primer lugar, se ha estudiado de modo somero el problema de Sturm Liouville,
para una vez conocido este, introducir los polinomios de Legendre y las funciones adjuntas de
Legendre para finalmente llegar al estudio de los armonicos esféricos.

Estas funciones son de gran interés, ya que en el caso de los polinomios de Legendre son
un sistema ortogonal completo en el intervalo [-1, 1] y en el caso de las funciones adjuntas de
Legendre también lo son, para funciones continuas en el intervalo [-1, 1] con f(-1) = f(1) = 0.

Los armoénicos esféricos constituyen un sistema ortogonal completo sobre la esfera, lo cual
permite obtener aproximaciones de funciones definidas sobre la esfera en forma de combinacién
lineal finita de armédnicos esféricos. Por las propiedades anteriores esbozadas, el estudio de estas
funciones es necesario y esencial para conocer el campo gravitatorio terrestre, el estudio de la
ecuacion de Schrodinger para el &tomo de hidrégeno, en geodesia, en el estudio de la teorfa del
potencial etc.

La motivacién de este trabajo es el conocimiento de las funciones esféricas, las cuales son
necesarias en el estudio de diverso problemas planteados en un dominio préoximo a la esfera en
los que aparece el operador de Laplace.
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Capitulo 1

Introduccion

El objetivo principal de este trabajo es el estudio de ciertas funciones que nos sirvan
como base para poder aproximar funciones en el intervalo [-1, 1] como combinacién lineal
de ellas. Este objetivo se extiende a funciones definidas sobre la esfera.

El método que se va a seguir para ello va a ser el estudio de la ecuacion de Laplace
sobre la esfera. El andlisis de este problema de un modo directo es complejo. Por lo tanto,
vamos a realizar un estudio por pasos y mas detenido.

El método seguido implica en primer lugar un estudio basico del problema de Sturm-
Liouville, el posterior estudio de los polinomios de Legendre a partir del desarrollo del
inverso de la distancia entre dos radios vectores. Posteriormente, se extiende este estudio
a las funciones adjuntas de Legendre y para finalizar, el estudio de la ecuacion de Laplace
sobre la esfera.

Este estudio se realiza mediante la técnica de separacién de variables, lo que nos lleva
a dos problemas de Sturm-Liouville. El primero de ellos, conduce a las funciones asociadas
de Legendre y el segundo a la ecuacion diferencial del oscilador arménico.

La estructura del trabajo es la siguiente:

En el capitulo 1 se introduce el problema a resolver y se trazan las lineas generales
del mismo.

En el capitulo 2 se aborda de modo somero el problema de Sturm-Liouville estu-
diandose las principales propiedades de las soluciones de este problema. El estudio de



este problema es necesario, pues como se vera en los capitulos siguientes, la aparicién de
este tipo de problemas es continuo y por ellos hemos considerado necesario el estudio del
mismo.

En el capitulo 3 se aborda el estudio de los polinomios de Legendre a partir del
desarrollo del inverso de la distancia entre dos radios vectores. La introduccion de la
funciéon generatriz de los polinomios y de su desarrollo en serie de Taylor donde los
coeficientes son los polinomios de Legendre, permite por un parte, obtener relaciones
de recurrencia entre estos y por otra parte, obtener la ecuacion diferencial de Legendre
en la cual, constituye un problema de Sturm-Liouville, cuyas funciones propias son los
polinomios de Legendre.

En el capitulo 4 se analiza el estudio de las funciones adjuntas de Legendre para ello
se estudia, P\™ = (1 — 2?)2 4 a probando que v(z) = %L satisface una ecuacién
diferencial derivada de la de Legendre. Una vez multiplicando v(z) por (1 — 2%)%, la
funcién resultante satisface un nuevo problema de Sturm-Liouville, dado por una ecuacion
diferencial llamada ecuacion diferencial adjunta de Legendre. Este capitulo, finaliza con
el estudio de la ortogonalidad y completitud del sistema de las funciones adjuntas de

Legendre.

En el capitulo 5 se aborda el estudio de la ecuacién de Laplace. Para ello, en primer
lugar, se escribe en coordenadas esféricas, se aplica el método de separacion de variables
resultando dos ecuaciones diferenciales. La primera depende de R que no trato en el
trabajo. La segunda es la ecuacién de Laplace para la esfera. Esta ecuaciéon se resuelve a
su vez también mediante separacion de variables, donde se obtiene la ecuacién diferencial
adjunta de Legendre y la ecuacién del oscilador armonico. De las soluciones de estas
ecuaciones para los valores propios que aparecen, se obtienen los armoénicos esféricos.
Finalmente, se estudia la ortogonalidad y completitud de estas funciones sobre la esfera.

En el capitulo 6 trata de las principales conclusiones y perspectivas de este trabajo,
donde a continuacién se incluye la bibliografia empleada.



Capitulo 2

Ecuaciones especiales.

2.1. Introduccion
En este capitulo se aborda de modo general el estudio de la ecuacién diferencial de
las funciones especiales.

Esta ecuacion se denomina asi, pues muchas de ellas proceden de casos particulares
de la misma.

En general se trata de un problema de Sturm-Liouville, el cual se estudia someramente
en este capitulo. Una visién més extensa y profunda del mismo puede encontrarse en [6].

2.2. Algunas notas sobre el problema de Sturm-Lioville

La resolucién del problema [§]:

Hallar los valores de \, para los cuales la ecuacién homogénea
Av + M = 0 tenga soluciones no triviales v # 0 (funciones propias) en la
regién T, con la condicién homogénea v|y- = 0 en la frontera ) de T

La aplicacion del método de separaciéon de variables, conduce a problemas de tipo
Sturm-Lioville,.



Cuando el problema se plantea en R® y T es un cilindro o una esfera, sus funcio-
nes propias seran las llamadas funciones cilindricas o funciones esféricas. Estas funciones
ademas de tener un gran interés teodrico, son de gran utilidad para resolver numerosos
problemas en campos tales como la fisica matematica, la geodesia, etc.

2.3. Ecuacioén general de la teoria de las funciones especiales.

La formulacion mas sencilla para expresar la ecuacion diferencial de las funciones
especiales aqui consideradas es la siguiente:

Ly+Ap(x)y =0 = €a,b], p(x)>0,
donde L es el operador linean definido sobre las funciones C?[a, b]

Ly = L))~ gla)y, k() 20

donde k(x) € C*[,b] y q(z) € C[, b].

Diremos que una funcién y : [a,b] — R cumple la condicién natural de acotacién en a
cuando se verifca que |f(a)| < +oo (respectivamente en b).

Ejemplos de esta clase de ecuaciones diferenciales son:

1) La funciones ecuacién de las funciones trigonométricas para el caso de funciones
y: R — R 27 periddicas

a=0, b=2m, ¢q=0, k=p=cte z€]l0,2n],
las cuales satisfacen la condicién natural de acotacion en a y b.
lo que conduce al problema  y" + Ay = 0.

Resulta inmediato que para que se cumpla la condicién de periodicidad se requiere
que A > 0.

Otros ejemplos de este problema son



2) La ecuacién de Bessel

donde k(z) =2z, p(z)=2, qlz)==, a=0, b=r
3) La ecuacién de Legendre
[(1—2*)y] + Xy =0
donde k(x) =1—22, p=1, ¢=0, a=-1, b=1
4) La ecuacién adjuntas de Legendre

141

m
(1=2%)y] + 7=y + =0

donde k(z) =1—2%, qz)="5, p=1, a=-1, b=1

5) La ecuacién de Hermite

2

donde k(z) =e™™, q(z)=0, plx)=e", a=-00, b=00

6) La ecuacién de Laguerre

donde k(z) =ze™®, q(z)=0, p(z)=e¢" a=0, b=o0



2.4. Comportamiento de las soluciones en un entorno de x=a
si k(a) = 0.

Supondremos que:
1) k(x) > 0 para a < x < b.

2) k(x) = (z — a)p(z), donde ¢(z) es una funcién continua y ¢ (a)# 0, es decir, k(x)
tienen en el punto x = a un cero de primer orden.

Si en la ecuacion,
Ly+Mp(zx)y=0 con a<zxz<b y plx)>0
o bien,

Ly = (k) Y) ~ g(aly

sustituimos

q(z) = Ap(x) = 4(2),

se convierte en

Ly =(k(r)y) —q(x)y =0, a<x<b, k)= (v—a)p(r)

Todos los resultados obtenidos en los lemas siguientes también mantendran su validez
en xr =b.
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Lema 1. Sean y,(z) e y2(x) dos soluciones linealmente independientes de la
ecuacion anterior, donde k(z) = (v —a) ¢(z), p(a) # 0. Si y1(x) tiene limite
finito para © — a (yi(a) # o), entonces y(x) se vuelve infinito para = a.

Obsérvese que yz(x) se puede representar, mediante la solucién linealmente indepen-
diente y;(z), en forma de cuadratura. Por lo que tenemos

’

yo () Ly (x) — y1(x) Lyz(x) = [k(x) (y2yy — y195)] = 0.

De aqui se obtiene que el wronskiano de las funciones y; e ys es igual a

Y1Ys — Yoy, = C/k(z),

donde C # 0. Ahora si dividimos entre y7, tendremos que

yly; o y2y/1 _ C N (%)’ _ C
T vi k@yi w k(z)yi

La integracion de esta ecuacion desde xy hasta x nos da lo siguiente

o Cda
yo(z) = y1(x) {—/x H@) (@) @) +Ci|, a<z <. (2.1)

La funcién y;(z) es finita para x = a y se puede representar de la siguiente forma
y1(z) = (x — a)"z1(z), donde n > 0, z;(x) es continua y z;(a) # 0.

Si zg €]a, b] es un punto en el que sev erifca z;(z) # 0 para a < x < xg obtenemos lo
siguiente

ya(2) = (z — a)"2 (2) {01 - / " ( Cda } (2.2)

a—a)*o(a)zi(a)
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donde a < x < x.

Con esto, aplicamos el segundo teorema del valor medio para la integral de Riemann
y obtenemos que

yxwzwx—wwgw{criALmG;%%ﬁﬁ} (2.3

donde

Después de calcular la integral, se obtiene

(x —a)"z(z) [Cl + A(fgo_a)dg;(z_a)fzn} paran > 0
yo(z) = . O
yi(z) [C1 — Aln2=%] paran =0

De esta forma, en ambos casos sera

lim(x — a)"y2(z) = £o0

rT—ra

Lema 2. Si yi(a) # 0, entonces y(z) tiene una singularidad logaritmica en
x = a.Siy;(x) tiene un cero de n-ésimo orden para x = a, y;(x) = (r—a)"z(z),
z1(a) # 0, n >0, entonces y>(x) tiene en © = a un polo de orden n:

Es trivial. Como en consecuencia del Lema 1 si ya) = 0), entonces n > 0 se tiene

, n 21(a
lim pa(a)e = )" = =4 Y 10
Si y1(a) # 0, resulta n = 0, de donde
i~ _ a0 O

z—aln (x — a)

12



Lema 3. Supongamos que k(z) = (x —a)p(z), p(a) # 0 y que el coeficiente q(x)
estd acotado o tiende a oo cuando x — a. Entonces, para la solucion de y,(z)
acotada en el punto ¢ = a, se cumple la condicién lim k(z)y,(z) = 0.

T—a

Por un lado, supongamos que ¢(x) esta acotada cuando x — a.

Fijemos cierto valor x1, a < 1 < b e integremos desde x a 1, a <z < 11

k(@)ys () = k(1)y (1) - /gg1 g(a)y(@)da = Q(x). (2.4)

De aqui se deduce que Q(x) es una funcién continua en el segmento a < z < x;.

Pasando al limite cuando x — a, se aprecia que existe el limite

C = [lim k(z)y,(z), C = Q(a)].

r—ra

Veamos que C = 0.

donde av < & < x5 < 23.

De aqui se observa que y;(z) sélo puede estar acotada en el punto x = a con la
condicién Q(a) = C = 0.

Por otro lado, supongamos que ¢(x) no esta acotada para x — a. Es decir que,
q(x) — oo para x — a.

Esto significa, que habrd un q(x) > 0 en cierto intervalo a < x < ;. En este intervalo,
la funcién y; (z) es mondtona, por lo tanto conserva su signo en cierto intervalo a < z < z,
siendo xo < 2 y tiene y;(a) cuando x — a. De se tiene que y;(a) — oo salvo que
Q(a) = 0 de donde se tiene el resultado. [
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2.5. Planteamiento de los problemas de contorno.

Gracias a los lemas anteriores podemos obtener una serie de conclusiones para las
siguientes ecuaciones:

Ly+Xy=0 'y Ly=0

gracias al planteamiento de los problemas de contorno en un intervalo (a, b).

La solucion general de las ecuaciones anteriores es:

y = Ayi(x) + Bys(x)

donde por un lado y; y 2 son funciones independientes y A, B son constantes arbi-
trarias.

Por lo tanto, del lema 1 se tiene que si y;(z) estd acotada para x = a entonces yo(x)
se hace infinita cuando x — a.

Por lo tanto de esta condicién
| y(a) |< oo (2.6)

conocida como la condicién natural de acotacion, deducimos que B = 0.

Dicho esto, tenemos el siguiente problema de contorno, hallar los valores propios y las
funciones propias y(z) # 0 de la ecuacion:

(ky')~qy+Xpy =0, a<z<b, (2.7)

donde k(z) > 0 para x > a y k(a) = 0, con la condicién natural de acotacién en el
punto x = a

| y(a) |[< oo (2.8)

y por ejemplo la condicién de primera especie homogénea , y(b) = 0, en el extremo
x =Db.

14



Dicho esto, formulemos las propiedades generales de las funciones propias y de los
valores propios del problema de contorno (2.6) y (2.8):

1) Existe un conjunto infinito de valores propios A\ < Ay < ...\, < ..., a los cuales le
corresponden las funciones propias y; (), y2(), ..., Yo ().
2) Para ¢ > 0, todos los valores propios no son negativos, es decir, A > 0.

3) Las funciones propias y,(x) e y,(x), que corresponden a distintos valores propios
An ¥ Am, son ortogonales entre si con densidad p (x):

b
< Yny Y >= fo Yn(2)Ym () p(x)dz = 0.
4) Tiene lugar el teorema del desarrollo: Si la funcién f(x) f(x) tiene derivada primera
continua y derivada segunda continua a trozos en a < x < b; entonces f(z) admite un

desarrollo en serie en las funciones propias y,(x) del problema dado, el cual que converge
absoluta y uniformemente y viene dado por

Si f(x) satisface a las condiciones de frontera y ademas si k(a) = 0, entonces
| f(a) |< oo para 0 < ¢(a) < ooy f(a) = 0 si q(x) — oo.

15
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Capitulo 3

Polinomios de Legendre

3.1. Introduccion.

En este capitulo, se aborda el estudio de los polinomios de Legendre, lo cual es un
tépico tratado por mochos autores. En este trabajo nos basaremos principalmente en [1],

2]y 3]

Los polinomios de Legendre aparecen de modo natural en el estudio del inverso de la
distancia entre dos radios vectores.

Sea A la distancia entre los puntos My y M.

Figura 1

Ademas tenemos que r y 7o son los radios vectores y 6 es el angulo entre dichos
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vectores.

Segun la figura y aplicando el teorema del coseno obtenemos que

A =7r? 418 — 2rrgcosd

N = \/7“2+7‘(2)—2rr00089

1 1
NP2 = 2rrgcos

Supongamos que r > 7 v factorizamos la r? en la rafz

1 1 1

A \/r2 +r¢ — 2rrocost \/r2[1 + :_é — 2% cos 0]

\/[1+ﬁ—2%cosé’]

r2

Definiendo x = cosf donde -1 < x <1y p= "70 < 1 dado que r > rq. resulta d

1 B 1
\/[1—1-:—(3—2%0089] V1+p?—2pz

A partir de este resultado, definimos que la funciéon generatriz de los polinomios de
Legendre como

1

V1+p?—2px

D=

V(p,x) = = (14 p* = 2pz)=) (3.1)

donde 0<p<ly—-1<z<1.

18



3.2. Polinomios de Legendre, formula de Rodrigues.

La funcién ¥(p, ) puede desarrollarse en serie de Taylor respecto a p como

U(p, ) =Y Pula)p", (3.2)

los coeficientes P,(x) del (3.2) son los llamados Polinomios de Legendre.

Desarrollando ((3.2))

U(p, ) = Py(x) + Py(x)p + Po(x)p? + Ps(x)p® + ... + Pu(x)pF + ...

Sip=0,seve que ¥(0,z) = Py(x) = 1.

Los polinomios de Legendre son los coeficientes del desarrollo de Taylor de la funcién
generatriz;asi, se tiene
1 .d"v

Pula) = o [ ()0 (3.3)

Recordar que la derivada de la Férmula Integral de Cauchy para dervadas es la si-
guiente:

Pn) = g [

 2mi z — z)(n+D)

donde f es una funciéon holomorfa en un abierto simplemente conexo que contiene a
T es una curva que rodea a 2.

Por lo tanto, aplicando La férmula integral de Cauchy para la circunferencia tendriamos

d"y _ b€ )
0 = e

19



La C es un contorno cerrado en el plano que contiene al punto z = 0.

Volviendo a (3.2) tendriamos que

1 n! P&, x) 1 V(€ @)
W[%]/C(g—owdg_%/c g

1 x
P = g [ P

o

Centrémonos ahora en esta igualdad /1 + &2 —2x=1—2 - &

1+E -2 =(1—26) 1+& -26x=1—2%*—2z¢

€2 —26x = 2262 — 226 €% — 222 =26x — 22¢

Z—X

E1l-2)=2@x—2) - 1 -22)=2@—2) = (=2

Derivando la igualdad anterior

d€ = 25— - 2z%]dz
d§ = 2[7;2 1_ 1 (Zng)w]dz

22 -1

(3.4)



1-¢&2

¢ = 222 — ldz
Resumiendo se tiene que
1 2
—e® T A ®
y como
1 1
= = \If( ’x)
1=& 1+ -2
se deduce

2

2 1dz.

W(E, x)dE =

Con estos célculos, sustituyendo en (3.3)

P"(x) - 271 o €n+1

1 [ o, 1 2 1
P ( x>d€=2—m/c[z2_1(@)]dz

como

z—x
=2
¢ 22 —1
se quedaria de la siguiente forma,
1 1 1 1 1 221 1
— | [——(—)|dz = — (n+1) d
7'(7/ CZ2_1 é’n-‘rl)] z 7T’L 01[22_1(2_1‘) (2(n+1)>] Z,

y por tanto

1 (22— 1)
Pn(x) - 2(n+1)7T7/ /;11[(2 . x)(n+1)]d2.

21
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siendo C'; un contorno cerrado que rodea al punto z=x.

De la formula integral de Cauchy para derivadas se tiene

1 (z2—1)" 1 1 (22 —1)"
= e ——— — 7
Fole) 2D /01[<Z — ) tD) Id= 2(M) 27y n!n. /Cl[(z — x)("‘*‘l)]dz’

y por tanto
1 a
P,(z)= —[@*-1"]. O :
w(2) = oo [(@? = 1)) (3.6)

La ecuacién (3.6) se conoce como férmula de Rodrigues. A partir de ella resulta
inmediato que:

1) P,(z) es un polinomio de grado n.

2) P,(x) las potencias de = poseen la misma paridad que el nimero n, por lo que

P,(—x) = (=1)"P,(x). (3.7)

Si hacemos que x = 1, resulta que P,(1) = 1 pues igualando las siguientes férmulas
mencionadas anteriormente (3.1) y con (3.2).

1
U(p,x)=
(p,) V14 p?—2px
U(p,z) = Pulx)p"
n=0

se obtiene lo siguiente

Y(p, x)

1 - .
= = an(l’)/) .
V1+p2=2pr I

Six=1

22



1 o
———= ) Py(1)p"
V1+p2=2p HZ:O

asi,

1 1 1

Jitp—2p Ja_pp a-p)

Por lo tanto se obtiene que

T LR

sabiendo que el sumatorio se puede simplificar gracias a que p < 1.

o

1
Zp”:1+p+p2+...:
— (1—p)

Por lo tanto, tenemos que:

Asi, concluimos que que P,(1) =1 Vn > 0.

23



3.3. Formulas de recurrencia.

Tomando la férmula (3.1):

1

U(p,z) = T 7 200

Derivando respecto p se obtiene

= (1 — pr —+ pQ)(*%)

1
U (p,x) = —5 (=22 + 2p)(1 — 2p + )2

= (&= p)(1 = 20 + p*) Y

ademds si multiplicamos por (1 — 2pz + p?)

_3
U, (p, 2)(1 = 2px + p?) = (x — p)(1 = 2pz + p*) "2 (1 = 2pz + p?)

= (z—p)(1 —2pz + p*)"2) = (z — p)¥(p, x)

se obtiene la siguiente igualdad

(1= 2pz + p*) ¥, (p, ) = (x — p)¥(p, z). (3.8)
Por otra parte, tenemos que V(p,z) =Y >° P,(x)p" en serie de potencias de p.

Si derivamos respecto p

o0

Wy(p.) = 31+ 1) Pasa(2)e"

n=0

De la misma forma que antes, multiplicando ¥ ,(p, z) por (1 — 2pz + p?).

24



Se tiene

(o)

U,(p,2)(1 = 2pz + p°) = > _(n+1)Poa(@)p"(1 — 2pz + p°) =

n=0

Yoo+ D Pua(@)p" = 2px 35070 (n 4+ 1) P (2)p" + p* 3200 (n + 1) Py (2)p" =

=30+ DPasa(a)p” = 203 0Pl + 30 = DPa()f"

La idea ahora es poner las 3 series de manera que comiencen por n = 2

(04 1) Pora(2)p”) + [(1 4+ 1) Pra(@)p']) ) (0 + 1) Paga(a)p" — 221 Py () p'+
n=2

—2x Z nP,(x)p" + Z(n — 1P, (z)p" =

P (x)—i—QPg(xpl—i—Z(n—i—l)PnH (x)p"—2xP(x)p—2x Z nPn(x)p”—l—Z(n—l)Pn,l (x)p" =

n=2

Pi(x) 4+ 2Ps(x)p — 22 Py (z)p + Z n+1)P,1(x) —2znP,(z) + (n — 1) P,_1(x)]p".

Una vez hecho la resolucién del lado izquierda de la igualdad (3.9), continuemos pero
con el lado derecho.

(€= p)U(p,x) = (x—p) > _ Pula)p" =
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xZP x)p" —pZP

xZP z)p" —pZPn ,

La idea es igual que antes, poner las 3 series de manera que comiencen por n = 2

xZP )p" —pZPn |(2)p" =

zPy(z) + xP(x p+xZP x)p" — Py(x ZP” 1(

zPy(z) + xPi(x)p — Po(x P+ZCEP —1(2)]p™.
Si ahora igualamos ambas y nos centramos solo en los sumatorios, tendremos

o0 o0

D [+ 1) Py () = 2enP () + (n = )Py (2)]p" = Y _[wPa(w) = Paa(2)]p"
> [(n+1)Poa(z) — (2zn + 2)Py(x) + (n — 1+ 1) Py (2)]p" = 0.

Como p™ su coeficiente, en la serie es igual a cero V x, tenemos

(n+1)P1(x) —x(2n+ 1)P,(z) + nPy—1(x) = 0. (3.9)

Si despejamos P,_1(z), obtengo la Férmula de recurrencia
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Pyi(z) = (ni1>[:€(2n+ D)Py() —nPya(z)] O

donde se deduce que Py(z) =1y Pi(x) = z.

3.4. Ecuacion diferencial de Legendre

Tomando (3.1):

1
U(p,x) = = (1 - 2pz + p*)2
V14 p?—2px
Derivandola respecto x,
Valp,x) = —5(20) (1 = 2 + p*) )

= p(1—2pz + )7

si ahora multiplicamos a W, (p, z) por (1 — 2px + p?)

W (p, x)(1 = 2pz + p%) = p(1 — 2pz + p*) 2 (1 — 22 + p?)

= p(1 = 2pz + p*)"2) = pU(p, 2).

Por lo que hemos conseguido la siguiente igualdad

(1= 2pz + p*) W, (p, 2) = p¥(p,x).

Si despejamos V(p, x) de la ecuacion (3.9) y (3.11)

27
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[(1 = 2pz + p*) ¥, (p, 2)]
(z = p)

U(p,x) =

[(1 _ pr + p2)\1ja¢(p7 .%‘)]
P

\I/(p ) x) =
[gualando y desarrollando

[(1 = 2pz + p*)Vy(p, )] _ [(1 —2p7 + p*)Tu(p, @)

(x —p) p

(z —p) p

pV,(p,x) = (x = p)¥a(p, z).

Sabiendo que, ¥(p,z) = >~ P,(x)p", deducimos que

W,(p.x) = 3 (n+1)Pusa (w)p
y
o(p.a) = 3 Plla)p"

sustituyendo en la igualdad anterior

P (n+1)Poa()p" = (@ —p) Y Phx)p"
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Z nP,(x)p" =z Z Pl (z)p" — p Z P (x
> nPu()p" =Y aP(z)p" =) Pr_y(x)p"
n=1 n=0 n=1

ZnP z)p" = zP(x +Z$P’ p”—iP’_
n=1

Sabemos del apartado anterior que Py(z) = 1 por lo que Pj(x) = 0.

Por lo tanto, se nos queda los sumatorios

S P (a) = Y aPa) — Y P
n=1 n=1 n=1

ZnPn(x)p”—ZxP’ x)p" +Z r)pt =0—
n=1 n=1

o0

S nPu(@)" — Py(w)p" + Py ()" = 0.

n=1

Como el coeficiente de p" de la serie obtenido es igual a cero V x, obtenemos

nP,(z) — xP.(x)+ P._,(x) =0

P (z) =xzP.(x) — nP,(x). (3.11)

Por otro lado, si tomamos (3.10) y la derivamos respecto x

(n+1)Pi(x) —z(2n+ 1)P,(x) + nP,_1(z) =0
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%(n 4 1) Poii(2) — 2(20 + 1)Pa(z) + nPoy(x) = 0

(n+ )Py (2) — 2+ 1)Py(x) - 2(2n + 1) PLx) + nPL_(2) = 0.

Sustituyendo (3.12) en el dltimo término, se tiene
(n+ 1P, 1 (z) — 2n+ 1) Py(2z) — 2(2n + 1) P, () + nzP.(z) — n*Py(z) =0
(n+ 1P, (z) — (n* +2n+ 1)P,(x) + (—22n — z + an) P, (z) = 0
(0 + )Py (2) — (1 + 12 Pal) — (0 + 1P(x) = 0
Pl () = (n 4+ 1)Palw) — 2PA(x) = 0

P! (z) —nP, 1(z) —xP._,(z) = 0.

Sustituyendo (3.13) de nuevo en el dltimo término, resulta

P/ (z) —nP,_1(z) — x[zP,(z) — nP,(z)] =0
P/(z) —nP,_1(z) — 2*P!(2) + nxP,(z) =0

(1 — 2P (x) = nP,_1(x) + nzP,(z) = 0.

Si derivamos respecto x, se obtiene
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(1= #)Py(a) ~ nPoa(x) + naPufe)] = 0

—22P(2) + (1 — 2H) P (x) — nP,_(x) +nP,(x) + nzP.(z) =0

(1 — 2% P! (x) —nP,_(x) +nP,(x) + (nx — 22) P’ (x) = 0.

Sustituyendo (3.12) de nuevo en el dltimo término, se tiene

(1 —2*) P! (x) — nlzP.(x) — nP,(z)] + nP,(z) + (nz — 2z)P.(z) = 0
(1 — 2®)P)(x) — nzP.(x) + n*Pu(z) + nP,(z) + (nz — 2z)P.(x) =0

(1 —2*)P)(x) —2zP.(x) + (n* + n)P(x) =0 O
De esta forma, obtengo la Ecuacion Diferencial de Legendre.
(1 —2®)P)(x) — 22P.(x) + n(n + 1)P,(z) = 0. (3.12)

Esta ecuacién también se puede definir de la siguiente forma,

di;[u ~ )P ()] 4 n(n+ 1)Py(z) = 0

si A, = n(n+1).

L0~ )R] + AuPa(z) = 0.
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3.5. Ortogonalidad de los polinomios de Legendre

Dos polinomios de Legendre de distinto 6rdenes son ortogonales entre si.

Partiendo de la ecuacién (3.13) y tenemos dos polinomios diferentes de Legendre en
funcion de n y m, se tiene

d dP,

—[(1—a*)—= )P, =
dx[( a:)dx]—l—n(n—l— )P, =0
d dP,,

%[(1 — z?) o ] +m(m+1)P,, = 0.

Multiplicando la primera ecuacién por P, y la segunda por P, restando, se obtiene

d 2
%[(1—$ )

dP,, d ,
%]Pm - %[(1 — )

dP,,

%]Pn =[mm+1)—n(n+1)|P,P,=0

Si ahora se integra la parte de la izquierda entre -1 y 1

La dP 1 a dP
L] = g2 2Em _ 2] = g2 22m -0
/_1 dx[( ) dx [Pz /_1 dx[( ) dx [Pnde =0

Entonces, si n # m se tiene



3.6. Caracteristicas de los sistemas de polinomios de Legendre
ortogonales.

Por una parte, un sistema de funciones ortogonales se llama cerrado, si no existe
ninguna funcién continua, que no sea nula y que sea ortogonal a todas las funciones del
sistema.

Por esta razon, el polinomio de Legendre no tiene soluciones triviales para ningin
A # n(n+ 1). Por esto se deduce que y(z) = 0.

Por otra parte, un sistema de funciones ortogonales {¢,} -, se llama completo en un
intervalo [a, b].

Ademas si un sistema es completo, se tiene lugar a la relacién siguiente:

flz) = an@n(z)

fZ(x): Z TrimPn () P (T)

n=1m=1

/ Pl =3 N f2
a n=1

donde f,, son coeficientes de Fourier de la funcién f(x).

Es decir,

fo= Ni / F(@)pu(2)da

La propiedad de cerrada es una consecuencia de la completitud, también llamado
plenitud.

Sea un sistema {y,} de funciones ortogonales, supongamos que existe una funcién
continua f(x) # 0, ortogonal a todas las ¢,.

33



Entonces, respecto la plenitud del sistema de funciones {¢,}, debe tener lugar la
siguiente igualdad,

/ e =3 N2 =0

puesto que f,, = 0 por hipotesis. De aqui se obtiene que f = 0, lo cual contradice a la
hipétesis, es decir, el sistema ¢,,(x) es cerrado. O
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3.7. Norma de los polinomios de Legendre.

Gracias a las férmulas (3.1) y (3.2) se tiene que

1 oo
=Y Pula)p"
V1+p2=2pr ‘5

y elevando al cuadrado ambos miembros

1 - n S i
T [nzzo P.(z)p H; Po(w)p"]

e integrando ambos miembros respecto x entre -1 y 1, se obtiene

1 1 1 00 o . n’
[ =gt = [ L X p@rstos s

Por un lado, si nos centramos en la integral de la izquierda

! 1 (—1) 1
dr=In(1+ %2 —202) . = Z[In(1 “In(1 = o).
/_1 17 2 o= g, I+ = 2pm)ly = “lin(l 4 p) = In(1 = p)

Desarrollando en serie de Taylor cada uno de los logaritmos,

f(2) = tn(1+ p)

, 1
Fiz) = 14+
" —1



() =

(1+ )3
asi, se deduce a la n
e n+1
a4 =3 S
n=1

de la misma forma con el otro logaritmo

Mg

—In(1—
n=1
Si se suman ambos
o0 n+1
In(1+p)+(=Din(l—p Z ”.
n=1

Del numerador del sumatorio, se deduce que
(—1)"*' —1 =10 si n es par
(—=1)""! — 1 =2 si n es impar.

Por otro lado, si nos centramos en la derecha y se aplica la ortogonalidad se obtiene

e}

2 = /!
S iy = U Py
n=0 2n + 1 n=0 v ~1

por lo que se concluye que
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2
on+1

| P = 1P =

De este modo, dadas dos funciones de Legendre, se tendra:

/_l P, (z)P,(x)dr =0sim # n
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3.8. Ceros de los polinomios de Legendre.

El polinomio de Legendre P,(x) tiene n ceros, que estan repartidos por
(-1, 1) y su derivada k-ésima, tiene n - k ceros dentro del intervalo y no se
anulan en sus extremos.

Demostracion:
Para v = (z* — 1)" se anula para los extremos del intervalo (-1, 1)

2 —1)"! también se anula en x = 1 y en x # 1.

’
Para v = n(x
Gracias al teorema sabemos que al menos tiene un cero dentro del intervalo.

Lo mismo ocurre con la segunda derivada, tiene al menos 2 ceros dentro del intervalo.

De esta mismo forma, la derivada n-ésima v™ tiene por lo menos n ceros en el intervalo
(-1,1), o exactamente n ceros porque se trata ya de un polinomio n-ésimo grado.

. / .
Respecto la segunda parte, la derivada de P,, por el mismo teorema, debe tener al
menos n-1 ceros en el intervalo. Pero como este también es un polinomio de (n-1)-énesimo
grado, tiene exactamente n-1 ceros. Por lo que la derivada debe ser n-k ceros en el intervalo

(-1,1).

Podemos suponer que es cierto todo gracias al Teorema de Comparacion de Sturm,
citado en [?].

Dicho teorema

”Sean uy(x) y ug(z) dos soluciones independientes. Si z1 y 23 son dos ceros consecu-
tivos de u;(x), entonces existe un tinico cero de uy(x) en el intervalo abierto (xq,x).”
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3.9. Acotacion de los polinomios de Legendre.

x € [—1,1] por lo tanto, |P,(z)| = |P.(cosf)| <1

1 s
P(z)| < * / | cos(6) + isen(6) cos | "dip
T Jo
1 [ n
< —/ | cos?(8) + sen?() cos® |2 dy
T Jo

1 [7 n
< —/ | cos®(6) + sen?(0)|2dyp = 1.
T Jo
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Capitulo 4

Funciones adjuntas de Legendre.

4.1. Introduccion

En este capitulo se estudia un conjunto de funciones P)*(x) basadas en los polinomios

de Legendre P,(x) los cuales seran de gran interés en capitulos posteriores.

Este capitulo estd basado en [§] y [1J.

4.2. Funciones adjuntas.

Las funciones adjuntas de Legendre las obtendremos como solucién de la ecuacion

diferencial adjunta de Legendre, la cual viene dada por
d dy m?
—[(1 === A —

de x)dx]+( 1—a2

donde x € [-1,1] |y(£1)] < +o0.

)y =0,

Demostremos que A = n(n + 1) son valores propios donde n = m,m + 1,

Si reemplazamos A en la ecuacién diferencial adjunta de Legendre:

y'(1— a?) — Qxy'Hy(n(nH)—%):o.(4.2)

Y ademds hacemos la siguiente sustitucion: y = (1 — 2%)% v(z) resulta
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V(1 —2%) = 2(m+ 1)xv' + [A —m(m + 1)]v = 0. (4.3)

d™ P, (x)

Probemos que los polinomios, v,,(z) = T

para lo cual se procede por induccién.

son soluciones de la ecuacién anterior,

Para m = 0, (4.2) resulta la ecuacién diferencial de Legendre. Derivando con respeto
x se obtiene

o} (2)(1 — 2%) — 220 (x) — 2v@) — 220; () + Avg(z) = 0.
Reagrupando términos es facil obtener

VI (2)(1 —2?) — 2(1 + Dav)(x) + [A— (1(1 + D]vi(z) = 0, (4.4)
por tanto para m = 1 se satisface (4.3)).

Supongamos ahora que se cumple (4.3]). Derivando respecto a x s tiene
ol (1 —a2?) = 2z0), 4 (2) — 2(m + Vv, + A — m(m + 1)]vgi(z) =0, (4.5)

de donde reordenando se tiene

/

Vet (1= 2%) = 22[(+1) + 1ol + A = (m + 1)m + 2)Jomia(z) = 0
lo que confirma la hipétesis de induccion (4.3)).

Por lo tanto, v(z) = 422 es solucién de (4.1) solo si A = n(n+ 1) para que se cumpla

la ecuacién de Legendre, donde n es un entero positivo, por lo que se quedaria de la
siguiente forma:

wd™P,
P™ = (1—a2%)%7 —=".
e

(4.6)

esta expresion se le conoce como las funciones adjuntas de Legendre.
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4.3. Norma y ortogonalidad de las funciones adjuntas.

Vamos a calcular la norma ||[P™||.

Teniendo en cuenta (4.1) y (4.2), si multiplicamos (4.1) por (1 — 2?)™ y sabemos que
A=n(n+1)y que v(x) = ££= y cambiamos m + 1 por m obtenemos

_— dmflpn

dxm—1 '

d dmP,
A=) ——=

dx dz™

J ==\ —m(m—1)]1-2?

Introduzcamos la siguiente anotacién

! ! dm P, d"P,
n,k /_1 n k _1( xr ) dxz™ dxm’

Se nos queda una integral por partes donde escogemos

d™P, d d™P,
_ .2 \m n - _ 2\m n
u=((1—2%) T — du daz[(l ) da:m]
m P, mflp
dv:d e _d e

Sv=—2"
dxm™ dxm—1

expresandose como,

o d™P . Ldmp, d . d™P,
O e S / 4= 2y g,

dxm—1 L deml dx dx™

con (4.3) y sabiendo de A\ = n(n + 1),

1 dmflp dmilpn
L =0 [ Tt a4 1) — mm = D)(1 - 221

—1
, dz™
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an,k =0- /; (—[TL<7’L —+ 1) — m(m _ 1)](1 . .TQ)m_l dm™— Pk dm Pn>

1 dxmfl dxmfl

d" P, d" P,
dxmfl dxmfl

M%=HMn+D—WWn—UH/51—ﬁVF1

Ly, = In(n+1) —m(m — 1)|L;’f,;1 =(n+m)(n+m-— 1)L;’f,;1

De esta féormula de recurrencia se obtiene que:
Lyy=m+m)(n+m—1)..(n+1)n..(n —m+ LY, =

(n+m)! n!

(n+m)! g
n! (n—m)! L

(n —m)! "~

0 _
Ln,k -

Por lo tanto, sabiendo que cada polinomio es de Legendre y aplicando la ortogonalidad
se deduce que:

! 2 !
| P @R w)de = )
1 2n+1(n —m)!

es decir, las funciones adjuntas son ortogonales entre si y el cuadrado de la norma
sera:

2 (n+m)!

pm|1? = .
15 2n+1(n—m)!

(4.8)
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4.4. Caracter cerrado del sistema de funciones adjuntas.

Para poder demostrar este apartado vamos a necesitar el siguiente teorema:

Teorema 1. Toda funcion f(x), continua en el segmento [-1,1] y que se anule en sus
extremos, puede ser aprorimada uniformemente con cualquier grado de exactitud por una
combinacion lineal de funciones adjuntas de cualquier orden m.

Es decir, que f(-1) = f(1) = 0.

Demostracion:

En primer lugar, sabemos que las derivadas de los polinomios de Legendre %Pn(m)
son polinomios de grado n-m. Es decir,

am

dx™

P,,+1(x) polinomio de grado 1;

dam
dx™

P, (z) polinomio de grado k;

d” Pn(x)}zo:m polinomio de grado 0, 1, ... k, ... base de los R|[x];

dx™

Por lo tanto, se puede realizar una combinacion lineal mediante estos polinomios, que
junto al Teorema de Weierstrass.

Es un resultado que afirma que las funciones reales continuas definidas en un intervalo
cerrado y acotado pueden ser aproximadas tanto como se quiera por un polinomio. Es
decir, los polinomios de coeficientes reales son densos en el conjunto de las funciones
continuas sobre un intervalo cerrado.

Para cualquier € > 0 y para cualquier funcién f(z) continua sobre un intervalo [a, b] C
R, existe un polinomio de coeficientes reales, Q(x), tal que Vz € [a,b] — | f(z)—Q(x)| < e.

Dicho esto, lo aplicamos en nuestro intervalo [-1,1] y con una funcién f(z) continua
en este intervalo, Ve >0 — 3Q(z) e R / |f(z) —Q(z)| <e Vxe[-1,1].

Q(x) es un polinomio de grado k, por lo tanto 3 ¢, ¢1, ..., € R tal que

no dm



Cpn—— <
Z d m | €.
Ahora, realizamos el siguiente cambio, multiplicamos a la desigualdad por (1 — x2)%

m
2

<€

F@) 1= a2)% =3 el =29 F T Pafa)] < e(1 = 2?)

_ filx)
(1—a2)%

Dado f(x) con f(-1) = (1) = 0 (cumple la hipétesis del teorema) la podemos aproximar
uniformemente por una funcién fi(x) de manera que

36>0 / fi(z)=

Vo e [-1,-1=06] U [1—61]

@) /A - f@)] <5

| f1(x chPm |<—parak>n

Por lo tanto, tenemos
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> |f(@) = @)+ [A@) = 3 Pl

Utilizando este lema, sabemos que cualquier funcién continua en el intervalo [-1, 1],
con cualquier grado de exactitud se puede aproximar en medida mediante la funcién f(x),
continua en el intervalo y que se anula en los extremos.

Tomando una combinacion linea de funciones adjuntas que se aproximen uniforme-

mente a la funcién f(x) se demuestra la plenitud y con esto, la propiedad cerrada del
sistema de funciones adjuntas.
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Capitulo 5

Funciones esféricas.

5.1. Introduccion

En este capitulo tratara el estudio de la ecuacién de Laplace, mas en particular, la
ecuacion de Laplace para la esfera.

La solucién de este problema proporciona un conjunto de funciones propias Y;, (6, ¢)
las cuales constituyen un sistema ortogonal completo sobre la esfera.

El estudio de este capitulo esta basado en [§], [1] y [2].

5.2. La ecuacién de Laplace

Dada la ecuacién de Laplace, vamos a resolverla mediante el método de separacion de
variables:

10, ,0u 1 90 ou 1 0%

sinb55) + r2 sin? 9% B

27" 5 T e 005 0 (5-1)

Vamos ha realizar la separacion de variables de la siguiente forma:
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u= R(r)Y(6,4)

si cogemos la ecuacién (5.1) y sustituimos u = R(r)Y (6,1)

1 d, ,dR(r) 10, . 0Y(0,v) 1 Y(0,9),
par o VOO R Gt e ) T e e Y
y ahora multiplicando por r?

d  LdR(r) 1 9, . 0Y(6,%) L o*Y(0,¢), _

dr (r dr JY(6,9)+ R(T)[sine 00 (sin 6 00 )+ sin?f 2 I=o.

Si separamos a la izquierda lo que depende de R(r) y la derecha lo que depende de

Y (0,4)

dR 18 (i nOY(0,4) 1 9*Y(0,9)
2 (T)] g 98 (SN0 ) + 55 2

R(r) - Y (0,9)

La parte de la izquierda depende de r y no queda dependiendo de # ni v y la parte
de la derecha ocurre lo mismo pero al revés, es decir, depende de 6, ¥ y no de r

2 (T)] sin0 90 (SIH 0 00 ) + sin2g  Oy?2 — )\

R(r) N Y(0,v)

%[T dr | = AR(r)
L d?R(r) d R(r) _
0 +2r i AR(r) =0

estamos ante la ecuacién diferencial de Euler.
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5.3. La ecuacion de Laplace sobre la esfera

La parte de la derecha de la ecuacion anterior, se llama ecuacién de Laplace de la
esfera.

) aY (0, 1)) 1 0*Y(0,¢)

sin 6 00 (sin 6 00 ) sin?f o2 = =AY (0,%)
1 9, . 0Y(0,¢) 1 92V (6,) B
sin 6 00 (sinf 00 ) sin2f  Oy? +AY (0,¢) = 0.

Ahora aplicamos separacion de variables y multiplicamos por sin® 6.

sin 92 (sin 98}/(97 ¥)

00

*Y (0,1)
o0 )T o

+ Asin® Y (0,4) = 0

y a continuacién vamos a hacer la siguiente sustitucién: Y (6,v¢) = ©(0) - V()

d0(0)
do

) (1)) + @(e)di‘llﬁ) + Asin? 00(0).T(¢) = 0

smed(9 (sinf

(sin 6%?) + Asin?00(0)). ¥ () + O(0)

PU()

(sin 60— d e

do

d, . doo)

(sm@de(st 7

)+ Asin200(0)). U (¢) = —0(9) =)

(sin6-L(sin 6 —(S) + Asin? 09(0)) _ %.
o(0) V()

El lado de la izquierda depende solo de 6 y el lado de la derecha depende solo de .
Por lo tanto

o1



(sin 0L (sin G%ém) + Asin® 09(0)) _ d?:p(y) _
o(6) V(1)

1- Por una parte tenemos

>V (1))

d—wz = p¥(y)

si nos centramos en la igualdad anterior, tendriamos

>V (y)
2

— p¥ () = 0.

Tenemos una ecuacién diferencial de segundo orden donde aplicamos el siguiente cam-
bio
)

U(y) = exp(r).

Por lo tanto, tendriamos el siguiente polinomio caracteristico

r2—u:O

rP=p—r=+n

U = AeV* 4+ Be VY,

Aqui tenemos dos casos:
1- Si > 0 — ¥(¢) no acotada.

2- Sip <0 — ¥(y) acotada en ¥ = «a cos(y/—p1h) + Bsin(/—ur))
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Sabemos que ¥(¢) = V(¢ + 27).

Por lo tanto tenemos lo siguiente,

U = acos(v/—p)) + Bsin(v/—pe)

U = acos(v—pu(y + 2m)) + Bsin(v—p( + 27))

igualando,

acos(v/—ppp) + Bsin(v=p)) = arcos(v/=pu(t) + 2m)) + Bsin(v/=p(¥ + 27)).

Por lo tanto,

cos(v/= ) = cos(v/=p(t) + 2m))

sin(v/=7it) = sin(v/ =AY + 2r))

con lo anterior, si hacemos el siguiente calculo

V—p=m©eZz
—pu=m?—p=-m?
deducimos que

U, (1) = cos(mep) si m > 0

U,,(¢) = sin(me)) sim < 0
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2 - Por otra parte esta

(sin Qdie(sin@d(?lég)) + Asin? 00(9)) + uO(6) = 0.

Antes de nada, vamos a ver el siguiente cambio que aplicaremos después

dt
t = cos Q[yportanto]@ = —sind,

@ _ i(arccos(@)) = \/1_—%]52,

dt t

sinf = v1—t2.
Por simplicidad de la notacién y aabusano del lenuaje, denotaremos por O(t) = ©(0(t))

(1)  de(6) do

dt ~  df dt’
de donde
dO(t) B do(t) ﬂ
a9 dt db’
por tanto
do(0) _d@(é’) dt doe(o) .
W a @ a oY
finalmente

1 do())  do(t)
sinf do  dt

Después de estas operaciones para aplicar bien los cambios. Tomamos la ecuacién del
apartado 2 y dividiendo por sin? @ y por otro lado recordamos que u = —m?, se tiene

de(0)
df

sin — (sin ¢ ) + Asin® 00 + pO(0) = 0

do

1 d sin?0dO(9)

4 O(0)
sinfdf" sinf db

=0
sin’ @

)+ X0O(0)) + p
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1 d sin®60dO(h) m?
5026 smo g ) TP g 20 =0

sin? 6
Por simplicidad, en lo sucesivo denotaremos por © = 0((t))

d 1 de m?

— —(sin%0 — ———)0 =0
dt(sm sin 6 do ul sin29)@
d 9 de m? B
—E1=- A=)+ (- e =0
d de m?2

Esta es la Ecuacién Diferencial de las funciones adjuntas de Legendre.

Gracias a esto hemos concluido que

O(t) = Pum(t) de donde O(0) = P, ,,(cosd, \)

Porloquesim =-n, ..., -1,0, 1, ... , n.

Deducimos que,

Sim >0 Y, m(0,\) = P, (cosf)cos(mip)

Sim <0 Y, (0, =P,,(cos8)sin(my)
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5.4. Ortogonalidad del sistema de funciones esféricas.

Nos vamos a centrar en la superficie Y de la esfera.

Dadas dos funciones esféricas Y] y Y5 con sus respectivas A, tenemos

Do Y1+ MY =0; Dg,Ya+ MY =0 (5.3)
donde
1 9yy,. 0V 1 %Y,
NygY) = ——
02717 Sing 00 (sin 00 )+ sin? @ 9?2
1 9y, . ,0Y, 1 0°Ys
Ny Yy = ——(sin 6
09727 Sing 00 (sin 00 )+ sin? @ 92
Y, 0Y; 1 0Y,0Y;
Y1 Ng ,Yodd = — d<2 5.4
//El bro2 /280 80+sin268<,08<,0 (5.4)
con

(dQY = sin 0dfdy).
Como nos encontramos en la superficie de la esfera, se verifica que

ou 1 Ou > 1 .0 0A
gradu = =iy + sin@@goze y div sinQ[ 9(81119 9) + 90 ]

De manera que,

Ng,, = div grad u.

La férmula (5.4) se puede escribir entonces de la siguiente forma
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// YlAg#,Yg:—// grad Y] - grad Y3 dS2,
> >

cambiando de lugar las Y; e Y3 y restando las férmula obtenida previa, se obtiene

// (Y1 Dy Yo — Yo D Y1) dQY = 0.
>

De (5.3) sabemos que:

DpY1+ MY1=0—= DyY1 = —-\Y)

AO,QOYé + >\2Yé =0— Ae,tp}/? = _)\2}/2

/ / (CXWiYs + M YaY1) d2 = 0
>

=) | /z (ViY)de2 = 0.

Como A1 # Ao

/ /Z (ViY5)d2 = 0

o bien,

/0 TF /OW(Yl(ea ©)Ya(0, ) sin(0)dfdy = 0

Queda de esta forma demostrado que la ortogonalidad de las funciones esféricas que
corresponden a diferentes \.
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5.5. Armonicos esféricos.

Llamaremos armoénico esféricos de orden n a cualquier expresién de la forma

Ya(0,0) = > (Qum o816 + By sinmep) P (cos )

m=0

el cual es combinacién lineal de funciones esféricas Y, (6, ).

Para demostrar la ortogonalidad de los armoénicos esféricos, veremos en primer lugar
la ortogonalidad de las funciones esféricas.

5.5.1. Aplicacién a la resolucién de la ecuacién de Laplace en el espacio.

Ahora vamos a demostrar que las funciones esféricas son ortogonales dos a dos en la
esfera. Estudiaremos tinicamente el caso en que ki, ko < 0 por ser en otro caso completa-
mente similar.

27 L
[ vgnds = [ [F006, )1 6.0)) sin(o)asa =
) o Jo
27 ™
/ / P (cos ) cos (k1) P, (k) (cos ) cos(kqp) sin(6)dh =
o Jo

2m T
/ cos(k1) cos(k;ggo)dgo/ P%1)(cos 0) P2 (cos 0) sin(#)df =
0 0

+1

2m
/ cos(klgo)cos(kgw)dcpf P&, (1) P&2) (1)t
0

-1

En primer lugar se tiene que si k; # ko la integral es nula, y esto para cualquier combi-
naciéon de signos en k — 1, ko

Resolvemos la integral de la izquierda en el caso de que ky = ks =k # 0
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2 o o 1 ok
/ cos(k1p) cos(kap)dy = / cos?(kyp)dyp = / + COQS( ©) dop

2 ke

. 27
[g@ sin 90]

0

A continuacion tenemos dos integrales, la segunda integral, contiene dos funciones
adjuntas que como he comentado en el apartado 4.3 ocurre lo siguiente

Sin #m

Sin=m

! 2 !
/ P (1) PO () dr = (n+m)!
1 2n+1(n —m)!

Y lo visto en el apartado 3.7,

/1 P,(z)Pp(x)dr =0sim#n

1

1
2
/_1 () Py (z)dx im0

Por lo tanto en caso de ser n = se tiene que estudiar en funcion k; y ko para ver las
soluciones. e aso de ser n # m el resultado es nulo.

//Z(Yn(kl)Y(W)deo, si k1#ko
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27 (n + k;)
y (k1) y (k2) — =k, =

2 :
// d9_2ﬂm781k51:]€220.

Sabiendo esto, vamos a ver la norma:

2 e 2 (n+k)!
y (k) 2:/ / Y (9. )12 sin(0)dOdp =
|| n || . ) [( n ( 790)] Sln( ) 2 2n+1ﬂ€k(n—k>!

donde k > 0y ¢, = 1.

Suponiendo que es posible desarrollar una funcién arbitraria f(6,¢) en series por
funciones esféricas, que admita término a término la integracion se tiene

£0,0) =D (Aumcosme + By, sinmep) P (cos 0)

n=0 m=0

donde A,,,,, y B son los coeficientes de Fourier, que se representan asi

027r foﬂ— f(, @)Pém) (cos 0) cos mp sin Odfdy

Anm =
Y
B fo £(0,0)P™ (cos 0) sin myp sin fdOdp
Ik
donde
Y |2 = 2men, (n+k)!
2n+1(n—k)!
y
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€m =2 param =20

€n = 1 param > 0.

La solucion general de la ecuacién de Laplace se puede representar de la forma si-
guiente:

- Para el problema de contorno interior

m r .
u(r, 0, ) = Z(E) Y, (0, ¢)
n=0
- Para el problema de contorno exterior
m a .
U(T7 97 90) = Z(;) +1Yn(97 SO)

n=0

donde,

(Ot €OS TP 4 B sin ) P™ (cos )

W

Ya(0,0) =

3
Il
=)

es un Armonico esférico.

61



62



Capitulo 6

Conclusiones y perspectivas

En el presente trabajo se ha abordado el estudio de la solucién de la parte esférica de
la ecuacién de Laplace mediante el método de separacién de variables.

Para ello se ha estudiado en primer lugar, la ecuacion general de la teoria de las
funciones especiales. A continuacion, se han obtenido de forma detallada los polinomios
de Legendre, sus relaciones de recurrencia, su ecuacion diferencial y su completitud, lo
que permite obtener aproximaciones finitas de funciones continuas en [-1, 1] como com-
binaciones lineales finitas de polinomios de Legendre hasta cualquier orden de precision
prefijado previamente.

Dado que es conveniente la aproximacién del producto de f(x) y g(z) se incluye en
las referencias del articulo de Adams [4] sobre el producto de polinomios de Legendre.

A continuacion, se trata un estudio similar para las funciones adjuntas de Legendre,
cuyo producto puede manipularse como en [7].

Finalmente, se resuelve el caso de la ecuacién de Laplace para la esfera bidimen-
sional, obteniéndose su solucién mediante separacién de variables que nos conduce a la
ecuacion diferencial adjunta de Legendre y la conocida del oscilador armoénico, las cuales
nos proporcionan la solucién de la misma. Estas funciones resultan un sistema ortogonal
completo sobre la esfera, apto por tanto para aproximar funciones definidas en la esfera
mediante combinaciones lineales finitas de arménicos esféricos. Para el manejo del pro-
ducto de la aproximacion a dos funciones resuelta necesario la manipulacion de productos
de arménicos esféricos para la cual puede seguirse entre otros el camino marcado en [7]
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Como posible via para completar este trabajo, esta el estudio de los armoénicos elipsodi-
cos, el estudios de otras familias de polinomios ortogonales, el estudio de las aplicaciones
de los armonicos esféricos a la resolucién de problemas, tales como la ecuacién de Schro-
dinger para el atomo de hidrégeno, el estudio del potencial terrestre, entre otros.

Este es un campo muy extenso del cual en este trabajo solo se realiza como primera
aproximacion.
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