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Resum

Donem una condicié necessaria i suficient perque el parell de funcions en [0, 1], (sup(un)~ (X))
n
i (sup(uy)*(N)) , determinen un nombre difis i donem una condicié perque el suprem i I'infim
n

d’una successié de nombres difusos tinga la propietat d’aproximacio per a la metrica D. A més,
presentem un criteri perque una funcié continua de valors difusos definida en un interval tancat

i acotat assolisca el seu suprem i infim.
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Capitol 1

Introduccio

1.1 Context i motivacio del projecte

En els treballs [4, 5], els autors van suggerir I'existéncia de les sumes inferior i superior d’una
funcié f amb valors difusos i les integrals inferior i superior de f en la manera habitual. De
fet, la prova de la seva existéncia necessita utilitzar que els conjunts acotats de nombres difusos
amb els que treballen han de tindre suprem i infim.

No obstant aix0, esta propietat no és trivial. Aquest problema es tracta en [1] on es demostra
que un conjunt acotat de nombres difusos té suprem i infim i es dona la representacié concreta
del suprem i de I'infim. En particular, per a una successié acotada de nombres difusos {up }n>1,
si les funcions usuals (sup(uy,)~(A)) i (sup(uy,)T (X)) en [0,1] determinen un nombre difis us,

n

aleshores us = sup{u,}.
n

Donada una successié {u, } de nombres difusos, en la Memoria donem una condicié necessaria
i suficient perque les funcions en [0, 1] definides com (sup(uy,)~ (X)) i (sup(u,)*())) determinen
n n

un nombre difts.

També presentarem un exemple en que la funcié suprem (el mateix resultat també és cert
per a funci6 infim) del suprem d’una successié de nombres difusos no coincideix amb el suprem
de la successio.



Obtenim una condicié suficient perque el suprem (i I'infim) d’una successié de nombres
difusos preserve les propietats d’aproximacio de la metrica D. A més, donem un exemple d’una
funcié en [0, 1] a valors en els nombres difusos que no assoleix el seu suprem. Relacionem que
aquest tipus de funcions assolisquen el suprem i infim amb la propietat d’aproximacié per a la
metrica D. Els resultats presentats estan basats en [2].

1.2 Notacio 1 Preliminars

Una successié uq, ug, us, ... es denotara per {up}n>1. Els nombres reals es denoten per R i els
naturals per N. Quan els considerem com espais topologics, els suposem dotats de la topologia
usual.

Denotem per E! els conjunts difusos reals, és a dir, les aplicacions u: R — [0, 1] que satisfacen
les segiients propietats:

(i) uw és normal, és a dir, existeix un xg € R tal que u(zp) = 1.
(ii) w és convex, és a dir, u(rz+(1—r)y) < min(u(z), u(y)) per a qualsevol z,y € Rir € [0, 1].
(iii) u(x) és semi-continua superiorment.

(iv) ] =cl{z € R: u(z) > 0} és un conjunt compacte.

Els elements que pertanyen a E! s’anomenen nombres difusos.

Un concepte capital quan treballem amb nombres difusos és la noci6 de A-tall amb A € (0, 1].
Es defineix el A-tall i es denota per [u]* el conjunt:

W] = {z e R:u(x) > A}

per a A € (0,1]. El A-tall per a A = 0 és el conjunt cl{z € R: u(x) > 0} definit previament i
que s’anomena el suport de u.

Cal destacar que, per la propietat (iii), els A-talls sén conjunts tancats de R, i per la propietat
(ii) sén intervals. Es a dir, si A € (0,1], aleshores u(\) = [u~()), u™(\)]. Igual passa amb 0.
Cal notar que els A-talls sén conjunts compactes perque estan inclosos en el suport.
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En aquest treball, considerarem a E! com un espai metric amb la metrica: D : E! x E! —
R* U {0} definida com:

D(u,v) = sup max(ju~(A) = vy, [ut(N) = vf).
A€[0,1]

Aquesta metrica té les segiients propietats:

e (E!, D) és un espai metric complet.

e D(ku,kv) = |k|D(u,v) per a qualsevol u,v € E' i k € R.

e D(u+w,v+w) = D(u,v) per a qualsevol u,v,w € EL.

Un aspecte basic en esta Memoria és definir un ordre en el conjunt E' dels nombres difusos.

L’ordre natural considerat en E! ve definit de la segiient manera. Donats dos nombres difusos
u,v € E', direm que u < v si, i només si,

per a tot A € [0, 1].

Es a dir, utilitzem ’ordre d’intervals. Per tant, u < v si, i només si,
u”(A) <vm (V) iut(\) <vt(A)

per a tot A € [0, 1].

Els conceptes que utilitzem en la Memoria i no definits aci, s’introduiran en el moment de
ser usats.

1.2.1 Teorema de representacié de Goetschel i Voxman

En general, treballar amb la definicié de nombre difis no és intuitiu i, segons el context, pot ser
complicat tecnicament. Afortunadament, els nombres difusos admeten una representacié que
permet treballar amb ells d’una manera més senzilla que si apliquem directament la definici6.
Aquesta representacié és 'anomenat Teorema de representacié de Goetschel i Voxman.



Teorema 1.1 (Teorema de representacié de Goetschel i Voxman [3]). Si u € E! i [u]* :=
[u”(N),uT(N)], X € [0,1], aleshores el parell de funcions u=(\) i ut(X\) tenen les segiients
propietats:

1. u=(X) és una funcio acotada, no decreixent i continua per l'esquerra a l'interval (0, 1].
2. ut(X\) és una funcié acotada, no creizent i continua per lesquerra a l'interval (0, 1].
3. u=(A) i ut(N\) sén funcions continues per la dreta en X\ = 0.

4. uy <.

Reciprocament, si la parella de funcions a(X\) © B(N) satisfan les condicions anteriors, aleshores
existeir un tinic u € E' tal que [u]* = [a()\), B(N)] per a X € [0, 1].

Notem que el Teorema de representacié de Goetschel i Voxman identifica un nombre difus
amb dues funcions monotones reals definides en l'interval [0, 1], és a dir, permet treballar amb
la teoria de funcions quan analitzem propietats de E'. Aquest fet és especialment rellevant en
Analisi Difusa.
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Capitol 2
Els resultats

Direm que un subconjunt A C E! és acotat superiorment si existeix un nombre difis v € E!,

denominat cota superior de A, tal que u < v per a qualsevol u € A. Denotarem v = supu
ueA
al suprem de A si v és una cota superior de A i v < w per a qualsevol cota superior w € A.

Els conceptes de conjunt acotat inferiorment, de cota inferior i de infim de A es defineixen de
manera similar. Es diu que A esta acotat si esta acotat superiorment i inferiorment.

En el Teorema 2.1 es demostra que un conjunt acotat M de nombres difusos té suprem i
infim; aix{ mateix es dona una representacié de sup A i inf A.

Teorema 2.1. [1] Suposem que {u; : t € Q} C E! és un conjunt acotat, aleshores el seu suprem
i el seu infim existeizen i estan determinants per les dues funcions segiients de A € [0,1] que
defineizen un nombre difus:

(g0 (N), 1o (V)

(ul_,ﬂ()‘)v u}’:QO‘)):
on
- ugy () per a A € (0,1],
uz (04+0) pera =0,

oy [ e ane 03,
TS, —0) perair=X, (m=1,2,..),
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oy [0 erare o)
Lo u; (AN, +0) perai=X, (m=1,2..),
uf (N per a A € (0,1],
ut =<1

ral) {u+(0 +0) perai=0,

ug () = sup(ug)~ (A), uy (A) = sup(ur) " (N),
teQ teQ)

up () = il =), () = Inf () (),

i uf(X) i ug () presenten una discontinuitat en els punts {5} i {\,}, respectivament.

No obstant, la representacié obtinguda no proporciona una descripcié natural de sup A
(respectivament de inf A) i no ha estat molt utilitzada en la practica. En aquesta Memoria
demostrarem una condicié necessaria i suficient per tindre una representacié natural de sup A i
inf A. El seglient concepte proporciona una propietat fonamental en el desenvolupament de la
Memoria.

Definicié 2.1. Direm que una successio de funcions fum,(A): (0,1] = R (m = 1,2, ...) convergeix
per lesquerra quasi uniformement a f(\) si, per a qualsevol \g € (0,1] i e > 0, existeizen 6 > 0
imo €N tals que |fm(X) — fF(N)| < &, sempre que A € (Ao — 0, Xo] (A €[0,0)) i m > my.

Presentem a continuacié una condicié necessaria i suficient perque el suprem d’una successié
de nombres difusos definisca un nombre difis.

Teorema 2.2. Siga {u,}n>1 C E una successié acotada. La parella de funcions sup(u,)~ () i
n

sup(uy,) T (N) determinen un nombre difisu € E' si, i només si, sup (un,)~(A) i sup (un)T(N\)
n 1<n<m 1<n<m

convergeizen per l'esquerra quasi uniformement a sup(u,)~(A) i sup(uy)™(N), respectivament.
n n

Demostracio.

Suficiencia. Hem de demostrar que sup(uy,)~ (M) i sup(u,)T () satisfan les quatre condicions
n n
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del Teorema de representaci6é. Tenint en compte la definicié de suprem hi ha prou amb demos-
trar que sup(uy,)~ (A) 1 sup(u,)T()\) sén continus per esquerra en A € (0,1] i continus per la
n n

dreta en A = 0. Com que la demostracié és similar, és suficient amb veure que sup(u,)~(A) és
n

continu per l'esquerra en A € (0, 1].

Per demostrar-ho, notem que, per hipotesi, per a cada ¢ > 0 existeix un nombre positiu gy
i moy € N de manera que per a qualsevol A € (\g — dp, \o], tenim

|sup(un)” (A) — sup (un) (A)| <e/3  per atot m > my. (2.1)
n 1<n<m

A continuacid, prenem &, = sup (u;)”(Ag) — u, (Ag) on 1 < n < my. Definim els sub-
1<i<my

conjunts I,J tals que {n : 1 < n < mg} = I+ J. El subconjunt I esta format pels n tals
que €, = 0, mentre que el subconjunt J conté els n tals que &, > 0. Per a qualsevol € > 0,
s’elegeix un nombre positiu N (mg) que satisfaga maxi<p<m, €0/N(mo) < £/3. Com que u,, ()
(1 <n <myg) és continua per 'esquerra en A, existeix d,,, € (0,dp) tal que

[y, (A) —u,, (No)] < Illél}l e1/2N(mo)  per a tot A € (Mg — Iy, o). (2.2)

Si per a algun A € (Mg — Omg, Ao) arbitrari, existeix n(A) € J tal que sup ()~ (\) =
1<1<my

u;( /\)()\), aleshores prenent ng € I, per (2.2) s’infereix que
Uy (A) > 1y, (Ao) — Ilrél}l €1/2N(mo) > u,, (Mo) — €n(X)/2N (mo).
Per tant,

0< U,_L(A)()\o) - u;()\)()\) = u;o()‘o) —E&n(\) — UT_L(,\)()‘)
< ’U,,_L0 (/\0) — En(/\)(l — 1/2N(m0)) — u;()\)()\) (2.3)

Per (2.3) tenim que

Uy A) T ey (1 = 1/2N(mo)) = sup (u)™(A) +enn (1 = 1/2N(mo)) < 1y (A),

1<i<mo
el que implica una contradiccid, ja que si  sup (u;)"(A) = u;(/\)()\) s’obté que n(A) € I. Per

1<i<mo
(2.2) s’arriba a

| sup (u)"(A)— sup (u)” (Ao)| = \u;()\)()\) — u;()\)()\g)| < Ilréi}lal/ZN(mo) <e/3. (24)

1<l<mg 1<i<mg
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Finalment, aplicant la desigualtat triangular i combinant les equacions (2.1) i (2.4) , es
conclou que

[sp(un)™ () = sup(un) ™ (Ro)| < |sup(un)(A) = sup (un)”(M)|

+] sup (un)”(A) = sup (un)” (Ao)|+ | sup (un) (Ao) —sup(un)” (Mo)| <€
1<n<mg 1<n<mg 1<n<mg n

per a tot A € (Mg — g, Ao)-

Necessitat. Unicament cal demostrar que sup u,, (A) convergeix quasi uniformement per ’es-
1<n<m

querra a sup(u,)”(A) en A € [0,1], ja que la demostracié per al cas sup(uy)™(\) és similar.
n n

Per veure que aquesta conclusié es compleix, es suposa que existeixen Ay € (0,1] i g9 > 0 tals
que per a qualsevol m € N i per a qualsevol successié decreixent {d,,}m>1 que convergeix a 0,
existeix Ay, € (Ag — I, Ao] que satisfa

|sup(un)” (Am) — sup (un)” (Am)| >0 (m=1,2,...). (2.5)

n 1<n<m

D’acord amb I’equacié (2.4) de la demostracié de suficiéncia, s’obté que si u,, (A\)(1 < n < m)

és continua per l'esquerra en \g, aleshores sup wu,, (A) és també continua per ’esquerra en A.
1<n<m
Per consegiient, podem suposar que existeix d,, > 0 tal que

| sup (un)”(A) = sup (un) (Mo)| <eo/3 peratot A€ (Ag— do, Aol (2.6)

1<n<m 1<n<m

Com que sup(uy)~(A) és continua per 'esquerra, existeix un dp > 0 tal que
n

]s%p(un)*(/\) - stllp(un)*()\o)] <eo/3 peratot A€ (Ag— dp, Aol (2.7)

Pel fet que sup (un)” (Ao) és creixent i convergeix a sup(u,)~ (M\g) es pot afirmar que
1<n<m n
existeix un mg € N tal que

[ S (1)~ () = sup(u)~ () < 0/3 (m > mo). (2.8)

Finalment, com que d,, és decreixent i convergeix a 0, es pot suposar que 0, < & i,
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conseqiientment, de les equacions (2.6)-(2.8), s’obté que, quan m > my,
[sup(un)” (Am) = sup (un)” (Am)| < [sup(un)™ (Am) = supu,, (Ao)]
n 1<n<m n n

+ [sup(un)”(Xo) = sup (un)” (Ao)| +| sup (un)”(Ro) = sup (un)” (Am)| < co-
n 1<n<m 1<n<m 1<n<m

L’equacié anterior contradiu I'equacié (2.5) i es conclou la demostracio.

Si la successié de nombres difusos és creixent, obtenim el segiient resultat.

Corol-lari 2.1. Siga {u,}n>1 C E!' una successié acotada i siga u, < upi1 (n = 1,2,...).
Aleshores, la parella de funcions sup(uy,)~ () i sup(uy) T () determinen un nombre difiis u € E!
n n
si, © només si, u, (\) © u(\) convergeizen per l’esquerra quasi uniformement a sup(uy)~ (\) i
n

sup(u, )T (X), respectivament.
n

Demostracié. Per hipotesi, sabem que u,, < u,y1 (n =1,2,...) i, conseqiientment s’obté que:
sup (un)” (A) = 1, (A),
1<n<m

nggm(un)*(A) = up (N).

Com que ambdues funcions convergeixen, aplicant el teorema anterior, obtenim el resultat
desitjat.
|

Observacié 2.1. De manera analoga s’obté una versio del Teorema 2.2 i del Corol-lari 2.1 per
a Uinfim. Es a dir, en una successid acotada {un}n>1 C E', la parella de funcions inf(uy,)~(X) i
- n

inf(u,)T(A\) determinen un nombre difis u € E! si, i només si, inf (u,)~(\) i inf (u,)T(N)
n 1<n<m 1<n<m
convergeizen quasi uniformement a inf(u,)~ () @ inf(u,)T(N\), respectivament. A més, si en
n n
aquesta successio U, < Upi1, la parella de funcions inf(u,)”(\) @ inf(u,)T()\) determinen
n n

un nombre difis u C E! si, i només si, u, (\) i u(A\) convergeiven quasi uniformement a
inf(u,)~(X) 4 inf(u,)T(N), respectivament.
n n
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Per al segiient exemple necessitarem el segiient resultat.

Corol-lari 2.2. [1] Siga {u; : t € w} C E! un conjunt acotat. Si la parella de funcions usuals

uy (A) = sup(ut)~(A), uf(N) = sup(us)T(\) en Uinterval [0,1] determinen un nombre difis
tew tew

us € E', aleshores us = sup(uy). Similarment, la conclusié per a linfim també es compleiz.
tew

El segiient exemple clarifica els resultats obtinguts anteriorment. Mostrarem que el valor de
sup(uy(x)) no té perque coincidir amb (sup(uy,))(x).
n n

Exemple 2.1. Considerem la successié6 de nombres difusos:

x4 Wn gipe[-1,-1/2),
up(z) =40 si x ¢ [—1,0],
1+ si x € [-1/2,0].

Anem a visualitzar la funcié u, per a alguns valors de n.

e Peran=20:

uo(ﬂﬁ)
1
1
2
X
-2 _3 -1 _1 1 1
2 2 2
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e Peran=2:

ug(x)

N[

|
(\Cl[J5}

e Peran=2>5:

N[

Uus

—~

D=

N[ —

|
oo

17
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e Per an =10:

u10($)
1
1
2
o T
-2 _3 -1 _1 1 1
2 2 2
e Per a n = 100:
u100(2)
1
1
2
o T
-2 _3 -1 _1 1 1
2 2 2

A continuacié calculem els A-talls. Es facil veure que ut(A) =0 peratot A€ 0,1], ja

el valor que pren uy,(z) no depen d'n quan = € [—1/2,0] i és en z = 0 on s’assoleix l'extrem
superior de l'interval [u,]* = [u; (\), u; (N)].

Per calcular u;, () farem un estudi segons els diferents valors que pot prendre A, tenint en
compte que es u, és una funcié creixent per a tot n € N.

Primer prenem % < A < 1. Per calcular u;, (\) tnicament s’ha de considerar 'interval

18



x € [-1/2,0] de la funcié u,(x). Perque 1+ 2z > X quan = € [—1/2,0] s’ha de tindre que
x> X—1quan A € [1/2,1]. Aleshores es veu facilment que u, (\) =X —1 quan X € [1/2,1].

Veiem ara altre cas a estudiar. Perque u,, (\) = —1, s’ha de complir que
-1 1+4+1/n
0<A<S —+ ———.
n 2
Per tant
0< )< —2+n+ 17
- 2n
és a dir,
0< )< 1— 1/n.
-~ 2
1-1/n

Aixi doncs u,, (A) = =1 quan A € [0, =—5~).

Finalment, queda estudiar el cas en el que % <AL % En aquest cas el valor que pren
u,, () dependra del valor de n. Per obtindre el valor de la funcié en l'interval A € [1721/ =,

hem de calcular el punt de tall de la recta u,(z) = A i de la recta u,(z) = = + 1+21/".
5= x N 1+ 1/n,
n 2
aleshores
2nA—n—1
=2z
2 )
és a dir,

x=n(A—n/2)—1/2).

Es conclou que u,, (A\) =n(A —n/2) —1/2) quan \ € [1_21/n, 1/2].

L’anterior estudi demostra que:

~1 si A e [0, 2m),
up(\) = 4n(A—1/2) —1/2 si X e [2521/2],
A—1 si A€ [1/2,1].

A continuacié es representen graficament els resultats per a alguns valors de n.

19



e Peran=1:

|
[\V]
|
N
|
[—
|
N[ —
—=—
[l
[a—

e Peran=2:

|
[\
|
Y
|
—_
|
D=
—=—
N[
—_
8
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e Peran=2>,:

us ()
4
Uy ()
1
A=0'7
ug (0745) 1 A= 045
________________________________________ 2 ____________:
ug (0'1) A=01
X
— 3 -1 _1 % 1 1
2 2 2 2
e Per an=10:
u10(7)
+
uig(A)
1
A=0'7
u1y(0'45) A =045
ugo(0'1) A=01
X
-2 3 —1 _1 (£ 1 1
2 2 2

21



e Per a n = 100:

u100()

Uqg N

1
A=0'7
u100(0'495) 1 A = 0495

el e s
U100 (0'1) A =01
O X

N[ —
N[

Seguidament estudiem el valor de sup(uy,(x)).
n

Després de calcular els A-talls, es conclou que sup(u,)T(A) =0si A € [0,1].

Per calcular sup(uy,)~ (A\) sabem que per a A € [0,1/2) existeix ng tal que
n

(1-1/(no+1))/2>A>(1—-1/ngy)/2.
Aix{ doncs prenent A € [0, (1 — 1/n)/2) quan n > ny + 1, pels calculs anteriors s’obté que
u, (A\) = —1.
De forma similar, prenent A € [(1 —1/n)/2,1/2) quan n < ng, tenim que
u, (A\) =nA—1/2) —1/2.

En conclusié, per a A € [0,1/2), tenint en compte que 'expressié n(A — 1/2) — 1/2 dnicament
pot tindre com a resultat valors negatius, es té

sup(up)” (A) = max {n(A—1/2)—-1/2,-1}=1-(A—-1/2)—-1/2=X—1.

n 1<n<ng

Pels calculs dels A-talls és obvi que supy,(u,)”(A) = A — 1 amb A € [1/2,1]. Per tant, es pot
afirmar que

sup(un)” (A) = A —1 quan A € [0,1].
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Com que el parell de funcions en A € [0,1] a(A\) = A — 11 S(A\) = 0 determinen un nombre
difts u(x), pel Corol-lari 2.2, la funci6

u(z) = l+z sixe[-1,0],
o siz¢[—1,0],

determina el suprem de la successié de nombres difusos. D’altra banda,

l+x sixel-1/2,0],
u*(x) = sgp(un(l‘)) =10 si x ¢ [—1,0],
/2 sixze[-1,-1/2].

Obviament v* € E'. Conseqiientment, u*(z) = sup(un(z)) # (suppun)(z).
n

Recordem que una successié {up}n>1 C E! convergeix a u € E! per a la topologia induida
per la metrica D si, per a qualsevol € > 0, existeix un nombre natural ng tal que per a tot n > ng,
es compleix que D(up,u) < €. Es un fet ben conegut que la convergencia en (E!, D) és equiva-
lent a la convergencia uniforme en A de la successio dels extrems dels A-talls dels elements de la
successi6. Per aquest fet, a vegades es diu que la successi6 {uy }n>1 convergeix uniformement a u.

Teorema 2.3. Siga {uy}n>1 C E! una successié acotada tal que (i) un > uny1 (n = 1,2,...),
(i) u, (A) @ u,t(N\) convergeizen uniformement a inf(u,)~(\) 4 inf(u,)™(\) respectivament en
n n

A € [0,1]. Aleshores {un}n>1 convergeiz uniformement a inf(uy,).
- n

Demostracid. Per I'Observacié 2.1, el parell de funcions inf(u,)~ (\) i inf(u,)"(A) determinen
n n

un nombre difis inf(u,). Per hipotesi, per a un € > 0 arbitrari, existeix ng € N tal que per a
n
tot m > nyg:

D(inf (un), um) = sup max{|inf(un)~(A) = wy, ()], [inf (un) T (A) = (M)}

A€[0,1] n
< max{ sup |inf(u,)”(A) —u,,(N)|, sup |inf(u,)T(\) —ul (M|} < e.
Xg[0,1] ™ Xe[o,1] ™

S’ha demostrat, per tant, que la successio u, convergeix a inf u,.
n
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Observacié 2.2. Els resultats per al suprem s’obtenen de forma similar. Es a dir, siga

{un} € E' un conjunt acotat tal que (1) up < upr1 (n = 1,2,..), (i) u, (\) i uf () con-

vergeizen uniformement a sup(uy,)”(A) ¢ sup(u,)t(N\) respectivament en X € [0,1]. Aleshores
n

Uyp convergeir a sup(uy).
n

Observacié 2.3. La condicié (ii) del Teorema 2.3 no es pot canviar per les condicions de
que u,, (A) i u(X) convergeizen per l'esquerra quasi uniformement a inf(uy,)™(X) 4 inf(u,) (M)
n n

respectivament en X € [0,1]. De fet, per l’Exemple 2.1 tenim:

i)~ (3) = {)\ —1 sixe(1/2,1],

—1  siAel0,1/2),

amb inf(u,)T(A) =0 iamb \ € [0,1].

Per aquesta rad, el parell de funcions inf(u,)~(\) 4 inf(u, )T (\) determinen el nombre difis
inf(uy). Clarament, u, (A) > (up+1)~(A), n = 1,2,.... Aleshores, segons el Corol-lari 2.1,
u—

“(A) i wl(X) convergeizen per l'esquerra quasi uniformement a inf(uy,)”(N\) 7 inf(u,)T ()

respectivament amb X € [0, 1]. Pero, per altra banda és té que:

D(inf (un), um) = sup max{|inf(un)™(X) = (um)” (N, [inf (un) " (A) = ugy (M}

0<A<1 n
> |inf(un)~(1/2) —up(1/2)] = [~ 1~ (~1/2) = 1/2 (m=1,2,..).

Per tant, u, no convergeix a inf u,,.
n

En [1, teorema 3.1] es demostra que una funcié continua f: [a,b] — E! té suprem i {nfim.
Com I’Exemple 2.2 posa de manifest, una tal funcié f no té per que assolir el seu suprem i el seu
infim. Anem a donar a continuacié una condicié necessaria i suficient perque una funcié a valors
difusos i definida en [0, 1] assolisca el seu suprem i el seu infim. Direm que un conjunt acotat
A C E! té la propietat d’aproximacié per a la metrica D si el suprem de A (respectivament,
Pinfim de A) és el limit d’una successi6 en A.

Teorema 2.4. Siu: [a,b] — E! és continua, aleshores u assoleiz el seu suprem si, i només si,

u([0,1]) t€ la propietat d’aprozimacio per a la métrica D.
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Demostracio.

Necessitat. Com que existeix tg € [a, b] tal que u(tp) = sup u(t), per a un £ > 0, tenim:
te(a,b]

D( sup u(t),u(ty)) =0 <e.
t€[a,b]

Per tant, es conclou que ([0, 1]) té la propietat d’aproximacio.

Suficiencia. Per hipotesi, existeix t,, € [a,b] tal que

D( sup u(t),u(t,)) <1/2",n=1,2,..
t€la,b]

Per compacitat, podem triar una subsuccessié {t,, }n>1 de {t,}n>1 tal que t,, convergeix a
to € [a,b]. Com que u(t) és continua, existeix kg tal que D(u(ty, ), u(tg)) < 1/2% per qualsevol
k > kg. Conseqiientment, quan k > kg, per la desigualtat triangular, tenim

D(tzl[lpb} u(t), u(to)) < D(tzl[lpb] u(t), u(tny)) + D(u(tn, ), u(to))-

Com que s’ha provat que D( sup u(t),u(t,)) < 1/21 que D(u(ty,),u(to)) < 1/2F quan k > ko,
te(a,b]
concloem que

D( sup u(t),u(ty)) < 1/2™ +1/2F < 1/20-=1),
te(a,b]

Aleshores, D( sup u(t),u(tg)) = 0 i, conseqlientment, sup u(t) = u(tp).

t€(a,b] t€(a,b]
|

Observacié 2.4. De manera similar es demostra que si u : [a,b] — E! és continua, aleshores
u(t) assoleix el seu infim si, i només si, ewisteix to tal que l'infim convergeiz en (E', D) a u(to)
quan t € [a,b].

Al segiient exemple mostrem que existeix una funcié continua definida en [0, 1] a valors di-

fusos que, a diferencia de les funcions reals, no assoleix el seu suprem.

Exemple 2.2. Definim la funcié ¢ : [0, 1] — (E!, D) de manera que, per a cada t € [0, 1], tenim:
¢(t) =u R — [0, 1]
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on, per a cada x € R, uy(z) esta definida com:

14z, si x € [—1,0],

0 six ¢ [—1,3—1,
ug(r) = )

1 st x € (0,1],

1+ 5t5(x—t) sizelt,3—t.

En primer lloc visualitzem la funci6 u;(x) per a alguns valors de ¢:

e Perat=0:
up(x)
0’5
-2 15 -1 05 o5 1 U5 2 25 3
e Perat=05:
ugs(x)
b1
0’5
-2 15 -1 05 o5 1 U5 2 25 3




e Perat=1:

u ()
»1
0’5
. . T
-2 15 -1 05 o5 1 15 2 25 3
En segon lloc calculem els A-talls [ug]* := [u; (\),u;"(\)] per estudiar si els u; compleixen

les condicions del Teorema de Representacié de Goetschel i Voxman, és a dir, si la funcié ¢ esta
ben definida.

Estudiarem els segiients casos:

1. Si z € [-1,0], aleshores us(z) =1+ x, per tant, 1 + = > A, és a dir, x > X\ — 1.
2. Siz € (0,t), aleshores us(z) = 1, per tant 1 > A.

3. Siz € [t,3—t], aleshores u(z) = 1 + 55 (z — t), per tant 1+ 1< (z —t) > A, és a dir,
x <2X —t—3\+3.

Com que u; ()\) := min{z € Rlu(x) > A} i v (\) := max{zx € Rlus(z) > A}, Pestudi
anterior ens permet afirmar que u; (\) = A—11 que u (\) = 2A\t—t—3\+3 = (2A—1)t—3(A—1).

A continuacié representem graficament els A-talls per a alguns valors de .

e Perat=0:
ug ()
ug (0'6) A=06
77777777777777 u 9(0:,,,,,,,,,k,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, Do A=
& ° xr
-2 -1’5 -1 -0’5 0’5 1 1'5 2 2'5 3
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o Per at=105:

-2 15 -1 —05 o5 1 15 2 25 3

e Perat=1:

0’5

Seguidament estudiarem que [u;]* = [u; (), u; (\)] compleix les quatre condicions del Teo-
rema de Representacié de Goestchel i Voxman.

e Les condicions 1, 2 i 3 del Teorema sén facils de veure, ja que u; (\) i u;”(\) sén funcions

polindomiques en A € [0,1] i, per tant sén funcions continues en aquest interval.

e Finalment verificarem que es compleix la condicié 4 del teorema. Per comprovar-ho cal
demostrar que u; (1) < u; (1) per a qualsevol ¢ € [0, 1]. Per a la funcié u; tenim que

uy(1)=1-1=0,
i per a la funci6 v, tenim que
uf (1) =2-1)t—-3+3=t
Com que t € [0, 1], és clar que u; (1) < u;F(1).
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En tercer lloc demostrarem que ¢ és continua en t € [0, 1]. Considerem la successié {ty, }n>1
que convergeix a to € [0, 1], és a dir existeixen un € > 0 i un ng tal que per a tot n > ng, es
compleix |t, —tg| < €. Anem a demostrar que {¢(t,)}n>1 convergeix a ¢(tp), és a dir, donat un
e > 0, veurem que D(¢(tn), ¢(tg)) < € per a tot n > ng (és a dir, donat un € > 0, el ng per a la
successi6 {t, }n>1 1 per a la successioé {¢(t,)}n>1 és el mateix).

Com que ¢(t) = us, hem de demostrar que {uy, } convergeix a wug, quan {t,} convergeix a
to. Per tant, hem de verificar que D({uy, },ut,) < €.

Tenim que
|ug, (A) —u V) = [A=1=(A=1)[ =0,
i que
Jug, (A) = uhy (V)] = 122 = Dty = 3(A = 1) = (22 = D)to = 3(A = 1))| = |(tn — to)(2A — D).

Per tant,

D(uy,, uyy) = S max{Jug, (A) = g, (M), [ug, (V) = ul, (W]} =
€|0,

sup max{0, |(t, —to)(2A — 1)|} = [tn, — to] < &,
A€(0,1]

per a tot n > ng.
Aleshores, aixd demostra que ¢ és continua en € [0, 1].

Finalment veurem que u; no assoleix el seu suprem.

-3(A—1) siAe0,3),

sup u (A) =< 2— )\ si\e (%,1],
tel0,1]

[\G][VV]

iy — 1
siA= 3.

S’infereix, per tant, que per a A € [0, % ile (%, 1], u (A) assoleix el seu suprem en t = 0 i
en t = 1, respectivament. Com que no existeix cap ¢y tal que per a qualsevol A € [0, 1] es tinga
que

sup u () = g (M),
t€[0,1]

es conclou que u; no assoleix el seu suprem.
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Capitol 3

Conclusions

Com es posa de manifest en [1], el suprem i 'infim d’un conjunt acotat M de nombres difusos
no té per que vindre definit de forma natural, és a dir, com un suprem o un I'Infim de les
funcions u™ i v~ d’un subconjunt adequat de M. En aquesta Memoria presentem una, condicié
necessaria i suficient perque aquesta representacié natural del suprem i de I'infim es done quan
treballem amb una successié. El resultat permet treballar de forma senzilla en els contextos on
la presencia de conjunts acotats és fonamental, com ara la definicié d’integral difusa.

Presentem una caracteritzacié de quan una funcié a valors difusos definida en un interval
tancat i acotat de la recta real assoleix el seu suprem i el seu infim. La caracteritzacié posa de
manifest que, al contrari del cas real, existeixen funcions continues f: [a,b] — E que no satisfan
aquesta propietat. També donem un exemple concret d’aquesta situacié. La caracteritzacid té
potencials aplicacions en 1’Analisi difusa.
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