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Resumen
In this note we show an application of the mean value theorem to
derive the convergence/divergence of numerical series. In particular, our
analysis allows us to derive the convergence of p-series and to derive the
classical Cauchy condensation test.
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Motivacion

El objetivo de esta nota es mostrar una sencilla aplicaciéon del Teorema del
Valor Medio (TVM) para establecer un criterio que permite analizar la con-
vergencia/divergencia de ciertas series de nimeros positivos.

Empezamos nuestra exposicion con dos casos particulares, que serviran
para comprender mejor la generalizacion posterior que se establece en el
criterio de convergencia que demostramos al final de esta nota.

Ejemplo 1. Consideremos la funcion f(z) = In(x) en el dominio x > 0.
Como para cada m > 1 entero, f(x) es continua en el intervalo x € [m, m+1]
y es derivable en x €]m, m + 1|, podemos aplicar el TVM y garantizar que
existe al menos un valor ¢y, €lm, m + 1| de modo que

1
— =In(m+1) —In(m), m < ¢y < m+ 1. (1)
Cm

Observemos que g(x) := f'(x) = 1/x es una funcion positiva y decreciente

(¢'(z) = f"(z) = —1/2® < 0) para © > 0. Por tanto, de la desigualdad del
dominio dada en (1) se deduce

1 1
< — < —.
m+1 Cm m

m<cp,<m+1=

De esta desigualdad y de (1), se obtiene

1
<1 1) —1 < —.
—— <In(m+1) = In(m) < -
Si escribimos esta desigualdad para m = 1,2,...,n, obtenemos:
1
m=1 = 3 < In(2) —In(1) < 1,
1 1
m=2 = 3 < In(3) — In(2) < 5

< In(n+1)—In(n) <

S
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Sumando término a término esta cadena de desigualdades, y teniendo en
cuenta que In(1) =0, se obtiene

n+1 n

1
5 — <In(n+1) < —.
m m
Observemos que la suma de la derecha, Hy, :== > _, 1/m, representa la suma

parcial n-ésima de la serie armdnica . _; 1/m. Si tomamos limites en la
desigualdad de la derecha, se tiene:

o0
1
+oo = lim In(n+1) < lim H, = E —,

n—00 n—00 1 m

de donde se deduce que la serie armonica es divergente.

En el segundo ejemplo nos apoyaremos en un razonamiento similar para
probar la convergencia de una importante serie numérica de términos positi-
VOS.

Ejemplo 2. Para facilitar el razonamiento sequimos una presentacion simi-
lar a la anterior. Ahora consideraremos la funcion f(x) = —1/x, x > 0, y
aplicamos el TVM en el intervalo x € [m,m + 1|, siendo m > 1 entero. Ello
nos permite asegqurar la existencia de, al menos, un valor ¢y, €lm,m + 1| de
modo que

! ! ! <cp<m+1 (2)
_—=— - m < c m+ 1.
2 m m+1 "

Claramente g(z) := f'(z) = 1/2%, z > 0, es una funcién positiva y decre-

ciente (¢'(z) = f"(z) = —2/x3 < 0). Por tanto,

1

Aplicando esta iltima desigualdad, de (2) se obtiene

1 - 1 1 - 1
(m+1)2 "m m+1  m?
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Si escribimos esta desigualdad para m = 1,2,...,n, obtenemos:

1 1
=1 = = 1— = 1
m 53 < 5 < 1,
9 1 - 1 1 - 1
m = — S —
32 2 3 227
1 1 1 1
m =mn —_ — i

s < < .
(n+1)2 n n+1 n?

Sumando término a término esta cadena de desigualdades, se obtiene

n+1 n
1 1 1
—<1- < —.
> — <2

Ahora vamos a partir de la desigualdad de la izquierda para obtener, tras

manipulaciones algebraicas sencillas, la suma n-ésima, Sy == Y " _; 1/m?2,
. 00 2
de la serie Y~ 1 1/m”=,

RS o U o S S S
(n+1)2 m:2m2_m:1m2_ " n+1 (n+1)%

Tomando limites cuando n — 0o, se tiene

0.0}
S = lim S, < lim (2 — S
n2  n5ee "™ S nhoo n+1 (n+1)2) 7
n=1
de donde se deduce que la serie Y -, 1/n? es convergente.

1. Un criterio para probar la convergencia/diver-
gencia de series numéricas de términos positivos

Motivados por los ejemplos anteriores, supongamos f(x) € C?(]0, oo[) tal que
f(x) >0y f"(x) <0, es decir, creciente y concava. Si aplicamos el TVM en
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el intervalo |m, m + 1[, m > 1 entero, se concluye:
existe al menos un ¢, €lm,m + 1 f'(¢y) = f(m+1) — f(m).  (3)
Como f'(z) es decreciente (pues (f'(x)) = f"(z) < 0), se tiene:
m<cm<m+1= f(m+1)< f(cn) < f(m). (4)
De (3) y (4) se deduce
flim+1) < f(m+1) = f(m) < f'(m).
Desarrollando esta desigualdad para m = 1,2,...,n, se obtiene:

m=1 = f(2 < f@-7/1 < fQ),
m=2 = f'3) < fB)-f2) < [f(2),

m=n = fn+l) < f+1)—f) < fn).

Si sumamos término a término y simplificamos los términos centrales (que
forman una suma telescépica), se deduce

n+1 n
Y fm) < fln+1) = (1)< > f'(m) (5)

Como f’ > 0, entonces f es creciente y por tanto solamente se presentan
dos posibilidades sobre el comportamiento asintético de f. A continuacion,
analizamos cada caso.

» Caso 1: Si lim,,_,+ f(n) = +o0.
Tomemos limites cuando n — oo en la desigualdad de la derecha de
(5), entonces en este caso se tiene

+oo = lim f(n+1)— f(1) < lim_ Z flm) =" f(m).
m=1
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Obsérvese que f(1) < 400 porque f(x) es continua para z = 1 > 0.
Por tanto, se deduce que la serie de términos positivos (pues f’'(x) > 0,
z > 0) dada por >~ f'(m), es divergente.

» Caso 2: Silim, o f(n) = M < 400.
Consideremos la desigualdad de la izquierda de (5) y completemos la
serie que queda en el término izquierdo empezando en m = 1:

n+1

S Flm) < f(n+1) = £(1) + £(1).

m=1
Ahora tomemos limites cuando n — oo en esta desigualdad. Esto con-
duce a que

00 n+1
S Fm) = lim 3" f/(m)

m=1 m=1

< dim f(n+1) = f(1) + F/(1) = M = f(1) = f(1) < +o0.

Obsérvese que hemos usado que f(1) y f/(1) son finitos porque f(x) y
f/(z) son continuas para x = 1 > 0. Por tanto, se deduce que la serie
de términos positivos, > >, f'(m), es convergente.

Resumiendo, hemos establecido el siguiente teorema:

Teorema 1.1. Sea f(z) € C%(]0,00]) tal que f'(x) >0 y f(x) < 0. Se cum-
plen los siguientes resultados para la serie de términos positivos Y~ | f'(n):

i) Silim, o f(n) = +oo, entonces > o> | f'(n) diverge.

(0.0}

-2 f'(n) converge.

i) Silimy oo f(n) < +00, entonces

Notemos que, puesto que f es creciente, se tiene que cumplir o bien
lim,, o f(n) = 400 (no acotabilidad) o bien lim,_, f(n) < 400 (acota-
bilidad). Como f’(x) > 0, se tiene que cumplir o bien Y >, f'(n) = +oo
o bien >°°, f’(n) < +oo. Por tanto, asumiendo que f(z) € C?(]0,00[) tal
que f'(x) >0y f"(x) <0, la conclusién del Teorema 1.1 se puede reescribir
como .
lfim f(n) < +oo <= » f'(n) < +oc. (6)

n—00
n=1
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Acabamos este apartado deduciendo el criterio de condensacién de Cauchy
como una consecuencia del Teorema 1.1. Ciertamente, esta deduccién es mas
técnica que la demostracion clasica que podemos encontrar en la mayoria de
los textos sobre series numéricas.

Teorema 1.2. Sea {an} >, un sucesion de numeros positivos decreciente.
Entonces

oo oo

Zan < 40 — ZQ"agn < 400.

n=1 n=1
Demostracion. Podemos tomar una funcién f con f/ > 0y f” < 0, tal que
f'(n) = a,. Para su construccién, se toma una funcién decreciente y positiva
que pase por los a, en n y se define f como una primitiva; obsérvese que esto
es consistente con que a, es una sucesion de nimeros positivos y mondtona
decreciente. Puesto que f’ es decreciente, se tiene que

2ntl

FEm2n = fEm @ - > / f() dz

> f/(2n+1)(2n+1 o 2n)

1

_ f/(2n—|—1)2n — §f/(2n—|—1)2n—|—1.

Sumando para n = 1,2,..., obtenemos
00 00 1 00
‘(2m)2" > / '(z)d - 7
Srez [ e 2530 (7)
n= < =
= lim_f(n) —f(2)

Asi, teniendo en cuenta que a, := f'(n) y la regla de Barrow, se tiene:

Zan < 400 = Zf’(n) < 400 L 1w f(n) < 400
n—r00
n=1 n=1
Barrow / f da: < 4oo & Zf 2n 2" < 1o

o o
=) (272" < oo == ) agn?2” < +o0.
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2. Aplicaciones

Acabamos esta nota presentando algunos ejemplos de series de interés donde
la aplicacién del Teorema 1.1 permite deducir su convergencia/divergencia.

Ejemplo 3. Para p > 1 finito, consideremos la funcion fp(z) = M — gp,

K >0, M € R, en el dominio x > 0. Observemos que cumple las hipotesis
del Teorema 1.1,

folx) = Kpz~ P+ > 0, [y () = —Kp(p + Dz~ P2 <0, Va > 0.

Ademds, lim,,_,~ fp(n) = M < 4o00. Por tanto, aplicando el Teorema 1.1-ii)
se deduce que la serie Y " f(n) converge, o equivalentemente,

1
Z 110 P= 1,2,... converge.
n

Este es un resultado bien conocido (por ejemplo aplicando el test integral o
el test de condensacion de Cauchy), y de hecho en algunos casos particulares
se conoce la suma. Por ejemplo, parap =1, Y >0, 1/n? = 72/6.

Ejemplo 4. Ahora aplicaremos el Teorema 1.1 a la funcion f.(xr) = M —
Kr*, K >0,0<r <1, M € R, en el dominio x > 0. En primer lugar,
comprobamos que se cumplen las hipotesis del teorema,

fi(x) = —Kr®In(r) >0, f/(z) = —Kr*(In(r))* <0, Vo > 0.

T T

Ademas, lim,,_, fr(n) = M < +o00. Por el Teorema 1.1-ii) obtenemos que
la serie Y2 | fr(n) converge, o equivalentemente,

lo cual es bien conocido, al tratarse de la serie geométrica.

El siguiente ejemplo, ilustra la aplicacion del Teorema 1.1 para demostrar
la divergencia de una serie, también bien conocida.
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Ejemplo 5. Sea la funcion f(x) = \/x, x > 0, la cual cumple las condiciones
del Teorema 1.1,

1 w1
m>0, f(.%‘)— 4$\/5

Claramente, 1im,,_,~ f(n) = 4+o00. Por el Teorema 1.1-i) obtenemos que la
serie Y > 1 f'(n) diverge, o equivalentemente,

< 0, Va > 0.

() =

=1
— = 0OQ.
27

El resultado es un caso particular de la conocida divergencia de la serie
subarménica Y o2, 1/nP, 0 < p < 1.

Conclusiones

En esta nota hemos introducido un sencillo criterio para estudiar la con-
vergencia de series numeéricas de términos positivos que estd basado en la
aplicacion del Teorema del Valor Medio. Los resultados nos han permitido
deducir, de un modo diferente al habitual, la convergencia o divergencia de
algunos tipos importantes de series numéricas, como las p-series o las series
geométricas, si bien el resultado establecido es susceptible de aplicarse a mas
tipos de series numéricas. También hemos obtenido una prueba del criterio
clasico de condensacién de Cauchy como consecuencia del principal resultado
del trabajo. Creemos que el contenido del articulo puede ser de utilidad para
presentar, de un modo alternativo, resultados clasicos de la teoria de series
numeéricas.
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