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Resumen

Gran parte del estudio se enfoca en el problema de Sturm-Liouville, que es un problema de
contorno para ecuaciones diferenciales ordinarias. Para ello, en primer lugar se estudian los
teoremas de Sturm, lo que incluye los teoremas de comparacion y separacion.

A continuacion, se enuncia el problema de Sturm-Liouville, estudiando las soluciones
correspondientes a los valores propios, las funciones propias. También se estudian las propiedades
de ortogonalidad, asi como el teorema de oscilacion.

Finalmente, se estudia un caso practico: los polinomios de Legendre, los cuales aparecen en

multiples escenarios de indole matematica y fisica. Se obtienen a partir de su funcion generatriz y se
acaba probando que son solucion de un problema particular de Sturm-Liouville.
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1. Introduccion

Este estudio forma parte de los denominados problemas de frontera o de contorno, los cuales
surgieron ante cuestiones de caracter fisico durante el siglo XVIII relacionados con muy diversos
problemas, como por ejemplo el problema de la conduccién del calor en una barra o el problema de
la cuerda vibrante.

Jacques C. F. Sturm y Joseph Liouville estudiaron este tema por separado y mas tarde
colaboraron juntos para conseguir desarrollar lo que finalmente se llamaria la teoria de Sturm-
Liouville, la cual supuso un importante avance en el campo de la fisica matematica.

También, muchas funciones especiales son soluciones de un problema de Sturm-Liouville.
Por todo esto, el problema de Sturm-Liouville es uno de los problemas mas interesantes de la teoria
de ecuaciones diferenciales.

En este trabajo se comienza por la reduccion de la ecuacion diferencial lineal y homogénea
de segundo orden a forma normal, para mas tarde poder exponer los teoremas de Sturm,
relacionados con la comparacién, separacion y evaluacion de los ceros o raices de las soluciones de
la ecuacion. Luego se expone el problema de Sturm-Liouville y se muestran propiedades como la de
ortogonalidad o completitud.

Mas tarde se reduce el sistema de Sturm-Liouville a forma normal para asi poder demostrar
diversas proposiciones las cuales permitiran llegar a demostrar el importante teorema de oscilacion.
Por ultimo, se estudian los polinomios de Legendre y se trata una aplicacion practica del sistema de
Sturm-Liouville a la denominada ecuacion de Legendre, la cual constituye un caso particular del
problema de Sturm-Liouville.

La aplicacion de los polinomios de Legendre a la fisica matematica resulta ser casi
imprescindible, principalmente en la que es conocida como Teoria del Potencial y muchos otros
problemas de naturaleza fisica cuya resolucién desemboca en estos polinomios.

Gracias a diversas herramientas y técnicas de distintos &mbitos de las matematicas, como
puede ser el desarrollo de soluciones en serie o la integracion en variable compleja, se consigue
finalmente obtener los resultados requeridos para demostrar la eficiencia de los métodos.



2. Forma normal para la ecuacion lineal y homogénea
de orden dos.

Sea la E. D. lineal y homogénea de orden dos

yU(x) + Alxky'(x) + Blxby(x) = 0 e
En donde A(x) y B(x) son funciones continuas en el intervalo cerrado [a, b].
Queremos reducir esta ecuacién a la forma normal

z''(t) + C(t)z(t) =0

Para lograr esto, comencemos poniendo la ecuacion (2.1) de la forma

LIK(xy' ()] + Qxbyl(x) = 0 e

y desarrollando esta ecuacion obtenemos

K(x)-y"'(x) + K'(x)-y'(x) + Q[x)y(x) =0

Para que esta ecuacion coincida con (2.1), se tiene que dar que

1 (AG) _ (Bl
K~ K (@) } -

Centrandonos en la primera igualdad, tenemos que

1 _ (Al) . (K'(x) _ . (K'(x), o
(K(x))  (K'(x) ~ Kx) - A f[(K(X))]d JAG)dx
In(K (x))dx = fA(x)dx : K(x) = ol Al

Ahora, de los extremos de la igualdad (2.3) tenemos que

(K?x)) - Eg((ig)) ; Q(x) = B(x)K(x) ; Q(x) = B(X>'e[fA(x)dx]

Por lo que sustituyendo los valores de K(x) y Q(x), la ecuacién (2.2) nos queda de la forma
1 Alwau)
d ] + B(x)e- y(x) =0 donde x€[a,b] } (2.4)

[ Afw)dul
- .e a
dx

[y'(x)

Ahora, sea t:t(x) una funcién de x en [a, b], estrictamente creciente, tal que



[J"A

- g

Evaluando esta funcién en ambos extremos del dominio, tenemos que para x=a y x=b se tiene

}[e[JA(U)du]]dv 0 y } [jA o n
Por lo tanto, también se puede definir x como funcién de t: x=x(t) para t€[0,H].
Por otra parte, si derivamos t(x) con respecto de x tenemos
j_xt(x) _ e[—EA(u)dﬂ

Entonces, notemos que

yla) = o (@ oy o de
Sustituyendo este resultado por y'(x) en (2.4) nos da que

j—x[%'e[_:fA(U)du}‘e[l:[A(U)dU]] . B(X).e@m)du]‘y W =0 |

;—X[%] + B(x)-e{EA(U)du}-y(x) =0 } (2.5)

Centrandonos en el primer sumando de esta ecuacion tenemos
d dy d dy [Flawel_(dy) lawa
L1 - L= «

i.[d_Y} _ 0
dt dt “dx de - dt de’

Por lo que sustituyendo esto en (2.5), nos queda

d2v) [ Awal [f Alu)du]
<dt¥)'e “ + B(x)-e" y(x) =0

[ Alu)du]

y multiplicando toda la ecuacion por e * obtenemos




Teniendo en cuenta que x depende de t, e y depende de x, reescribimos esta ecuacion de la
siguiente manera

(dzyd(i(t))) + B(X(t)),(e[xjA(”)du])Z.y(X(t)) -0 } (2.6)
t

En este punto, si ponemos

[[A(w)du] ,
y(x(t)) = z(¢) y B(x(t))-(e * = Clt)
podemos escribir (2.6) de la forma
(dz(;# + C(t)z(t) =0 para t€[0,H] } (2.7)

que es la forma normal de la ecuacién (2.1).

Probemos ahora que la funcién y(x) es una solucién de (2.1) siy sélosi y(x(t))=z(t) esuna
solucion de (2.7).

Sean y,(x) e y,(x) dos soluciones de (2.1).

Sean z,(t) y z,(t) las soluciones de (2.7) transformadas de y,(x) e y,(x) respectivamente.

Partiendo del Wronskiano de las funciones y,(x) e y,(x) tenemos

yilx(t)) ya(x(t))

dy, dy,
P(ne) Lato)

Y1(X) }’Z(X)
(%) v, (%)

W(yi(x),y,(x)) =

) e | om0 wm) | sl sl
) (%)'(d—;) (%)(%) B (%).(%) (%).(%) = % %(a) =
= Zl(t) Zz(t) .e[iajA(“)d“} _ W(zl(t),zz(t))~e[XfA(U)dU]

z,'(t) z,'(t)

Por lo tanto, dado que la exponencial no puede ser cero, W(y,(x), y,(x)) tnicamente se anulara
en [a, b]siysélosi W(z,(t),z,(t)) seanulaen [0, H].



Equivalentemente, y,(x) e y,(x) son linealmente independientes siy s6losi z,(t) y z,(t)
son linealmente independientes.

Ahora, comprobemos que la reduccién de la ecuacién diferencial lineal y homogénea a forma
normal llevada a cabo no altera los ceros o raices de las soluciones de la ecuacion.

Tenemos que y(x) es una soluciénde (2.1) y z(t) es una solucién de (2.7) transformada de
y(x).
Sea x, uncerode y(x) enl[a, bl
Si t,=t(x,), sedaque
z(t) = z(t(xo)) = ylx) =0
Por lo que todo cero de y(x) se transforma en un cero de z(t).

Dado que t=t(x) es una funcién estrictamente creciente en el intervalo [a, b], dos ceros
consecutivos de y(x) se transforman en dos ceros consecutivos de z(t).

Del mismo modo, sea t, un cerode z(t) en [0, H].
Si x,=x(t;), setiene que

y(xi) = ylx(t,)) = z(t;) =0
Por lo que todo cero de z(t) se transforma en un cero de y(x).

Dado que x=x (t) es una funcién estrictamente creciente en el intervalo [0, H], dos ceros
consecutivos de z(t) se transforman en dos ceros consecutivos de y(x).



3. Teoremas de Sturm

Sean las ecuaciones diferenciales

I
(e}

Y1”+A(X)')’1'+B(X)'Y1 G.1)
Yo' +A(x)-y,'+By(x)y, =0 (3.2)

siendo A(x) , B(x) y B,(x) funciones continuas en el intervalo cerrado [a, b].

Teorema 3.1. (Teorema de comparacion de Sturm)

Sean y,(x) e y,(x) dos soluciones no idénticamente nulas de (3.1) y (3.2) respectivamente.
Sean x, y x, dos ceros consecutivos de y,(x) en el intervalo [a, b].

Entonces se tiene que:

- Si B(x)<B,(x) Vx€[x,,x,], entonces y,(x) tiene un cero en el intervalo cerrado
[x,,%,].

— Si B(x)<B,(x) WV x€[x,,x,] donde no se tiene que B(x)=B,(x), entonces y,(x) tiene
un cero en el intervalo abierto (x,,x,).

Demostracién:

Por medio del cambio de variable independiente

% —[lAtd)
t=t(x)=fe“ |dv
las ecuaciones (3.1) y (3.2) se convierten en
z,"'(t)+c(t)z,(t) =0 (3.3)
z,"" () +cy(t)z,(t) =0 (3.4)

donde t€[0,H].

También, la solucién y,(x) de (3.1) se transforma en la solucién z,(t) de (3.3).
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Del mismo modo, la solucién y,(x) de (3.2) se transforma en la solucién z,(t) de (3.4).

Ademés, si x, y x, son dos ceros consecutivos de la funcién y,(x), tenemos que t,=t(x,)
y t,=t(x,) son dos ceros consecutivos de la funcién z,(t).

Deducimos de B(x)<B,(x) WV x€[x,,x,] que obviamente

Por otro lado, desarrollemos
%[zl(t)-zz'(t)—zl'(t)zz(t)] = 2)'(t) 2, (t)+2,(t) 2, (t) =2, (t) 2, (t)—2, " (t) 2, (t) =

= z,(t)z,"(t)=z,"(t)2(t)

y como sabemos de (3.3) y (3.4) que z,"'(t)=—c(t)z(t) y que z,"'(t)=—c,(t)-z,(t),
sustituyendo estas en el resultado anterior tenemos que

z)(t)-2," (t)=2," (t) z,(t) = —ci(t)z,(t)z5(t)=[=c(t)-2,(t)-2,(t)] =
= —a(t)z(t)z()+c(t)z(t)2(t) = [c(t)=ci(t)]2(t)2,(t)

Recapitulando, tenemos que

%[zl(t)-zz'(t)—zl'(t)%(t)] = [elt)=c,(t)]-2,(t)-2,(t)

Ahora integramos ambos lados de esta igualdad entre ¢, y t,

]2‘(E[zl(t)zz'(t)—zl'(t)~zz(t)])dt = ]2'[c(t)—cl(t)]-zl(t)-ZZ(t)dt ;
, o
2,(0)2,'(0)=2,"(t)z,(t) | . = [lelt)=c,(t)}z,(t)z,(t)de ;
t, b

t,

f [c(t)=c,(t)]-z,(t)2,(t)dt = 2,(t,)2,'(ts) =2, (t,) 2 (t2) = 21 (t,) 2, " (t1) + 2, " (t1) 2,(t1)

t

Puesto que z,(t,)-z,'(t,)=0 alser z,(t,)=0 porser t, uncerode z,(t) ydado que
—z,(t,)-2,'(t,)=0 alser z,(t,)=0 porser t, uncerode z,(t), tenemos que

11



t

f [e(t)=c,(t)]z,(t) 2,(t)dt = —z,'(t,)-2,(t;)+2, '(t)-2,(t1)

t

Primera parte.

Ahora supongamos que la primera parte del teorema no es cierta, es decir, supongamos que no
existe ningtin cero de y,(x) enelintervalo [x,,x,].

Como y, (x) es una funcién continua en el intervalo [a, b], también serd continua en el intervalo
[x,,x,], dadoque [x,,x,|<[a,b].

Tomando que no existe ningtin cero de y,(x) en el intervalo [x,,x,], entonces y,(x) no se
anula en este intervalo y por tanto y,(x) tendrd signo constante a lo largo de todo el intervalo.

Equivalentemente, podemos afirmar que z,(t) tendra signo constante a lo largo de todo el
intervalo [t,,t,].

Ademés, como t, y t, sondos ceros consecutivos de z,(t), y teniendo en cuenta que z,(t)
es una funcién continua a lo largo de todo el intervalo [0,H], tenemos que z,(t) tiene signo
constante en el intervalo abierto (t,,t,).

Ahora supongamos que z,(t)>0 Vt€[t,,t,]. Situviéramos que z,(t)<0 Vt€[t,,t,],
razonariamos con la solucién —y,(x) de (3.2), la cual tiene exactamente los mismos ceros que
v, (x). Por la misma razon, podemos suponer que z,(t)>0 YV t€(ty,t,).

La solucion de (3.3) que se anula en t; y que también tiene nula la derivadaen t, esla
idénticamente nula, por tanto z,'(t,)#0. Analogamente, tenemos que z,'(t,)#0.

Por otro lado, por la definicién de derivada de z,(t) en el punto t,

. zy\t .
' =1 S U =
S e =

dado que —z,(t,)=0 porser t, uncerode z,.

Entonces, como z,(t)>0 Yt€(t,,t,) ycomo limsup(t—t;)>0, tenemos que z,'(t;)>0

t
dado que z,'(t,) = limsup[ifl_(t)))] >0
1

o,

Adicionalmente, por la definicién de derivada de z,(t) enel punto ¢, tenemos que

12



) R PR (Zl(t)_zl(tZ)) e
z,'(t,) = hr?_)[lznf [W] = hr?-nlznf[(t—tz)]

dado que —z,(t,)=0 porser t, uncerode z,.

Entonces, como z,(t)>0 Yt€(t,,t,) ycomo liminf (t—t,)<0, tenemos que z,'(t,)<0

dado que z,'(t,) = liminf[((zl_(:)))] <0.

t>t,

Por lo tanto, volviendo a la integral
f[C<t)_C1(t)]'z1(t)'zz(t>dt = —z,'(t)2,(t,)+2, ' (t,)-2,(t,) } (3.5
t

En el lado derecho tenemos los elementos z,'(t,)<0, z,(t,)>0, z,'(t;)>0 y z,(t,)>0.

por lo que los sumandos tienen los signos

_Zl'(tz)'zz(tz) >0 y le(tl)'zz(tl) >0
y todo junto:
_21'(t2)'zz(tz>+z1'(t1)'Zz(t1) >0

Ahora, en el lado izquierdo de la igualdad (3.5) tenemos que

(§ Alw)a) (F Al
como ¢(t) = Blx()e! "™ < Bx(e)Tet"™F = c() para tef0,H],

entonces c,(t)=c(t) yportanto c(t)—c,(t)<0 Vte[0,H].

También, como hemos supuesto que z,(t)=>0 y z,(t)>0 Vte[t,,t,]

entonces tenemos que z,(t)-z,(t)=0 V€[t t,].

Por lo que, recapitulando, tenemos que los signos de los elementos del lado izquierdo de la igualdad
(3.5) son

c(t)—c,(t)<0 y z,(t)z(t)=0 Vtet,,t,].

por consiguiente, claramente tenemos que
t,

Jle(t)=c,(0))2,(t)z,(0)dt < 0

t

Entonces, como el lado derecho de la igualdad (3.5) era —z,'(t,)-z,(t,)+z,'(t,) z,(t;)>0,
tenemos que combinado con el valor de la integral del lado izquierdo de (3.5):

13



t,

J' [e(t)=c,(t)]z,(¢) z,(t)dt < —z,"(t,)-z,(t;)+2, (1)) 2,(t,)

t
desigualdad la cual se contradice enormemente con la igualdad (3.5).

Por tanto, la suposicién que habiamos hecho de z,(t)>0 Vt€[t,,t,] noescierta, z,(t) sise
anula para algtin punto en el intervalo [t,,t,], y por consiguiente existe un cero de z,(t) en el
intervalo cerrado [t,,t,].

Llamemos ¢, a este cero tal que z,(t;)=0 con t,E€[t,,t,].

Sea x,=x(t;) tal que x,€[x,,x,].

Como t, esuncerode z,(t), entonces X, esuncerode y,(x). Porlo tanto, queda
demostrada la primera parte del teorema de comparacion.

Segunda parte.

Procedamos como hemos hecho para la primera parte y supongamos que la segunda parte del
teorema no es cierta, es decir, supongamos que no existe ningtin cero de y,(x) en el intervalo

abierto (x,,x,), olo que eslo mismo, que y,(x) no se anula para ningtin valor de x en el
intervalo abierto (x,,x,).
Equivalentemente, z,(t) noseanulaen (t,,t,).

z,(t) tampoco se anulaen (t,,t,).

De igual manera que hemos hecho en la demostracion de la primera parte, supongamos que
z,(t)>0 y z,(t)>0 Vte(ty,t,).

Del mismo modo que antes, obtendremos que z,'(t;)>0 y z,'(t,)<0.

Por lo que volviendo a la igualdad (3.5), tendremos que los sumandos del lado derecho de la
igualdad tendran los signos

—2,'(t,)-2,(t,)=0 y z,'(t,) z,(t,)=0
por lo que nos queda que todo el lado derecho de la igualdad es
—2,'(ty) z,(t,)+2,'(t,) 2,(t,)=>0
Y de la primera parte sabemos que el lado izquierdo de la igualdad (3.5),

[c(t)—c,(t)]-z,(t)-z,(t), es menor o igual que cero en el intervalo cerrado [t,,t,] yno es
idénticamente nula en este intervalo, por tanto

14



t,

Jle(t)=c,(0))-2,(¢)z,(0)de < 0

t

Por lo tanto, juntando las dos desigualdades que acabamos de obtener, nos queda la relacion

t,

_[ [c(t)=c,(6)]2,(t)-2,(t)de < —z,'(t,)-z,(t,)42,'(t,)-2,(t))

t
lo que se contradice radicalmente con la igualdad (3.5).

Por consiguiente, la suposicion inicial que hemos hecho es falsa, lo que implica que z,(t) sise

anula en el intervalo abierto (t,,t,), es decir, existe un cero t,€(t,,t,) de z,(t) de manera que
z,(t4)=0.

Como t, esuncerode z,(t), entonces x,=x(t,) esuncerode y,(x), con x,E(xy,x,).

De este modo, ha quedado demostrada la segunda parte del teorema de comparacion.

Teorema 3.2. (Teorema de separacion de Sturm)

Sean u,(x) y u,(x) dos soluciones independientes de (3.1) .
Si x, y x, sondos ceros consecutivos de u,(x), entonces existe un tnico cero de u,(x) en
el intervalo abierto (x,,x,).

Demostracién:

Para demostrarlo apoyéndonos en el teorema de comparacion, digamos que u,(x) es una solucién
de (3.2) donde tenemos que B(x)=B;(x), de esta manera (3.1) y (3.2) son la misma ecuacion
diferencial y u,(x) y u,(x) son dos soluciones de la misma ecuacién diferencial.

Por lo tanto, aplicando la primera parte del teorema de comparacion, tenemos que u,(x) tiene un
cero, al que denominaremos x,, tal que Xx,E[x,,x,]. Entonces u,(x;)=0.

Por otro lado, sabemos que x, esun cerode u;(x).
Si también se diera que x, fueraun cerode u,(x), tal que u,(x,)=0, se tendria que el
Wronskiano de las funciones u,(x) y u,(x) en x, seria

Ul(x1) U2<X1)

Wi (x),wlx)) = | (x) u'(x)

por lo que las soluciones u,(x) y u,(x) serian linealmente dependientes, lo que es una clara
contradiccion frente a la hipétesis inicial del teorema. Por lo tanto, sabemos que u,(x,)#0 y que
por tanto x, no esun cero de u,(x).

15



Del mismo modo, se obtiene que u,(x,)#0, porloque x, tampoco esun cero de u,(x).

Entonces, claramente tenemos que x,€(x,, X, ).

Probemos ahora que x, es el Ginico cero de u,(x) que existe en el intervalo abierto (x,,x,).

Para ello, comencemos suponiendo que hubiese mas de un cero de la solucién u,(x) en el
intervalo (x;,x,).

Entonces deberian existir dos ceros consecutivos x, y x. de u,(x) enelintervalo (x,,x,),
dado que si no fuese asi, habria un conjunto denso de ceros de u,(x) en (x,,x,), y por
consiguiente u,(x) se anularia en el intervalo cerrado [x,,x,], por ser una funci6n continua, lo
cual va en contra de la hipotesis.

Si aplicamos la parte demostrada del teorema, podriamos determinar un punto x, tal que
X6€ (X4, X5)=(x,%,)

en el que se anularia la solucién u,(x), es decir, se tendria que x4€(x,,x,) esun cero de
u,(x), pero esto es imposible dado que x, y x, son dos ceros consecutivos de u,(x) en ese
intervalo.

Por tanto, la suposicion que hemos hecho es falsa, y por lo tanto no existe mas de un cero de la
solucién u,(x) enelintervalo (x,,x,). x, eseltnicocerode u,(x) en ese intervalo.

Teorema 3.3.

Sean y,(x) e y,(x) dos soluciones no idénticamente nulas de (3.1) y (3.2) respectivamente, de
manera que y,(a)=y,(a) , y,'(a)=y,'(a) , B(x)<Bi(x) paratodo x€[a,b]. Entonces
el niimero de ceros de y,(x) en [a, b] es mayor o igual que el niimero de ceros de y,(x) en el
mismo intervalo.

Demostracién:

Con el cambio de variable independiente

[ (A(u)du)
t = t(x) = f[e : ldv

z,"'(t)+c(t)z,(t) =0 (3.3)
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z,"'(t)+c,(t)z,(t) =0 (3.4)
donde t€[0,H].

También, las soluciones y,(x) de (3.1) se transforman en las soluciones z,(t) de (3.3).
Asimismo, las soluciones y,(x) de (3.2) se transforman en las soluciones z,(t) de (3.4).

Si x, eselprimer cerode y,(x) enelintervalo ]a, b], entonces sabemos que t,=t(x,) es el
primer cero de z,(t) en el intervalo ]0, H].

Deducimos de B(x)<B,(x) ¥V x€[x,,x,] que obviamente

c(t) = B(x(t))[e*® F < Bl(x(t))-[e(!A(U)dU)]2 = ¢,(t) con t€[0,H]

Por otro lado, desarrollemos

%[zl(t)-zz'(t)—zl'(t)-zz(t)] = z(t)z (t)+z(t) 2, (0)=2,""(t)2,(t) -2, '(t)-2,'(t) =

y como sabemos de (3.3) y (3.4) que z,"'(t)=—c(t)z(t) yque z,"'(t)=—c,(t)-z,(t),
sustituyendo estas en el resultado anterior tenemos que

2,(t)2," () =2, () 25(t) = —ci(t)z4(t)2(¢)=[—c(t) 2, (¢) z,(¢)] =

Recapitulando, tenemos que

d : : _
E[zl(t)'ZZ (t)_z1 (t)'zz(t)] = [C(t)_cl(t)]’zl(t)'z2(t)

Ahora integremos ambos lados de esta igualdad entre 0 y ¢,

]ﬁ(%[21(t>'22'(t)_21’(t)'zz(t)])dt = _[[C(t)_C1(t)]'z1(t)'zz(t)dt ;
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Como t, esuncerode z,(t), entonces z,(ty)-z,'(t,)=0.

Ademads, como y,(a)=y,(a), deducimos que z,(0)=2z,(0).

De igual forma, como y,’'(a)=y,'(a), deducimos que z,'(0)=z,'(0).

Entonces tenemos que —z,(0)-2,'(0)+z,'(0)-z,(0) = —z,(0)-z,'(0)+z,'(0)-z,(0) = 0

Por lo que volviendo a la integral resulta que

Jle () =c(0)])z,(t)2,(0)dt = 2,'(t)2(to) (3.6)

0

Ahora supongamos que z,(t) no se anula en el intervalo abierto (0,t,).
Como z,(0)=z,(0) y z,'(0)=z,'(0), puede ocurrir o bien que z,(t) y z,(t) sean ambos
positivos o bien que z,(t) y z,(t) sean ambos negativos a lo largo de todo este intervalo.

Dado que z,(t,)=0 y z,(t) no esidénticamente nula en el intervalo [0,H], tenemos que
z,'(t,)#0 al aplicar el teorema de unicidad para la solucién del problema de condiciones
iniciales en una ecuacion diferencial ordinaria.

Enel casoen que z,(t) y z,(t) sean positivas, tendremos que

z,'(t,) = lirg?f[%] = hr?_)tlonf[((fl_(iz)

~

puesto que t, sera mayor que t.

Por tanto, el producto a la derecha de la igualdad (3.6) sera negativo o cero, mientras que la integral
a la izquierda de la igualdad sera positiva, por lo que se trata de una contradiccion.

Enel casoenque z,(t) y z,(t) sean negativas, tendremos que

R T I

~—

Por lo que, de nuevo, el producto a la derecha de la igualdad (3.6) sera negativo o cero, mientras
que la integral a la izquierda de la igualdad sera mayor que cero, por lo que se trata de una
contradiccion.

Entonces debemos afirmar que z,(t) sise anula en el intervalo abierto (0,t,).
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Si t, y t, sondos ceros consecutivos de z,(t), aplicando el Teorema 3.1 obtenemos que existe
un cero t, en elintervalo abierto (t,,t,) de z,(t).

Concluimos entonces que la cantidad de ceros de zz(t) en el intervalo ]0, H] es mayor o igual
que la cantidad de ceros de z,(t) en ese mismo intervalo, por tanto la cantidad de ceros de

y,(x) enelintervalo ]a, b] es mayor o igual que la cantidad de ceros de y,(x) en ese mismo
intervalo.

Por ultimo, como  y,(a)=y,(a), el nimero de ceros de y,(x) en el intervalo cerrado [a, b] es
mayor o igual que el niimero de ceros de y,(x) en este mismo intervalo.
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4. Sistema de Sturm-Liouville

Al siguiente sistema se le llama sistema de Sturm-Liouville.

d

2 (P(x)y) + (Ap(x)—q(x))y =0 (4.1a)
ary(a)+ayy'(a)=0 ; |a[+a,]#0 (4.1b) s @D
bl'y(b)+b2'y'(b):0 ; ‘b1‘+‘b2‘7&0 (4.10)

Donde p(x) , p(x) y q(x) son funciones reales continuas y definidas sobre el intervalo
cerrado [a, b]. Ademds, p(x)>0 y p(x)>0 alo largo de todo el intervalo [a, b]. También,

p'(x) es continua en todo el intervalo. Por tltimo, A es un parametro real.
El problema de Sturm-Liouville consiste en estudiar las soluciones y(x) para los distintos valores
de A que cumplen las denominadas condiciones de contorno (4.1b) y (4.1c).
Definicion 1
Se les llama valores propios o autovalores a los valores de A para los que existen soluciones no
triviales de (4.1).
Definicion 2

Si A, esunautovalor e y,(x) esuna solucién del sistema (4.1) correspondiente a A,

n

entonces decimos que y,(x) es una autofuncién o funcién propia correspondiente a A, .

Teorema 4.1.

Sea A, un autovalor de (4.1), el conjunto de las soluciones del sistema (4.1) correspondientes a
este valor propio forman un espacio vectorial de dimension uno sobre el cuerpo de los ntimeros
reales.

Demostracién:

Sean y,(x) e y,(x) dos soluciones propias de (4.1) correspondientes a A, .
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Dividiremos la demostracion en dos partes, la primera tomando el valor de a,#0 y la segunda
tomando a,=0.

Entonces, suponiendo primero que a,#0, si y,(a)=0 tendremos que por (4.1b)

al'y2(0)+02'y2'(a):0 ; az')’z'(a)zo ; Y2'(a):0
yaque a,#0.

Por el teorema de unicidad de la solucién de una ecuacién diferencial, con condiciones iniciales,
resulta que y,(x)=0 paratodo x€[a,b], lo cual es una contradiccién. Por tanto y,'(a)#0.

Ahora, y,(x)—c-y,(x) esuna funcién que claramente satisface la ecuacion diferencial (4.1a),

siendo ¢ =

Se cumple que

yila)=c-y,(a) = y,la)-

Por otro lado, reorganizando (4.1b) tenemos que

ar-y(a)+ayy'(a)=0 ; ayy'(a) = —aryla) ; y'la) = —(a—z)‘y(a)
Por consiguiente, para y,'(a) e y,'(a) tenemos que
yla) = «(Hnla) 5 wla) = (Pl
por lo que
yila)eys'la) = ~(hyia)e(~(wla) = ~(F)ylajwe( ) y.la) -
= (@) (eyyla)-yila) = (@D @)y @) = (Dhyi(a)-yia) -
a, 2 ! a, (}’2(0)) ’ ! a, ' !
= (20 =0

Portanto y,'(a)—c-y,'(a) = 0 y aplicando de nuevo el teorema de unicidad nos queda que
yi(x)—c y,(x) = 0 paratodo x€[a,b]

lo que implica que y,(x) e y,(x) son linealmente independientes.
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Para la segunda parte de la demostracion, suponemos que a,=0.

De (4.1b), |a,|+|a,)|#0 , observamos que necesariamente a,#0.

Poniendo ahora k = (v, (a)) y sabiendo que la ecuacién diferencial (4.1a) es satisfecha por la
Y2

Por otra parte, reorganizando (4.1b) tenemos que

avylajrary'(@)=0 ; aryla) = ~ary'(a) 5 yla) = ~(2)}y'(a)
Entonces para y,(a) , y,(a) tenemos que
yila) = ~(Dyla) 5wl = ~(Fyla
por lo que
yila)koyla) = (o) k= la) = ~(2hyilaekl )y, (a)i =
= Sl la-yla) = LUy @-lal) = (EHyla-y () -
= (o =0

Por tanto y,(a)—k-y,(a) =0 y aplicando de nuevo el teorema de unicidad nos queda que
yi(x)—k-y,(x) = 0 paratodo x€[a,b]
lo que implica que y,(x) e y,(x) son linealmente independientes.

Para concluir, toda funcién de la forma «a-y,(x), con a real, es solucién del sistema (4.1), por lo
que el espacio de las soluciones de (4.1) correspondiente a A, es de dimension uno.
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Definicién 3
Sean f,(x) y f,(x) funciones continuas sobre el intervalo [a, b].

Se dice que las funciones f,(x) y f.(x) son ortogonales respecto a la funcién peso g(x) sise
cumple que

Teorema 4.2.

Si y,(x) e y.(x) sondos autofunciones de (4.1) correspondientes a los valores propios A, y
A, (con A #). ) respectivamente, entonces y,(x) e y,(x) son ortogonales en el

intervalo [a, b] con respecto a la funcién peso p(x).

Demostracion:

Como y,(x) e y.(x) son funciones propias de (4.1), tenemos que

L(p(x)}y, (1) + (Aep(x)-qlx))ly,lx) = 0

L(p(x)y, (X)) + (hoeplx)=a(x))yalx) = 0

que desarrollando las derivadas tenemos
px)y," + p'(x)y.' + (Ap(x)—qlx))y, =0
p(x)yn"" + p'(x)yn" + (Ap(x)=q(x))y, = 0
Multiplicando la primera ecuacién por y,(x) y lasegunda por y,(x) obtenemos
P(X)}ya""ym + P'(x) vy + (Ap(x)=q(x))ysyn = 0
p(xX)yn"ya * P'(X)yn"yn * (Ayp(x)=q(x))yny, = 0
Y ahora restando la segunda a la primera
POX)(yn" Yu=yn" " ¥a) * Py yn=yn'ya) + (Ap(x)=q(x)=2,p(x)+q(x))ysyn =0

p<X)'(Yn”'ym_ym”'yn) + p’(x>’(yn"ym_ym"))n) + ()‘n_}\m)p(x)ynym =0
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Tomando los dos primeros sumandos,
PX)(ya" " Yn=Yn""ya) + P (X)(ya" Y= Yn'"¥n)
afiadimos  p(x)-(y,"Yw'—¥a"ym') (lo cual equivale a 0)
POX)(ya" Yn=Yn' " ya) + P X)(ya" Y= yu'ya) ¥ Px)(ya Y =ya"Yn') =
= P Yty Yn' = Yn =Y Ya) + P (X) (Y0 Y= YY)
y reorganizando esto

p(xX)(ya" " yutya"yu') + P (X) (¥ yu) = PX)(ya"Yu +Ya" "y — P'(X)(yu"y.) =

= L)y, (xy, (0] = Splx)y, (0, (x) =
= L (), (3 yal 0=y, (x) v ()]

Entonces, recapitulando

p<X)'(Yn”'ym_ym”’yn) + p’(x>’(yn"ym_ym"))n) -

= %[p(x)-(yn ’(x)~ym(X)—yn(X)'ym '(X))]

Por lo que tomando de nuevo la ecuacién
p<x)'<Yn”'.Ym_ym”'.YH) + p'(x>'(yn".)/m_.ym"))n) + ()\n_)\m)p(x)ynym =0
es lo mismo que

LLp(x)-(5, (03 (X)=y,(x) 3 D]+ (A=2,)pl(x) yyya = O

Y pasando el segundo sumando al otro lado

d . '
2o ) (%) yu(x) =y () yn (] = (A=20)-p(x)-y0ya
Ahora integrando ambos lados entre ay b

(= (A =2,)-p(x)-y, (X}, (x)dx

P(x)-(y, (%) yu(x)=y,(x)-y, (x))])dx =

D e
Q C—
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b _ (4.2)

Dejando esto a parte, de (4.1b) sabemos que

al'yn(a)+a2'yn’(a) 0

(4.3)

a;yn(a)+ayy,'(a) =0

En el caso en que a,#0, multiplicando la primera de estas igualdades por y,(a) y lasegunda
por y,(a) obtenemos

ary,(a) yn(a)+a,y,'(a)y,(a) =0

a;yn(a)y.(a)+ary,'(a)y,la) =0
y ahora restando la segunda a la primera
a;-y,(a) yn(a)+ary,'(a)-yn(a)=a;ya(a) y.(a)=ary,'(a)- y,(a) =0
ay,'(a)ynla)=a;y,'(a)y,(a) =0
ay[y.'(a) ynla)=yn'(a) y.(a)] =0
yo'la) ynla)=yn'(a)y,(a) =0

En el caso en que a,=0, por (4.1b) sabemos que |a,|+|a,|#0 y por tanto necesariamente
a,#0

Entonces ahora las ecuaciones en (4.3) pasan a ser
a;-y,(a) =0
a;y.(a) =0
Multiplicando ahora la primera por y,,'(a) y la segunda por y,'(a) obtenemos

ay,(a)-y,'(a) =0

a;-yn(a)y,'(a) =0
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y restando la segunda a la primera
al'yn(a)'ym'(a)_al'ym(a)'yn’(a) =0
al'[yn(a>'.ym'(a)_ym(a)'.)/n'(a)] =0

yn(a>'ym ’(a)_ym(a)'yn '(a) =0
o lo que es lo mismo

yn’(a)'ym(a)_yn(a)‘ym’(a) =0
De forma analoga, de las ecuaciones
bl'yn(b)+b2‘yn'(b) =0
blym(b>+b2ym'(b) =0
deducimos que
yn(b)ym'(b)_ym(b)yn'(b) =0
o lo que es lo mismo
yn'(b)ym(b)_yn(b)ym'(b) =0

Sustituyendo ahora estos resultados en (4.2) tenemos que

b

p(b)-0-p(a)0 = (A,—4,)[ p(x)y,(x)-y,(x)

a

b

(A=2)- [ p(x)-y,(x)-ya(x) =0

a
ycomo A ,#A,, concluimos que
b

[ p(x)y,(x)-ya(x) =0

a

por lo que queda demostrado que y,(x) e y,(x) son ortogonales en el intervalo [a, b] con
respecto a la funcién peso p(x).
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5. Reduccion del sistema de Sturm-Liouville a forma
normal

Sea la E.D. lineal homogénea de segundo orden

y"'(x)+A(x)y'(x)+B(x) y(x) =0
donde x€[a,b] y las funciones A(x) y B(x) son continuas.

Como vimos con anterioridad, haciendo el cambio de variable independiente

X[ (A(u)du)
t = t(x) = [[e” ]dv

siendo

y donde t€[0,H], yaque
9 (] Alwa) b (] Al
tla) = f[e : ldv =0 y t(b) = f[e : ldv = H

Ahora, desarrollando y derivando (4.1a) obtenemos

p(x)-y" + p'(x)-y" + (Ap(x)—qlx))y =0

que dividiendo ambos lados entre p(x) nos da

yrow L -q(x))y = 0

(p(x))

y esta ecuacion es de la forma de una ecuacién diferencial lineal homogénea, donde tendriamos que

Alx) = ) y B = ——(aplx)-q(x)

Por lo tanto
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y también

Para las ecuaciones de contorno, teniendo en cuenta que para x=a se tiene t(a)=0
y como y(x) = z(t(x)), entonces y(a) = z(t(a)) = z(0).
De la misma manera, también tenemos que como

yr(x)=2 (e ()t (x) =2 (e(x) [ 21D

entonces, en x=a

De manera analoga, teniendo en cuenta que para x=b se tiene t(b)=H, entonces y(b) = z(t(b)) =
z(H). Y por la parte de las derivadas, tenemos que en x=b

Por lo tanto, de la ecuacion de contorno (4.1b) pasamos a tener

al-y(a)+a2-y'(a)=0; |a1|+‘az‘¢0 - al'Z(O)"'az'Z'(O):O ; |a1|+‘az‘¢0
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y de la ecuacion de contorno (4.1c) pasamos a tener

by (b)+byy (b)=0 3 Bultlbl#0  ~  boa(H )b,z ()21

donde renombrando

tendremos que la ecuacion de contorno (4.1c) se convierte en
byi-y(b)+b,y'(b)=0 ; |bj|+[b,]#0 - dy-z(H)+d,z'(H)=0
por lo que, con todo esto, nos queda el siguiente Sistema de Sturm-Liouville
z''(t)+c(t)z(t) =0 ;. t€[0,H]
a,-z(0)+ayz'(0) =0 ; |a|+a)#0

dyz(H)+dyz'(H) =0 5 |d+[d,]#0
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6. Proposiciones previas al teorema de oscilaciéon

Partiendo del sistema de Sturm-Liouville

d ™
d—x(p(X)y') + (Ap(x)—q(x))y =0 ; x€[a,b]
ay(a)j+ayy'(a) =0 a,|+[aj<0 ~ 6D
by-y(b)+byy'(b) =0 [by|+[b,|# 0
%

sabemos que su forma normal equivalente es

z''(t)+c(t)z(t) =0 ; te[0,H] (6.2a)
a;-z(0)+ayz'(0) =0 ; |a|+a)#0 (6.2b) (6.2)
dyz(H)+dyz'(H) =0 ; [d|+|d,|#0 (6.2¢)

Consideramos ahora el siguiente sistema

z''(t)+c(t)z(t) =0 ; t€[0,H] (6.3a) D
z(0)=a, ; z'(0)=—q, (6.3b) >~ (6.3)
d,-z(H)+d,yz'(H) =0 (6.30)

_/

Proposicién 6.1.

Toda solucién de (6.3) es solucién de (6.2). Dada una solucién no idénticamente nula z,(t) de
(6.2), existe una constante real no nula « y una solucién z,(t) de (6.3), de forma que
Zl(t):aZZ(t).

Demostracién:

Para la primera parte de la demostracion, es obvio que las ecuaciones en (6.3b) satisfacen la
ecuacion en (6.2b). Para verlo, sustituimos
z(0)=a, ; 2'(0)=—q
en
a,-z(0)+a,z'(0) =0
y obtenemos
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al-z(0)+a2-z'(0) = al-a2+a2-(—a1) =0

por lo que queda demostrado que toda solucion de (6.3) es solucién de (6.2).

Para la segunda parte de la demostracion, comencemos suponiendo primero que a,#0.
Entonces, como a,-z,(0)+a, z,'(0)=0 por (6.2b),

si z,(0)=0 entonces a,z,'(0)=0, ycomo a,#0, necesariamente z,'(0)=0,

que integrando resulta que z,(t)=0 paratodo t€[0,H], lo cual es una contradiccion.

Por lo tanto  z,(0)#0.

Sea ahora 0(:( , entonces se verifica que z,(t)=a-z,(t) en t=0 da

21(0))

2,(0) = a-z(0) =

Reorganizando (6.2b) tenemos que
a

Z, '(0):_((1_1)'21(0)

2

y derivando  z,(t)=a-z,(t) y sustituyendo este valor obtenemos

2,'(0) = az'(0) =

por lo que hemos obtenido que z,(0)=a, yque z,'(0)=—a, .
Ahora supongamos que a,=0,
entonces de la ecuacién en (6.2b) a,-z(0)+a,z'(0)=0
obtenemos que
a,2,(0)+a,-z,"(0) = a,-2,(0)+0-2z,'(0) = a,z,(0) =0

y como de (6.2b) sabemos que |a1|+|a2\¢ 0, necesariamente a,#0.

Si z,(0)=0 entonces por (6.2b) z,(0)=0 y por tanto la funcién z,(t) seria idénticamente
nula en todo [0, H], lo cual es una contradiccion y por consiguiente tendremos que z,'(0)#0.

Ponemos ahora a=—(

o))
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entonces se verifica que z,(t)=a-z,(t) en t=0 da

z(0) = an(0) = ~(=En)al0) = ~(=EH=(3)2'0) = e

y la derivada, z,'(t)=a-z,'(t) ,en t=0 da

z,'(0) = a-z'(0) = _((Zl'(()))).zll(o) = —a .

z,(t) satisface (6.3a) y (6.3c) en los dos casos anteriores.

Proposicion 6.2.

Existe un numero real « tal que z(t, A) no tiene ningtin cero en el intervalo 10, H], para A < a.
Demostracién:

Sea la E.D. lineal

con las condiciones iniciales

donde h es una constante real positiva.

.’ . s s L. 2 2
Integrando ahora esta ecuacion, obtenemos que la ecuacion caracteristicaes r°—h"=0,
la cual claramente tiene las raices r,=—h y r,=h

por lo que la solucion que buscamos, u(t, h), es de la forma
u(t,h) = A-e"+B-e"
Derivando tenemos que
u'(t,h) = —Ah-e "+Bh-€"

y por (6.2b) sabemos que en t=0
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a,-u(0,h)+a,-u'(0,h) =0

Obtengamos ahora los valores de u(0,h) y u'(0,h) en términos de A, By h:

u(0,h) = A+B ; u'(0,h) = —A-h+B-h
Ademas, por (6.3b) sabemos que
u(0,h) = a, y u'(0,h) = —aq,
Por lo que
a, = A+B ; —a, = —A-h+B-h = h(B-A)

y combinando y reorganizando estas dos ecuaciones aislando A y B obtenemos

(az'h"'al)

. (az'h_al)
(2h) ’

Az (2h)

B =

por lo que después de todo esto la solucion u(t, h) que buscamos sera de la forma

_ (ayh+a,) . (ayh—a,) 4
u(t,h) = 2h) e M 2] e

En el caso en que a,=0, necesariamente a,#0 dado que |a,|+|a,|#0 y

_ <O‘h+al) “ht (O'h_al) heoo_ (0"'01) “ht (O_al) o @
7 T S T A P R T
la igualdad resultante es
u(t,h) = (;;)-e_ht—<;;1)~ &
que igualandola a cero tenemos que
al —ht al ht al —ht ht —ht
. _ . =0 - —. _ =0 . —
ene nc e e e

Ahora multiplicando ambos lados por e™ resulta en

1=e
Y aplicando In a ambos lados

In(1)=1In(e*™) ; 0=2ht ; =0
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Por lo tanto, u(t, h) unicamente se anula para t=0, por lo que u(t, h) no tienen ningtn cero en el
intervalo 10, H].

En el caso en que a,#0,

h h—
igualando a cero la soluciéon u(t,h) = %. e’%%. ot

tenemos que

(az'h+al) —ht (az'h_al) ht

= . . . = . . ot h— ot =
u(t,h) =0 ; 2h) e "+ 2h) e 0 ; (a,h+a,)-e "“+(ayh—a,)e 0
-h+
(ayheatlash-a)e™ =0 5 (ayh-a)e™ = ~(aphea) ;  eM=—((2I0),
(a,h—a,)

Hallamosun h,>0 tal que a,-h—a,#0 para h=>h,.

Dado que
. (ayh+a,)
lim (———=) =1
hl-{g ((az'h_al))
podemos encontrar un h,>h, tal que
(az'h+a1)
— >0 h=h
(ayhma,) ~ 00 P B2
-h h—
Ahora, sustituyendo h por h, en u(t,h) = (02(2;)01)'e_m+(GZ(Zh)al)-em
tenemos
(az'ho"'al) —hyt (az'ho—a1) hot
ult,h,) = e T+ e
(tho) = =) (2h,)

eigualando u(t,h,) a cero acabamos con

e = (ay'ho+a,) )
(az'ho_al)
como hemos obtenido antes.
Entonces tenemos que
e = ( (ay-ho+a,) ) <0
e —_—
(az'ho _al)
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(ayho+a,) e (ay-ho+a,)
—=———~ es positivo y por tanto —(7—————=)
(a, hy—a,) (a,-hy—a,)
obviamente es negativo. Pero esto ultimo es igual a una exponencial, la cual nunca puede ser menor
que cero. Por ende, esto es una contradiccién y tenemos que u(t,h,) no se anula para ningiin valor

de t en el intervalo 10, H].

lo cual es una gran contradiccién, dado que

Por consiguiente, no importasi a,=0 osi a,#0, de ambas formas se puede encontrar un
h,>0 de manera que u(t,h,) no tiene ningtin cero en ]0, H].

Sabemos por el punto 5 que c(t) es de la forma

tal que

Seanahora m, , m, y m, losminimosde p(x(t)) , p(x(t)) y q(x(t)) en[0, H]
respectivamente.

Dado que m,>0 y m,>0 por definiciénde p(x(t)) y p(x(t)), se tiene que

) (ml)
i ola)y

por tanto existe un numero real a <0 tal que

(m1)
(p(a))’

Por tanto, si A < a, tenemos que para t€[0,H],

(ml)
(pla))’

por lo que aplicando el Teorema 3.3 deducimos que para A < a, en el intervalo ]0, H] el numero de
ceros de z(t,A) esmenor o igual que el nimero de ceros de u(t,h,) en el mismo intervalo.

'[)\m2_m3]) = —®

[Am,—m,] < —h; paratodo A< a.

c(t) < {Am,—m,] < —h;

Proposicion 6.3.
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Dado un ntimero entero positivo n, existe un ntimero real, [3, tal que z(t, A) tiene mds de n ceros en
el intervalo ]0, H], para A > .

Demostracion:
Sea la siguiente E.D. lineal
u''(t)+h’u(t) =0 , t€[0,H]

donde h es una constante real positiva, con las condiciones iniciales

.’ .’ s 2 2
Integrando ahora esta ecuacion, obtenemos que la ecuacion caracteristica es r“+h =0
la cual tiene las raices r,=—i-h y r,=i-h
por lo que la solucién que buscamos, u(t, h), es de la forma

u(t,h) = E-e " '+F-e™
donde E y F son constantes.

Ahora, para ponerla en forma real, hacemos

E=C+Di , F=C-Di
y usando la férmula de Euler '

e " =cos(ht)—i-sin(ht)

e =cos (ht)+i-sin(ht)

tenemos que

u(t,h) = E-e"+F-¢" = (C+Di)-(cos(ht)—i-sin(ht)) + (C—Di)-(cos(ht)+i-sin(ht))

= Ccos(ht)—i-Csin(ht)+i-Dcos(ht)+Dsin(ht)+C cos(ht )+i-C sin(ht)—i- Dcos (ht)+Dsin(ht)
= 2C-cos(ht)+2 D-sin(ht)

Ahora hacemos

y tenemos la solucion u(t, h) en la forma

u(t,h) = A-cos(ht)+B-sin(ht)
Derivando obtenemos

u'(t,h) = —A-h-sin(ht)+B-h-cos(ht)
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Por otro lado, de las condiciones iniciales en (6.3b) tenemos que

a, = —u'(0,h) = —[—A-hsin(0)+B-h-cos(0)] = A-h-0—B-h-1 = —Bh

a, = u(0,h) = A-cos(0) = B-hsin(0) = A-1+B-0 = A

Entonces, tenemos los valores a,=—Bh y a,=A

Porlo que u(t,h) = A-cos(ht)+B-sin(ht) = az-cos(ht)—&-sin(ht)

Ahora, si ponemos

2
a, = h(a§+a—;)siny ; a, = (a§+%)cosy con y€[0,27]
tendremos que
2
2, a1y .
a . a3+ S siny)
u(t,h) = az~cos(ht)—f'sin(ht) = (a§+h—;)cosy-cos(ht)— p -sin (ht )

2 2 2
B a a

(a§+h—;)cos y-cos (ht) —(a§+h—21)siny~sin(ht) = (a§+a—§)[cos y-cos(ht )—siny-sin(ht)]

y como cos(x+y)=cosx-cosy—sin x-siny nos queda que

2

2 4y
u(t,h) = (a2+ﬁ)-cos(y+ht)
Sea ahora h, un ndmero real positivo y n un niimero entero positivo tal que

y+h,H > (n+%)zr

donde aislando H nos queda

H > hio-[(n%)ﬂ—y]

La funciéon u(t,h,) seanulacuando cos(y+h,t)=0, es decir, siendo m un nimero entero

pehet = (m+3)r
0O Sea
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t= 3 lme3)a—)

Por lo que con m=1,2,...,n tenemos que

1 3 1 3 1 3

—|(1+=) 7 — < —|(2+=)7m— <. < = —)r—

e [(1+5)m—y] e [(2+5)m—y] e [(n+2)w—y]
son n ceros de u(t ,ho) en el intervalo ]0, H[ .

Sean ahora m, y m, los minimosde p(x(t)) y p(x(t)) en el intervalo [0, H],
respectivamente, y sea m, el maximo de q(x(t)) en dicho intervalo.

Dadoque m,>0 y m,>0 se tiene que

m,

lim ( [Am,—m,]) = o«

o (pla))

por lo que existe un nimero real positivo [3 tal que

m
~—[Am,—m,] > h; paraA>f.

(pla))
Por tanto, si A >, tenemos que para t€[0,H],

m

(pla))

c(t) >

2'[)"m2_m3] > h(z)

donde aplicando el Teorema 3.3 se deduce que para A > 3, el nimero de ceros de z(t, A) en el
intervalo ]0, H] es mayor o igual que el nimero de ceros de u(t,h,) en dicho intervalo.

Definicion 4

N(A) es una funcion que indica el niimero de ceros de z(t, )\) en el intervalo 10, H].

De la Proposicién 6.3 y del Teorema 3.3 se deduce que N(A) (con —00 <A <+00) es una

funcién creciente la cual tiende a +00 cuando A tiende a +00 .

Dado que la cantidad de valores que toma la funcién N(A) en un intervalo acotado por la
derecha es finito, se puede deducir que en ese intervalo el conjunto de puntos de discontinuidad es
finito. Por tanto, los puntos de discontinuidad y, de la funcion N(A) entodo (—oo,+x) se

pueden ordenar de la siguiente manera

I“ll<l‘12<"'<l"ln<"' ’ hm I,ln:+00

n->+oo
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Proposicién 6.4.

Si z(H,A,)#0, existeun € >0 talque N(A)=N(k,) VAE(A—e,A+e).
Demostracion:

Dado que c(t) es una funcién continuade A en el intervalo (—oo,+0), setiene que z(t,A) y
z'(t,A) son funciones continuasde t y A en [0,H]X(—o0,+x).

En el caso en que a,=0,

como |a,|+|a,]#0, tenemos que a,#0, y entonces como podemos ver en (6.3b), z'(t,A) es
continua en el punto (0,4,). Por lo tanto existe un n>0 yun y>0, con n<H, tal que
z'(t,A)#0 para t€[0,n] donde [A—A]<y.

En el caso en que a,#0,
Por (6.3b) tenemos que z(t,A) es continua en el punto (0,2,). Por lo tanto determinamos 1>0,
y>0, con n<H, de formaque z(t,A)#0 para t€[0,n] donde [A—A]<y.

Por consiguiente, tanto en el caso en que a,=0 como en el que a,#0, tenemos que por el

Teorema de Rolle N(A) coincide con el nimero de ceros de z(t,A) en el intervalo [n, H] si
|)‘ - Ao‘ <y.

Sean ahora ¢,<t,<t;<...t, los ceros de z(t,A,) enelintervalo [n, H].

Estos puntos obviamente se encuentran en el intervalo ]n, H[ ya que hemos determinado que
z(t,A)#0 para t€[0,n] yporlotanto z(n,A,)#0, ycomo premisa inicial de la proposici6n

sabemos que z(H ,A,)#0.

Dado que z(t,A,) no es idénticamente nula, se tiene que z'(t,,A,)#0 paratodo q=1, 2, ..., p.

Puesto que z(t,A,) y z'(t,A,) son funciones continuas en el intervalo [n, H], podemos

encontrar p NUMeros, &;,&,,&,,... ,{:'p mayores que cero de manera que

n < t—& < ti+g, < =g < ttg, < ... < t,—g, < t+g, < H

z(t; =4, Ag)-z(t+eg Ag) <0

q
g=1,2,3,...,p
z'(t,2))#0 donde te€(t —¢,,t,+¢,]

Sea B el conjunto abierto formado por la siguiente union de intervalos abiertos

B = (t,—¢&,,t,+&)U(t,—¢&,,t,+8,)U..U(t,—¢,,t +€,)
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Sea ahora A el conjunto complementario del conjunto B en [n, HJ.
Dado que A es un conjunto compacto en el cual no se anula z(t,A,), existeun a>0 de manera
que

z(¢,))#0 , t€A , A-AJ<a

Ahora encontramos un >0 de forma que z(t,—¢,,4,) y z(t,—¢,,A) tengan el mismo signo
para [A—Aj<a,.

Ademas, calculamos un ,>0 de forma que z ( ty+e,, )y z(tq+£q, A) tengan el mismo signo
para [A—A]<p,.

Sea C el conjunto cerrado formado por la siguiente unién de intervalos cerrados
C = [t,—e,t;+e]U[t,—¢,,t,+e|U. Ut —¢€ ,t +e,]
Dado que C es un conjunto compacto en el cual no se anula z'(t,A,), existe un >0 tal que
z'(¢,A)#0 , teC , [A=AJ<B

Si € es el minimo de a,B,y,aq,Bq para g=1, 2, ..., p ytomamos )\e()\o—s,)\o+£), entonces
z(t,A)#0 enA.

Por otro lado,
z(t,—ey, M) z(t,+e,A) <0 con g=1,2,...,p
z'(t,A)#0 con teC

por tanto existe un solo cero de z(t,A) en el intervalo abierto (t,—¢,,t,+¢,), de aqui que
z(t,A) tenga p ceros en el intervalo 10, H]. Por ende, como z(t,A) y z(t,A,) tienen el
mismo nimero de ceros en ]0, H], N(A)=N(2,) cumpliéndose la premisa inicial.

Proposicioén 6.5.

Si z(H,A,)=0, existeun € >0 de maneraque N(A)—N(1')=1

donde
AE[ Ay, A t+e] y A'E(A—€,A)

Demostracion:
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Al igual que en la demostracion de la proposicion anterior, encontramos un n>0 y un y>0, con
n<H, tal que N(A) coincide con la cantidad de ceros de z(t,A) para t€[n,H] si [A—2/]<y.

Sean ahora t,<t,<t;<..<t, (cont,=H) los cerosde z(t,A,) en [n, HI.

Como t;,t,,t,,...,t, seencuentran en el intervalo In, H] y z(t,4,) no es idénticamente nula,
tenemos que z'(t,,Ay)#0 parag=1,2,3,...,p.

Puesto que z(t,A,) y z'(t,A,) son continuas en el intervalo [, H], podemos encontrar p

nameros, &€,,&,,£,,...,€, Inayores que cero tales que

p

n < t—¢& < ti+teg < =g < tte, < ... < t,—¢, < t, = H

con

z(t; =4, Ag)-z(t+eg Ag) <0

g=1,2,3,...,p-1
z'(t,)#0 donde t€[t —e,,t +e]
y también z'(t,A))#0 para t€[t,—¢,,t ]
Sea B el conjunto formado por la siguiente union de intervalos

B = (t,—¢&,t,+&,) U (t,—&,,t+e,) U...U (t, =€, ,t, 1+, 4) U( t,—€,,t, ]

Sea ahora A el conjunto complementario del conjunto B en [n, H].
Dado que A es un conjunto compacto en el cual no se anula z(t,],), existe un o>0 de manera

que
z(t,A)#0 , teA , |A—-A]<a

Encontramos un a,>0 de forma que z(t,—¢,,A,) y z(t,—€,,2) tengan el mismo signo para
A—2J<a .

Ademds, calculamos un 3,>0 de forma que z (tq+eq, )y z(tq+£q, A) tengan el mismo signo
para |)\—)\0|<ﬁq.

Sea ahora el conjunto cerrado C formado por la siguiente union de intervalos cerrados

+e, ,|Ult,—¢€,,t,]

C = [t,—e,t;+eU[t,—&,,t+e,|U UL, 1 —g, ,t,

Dado que C es un conjunto compacto en el cual no se anula z'(t,A,), existeun B>0 tal que
z'(t,A)#0 , teC , [A—AJ<pB

Si € esel minimode a,B,y,a,,B, para ¢=1,2,...,p-1 ytomamos AE(A,—e,Ap+e),
entonces z(t,A)#0 enA.
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Por otro lado,
z(t,—4,A)-z(t+e,A) <0 con g=1,2, ..., p-1
z'(t,A)#0 con teC

por tanto existe un tinico cero de z(t,A) en el intervalo abierto (¢,—¢,,t,+¢,) donde g=1,2, ...,

p-1. Ademéds, como mucho existird un solo cero de z(t,A) enelintervalo ] H -¢, , H ].

Sabemos por el Teorema 3.3 que existen p ceros de la funcién z(t,A) en el intervalo ]0, H], para
A pertenecientea [ A, , Az+e [ .

Sea ahora A'€(A,—e,A,), supongamosque z(t,A') tiene p ceros en ]0, H] tales que
t,'<t,'<t;'<..<t,".

Por el Teorema 3.1 y por el Teorema 3.3 tenemos que
0<t,<t,'<t,<t,'<t3<ty'<..<t, <t

’ r
p-1 <tp<tp

por lo que tendriamos que ¢,#H, lo cual es una contradiccion.
Entonces t," no es un cero de la funcién z(t,A') en el intervalo en ]0, H].

Por lo tanto, tenemos que la funcién z(t,A') tiene p-1 ceros en el intervalo ]0, HJ.
Finalmente, tenemos que N(A)—N(A')=p—(p—1)=1 donde

AE€[A, A +e] y AE(A—¢€,A)

Proposicidén 6.6.

Si A<p,, entonces N(A)=0.
Si p,<A<p,,,, setieneque N(A)=n, donde p, son los puntos de discontinuidad de N(A)
en el intervalo abierto (—oo,+o).

Demostracién:

Gracias a la Proposicion 6.2 sabemos que existe un nimero real o tal que N(A)=0 VA<a,
por lo que tomando un a muy préximo a p, pero menor que él, efectivamente tenemos que
N(A)=0 WV A<p,.

Luego, dado que N(A) tiene un punto de discontinuidad en p,, tenemos que N(A')<N(A)

con A'<p,<A ydelaProposicién 6.4 sabemos que no existiria un € > 0 tal que
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N(p,—€&)=N(p,+¢), porlo que (como no b implica no a) por la Proposicién 6.4 tendremos que
z(H, p,)=0.

Ahora, aplicando la Proposicién 6.4 para A perteneciente al intervalo [ p, , p, [, setiene
que N(A)—N(A')=1-0=1, siendo A'<p,<A.

Por lo tanto, por induccién tenemos que N(A)=n para A pertenecientea [ p, , u,, [.

Proposicion 6.7.

(z'(H,2))
(z(H,2))

todos los valores reales.

La funcion es estrictamente decreciente en el intervalo abierto (—oo,u,) y toma

Demostracién:

Gracias a la Proposicion 6.2 sabemos que z(H,A)#0 VY A<py,, por tanto la funcién

(z'(H,2))

esta bien definida en el intervalo (—oo, ;).

(2(H.1)
Reorganizando (6.3a) tenemos que
z''(t,A) = —c(t)z(t,A)
y como
cfe) = L o () —q(x(0)

(p(a)

entonces tenemos que
2r(e.2) = (2 o) qlx (0 2(e.2) } 6.4
(pla)

Por otro lado, tomando A'<A''<p, y desarrollando %[z(t,)ﬂ)-z’(t,)\")—z'(t,)\')-z(t,)\")]

tenemos que

d N . , , 1 —
E[z(t,)\ )z'(e,A)=z"(t,A")-2(t,A"")] =

= z'(t,A")z' (e, A")+z(t,A) 2" (e, A" )=z " (e,A")z(t,A"")—z'(t,A")-2'(t,A"") =

= z(t,A")z""(t,A"")—z""(t,A")z(t,A"") } (6.5)
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Ahora, por (6.4) sabemos que z''(t,A') y z''(t,A'’) son de la forma

2(en) = (OG- ax(0)) 26,0
(p(a))

y
() = (Do) —glxle)bo(e,47)
(pla))

sustituyendo en (6.5) nos queda que

= z(t,A")] ;
pla)
= 2l TR (o) g (x(eDb2le,27) =
(p(a)
PN, 3 () g (1) -3 (x(1)) q x(0))] =

pla)y
Por lo que, si integramos ambos extremos de la igualdad resultante
(A2 (€A ) =2 (A 2 A0) = z(t,a'>-z<t,avv)-[<f(z‘<§)>3)][A 3 p(x(0)) }(6.6)
pla

entre 0 y H, tenemos en el lado izquierdo de la igualdad que

= z(6,A)z"(¢e,A"")—z"(t,A")-z(t,A"")

H
fz(t,)ﬂ)-z"(t,)\' N—z""(t,A")z(t,A"")dt
0

por (6.5). Por tanto,
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jz(t,)\’)-z"(t,)\’ N—z"'(t,A")z(t,A"")dt = z(H,A")-z'(H,A"")—z'(H,A')-z(H,A"")

ya que por (6.3b) se tiene que
z(0,A")-z'(0,A"")—z'(0,A")-z(0,A"") = ay(—a,)—(-a))-a, = —a,-a,+a,-a, =0

Ahora, a la hora de integrar la parte derecha de la igualdad (6.6) tenemos que

T anle e O
{ (6,2")z(¢, A7) bl FIA™=2""Tp(x(¢))de

(3=A")

(p(a))

Dado que por la Proposicién 6.6 las funciones z(t,A') y z(t,A'') no tienen ningtin cero en el
intervalo ]0, H] (ya que habiamos tomado A'<A''<p, ), tenemos que

z(t,')-z(¢,A"")-p(x(t))-p(x(t))dt

o=

z(t,A")-z(t,A"") > 0 V't perteneciente a ]0, H]
Por otro lado, tenemos que por definicion
p(x(t))-p(x(t)) > 0 Yt perteneciente a ]0, H]

Entonces, de haber integrado (6.6) y haber obtenido la igualdad

~
|
NG

2(H A )2 (H A )2 (H, A )2(H A =

7)7 26,27 2(6, 47 p(x(t))-plx(e)) de

deducimos que como por definicién A'—2A''<0, yalser (p(a))* positivo y la integral positiva,
entonces tenemos que todo el lado derecho de la igualdad anterior es negativo y por tanto, al ser
igual al lado izquierdo, tenemos que

2(H )z (H A )=z (H, A" 2(H,A") < 0
y reorganizado esto tenemos que

2 HA) 2 (H A < 2'(HA)2(H, A"

(z(HA") _ (2'(HA)
CHAT) © H )
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(z'(H,2))

lo que implica que conforme aumenta el valor de A, disminuye el valor de Z(H.) Esto
Z\,
N (z'(H,A)) . . . B
significa que —< (H.A) es una funcion estrictamente decreciente en (—oo, ;).
z\,

Por tanto, al tratarse de una funcién estrictamente decreciente y verificarse que z(H,p,)=0 y que
z'(H,p,)#0, tenemos que

.. (z'(H,}))
tim Inf (075 )

) = —o

Por otro lado, considerando ahora la ecuacién diferencial
u''(t)=h*u(t) =0
donde h es una constante, con las condiciones iniciales
u(0)=a, y u'(0)=—q

Como se vio en la demostracion de la Proposicion 6.2, la solucién u(t,h) de este sistema es de la
forma
(ayh+a) _ (ayh—a) 4

u(t,h) = 2n) ey 2] e

y también, por la demostracion de esta misma proposicién sabemos que existe un numero real
positivo h, tal que u(t,h) no tiene ningin cero en el intervalo 10, H] W h=>h,.

Por lo tanto, la funcién lu'(H,h)) esta bien definida WV h=>h,

(u(H,h))
y como
_ (ayh+a,) _y (ayh—a,)
u(H,h) = 2n) e+ 2h) e
y
. _ (az‘h"'al) —hH (az'h_al) hH _(02'h+al) —hH (az'h_al) hH
u (H,h) = —hw'e +hw'e = fe +#~e
se da que
[_(az'h+a1)_ —hH (az'h_ch)_ hH]
tim (WULRD gy (2 2 ) =
pssn (U(H ) h+o0 [(az'h+a1). —hH (az'h_a1)' hH]

2n) ¢ T (2n)
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[—h(a,-h+a,)-e "™ +h(a,h—a,)-e™] [h(a,-h—ay)-e™]

B hlirgo( [(ayh+a,)-e ™ +(a,h—a,)-e™] ) = hl})l;rrio( [(az.h—al)-ehH]) )
- [h(a,h—a,)-e"'] _ (1 yar (a;-h—a,)-e™ _ (s 1 = +oo
= lim ( [(az-h—al).e’“]) - (,}iﬂh)(hliﬁ[((az.h_al).ew)]) = (lim h)}1 = +

Por otro lado,

d , , —
Slelt.)u(eh)=z'(¢,)-ule,h)] =

= z'(¢,A)u'(¢e,h)+z(t,A)u""(¢,h)—z""(¢,A)u(t,h)—z"(¢,A)u'(t,h) =
= z(t,A)u'"(t,h)—z""(t,A)-u(t,h)

Y como reorganizado u''(t,h)—h*u(t,h)=0 y z''(t,A)+c(t)-z(t,A)=0 obtenemos
respectivamente

u''(t,h) = h*u(t,h) y z''(t,A) = —c(t)z(t,A)
por lo que ahora sustituyendo estos valores en la igualdad anterior tenemos que

%[z(t,}\)-u’(t,h)—z'(t,)\)-u(t,h)] = z(t,A)u""(¢,h)—z""(t,A)u(t,h) =

= z(t,A)-h*u(t,h)—(=c(t)-z(t,A)u(t,h) = z(t,A)-h>u(t,h)+c(t)-z(t,A)u(t,h) =
= [W*+c(t)]-z(t,A)-ult,h)
Entonces ahora integrando ambos lados de la siguiente igualdad

%[z(t,)\)-u "(t,h)—z'(t,A)u(t,h)] = [W+c(t)]-z(t,A)ult,h)

entre 0 y H tenemos que

z(t,A)u'(t,h)—z'(t,A)u(t,h) = T[h2+c(t)]-z(t,)\)~u(t,h)dt

Entonces suponiendo que h=>h,, como
u(0,h)=z(0,1)=a, y u'(0,h)=z'(0,A)=—aq,
ycomo u(t,h) y z(t,A) no tienen ningun cero en el intervalo 10, H], si A<y, se deduce que

z(t,A)-u(t,h) > 0 para t perteneciente a ]0, H]
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Deducimos de la demostracién de la Proposicion 6.2 que c(t) tiende uniformemente a —00 cuando
A tiende a —09, de aqui que exista un nimero real A, de forma que para A<A, tenemos que
h*+c(t)<0, siendo

itee(r) = H+ P p(x(o) g ()] < 0

Por lo que para estos valoresde A, y A tendremos
z(H,A)u'(H,h)—z'(H,A)-u(H,h) <0
y reorganizado esto tenemos que
z(H,A)-u'(H,h) < z'(H,A)-u(H,h)

(u'(H,h)) _ (z'(H,A)
(u(H,h))  (z(H,2))

de aqui que

. (z'(H,2))
Alil}lw[ (z(H, 7))

| = +o

Ademas, antes hemos obtenido que

. (u'(H,h)); _
lim [ )~

(z'(H,2))
(z(H,A))
todo (—oo,+o0) cuando A varia en el intervalo (—oo,p,) y por tanto toma todos los valores

reales.

Por consiguiente, concluimos que la funcion es estrictamente decreciente a lo largo de

Proposicion 6.8.

(z'(H,2))
(z(H,2))

todos los valores reales.

La funcién es estrictamente decreciente en el intervalo abierto (p,,,,,) y toma

Demostracién:
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Gracias a la Proposicion 6.5 tenemos que z(H ,A)#0 paratodo A tal que p <A<p,.,, (si

tuviese un cero, N(A) representaria un punto de discontinuidad entre p, y p ., ). Por tanto,
(z'(H,A))
(z(H,2))

Ahorasean p <A'<A''<p, ;.
Sea t, eldltimocerode z(t,A') en el intervalo ]0, H].

la funcién esté4 bien definida en el intervalo (p,, ).

Integrando la igualdad (6.6) entre ¢, y H,

del lado izquierdo tenemos que por (6.5)

}z(t,)\')-z"(t,)\")—z"(t,)\')-z(t,)\")dt = z(t,A")z'(t,A"")=z"(¢,A")z(¢t,A"") H =
t, tl

= z(H,A")z'(H,A"")—z'"(H,A")-z(H,A"")—z(t,,A")z"(t;,A"")+z"(t,,A")z(t,,A"") =
= Z(H,}\')'Z'(H,)\”>—Z'(H,}\')‘Z(H,)\”)"‘Z'(tl,)\')'Z(tl,A”)
yaque z(t,,A')=0 porser t, uncerode z(t,A').

Y en el lado derecho de la igualdad (6.6) tenemos que

=200 e a2 (e A7) plx () plx ()t =
(p(a)] lf (6,47)-2(t,A"")-p(x(¢))-p(x(¢)) dt ©7)

= z(H,A")z'(H,A"")—z'(H,A')-z(H,A"")+z"(t,,A")-z(t;,A"")

Como ambas funciones z(t,A') y z(t,A'’) tienen la misma cantidad de ceros en el
intervalo ]0, H] y como por (6.3b) tenemos

2(0,4)=2(0,4"")=a, 'y z2'(0,4)=2'(0,1"")=—a,

deducimos que
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z(t,A")z(t,A"") >0 para todo t pertenecientea ] t, , H]

y también que en ¢,
z'(t,,A")z(t;,A"") >0

También, por otro lado, como por definicion p(x(t))>0 y p(x(t))>0 Vt€[0,H] tenemos
que

p(x(t))-p(x(t))>0 Vi€t H]

y como por definicion A'<A'’, claramente tenemos que A'—A''<0, por lo que deducimos de
acuerdo con (6.7), que

2(H )2 (H A ) =2 (H, A 2(H,A™) < 0
y reorganizado esto tenemos que
2(H A2 (H ) < 2/ (HA)z(H, ")

(z'(H,A")) _ (z'(H,A'))
(z(H,2")) (z(H,2"))

lo que significa a medida que aumenta el valor de A, disminuye el valor de %,
Z\,

(z'(H,2))
(z(H.2))

o lo que

es lo mismo, que la funcion es estrictamente decreciente en el intervalo abierto

(IJn:IJn+1)'

Por lo tanto, deducimos de

Z(H’IJn) = Z(H:I'ln+1) =0

2(Hp)20 y  2'(H,p.)#0
que
) <y e ) -
(z'(H,))

Por consiguiente, concluimos que la funcién es estrictamente decreciente a lo largo de

(z(H,2))

(—o0,+00) cuando A varia en el intervalo (p,,u,,,) y por lo tanto toma todos los valores reales.
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7. Teorema de oscilacion

Los valores propios del sistema de Sturm-Liouville (6.1)

Lipx)y) + (Ap(x)-q(x))y = 0 ; xela,b]

a;-y(a)+a,y'(a)=0 ; la|+a,|#0
by-y(b)+b,y'(b)=0 ; |bj|+b)#0

forman una sucesion creciente
A<A <A <<A <.

que tiende a infinito, de manera que la funcién propia y(x,A,) correspondientea A, tiene n
ceros en el intervalo abierto ]a, b[ .

Demostracién:

De acuerdo con la Proposicion 6.1, basta estudiar las propiedades enunciadas en el teorema para el
sistema (6.3).

Sea z(t,A) lasolucion de (6.3a) y (6.3b) en funcién del pardmetro A.

Consideramos los siguientes dos casos, dependiendo del valor de d,.

Primer caso.

Si d,=0, por(6.2c) |d,|+|d,|#0 porlo que necesariamente d,#0.

Entonces la funcién z(t,A) es solucién de (6.3c) d,-z(H)+d,-z'(H)=0 siy sélo si
z(H,A)=0.

Enel caso en que A'#p,, existe un intervalo abierto U donde A'€U vy por tanto donde p, no
pertenece a U para ningun n=1,2,3,... .

Por la Proposicion 6.6, N(A') es constante en U y por consiguiente no se aplica la Proposicion
6.5, de donde se deduce que z(H,A')#0.

En el caso en que A'=p,, siendo V un intervalo abierto cualquiera donde A'€V, entonces
N(A') no es constante en V, por lo que no se aplica la Proposicién 6.4 y por tanto tenemos que

z(H, ,)=0.

Por tanto tenemos que A =y ., Vn=0,1,2,3,...
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De la segunda parte de la Proposicion 6.6, vemos que z(t,A,)=z(t,pu,,,) tiene n+1 ceros en
10, H], pero como z(H,A,)=0, concluimos que la funcién z(t,A,) tiene n cerosen ]0, H[.

Segundo caso.

Si d,#0, lafuncién z(t,A) essoluciénde (6.3c) d,-z(H,A)+d,-z'(H,A)=0 siy solo si

dyz'(H,A)=0 = —d,-z(H,A)
(z'(H.A) _ 4
e I e
<Z<H’)\)) d2
Acorde a la Proposicion 6.7, la funcién % es estrictamente decreciente de +00 a —00
zZ\,
cuando A varia en el intervalo abierto (—oo,p,).
o oo (z'(HA) . B o
guiente, por ser —(z (H.A) continua en el intervalo (—oo,pu,), existe un tinico valor
Ay<p, de manera que
(Z'(H)AO)) — _[i]
(z(H.2,)) d

Ahora, de la primera parte de la Proposicién 6.6, tenemos que z(t,2,) no posee ningin cero en el
intervalo ]0, H[, dado que A,<p;.

Acorde a la Proposicion 6.8, si A varia en el intervalo abierto (p,,,.;), la funcién

M es estrictamente decreciente de +00 a —o0, por lo que existe un unico valor
(z(H,2))
AE(Mp, tyyy) de tal forma que

(2'(HA) - dy

(z(H.2,)) d

De acuerdo con la Proposicion 6.6, la funcion z (t, A,) tiene n ceros en el intervalo 10, H], y
dado que z(H,A,)#0, concluimos que la funcién z(t,A,) tiene n ceros en el intervalo ]0, HI.

De este teorema se deduce que el operador %[p(x)(—)] : C’la,b] === CJa,b] esno

acotado.
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8. Polinomios de Legendre

Podemos motivar el estudio de los polinomios de Legendre por medio de una funcién que los
genera a partir de un fenémeno geométrico.

Consideremos p siendo la distancia entre el punto M y el punto fijo M,.

M

Figura 1

r y r, sonlosradios vectoresde M y M, respectivamente, y 60 es el angulo entre estos
vectores.

Por la ley de los cosenos, de la Figura 1 vemos que

2

p° = r’+ri—2-r-rycosb
y por tanto

p = V(rP+ri=2-r-r, cosf)

. . . 1
Tenemos que la inversa de la distancia entre los puntos M y M,, E, es por tanto

1 1

p J(rP+r2=2-rry-cosf)

Tomamos que r>r,.

Ahora, factorizando r® en la raiz cuadrada obtenemos

1 1 ~ 1 1 1
E \/(r2+r(2)—2~r-r0~c059) r2 2. F( 2 2. )
(r’[1+—5—="cos0]) (1+—=—"—Lcos0)
r r r r
De ahora en adelante nos centraremos unicamente en - 1
r
\/(1+—§— " cosh)
r r

Entonces, renombrando
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r
x=cosl donde —1<x<I1 y p=— < 1 dadoque r>r,
r

la fraccion nos queda de la forma

1 _ 1
\/ ro 2 V(1+p"=2px)
(1+—5——cosb)
r r

Definicion 5

La funcién
)

N [—=

1 -

¥(p,x) = === = (1+p"=2px)
Vi+p'—2px
donde 0<p<l y —1<x<1

se llama funcioén generatriz de los polinomios de Legendre.

8.1. Férmula diferencial de los polinomios de Legendre.

Desarrollando la funcién ¥(p,x) en serie de potencias de p se obtiene que

Wipx) = 3B (x)p } 1)

n=0
Definicion 6
Los coeficientes P,(x) del desarrollo (8.1) son polinomios de n-ésima potencia y se denominan
Polinomios de Legendre.
Desarrollando (8.1) vemos claramente que

Y(p,x) = Po(x)+P1(x)'p+P2(x)~p2+P3(x)-p3+...+ Pk(x)-pk+...
que evaluando para p=0, claramente nos da que ¥(0,x)=P,(x).

Ahora, derivemos ¥(p,x) con respectoa p .

Z—Z](p,x) = 04P,(X)42-Py(x)-p+3-Py(x)-p*+...4k-P,(X)-p

(k=1)

por lo que evaluando para p=0, nos da como resultado ‘2—‘;’(0, x)=P,(x).
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Derivando Z—\;’(p,x) con respecto a p tenemos

2
(ddp‘f)(p,x) = 0+2:Py(x)+3:2:P5(x) p+...+k-(k—1)-Py(x)-p"* '+ .
2
y para p=0, tenemos que (C;p\é])(o,x):ZPz( ).
. (d’¥)
Luego, derivando de nuevo, tendremos que - (0,x)=3-2-P,(x).
b

Por lo que claramente vemos la tendencia ((Zi‘f])( 0,x)=n!P (x).
b

y dividiendo ambos lados entre n! tenemos

L . |
P = Gl ] ©2)

Por otro lado, sabemos que la derivada de la Formula Integral de Cauchy es

nt) [ (),

270)y (2-2)""

(n) -
f (Zo) (

donde y esuna curva querodeaa z,.

por lo que en nuestro caso tenemos

(@),

dp"

_ (n) (¥(z,x)
P = T d gmplr

siendo C un contorno arbitrario cerrado, en el plano de la variable compleja z=¢&+i-n, que
contiene al punto 3=0.

Por lo tanto, volviendo a (8.2) tenemos que y sustituyendo la igualdad anterior tenemos

Px) = it X, 0) ] e g = e
P = oy [ e } 83
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Hagamos el cambio \/1+52—ng = 1-z-3 .

Ahora tratemos de aislar 3 :

1+gz—2gx = (1—2'5)2 ; 1+gz—25x = 1—2252—225 ; gz—2gx =

F-r's = 2ex-2zz 5 F(1-7) = 2z(x—z) ; g(1-7) = 2

(z—x)

(z-1)

Ahora, derivando ambos lados de la igualdad resultante obtenemos

_ 1, (z=x)
de = A2

(z=x) _

= 3, setiene
7-1) ¢
1

ds = 2 ——% g ds = 2U1=e4,
¢ = ATy ¢

y como 2

y reorganizando esto obtenemos

1 ds = 2
(1-z2) (z2°-1)
y como
s — L - y(p
(1-z2) V1+3°—23x ’
tenemos que
2
VY(z,x)d dz
(&,x)dz 1)
Por tanto, reescribamos ahora la férmula (8.3)
Px) = i [ &g, = L2 (L
n (2”1) ! E(n+1) (2.77,'1) A (22_1) g(n+1)
_ L, lz=x)
ycomo g = 2. , entonces
(z-1)

2’5 -2z5 ;

x—z) ;



siendo C, un contorno arbitrario cerrado que rodea al punto z=x.

Como la Férmula Integral de Cauchy y la férmula de su derivada son respectivamente

flx) = 1 )J‘(f(z))dz y d—nnf(x) _ (n'))f( (f () dz |

(27i) (z—x) dx (27i)y (z—x)"Y

sustituyendo f(z)=(z°—1)" en ambas igualdades nos queda

Fla) = 1 )I<Z2_1)ndz . d—nnf(x) _ (n!))J‘((Zz_l)n .

(27i)y (z—x) dx (27i)y (z—x)""

n

- a la ecuacion de la izquierda, nos queda la siguiente igualdad entre ambas

y aplicando

b

d”( 1 f(z2—1)”dz) _(nn f((z2—1)” s

@ (2fri)Y (z—x) B (27“')Y Z_X>(n+1)

1,1 1 d" ¢ (z2=1) _
- LS ) - e - e

1 (22=1)
2711')J1 (z—x)

con f(z)=(z’—1)", entonces tenemos que f(x)=(x’—1)" y por tanto

J' Z—1 = (x*=1)

2J[l c,

y ahora, teniendo en cuenta que ( ldz = f(x) eslaFérmula Integral de Cauchy

Entonces, sustituyendo esta igualdad en (8.5) obtenemos la férmula diferencial de los polinomios de
Legendre:

Pix) = Sl (e = e

(n!)
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_ 1 pd ey
P,(x) = 2] [dxn( 1)] } (8.6)

también llamada Férmula de Rodrigues.
De (8.6) se aprecia directamente que:

1) - P,(x) esun polinomio de grado n.

Dado que si elevamos (xz— 1) a n tendremos un polinomio de grado 2n, y si

después derivamos n veces, provocaremos que el grado de ese polinomio descienda
en n unidades, porlo que 2n—n =n.

2) - P,(x) contiene unicamente potencias de x de la misma paridad que el niimero n,
de manera que
P,(=x) = (=1)"P,(x)

Por otro lado, probemos que para x=1 se tiene que P,(1)=1 ¥ n=0.

De la funcion generatriz de los polinomios de Legendre y de (8.1) tenemos respectivamente que

~—

1 S .
Wip,x) = — y wip,x) = D P (x)p
(p.x) e (p.x) ZO

por lo que igualando estas dos obtenemos

Y(p,x) = —1 - ipn<x)' "

5 P
V1i+p —2px n=0

y evaluando en x=1 tenemos que ¥(p,1) esigual a

| a :
I S P (1)
T2, 2, P.(1)p } 8.7)

por un lado tenemos que factorizando la fraccion obtenemos

1 _ 1 1

Vi+p*=2p  (1-p}  (1-p)

entonces (8.7) se convierte en

ﬁ - gp"~Pn<1>
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r
por otro lado tenemos que como p es menor que 1 por definicién, yaque p=— < 1 dado que
r

r>r,, entonces tenemos que la suma de los infinitos términos de la progresion geométrica

> p" = 1+p+p’+pi+p+.. esigual a 1
= (1-p)

por lo tanto, sustituyendo esto en el lado derecho de (8.7) tenemos que

L - 1 _p

(1-p)  (1-p)

y por tanto concluimos que P,(1)=1 V¥ n=>0.

8.2. Formulas de recurrencia y primeros polinomios de Legendre

-3)

Derivando ¥(p,x)=(1-2px+p°) con respecto a p nos da que

V,ip.x) = ~(2)(-20r2ph1-2px0p7 = (xmph1-2pxep?)

,%)

Entonces, si multiplicamos ¥,(p,x) por (1—2px+p°), obtenemos

,(E)
Y,(p,x)-(1-2px+p’) = (x=p)(1-2px+p’) *-(1-2px+p’) =
= (x=p)(1=2px+p’) > = (x—p)-¥(p,x)
Por tanto, hemos obtenido la identidad

(1=2px+ ¥, (p,x) = (x=p)¥(p,x) - e

Ahora, como también tenemos que ¥(p,x) es Y, P, (x)-p" en serie de potencias de p,
n=0
derivando esto con respecto a p, tenemos

i n+1 n+1 ,p”

Por lo tanto, sustituyendo esta forma de ¥, (p,x) enellado izquierdo de la identidad (8.8)
tenemos que

n

(1-2px+p’)-¥,(p,x) = (1-2px+p’)-). (n+1)-P,, (x)p" =
n=0
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= 3 (n+1)-P,.,(x

Jp" = 2px-D (n41)-Ppy(x)p" + phd (n+1)P,,, (x)p" =
n=0 n=0 n=0
Z (n+1)-P,,,(x)-p" = 2x- D, n-P,(x)p" + D (n—-1)P, "
n=0 n=1 n=2

Como la primera serie comienza en n=0, la segunda en n=1 y la tercera en n=2, separemos los

T4
primeros dos términos de la primera serie y el primer término de la segunda serie, y pongamos las
tres series de manera que comiencen por n=2.

00

n=2
—2x-1-P,(x)-p'=2x D> n-P,(x)-p" + D (n—1)

2, 2 )P, (x)p" =
= P, (x)+2:P, >p+§(n+1> P, (x)p" —zx1P1<x>p—zxnz°;nPn<x>p +
+ §<n—1>-Pn1<x> P =

= Pl<x>+zpz<x>-p—zxpl<x>-p+§

[(n+1)-P,,,(x)=2xnP,(x)+(n—=1)-P, , (x)]-p"

Ahora, sustituyendo ¥ (p,x) en forma de series de potencias de p en el lado derecho de la
identidad (8.8) tenemos que

(x—=p)-¥(p,x) = (x=p)- 2 P,(x i )-p" pZP =

= x 2 P,(x)p"=2 P, ,(x)-p"
n=0 n=1

Como la primera serie comienza en n=0 y la segunda en n=1, separemos los primeros dos términos
de la primera serie y el primer término de la segunda serie, y pongamos ambas series de manera que
comiencen por n=2, para que comiencen por el mismo n que las series del lado izquierdo de (8.8)

X2, P(x)-p"=2 P, (x)-p" = xPy(x)

ey (x)p+x 35 P, (x)p' =Py )3, Py (¥

xpo<x>+xpl<x>‘p—Po<x>-p+§[x~Pn<x>—Pn_1<x>1~p"

Volviendo a la identidad (8.8), si nos centramos unicamente en sus términos desde n=2 en adelante
tenemos que
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; [<n+1).Pn+1(x)—2ann(x)+(n—1).Pn71(x)].pn — i [X'Pn(x)_Pnfl(X)]'p”

n=2

que pasando todo el lado derecho al lado izquierdo se tiene que

S [(n+1)-P,., (x)—(2xn+x)}P,(x)+(n—1+1)-P,_,(x)}p" =0

Z[(n+1)-Pn+1(x)—x(2n+1)-Pn(x)+n-Pn_1(x)]-p” ~ 0o

Como el coeficiente de p" de la serie obtenida es igual a cero para todo x, tenemos

(1+1)-Pyy (x)—x (24 1)-P, (x) 1P, 1 (x) = 0 69

Esta identidad es una férmula de recurrencia que relaciona tres polinomios de Legendre sucesivos

P..(x) = (nil)-[x(2n+1)-Pn(x)—n-Pn_l(x)]

y permite hallar sucesivamente todos los polinomios de Legendre de grado n=?2.

Sabiendo esto y obteniendo por (8.6) que P,(x)=1 y P,(x)=x, podemos obtener todos los
siguientes para cualquier valor de n=1.

Con n=1:
Py(x) = %‘BX'Pl( )=P,(x)] = > [Bxx-1] = %'(3)3—1)
Con n=2:
P,(x) = %'[5x~PZ(X)—2~P1(X)] %~[5§(3x2—1)—2x] - %~(5x3—3x)

Con n=3:

P,(x) = %'[7X'P3(X)—3'P2(X)] = %-(35x4—30x2+3)
Con n=4:

p.(x) = é'[9x-P4(x)—4-P3(x)] - %-(63x5—70x3+15x)
etc.
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1.0

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

Figura 2: Primeros seis polinomios de Legendre

8.3. Ecuacion de Legendre

)
Derivando ¥(p,x)=(1-2px+p’)

con respecto a x nos da que

Nl

Y, (p,x) = —(%)-(—2/o)-(l—2102<+p2)(3 p(1-2px+p?) 2 =
Entonces, si multiplicamos ¥,(p,x) por (1—2px+p°), obtenemos
P (p.)1-20x4p") = p1-2pxp’) T(1-2pxep’) =
= p~(1—2p><+p2)_(% = p-¥(p,x)
Por consiguiente, hemos obtenido la identidad
(1=2px+p)-¥.(p,x) = p-¥(p,x) } (8.10)

Ahora, aislando ¥(p,x) en (8.8) y en (8.10) obtenemos respectivamente

[(1-2px+p*)-¥,(p,x)] _ [(1=2px+p*)- ¥, (p,x)]
(x=p) Y Yipx) = p

Y(p,x) =
por lo que, uniendo estas dos igualdades por ¥(p,x) tenemos que

[(1—=2px+p°)-¥,(p,x)] _ [(1-2px+p’)-¥,(p,x)]

(x=p) p
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x—p) p
y obtenemos la igualdad
0¥ (p,x) = (x—p)¥.(p.x) } @.11)
Ahora, teniendo en cuenta que
= 2 (n+1)P,,,(x)p" y ¥.p,x) = 2P, (x)p"
n=0 n=0

y sustituyendo estos sumatorios en (8.11) obtenemos

21 <x—p)~§Pn'<x>~p" ;
2.n-P,(x Z:: )-p"~ PZP ;
gn-P,,(x)-p" - gxp,;(x»p"—iPn_;<x>~p"

Como la primera serie del lado derecho de la igualdad comienza en n=0 y el resto en n=1,
separemos el primer término de esa serie y pongamos todas las series de manera que comiencen por
n=1.

00 00

Z”'Pn(x)'l)n = X'PO'(X)"'ZX'Pn'(X)'Pn—an,l'(x)-p”

n=1 n=1
Aqui por ejemplo vemos que P,'(x)=0, lo cual es cierto ya que Py(x)=1.

Por otro lado, si nos centramos inicamente en los términos desde n=1 en adelante, tenemos que
2P (x)-p" = 2 x-P,(x)p"=2 P, '(x)p
n=1 n=1 n=1

que pasando todo el lado derecho al lado izquierdo nos da que

zn.P”<X)'pn_Z X'Pn'<x)'pn+2 Pn—1’(x)'Pn = 0 5
n=1 n=1 n=1

i [n-Pn(x)—x-Pn'(x)+Pn_1'(X)].p" =0

n=1
Como el coeficiente de p" de la serie obtenida es igual a cero para todo x, obtenemos

n-P,(x)—x-P,'(x)+P,_,'(x) =0
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y aislando P,_,'(x) :

Por otro lado, derivemos (8.9) con respecto a x :

L {(n#1):P, 0 (x)=x(20+1)- P, (x)4nP,(x)] = 0 ;

(n+1)-Pn+1'(x)—(2n+1)-Pn(x)—x(2n+1)-Pn'(x)+n-Pn,1'(x) =0
Ahora sustituimos (8.12) en el dltimo término para obtener
(n+1)-Pn+1'(x)—(2n+1)~Pn(x)—x(2n+1)~Pn’(x)+n-x'Pn'(x)—n2-Pn(x) =0;
(n+1)-P,,,"(x)=(n’+2n+1)-P,(x)+(—2xn—x+xn)-P,'(x) =0 ;
(n+1)-P,,,"(x)—(n+1)*-P,(x)—x(n+1)-P,'(x) =0 ;
P, '(x)=(n+1)-P,(x)=x-P,'(x) =0
Si cambiamos n+1 por n tenemos

P,'(x)=n-P, i(x)=xP,,'(x) =0 } (8.13)

Es hora de hallar la ecuacién diferencial cuya solucién es P, (x).
Para ello, deshagdmonos de los términos P, ,(x) y P,_,'(x) en las ecuaciones (8.12) y (8.13).
Para hacer esto, sustituyamos P,_,'(x) de (8.12) en (8.13). De esta manera, obtenemos:

P, (x)-n-P,_,(x)—x[x-P, (x)—n-P,(x)] =0 ;
P, (x)—n-P,_,(x)—x*P,"(x)+nx-P,(x) =0 ;
(1—-x%)-P,"(x)=nP,_,(x)+nxP,(x) =0
Ahora, derivando respecto a X :

9 [(1-%)-, (x)—nP

M x)nep, (x)] = 0

n—

—2x-P,"(x)+(1—-x*)-P,"" (x)—nP,_,'(x)+nP,(x)+nxP,'(x) = 0 ;

(1—x%)-P,""(x)-nP,_,'(x)+nP,(x)+(nx—2x)P,"(x) =0
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y sustituyendo de nuevo P,_,'(x) de (8.12) tenemos
(1-x%)-P,"" (x)—n{x-P,' (x)—n-P,(x)]J+nP,(x)+(nx—2x)P,"(x) =0 ;
(1—x%)-P,""(x)—nxP,'(x)+n’-P,(x)+nP,(x)+(nx—2x)P,'(x) =0 ;
(1—-x%)-P,""(x)—-2xP,"(x)+(n’+n)P,(x) =0 ;
(1-x*)-P,""(x) — 2xP,'(x) + n(n+1)P,(x) =0
la cual se denomina Ecuacion Diferencial de Legendre.

Esta ecuacion también puede ser escrita en la forma

L(1=x)2, (x)] + nlnr1)Py(x) =0

y si ponemos A,=n(n+1), podemos poner la ecuacion en la forma

L[1-x)P, ()] + AP,(x) =0

Con lo cual, queda demostrado que la ecuacion de Legendre es un caso particular de la ecuacion del
sistema de Sturm-Liouville

d

o (P(x)y(x) + (Ap(x)=q(x))y(x) =0

endonde p(x)=(1-x°), p(x)=1, q(x)=0 y A,=n(n+1),
y junto a las condiciones de contorno
ary(=1)+ayy'(=1) =0 ;5 la[+|a)*0
biy(1)+byy'(1) =0 5 |pi|+[bl#0
compone un sistema de Sturm-Liouville.

Por lo que queda demostrado que los polinomios de Legendre P,(x) son funciones propias, que
corresponden a los valores propios A,=n(n+1), del problema:

“ Hallar los valores de A para los cuales existen en el intervalo —1<x<1, soluciones no triviales
de la ecuacion de Legendre

L)y ()] + ayl) =0,  —l<x<l
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acotadas para x==+1 y que satisfagan la condicién de normalizacién y(1)=1.
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9. Conclusiones

Se ha estudiado el problema de Sturm-Liouville desde un punto de vista analitico de una
manera muy exhaustiva, obteniéndose las propiedades de ortogonalidad, completitud, etcétera. Todo
esto habiéndonos apoyado en los teoremas de Sturm, que incluyen el de comparacién y el de
separacion, tras haber iniciado el estudio por la reduccion de la ecuacion lineal y homogénea de
segundo orden a forma normal.

Como caso particular, se ha abordado el estudio de los polinomios de Legendre a partir del
problema geométrico que los genera. Se ha estudiado su férmula diferencial, sus propiedades, sus
relaciones de recurrencia y se han obtenido los primeros polinomios de Legendre a través de su
formula de recurrencia, entre otros.

Finalmente, se ha obtenido la ecuacién diferencial de Legendre, la cual aparece en
numerosos problemas de naturaleza fisica y matemaica, lo que nos lleva a un caso particular del
problema de Sturm-Liouville.

Por ultimo, cabe afiadir que este estudio puede extenderse a mas funciones especiales, como
por ejemplo lo son las funciones de Bessel, los polinomios de Chebishov-Hermite, los polinomios
de Chebishov-Lagerre, etc.
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