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Resumen

La programacion funcional se basa en un hecho fundamental: la composicion de
funciones como forma de construir un programa. La Teoria de Categorias, que es en
esencia el estudio de la composicién de morfismos, nos sirve pues como base teorica
para modelizar y describir patrones de los lenguajes de programaciéon funcionales,
entre ellos, la programacion de efectos secundarios, entrada/salida de un programa,
manejo de excepciones, etc., mediante moénadas, un concepto nacido puramente de la
Teoria de Categorias.

En este trabajo de fin de grado damos una exposicion general de aquellos funda-
mentos de la Teoria de Categorias necesarios para llegar al concepto de ménada (un
monoide en la categoria de los endofunctores). Se introduciran para ello los conceptos
de functor, transformacién natural, adjunciones y, por supuesto, de ménada, no sin
antes pasar por uno de los resultados mas importantes de la Teoria de Categorias, el
Lema de Yoneda y sus consecuencias. Desarrollaremos también estos conceptos no solo
desde el punto de vista matematico, sino también desde la perspectiva del paradigma
funcional mediante el lenguaje de programacion Haskell.
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1 INTRODUCCION

1.1. Motivacion y objetivos

El paradigma de la programacion funcional esta cada dia mas presente en el diseno
y desarrollo de los lenguajes de programacion: desde la proliferacion de lenguajes de
programacion funcionales como Haskell, Clojure, Erlang, etc., hasta la implementacion
de caracteristicas funcionales en lenguajes imperativos, como Rust o JavaScript.

Fue por este motivo que empecé a estudiar y aprender a programar en dicho
paradigma con el lenguaje de programacion Haskell. Sin embargo, habia un concepto
que no paraba de repetirse y cuya importancia siempre se remarcaba: el concepto de
moénada. Una simple busqueda en Google hizo aparecer la famosa frase:

A monad is just a monoid in the category of endofunctors, what’s the
problem? [15]

que posteriormente me percaté que se suele mencionar de manera irénica cuando
algin programador o programadora pregunta inocentemente “; Qué es una monada?”
debido a que este concepto no es, en absoluto, simple de comprender, y menos para
una persona que no cuente con conocimientos matemaéticos previos. Mi curiosidad por
entender esta frase al completo fue lo que me motivdé a comprender las matemaéticas
detras de dicha frase, la Teoria de Categorias, y como esta se aplica en la programacion
funcional.

La Teoria de Categorias nos ofrece las herramientas conceptuales para definir
estructuras matemaéaticas abstractas a lo largo de todas las disciplinas mateméticas,
desde el algebra o la topologia, hasta la semantica de los lenguajes de programacion
funcionales. Gracias a esta abstraccion podemos estudiar fenémenos que ocurren en
cierto campo y trasladar las ideas obtenidas a otro. Es por este motivo que la Teoria
de Categorias requiere de una nueva perspectiva a la hora de definir y estudiar los
objetos que alcanza. A lo largo de este trabajo estudiaremos un teorema central
en este campo, el Lema de Yoneda, y desarrollaremos los conceptos necesarios para
comprender la nocién con la que culmina este trabajo: la ménada. También realizaremos
construcciones universales que nos permitiran generalizar estructuras mas concretas
desde un punto de vista categorico. Esto es, en cierto modo, poder llegar a generar los
“planos” que contienen su estructura independientemente de la disciplina matemaética
con la que estemos tratando [21].

La capacidad de la Teoria de Categorias de abstraer y generalizar llega tan lejos
como para que sus nociones nos sirvan como base teérica para modelizar y describir
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aspectos de los lenguajes de programacion funcionales. Como veremos més adelante,
la esencia de una categoria es la composicion de morfismos (o, particularmente,
funciones), y precisamente los lenguajes de programacion funcionales tienen como
operacion fundamental la aplicacion de las mismas [11], al contrario de lo que sucede
en la programacion imperativa en la que la ejecucion de funciones se realiza de forma
secuencial.

Asi pues, el estudio de este campo, concretamente mediante el lenguaje de progra-
macion funcional Haskell, va a constituir la parte fundamental de este trabajo, con una
gran variedad de ejemplos y explicaciones de conceptos categoricos en este contexto, y
culminaré con la construccion de la estructura categérica de moénada.

1.2. Estructura del trabajo

Este trabajo consiste en el desarrollo de los conceptos mas fundamentales de la
Teoria de Categorias que se construyen conceptualmente uno tras otro para llegar al
concepto de moénada.

Asi pues, en los Capitulos [2] (Categorias), [3| (Construcciones) y [5| (Objeto ex-
ponencial) veremos las definiciones més fundamentales asi como las construcciones
categbricas mas béasicas a partir de las cuales generalizaremos hacia futuros conceptos.

Previamente al Capitulo [5] en el Capitulo [4] (Functores) se vera el concepto de
functor asi como sus distintos tipos, pasando por los endofunctores, los hom-functores
(esenciales para comprender el Lema de Yoneda) y, por tltimo, los limites y qué tipos
de functores los preservan.

En el Capitulo[f] (Naturalidad) se introducira el concepto de transformacion natural,
central en el desarrollo de la Teoria de Categorias, asi como el Lema de Yoneda, sus
consecuencias y sus aplicaciones.

Para acabar, en los Capitulos 7| (Adjunciones) y |8 (Monadas), se desarrollaré el
concepto de adjuncion, que es una relacion particular entre functores, y a partir del
cual se construiré la nocién de ménada. Asimismo, se dara cuenta de las Categorias de
Kleisli, que son una forma equivalente de representar una monada, y cuya aplicacion
en la construccion de las monadas en Haskell es fundamental.

Ademés, en las ultimas secciones de cada capitulo se veran las implementaciones
de los conceptos mostrados y ejemplos de los mismos en Haskell.

Y, finalmente, en el Apéndice [A] se expondran detalladamente la sintaxis y los
conceptos basicos de la programacion en Haskell: la declaracion de variables y funciones,
el funcionamiento de sus tipos, polimorfismo y clases, las funciones de orden superior
y un ejemplo de una de las ménadas mas importante en Haskell usada para la
programacion de acciones.
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1.3. Prefacio historico

Por una parte, el desarrollo de la Teoria de Categorias fue impulsado en primera
instancia por Eilenberg y Mac Lane en 1945 con la publicacion del articulo titulado
“Teoria general de las equivalencias naturales”, cuyo concepto fundamental no era el
de la categoria como estructura matematica sino el de la transformacion natural. Su
objetivo era formalizar el concepto de naturalidad, frecuente en muchos de los campos
de las matematicas [6]. Aunque inicialmente se vieran aplicaciones del lenguaje de la
Teoria de Categorias en el algebra abstracta, pronto se descubririan mas aplicaciones
en topologia algebraica y, en particular, en teoria de la homologia.

Posteriormente, Grothendieck publicaria en 1957 el articulo titulado Some aspects
of homological algebra en el que mostraria mediante el uso de las categorias céomo
ciertos métodos en el dlgebra homolégica podrian ser trasladados a otras disciplinas
como la geometria algebraica.

Con el desarrollo de la disciplina, la Teoria de Categorias se convirti6 en un campo
independiente de estudio y, en la década de los 60, Lawvere crearia un nuevo marco
tedrico con el que aproximarse a la logica y a los fundamentos de las matematicas
mediante la Teoria de Categorias, pero concretamente con el concepto de categoria de
categorias.

Mas tarde, en la década de los 70, el concepto del topos, creado por Grothendieck
e impulsado por Lawvere y Tierney, ganaria traccion hasta convertirse en un elemento
fundamental de la disciplina. En pocas palabras, segtin Jean-Pierre Marquis, un topos
es una categoria que posee la estructura logica suficiente como para desarrollar lo que
podriamos denominar “las mateméticas ordinarias” |16], es decir, el contenido que se
suele impartir en los grados de matematicas.

A partir de entonces la Teorfa de Categorias ha ido desarrollandose y ha encontrado
aplicaciones en multiples disciplinas teoricas fuera de las mateméticas, como en la
informatica o en la fisica.

Por otra parte, los lenguajes de programacion funcionales atin debian desarrollarse
como para poderse llegar a producir la conexiéon entre la seméntica de dichos lenguajes
y la Teorfa de Categorias. Los fundamentos del paradigma de la programacién funcional
se remontan a 1936 con la creacion del cdlculo lambda por parte de Church, que se trata
de un sistema formal para la resolucion del problema de si cierta funciéon, representable
mediante el calculo lambda, era “computable” (o también llamado “decidible”). Ademas,
paralelamente, Turing cre6 una clase de méaquinas (las mdquinas de Turing) donde
la nocion de funcion computable era equivalente a la del célculo lambda [3]. Es bien
conocido que el modelo actual de computadores se basa en el funcionamiento de la
maquina de Turing, es decir, en ejecuciones secuenciales de érdenes, y que los lenguajes
de programacion imperativos se basan también en este principio. Ejemplos de lenguajes
de dicho paradigma son los distintos ensambladores, C, Java, Python, etc. Por otro
lado, los lenguajes de programacion funcionales como Haskell, Miranda, ML o Adga se
basan en el calculo lambda, es decir, en la aplicaciéon de funciones.

El desarrollo de dicho paradigma empieza a finales de la década de los 50, cuando
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John McCarthy desarrolla en el MIT el primer lenguaje de programacion funcional:
LISP. Sin embargo, este no seria “puro” en el sentido de no contener expresiones
imperativas (como goto), y solo admitir funciones puras. Ademas, también tendria
problemas a la hora de asignar correctamente las variables libres a una funciénE] tal y
como se procede formalmente en el célculo lambda [23]. A partir de entonces se darian
los siguientes desarrollos en el campo de los lenguajes de programacion funcionales:

= En 1966, Landin describe la familia de lenguajes de programacion funcionales
ISWIM como “Church sin lambda”, donde funciones de orden superior se definen
facilmente. ISWIM también supone la primera aparicion de la definicién de tipos
algebraicos.

= En 1968, en el MIT, Evans empieza a desarrollar PAL, influenciado por ISWIM.
Este lenguaje contendria caracteristicas como el uso de expresiones como where
y let para la definicién de funciones, o verificador de tipos en el runtime, pero
con aspectos imperativos.

= En 1972, Turner empieza el desarrollo SASL, un lenguaje basado en LISP pero
puramente funcional, con asignaciéon correcta de variables libres acorde al calculo
lambda, coincidencia de patrones y evaluacién perezosa.

= En ultima instancia, en 1983 empieza el desarrollo de Miranda, basado en SASL,
que incluirfa tipos polimoérficos, definiciones de tipos algebraicos, y guardas
ademas de las expresiones condicionales habituales. Asi pues, podemos considerar
Miranda como el primer lenguaje de programacion funcional con todas las
caracteristicas principales que tienen los lenguajes funcionales modernos, como
por ejemplo Haskell.

Paralelamente, a partir de los anos 70, Christopher Strachey y Dana Scott empiezan
el desarrollo de la seméantica denotacional, que es un acercamiento concreto en el campo
de la semantica (donde también existe, entre otras, la semantica operacional) que le
atribuye significado a los lenguajes de programacion mediante objetos matematicos.
Sin embargo, este acercamiento no seria capaz de abordar el problema de como modelar
la programacion efectiva (esto es, la que concierne a los efectos, como por ejemplo,
obtener la entrada por teclado). No fue hasta 1991 que Eugenio Moggi |19] introduciria
el concepto de ménada propio de la Teoria de Categorias para modelar los efectos.
Todos estos avances permitieron finalmente a los lenguajes de programacion funcionales
ganar utilidad y obtener el status que tienen hoy en dia.

1.4. Programaciéon funcional. Haskell

Haskell comenz6 su desarrollo en 1987 cuando se celebré la conferencia “Functional
Programming Languages and Computer Architecture” en Portland, Oregon, donde se
formo6 un comité para disenar un lenguaje de programaciéon funcional comin con el

!Para introducirse en las nociones del calculo lambda, véase |3].
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objetivo de impulsar la investigacion, las aplicaciones y la ensenanza de dicho campo.
En 1990 se publico el primer Haskell Report con el que se formd una comunidad de
investigadores dispuestos a desarrollar dicho lenguaje. En 1992 se crearia el compilador
GHC, el mas compilador de Haskell usado hasta ahora, y en 1993 se lanzaria la version
1.3 de Haskell, donde se implementaria por primera vez la ménada de entrada y salida,
que se vera en el Apéndice [A]l Finalmente, tras una serie de pequenos desarrollos y
revisiones graduales, se cred el estandar actual: Haskell 2010 (y su correspondiente
Haskell Report).

La principal caracteristica de Haskell, ademas de todos los lenguajes de progra-
macion funcionales, es ser un lenguaje puramente funcional. Esto significa que las
funciones siempre deben producir la misma salida dada la misma entrada. En lenguajes
de programaciéon imperativos, como en C o Java, una funciéon puede retornar valores
distintos dados los mismos argumentos debido a que es posible que dicha funcién
dependa del estado general del programa (variables globales, contenido de listas con
contenidos no inmutables, etc.). Esto implica que en Haskell una funcién no puede
tener lo que se llaman “efectos secundarios”, que consisten en, como se ha ejemplificado
anteriormente, cambiar el estado del programa, asignando un valor a una variable
global, modificando una direcciéon de memoria arbitraria, etc. Como explicaremos més
adelante, el modelizado de los efectos secundarios en programacion funcional se realiza
mediante las moénadas.

Ademas, otras caracteristicas que posee Haskell a dia de hoy son:

s Admitir funciones de orden superior: la implementaciéon de funciones de or-
den superior en Haskell, es decir, funciones que admiten otras funciones como
parametros, es trivial.

= Ser no estricto: o lo que es lo mismo, poseer evaluacion perezosa. Esto significa que
los argumentos que se le pasen a una funcién puedan ser evaluados posteriormente
al momento en el que se le pasan a la misma.

= Tener un sistema de tipos estético y polimérfico: Haskell se puede basar o bien en
el propio codigo fuente del programa, o bien en su sistema de inferencia de tipos
para averiguar los tipos de los datos de entrada y salida de cierto programa. Tras
eso, comprueba su seguridad de tipo (type safety), es decir, que la ejecucion esté
garantizada para una serie restringida de valores con un determinado tipo. Por
otro lado, que tenga un sistema de tipos polimoérfico permite definir tanto tipos
como funciones genéricas que sean validos para cualquier tipo o restringirlos
para un conjunto de ellos. Esta tltima restriccion puede hacerse mediante el
mecanismo de clases de Haskell, con el que se definen conjuntos de datos que
cumplan que sobre ellos se puedan implementar ciertas funciones.

= Soporte de tipos de datos algebraicos: es decir, la definicién de tipos como com-
binacién de otros. Esto implica también la posibilidad de definir tipos de forma
recursiva, como arboles o listas. Veremos que estos se dividen principalmente en
tipos producto y en tipos suma.






2 CATEGORIAS

Una categoria es simplemente una colecciéon mas o menos estructurada de objetos
con flechas, morfismos, que los unen. En ella se encuentra la esencia de la composicion
de dichos morfismos. Asi pues, una categoria puede caracterizar a un tipo de estructura
matematica de tal modo que posea transformaciones (morfismos) que preserven dicha
estructura.

Vamos a ver ejemplos de categorias de varios tipos: desde las categorias que forman
estructuras tan bien conocidas como los grupos, los espacios topologicos o los conjuntos,
hasta la categoria que forman los tipos y las funciones de Haskell. Esta tltima sera la
motivacion principal de este trabajo y aportara numerables ejemplos a los conceptos y
construcciones categoricas que describiremos a continuacion.

Definicion 2.1. Una categoria C consiste en:

» Una colecciéon de objetos, a la que llamamos Obj(C): A, B,C'. ..

» Una coleccion de morfismos o flechas, Mor(C): f,g,h... Para cada par de
elementos A, B € C no necesariamente distintos, se tiene el conjunto de morfismos
entre A y B definido como

Homc(A,B) ={f € Mor(C) | f: A— B}.
A este conjunto se le llama hom-set de A a B en C.

» Para cada morfismo f, denotamos a los siguiente objetos como A = dom(f) y
B = cod(f) de tal manera que tengamos que f: A — B.

» Dados dos morfismos f: A — By g: B — C tales que cod(f) = dom(g),
entonces debe existir el morfismo composicion de f y g definido como

gof:A—C

Para cada objeto A, debe existir idy : A — A.
De tal manera que cumplan las propiedades siguientes:

» Asociatividad: para toda terna de morfismos f : A — B, g: B — C'y
h : C'— D, entonces debe ocurrir:

(hog)of=ho(gof)

7
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= Unidad: para todo morfismo f : A — B debe ocurrir que:

f=foida=1idgof

Ademas, estas propiedades se pueden expresar graficamente de tal forma que los
siguiente diagramas conmuten.

AL pB A a4
mlgxoj fl&lf
C——D B2, p

Diagramas conmutativos del axioma de asociatividad y de la identidad.

Es habitual en Teoria de Categorias hacer uso de diagramas conmutativos pa-
ra demostrar ciertas propiedades de algunas construcciones. Veamos ahora algunos
ejemplos.

Ejemplo 2.1.

= La categoria Sets de la colecciéon de todos los conjuntos y las funciones entre
ellos.

= La categoria Vec de la coleccion de todos los espacios vectoriales y las transfor-
maciones lineales entre ellos.

= La categoria Top de la coleccion de todos los espacios topologicos y las funciones
continuas entre ellos.

= La categoria Grp de la coleccion de todos los grupos y las homomorfismos de
grupos entre ellos. Ademas, un grupo cualquiera G € Grp, que es una abstraccion
de los automorfismos sobre cierto objeto, también cumple los axiomas de la
Teoria de Categorias. En este sentido, G es una categoria de un solo objeto,
cuyos morfismos son los propios elementos de G' que acttian sobre dicho objeto
formal, con la propiedad adicional de que todo morfismo tiene inversa en G.

= La categoria Rng de la coleccion de todos los anillos con unidad y los homomor-
fismos de anillos entre ellos.

= La categoria Poset de la coleccion de todos los conjuntos dotados de un orden
parcial y las funciones monétonas (es decir, funciones que verifiquen que dados los
posets P, € Poset, y siendop € Py q € @, entonces p < q = f(p) < f(q)).
Del mismo modo que en Grp, un poset en si mismo también es una categoria. De
hecho, es una categoria que tiene un solo morfismo entre cualquier par de objetos
(debido a la propiedad antisimétrica del orden parcial). A estas categorias se las
llama categorias poset, y son muy comunes.



Ejemplo 2.2. La categoria Mon de la colecciéon de todos los monoides y los homo-
morfismos entre ellos. Un monoide es un conjunto M junto con una operacién binaria
- M x M — M tal que existe una unidad u € M y el producto de los elementos
es asociativo. De la misma forma que hemos definido un grupo cualquiera como una
categoria de un solo elemento, lo mismo ocurre con (M, ). Debido a las propiedades
de los monoides, podemos ver a las categorias como una generalizacion del concepto
de monoide, donde los homomorfismos entre ellos son los functores entre categorias. Es
por este motivo que podremos, de nuevo, generalizar varios conceptos que se aplican
concretamente a los monoides en la categorias.

Ejemplo 2.3. La categoria Cat de la coleccion de todas las categorias y los functores
entre ellos. Veremos en secciones posteriores la definiciéon mas formal de functor como
morfismo entre dos categorias cualesquiera.

Todos estos ejemplos forman parte de las categorias concretas, es decir, categorias
sobre conjuntos con una estructura. Aunque no tengamos las herramientas conceptuales
necesarias para entenderlo, esto significa que toda categoria pequena (ver Seccién
es concreta si se puede sumergir en Sets. Sin embargo, esto no es el caso en todas las
categorias. Veamos algunos ejemplos de categorias no concretas:

Ejemplo 2.4. Las categorias finitas:

= Categoria 0, sin objetos ni flechas; las categorias 1, 2 6 3:

*

Categoria 1.
* — X%

Categoria 2.
* —— K

N

Categoria 3.

» Categoria n, con n € N. Para formar categorias finitas solo es necesario especificar
los n objetos y las flechas que los unen siguiendo los axiomas, pero todo esto sin
formar bucles. Un bucle en el diagrama de dicha categoria harfa que acabaramos
con infinitas flechas: fog, fogo fog, fogofogo fog, ..., lo cual produciria
que no fuera una categoria finita.

Ejemplo 2.5. La categoria opuesta C°? de C (no necesariamente pequena). En ella,
los objetos siguen siendo Obj(C), pero por lo que respecta a Mor(C°P), para cualquier
morfismo f: C' — D, con C, D € C, un morfismo en C°P es f*: D* — C*. A esta
categoria también se la conoce como categoria dual de C.
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Ejemplo 2.6. La categoria de los tipos y funciones en lenguajes de programacion
funcionales. Dado un lenguaje de programacion funcional L, la categoria asociada
a dicho lenguaje C(L) tiene como objetos los tipos de L, y sus morfismos son las
funciones computables en L. Con esto, la composicién de dos funciones f y g se da al
aplicar el output de f como input de g, y donde la funcién identidad es la funcién “no
hacer nada” |2, p. 10]. Un ejemplo concreto de dicha categoria seria C(H askell).

2.1. Categorias pequenas y grandes

Al definir algunas de las categorias anteriores se ha podido notar cémo estas pueden
entrar en conflicto con los axiomas de las teoria de conjuntos. Es decir, la categoria
Sets, entre otras, se queda "pequena" en dicho marco debido a que es un conjunto
que contiene a todos los conjuntos posibles. Por ello hemos definido Obj y Mor como
una coleccién, no como un conjunto.

Definiciéon 2.2. Una categoria C es pequena si tanto Obj(C) como Mor(C) son
conjuntos. En caso contrario, dicha categoria es grande.

Es evidente que todas las categorias finitas vistas en el Ejemplo son pequenas.
Por otra parte, la gran mayoria de las categorias con las que trataremos seran grandes.

Definiciéon 2.3. Una categoria C es localmente pequena si para todo par de objetos
X,Y € C la coleccion de morfismos entre X e Y, es decir, el conjunto Home = {f €
Mor(C) | f : X — Y}, es un conjunto.

2.2. Morfismos especiales

En ciertas categorias, como Sets, donde los morfismos son funciones, los conceptos
de inyectividad y suprayectividad y los conceptos de cancelabilidad e invertibilidad
por la izquierda y por la derecha son equivalentes. Sin embargo, este no es el caso en
todas las categorias, especialmente porque la inyectividad y suprayectividad de una
funcién depende de los elementos de la categorfa. De nuevo, siguiendo una perspectiva
categorica, veamos las definiciones formales de los conceptos de cancelabilidad e
invertibilidad.

Definiciéon 2.4. Sea C una categoria.

= Un morfismo f : A — B es invertible por la derecha si existe un morfismo
“inverso por la derecha” f;: B —> A tal que

Jofa=1dp

= Un morfismo f : A — B es invertible por la izquierda si existe un morfismo
“inverso por la izquierda” f; : B — A tal que

Jio f =1idy
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= Un morfismo f : A — B es invertible o es un isomorfismo si existe un
morfismo “inverso por ambos lados” f~!: B — A tal que

flof=iday fof™ =idp

Ademés, se dice que dos objetos A, B € C son isomorfos si, dado f: A — B,
existe el isomorfismo f~!: B — A, y lo denotaremos mediante A = B.

Definicion 2.5. Sea C una categoria.

» Un morfismo f : A — B es cancelable por la derecha (epimorfismo o morfismo
épico) si para cualquier par de morfismos g, h : B — C'

gof=hof = g=h

» Un morfismo f : A — B es cancelable por la izquierda (monomorfismo o
morfismo modnico) si para cualquier par de morfismos g,h: C — B

fog=foh = g=h

Vistas las definiciones formales, veamos un ejemplo de como las definiciones cate-
goricas de invertibilidad y las nociones de inyectividad y sobreyectividad no tienen
por qué ser equivalentes en todas las categorias.

Ejemplo 2.7. Sea P = {a,b} € Poset donde a y b son incomparables, y sea Q) =
{0,1} € Poset donde 0 < 1. Definimos el morfismo f : P — @ tal que f(a) =0y
f(b) = 1. Claramente, f es un morfismo biyectivo, sin embargo, no es un isomorfismo
de conjuntos parcialmente ordenados.

Sin embargo, en el caso de la cancelabilidad, el hecho de que un morfismo sea
cancelable por ambos lados, es decir, tanto monomorfismo como epimorfismo, no
implica que sea un isomorfismo. Pero el hecho de que sea cancelable por un lado e
invertible por el otro si implica que este sea un isomorfismo.

Proposicion 2.1.

(a) Sea f: A— B, con A, B € C. Si f es invertible por la izquierda, entonces es
monico.

Demostracion. Como es invertible por la izquierda, entonces existe f': B — A
tal que f'o f =1id4.

fog=foh = flo(fog)=fo(foh) = (fof)og=(fof)oh =
idAOg:’idAOh — g:h
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(b)

(¢)

2 Categorias

Sea f: A— B, con A,B € C. Si f es invertible por la derecha, entonces es
épico.

Demostracion. Analoga a la anterior. O]

Sea f: A—> B, con A,B € C. Si f es un isomorfismo, entonces es épico y
monico.

Demostracion. Trivial por las dos proposiciones anteriores. Ademés, probemos la
unicidad de las inversas. Supongamos que existen f; ', f; ' : B — A morfismos
en C inversos de f por ambos lados. Entonces:

fitof=1a y fofi'=1p

Supongamos también que fo f;'= fo f,' oque fi'o f = f, o f. Debemos

ver fi!=f;".
fit=fitolg=filo(fofy)=(fitof)ofy!=1aofy'=fy'

Con esto también de demuestra que si existen dos inversas, entonces coinciden.

[]

Proposicion 2.2. Sea f: A — B.

(a)

(b)

2.3.

Si f es monico y tiene inversa por la derecha (es decir, existe g : B — A |
fog=1idg), entonces f es un isomorfismo también.

Demostracion.

foida=f=idgof=(fog)of=Ffolgof) = ida=foyg
O

Si f es épico y tiene inversa por la izquierda (es decir, existe g : B — A |
go f=1idya), entonces f es un isomorfismo también.

Demostracion. Anéloga a la anterior. m

Propiedades universales

Tradicionalmente, cuando se define un objeto matematico se hace describiendo
lo que el objeto es, y tras esto se enumeran sus propiedades. Sin embargo, desde la
perspectiva categorica, resulta mas tutil denotar un objeto por la propiedad universal
(y tnica) que lo caracteriza. En las secciones posteriores veremos muchas de estas
construcciones en las que se hace uso de una propiedad universal para definirlas. Al
fin y al cabo, la nocién subyacente a una propiedad universal es la de que dado un
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objeto o una estructura que cumple ciertos requisitos, dicho objeto o dicha estructura
es “la mejor” (la “méas universal”) porque solo desde cualquier objeto llega hasta ella
un tnico morfismo en toda la categoria.

Asi pues, vamos a ver varios ejemplos de como algunas estructuras que parecen
a priori no necesariamente categorias lo acaban siendo. Esto es, las propiedades de
dichos objetos no son de los objetos en si, sino de los morfismos que los relacionan.

Ejemplo 2.8. En el Ejemplo hemos visto la estructura algebraica de los monoides
y como esta se puede generalizar mediante categorias. Veamos ahora una ejemplo
aplicado a los monoides de una propiedad universal. Pero antes, veamos la definicion
de monoide libre segin las propiedades de sus elementos.

Dado un conjunto A, un monoide libre M (A) sobre A es el conjunto de secuencias
finitas que se pueden crear a partir de los elementos de A, en el que también se ha
definido una operacion binaria (la concatenacion), y en el que hay unidad. En otras
palabras, A genera los elementos de M(A). O sea, que dicho monoide cumple:

» Para todo m € M(A):

Mm=aj *ag *...%xa,, cona; €A

= No existen relaciones no triviales, es decir, si dos secuencias son iguales, ay * as *
L.oka, =a) kayx ... xal, entonces a; = al,...,a, =a,.

Estas dos condiciones, que son dependientes de los elementos del monoide en si, se
pueden redefinir de forma categérica mediante el uso de una propiedad universal que
opere con morfismos en Mon (es decir, con homomorfismos de monoides).

Llamamos | M| al conjunto que subyace al monoide M. Entonces para cada homo-
morfismo de monoides f : M — N, existe la funcion |f| : |M| — |N|. Definimos
pues como monoide libre M (A) al monoide que cumple la siguiente propiedad universal:

Existe una funciéon i : A — M(A), y dado cualquier monoide N y una funciéon (en
Sets) f : A — |N|, entonces existe un inico homomorfismo (en Mon) f : M(A) —
N de tal forma que f = |f|oi. Es decir, que el siguiente diagrama conmute:

M) | N

En la Proposicion 1.9 de [2, p. 19| se demuestra como la definicion de monoide
libre mediante esta propiedad universal es equivalente a la definicién mediante las dos
propiedades descritas anteriormente que deben cumplir.
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Ejemplo 2.9. Dado cualquier grafo dirigido (G, que consiste en dos conjuntos V'
(vértices) y L (aristas) junto con dos funciones origen : L — V' y destino : L — V/,
podemos generar una categoria. La categoria generada por un grafo se llama categoria
libre, y la representaremos como C(G). Asi pues, los vértices de G, V, corresponden
con los objetos de C(G); las aristas, L, con sus morfismos, y finalmente origen = dom
y destino = cod. Todo esto esté representado mediante el functor (cuya definicion
formal se veréa en la Definicion siguiente:

U : Cat — Graphs (1)

De la misma forma que los monoides libres, una categoria libre esta definida por
ser una categoria con la siguiente propiedad universal:

Existe un homomorfismo de grafos i : G — |C(G)| (siendo |C(G)| el grafo
subyacente de C(G)), y para cualquier otro homomorfismo de grafos h : G — |D],
siendo D una categoria, entonces hay un functor unico h : C(G) — D:

de tal forma que |h| o = h.

2.4. La categoria Hask
Siguiendo el Ejemplo definimos la categoria Hask como el conjunto de tipos y

de funciones posibles en Haskell. Como es esperable, los objetos de esta categoria son
los tipos de Haskell. Por ejemplo, los niimero naturales, Nat:

Zero | Succ Nat

| data Nat

Zero | Succ Nat

| data Nat

O el tipo booleano, Bool:
| data Bool = True | False

Asimismo, las funciones en Haskell son los morfismos de Hask. Esto es, para cada
objeto en Hask, es decir, por cada tipo a, tenemos:

s La funcién identidad:
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id :: a -> a
id x = x
» El morfismo composicién entre dos funciones de Haskell tales que £ :: a -> b

yg :: b ->c:

() :: b ->¢c) -=>(a->b) -> (a ->c)
g . f=\x->g (fx)

De esta definicion es evidente que el requisito de asociatividad se cumple. Veamoslo:

(f . (g . h)) x

= (por definicion de .)
f ((g . h) x)

= (por definicion de .)
f (g (h )

= (por definicion de .)
(f . g (hx

= (por definicion de .)
((f . g . h)x

Y ademas, como id esta definida para cualquier tipo a, se obtiene:

(id . £) x

= (por definicion de .)
(id . (f x))

= (por definicién de id)
fx

= (por definicién de id)
f (id x)

= (por definicion de .)
(f . id) x

Nota 2.1. En realidad no todas las funciones de Haskell pueden llegar a retornar un
valor en un numero finito de pasos, y tampoco podemos llegar a saber cudles son esas
funciones debido a que este es un problema indecidible. Es por esto que todos los tipos
de Haskell poseen un valor adicional que no viene dado explicitamente en la definicion
del tipo. Este valor es Bottom, que se refiere a una computacion que nunca termina.
Sin embargo, una funcion que retorna Bottom no es pura, sino parcial. Es por ello
que consideramos Hask como la categoria de los tipos y funciones en Haskell que no
tienen el valor de Bottom. Debido a estos problemas, usualmente se suele referir a este
subconjunto de Hask qué si tiene estructura categorica como Hask Platonico.

2.5. Monoides en Haskell

A continuacién vamos a ver un ejemplo de monoide en Haskell: el tipo lista ([a]).
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Ejemplo 2.10. El tipo [a] es de hecho un monoide libre sobre a. En primer lugar, es
un monoide porque [a] es una instancia de la clase Monoid de la siguiente forma:

instance Semigroup [a] where
(<>) = (+4)

instance Monoid [a] where
mempty = []

En segundo lugar, [a] es libre porque:

= Para toda lista de tipo [al, es decir, 1 :: [a], se tiene que
| 1= [x1] ++ [x2] ++ [x3] ++ ... ++ [xn]
con [xi] :: [a].

= Si dos listas son iguales, es porque sus elementos son iguales uno a uno.

No obstante, como hemos visto en el Ejemplo la definicion anterior es ademas
equivalente a definir [a] mediante la siguiente propiedad universal:

Sea la funciéon
| i oa -> [a]

que toma cualquier valor v :: ay devuelve dicho valor en una lista, es decir, [v]
[al, y sea

|f_i ::a -> [b]
una funciéon cualquiera entre los tipos a y [b]. Entonces, si [a] es un monoide libre

sobre a, debe existir una tnica funcién entre listas, g :: [a]l -> [b], que haga
conmutar el siguiente diagrama:

[a] % [b]

Para obtener g, recordemos en primer lugar que Haskell implementa la funcién map
(véase el Apéndice |Al para ejemplos de su uso), definida de la siguiente manera:

| map :: (a -> b) -> ([a] -> [b])

tal que toma una funcién £ :: a -> b, y devuelve una funciéon [a] :: [b].
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En segundo lugar, podemos descomponer f_i como la composiciéon de funciones
i o f, resultando en el siguiente diagrama conmutativo:

[a] % [b]

i T

f
a———b

Asi pues, podemos ver que, de hecho, la funciéon g es determinada de forma tnica
por £ mediante map. Es decir, map f, ademas de ser un “homomorfismo de listas”, hace
conmutar el diagrama siguiente:

Con esto podemos concluir que [a] es un monoide libre sobre a porque la propiedad
universal de los monoides libres se cumple.






3 CONSTRUCCIONES

Una vez definidos los conceptos fundamentales pertenecientes a las categorias,
podemos empezar a pensar en construcciones universales que se pueden llegar a
realizar a partir de ellas. Estas construcciones son importantes porque pueden llegar a
caracterizar una categoria. Veremos un ejemplo de este fendmeno més adelante cuando
se traten las categorias cartesianas cerradas. Ademés, identificar dichas construcciones
nos sirve, al igual que lo haciamos con la propiedad universal en la Seccion [2.3] para
definir objetos en una categoria en torno a sus relaciones con los demas.

3.1. Objetos iniciales y finales

Definicion 3.1. Dada una categoria C,

= un objeto 0 es inicial si para todo objeto C' € C existe un tnico morfismo

0o—C

= un objeto 1 es terminal si para todo objeto C' € C existe un tnico morfismo

Cc —1

Cabe destacar que de la misma forma que todas las propiedades universales se
definen salvo isomorfismo, lo mismo ocurre con las construcciones universales, y en
concreto, con los objetos iniciales y terminales. Vamos a ver que a pesar de que pueda
darse que en una categoria los objetos iniciales o terminales no sean tnicos, estos
entonces son al menos isomorfos.

Proposiciéon 3.1. Si C,C" € C son objetos iniciales (o terminales) en una categoria
C, entonces C = (".

Demostracion. Como C'y C” son iniciales (o terminales) en la misma categoria C,
entonces deben existir los morfismos m : C — C" y m' : C — C'. Ademés, deben
existir idc : C — C' y ide : C" — C’. Entonces, mediante el siguiente diagrama:

cC =25

lm' ides
ide

C 2>

19
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Tenemos que mom' = ide, y m'om = idy,, luego m es un isomorfismoy C' = C'. [

Asimismo, una categoria puede no tener objetos iniciales o terminales. Veamos
algunos ejemplos:

Ejemplo 3.1. En Set, los objetos iniciales son los conjuntos de un solo elemento {x},
y el objeto terminal es ().

Ejemplo 3.2. De forma analoga a Set, en Cat el objeto inicial es la categoria 0 y el
objeto terminal es la categoria 1.

Ejemplo 3.3. En Grp, los objetos iniciales y terminales son los grupos que contienen
un elemento, {g} = G € Grp (que por definicion de grupo, como todo elemento debe
tener inverso, entonces todo ellos deben ser la identidad en ese grupo), ya que para
todo G’ € Grp hay un tnico homomorfismo entre G’ y {g} (que es el homomorfismo
constante) y viceversa.

Ejemplo 3.4. Un poset entendido como una categoria puede no tener objeto inicial o
terminal. De hecho, un objeto en un poset cualquiera P es inicial o terminal si y solo
si es el menor o el mayor respectivamente en P. Entonces, el poset (Z,<) no tiene
objeto inicial ni terminal.

3.2. Productos

Definicién 3.2. Un producto en una categoria C consiste en un objeto A x B junto
con los objetos A, B € C y los morfismos 7, mo (llamados proyecciones), representados
por el siguiente diagrama

A+ Ax B "5 B,

donde se cumple que, si se tiene otro diagrama de la forma

p1 p2
A < P > B,

entonces existe un tnico morfismo v : P — A x B tal que el siguiente diagrama
conmute:

P
A+ AxB -3 B

Es decir, py = mouy ps = mou.

Aqui utilizamos, de nuevo, y como sera habitual en las construcciones y conceptos
que se expondran mas adelante, una propiedad universal de tal forma que nos garantiza
la unicidad de la estructura salvo isomorfismo.

Veamos algunos ejemplos.
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Ejemplo 3.5. El producto cartesiano en Set.
Ejemplo 3.6. En un poset entendido como categoria, la funcién infimo.

Ejemplo 3.7. En un anillo considerado como categoria, la funciéon del méximo comin
divisor.

3.3. Igualador

Definicion 3.3. Sea C una categoria y sean f,g € Mor(C) dos morfismos paralelos
(esto es, dos morfismos que comparten el mismo dominio y codominio) tales que
f,g9: A — B. Entonces, un igualador consiste en un objeto £ € C y un morfismo
e : E — A tal que dado cualquier objeto Z € C y un morfismo z : Z — A, se
tiene el morfismo tnico u : Z — E. Es decir, que e es universal, y que este diagrama
conmuta:

Es decir, eou = z.

El concepto de igualador generaliza los conceptos de kernel de un homomorfismo
y de variedad definida mediante ecuaciones. Ademaés, cabe destacar la naturaleza
“monomoérfica” del igualador, concretamente, del morfismo e anterior.

Proposicion 3.2. Dado un igualador E € C de cualquier par de morfismos f,q :
A — B, con A, B € C, junto con el morfismo e : E — A, entonces e es un
monomorfismo.

Demostracion. Debemos demostrar que dados hq, hy : Z — E, se cumple que

eohy =eohy = hy = hs.

Mirando el diagrama de la Definicion [3.3] vemos que, en este caso, z = eohy = eohs,
y que ademas, foz = foeoh;. Como f y g son morfismos paralelos, entonces tenemos
ademas que g o z = f o e o hy. Finalmente, por la propiedad universal en la definicién
del igualador, debe existir un tnico morfismo u : Z — FE tal que e o u = z, entonces
partiendo de que z = e o hy = e o hy, se tiene que u = hy = hs. O

3.4. Construcciones duales

Como hemos visto en el Ejemplo [2.5] podemos formar una nueva categoria, C°P, a
partir de una dada, C, en la que Obj(C) = Obj(C°P) y en la que para todo morfismo
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f € Mor(C), se tiene un morfismo dual f* € Mor(C°P) tal que dom(f) = cod(f*) y
cod(f) = dom(f*). A esta nueva categoria la hemos denotado como categoria dual
de C. Este tipo de categorias nos es util porque cualquier proposicién cierta para
toda categoria, lo serda también para cualquier categoria dual. Ademaés, evidentemente,
(CeP)°P = C.

Asi pues, en el caso de los objetos iniciales y terminales, un objeto inicial en una
categoria C cualquiera es terminal en C°P y viceversa.

En el caso de los productos, un producto en C°P se llama coproducto, y viene
definido de la siguiente forma:

Definicion 3.4. Un coproducto en una categoria C consiste en un objeto A & B
junto con los objetos A, B € C y los morfismos py, ps (llamados inyecciones canonicas),
representados por el siguiente diagrama

A5 Ao B 2 B,

donde se cumple que dado otro diagrama de la forma

x x
A" 0«2 B,

entonces existe un tnico morfismo u : A @ B — C tal que el siguiente diagrama
conmuta:

T -~ T
1 ‘u 2

A5 AoB«2-B
Es decir, x;1 =uop; y o = u o ps.
El coproducto puede entenderse de forma analoga al producto como una “suma’”
de elementos de una categoria. Veamos algunos ejemplos.
Ejemplo 3.8. Unién disjunta en Set.
Ejemplo 3.9. En Grp, el producto libre de dos grupos.
Ejemplo 3.10. En un poset entendido como categoria, la funciéon supremo.

Ejemplo 3.11. En un anillo considerado como categoria, el minimo comun multiplo.

Lo mismo ocurre con los igualadores. Un igualador en C°P se llama coigualador, y
viene definido de la siguiente manera.

Definicion 3.5. Sean f, g € Mor(C) dos morfismos paralelos tales que f,g: A — B.
Entonces, un coigualador consiste en un objeto () € C y un morfismo ¢ : B — @ tal
que dado cualquier objeto Z € C y un morfismo z : B — Z, se tiene el morfismo
tnico u : () — Z. Es decir, que ¢ es universal y que el siguiente diagrama conmuta:
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f
A?B%Q

|
|
| u
z

\lf
Z
Es decir, u o q = z.

Podemos entender el coigualador como la construccion que describe, en general,
los cocientes dada cierta relacion de equivalencia.

Ejemplo 3.12. Sea R C X x X una relacion de equivalencia en X € Sets. Sean 7,1
las proyecciones de la inclusion R C X x X. Con esto tenemos el diagrama siguiente:

R

X<p—1X><X—>X

si consideramos la proyeccion canédnica de la relacion de equivalencia
m:rx— X/R

definida de modo que lleva cada elemento x € X a su clase de equivalencia [z],
obtenemos el coigualador (X/R, 7). Es decir, dada una funcion f : X — Y en Sets
cualquiera, tenemos el siguiente diagrama del coigualador:
r1
R__{X—"- X/R
ro )

e

donde existe una funcion f tal que fonm = f.

3.5. Construcciones en Haskell

En esta seccion vamos a ver las diferentes construcciones que hemos visto genera-
lizadas para toda categoria aplicadas particularmente a Hask. Veremos los objetos
iniciales y terminales en dicha categoria, asi como los tipos de datos algebraicos que
representan en Hask el producto y el coproducto.

3.5.1. Objetos iniciales y terminales de Hask

El objeto inicial en Hask es el tipo Void, ya que no puede existir ninguna funcién
desde ningtn tipo en Hask hasta Void definida tal que:
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f :: a -> Void

El tipo Void puede interpretarse pues como el conjunto vacio en Set, es decir, un tipo
que no contiene ningun valor. De hecho, se define la funciéon absurd, que nos muestra
céHmo existe un tnico morfismo entre Void y cualquier otro tipo en Hask:

absurd :: Void -> a
absurd = absurd

Por otro lado, el objeto terminal en Hask es el tipo (), que contiene tinicamente
un valor. Se define pues la funcién unit que nos muestra la unicidad entre cualquier
tipo en Hask y O:

unit :: a -> O
unit _ = O

Nota 3.1. Todo esto teniendo en cuenta que los tipos en Hask no contienen el valor
Bottom. Si lo tuvieran, la unicidad de ambas funciones definidas anteriormente se
perderia, ya que podriamos definirlas como undefined.

3.5.2. Tipos producto

La implementacion canoénica de los productos en Haskell es la tupla [18].

Una tupla no es necesariamente conmutativa, aunque lo es salvo isomorfismo,
siendo este la funcion swap (que es inversa de si misma) definida de la siguiente forma:

swap :: (a, b) -> (b, a)
swap (a, b) = (b, a)

Las proyecciones del producto, de la tupla, vienen dadas por las funciones fst
y snd, que se corresponden con la proyecciéon de la primera y segunda componente
respectivamente de la tupla.

fst :: (a, b) -> a
fst (x, _) =x

snd :: (a, b) -> b
snd (L, y) =y

Asimismo, para comprobar que de hecho una tupla es un producto en el sentido de
teoria de categorias, tenemos la siguiente funcion:

fork :: (a ->b) -> (a ->¢c) -> a -> (b, c)
fork f gz = (f z, g 2)
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De tal forma que obtenemos el diagrama del producto siguiente:

x fst (X,Y) snd y

£ ;fork g

Z

3.5.3. Tipos suma

La implementacion candnica de los tipos suma, que surgen a partir de los copro-
ductos en Hask, viene dada por el tipo Either, que representa un valor con dos
posibilidades, y se define de la siguiente forma:

data Either a b = Left a | Right b

De la misma forma que antes, las instancias de tipo Either, es decir, los coproductos,
son conmutativos salvo isomorfismo.

De nuevo, las funciéon que nos permite saber que Either es un coproducto es
either, definida de la siguiente forma:

either :: (a ->c) -> (b -> ¢c) -> Either a b -> ¢
either £ _ (Left x) = f x
either _ g (Right y) = gy

Con lo que obtenemos el diagrama del coproducto siguiente:

Lef . Right
x =% Either x y ¢+ —— y

£ \;either g






4 FUNCTORES

Como hemos visto en el Ejemplo [2.3] se puede formar la categoria de todas las
categorias, Cat, cuyos morfismos se llaman functores. Estudiar este tipo especial
de morfismos entre categorias es de especial utilidad para llegar a poder realizar
construcciones mas avanzadas, como los conos o, como veremos mas adelante, las
transformaciones naturales.

Definiciéon 4.1. Sean C y D dos categorias cualesquiera. Un functor F' es un morfismo
en Cat de la forma F': C = D tal que asigna objetos de C a objetos D

F : Obj(C) — Obj(D),
y morfismos de C a morfismos D
F : Mor(C) — Mor(D)
de manera que si A, B € C, entonces:
F: Homg(A,B) — Homp(FA, FB).

Ademas, debe preservar la estructura de categoria, es decir, la identidad y la composi-
cion:

= Dado A € C,
Fidy = idpa (2)
= Dados dos morfismos f, g € C tales que su composicion exista,

F(gof)=FgoFf (3)

Usualmente los functores con los que tratamos son los functores covariantes,
en los que la aplicacion de este functor a una categoria preserva la direccion de los
morfismos. Sin embargo, también se puede hablar de functores contravariantes,
que invierten la direcciéon de los morfismos de la categoria a la que se aplica. Es decir,
un functor contravariante de C a D no es més que un functor covariante tal que

F:C? =D,

donde la asignacion de morfismos de C a morfismos D se produce de la siguiente

manera;
F : Homc(A,B) — Homp(FB,FA).

27
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Nota 4.1. A pesar de que la imagen de un functor F' sobre una categoria C preserve
la estructura de categoria, esto no significa necesariamente que la imagen de F' forme
una categoria. Veamos un ejemplo:

Ejemplo 4.1. Sea C la categoria cuyos elementos son A, B, C, D, con los morfismos
identidad correspondientes y los morfismos f : A — By g: C — D y sea la categoria
3. Consideremos el functor F': C = 3, donde F(f) =(0— 1)y F(g) = (1 — 2).

A 0
; £(f) ‘
B ] ——mm— 2

F(Q)T

C——"—D

Se puede ver que aunque el morfismo 0 — 2 existe en 3, este no pertenece a la imagen
de F, es decir, no existe F'(g) o F(f), luego no forma una categoria.

Veamos una condiciéon necesaria para que la imagen de F' si forme una categoria.

Proposicion 4.1. Sea F : C = D un functor inyectivo, es decir, un functor tal que
la parte que asigna objetos en C a D y la parte que asigna morfismos en C a D es
inyectiva. Entonces la imagen de F, FC, forma una categoria.

Demostracion. Sean A, B,C € C. Para que la composicion Fg o F'f exista debe
ocurrir que Ff : FA — FB y que Fg : FB — FC. Por la inyectividad de F,
particularmente de F': Obj(C) — Obj(D), sabemos que f: A — By g: B — C.
Entonces, como C es una categoria, g o f existe y se cumple que

FgoFf=F(gof)eFC

4.1. Tipos de functores

Un tipo de functores que podemos encontrar normalmente a lo largo de la Teoria
de Categorias son aquellos que envian elementos “estructurados” de una categoria a
otra sin esta estructura. Estos functores, que carecen de una defincién precisa, los
llamamos functores olvidadizos.

Ejemplo 4.2. En Grp podemos crear un functor que envie cada uno de sus elementos
a su conjunto subyacente correspondiente en Sets.

F: Grp = Sets

En este caso, el functor “olvida” la estructura de grupo, su operacion asociada
Y 7
propiedades, para enviarlo al conjunto de sus elementos.
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Definicién 4.2. Un endofunctor F' es un functor caracterizado por tener dominio
codominio idénticos. Esto es, un functor de una categoria C a si misma.

F:C=C

Ejemplo 4.3. Un endofunctor sobre un grupo G considerado como categoria es un
automorfismo F : G = G.

Definiciéon 4.3. Un bifunctor B : A x B = C es un functor desde el producto de
dos categorias a una tercera.

El producto de dos categorias se comporta de la forma esperada: por una parte,
(A, B) es un par ordenado de elementos de Obj(A x B) (con A € Ay Be€ B),y
por otra parte, (f,g) es un par ordenado de morfismos de Mor(A x B), donde la
composicion de dos morfismos se realiza componente a componente:

(f,9)0(fg)=(fof g0d).

Ejemplo 4.4. Un hom-functor Hom(=,—) : C? x C = Sets que veremos en la
Seccion es un ejemplo de un bifunctor.

Definicion 4.4. Sea F': C = D un functor, con C y D dos categorfas cualesquiera.
Entonces, para todo A, B € C,

» F es completo si F': Homc(A, B) — Homp(F A, FB) es una funcién supra-
yectiva.

» Fesfiel si F: Homg(A, B) — Homp(F A, FB) es una funcion inyectiva.

» F' es completamente fiel si ' : Homc(A, B) — Homp(FA, FB) es una
funcién biyectiva.

» F es una inmsersion si F': Homg(A, B) — Homp(F A, F'B) es una funcion
biyectiva y ademas F' : Obj(C) — Obj(D) es una funcién inyectiva.

Ejemplo 4.5. Los functores olvidadizos F' : C = Sets son generalmente (depen-
diendo de la definicion de “olvidadizo” que tomemos) fieles.

Ejemplo 4.6. El functor F' : Sets = Sets que envia A € Sets a su conjunto
potencia P(A) € Sets, y cada funcion f : A — B a Ff : P(A) = P(B), es
inyectivo y por tanto fiel, pero no completo.

Ejemplo 4.7. El functor F' : Ab = Grp, que envia elementos y morfismos de la
categoria de los grupos abelianos a la de los grupos, es tanto completo como fiel.

4.1.1. Hom-Functores

Este tipo particular de functores nos servira como base mas adelante en el estudio
de dos conceptos muy importantes en Teoria de Categorias: el functor representable y
sus aplicaciones en la demostracion del Lema de Yoneda y sus consecuencias.
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Definicién 4.5. Sea C una categoria localmente pequena.

Sean A, B € C. Llamamos hom-functor covariante al functor
Hom(A, —) : C = Sets,

que asigna a cada objeto X € C el conjunto Hom(A, X), y a cada morfismo f : X —
Y, con X,Y € C, el morfismo siguiente:

Hom(A, f): Hom(A, X) — Hom(A,Y),
definido por (m: A — X)— (fom: A— X —=Y).
Anéalogamente, llamamos hom-functor contravariante al functor
Hom(—, B) : C°? = Sets,

que asigna a cada objeto X € C el conjunto Hom(X, B), y a cada morfismo g : X —
Y en C°P, con X,Y € C, el morfismo siguiente:

Hom(g, B) : Hom(Y, B) — Hom(X, B),

definido por (m:Y — B)+— (mog: X - Y — B).

Ahora vamos a ver que el hom-functor (covariante) es efectivamente un functor.
Por una parte, debemos ver que Hom(A,idx) = idpom(x,a), siendo z : A — X
Hom(A,idx(x)) =idx ox
=z
= 1dHom(A,X)(x)-

Por otra parte, veamos que dada la composiciéon de morfismos go f, su imagen a través
del hom-functor existe:

Hom(A,go f)(x)=(go f)ox
=go(foux)
= Hom(A,g)o (Hom(A, f)(x))

4.2. Diagramas, conos y coconos

En secciones anteriores hemos visto construcciones que partian de un diagrama
concreto. Por ejemplo, en el caso del producto, se partia de un diagrama como este:

A— AXx B+— B

Vamos a ver que un diagrama no es mas que un functor desde los objetos de una
categoria indice J a los objetos de la categoria que nos interesa estudiar, C.
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Definiciéon 4.6. Un diagrama de tipo J en C es un functor de la forma

D:J= C,

donde denotamos como i, 7, k, . . . los objetos de la categoria indice J, y D(3), D(3), D(k), ...

como D;, D;, Dy, ..., que representan los valores en C del diagrama D.

Decimos que un diagrama es finito si Obj(J) tiene un nimero finito de elementos.

Al igual que ocurre con las categorias, existen diagramas pequenos y grandes.

Definicién 4.7. Un diagrama D : J = C es pequeno si la coleccion de objetos
Obj(J) es un conjunto. Asimismo, si este conjunto es finito, entonces el diagrama D
es finito.

Ademés, si partimos de un morfismo « : i — 7 en J, su imagen a través del
functor serd D, : D; — D;. Estos morfismos nos serviran para definir el concepto de
cono sobre un diagrama.

Definiciéon 4.8. Un cono sobre un diagrama D : J = C consiste en un vértice
V € C junto con una familia de morfismos también en C, a los que llamamos “aristas”
del cono, donde para todo 7 € J se tiene

ci:V—>Di,

y donde para todo objeto j € J y morfismo « : i — j, el siguiente diagrama conmuta:

Es decir, ¢; = D, o ¢;. Representamos este cono mediante el par (V,¢;).

Veamos ahora el dual de un cono, el cocono:

Definiciéon 4.9. Un cocono sobre un diagrama D : J = C consiste en un vértice
V € C junto con una familia de morfismos también en C donde para todo i € J se
tiene

¢ Dy —V,

y donde para todo objeto j € J y morfismo « : ¢ — 7, el siguiente diagrama conmuta:

V
Di D > Dj

Es decir, ¢; = D, o ¢;.
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Podemos imaginar los conos como piramides de tantos lados como elementos tenga
la categoria indice del diagrama D : J = C, cuya base se compone de los elementos
de D(J) y de los morfismos entre ellos, y cuyo vértice y lados restantes son un elemento
de C y morfismos en C respectivamente.

Podemos definir también morfismos entre conos. Dados dos conos (V. ¢;) y (V',cl),

()

V:V,¢)— (V',d)
es un morfismo entre los vértices V, V' € C tal que el siguiente diagrama (para todo
J € J) conmuta:

En otros términos, ¢; = c;. o V.

na vez definidos estos conceptos, es intuitivo preguntarse si los conos sobre un
U definid t tos, tuit t 1 b
diagrama como elementos y los morfismos entre ellos forman una categoria.

Proposicion 4.2. La coleccion de conos sobre un diagrama D : J = C forman una
categoria, a la que llamamos Cono(D). Andlogamente, a la categoria de coconos sobre
D la llamamos Cocono(D).

Demostracion. En primer lugar, dado un vértice V' € C de un cono cualquiera sobre
D, el morfismo idcono(p) : V — V existird porque C es una categoria. En segundo
lugar, dados dos morfismos entre tres conos cualquiera V; : V. — V' y Vo : V! — V"
entonces, por ser V, V' y V" elementos de C, existird Vo0V, : V. — V", Por
ultimo, dados tres morfismos que admitan las composicion entre ellos en Cono(D), su
composicion serd asociativa porque dichos morfismos estan, de nuevo, en C, que es
una categoria. ]

4.3. Limites y colimites

Cuando un patron, en este caso el de un cono, se repite en los morfismos de una
categoria, entonces puede aparecer una construccion universal. Esta construccion es,
valga la redundancia, la més universal de todas, ya que existe un tinico morfismo desde
dicho patréon hasta esa construccion universal. Este es el concepto que motiva la idea
de limite.

Definicién 4.10. Un limite (%n D.p) de un diagrama D : J = C es un objeto
terminal de la categoria Cono(D). Denotamos los lados del limite como

J
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Definicién 4.11. Un colimite (h_l’l;l D, p) es un objeto terminal en Cocono(D) (o un
objeto inicial en Cono(D)).

Nota 4.2. De hecho, como el limite es un cono terminal en Cono(D), esto significa
que para cualquier otro cono en dicha categoria existe solamente un morfismo hasta ese
limite. Esto se puede formalizar como la siguiente propiedad universal: dado cualquier
otro cono (C,¢;) € Cono(D), entonces existe un tinico morfismo u : C — m D tal
que para todo 1 € J se cumple ¢; = p; o u.

Definicién 4.12. Una categoria C se dice que es finitamente completa si cada
diagrama finito D : J = C tiene un limite, y completa si cada diagrama pequeno
tiene limite. Al dual de esta defincion le llamamos categoria cocompleta.

Vamos a ver a continuacién una condicién necesaria y suficiente para que una
categoria sea (finitamente) completa.

Proposicion 4.3. Una categoria es finitamente completa si y solo si tiene productos
finitos e igualadores.

Demostracion. Debemos probar que todo limite se pueda construir a partir de un
producto.

En primer lugar, sea el diagrama finito D : J = C. Si tomamos el producto

H -Di7

i€0bj(J)

este tiene al menos las proyecciones p; : HieObj(J) D; — D,. Sin embargo, estos
morfismos no tienen por qué necesariamente conmutar con los morfismos D, : D; —
D;, con (a:i — j) € Mor(J), en el diagrama D.

Entonces, tomamos el producto sobre todos los morfismos de Mor(J)

II o

aeMor(J)
y dos morfismos especiales

Hpii; II o

1€O0bj(J) aeMor(J)

que muestran como varia el producto con respecto de los morfismos en el diagrama.

Concretamente, definimos tomando la composicion de estos dos morfismos con
)

las proyecciones 7, del producto HaeMor( 7 D;, obtenemos:

Ta © ¢ = ¢7T = Tcod(a)

a0 =ty =Dy o Tdom(a)
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donde ¢, : HaeMor(J) Dj — Di y Yot [aemoray D — Dj- Entonces obtenemos que
Tdom(a) Y Teod(e) SON dos proyecciones del producto HieObj( 7 D; dado un morfismo
« 11 — j concreto.

En segundo lugar, necesitamos obtener el subconjunto de objetos de HieObj( 3 D;
en el que los morfismos si conmuten. Para ello, tomamos el igualador (E, e;) siguiente:

E———— ][ # I1 o
i ai—j

donde podemos formar las aristas de un cono cuyo vértice es E tomando las
proyecciones del producto [ [, D; con el morfismo e del igualador. Es decir, que e; = 7;0e.

Para ver que (E, e) es un cono, tomamos cualquier otro morfismo ¢ : V. — [[. D;,
donde ¢; = 7; o ¢ y donde denotamos ¢ = (¢;). Entonces (C, ¢) es un cono si y solo si
o{c;) = 1(c;). Esto se cumple si y solo si para todo «

Ta®(Ci) = Tath(ci)

No obstante, por como hemos definido ¢, y ¥, previamente, obtenemos que

7To¢¢<ci> = ¢a<ci> = Teod(a) <cz> =Cj
7Toz,¢<ci> = 77Z}0c <Cz> = Da O Tdom(a) <Cz> - Doc O ¢

Luego ¢; = D, o ¢; siy solo si (C,c) es un cono, tal como habfamos afirmado al
principio, y del mismo modo lo es (F, e). Como ademas de ser un cono es un igualador,
por la propiedad universal del mismo, para cualquier otro cono (C,c¢) existira un
morfismo tnico u : C' — FE tal que ¢ = u o e. Finalmente, por este hecho y la Nota
, se deduce que (FE,e) es el limite del diagrama pequeno D. O

Por supuesto, el dual de este teorema también se cumple:

Proposicion 4.4. Una categoria es finitamente cocompleta si y solo si tiene coproductos
pequenos finitos y coigualadores.

Nota 4.3. Estas dos ultimas proposiciones se cumplen también para categorias con
limites con cualquier cardinalidad, siempre y cuando tenga también productos y iguala-
dores con dicha cardinalidad [2, p. 105].

Con estos conceptos establecidos, podemos ver que las construcciones universales
presentadas en la secciéon anterior no son més que ejemplos particulares de conos en
cierta categoria.

Ejemplo 4.8. Un producto de dos elementos en una categoria C no es mas que el
limite del diagrama D : 2 — C, es decir, el cono limite (Dy x Dy, 7) siguiente:

D()(W—OD()XDlL)Dl
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donde @j Dj = D1 X DQ.

Ejemplo 4.9. Un igualador en una categoria C no es mas que el limite del diagrama
D : 1,2 — C siguiente:

cuyo limite seré el cono (E,e), con e; : E — Dy y ey : E — Do, siguiente:

Dq,
D1 :; D2

P
E

en el que D, o ¢y = Dgocy = cp. Este limite (£, e) serd pues el igualador para los
morfismos D, y Dg.

4.3.1. Functores continuos

Definir los limites da pie a estudiar un tipo concreto de functor, los functores
continuos. Se puede ver facilmente que este es un concepto reminiscente a la definicion
de funcién continua en anélisis, pero ademas su estudio tiene aplicaciones en conceptos
que veremos mas adelante, como algunas propiedades los functores adjuntos.

Definicién 4.13. Sea F' : C = D un functor. Se dice que F' es continuo o que
preserva limites de tipo J si dado un diagrama D : J = C, cuyo limite es (@ D, p),
con p; : l'ng — D;, entonces el cono (F@D,Fp), con Fp; : F@D —> F'D; es
un limite del diagrama F'D : J = D. Es decir,

F(lim D) = Jim F(D,)

Definiciéon 4.14. Si F preserva los colimites de tipo J, entonces se dice que F' es
cocontinuo.

De hecho, por lo visto en la Proposicion , como todo (co)limite puede ser
construido a partir de (co)productos (pequenos) y (co)igualadores en una categoria, un
functor seré (co)continuo si y solo si preserva los (co)productos y los (co)igualadores.

Paralelamente, podemos ver que los hom-functores son un tipo de functor que
particularmente siempre preserva limites, es decir, es continuo.

Proposicion 4.5. Sea C una categoria pequena cualquiera con productos, y sea X € C.
Entonces el hom-functor

Homg(X,—) : C = Sets

es continuo.
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Demostracion. Por la Proposicion [A.3], decir que un functor preserva limites es lo
mismo que decir que preserva productos e igualadores.

Asi pues, en primer lugar, veamos que los productos se conservan. Es decir, que el
siguiente isomorfismo existe:

Homg(X, A x B) = Homa(X, A) x Home (X, B).
Dado un diagrama de la forma

A+ p-"+B

es un producto si y solo si para cualquier otro objeto X € C, existe el isomorfismo
Ux : Hom(X, P) — Hom(X, A) x Hom(X, B). Este isomorfismo existe porque por
la definiciéon de producto, concretamente por la propiedad universal con el que lo
definimos, dados (x,y) € Hom(X, A) x Hom(X, B), entonces existe un tnico morfismo,
Uy, tal que si z € Hom(X, P), entonces Jx(z) = (z,y). Luego, por definicion, ¢ es
biyectiva.

En segundo lugar, debemos ver que preserva igualadores. Dado el diagrama de un
igualador en C:

f
E—» A_—= B,
g
consideramos el igualador a través de Hom(X, —):
* I
Hom(X,E) —=— Hom(X,A) —= Hom(X, B).
g*

Vamos a demostrar que este diagrama es un igualador en Sets. Sea h : X — A €
Hom(X,A), tal que f* o h = ¢g* o h. Entonces f o h = g o h. Siguiendo la propiedad
universal del igualador en C, existe un tinico morfismo u : X — E tal que eou = h.
Esto significa que ese u € Hom(X, E), tal que e* ou = e ou = h. Con todo esto,
hemos probado que el morfismo e* : Hom(X, E) — Hom(X, A) es un igualador de
los morfismos f* y g*. O

4.4. Functores en Haskell

Los functores en Haskell solo pueden operar dentro de la categoria Hask, luego en
ese sentido, todo functor en Haskell es en realidad un endofunctor. Es por eso que los
functores no son mas que funciones que asignan tipos a tipos.

La clase Functor en Haskell se define de la siguiente manera:

class Functor f where
fmap :: (a ->b) ->fa->fhb
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Un tipo que sea instancia de la clase Functor es todo aquel que pueda implementar
una funciéon de manera que dada otra funciéon £ :: a -> b, devuelva Ff :: f a
-> f b. En otras palabras, la funciéon que devuelve fmap, Ff, se corresponde con el
morfismo F': Obj(C) — Obj(C) de la Definicién [4.1], siendo C = Hask.

Por otra parte, aunque las propiedades de los functores vistas en la Definicion
.1 no se establezcan explicitamente en la definicion de la clase en Haskell, estas se
corresponden con:

u FidA B idFAI

| fmap id = id,

siendo el primer id la identidad a -> a, y el segundo id la identidad £ a -> f
a.

» F(gof)=FgoFf:

| fmap (g . f) = fmap g . fmap f
En la Seccion se examina la funciéon map definida de la siguiente forma:

map :: (a -> b) -> [a] -> [b]
map f xs = [f x | x <- xs]

Asi pues, podemos ver como de hecho [] es un functor, cuya implementacién de
fmap es la funcién map anterior:

instance Functor [] where
-- fmap :: (a -> b) -> [a] -> [b]
fmap _ [1 = []
fmap (x:xs) = f x : fmap xs

Ademés, cumple las propiedades de los functores que hemos visto anteriormente:

» [dentidad:

fmap id []
= (por definiciéon de fmap)
(]
= (por definicion de id)
id []

fmap id (x:xs)
= (por definiciéon de fmap)
x:(id xs)
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(por definicion de id)
:XS

(por definicion de id)
id x:xs

(|-

= Composiciéon de funciones:

fmap (g . £) []
= (por definicién de fmap)
(]
= (por definicion de fmap)
fmap g []
= (por definicién de fmap)
fmap g (fmap f [])
= (por definicion de .)
(fmap g . fmap f) [

fmap (g . £f) (x:xs)
= (por definicién de fmap)
(g . £) x : fmap (g . f) xs
= (por definicion de .)
g (f x) : fmap g (fmap f xs)
= (por definicién de fmap)
fmap g (f x) : fmap f xs
= (por definicién de fmap)
fmap g (fmap f x:xs)
= (por definicion de .)
(fmap g . fmap f) (x:xs)

Otros ejemplos bésicos de functores incluyen el tipo Maybe o el tipo (t,) (siendo
este dltimo el tipo de las tuplas cuya primera componente es un valor de tipo t, y la
segunda componente un valor de cualquier otro tipo que le pasemos). Vamos a ver
detalladamente como este primero es un functor.

El tipo Maybe encapsula la nocién de un valor opcional. Por ejemplo, un valor
de tipo Maybe Int es o bien ese Int, o bien nada, o sea, Nothing. Se define de la
siguiente manera:

| data Maybe a = Nothing | Just a
Ademas, este tipo implementa fmap de la siguiente forma:

instance Functor Maybe where
fmap _ Nothing = Nothing
fmap £ (Just a) = Just (f a)
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Comprobemos de nuevo que las propiedades de los functores se cumplen para
Maybe:

s [dentidad:

fmap id Nothing
= (por definicién de fmap)
Nothing
= (por definicién de id)
id Nothing

fmap id (Just a)
= (por definicién de fmap)
Just (id a)
= (por definicién de id)
Just a
= (por definicién de id)
id (Just a)

» Composiciéon de funciones:

fmap (g . f) Nothing
= (por definicion de fmap)
Nothing
= (por definicién de fmap)
fmap g Nothing
= (por definicién de fmap)
fmap g (fmap f Nothing)
= (por definicion de .)
(fmap g . fmap f) Nothing

fmap (g . £) (Just a)
= (por definicién de fmap)
Just ((g . £) a)
= (por definicion de .)
Just (g (f a))
= (por definicién de fmap)
fmap g (Just (f a))
= (por definicién de fmap)
fmap g (fmap f (Just a))
= (por definicion de .)
(fmap g . fmap f) (Just a)

Observamos que los tipos que pueden ser instancia de la clase Functor son tipos
parametrizados, como Maybe, [], (t,), etc., que toman un tipo a, y devuelven Maybe
a,[al, (t, a), etc. Es por esto que podemos entender los functores en Haskell como
“contenedores” de otros tipos.
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4.5. Hom-functores en Haskell

Vamos a introducir el tipo Reader
|type Reader a x = a -> x,
que es de hecho un functor, ya que podemos definir la funcién fmap acordemente:

instance Functor (Reader a) where
-- fmap :: (a -> b) -> Reader a -> Reader b
fmap f h=f . h

Este functor representa un hom-functor covariante (es decir, functorial solo en a)
en Hask.

Nota 4.4. Sv hubiéramos definido el hom-functor Reader de forma contravariante,
seria de la siguiente manera:

| type Reader a © = -> a

donde contramap (andlogo contravairnate de fmap) se definiria, tal y como se esperaba,
como la precomposicion con f:

instance Contravartant (Reader a) where
-- contramap :: (b -> a) -> Reader a -> Reader b
contramap f h = h . f

Como mencionamos en la Seccion [4.1.1] este tipo de functores seran muy impor-
tantes a la hora de entender el Lema de Yoneda y, en este caso, de las consecuencias
del mismo en la programacion funcional.
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La motivacion detrés de la construccion universal del objeto exponencial es la
de la generalizacion del conjunto de funciones de un conjunto a otro, normalmente
expresado como B4 = {f : A — B} = Homses(A, B), con A, B € Sets. Vamos a
estudiar en qué casos el objeto exponencial existe en una categoria dada, o dicho de
otra forma, bajo qué condiciones en una categoria C, dados dos elementos A, B € C,
B4 es un objeto en ella.

5.1. Construccion

En el caso de Sets, dados los conjuntos A, B y C' en Sets, consideramos la funcién
eval : Ax B* — B

tal que asigna el par ordenado (a, g) a la imagen de a a través de g, es decir, (a, g) —
g(a) € B. Asi pues,
eval(a, g) = g(a).

Por otra parte, dada una funcién f: A x B — C, podemos fijar un a € A de tal
forma que

fla,y): B— C

y por tanto f(a,y) € C®B. Si variamos a en A, obtenemos la funcién
f:A—CP

tal que f(a)(b) = f(a,b). Al operador™: (A x B — C') — (A — CP) definido como
f — f se le llama traspuesta o “currificacion” de f.

Con esto podemos ver que la funcién eval posee la siguiente propiedad universal:
dada una funcién f : A x B — C, existe una tnica funcién f : A — CP tal que.

eval o (f x idg) = f
Concretamente eval(f(a),b) = f(a,b). A esta composicion se la llama “descurrificacion”

de f

CB x B -2, ¢

CB
1 sl A
A Ax B

41
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Gracias a que la operacion de trasposicion es reversible mediante eval, podemos
establecer el siguiente isomorfismo en Sets:

Homgets(A x B,C) = Homgets(A, CB).

Sin embargo, la funcion evaluacion solo podra existir en primer lugar si la categoria
en la que estemos trabajando tiene productos. Asi pues, vamos a establecer la definicion
formal del objeto exponencial:

Definicion 5.1. Sea C una categoria con productos binarios (es decir, que para cada
para de objetos en la categoria, existe la construccion expuesta en la Seccion .
Dados los objetos B, C' € C, un exponencial de B a C' es un objeto CP junto con un
morfismo evaluacion

c:CPxB—C

tal que para cada A € C y para cada morfismo
f:AxB—C
hay un tinico morfismo traspuesto
f:A—CP
de forma que € o (f x idg) = f.

Ademas, dado un morfismo g : A — OF en C, llamamos también trasposicion a
:=¢€o (g x idg). De esta forma, g = g, y para cualquier morfismo f: A x B — C,

g
Como se ha mostrado antes en un caso concreto, la trasposiciéon es una operaciéon
invertible, luego obtenemos el isomorfismo siguiente, esta vez en C:

Homg(A x B,C) = Homg(A, CP).

5.2. Categorias cartesianas cerradas

Definiciéon 5.2. Una categoria se dice que es cartesiana cerrada si tiene productos
finitos y exponenciales.

Nota 5.1. Se pueden encontrar otras definiciones en las que el requisito de tener
productos finitos sea reemplezado por los dos siguientes:

= Que la categoria tenga productos binarios para todo A, B € C.

= Que la categoria tenga un objeto terminal.

Estas dos definiciones son equivalentes ya que si queremos un producto arbitrario de
elementos, necesitamos al menos un producto binario, que dard pie a un producto
ternario, cuaternario, etc., junto con un producto vacio. El inico elemento que cumple
esto ultimo, es decir, que a X b = a, es el objeto terminal de la categoria en la que
estemos: b= 1.
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El proposito de los objetos exponenciales en las categorias cartesianas cerradas es
el de establecer un objeto formado por la coleccién de morfismos entre dos objetos A y
B de esa categoria dentro de la categoria en si. Este objeto normalmente lo denotamos
como Homg(A, B), que cuando existe en una categoria cartesiana cerrada, significa
que es un objeto dentro de la categoria misma, y no necesariamente un elemento de
una categoria distinta.

Ademés, las categorias cartesianas cerradas nos ofrecen una forma de modelizar el
calculo lambda [4, p. 55]. Esto significa que todo resultado de la Teoria de Categorias
se puede trasladar a este, y asi poder llegar a obtener una reducciéon todavia mayor de
sus expresiones |4, p. 60].

A continuacion vamos a ver que las exponenciacion por un elemento fijo de una

categoria cartesiana cerrada es de hecho un functor. Veamoslo.

Proposicion 5.1. Sea C una categoria cartesiana cerrada. Dado un elemento A € C,
la exponenciacion

(-)*:C=C

es un functor.

Demostracion. Dado un morfismo § : B — C, vamos a definir su exponenciacion
por A. En primer lugar, tomamos la traspuesta de la composiciéon del morfismo g con
la evaluacion e, es decir:

(Boe):B*xA—=B—C

donde le aplicamos la trasposicion:

—_—

(Boe): BY — C4.

Con esto hemos obtenido
g4 BA — 4,

que cumple el siguiente diagrama conmutativo:

cA CAx A —5 (C
BAT 5A><’idAT Tﬁ
BA BAxA—— B

Una vez establecido 84, veamos que cumple las propiedades de los functores. Por
una parte, veamos si conserva la identidad. Es evidente que

(idg)* = 154 : B* — B4

Por otra parte, veamos que la exponenciacion de la composicion de morfismos es la
composicion de exponenciaciones.

Dado otro morfismo v : C' — D, tenemos que:
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DA A —5 D

~A XidAT T’Y

CAx A ——C

B4 XidAT Tﬁ

BA x A —E> B
Tomando (v o ), el diagrama anterior queda simplificado de la siguiente manera:

DA A —5 D

(yoB)* XidAT T’Yoﬁ

BAxA—— B

Y por otra parte, usando el hecho de que (y4 x id4) o (84 x ids) = (74 0 B4) x idy,
tenemos que:

DAx A —5D
(’YAO/BA)XidAT TWOB

BA x A — B
Luego tenemos que (v o 8)4 = 4 o p4. O

Veamos ahora algunos ejemplos de categorias cartesianas cerradas.

Ejemplo 5.1. Uno de los ejemplos més comunes, a parte del de la categoria Sets
visto al principio de esta seccion, es el de la categoria Poset. En ella, dados dos posets
Py @, los morfismos f : P — @ son funciones mondtonas, y los elementos de su
producto P x @ son los pares parcialmente ordenados tales que (p,q) < (p/,¢) siy
solosip<p'yq<d.

Veamos ahora su objeto exponencial. Tomamos la colecciéon de funciones monétonas
de P a () como:
QY ={f:P— Q | f es monotona}

donde f < g siysolosi f(p) < g(p),Vp € P.

Tomamos las funciones evaluacion y trasposicion como hemos definido anterior-
mente, es decir:

s Funcién evaluacion:
e:QF x P — Q.

= Funcion trasposicion de una funcion f: X x P — Q:

f:X —Qr.
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Si mostramos que todas ellas con monétonas, entonces QF € Posets.

Tomamos (f,p) < (f',p') € Q¥ x P. En primer lugar:

e(f,p) = f(p)
< f(r)
< ()
=¢e(f,p),
luego € es monotona. En segundo lugar, tomamos la funcion monétona f : X x P — @)

conz < z'. Vamos a ver que f(z) < f(z'), y para ello mostramos que f(z)(p) < f(z')(p)
para todo p € P.

Como f(z)(p) = f(z,p) < f(z/,p) = f(z')(p), entonces

f(@)(p) < F)(p),

luego f(z) es monotona en QF .

5.3. Objeto exponencial en Haskell

Recordemos la definicion de objeto exponencial, esta vez limitada a la categoria
Hask. Dados dos tipos b, ¢ € Hask, un exponencial de b a ¢ es un morfismo b -> ¢
junto con un morfismo evaluacion

eval :: ((a ->b), a) ->b
eval f x =y,

tal que para otro tipo a y para cada funcion
|f :: (a, b) -> c,

tengamos una funciéon tnica llamada traspuesta
traspuesta_f :: a -> (b -> ¢),

de forma que eval (traspuesta_f, id) = f.

La tnica funcién en Hask que traspone a f es la funcién curry:

curry :: ((a, b) ->c¢c) -> (a -> b -> ¢)
curry f x y = £ (x, y)

Luego curry f = traspuesta_f.
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De la misma forma, dada otra funcién
|g ra -> (b -> ),

podemos obtener el morfismo tinico
| traspuesta_g :: (a, b) -> ¢

a través de la funcién uncurry, definida de la siguiente manera:

uncurry :: (a -> b ->c¢) -> ((a, b) -> ¢)
uncurry f (x, y) = f xy

Del mismo modo que antes, obtenemos que uncurry g = traspuesta_g, o que
traspuesta_g = eval (g, id).

Aunque podriamos haber afirmado de primeras que Hask (platénico) es una
categoria cartesiana cerrada por la existencia de productos binarios y objeto terminal
en ella, el haber visto la construcciéon del objeto exponencial en ella nos ha permitido
mostrar dos funciones muy importantes en la programacion funcional: curry y uncurry.
Para ver los usos de estas funciones con méas detalle, véase el Apéndice [A]
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El concepto de naturalidad trata de formalizar el hecho de que existen ciertos
morfismos entre estructuras que aparecen de forma intrinseca, “natural”’, a ellas,
sin la eleccion arbitraria de ningin otro elemento. Esta idea, consecuentemente, se
corresponde con el hecho de que cierto diagrama entre dichas estructuras conmute.
Veamos un ejemplo previo a la definiciéon formal de transformacion natural.

Ejemplo 6.1. (De no naturalidad) Tomemos un espacio vectorial de dimension

finita V' sobre el cuerpo R y su correspondiente espacio dual V* de funciones lineales
f:V—R

Para demostrar que hay un isomorfismo entre V' y V* es necesario en primer

lugar tomar una base B = {vy,...,v,} (arbitrariamente elegida) de V. Para crear el
isomorfismo usamos las funciones v} : V- — R tal que v} (v;) = 1sii=jy vf(v;) =0
si ¢ # j. Es sencillo comprobar pues que una base de V* es B* = {v],...,v}}, v la

funcion lineal ¢ : V' — V* definida como ¢p(v;) = v} es un isomorfismo.

La eleccion de base que hemos hecho en el ejemplo anterior ha sido arbitraria.
Ninguna base para generar los isomorfismos es mas o menos “natural” que otra. Sin
embargo, considerando ahora ademaés el espacio doble dual V** de V', podemos ver
que se puede formar un isomorfismo entre estas dos estructuras de forma en que no se
haga ninguna eleccion arbitraria.

Ejemplo 6.2. Tomemos el espacio vectorial doble dual V** de V, esto es, el espacio
vectorial de aplicaciones lineales g : V* — R. Sin necesidad de elegir ninguna base,
para construir el isomorfismo entre V' y su doble dual, definimos ¢y : V. — V** tal
que v — Py (v) : V¥ — R, que asigna una funcion lineal f: V' — R a su evaluacion
mediante v € V, es decir, a f(v). En otras palabras ¢y (v)(f) = f(v) € R, y se
demuestra que es un isomorfismo utilizando el hecho de que V' es de dimensién finita.

Es evidente que la construccion de este isomorfismo 1 en concreto es independiente
de cualquier base. Podremos decir, consecuentemente, que el isomorfismo entre V' y
V* no es natural. Sin embargo, si lo es en el caso del isomorfismo entre V' y V**.

Habiendo visto este ejemplo a modo de motivacion del concepto de naturalidad,
veamos ahora la definicién formal de transformacion natural.

A7
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6.1. Transformaciones naturales

Definicion 6.1. Sea C y D dos categorias, y sean F'y G dos functores paralelos,
F,.G:C=D.

Una transformacion natural A : F = G es una familia de morfismos en D, tal
que para todo elemento C' € C

Aot FC — GC,

(a los que llamamos componentes de la transformacional natural) y dado cualquier
morfismo f: C' — C’ en C, se tiene que el siguiente diagrama conmuta:

C FC 2 GC
Lo e
' FC' —— GC'

Es decir, que Gf o A\¢ = A¢ov o F'f. A este hecho le llamamos condicién de
naturalidad. Cuando se tiene un elemento C' € C, un morfismo de dicho elemento a
cualquier otro arbitrario, y se cumple ademés la condicion de naturalidad, entonces se
dice que A es natural en C.

Asimismo, una transformacién natural también puede ser considerada como un
morfismo entre functores en una categoria D.

Habiendo establecido cémo conmuta el diagrama de una transformaciéon natural,
vamos a volver al Ejemplo de nuevo. Podemos interpretar la naturalidad del
isomorfismo ¢ como que dado dos espacios vectoriales de dimension finita V' y W
cualesquiera y sus correspondientes dobles duales V** y W**, da el mismo resultado
evaluar mediante vy el doble dual de una funciéon lineal cualquiera que preceder la
evaluacion ¢y con dicha funcién lineal.

Veamos més ejemplos.

Ejemplo 6.3. Sea CRng la categoria de los anillos conmutativos y sea Grp la
categoria de los grupos. Sean también los functores paralelos G, U : CRng = Grp
definidos de la siguiente manera:

» (: Toma un elemento R € CRng y lo envia al grupo general lineal GL,(R), y
toma un homomorfismo de anillos f : R — S y lo envia a la aplicacién f., que
esté definida de tal modo que dada una matriz M € GL, (R) actta elemento a
elemento sobre todos los elementos de dicha matriz.

» UU: Toma un anillo R € CRng y lo envia al grupo R* de unidades (elementos
invertibles respecto al operador * del anillo), y toma un homomorfismo de anillos
f:R— Sy loenvia al homomorfismo de grupos f, : R* — 5™.
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Con esto disponemos de un morfismo en CRng que mediante G y U se aplica a
los elementos de una matriz y a la unidades de un anillo respectivamente. Asi pues,
una operacion que cumpla la condiciéon de naturalidad respecto a los morfismos f. y
fu introducidos anteriormente, es decir

)\sofe:fuo/\Ra

es la del determinante. Vamos a verlo particularmente para n = 2, a pesar de que se
cumpla para todo n € N.

Sea el anillo R y el homomorfismo de anillos f : R — S. El determinante en un
anillo cualquiera A se define como dety : GLy(A) — A* tal que dada una matriz
M = [a,b],[c,d]] € GLy(A), deta(M) = ad — bc € A*.

Por una parte, (detsofe)(M) = dets[[f(a), f(b)], [f(c), f(d)] = fla)f(d)=f(b)f(c) =

f(ad — be) (por ser f un homomorfismo de anillos).
Por otra parte, (f, odetg)(M) = f,(ad — bc) = f(ad — be).
Por tanto, podemos concluir que
dets o f, = f, o detp,

es decir, que el conjunto {detp | R € CRng} es natural en R y que el siguiente
diagrama conmuta:

R GL,(R) 242, R+
lf Gfl lUf
S GL,(S) —&sy g+

6.2. Isomorfismos naturales

El primer ejemplo con el que se ha presentado esta seccion ha sido uno que
presentaba una transformaciéon natural, més concretamente, un isomorfismo natural.
Una vez vista la definicion méas general de transformaciéon natural, veamos el caso
concreto en el que dicha transformacion es de hecho un isomorfismo.

Definiciéon 6.2. Sean C y D dos categorias y F'y G dos functores entre ellas. Dada
una transformacién natural A : I — D donde cada componente \¢ : FC' — GC es
un isomorfismo, tenemos que la condiciéon de naturalidad es:

GfO/\C:)\C/OFf.
Ademés, usando el hecho de que cada componente es un isomorfismo, tenemos que
Aor o (Gfode) o Ag! = A5l o (Ao o Ff) 0 NG,
lo cual implica que
Mot oGf = Ffolg,
luego la familia de morfismos A™' = {\;! | C € C} cumple también la condiciéon de
naturalidad.
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Proposiciéon 6.1. Sean C y D dos categorias y F' y G dos functores entre ellas. Sea
A1 F'— G una transformacion natural. Los siguientes hechos son equivalentes:

s Cada componente de A es un isomorfismo.
s Hay una transformacion natural pp: G — F' tal que
Aopu=1lypor=1

donde 1 es la familia de morfismos identidad.

Demostracion. Inmediata por lo mostrado en la Definicion [6.2] O

Ejemplo 6.4. El isomorfismo natural de Homgyp(F (1), G) = U(G). Recordemos que
un elemento terminal 1 en la categoria Sets era un conjunto de un solo elemento.
Dicho elemento terminal puede ser el generador de un grupo libre, es decir, el grupo
F(1). El hom-functor Homgp(F (1), —) : Grp = Sets es isomorfo naturalmente
isomorfo al functor olvidadizo U : Grp = Sets.

Esto significa que para cualquier G € Grp, se tiene que
Homgrp(F(1),G) = U(G),

y que para cualquier homomorfismo de grupos f : G — H, el siguiente diagrama
conmuta:

G Homegrp(F(1),G) —— U(G)
lf Homero(F(1).0)| lUf
H Homeep(F(1), H) —— U(h)

En otras palabras, que este isomorfismo es natural en G € Grp.

Otro ejemplo importante de isomorfismo natural es el de la asociatividad del
producto en un categoria. Para ello veremos que existe un isomorfismo natural entre
las correspondientes construcciones.

Ejemplo 6.5. Debemos probar que el siguiente isomorfismo
A (AXxB)xC=Ax (BxC(C)

cumple la condicion de naturalidad y es de hecho un isomorfismo natural.

Sea f : A — A’ un morfismo en C. Entonces tenemos el siguiente diagrama
conmutativo:

A (AxB)xC —24 5 Ax (BxC)

/| | |

A (A% B) x € ———— A'x (B x ()
A
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Es evidente que se cumple la condiciéon de naturalidad, donde ademas
(—xB)xC=—-x(BxC(C)

para functores C = C. Luego este isomorfismo es natural en el elemento A € C.

Siguiendo un procedimiento similar, se puede demostrar también que

(— X %) X % 2 — X (% X *).

6.3. Categorias de functores

Una vez definidas las transformaciones naturales como morfismos entre functores,
vamos a ver que es posible crear una categoria donde sus objetos son functores y sus
morfismos son transformaciones naturales entre ellos.

Definicion 6.3. Sea C una categoria pequena. Una categoria de functores Fun(C, D)
(también denotada como D) tiene como objetos los functores (covariantes) F : C =
Dy G : C = D y como morfismos las transformaciones naturales A : I — D.
Cumple los axiomas de las categorias:

= Identidad: para cada objeto F', la transformacion natural idg tiene como compo-
nentes

(idF)C:idF02FC—>FC, VC € C

» Composicion: para cada par de morfismos en Fun(C, D), es decir, transforma-

. A
ciones naturales, A y u que se puedan componer tal que F = G 5 H, las
componentes de dicha composicion de transformaciones naturales son

(Lo X)e = peo Ao

Nota 6.1. Es necesario que C sea una categoria pequena. Esto se debe a que la
coleccion de transformaciones naturales entre dos functores no es necesariamente un
conjunto. Para ello, hacemos que la coleccion de objetos y de morfismos de C formen
un conjunto.

Con esta definicion podemos ver que, de hecho, los isomorfismos naturales no son
més que isomorfismos en la categoria de functores.

Asimismo, es importante notar que el exponencial D€ = Fun(C, D), que como
hemos visto tiene estructura de categoria y que por tanto pertenece a Cat, solo existiré
si la categoria Cat de todas las categorias pequenas es cartesiana cerrada. Vamos a
verlo.

Proposicién 6.2. Cat es una categoria cartesiana cerrada con exponencial D€ dadas
C,D € Cat.

Demostracion. Véase |2, p. 161]. O
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6.4. Equivalencia

Una condicién todavia més fuerte que el isomorfismo natural que nos puede llevar
al concepto de que dos categorias son “la misma” es el de la equivalencia natural entre
categorias.

Definiciéon 6.4. Sean C y D dos categorias cualesquiera. Se dice que C y D son
equivalentes (o naturalmente equivalentes) si existen un par de functores F': C = D
y G : D = C tales que

FoG Zidp
GoF =idc

Esto significa que las composiciones de ambos functores sean naturalmente isomorfas
a los correspondientes functores identidad, o que F' y GG sean objetos isomorfos en la
categoria Fun(C, D).

Es por este motivo que los functores que cumplan estos requisitos seran completa-
mente fieles.

6.5. Functores representables

El concepto que vamos a ver a continuaciéon sera fundamental para entender el
lema que demostraremos en la seccion siguiente. Encapsula la nocion de que un objeto
es “el representante” de cierto functor. O dicho de otra manera, que para crear un
functor con ciertas caracteristicas particulares que veremos a continuaciéon, solo es
necesario dar cierto objeto en la categoria.

Definiciéon 6.5. Sea C una categoria. Un functor F' : C = Sets se dice que es
representable si es naturalmente isomorfo al hom-functor covariante Homc(A, —) para
algtin objeto A € C.

Asimismo, también existe la version dual de esta definicién: se dice que functor
F . C? — Sets es un functor contravariante representable si es naturalmente
isomorfo al hom-functor contravariante Homeg(—, A), con A € C.

Entonces, entendemos que F es un functor representable por el objeto A de la
categoria C porque se puede establecer un isomorfismo natural entre F'y el hom-functor
(covariante) producido por A.

Un ejemplo de functor representable se puede ver en el Ejemplo [6.4]

6.6. Lema de Yoneda

El lema de Yoneda es uno de los resultados més importantes de la Teoria de
Categorias y se puede entender como una generalizacion del Teorema de Cayley, en
el que un grupo cualquiera se puede representar como un grupo de permutaciones
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de un conjunto. El lema de Yoneda, por otra parte, nos muestra como una categoria
cualquiera es equivalente a una formada por functores representables y los morfismos
que los unen (transformaciones naturales).

Asimismo, también veremos que una consecuencia muy importante de este lema es el
hecho de que podemos construir una inmersion (es decir, un functor fiel y completo) de
una categoria C a la categoria de functores Fun(C, Set). En otras palabras, “inyectar”
mediante un functor una copia uno-a-uno de los objetos de C en los objetos de la
categoria Fun(C, Set) y, posteriormente, usando el hecho de que dicho functor sea una
inmersion, “inyectar” los morfismos entre los objetos de C para que coincidan uno-a-uno
con los morfismos de Fun(C, Set). Esto significard que de cualquier categoria siempre
habra un isomorfismo canoénico, natural, hacia la categoria de conjuntos y funciones
entre ellos.

Antes de empezar, vamos a ver una serie de definiciones y notas que nos seran
utiles a lo largo del enunciado y demostracion del Lema de Yoneda.

Nota 6.2. A lo largo de toda esta seccion se asumird que todas las categorias con las
que trabajemos son localmente pequenas. De este modo, los hom-sets y hom-functores
producidos con elementos y morfismos de dichas categorias serdn conjuntos y no habrd
problema a la hora de trabajar con ellos.

Definicion 6.6. Sea C una categoria y sean A, B € C. Se define
Nat(Homc(A, —), Home(B, —))

como el conjunto de transformaciones naturales entre los hom-functores (covariantes)
Homc(A,—) y Home(B, —). Es decir, un hom-set en Fun(C, Sets).

6.6.1. Lema de Yoneda

Previamente a la demostracion completa del Lema de Yoneda, vamos a ver una
serie de proposiciones que nos ayudarén a entender las nociones bésicas a partir de las
cuales construiremos la demostracion completa y generalizada de dicho lema.

En primer lugar, debemos ver que cada morfismo f: B — A en una categoria C
genera una transformacion natural del functor Homg(A, —) al functor Homg(B, —).

Proposicion 6.3. Sean A, B € C dos objetos cualquiera, y Homgc(A,—) y
Homg (B, —) los hom-functores representables de dichos dos objetos. Entonces, dado
un morfismo f: B — A, existe la transformacion natural

Homcg(f,—) : Homc(A,—) — Homg(B, —)

correspondiente de tal modo que para cada Z € C, la componente Homea(f,—)z envia
un morfismo k : A — Z al morfismo ko f: B — Z.

Demostracion. Se demuestra directamente a partir de la Definicion [6.2] de componente
de una transformacién natural y la Definicién de hom-functor. O
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En segundo lugar, debemos ver que lo contrario se cumple: cada transformacion
natural de Homc(A,—) a Homc (B, —) se corresponde con un unico morfismo f :
B — Aen C.

Proposicion 6.4. Sean los hom-functores Homc(A, —) y Home(B,—) para los
objetos A, B € C. Entonces si existe la transformacion natural o : Homc(A, —) —
Homg (B, —) es porque eziste un inico morfismo f : B — A tal que o« = Homg(f, —).

Demostracion. Sea g : A — Z. Como « es una transformacion natural, el siguiente
diagrama conmuta:

Homc (Avg)
e,

Homg (A, A) Homg(A, Z)

as| =

HomC(B,A) m) Homc(B,Z)

Sabemos que Homg(A, A) contiene al menos a id,, luego por la conmutatividad del
diagrama, tendremos que

a,0g=goayu(idys),

y mediante la definicién utilizada en el teorema anterior,
go &A<idA) = Homc(ozA(idA), _)Z og.

Asimismo, como el diagrama conmuta para todo Z € C y para todo g : A — Z,
tenemos que
a = Homc(aa(idy), —).

Luego si tenemos f : B — A, entonces f existe y se define como f := a(idy).
Finalmente, si tenemos f, f' : B — A tales que « = Homcg(f, —) = Home(f', —),

se cumplird que

[ = Homc(f,—)alida) = Home(f', —)a(ida) = f,

porque para cualquier h : B — A, el hom-functor Homc(h, —) 4 mandaré cualquier
j:A— Aajoh: B — A, luego, en particular, idq o h = h. Por tanto, f es
Unica. ]

Con las Proposiciones [6.3] y [6.4 hemos obtenido dos conjuntos de funciones X4 g y
Ea.p (indexadas por los objetos A y B de C) definidas de modo que

» Xyp: Homg(B,A) — Nat(Homc(A,—), Home(B, —)) por la Proposicion
6.3

» Eap : Nat(Home(A,—), Homc(B,—)) — Homc(B, A) por la Proposicion
0.4l
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Comprobamos ahora que de hecho una es inversa de la otra.

Por un lado, sea f: B — A € Homc(B, A). Entonces

(EapoXap)(f) =Eap(Home(f,—)) = (Homc(f, —)alida) = f.

Como f es un morfismo arbitrario, se tiene que £4 g o X4 p = id.

Por otro lado, sea la transformacion natural « : Homg(A, —) — Homc(B, —).
Entonces

(XA,B @) 5A7B)(Oé) = XAB(OéA(Z'dA)) == Homc(ozA(idA), —) =,

por la Proposicion De nuevo, como la eleccion de « ha sido arbitraria, tenemos
que Xy po&ap =id.

Luego X4 p y £ap son funciones isomorfas. Este hecho nos permite concluir
finalmente que

Nat(Homc(A,—), Homgc(B, —)) &2 Homc(B, A).
Los pasos para generalizar el resultado anterior son los siguientes:

1. En ningin momento hemos utilizado el hecho de que Homg(B, —) : C = Sets
sea un hom-functor, luego podemos sustituirlo por cualquier otro functor (no
necesariamente representable por B) con el mismo dominio y codominio, es decir,
F: C = Sets. Esto se vera en la Proposicion [6.5]

2. Una vez hayamos probado lo anterior, es decir, el isomorfismo Nat(Homg(A, —), F)
= F'A, deberemos probar rigurosamente que este es también natural, tanto en el
functor F' € Fun(C, Sets) como en el objeto A € C. Esto se vera en el Lema
6. 11

Proposicion 6.5. Sea C una categoria localmente pequena. Sea A € C y sea el functor
F: C = Sets. Entonces

Nat(Homg(A,—), F) = FA.

Demostracion. En primer lugar, vamos a generalizar la funcién X4 p definida anterior-
mente de la siguiente forma: Sea X4 p la transformacion natural que envia f € FA a
la transformacion natural

X=Xarf:Homc(A, —) — F.

Esta transformacion natural la definimos requiriendo que cada uno de sus componentes
mediante un Z € C cualquiera sea la aplicaciéon que toma un morfismo g : A — 7
cualquiera y lo envie a Fg(f).

Vamos a ver que Y es en efecto una transformacion natural comprobando si el
siguiente diagrama conmuta:
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Sea u : Z — Z'. Entonces el diagrama

Homcg(A, Z) Mome(Ar), Homcg(A, Z")
q 3
Fz > F 7/

Fu

conmuta porque si j : A — Z € Homg(A, Z), entonces F(uo j)(f) = Fuo Fj(f).
Como F' es de hecho un functor, entonces la igualdad anterior se cumple siempre.

En segundo lugar, vamos a generalizar la funcion £4 p de la siguiente forma: €4
envia una transformacion natural o : Homg(A, —) — F al elemento a4 (idy).

Finalmente, vamos a ver que estas dos funciones, X4 r y €4 r son inversas la una
de la otra.

= Sea f € FA. Entonces

(EarpoXar)(f) =Earox = xalida) = Fida(f) = idpa(f),
luego €47 0 Xy p = id.

» Sea a: Homg(A,—) — F. Entonces

(XA,F ©) (‘:A’F)(Oé) = XA,F(OéA(Z'dA)).

Por como se ha definido X4 p, cada componente de X4 p(aa(ids)) dado un
Z € C enviard un morfismo g : A — Z a Fg(aa(ids)). Ademas, como « es
una transformacion natural, entonces el siguiente diagrama conmutara:

Homeg(A, A) Mome(Ag), Homeg(A, Z)
ocAl laz
FA » FZ

Fg

Entonces, dado el morfismo ids € Homc(A, A), tendremos que

az(Homea(A, g)(ida)) = az(g) = Fglaa(ida)).

Con esto podemos concluir que cada componente de

(Xarpoar)(a) =Xar(aa(ida))

actia de la misma manera que cualquier componente de «, luego

(Xaroar)(a)=a.
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Como la eleccion de a ha sido arbitraria, entonces

XA,F o SA,F = id.

]

Finalmente, solo nos queda probar la naturalidad de A y de F' en el isomorfismo
que constituye el lema de Yoneda.

Lema 6.1 (Lema de Yoneda). Sea C una categoria localmente pequenia. Sea A € C
y sea el functor covariante F' : C = Sets. Entonces

Nat(Homg(A,—), F) = FA,
naturalmente tanto en A como en F'.

Demostracion. En la proposicion anterior hemos demostrado que dicho isomorfismo
existe. Veamos primero la naturalidad en A:

Debemos probar que los functores N = nat(—, F') o x y F' son isomorfos.

Por como hemos definido N, vemos que este envia objetos de C al conjunto
Nat(Homg(A,—), F), y morfismos f: A — B de C a morfismos

Nat(Homc(A, =), F) — Nat(Homc(B, —), F)
Es decir, el morfismo que envia cualquier transformacién natural
a: Homg(A,—) — F
a su correspondiente composicion

ao Home(f,—) : Home(B,—) — F.

Entonces, dado cualquier morfismo f : A — B en C, debemos ver si se cumple la
condicion de naturalidad en el siguiente diagrama:

Nat(Home(A, —), F) — 25 Nat(Home(B, —), F)

5A,Fl lgB,F

FA 77 > I'B

De nuevo, como hemos estado haciendo hasta ahora, tomamos un elemento de
Nat(Homc(A, —), F), es decir, « : Homg(A,—) — F, y vemos si diagrama conmuta.

Por una parte,

(gB,F o Nf)(Oé) = gB,F(a/ e} HOmc(f, —)) = (a e} HOmc(f, —))B(ZdB) =
= (B o HOmc<f, —)B(idB) = OéB(f).
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Por otra parte,
(F(f) o &ar)(a) = Ff(aa(ida)) = ap o Homc(4, f)(ida) = ap(f).

Por consiguiente, el diagrama conmuta, luego como la eleccion de A ha sido
arbitraria, podemos concluir que hay un isomorfismo natural & : N — F con
componentes (Ep)a = €45 para cada A € C.

Probemos ahora la naturalidad en F":

Previamente, consideramos el functor evaluacion en A € C, definido como evy :
F — FA. Con esto, y dada cualquier transformaciéon natural v : FF — G debemos
ver si el diagrama siguiente conmuta:

Nat(HomC(Av_)v’y

Nat(Homa(A, —), F) s Nat(Home(A, ), Q)

gA,Fl lgA,G

eva(F)=FA > eva(G) =GB

eva(y)

Seleccionamos un elemento de Nat(Homg(A, —), F), a saber, a : Homg(A,—) — F.

Por una parte, (€46 0 Nat(Homc(A, —),7))(a) = Eac(yoa) = (yoa)alida) =
va(aa(ida)).

Por otra parte, (eva(y) 0 Ear)(a) = va(€ar)(a)) = yalaalida)).

Por tanto, hay un isomorfismo natural €4 : Nat(Homc(A,—),—) — evy con
componentes (E4)r = Ear para cada functor F' € Fun(C, Sets) = Sets®. O

También se puede obtener la version dual del Lema de Yoneda:

Lema 6.2 (Lema de Co-Yoneda). Sea C una categoria localmente pequenia. Sea
A € C y sea el functor contravariante F : C°P = Sets. Entonces

Nat(Homg(—,A), F) = FA,

naturalmente tanto en A como en F'.

6.6.2. Inmersion de Yoneda

Definicién 6.7. La inmersion de Yoneda es el functor X : C°P = Sets®, que toma
un elemento A € C°P y lo lleva al functor covariante

XA = Homc(A,—): C = Sets,
y un morfismo f: A — B en C°P a la transformacién natural

Xf=Homc(f,—): Homc(B,—) — Homc(A, —).
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Asimismo, la version dual de la inmersion de Yoneda es el functor ) : C =
Sets®””, Sets) que toma una elemento A € C y lo lleva al functor contravariante

YA = Homg(—, A) : C? = Sets,
y un morfismo f : A — B en Ca la transformacién natural

Yf=Homc(—, f) : Homc(—, A) — Homc(—, B).

Vamos a ver que este functor es de hecho una inmersion (es decir, un functor que
es completo, fiel e inyectivo sobre los objetos) como corolario del lema de Yoneda.

Proposicion 6.6. La inmersion de Yoneda es completa, fiel e inyectiva sobre los
objetos.

Demostracion. El hecho de que sea completa se ha probado mediante la parte de
existencia de la Proposicion [6.4] y el hecho de que sea fiel por la parte de unicidad de
dicha proposicion.

Solo nos queda demostrar que sea inyectiva sobre los objetos. Esto significa que si
A # B, entonces XY A # X B. Supongamos que X A = X B, es decir, que Homg(A, —) =
Homc (B, —). Entonces, dado C' € C, tendremos que

Homc(A, —)(C) = Home(B, —)(C),

luego
Homg(A,C) = Home(B, C).

Sin embargo, esto ltimo solo es posible si A = B, luego hemos probado que X es
inyectiva. El procedimiento es analogo para demostrar que ) es una inmersion. [

Asimismo, como corolario de la inmersiéon de Yoneda, obtenemos el principio de
Yoneda:

Corolario 6.1 (Principio de Yoneda). Para cualquier par de objetos A, B € C,
A= B siysolo si YA = XB, siendo X la inmersion de Yoneda.

Demostracion. Por una parte, supongamos que XA = X B. Esto implica que hay
un isomorfismo natural de Homg(A, —) a Homc(B, —), que por la Proposicion
viene dado por Homg(f,—), con f: B — A. Como hemos demostrado que X es
completamente fiel, entonces X f es un isomorfismo, luego f también lo es. Esto implica
que A = B.

Por otra parte, supongamos que A = B. esto implica que hay un isomorfismo
f: B— A. La Proposicién nos garantiza que con dicho isomorfismo obtenemos
el isomorfismo natural Homg(f, —) : Homc(A, —) — Homg(B, —). Por definicién
de X, obtenemos
Xf: XA —"— XB,

luego YA = X'B. O
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6.6.3. Aplicaciones

El principio de Yoneda es muy util para de demostrar que si dos objetos son
isomorfos en la categoria Sets, usando por ejemplo isomorfismos de hom-sets (en la
categoria en la que estemos trabajando) que se han demostrado con anterioridad,
entonces, mediante el principio de Yoneda, podemos concluir que esos dos objetos
seran isomorfos en dicha categoria.

En primer lugar, podemos comprobar la afirmacion hecha en la dltima frase de la

Nota 5.1l

Proposicion 6.7. Sea C una categoria localmente pequena, y sean A € C un objeto
cualquiera y 1 € C el objeto terminal de la misma. Entonces A x 1 = A.

Demostracion.

Homg(—, A x 1) = Homg(—, A) x Homc(—, 1)
(hom-functores preservan limites)
=~ Homg(—,A) x 1
(por definicion de objeto terminal)
= Homg(—, A)

Luego por el principio de Yoneda, A x 1 = A. n

Asimismo, también podemos demostrar que una categoria cartesiana cerrada con
coproductos (binarios) tiene la propiedad distributiva:

Proposicion 6.8. Sea C una categoria localmente pequena y cartesiana cerrada con
coproductos binarios. Sean también A, B,C € C. Entonces

Ax (B (C)2 (Ax B)® (Ax (),

donde @ es el operador del coproducto de C.

Demostracion.

Homg(A x (B®C),—) = Home(B & C, )
(C es cartesiana cerrada)
>~ Home(B, =) @ Home(C, =)
(hom-functores preservan limites)
=~ Homg(A x B,—) ® Homc(A x C, —)

(C es cartesiana cerrada)

De nuevo, por el principio de Yoneda, se tiene que Ax (B®C) = (AxB)®(Ax(C). O
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6.7. Transformaciones naturales en Haskell

Para construir una transformaciéon natural en Haskell necesitamos dos functores,
F y G, que envien el tipo a a F a y G a respectivamente. Dicha transformacion en
Haskell sera la funcion del functor F al functor G siguiente:

|1ambda::Fa—>Ga

Tengamos en cuenta que lambda no es mas que una funciéon parametrizada mediante
el tipo a. Es decir, lambda es una funcion polimorfica (véase la Seccion . En
Haskell, todas la funciones de este tipo (las definidas como lambda) cumplen de forma
automatica la condicion de naturalidad [24]. Lo que significa que si tenemos una
funciéon cualquiera £ :: a -> b, los dos functores y transformaciéon natural anteriores,
obtenemos que

Gfodg=NoFf,

0, lo que es lo mismo en Haskell,

| fmap £ . lambda = lambda . fmap £

Nota 6.3. No es necesario especificar de ninguna forma qué fmap estamos usando
ya que la inferencia de tipos de Haskell se encarga de aplicar el fmap adecuado. Lo
veremos al comprobar la condicion de naturalidad de la transformacion natural del
ejemplo siguiente.

Vamos a ver un ejemplo de transformacion natural entre los functores [] y Maybe
estudiados en la seccién anterior.

headSeguro :: [a] -> Maybe a
headSeguro [] = Nothing
headSeguro (x:xs) = Just x

Vamos a verificar que la condiciéon de naturalidad se cumple:

= Caso []:

(fmap f . headSeguro) []
= (por definicion de .)
fmap f (headSeguro [])
= (por definicién de headSeguro)
fmap f Nothing
= (por definicién de fmap)
Nothing
= (por definicién de headSeguro)
headSeguro []
= (por definicién de fmap)
headSeguro (fmap f [])
= (por definicion de .)
(headSeguro . fmap f) []
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s Caso (x:xs):

(fmap f . headSeguro) (x:xs)
= (por definicion de .)
fmap f (headSeguro (x:xs))
= (por definicién de headSeguro)
fmap £ (Just x)
= (por definicion de fmap)
Just (f x)
= (por definicién de headSeguro)
headSeguro (f x : fmap f xs)
= (por definicién de fmap)
headSeguro (fmap f (x:xs))
= (por definicion de .)
(headSeguro . fmap f) (x:xs)

6.8. Functores representables en Haskell

Por definiciéon, un functor representable F es todo aquel functor isomorfo a un
hom-functor. Es decir, en Haskell, cuando definamos un (endo)functor representable,
este serd isomorfo al functor Reader a que hemos estado utilizando hasta ahora.
Tendremos pues las dos funciones siguientes

alpha :: Reader a -> F a
beta :: F a -> Reader a

tales que alpha . beta = id y beta . alpha = id.
En Haskell definiremos un functor representable de la siguiente forma:
class Representable F where
type Rep F :: *

tabulate :: (Rep F -> x) -> F x
index it Fx -> (Rep F -> x)

Aqui tabulate coincide con la funcién alpha, e index con beta. El tipo Rep F se
refiere al tipo representante; en las definiciones previas se corresponderia con a.

6.9. Yoneda en Haskell
El conjunto de transformaciones naturales de un hom-functor (que como vimos,
era el functor Reader a x = a -> x) y cualquier otro functor F viene dada por la

funcién polimoérfica siguiente:

|a1pha i (a->x) >Fx
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El Lema de Yoneda nos dice que hay una relacion de isomorfia entre los elementos
de alpha y los elementos de F a:

alpha :: (a ->x) >Fx = F a.

Lo que significa que podemos representar el “contenedor” de a, F a, a través de una
funcién polimorfica alphaﬂ. Siguiendo la notacién y procedimientos de la Proposiciéon
[6.5] vamos a ver que hay un isomorfismo natural entre:

epsilon :: ((a -> x) ->F x) ->F a
epsilon f = f id

chi :: Fa->((a->x)->Fx)
chi x £ = fmap f x

Definimos epsilon de esa forma ya que id € F x, luego £ id € F a, y definimos
chi de tal modo que obtengamos un elemento de F x a partir de usar fmap con una
funcion cualquier £ a un elemento de F a.

Vamos a tener que probar que, en Hask, la composiciéon de ambas funciones sea la
identidad:

epsilon . chi = id
chi . epsilon = id

Veamoslo.

(epsilon . chi) f
= (por definicion de .)
epsilon (chi f)
= (por definicién de epsilon)
(chi f) id
= (por definicion de chi)
fmap id £
= (por definicién de fmap)
id £

(chi . epsilon) f
= (por definicion de .)
chi (epsilon f)
= (por definicién de epsilon)
chi f id
= (por definicién de chi)
fmap id £
= (por definicién de fmap)
id £

20 1o que es lo mismo, hay un isomorfismo entre cualquier funcién polimérfica y un tipo.
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El Lema de Yoneda en Haskell nos muestra que un tipo puede tener varias represen-
taciones: una funcién polimérfica o un tipo, y ambas son igual de vélidas. Por ejemplo,
en la construccion de compiladores, el Lema de Yoneda se puede usar para tener el
siguiente isomorfismo natural (usando id como el functor F en la explicaciéon anterior):

(a->r) >r = a,

que nos dice que un tipo cualquiera a puede ser sustituido por un handler para a, es
decir, por una computaciéon que tome dicho tipo a y ejecute el resto de ella, donde
el tipo r es normalmente algin codigo de estado). Este patron se suele utilizar en la
programacion de interfaces de usuario o en la programacion concurrente 18| p. 240].

Por otra parte, la Inmersion de Yoneda nos muestra que en Haskell hay un
isomorfismo entre functores Reader y funciones. Es decir

(a->x) > (b ->x) = b -> a,
o lo que es lo mismo,

Reader a -> Reader b &£ b -> a.



7 ADJUNCIONES

En la nocién de functor adjunto intervienen los conceptos méas importantes que
hemos mostrado hasta ahora: los functores, las transformaciones naturales, etc., y
encapsula un patréon que aparece a lo largo de muchos campos de las matematicas.
Citando el famoso eslogan de MacLane, adjoint functors arise everywhere |14} p. vii
y, de hecho, los teoremas de los functores adjuntos (el Teorema General del Functor
Adjunto y el Teorema Especial del Functor Adjunto) tienen un gran variedad de
aplicaciones |1, p. 335]. Sin la perspectiva de la Teoria de Categorias, este patron
no seria posible reconocerlo. Sin embargo, su importancia no se limita solamente a
las matematicas. La nocién de functor adjunto es fundamental para la programacion
funcional ya que seréd el concepto que nos lleve finalmente a la nociéon de moénada.
Ademas, los functores adjuntos representan otro tipo, esta vez mas débil, de equivalencia
(entre objetos, categorias, etc.). En la Definicion , hemos visto que dos categorias
son equivalentes si existen dos functores cuya composicion es la identidad apropiada.
En el caso de los functores adjuntos, nos dan una idea de la relacién entre functores
entre dos categorias, no necesariamente de equivalencia, en la que lo importante no es
el par de categorias en si, sino los functores que forman la adjuncién. En otras palabras,
la adjunciéon es una relacion particular entre un par de functores. No es de extranar,
ya que como hemos visto hasta ahora, la perspectiva de la Teoria de Categorias es la
que se centra no en los objetos de las mismas, sino en las relaciones entre ellos.

Veremos, en primer lugar, la definicion de functores adjuntos y, tras ello, ejemplos
y propiedades de los mismos.

Definicién 7.1. Sean C y D dos categorias y F': C = D y G : D — C dos
functores entre ellas. Se dice que F' es un adjunto a la izquierda de G y GG es un adjunto
a la derecha de F'siy solo si

Homp(FC,D) = Homc(C,GD),

naturalmente en C' € C y D € D. Esto se denota como FF 4G (o F 4G : C — D),
y en forma de diagrama, como

\
7

C D

)
S

Q™

Cuando esto sucede, se dice que F'y G forman una adjuncion.

Ejemplo 7.1. (de adjuncion libre-olvidadiza) Recordemos el Ejemplo en el
que hemos visto la definicién y la propiedad universal que define los monoides libres.
De alli podemos formular las afirmaciones siguientes:

65
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= Un monoide puede ser generado a partir de un conjunto cualquiera X € Sets.
Es decir, tenemos el functor “libre”

F : Sets = Mon
tal que F'.X es un monoide libre.

= De un monoide M € Mon puede obtenerse el conjunto subyacente de sus
elementos a través del functor olvidadizo

U : Mon = Sets

tal que U(M) es el conjunto subyacente de M.

La composicion de estos functores en un conjunto cualquiera X resulta
ix: X — (UoF)(X).
Por la propiedad universal de los monoides, tenemos que para cada monoide M y cada

funcién f : X — UM, hay un tnico isomorfismo g : FX — M tal que f = Ugoidy.
Es decir, el siguiente diagrama conmuta:

FX Ty M

Consideremos la aplicacion
¢ Homppon(F X, M) — Homges(X, UM)

tal que ¢(g) = Ug o idx, donde un morfismo g € Mon (parte de arriba del diagrama)
lo envia a un morfismo ¢(g) € Sets (parte de abajo del diagrama).

Entonces por la propiedad universal definida anteriormente, podemos concluir que
¢ es un isomorfismo:

Hompon(FX, M) = Homgets(X, UM).

Esto significa que dado un functor olvidadizo como U, este tiene un functor adjunto
a la izquierda, F', y viceversa; partiendo de un functor libre como F', este tiene un
functor adjunto a la derecha, U.
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Veamos ahora una definiciéon equivalente:

Definicién 7.2. Sean C y D dos categorias y F': C = D y G : D — C dos
functores entre ellas. Entonces F' I G si y solo si existen las transformaciones naturales
n:itdc — Go Fye: FoG — idp tales que

(€0 F)(C) o (Fon)(C) =idp(C)
(Goe)(D)o(neG)(D) =ida(D)
para todo C € Cy D € D.

O, equivalentemente, que las identidades triangulares siguientes (en las categorias
Fun(C,D) y Fun(D, C) respectivamente) se cumplan:

—— FoGoF ———s GoFod
\l \l

Las transformaciones naturales n y € se denominan unidad y counidad de la adjuncion.

Nota 7.1. Por lo que respecta al diagrama anterior, en los morfismos de la parte
superior del diagrama, F on y no G, nos referimos a F' o G en realidad como la
identidad de dichos elementos, es decir:

(Fon)(F) = (Fon)(Foidc) """ (idp o n)(F oidc) = F o (GoF)
(1o G)(G) = (noG)(idc o G) """ (noidg)(idc o G) = (Go F)oG

A continuacién vamos a ver un ejemplo de adjuncién en construcciones categoricas.

Ejemplo 7.2. Las acciones de currificar y descurrificar una funcién guardan una
relacion de adjuncion. En otras palabras, que tomar el producto por A € C es un
ajunto por la izquierda de exponenciar por A.

Sea C una categoria con productos binarios. Consideremos el objeto A € C y el
(endo)functor producto
—xA:C=C

definido de modo que
= Envia una objeto X a X x A,y

= envia un morfismo f: X — Y a fxidg: X x A—Y x A.

Para que este functor tenga un adjunto a la derecha, deberiamos tener un functor
U:C= C tal que

Homg((— x A)(X),Y) = Homc(X,UY)

Si definimos U como el functor U = (—)# : C = C (que hemos comprobado en
la Proposicion que lo era), y tal que
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» U envia un objeto Y a Y4,y

» U envia un morfismo g: Y — Z a g4 : Y4 — Z4,

se cumple que

Home((— x A)(X),Y) = Home(X, (=4)(Y)),
debido a la construccion del objeto exponencial en la Definicion [5.1]

Entonces podemos concluir que (— x A) - (—)4.

7.1. Propiedades de los functores adjuntos

Como hemos probado para todas las construcciones anteriores, vamos a ver que los
functores adjuntos son tnicos salvo isomorfismo.

Proposicion 7.1. Sea C y D dos categorias. Dado un functor F : C = D y los
functores adjuntos a la derecha U,V : D = C que cumplen que

FrUyFFV,

entonces U =2 V.

Demostracion. Sean C'€ Cy D € D cualesquiera. Entonces, por la Definicion

Homc(C,UD) = Homc(FC, D) (ya que F = U)
= Homc(C,VD) (ya que F V)

Por el principio de Yoneda, UD = V D, y por ser functores adjuntos, este isomorfismo
es natural en D, entonces U = V. O

Por tltimo, veamos una de las propiedades mas importantes de los functores
adjuntos.

Proposicion 7.2. Las functores adjuntos a la derecha preservan limites y, dualmente,
los functores adjuntos a la izquierda preservan colimites.

Demostracion. Sean C y D do categorias. Supongamos que tenemos la adjuncion
siguiente

\
7

F
C N D,
G

<
S

con el diagrama D : J = D (siendo J la categoria indice) donde el limite l'glj D;
existe.
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Entonces para todo X € C se tiene que
Homc(X, G(l'&le)) = HomD(FX,@Dj) (ya que F' - G)
] &~ @ H omD(F)]( . D;) (hom-functores preservan limites)
= l'élHomc(X, GDj) (ya que F' + G)
J

= Homeg(X, Jim GD;) (hom-functores preservan limites)
J
Luego por el principio de Yoneda, G(I.&lj D;) = l'glj GD;. ]

Si bien esta proposicién no nos dice exactamente qué caracteriza un functor para
que forme parte de una adjuncién, si nos dice una condicidén necesaria para ello.
No obstante, el Teorema General del Functor Adjunto 7] nos dice exactamente qué
caracteristicas debe cumplir un functor para tener un adjunto por la izquierda. El
enunciado y demostracion de dicho teorema se puede encontrar en [14, p. 117].

7.2. Adjunciones en Haskell

Esta seccion nos servird como preliminar a la secciéon de las ménadas en Haskell.
Como hemos visto en la Definicion una adjuncién entre dos functores esta consti-
tuida por dos transformaciones naturales: la unidad y la counidad. En Haskell, estas
dos se representan mediante las funciones return y extract:

return :: d -> m d
extract :: wc ->c¢C

Siguiendo la Definicion [7.2] de nuevo, aqui m se corresponde con el endofunctor
G o F, y w con el endofunctor F' o G.

Siguiendo con la analogia de los functores (endofunctores en particular, ya que
estamos en Hask) como “contenedores” de tipos, la funcién return crea un “contenedor”
por defecto sobre un valor de cualquier tipo, y la funcién extract, “extrae” el valor de
su correspondiente “contenedor”.

Asimismo, también podemos definir la adjunciéon de endofunctores en Haskell de la
siguiente forma:

class (Functor f, Representable g)
=> Adjunction f g | £ -> g, g -> f where
unit :: a -> (g . f) a
counit :: (f . g) a -> a
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La linea con Adjunction f g | £ -> g, g -> f significa que entre los dos fun-
ctores £ y g hay una dependencia funcional. Es decir, £ -> g significa que g esta
determinado por f, y viceversa.

O bien, usando la Definicion podemos definirlo de la siguiente manera:

class (Functor f, Representable g)
=> Adjunction f g | £ -> g, g -> f where
leftAdjunct :: (f a -> b) -> (a -> g b)
rightAdjunct :: (a -> g b) -> (f a -> b)

La relacion entre estas dos definiciones, y por lo que acaban siendo equivalentes en
Haskell, es la siguiente:

unit leftAdjunct id
rightAdjunct id
fmap f . unit

counit . fmap f

counit
leftAdjunct £
rightAdjunct £
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Recordemos el concepto de monoide dado en la Ejemplo Un monoide puede
ser visto como una categoria de un solo objeto donde los elementos del monoide son
los morfismos de dicho objeto a si mismo, y la operaciéon binaria de dicho monoide
como la composicion de sus morfismos. Sin embargo, un monoide también puede ser
visto como un elemento de una categoria monoidal. Vamos a verlo.

8.1. Categorias monoidales

Definiciéon 8.1. Una categoria monoidal estricta es una categoria C junto con un
operador binario
®R:CxC=C

que es un bifunctor asociativo,
A (Be(C)=(A® B)®C,
y junto a un elemento I € C que actiia como unidad,
IC=E2C0C=2C®I.

En otras palabras, una categoria monoidal es un monoide en Cat.

Esta definiciéon no es lo suficientemente general debido a que la asociatividad y la
unidad se han definido mediante isomorfismos, no mediante la igualdad. En la mayoria
de categorias, el producto (o el coproducto) no son asociativos, es decir, que para tres
elementos A, B, C cualquiera, no se cumple que

Ax (Bx(C)=(AxB)xC,

pero si que ocurre para cualquier categoria con productos o coproductos si se define las
asociatividad mediante isomorfismo, como hemos visto en el Ejemplo Del mismo
modo, no se cumple en general que para un objeto terminal 1,

IxA=A=Ax1,

lo cual si que ocurre si se define mediante isomorfismo en cualquier categoria con
objetos terminales como se ha visto en la Proposicion [6.7]

Vamos a ver entonces la definicion mas general de categoria monoidal.
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Definicién 8.2. Una categoria monoidal consiste en una categoria C junto con un
functor
®:CxC=C,

un objeto I € C, y los isomorfismos naturales

aapc: A® (BeC) > (A B)®C
MiITRAS A py: AT S A,

de forma que los diagramas siguientes siempre conmutan:

(A® B)® (C® D)
AR (B® (C® D)) (A®B)@C)® D

id A@al Ta®idA

A (B C)® D)) » (A (B (C))® D

A® (I ® A) o y (AR ® A
idARA A %@id/}
AR A

Y por tltimo,

N,

que es lo mismo que afirmar que A\; = py.

Ahora ya podemos denominar como categoria monoidal a cualquier categoria con
productos finitos y con objeto terminal, siendo el operador ® el producto x de la
categoria, y la unidad I un objeto terminal 1 también de dicha categoria. Dualmente,
también serédn categorias monoidales aquellas categorias con coproductos finitos y
objetos iniciales. Un ejemplo basico de este concepto es el siguiente.

Ejemplo 8.1. La categoria Sets con el producto cartesiano y cualquier conjunto de
un elemento como unidad (los objetos terminales de Sets).

Con el concepto de categoria monoidal ya definido, podemos generalizar el concepto
de monoide como un elemento de una categoria monoidal.

Definicion 8.3. Un monoide M es un elemento de una categoria monoidal (C, ®, )
tal que dispone de los siguientes dos morfismos:
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= El morfismo de multiplicacion,

WM M — M.

= El morfismo de la unidad,
n:1 — M.

Ademés, debe cumplir la propiedad asociativa y la de la unidad, es decir, que los
siguientes diagramas conmuten:

M (M M) © s (MeMeM
idM®Ml lﬂ@idlw
M ® M M M
N /

M

\l/

Esta generalizacion del monoide desde la perspectiva de Teorfa de Categorias va a
servirnos para definir uno de los conceptos fundamentales de la programacion funcional:
la monada.

® I

8.2. Mobnadas

Consideremos la adjuncion F' = G, cuya composicion es
FoG:C= C.

Sea el endofunctor T'= F o G : C = C. Entonces tenemos las siguientes transforma-
ciones naturales:

n:idpr — T
€: T — idp

Esta tltima, dado C' € C, la consideramos aplicada a F'C, es decir,
€rc . ToFC=FoGoFC — FC.
Si componemos G con esta transformaciéon, obtenemos

Goepc :GoToFC=GoFoGoFC=(ToT)(C)— GoFC=TC.
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Nota 8.1 (Notacion). Liamaremos T? a (T oT), T? a (ToT oT), etc.

A la composicion G o epe la llamamos pu:
p:T? —T.

Mediante las identidades triangulares de las adjunciones (Definicion [7.2)) vamos a ver
se cumplen los diagramas conmutativos siguientes para la estructura (7,7, 1) que
hemos creado.

En primer lugar,

o e
2\\4\z/§
T2

con lo que obtenemos, finalmente, que po pur = po Tp.

Lo que nos ensena este “sketch” de demostracion es el hecho de que para cualquier
endofunctor que surja de una adjuncién se obtiene una estructura muy similar a la de
un monoide [2}, p. 258|. De hecho, estos dos diagramas conmutativos coinciden con las
propiedades de la unidad y de la asociatividad respectivamente del monoide, siendo p
el morfismo de multiplicacién y n el de la unidad. La siguiente definicién encapsula
este concepto:

Definicion 8.4. Una monada (7', n, ) sobre una categoria C consiste en un endofun-
ctor T': C = C junto con dos transformaciones naturales

UZdT—)T

pw:ToT=T>—T

de modo que satisfacen las igualdades siguientes:

popr=poTu
ponr =idr=poTn
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De hecho, debido a que la categoria Fun(C, C) := End(C) de endofunctores en
C donde se encuentra 7" es monoidal, el operador composicién en ella es el operador
producto en el monoide, y el functor identidad en End(C) es la unidad en dicho
monoide. Es decir,

‘Una moénada es un monoide en la categoria de los endofunctores.

8.3. Categoria de Kleisli

Una descripcion alternativa de las méonadas es mediante una categoria de Kleisli.
Esta descripcion es més facil de justificar a nivel computacional y se corresponde
con la representacion que se encuentra implementada en las librerias de lenguajes de
programacion funcionales como Haskell.

Definicion 8.5. Sea (7,7, 1) una ménada sobre una categoria C. La categoria de
Kleisli de C es la categoria Cr donde:

= Objetos: Obj(Cr) = Obj(C).
» Morfismos: dados X, Y € C, entonces Homeg,.(X,Y) = Homc(X,TY).

= Composicion: dados los morfismos f : X — TY yg: TY — Z en C, la
composicion en Cr viene dada por:

gof=pzoTgof:X —TY —T*Z —TZ,

0, puesto de otra manera, el siguiente diagrama conmutativo:

X 571y

QOTfl ng

TZ <5 — %7
zZ
s Identidad: el morfismo identidad en Cr se corresponde con n en C.

La equivalencia entre las moénadas y las categorias de Kleisli fue demostrada por
Ernest Manes en 1976 |15].

A continuacién vamos a ver el concepto de moénada en Haskell desarrollado desde
cero y, tras ello, ejemplos que muestran su funcionamiento de manera practica.

8.4. Functores aplicativos

En la Seccién hemos visto la construccién de un functor en Haskell, que no es
méas que un “contenedor” de un tipo que puede implementar una funcién, fmap, que
envia valores y funciones de un tipo a valores de dicho “contenedor”. Sin embargo, un
functor solamente puede asignar una funcién de un solo argumento, no de varios. Es
decir, no disponemos de una generalizacion de fmap que tome una funcion de, por
ejemplo, 2 argumentos, como esta:
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|fmap::(a->b->c) >fa->fb->fc

Pero sabemos por la Seccion que tenemos esta equivalencia:

a->b->c = (a, b) -> c.

Con esto, se puede llegar a definir un nuevo tipo de functor que preserve productos
(que como hemos visto en la Seccion [3.5.2) en Haskell estos son las tuplas) y, de esa
forma, poder asignar funciones de mas de dos elementos.

Por otra parte, a lo largo de esta seccion hemos visto que las estructuras mo-
noidales (ya sean categorias monoidales u otras estructuras algebraicas) tienen la
operacion producto (junto con un elemento unidad) y sus propiedades correspondientes
(asociatividad y la de la unidad).

Entonces, este nuevo tipo de functor podria ser aquel que preserve la estructura
monoidal, es decir, el producto, la unidad y sus respectivas propiedades, definido de la
siguiente manera:

class Functor f => Monoidal f where
unit :: £ O
(xx) :: fa->fb->f (a, b)

Este nuevo tipo de functor Monoidal es equivalente al ya existente functor apli-
cativo en Haskell, definido canénicamente de la siguiente forma:

class Functor f => Applicative f where
pure :: a ->f a
(<x>) :: f (a->b) >fa->fb

que es equivalente a Monoidal ya que:

pure x = fmap (const x) unit
unit = pure ()

(donde const :: a -> b -> aes la funciéon definida tal que const x _ = x), y:

fa *x fb = pure (,) <*> fa <*> fb
fg <x> fa = fmap (\f -> (\x -> f x)) (fg ** fa)

Con esto obtenemos las equivalencias entre las dos clases de functores [17].

Ejemplo 8.2. El functor Maybe es una instancia de Applicative.

Definimos Maybe como instancia de Applicative de la siguiente manera:
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instance Applicative Maybe where
-- pure :: a -> Maybe a
pure = Just

-- (<x>) :: Maybe (a -> b) -> Maybe a -> Maybe b
Nothing <*> _ = Nothing
(Just g) <*> mx = fmap g mx

Algunos ejemplos de uso de estos operadores son:

> pure (+) <*> Just 1 <*> Just 2
Just 3

> pure (*) <*> Just 2 <x> Nothing
Nothing

Ejemplo 8.3. El functor [] es una instancia de Applicative.

Definimos [] como instancia de Applicative de la siguiente manera:

instance Applicative [] where
-- pure :: a -> [al
pure x = [x]

—— (<*%>) :: [(a -> b)] -> [a] -> [b]
[ <x> _ =[]

fs <x> xs = [f x | £ <- fs, x <- xs]

Algunos ejemplos de uso de estos operadores son:

> pure (+) <x> [1, 2] <x> [3, 4]
[(+1), (+2)] <*> [3, 4] =
= [4, 5, 5, 6]

> pure () <x> [1] <*> []

(]

Los functores aplicativos estédn estrechamente relacionados con la programacion
de efectos secundarios. Podemos aplicar funciones puras a un ntmero ilimitado de
argumentos sin preocuparnos por la propagacion de, por ejemplo, errores (véase el
ejemplo anterior con el functor aplicativo Maybe y su valor Nothing), ya que esto
estard implementado en los propios mecanismos de los functores aplicativos. Es por
esto que los functores aplicativos pueden verse como el concepto que abstrae la idea
de aplicar funciones puras a argumentos con efectos , p. 162].
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8.5. Mobnadas en Haskell

Recapitulando hasta ahora, hemos definido la clase de functores en Haskell, que
no son méas que endofunctores en Hask. A continuaciéon hemos definido los functores
aplicativos, que son un tipo de endofunctores que, en particular, preservan la estructura
monotdal. Y por tltimo vamos a ver las monadas en su representacion equivalente
mediante categorias de Kleisli.

Como hemos visto en la Definicion [8.5] un morfismo en una categoria de Kleisli es
una funcion

a->mb

en Hask, siendo a y b tipos y m un functor.

Veamos ahora como definimos la composicion de este tipo de funciones. Sean f
a->mbyg :: b ->m c dos funciones que queremos componer. Definimos la
composicion de Kleisli como el operador

(>=>) :: (@a->mb) -> (b ->mc) -> (a ->mc),

también conocido como el “operador pez”.

Por ultimo, la identidad seré el morfismo de Kleisli a -> m a, que se corresponde
con la unidad de una adjuncion, 7, vista en la Seccién que en Haskell se denomina
return.

Entonces, una ménada estara definida de la siguiente manera:
class Monad m where
return :: a ->m a

>=>) ::(a->mb) > (b ->mc) -> (a ->mc)

Podemos comprobar facilmente que las propiedades asociativa y de la unidad de
esta definicion de ménada se cumplen:

» Asociatividad:

(f >>>g) >>>h = f >=> (g >=> h)

s Unidad:

I

return >=> f

f >=> return = £

Podemos, sin embargo, definir el operador pez de manera diferente. La primera
funcién que toma >=>, es decir, f :: a -> m b, tendrd como resultado un valor de
tipom b en todos los casos. Entonces, partiendo de un valor de dicho tipo, m b, y una
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funcion g :: b -> m c, debemos acabar con un valor de tipo m c. Cambiando b por
ay c por b en el procedimiento anterior, obtenemos un operador de composicién nuevo

(>>=) ::ma->((a->mb) ->mb.

Pero, de nuevo, este operador de composiciéon se puede simplificar. Sabemos desde
el principio que m es un functor, luego podemos aplicar fmap a los argumentos de
>>=. Esta aplicacion tomara un valor de m a y mediante la funcién (a -> m b) nos
devolvera m (m b). Sin embargo, si introducimos una funciéon nueva, llamada join,
definida de la siguiente manera

join :: m (m a) -> m a,

podemos obtener x >>= f = join (fmap f x),dondex :: mayf :: a ->m b.
Es facil ver que join se corresponde con p en la Definicion [8.5]

Hemos obtenido finalmente una estructura que implementa los morfismos 1 y u
como hemos visto a lo largo de la explicacion, conserva las propiedades de las monadas
(asociatividad y unidad) y tiene el operador de composicion bien definido. Mediante
las categorias de Kleisli hemos obtenido una representacion de la ménada en Haskell,
cuya definicion es:

class Applicative m => Monad m where
return :: a ->m a
>>=) ::ma->(a->mb) ->mb

Y que, de nuevo, conserva las propiedades de las ménadas:

» Asociatividad:

I

(m >>= g) >>=h m>= (x ->gx>=h) ¥ m>= (g >=h)

s Unidad:

I

f x

m

return x >>= f

I

m >>= return

Nota 8.2. El hecho de que Applicative sea una superclase de Monad se detalla en el
Functor-Applicative-Monad Proposal de 2014 [9].

Ejemplo 8.4. Vamos a ver que el functor Maybe es una moénada.

Definimos Maybe como instancia de Monad de la siguiente forma:

instance Monad Maybe where
return = Just
Nothing >>= f = Nothing
(Just x) >>=f = f x



80 8 Mobnadas

y cumple las propiedades de las ménadas:

» Asociatividad:

Nothing >>= (\x -> g x >>= h)
= (por definicién de >>=)
Nothing
= (por definicién de >>=)
(Nothing >>= g)
= (por definiciéon de >>=)
(Nothing >> = g) >>=h

(Just y) >>= (\x -> g x >>= h)
= (por definicion de >>=)
(\x -=>gx>=h)y
= (reduccién de la expresion)
gy>=h
= (por definicién de >>=)
((Just y) >>=g) >>=h

s Unidad:

return Nothing >>= f
= (por definicién de return)
Just Nothing >> = £
= (por definiciéon de >>=)
f Nothing

return x >>= f
= (por definicién de return)
Just x >>= £
= (por definiciéon de >>=)
fx

Nothing >>= return
= (por definicion de >>=)
return Nothing
= (por definicién de return)
Nothing

(Just x) >>= return
= (por definiciéon de >>=)
return x
= (por definicién de return)
Just x
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Podremos encontrar més ejemplos de usos de las monadas en el Apéndice [A] para
la programacion de acciones mediante la ménada I0.






9 CONCLUSIONES

Este TFG ha puesto de manifiesto, en nuestra opinion, la importancia de realizar un
estudio formal y en profundidad, desde el punto de vista matematico, de la Teoria de
Categorias, para asi poder comprender en toda su extension los conceptos y patrones
que intervienen en los lenguajes de programacion funcionales, particularmente en
Haskell, como por ejemplo las ménadas y los functores. Es conveniente, para ello, haber
adquirido en primer lugar una buena formaciéon y dominio en el conocimiento de las
estructuras algebraicas (monoides, posets, grupos, anillos, cuerpos, espacios vectoriales,
algebras, etc.) que permita alcanzar un grado de abstraccion suficiente para poder
comprender, sin dificultad, los conceptos abstractos de la Teoria de Categorias y sus
aplicaciones.

La realizacion de este trabajo ha resultado enriquecedora por varios motivos. En
primer lugar, porque ha dado pie a aprender un lenguaje de programacién nuevo,
que opera fundamentalmente de forma distinta a los lenguajes imperativos a los que
estamos acostumbrados. En segundo lugar, todo ello ha motivado el estudio de la
Teoria de Categorias, un campo matematico genuinamente interesante en mi opiniéon y
que me ha hecho ganar una nueva perspectiva a la hora de estudiar matematicas (i.e.,
el punto de vista de las categorias). En tercer y ultimo lugar, el haber adquirido estos
conocimientos (Haskell y sus fundamentos mateméaticos) amplia y mejora mi perfil
profesional, aportandome més capacidad de realizar tareas de indole matematica y
no solo de desarrollo de software. Se podria afirmar que Haskell ocupa una posiciéon
tnica entre la academia y la industria y, ademas, que este lenguaje destaca por una
combinacion de investigacion de vanguardia y tecnologia probada y comprobada en el
tiempo.

En este trabajo se han abarcado los conceptos necesarios para llegar a entender
las ménadas: la categoria, el functor, las transformaciones naturales y las adjunciones.
Sin embargo, esto no constituye en absoluto la totalidad de la Teoria de Categorias
como campo de estudio matemético. A continuacién proponemos una serie de temas y
nociones adyacentes a los estudiados en este trabajo que podrian extender algunas de
las secciones presentes y constituir un posteriores estudios.

9.1. Estudios futuros

= Teoria de Categorfas de orden superior.

A lo largo del trabajo hemos expuesto lo que se llaman 1-categorias. Es decir,
categorias que consisten en objetos y morfismos entre ellos (1-morfismos). Sin
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embargo, podemos generalizar esta nocion para manejar hasta n-morfismos.
En ese caso se obtiene una n-categoria. Por ejemplo, una 2-categoria es una
categoria que consiste en objetos, 1-morfismos entre objetos, y 2-morfismos entre
1-morfismos. Un ejemplo particular de una 2-categoria es una categoria que
hemos visto ya: Cat. En ella, los objetos son categorias, los 1-morfismos los
functores entre ellas, y los 2-morfismos son las transformaciones naturales entre
dichos functores.

Para exponer dicha generalizacion necesitariamos, en primer lugar, las nociéon de
conjunto simplicial y, en segundo lugar, el de Teoria de Categorias Modelo. Por
supuesto, ambos conceptos quedan con creces fuera del alcance de este trabajo.
Sin embargo, [8] y [20] parecen un buen punto de partida.

Algebras para monadas. Lentes en Haskel.

Tras exponer las moénadas en el Capitulo [§] el siguiente paso seria estudiar las
algebras sobre las mismas. En pocas palabras, un algebra para una moénada T’
en C es un objeto A € C junto con un morfismo

a:TA— A

de tal forma que los siguientes diagramas conmutan:

AT TA T2A T2y TA

N ﬁ .| J

TA —2 5 A

Por otra parte, también podemos considerar una codlgebra para una (co)monada.
Esta consiste en una (co)moénada 7' en C junto con un objeto A € C y un
morfismo:

c:A—TA,

donde los diagramas anteriores conmutan dualmente.

Esta nocion de coalgebra sobre una comoénada nos puede servir para modelizar
|18, p. 383] las lentes (implementadas en la libreria lens de Haskell), un tipo
particular de referencia funcional. Las referencias funcionales son muy ttiles a la
hora de acceder y modificar partes de un valor que de otra manera resultaria
incomoda o inconveniente.

Correspondencia de Curry-Howard-Lambek y la teoria de tipos.

En el Capitulo p| hemos visto las categorias cartesianas cerradas, y se ha comenta-
do de forma poco detallada cémo este tipo de categorias sirven para modelizar el
calculo lambda. La correspondencia de Curry-Howard, por otra parte, establece
una equivalencia entre el calculo lambda con tipos simples (Haskell implementa
dicho sistema) y la logica intuicionista, que posteriormente se extenderia a la
logica de primer orden mediante la introduccion de tipos dependientes. Asi pues,
se establece una correspondencia entre un modelo de computacion (el calculo
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lambda con tipos simples) y un sistema de demostraciones (la logica de primer
orden).

Una posible extension de este trabajo podria haber sido, por una parte, el
desarrollo de esta correspondencia entre las categorias cartesianas cerradas, la
teoria de tipos y la logica (correspondencia de Curry-Howard-Lambek), y por otra
parte, el desarrollo de la Teorfa de Categorfas en una lenguaje de programacion
funcional que, al contrario que Haskell, si implemente tipos dependientes. Un
ejemplo de dicho lenguaje es Agda, que es ademas un asistente de demostraciones
que se basa en el paradigma de proposiciones-como-tipos. Es decir, un programa
correcto en Agda es una demostracién matemaética correcta.

Por lo que respecta al estudio y desarrollo de la correspondencia de de Curry-
Howard-Lambek, el libro Type theory and functional programming [22] parece ser
un buen comienzo. Por otra parte, todavia no se ha llegado a una formalizacion
estandar de la Teoria de Categorias en Agda [10]. A pesar de ello, la libreria
[5], si bien no es la librerfa estandar (todavia), podria servirnos para mostrar la
implementacion formal de la Teoria de Categorias en un lenguaje de programacion
funcional con tipos dependientes.






A INTRODUCCION A HASKELL

A.1. Declaracion de variables y funciones

En Haskell, la declaracion de variables (inmutables, en el sentido matematico) se
hace convencionalmente declarando la firma de tipos seguida de la expresion que la

define:

valor :: Int
valor = 10

Las funciones se declaran también de la misma forma:

producto :: Int -> Int -> Int
producto x y = X * y

No es necesario declarar la expresion con la firma de tipos incluida debido a que
Haskell puede inferir los tipos a partir de la definicién de la misma. Sin embargo, es
recomendable hacerlo para evitar que el compilador llegue a inferir tipos que no son
los esperados debido a una mala implementacion de la definicién de la funcion.

Asimismo, podemos introducir definiciones de expresiones de forma local dentro de
una funciéon mediante las siguiente palabras reservadas: where y let ... in. El uso
de una u otra solo presenta diferencias a nivel superficial, entre un estilo declarativo o
un estilo expresivo respectivamente. Asi pues, podemos definir una funcién que incluye
where como:

productoArbitrario :: Int -> Int -> Int
productoArbitrario x y = x' * y'
where x' = x * 2
y' =y ox 2
y let ... in como:
productoArbitrario :: Int -> Int -> Int
productoArbitrario x y = let x' = x * 2
y' =y x2
in x' * y'
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A.1.1. Funciones currificadas
Nota A.1. “Currificada” del inglés curried.

En el ejemplo anterior de la implementacion de la funciéon producto, a la funciéon
se le pasan dos parametros de tipo Int, y devuelve un valor de tipo Int. No obstante,
la funcién anterior podria reescribirse como una a la que se le pasa un solo parametro,
una tupla (Int, Int),y devuelve un valor de tipo Int:

producto' :: (Int, Int) -> Int
producto' (x, y) = x *x y

La diferencia entre estas dos implementaciones de la funcién producto pueden
parecer a simple vista no demasiado significativa.

No obstante, las funciones de orden superior, como seria la funcién producto, se
pueden beneficiar de la evaluaciéon perezosa por parte del compilador. Como hemos
explicado en la Seccién 5.1}, existe una correspondencia de tipos entre funciones como:

|f it (a, b) > c
y funciones como:
|g::a—>(b—>c)

(Los paréntesis que simbolizan la aplicacion de funciones son asociativos por la
derecha. Esto significa que los paréntesis empleados en el ejemplo anterior no son
necesarios realmente, pero son aniadidos para hacer mas clara la siguiente explicacion).

En el segundo caso, la funciéon g que toma como pardmetro un valor de tipo a
y devuelve una funcién de tipo b -> c¢ se dice que estd currificada. Toda funciéon
currificada es de orden superior, y devuelve funciones hasta que todos los parametros
se hayan pasado.

Como se comentaba mas arriba, gracias a la evaluacion perezosa, Haskell puede
llegar a no evaluar la funcién retornada de tipo b -> c¢ si no es necesario.

A.1.2. Expresiones lambda

Una expresion lambda se puede describir como una funciéon anénima, en el sentido
en que toma parametros y retorna un valor calculado mediante dichos pardmetros y
nada mas. Asi pues, la funciéon producto de antes se puede escribir como:

producto'' :: Int -> (Int -> Int)
producto'' = \x -> (\y -> x * y)

De nuevo, aqui se puede apreciar como las funciones currificadas son funciones de
orden superior, es decir, funciones que devuelven funciones.
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A.1.3. Composicion de funciones

Es habitual escribir funciones que toman uno o varios parametros como una
composicion de funciones sin hacer referencia a los parametros tomados. Por ejemplo,
la funcion

esImpar :: Int -> Bool
esImpar x = (not (even x))

la podemos escribir como:

esImpar' :: Int -> Bool
esImpar' = not . even

Las funciones de este estilo se llaman de "punto libre" (point free). Asimismo, en
este ejemplo podemos ver en funcionamiento del operador '.” de composicion, definido
mediante una expresion lambda de la siguiente forma:

(.) :: (b->¢c) > (a->b) > (a ->c)
f.g=\x->f (gx)

Gracias al operador de composiciéon podemos transformar funciones al estilo de
punto libre. Y esto no solo se reduce a simples funciones booleanas, sino que también
podemos crear una funcién que eleve al cuadrado, sume 10, y finalmente nos diga si es
impar, todo eso sin hacer uso del parametro pasado en ningtin momento:

operacionesEncadenadas :: Int -> Bool
operacionesEncadenadas = not . even . (10+) . (°2)

Ademéas, Haskell proporciona otro operador de composicion, $, que nos da la
posibilidad de evitar escribir paréntesis. Este, sin embargo, no difiere en funcionalidad
del operador de composicién mostrado anteriormente, pero ofrece una mayor riqueza
sintactica. Se define de la siguiente forma:

‘($) :: (a->b) -=>a ->b
f$x=1fx

Veamos un ejemplo. El resultado de hacer:
|(not . even) (1+1)
seré el mismo que:

|not . even $ 1+1

Es decir, $ nos permite omitir los paréntesis de la expresion 1+1 y de todas las
funciones (o composiciones de ellas) que le precedan.
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A.1.4. Condicionales y Guardas

Podemos escribir expresiones condicionales en Haskell siguiendo la sintaxis del
siguiente ejemplo:

signo :: Int -> Int
signo n = if n < 0 then -1
else if n == 0 then 0 else 1

donde la rama del else debe estar siempre presente.

Asimismo, se pueden usar guardas para definir una funcién como una serie de
expresiones légicas con resultado del mismo tipo. Siguiendo el ejemplo anterior, se
podria definir signo mediante guardas de la siguiente manera:

signo' :: Int -> Int

signo' n | n <0 = -1
| n == =0
| otherwise = 1

Aqui el simbolo ’|’ significa "tal que", al igual que en matemaéticas, y la palabra
reservada otherwise, aunque no siempre necesaria, es tutil para definir la expresion
resultante para cualquier caso no cubierto anteriormente.

A.1.5. Coincidencia de patrones

A la hora de construir una funcion es posible definir cada uno de sus casos a través
de patrones: si el primer patréon coincide, la funcién con la definicién de ese caso se
ejecuta; si no, pasa al siguiente, y asi sucesivamente. Definimos con '_’ la expresion
con la que Haskell puede hacer coincidir cualquier valor. Un ejemplo de esto podria
ser la funcion &&:

() :: Bool -> Bool -> Bool
True True = True
_ = False

Un aspecto a destacar de este ejemplo es que nos muestra que podemos definir una
funcién infija colocando su nombre en la firma de tipos entre paréntesis.

Veamos ahora otros dos ejemplo de coincidencia de patrones en la definicién de

funciones:

primero :: (a, b) -> a
primero (a, _) = a

segundo :: (a, b) -> b
segundo (_, b) = b
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Por tltimo, veamos un ejemplo de esta utilidad en funciones que toman cadenas
de caracteres como parametro:

empiezaPorA :: [Char] -> Bool
empiezaPorA ('a': _) = True
empiezaPorA _ = False

(Veremos a continuacion el significado del operador ’:’.)

A.2. Tipos

Hasta ahora hemos estado utilizando la notacién "e :: T" siendo T un tipo y e
un valor, para referirnos a que el valor e tiene como tipo a T. Hemos visto ademés que
tanto, por ejemplo, Int como Int -> Int son tipos validos; uno hace referencia al
tipo de todos los enteros y el otro al de las funciones que toman un entero y devuelven
otro entero.

Los tipos primitivos implementados en Haskell son:

Bool, valores logicos.

Char, caracteres.

String, cadenas de caracteres.

Int e Integer, enteros de precision fija y arbitraria respectivamente.

Float y Doubles, nimeros flotantes de precision simple y doble respectivamente.

1. Tipos tupla.
Las tuplas son secuencias de componentes, y cada uno de ellos puede ser de un
tipo diferente. Por ejemplo, la tupla

|(2, "char", (3.567, True)) :: (Int, String, (Float, Bool))

es una tupla de aridad 3, donde (Float, Bool) comprende un solo tipo (es
decir, el tipo de un par cuya primera componente es un Float y la segunda un
Bool).

2. Tipos lista.

Al contrario que las tuplas, las listas deben ser secuencias de elementos del mismo
tipo. El tipo de todas las listas de un tipo T se escribe [T]. Por ejemplo,

| ["Uno", "Dos", "Tres"] :: [String]

es una lista de cadenas de caracteres cuya longitud es 3.

También podemos tener listas de listas, de tipo [[T]]:
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| (1, 21, [1, 2, 311 :: [[Int]]

donde las "sublistas" que la componen pueden ser de cualquier longitud.

Dos operadores importantes de listas son el de anteposicion (*:") y el de conca-
tenacion. El primero inserta en la cabeza de una lista un elemento (del mismo
tipo de la lista). Por ejemplo:

insertar :: Int -> [Int] -> [Int]
insertar n ns = n:ns

> insertar 1 [2, 3, 4, 5]
[1, 2, 3, 4, 5]

Nota A.2. Es importante remarcar el uso de notacion en este ejemplo, que es

PSS

el habitual en Haskell: usamos 'n’, ’'z’, ’c’, etc. para denotar un elemento de tipo
Int, String, Char, etc., y usamos 'ns’, 'xzs’, 'cs’, etc. para denotar las listas

de dichos tipos.

Este operador también se puede usar de formar "invertida". Es decir, dada una
lista, podemos extraer su primer elemento de la siguiente forma:

primerElemento :: [Int] -> Int
primerElemento n:ns = n

> primerElemento [1, 2, 3, 4, 5]
1

y también podemos extraer su cola de la siguiente forma:

cola :: [Int] -> [Int]
cola n:ns = ns

> cola [1, 2, 3, 4, 5]
[2, 3, 4, 5]

Con este operador ya explicado, podemos definir el operador de concatenacion:

(++) :: [a]l -> [a] -> [a]
[] ++ ys = ys
(x:x8) ++ ys = x @ (xs ++ ys)

que obtiene como parametros dos listas y devuelve su concatenacion. Por ejemplo:

> [1, 2, 3] ++ [4, 5]
[1, 2, 3, 4, 5]
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A.2.1. Comprension de listas

De la misma forma que utilizamos una expresién matematica como
{2* |z €{1,2,3,4,5}}

para definir el conjunto discreto {1,4,9, 16,25}, podemos hacerlo de una forma muy
similar en Haskell, usando guardas y el operador <-, que significa "extraido de". Con
ello podemos definir el siguiente generador:

> [x72 | x <- [1..5]]
[1, 4, 9, 16, 25]

Algo a destacar de este ejemplo es el uso de la funciéon de libreria [i..£f], que nos
permite generar una lista de ntimeros no necesariamente enteros del i al £. Veamos
algunos ejemplos:

> [1..5]
[1, 2, 3, 4, 5]

> [1,1.5..3]
[1.0,1.5,2.0,2.5,3.0]

Es importante mencionar que los generadores son perezosamente evaluados por
Haskell, luego se evaluaran los elementos de las listas que sean necesarios.

Veamos ahora unos ejemplos. En primer lugar, podemos colocar varias expresiones
tras las guardas y que dichas expresiones dependan las unas de las otras.

> [(x,y) | x <= [1..3], y <- [x..3]]
[(1,1,(1,2),(1,3),(2,2),(2,3),(3,3)]

También podemos usar los generadores para redefinir ciertas funciones, como por
ejemplo:

concatenar :: [[al]l -> [al
concatenar xss = [x | xs <- xss, x <- xs]

> concatenar [[1, 2], [3, 4]1]

[1, 2, 3, 4]

tamafioLista :: [a] -> Int
tamafiolista xs = sum [1 | _ <- xs]
factores :: Int -> [Int]

factores n = [x | x <- [1..n], n "mod> x == 0]
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Nota A.3. Rodear una funcion con ¢ permite que sea usada de forma infija a pesar
de estar esta definida como prefija. Es decir, n ‘mod* x equivale a mod n z.

Nota A.4. Haskell ya proporciona funciones como primerElemento, cola, tamafioLista,
etc. FEstas son head, tatl, y length. Las contiene el modulo Prelude, que es el inico
modulo que carga Haskell por defecto. Contiene declaraciones de clases, definiciones
de funciones, tipos, ...

A.2.2. Declaracion de tipos

Con el mecanismo type de Haskell podemos crear nuevos sinonimos de tipos. El
ejemplo més obvio es el caso de las Strings:

| type String = [Char]

Esta declaracion es similar a la directiva #define en C. Podemos, ademés, parame-
trizar estos sindbnimos con una o mas variables de tipo. Por ejemplo, en el caso del tipo
de una tabla de asociaciones, formada por pares (clave, valor), podemos declarar
el tipo:

| type Tabla ¢ v = [(c, V)]
donde podemos definir:

buscarTabla :: ¢ -> Assoc c Vv -> V
buscarTabla ¢ tabla = head [ v | (¢', v) <- tabla, c' == c]

Ahora bien, si queremos definir tipos mas complejos, necesitamos hacer uso de la
declaracion data. Esta nos permite crear tipos recursivos, tipos algebraicos (que no
son mas que tipos que resultan de la combinacion de varios otros) y tipos propios que
no son sinénimos. Veamos unos ejemplos:

data Arbol a = Hoja a | Nodo (Arbol a) (Arbol a)

El simbolo | se lee como un "o", y este tipo se puede interpretar como que un arbol
es 0 bien un valor de tipo Hoja a (siendo Hoja el constructor), o bien un valor de tipo
Nodo (Arbol a) (Arbol a) (y siendo Nodo de nuevo el constructor). De esta forma
podemos definir un valor de tipo Arbol como:
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miArbol :: Arbol Int
miArbol = Nodo (Hoja 1) (Nodo (Hoja 2) (Hoja 3))

Un constructor de un tipo sin ninglin argumento se llama constante. El tipo
Maybe, visto extensamente a lo largo del trabajo, contiene una constante, Nothing, y
un constructor, Just.

Por tltimo, existe una ultima declaracion de tipos: newtype. Funciona de manera
similar a la declaracion data, pero tiene las siguiente caracteristicas:

= Solo se puede declarar un tipo mediante newtype si este tiene un solo contructor
con un solo parametro.

» Esta restriccion permite considerar el tipo en si y el tipo de su parametro como
el mismo. Lo que significa que, por ejemplo, dado

newtype Nat = N Int
se tiene que N Int = Int.

= Esta consideracion solo se da durante la ejecucion. Sin embargo, el type checker
los considerara distintos.

A.2.3. Tipos polimérficos

Hemos visto varios ejemplos donde las funciones o valores toman pardmetros de
tipos no concretos como (Int, Int), Bool, Int -> Char, etc., sino que toman una
variable de tipo, como a (o cualquier nombre que empiece por una letra minuscula).
A esta clase de tipos, que contienen una o més varibles de tipo, se llaman tipos
polimartficos.

Tomando como ejemplo la funcién tamafioLista anterior, vemos que puede tomar
como parametro una lista de cualquier tipo. Asi pues, la firma de la funcién nos indica
que el tipo de esta funcion es [a] -> Int, que es polimorfico.

Vamos a ver a continuaciéon como podemos limitar el polimorifsmo de tipos a
solamente ciertas clases de ellos.

A.2.4. Clases

Las clases son conjuntos de tipos de datos que deben implementar una o varias
funciones concretas. Declarar un tipo como instancia de una clase se hace mediante
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el mecanismo class, y solo es posible hacerlo en tipos declarados mediante data o
newtype. El ejemplo mas basico es el de la clase Eq:

class Eq a where
(==), (/=) :: a ->a -> Bool
x /=y = not (x == y)

En este caso, para instanciar un tipo a en la clase Eq, solo es necesario definir el
significado de == para dicho tipo.

También existe la clase Ord, definida como:

class Eq a => Ord a where
min, max :: a -> a -> a

min x y | x <=y = X
| otherwise =y
max x y | x <=y =y
| otherwise = x

donde, por ejemplo, podemos instanciar el tipo Bool:

instance 0Ord Bool where
False < True = True

_ < _ = False
b<=c=(Mm<Kc) || (b==c)
b>c =c¢c<b
b>c=c<=b

Podemos, ademés, instanciar automaticamente tipos en clases con el mecanismo
deriving. Esto significa que dado

data Maybe a = Nothing | Just a
deriving (Eq, Ord, Show, Read)

el tipo Maybe formara parte de esas clases si y solo si el tipo del parametro, a, ya lo
esta. Si no es asi, lo haremos manualmente como se ha explicado en el ejemplo del
tipo Bool.

Con las clases ya vistas, podemos definir los tipo sobrecargados (overload), que
consisten en tipos cuya definicién viene dada por una restriccion de clase. Por ejemplo,
podemos definir la funcién valorAbsouto como:

abs :: Num a => a -> a
abs a | a< 0 = -a
| otherwise a
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donde a es una variable de tipo que debe ser una instancia de la clase Num, es decir,
la clase de los valores numéricos, y esto debe ser indicado en la firma de tipos de la
funcion mediante la siguiente sintaxis: Clase a => Tipo(a).

A.3. Funciones de orden superior

Haskell implementa en su libreria una serie de funciones de orden superior que nos
pueden resultar ttiles para encapsular en forma de funciones patrones de programacion
o para tratar listas de forma eficiente.

Nota A.5. Euxiste un buscador de funciones, ya sea por nombre o por firma de tipo, en
las librerias de Haskell situado en la siguiente direccion: https: //hoogle. haskell.
org/.

1. take, drop, y derivados. Podemos obtener sublistas gracias a las 4 funciones
(entre otras) que veremos a continuacion:

En primer lugar, take es una funciéon que toma los n primeros elementos de una
lista:

take :: Int -> [a] -> [a]

> take 4 [1..10]
[1, 2’ 3’ 4]

> take 4 [1, 2]
[1]

> take (-1) [1..10]
(]

> take 4 "Hola mundo"
"Hola"

También podemos, mediante takeWhile, tomar la sublista prefija que cumpla
una condicién, es decir, que se le pase una funcién a -> Bool y que devuelva los
elementos tales que dicha funciéon devuelva True para cada elemento de la lista.

takeWhile :: (a -> Bool) -> [al] -> [a]

> takeWhile (>=0) [-2, -1, 0, 1, 2]
[]

> takeWhile (>=0) [0, 1, 2, -5, -10]
[0, 1, 2]
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En segundo lugar, podemos desechar los primer n elementos de una lista mediante
drop:

drop :: Int -> [a] -> [a]

> drop 4 [1..10]
(5, 6, 7, 8, 9, 10]

> drop 4 [1, 2]
(]

> drop (-1) [1..10]
[1..10]

> drop 4 "Hola mundo"
" mundo"

Del mismo modo que antes, se puede obtener la sublista sufija en la que todos
sus elementos cumplan una condiciéon mediante dropWhile:

dropWhile :: (a -> Bool) -> [a] -> [al

> dropWhile (>=0) [-2, -1, 0, 1, 2]
[_2; _1, O’ 1) 2]

> dropWhile (<0) [-2, -1, 0, 1, 2]
[0, 1, 2]

2. zip y zipWith. La funcién zip toma dos listas y devuelve una nueva lista de
tuplas con pares formados a partir de los elementos de estas dos primeras listas.

zip :: [a]l -> [b] -> [(a, b)]

> zip [1, 2] ['a', 'b']
[(1,'a"),(2,'p")]

> zip [] [1..5]
[]

Esta funcion se puede generalizar de forma en que tome un nuevo argumento, una
funciéon de tipo a -> b, que sea la funcién que se encargue de "empaquetarlas".

zipWith :: (a -> b -> ¢) -> [a] -> [b] -> [c]

zipWith £ [x1,x2,x3, ...] [yl,y2,y3, ...] =
= [f x1 y1, £ x2 y2, f x3 y3, ...]
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Asi pues, zip se puede definir mediante zipWith como:
| zip xs ys = zipWith (,) xs ys
Veamos algunos ejemplos:

> zipWith (+) [1, 2, 3] [4, 5, 6]
[5, 7, 9]

> zipWith (++) [[1, 2], [5, 611 [I[3, 4], [7, &]]
[[1, 2, 3, 41, [5, 6, 7, 8]]

> zipWith (:) [1, 4] [[2, 3], [5, 6]]
(ft, 2, 31, [4, 5, 6]]

3. map y filter. map es una aplicacién particular de la funciéon més general fmap
vista en el Capitulo 4l En concreto, sobre el functor []. Se puede definir de la
siguiente forma:

map :: (a -> b) -> [a] -> [b]
map f xs = [f x | x <- xs]

Veamos algunos ejemplos:

> map (+1) [1, 2, 3, 4]
[2’ 37 4! 5]

> map esImpar [1,2,3,4]
[True, False, True, Falsel

> map reverse ["123", "abc"]
[||321||, "cba"]

Podemos limitar la funcién que toma map a que sea una condicién. Asi obtenemos
filter, que devuelve los elementos de una lista que cumplan la condicién dada.

filter :: (a -> Bool) -> [a] -> [a]
filter p xs = [x | x <- xs, p %]

Algunos ejemplos de uso son:

> filter esImpar [1..10]
(1, 3, 5, 7, 9]

> filter (> 5) [1..10]
[6,7,8,9,10]

> filter (/= ' ') "Hola mundo"
"Holamundo"
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4. foldr y foldl. Las siguientes funciones se encargan de encapsular un patréon de

recursion muy comin en las definiciones de funciones recursivas en Haskell.
Veamos primeramente la funciéon foldr. El patron sobre listas que encapsula es

este:

fl=v
f (x:x8) =x # f xs

Siendo # un operador cualquiera. En ejemplos como

sumalista [] = 0

sumalista (x:xs) sumalista xs

Il
i
+

productolLista [] 1
productolLista (x:xs)

x * productolLista xs

tamafioLista [] = 0
tamafiolista (x:xs) = 1 + tamafioLista xs

podemos ver un patréon sobre el valor que tiene la funciéon cuando se le pasa la
lista vacia, [], y el operador entre la el primer elemento de la lista y el resto.
Con esto podemos definir foldr como:

foldr :: (a ->b ->Db) ->b -> [a] -> Db
foldr f v [] =v
foldr f v (x:x8) = f x (foldr f v xs)

Luego foldr, como hemos visto antes, asigna el valor v a la lista vacia [], y a
lo que no sea una lista vacia le asigna f tanto al primer elemento como al resto
de la lista de forma recursiva.

Ahora ya podemos reescribir los ejemplos anteriores usando esta funcién de orden
superior.

sumalista = foldr (+) O
productolLista = foldr (%) 1

tamafiolista = foldr (\_ n -> 1 + n) O

En resumen, podemos considerar foldr como una funcién que aplica el operador
que se le pasa como argumento asociativamente por la derecha (foldr, fold
right):

|foldr #) v [x0, x1, ..., xn] =x0# (x1 # (... (xn #v) ...))

Si el operador no es asociativo por la derecha, entonces el patréon de recursividad
no se puede encapsular mediante foldr.
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Esta no es, sin embargo, la tnica forma de encapsular un patréon de recursividad.
La funcion foldl (fold left) tiene el mismo comportamiento que foldr pero
asume que la asociatividad del operador es por la izquierda.

Partimos del siguiente patron:

fv ([ =v
f v (xixs) = (v # x) xs

Que se puede ver en ejemplos de definiciones de funciones como:

sumal.ista = sumalista' O
where
sumalLista' v [] = v
sumalista' v (x:xs) = sumalista' (v+x) Xxs

tamafioLista = tamafioLista' 0
where
tamafioLista' v [] = v
tamafioLista' v (x:xs) = tamafioLista (v + 1) xs

invertirLista = invertirLista' []
where
invertirLista' ys [l = ys
invertirLista' ys x:xs = invertirLista (x:ys) xs

Definimos pues foldl como:

foldl :: (a ->b ->a) ->a -> [b] -> a
foldl £ v [] =v
foldl f v (x:xs) = foldl f (f v x) xs

Y ahora ya podemos ver los tres ejemplos anteriores reescritos mediante foldl:

sumalista = foldl (+) O

tamafioLista = foldl (\n ->n+1)0

invertirLista = foldl (\xs x -> x:xs) []

De nuevo, podemos considerar foldl como una funcién que aplica el operador
que se le pasa como argumento asociativamente por la izquierda, y del mismo
modo que antes, si dicho operador no es asociativo por la izquierda, foldl no
podré usarse.

A.4. Mobnadas

En el Capitulo[8 hemos visto la definicion canénica de monada en Haskell mediante el
operador >>=. Sin embargo, Haskell cuenta con una notacion especifica para simplificar
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expresiones con dicho operador. Esta notacion (llamada “notacion do”) nos permite
pasar de expresiones como

ml >>= \x1 ->
m2 >>= \x2 ->

mn >>= \xn ->
f x1 x2 ... xn

a expresiones “secuenciales” mas similares a las que encontramos en programacion
imperativa como

do x1 <- ml
x2 <- m2
xn <- mn
f x1 x2 ... xn

A continuacién vamos a ver ejemplos de moénadas usando esta notacion.

A.4.1. Mobnada I0

Esta moéonada nos permite programar acciones interactivas: leer la entrada por
teclado, escribir texto por pantalla, etc.

Cada expresion de tipo I0 a es una accién que devuelve un valor de tipo a. Por
ejemplo
| getLine :: I0 String
toma la entrada del teclado y devuelve una cadena de texto, o

|putStan :: String -> I0 O

toma una cadena de texto y la imprime por pantalla.

Nota A.6. No entraremos en detalles sobre la implementacion real de I0 y la consi-
deraremos como un tipo primitivo mds que ofrece Haskell.

A la hora de construir un programa completo debemos tener en cuenta que el
compilador buscara un valor (que llamamos normalmente main) de tipo main :: IO
) y lo ejecutara. Es entonces en main donde colocaremos nuestra secuencia de acciones
10 que se querran ejecutar. Un programa bésico a modo de ejemplo es:

main :: I0 O

main = do putStrLn ";Cémo te llamas?"
nombre <- getLine
putStrLn ("Hola, " ++ nombre)
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donde obtenemos por pantalla una cadena de texto nombre e imprimimos posterior-
mente por pantalla “Hola, nombre”.

Nota A.7. La primera linea de la expresion do anterior podria reemplazarse por

main = do _ <- putStrin ";Como te llamas?"

Sin embargo, como el tipo que retorna putStrin es I0 () (es decir, hace una accion
y no devuelve nada) podemos omitir asignar el resultado a un valor cualquiera.
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