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Resumen

En este trabajo de fin de grado sobre la codificacion de la informacion queremos introducir
al lector los conceptos basicos de la codificacién asi como las distancia minima, las formas de
medir la calidad de un cédigo, como optimizarlo e incluso extenderlo.

También mostrar los teoremas y lemas necesarios para poder comprender las codificaciones
mas elementales como son las lineales y las ciclicas.

Por otra parte, nos adentraremos en los cédigos ciclicos que tienen una gran importancia
debido al uso y estudio que tienen en la actualidad. Mostrando asi, por que debemos buscar
generadores de codigos dotados de estructuras matematicas que puedan facilitar, agilizar o
menguar la cantidad de recursos necesarios para su decodificacion.

Finalmente, buscaremos introducir los cédigos cuasi-ciclicos, que requieren de una estructura

algebraica mas potente y complejidad, y, dejar las puertas abiertas a una mayor profundizacién
en este tipo de cédigos ampliamente utilizados en la actualidad.
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Capitulo 1

Introduccion

A partir de la creacién de los ordenadores llegé una nueva forma de tratar la informacién,
y con ella, millones de avances y de nuevos problemas a resolver que crearon nuevos campos de
investigacion. Estos nos permitieron manejar increibles cantidades de informacién por segundo,
enviar datos de una parte del mundo a otra en cuestién de milésimas de segundo, se abrieron
las puertas a una nueva era.

No obstante, estos avances se apoyaron en uno de los pilares mas importantes que utilizamos
hoy en dia para poder transmitir, almacenar y encriptar informacion, la teoria de codigos.

Una de las aplicaciones més utilizadas recientemente es en Local Recovery Codes[l], es decir,
recuperacion local de cédigos. Este proceso consiste en la recuperacién de informacion tras la
calda de uno o varios servidores a partir de la informacién almacenada en sus otros servidores.

El algoritmo utilizado tras la caida de un solo servidor suele tener un tiempo de recuperacién
notablemente mas rapido que para varios. En cambio, para pérdidas de informacién de mas de un
servidor tomara un mayor tiempo en recuperarse, no obstante, cubrird igualmente la necesidad
de restablecer la informacién.

Por dltimo, cabe remarcar que el uso de cédigos tiene una gran cantidad de campos de
estudio con todo tipo de propiedades con muchas aplicaciones. Es por ello que cada vez es mas

importante profundizar en este tipo de campos.

Por otra parte expondremos la estructura consolidada en este articulo, describiendo las
partes de cada punto a tratar.

Primeramente explicaremos las bases y conceptos bésicos de la teoria de la informacién asi



como la estructura de diferentes cddigos lineales, sus parametros, codificacién y decodificacién.

A continuacién, hablaremos de la manera en que transformaremos los conceptos en objetos
matematicos, asi como el mensaje, el cddigo o la cantidad de informacion que emitimos en cada
transmision.

Los diferentes canales sobre los que podemos enviar dicho flujo de informacién, ya sea sobre
un canal con ruido, o, para la explicacién de conceptos mas simples utilizaremos un idilico canal
sin ruido.

Una vez introducidos los canales con ruido empezaremos a hablar de distdncia de Hamming
y distancia minima con tal de calcular la seguridad de un cédigo ante las alteraciones durante
la transmisién.

Finalmente, expondremos la estructura de los cddigos lineales, haciendo hincapié en los
codigos de Hamming y de Golay y terminaremos con los cddigos ciclicos profundizando en los
cuasi ciclicos.

1.1. Historia de la codificacion

La historia de la codificacién de la informacion nace en el ano 1948 tras la publicacion de
Claude Elwood Shannon de A Mathematical Theory of Communication|3]. Este libro describe
una forma de convertir los procesos de transmisién en matematicas.

Una de las ideas en las que se basa dicha teoria es que a la hora de la transmisién de la infor-
macion, el contenido seméntico del mensaje debe ser totalmente independiente del tratamiento
de dicha informacién.

Por otra parte, y citando al autor de dicho libro «La caracteristica fundamental de la infor-
macion es que puede ser transmitida».

Para Shannon, el estudio de la teoria de la codificacion de la informacién implica el estudio
matematico de procesos de transmisiéon de mensajes y la medida de la cantidad de informacion
que contienen.

Para obtener informacién digital, primeramente, necesitaremos transformar la informacién
analdgica (libros, mapas, fotos...) en digital (paginas web, libros electrénicos, periédicos digitales,
videos, audios...) utilizando diferentes recursos como pueden ser escéneres, grabacién digital,
camaras de fotos...



Uno de los primeros problemas que encontramos fue cémo almacenar informacién que re-
queria una gran cantidad de espacio de la manera méas éptima posible.

Con tal de ponernos en contexto, con la aparicién de los primeros satélites capaces de captar
imagenes, no obstante la calidad de estas no era la mejor ya que para guardar una fotografia
de alta calidad requeria un mayor espacio.

Es decir, una imagen con una resolucién de 15 metros por 15 metros de precisién no podia
ser comparable a una de 82 centimetros por 8 (cada pixel tiene una resolucién de 82x82
centimetros) tal y como se muestra en la imagen sacada del articulo[5].

(a)

Cuadro 1.1: Resolucién de imagen 15x15 metros y 82x82 centimetros respectivamente.

No obstante, no siempre hemos podido almacenar la informacién en lujosos ordenadores
capaces de entender cualquier formato de informacién, por ello, se hizo uso de CDs, DVDs o
disquetes entre otros.

Estos instrumentos capaces de almacenar una serie de datos que mas tarde podriamos re-
cuperar sigue los mismos principios de codificacién a los utilizados actualmente:

1. Estructura y pardmetros: Se define una estructura estandar para la transmisién de la
informacién. En el caso de los CDs, en 1968 se reunieron 35 grandes fabricantes de CDs[4]
para la unificacién de criterios.

2. Codificacion: Se define una estructura de codificacién de los mensajes eficaz para el tipo
de necesidad que tengamos. Los CDs estdn construidos con policarbonato, gracias a ello
la informacién puede grabarse con un ldser a alta potencia. Ademds, como ya hemos
puntualizado, sigue las bases de la codificaciéon ya que este se graba en formato binario
sobre el disco[4], representando por 0s o 1s la informacién dependiendo de la cantidad de
tinte que calentaba el laser en cada parte del disco.
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3. Decodificacion: Gracias a la definicién de un estandar, se podran leer los datos almacenados
en sus distintos dispositivo de recuperacién de informacién.

Modos de codificacién de un mensaje

Mas alla de los problemas que podamos encontrar en un canal, dependiendo de la nece-
sidad que tengamos a la hora de transmitir un mensaje utilizaremos unos u otros modos de
codificacién.

s Compresion de la informacion: Utilizar el menor espacio posible para almacenar la infor-
macién.

= Codificacion contra errores: Aplicar la menor redundancia posible para conseguir un c6digo
corregible ante canales con ruido.

= (Clifrado: Trata de asegura la confidencialidad del receptor.

Estos modos de codificacién pueden estudiarse independientemente aun que en la practica
tienden a generar intersecciones. No obstante, debido a su increible crecimiento se han convertido
en tres grandes campos:

= Teoria de la Compresion de Informacion
= Teoria de Cddigos Correctores de errores

= Criptologia

1.2. Contexto y motivacion del proyecto

En este trabajo mostraremos la teorfa de la codificacion desde cero considerando que el lector
tiene una pequena base matematica sobretodo en los campos del dlgebra lineal y conmutativa,
puesto que seran la base de los codigos que estudiaremos en los ultimos capitulos.

El objetivo serd introducir al lector en el mundo de la codificacién, transformando los con-
ceptos de la transmision y codificacién en objetos matematicos, dotar los cédigos de estructuras
algebraicas que nos permitan utilizar como herramientas para hacer mucho mas éptima su
codificacién, compresién y decodificacion.
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Una vez consolidados los conceptos méas béasicos comenzaremos con cédigos que utilizan los
algebra lineal, aprovechandonos de sus propiedades.

A continuacién definiremos una estructura un tanto mas compleja puesto que encontraremos
matrices cuya estructura se encontrard basada en el dlgebra conmutativa, la cual nos dard una
mayor cantidad de herramientas y nos permitira definir su estructura a partir de la cantidad de
errores que queramos corregir.

No obstante, este tipo de codigos se vera condicionado por la cantidad de letras del alfabeto
utilizado, es por ello que encontraremos una nueva estructura que contendra a esta anterior, los
c6digos cuasi-ciclicos.

Los cédigos cuasi-ciclicos contendran algunas propiedades algebraicas que nos brindan los
ciclicos puesto que su matriz generatriz se basara en unién de varios de estos, por otra parte,
con tal de tratar con estos deberemos recurrir a las bases de Grobner.

Por otra parte, estos cddigos tienen un estudio que requieren una amplia profundidad y

complejidad, es por ello que en este trabajo nos limitaremos a mostrar los conceptos basicos de
su codificaciéon y una explicacién de como se forma su estructura.
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Capitulo 2

Introduccién a los cédigos

2.1. Conceptos previos

Como ya sabemos, para poder codificar la informacién debemos transformarla en una serie
de simbolos que nos permita el tratamiento de dicha informacién.

Por ejemplo, en nuestro ordenador podemos codificar el nimero nueve por el simbolo 9. De
igual manera, podemos utilizar el cédigo binario, 1001 o cualquier otra forma de codificacién
conocida. El conjunto de simbolos utilizados para representar la informacién le llamaremos
alfabeto.

Para comenzar a emplear términos matematicos, definiremos alfabeto como cualquier con-
junto finito de elementos (3.1.a), y, llamaremos informacion digital a cualquier sucesién de
elementos de un alfabeto (3.1.b).

ABCDEFGHIJ AMIGO CASA

N PISO REVISAR
REMNNOEOR ORDENADOR

STUVWXYZ ESTUDIAR AZUL
(a) (b)

Cuadro 2.1: Ejemplo en el lenguaje espafiol de alfabeto e informacion digital.
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Transmisién de la informacién

Todos los teoremas utilizados en esta seccion se encuentran basados en el libro Codificacion
de la Informacion[2]

A la hora de la transmisién de informacién entre un emisor y un receptor deberemos de
disponer de un canal a través del cual enviaremos nuestro codigo.

El emisor debera codificar la informacién antes de enviarla por el canal (Figura |2.1)). El
receptor, por su parte, obtendrd la informacion codificada y para poder leer el mensaje tendra
que decodificarla.

Por otra parte, tal vez la simbologia utilizada ocupe demasiado, o sea vulnerable a inter-
ferencias o ataques. Por ello, deberemos codificar la informacién de la manera que ma&s nos

convenga, es decir, reescribirla en otro alfabeto siguiendo unas reglas establecidas.

Con tal de saber que formato debemos utilizar, recurriremos a cddigos compresores, codigos
correctores o cddigos criptogrdficos (o secretos) dependiendo de nuestras necesidades..

Figura 2.1: Esquema de emisor, canal y receptor.

decodificacion

emisor receptor

codificacion

Codificacion de alfabetos
Tal y como explicdbamos en el apartado anterior, la manera en que disponemos de la in-

formacién no siempre es la mas éptima a la hora de codificar informacion. Es por ello que
transformaremos la informacion del alfabeto fuente en alfabeto codigo.

Definicién 1 Sea A un alfabeto cualquiera, llamaremos palabra P(A), a cualquier secuencia
finita de elementos de A.
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Definicién 2 Para codificar A = {ai,...,ap} en B = {b1,...,by} utilizaremos la aplicacion
myectiva,

c: A—P(A)

Ademss, cada a; € A se codificard como c(a;) tal que C = Im(c) C P(B) y llamaremos a
cualquier ¢ € C palabra cddigo (o palabra para abreviar).

Figura 2.2: Esquema de codificacién de letras de nuestro alfabeto fuente

A B
A B C . -
D E F $

h 4

F 3
v

Y
L

Nota 1 Uno de los principios logicos de la codificacion es que cada palabra debe ser distinta
a las demds, es por ello que su definicion introduce una aplicacion inyectiva en la que cada
elemento de A tendrd uno solo en el subconjunto C.

Nota 2 FEl tipo de simbolo utilizado a la hora de codificar la informacion nos es totalmente
irrelevante desde el punto de vista matemdtico. La unica propiedad que utilizaremos del alfabeto
B es la longitud del alfabeto.

Es decir, no nos importa si se codifica en digitos, letras, guiones, espacios, etc. Tan solo nos
interesard saber si es un cédigo binario, ternario, decimal, hexadecimal, etc.
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Definicion 3 La longitud de una palabra indica el nimero de simbolos necesarios para compo-
nerla.

Definicion 4 La longitud de una palabra puede ser en bloque, si todas las palabras tienen la
misma longitud n, o variables, si cada palabra tiene una longitud diferente.

Codificaciéon del mensaje

Como bien hemos explicado para codificar un alfabeto tendremos que aplicar una codificacién
C sobre cada simbolo de nuestro alfabeto A. No obstante, en la practica, nuestro objetivo no
sera transformar letras si no palabras.

Con este nuevo problema definiremos una nueva aplicacién no necesariamente inyectiva ¢’

tal que,

d: P(A) — P(B)

De manera que ' (aj, a4, ...a;, ) = c(ai, )c(ag,)...c(a;,) (Figura

Figura 2.3: Esquema de codificacién de palabras en el alfabeto fuente

A B
A B C oo
D E F ., S

v

- $, A, 5%
CASA SALIR o
ROJO VIDA | :
DOBLE CAER § - 885 - -
—
C(A) = Im(C)
) P(B) ”

16



Decodificacién del mensaje

A la hora de decodificar un mensaje (transformar la codificacién recibida en el alfabeto
fuente) solo la podremos realizar en caso de recepcién de una sola letra o si el cédigo es de
decodificacién tnica.

Con tal de entender el problema que encontramos cuando queremos decodificar un mensaje
pondremos un ejemplo.

Ejemplo 1 Como sabemos, la codificacion de cada palabra o letra debe ser inica, en cambio a
la hora de la decodificacion no siempre tiene por que cumplir esta regla tal y como mostramos
a continuacion,

Supongamos que tenemos la siguiente codificacion:

Al O
B | 10
C | 101

Cuadro 2.2: Tabla de codificacion de ejemplo I

Por tanto, al recibir el mensaje 1010, una posible decodificacion podria ser BB y otra CA.

Decodificacién tnica

Tal y como hemos hablado, hay una serie de cédigos con la propiedad de que tanto su
codificacién de palabras como su decodificacién son tinicos, matematicamente, este suceso se
genera cuando ¢’ es una aplicacién inyectiva.

Por otra parte, los cédigos de mayor uso suelen ser de este tipo ya que lo que nos interesa

es una decodificacién tnica. Los cédigos en bloque siempre tienen una decodificacién unica, en
cambio otros como el Morse utilizan espacios para separar las letras.
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2.2. Medida de la informacion

Con tal de tratar la informacién nos interesard medir la cantidad de veces que aparece un
simbolo del alfabeto fuente en los mensajes emitidos, para ello utilizaremos distribuciones de
probabilidad.

Definicién 5 Definiremos una distribucion de probabilidad sobre A = {a1,as,...an} tal que
para cada a; € A p; = prob(a;) y cumpliendo con las propiedades:

1.Vp,eR 0<p; <1

2.p1+p2+..pm=1

Definiciéon 6 Llamaremos fuente de informacion F al conjunto de un alfabeto fuente A y su
respectiva distribucion de probabilidad p1,pa, ..., pm sobre A tal que prob(a;,...a;.) = pi,...Di,., Ya
que se asume que son sucesos independientes.

Partiendo de esta idea, si hemos recibido un mensaje compuesto de Os y 1s, tomariamos un
alfabeto A = {0, 1} con probabilidades p; y p2. No obstante, otra posibilidad podria ser tomar
el alfabeto A2 = {00,01,10,11} cuyas probabilidades serfan,

P = pP1p1
Py = Pp1* D2
P3 = P2 * P1
Py =Dp2* D2

Y podriamos continuar asf hasta generar cualquier A*.

Definicién 7 Sea la fuente de informacion F asociada al alfabeto A = {ay,...,am} y con una
distribucion de probabilidad p1,...pm, definimos como extension k-ésima de F a la fuente de
informacion F* cuyo alfabeto fuente serd A*, y por tanto, su distribucién de probabilidad serd
prob(a;,, ..., ai,) = Diy..-Dij,, tal y como mostramos en el ejemplo anterior.

Medida de la informacion

Para explicar el concepto de medida de informacién definiremos primero una fuente de
informacién. Esta fuente se basara en el comportamiento de una moneda ideal, es decir, A =
{0,1} representando 0 como cara y 1 como cruz y con una probabilidades p(0) = % yp(l) = 3.

18



A la probabilidad de que aparezca cierta informacién le llamaremos cantidad de informacion,
y, en nuestro caso, I("cara”) =0,5y I("cruz”) = 0,5.

Definicion 8 Llamaremos bit a la cantidad de informacion que nos ofrece cada uno de los
simbolos que componen una fuente de informacion con dos simbolos equiprobables.

Definicién 9 Sea el alfabeto fuente A = {aq,as,...am} y las probabilidades p, ..., pm definire-

mos I(a;) como la cantidad de informacion del simbolo a; y debe cumplir las siguientes propie-
dades:

1. I(a;) solamente dependerd de sus pardmetros a; y p;.

2. La funcion I se encontrard definida en el intervalo (0,1] ya que p; € (0,1] exceptuando el
0 puesto que I(0) = oo.

3. Para cada par a;,a; € A, I(ai,a;) = I(a;) + I(a;) porque la fuente no tiene memoria.

4. I serd una funcion decreciente, cuando mds improbable un suceso, mayor informacion
aportard.

Nota 3 Debido a la propiedad 1, podremos representar la cantidad de informacion tanto como
I(a;) como por I(p;).

Proposicién 1 Sea la funcion f: (0,1] — R tal que,

1. f es decreciente

2. fley) = f(@) + fly)  Va,y e (0,1]
Entonces 3k > 0 constante tal que f(x) = kin(x)

Por ejemplo, para medir la informacién del cédigo ASCII que cuenta con 256 caracteres cuya
codificacién binaria implicara entonces 8 bits (log2(256) = 8)

Corolario 1 I(p;) = —loga(p;) = logz(pi) (bits)

i
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Entropia

Ademids de saber la cantidad de informacién que aporta cada simbolo de nuestra codificacién,
también querremos calcular una media méas general a la que llamaremos entropia.

Definicién 10 Dada una fuente de informacion F, con un alfabeto A = {aq,as, ...apm} y cuyas
probabilidades son pi,...,pm, definiremos la entropia al resultado de la siguiente operacion,

H(F) =00 pil (pi) = Y02, pilog(5)-)

Es decir, la suma de la probabilidad de que aparezca cada simbolo por la cantidad de infor-
macion que desprende.

Ejemplo 2 Continuando con el ejemplo de la moneda, la entropia de dicha fuente de informa-
cton se calcula de la siguiente manera,

1 1
)+ 0,5log(

0,5 0,5) =2

H(Fmoneda) = pcaral(pcara) + pcruz[(pcruz) = 075l09(

Nota 4 Puesto que la entropia de F depende inicamente de p;, la denotaremos como H(F') o
H(p1,...,pm) indistintamente.

Nota 5 En caso de que cualquier p; = 0, encontraremos el siguiente problema pilog(p%) =

0log(%). Con tal de evitarlo, por convenio, acordaremos que Olog(g) = 0.

Notacion 1 Los logaritmos utilizados son todos en base 2, y, con tal de simplificar, escribiremos
log(z) en vez de loga(x). En caso de excepcion se escribird su debida base.

Lema 1 Dadas dos distribuciones de probabilidad p1, ..., pm Y q1, .-, @m Sobre A,

= 1 . 1
ZPz’lOQ(f) < Zpilog(f)
=1 Di im1 qi

con igualdad si y solo st, p; = q;-

20



Teorema 1 Sea F' una fuente de informacion asociada al alfabeto A de m simbolos diferentes
y cuya distribucion de probabilidad es p1, ..., Dm,

0 < H(F) <log(m)

1. HF)=0 < Ji:p; =1

2. H(F) =log(m) <= p; = LVi

Proposicién 2 Sea la fuente extendida F*, entonces

H(F*) = kH(F)

Extension

Con tal de poner un uso peculiar en el que se utiliza el concepto de medicién de la informa-
cién para ataques a cédigos cuya codificacién se hace independientemente simbolo a simbolo y
donde conocemos el idioma utilizado de la informacién fuente, expondremos una metéafora para
entender el problema y una explicacién mas técnica al final pondremos el siguiente ejemplo.

Supongamos que tenemos tres vasos puestos hacia abajo, en uno de ellos tenemos una bola
y nuestro objetivo es encontrar en que vaso se encuentra.

En un modelo hecho con vasos totalmente opacos las probabilidades serian de %, es decir,
ningun vaso revela mas informacién que los otros y es por ello que puede considerarse un modelo

practicamente aleatorio, lo cual buscaremos a la hora de encriptar mensajes.

Ahora imaginemos que uno de esos vasos es transparente, es decir, este vaso nos revelaria
una gran cantidad de informacion, lo cual es malo para el modelo y si la bola se encuentra en
este vaso podriamos acertarlo sin problema. O imaginemos que cada vaso es de un color y hemos
observado en anteriores juegos que el trilero tiende a poner la bola en el vaso azul, esa pequena
dosis de informacién nos ayudaria a la hora de decidir.

Finalmente, que pasaria si tuviésemos dos vasos transparentes, es decir, que aporten una
gran cantidad de informacién. Basicamente seriamos de capaces de acertar siempre el resultado
ya que gracias a la informacién que revelan algunas partes podriamos ser capaces de desvelar
todo el juego.
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Similarmente pasa con los cddigos, un cédigo seria mas seguro cuanto menor informacién
revele, ya que si tenemos un mensaje codificado en espanol(también podriamos utilizar el mismo
procedimiento para otros idiomas) con la premisa de que la codificacién se hace individualmente
caracter por caracter.

Algoritmo 1 Utilizaremos el siguiente procedimiento a la hora de decodificar la informacion,

1. Buscaremos una tabla de cuales son las letras con mayor concurrencia en los textos en
espanol.

2. En el codigo interceptado buscaremos en que porcentajes aparecen cada patrén de codifi-
cacion.

3. Finalmente sustituiremos cada patron por su correspondiente letra, y serd con alta proba-
bilidad un texto similar al original, exceptuando errores puntuales.
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2.3. Tipos de canales

En este apartado estudiaremos el comportamiento y problemas de la codificacion a través
del canal. Empezaremos con canales sin ruido con los que podremos explicar las bases de la
transmisién y una vez explicados dichos conceptos, procederemos a introducir otros factores a
tener en cuenta puesto que un canal sin ruido es un tanto idilico en la practica.

2.3.1. Canales sin ruido

En esta subsecciéon hablaremos de las implementaciones de diferentes cédigos sin tener en
cuenta el ruido que podria causar el canal.

Cédigos instantaneos

Con tal de buscar codigos de codificacién tnica podemos utilizar dos métodos,

1. Utilizar separadores. No es muy recomendable puesto que siempre buscaremos el codigo
mds compacto posible.

2. Utilizar palabras que no sean prefijos de otras. Fs una mejor opcion que explicaremos a
continuacion.

Definicion 11 Un cddigo serd de tipo instantdneo si ninguna palabra es prefijo de otra.

Ejemplo. Utilizando los datos del ejemplo podemos ver como al decodificar la palabra
100, leerd los dos primeros caracteres 10 y puesto que hay dos palabras posibles (10 y 100)
deberd leer el siguiente cardcter para saber a que letras se refiere.

Dado este otro ejemplo,

Al O
B |10
cl|1

Cuadro 2.3: Tabla de codificacion de ejemplo 1
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Podemos observar que al recibir la misma palabra 100, en el momento en que el decodificador
lea 10 sabra inmediatamente que se refiere a la letra B y al leer el 0 restante que es la letra A.

Proposicién A partir de esta informacion facilmente podremos deducir que todo cédigo
instantaneo tiene decodificacion tnica.

Gracias a esta propiedad de los cédigos instantaneos podremos utilizarlos para decodificar
mensajes en directo, es decir, no necesitaremos tener todo el mensaje para empezar a decodificar.
Este tipo de cédigos son utilizado en television, lineas telefénicas, streamings, etc. Opuestamente,
la mayoria de codificaciones necesitan recibir todo el mensaje para su decodificacién.

Teoremas de Kraft y McMillan

La condicion necesaria y suficiente para que exista un cédigo g-ario instantdneo con m
palabras cédigo de longitudes Iy, ..., 1, tal que I; > 1 es que verifique,

gh4+ . +qgm<1

Ejemplo. Veamos si existe una codificaciéon binaria instantdnea de los niimeros del 1 al 3
de longitud de cada palabra cédigo 1.

27 lpolyo o l=9>

Por tanto, no existe ningin cédigo instantdneo que satisfaga tales condiciones.
Desigualdad de McMillian

Todo cédigo g-ario de con m palabras de longitud {1, ..., 1, tal que [; > 1 con decodificacién
Unica verifica la desigualdad de Kraft.

Es decir, que ante un cddigo que satisface las condiciones nombradas anteriormente (la
existencia de un codigo de decodificacion tunica, longitudes de palabra [, ..l,, y que cumpla
la desigualdad de Kraft), podremos garantizar que entonces existe un codigo instantdneo que
cumplird dichas condiciones y que sera el mas éptimo que podremos encontrar.

Longitud media de un cédigo

El objetivo que perseguiremos a partir de este punto sera hacer el cédigo instantaneo con
menor longitud de cédigo posible, para ello utilizaremos la siguiente definicion.
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Definicion 12 Llamaremos longitud media de C al resutlado de la siguiente operacion,

I(C) = Z pil;
i—1

por tanto, un mensaje de n simbolos contendrd una media de nl(C') simbolos cédigo.

Definicion 13 Dada la fuente de informacion F y un codigo instantdneo g-ario C, denotaremos
a la menor longitud media como l4(F).

Ademads, consideremos que un cédigo es dptimo si [(C)

ly(F)

Con tal de poder ayudarnos a acercarnos a una mejor cota para nuestro cédigo utilizaremos
una serie de proposiciones y teoremas.

Proposicion 3 Dada la fuente de informacion F y un codigo instantdneo g-ario C', entonces

Proposicion 4 Dada la fuente de informacion F y un codigo instantineo binario C, este
verifica,

I(C) > H(F)

Teorema 2 Teorema de Shannon para canales sin ruido

Sea F cualquier fuente, entonces,

=

(F) H(F)
log(q) = fa(F)

IN

Corolario 2 Ademds toda fuente F, verificard
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koo k log(q)

Ejemplo 3 Con tal de aplicar algunos de estos conceptos definiremos A ={0,1} v,

c(00) = 100

prob(0) = 0,3 c(01) =11

{ prob(1) = 0,7 c(10) =101
c(11) =0

Por tanto, la longitud media de este codigo serd de,

1(100) =3 prob(00) = prob(0)prob(0) = 0,3 x 0,3 = 0,09
— 1(100)prob(00) = 3% 0,09 = 0,27
I(11) =2 prob(01) = prob(0)prob(1) = 0,3 x 0,7 = 0,21
— 1(11)prob(01) = 20,21 = 0,42
[(101) =3 prob(10) = prob(1)prob(0) = 0,7 % 0,3 = 0,21
— 1(101)prob(10) = 3% 0,21 = 0,63
[(0) =1 prob(11) = prob(1)prob(1) = 0,7 % 0,7 = 0,49
— 1(0)prob(11) = 1% 0,49 = 0,49
Es decir, la longitud media de C' serd 0,27 + 0,42 4+ 0,63 + 0,49 = 2,57.
Luego supongamos que emite un mensaje de n simbolos, el mensaje tendrd una longitud

media de 2,575 = 1,285n simbolos.

Nota 6 Para el calculo de la longitud media de un mensaje hemos multiplicado por la fraccion
% (en este caso r = 2) porque al encontrarnos en F? tomaremos la codificacion de los simbolos

de 2 en 2 (00,01...).

Definicion 14 Dado un cddigo g-ario C' de la fuente F', llamaremos eficacia de un codigo n,
a la capacidad de comprimir la informacion, y lo calcularemos de la siguiente manera,
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tal que n(C) € [0,1]

Nota 7 Utilizando el ejemplo expuesto anteriormente donde la media de informacion por pa-
labra es 2,575, vamos a suponer la siguiente formula general I(C)% y que el cédigo C' tiene una

2
I(C)=m.

Podemos observar que a mayor extension de la fuente, mds crecerd la v (F"), y por tanto
al aumentar el denominador de la fraccion, mds reduciremos la longitud media del mensaje,
pudiendo aproximar su eficacia altamente a 1.

No obstante, a mayor longitud, mds dificil serd poder manejar los codigos y los codificado-
res utilizardn un tiempo excesivo si la extension es demasiado grande, por tanto, siempre nos
interesard buscar un equilibrio entre eficacia del codigo y velocidad de codificacion

Construccion de cédigos optimos

Con tal de construir cédigos lo més 6ptimos posibles vamos a utilizar el método de Huffman,
primeramente para cddigos binarios y posteriormente daremos una explicaciéon de los cédigos
Optimos no binarios.

Cdédigos 6ptimos binarios

El planteamiento utilizado a lo largo de esta seccion serd el siguiente, una fuente de infor-
macién F' con m simbolos A = {ay, ..., a,,} asociados a sus respectivas probabilidades p1, ..., pp,

Y P12 2 P
Con tal de construir un cédigo éptimo binario de F' utilizaremos el método de Huffman.
Definicion 15 Definiremos fuente reducida, notado por Fyy a la fuente asociada al alfabeto
A ={ay,...,am—1}, con las probabilidades prob(ay) = p1, ..., prob(am—2) = pm—2, prob(am—1am) =
Pm—1+ pm y dado C(qy un cédigo dptimo, entonces, si definimos C' como,
c(a1) = c(y(a)
c(am-2) = €(1)(ay-2)
c(am—1) = ¢(1)(am_1)0
c(am) = c(1y(am_1)1
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entonces C' también sera un cédigo éptimo.
Teorema 3 5i C(1) es un cddigo dptimo para (1), entonces C' también lo es para la fuente F'.

Lema 2

Z(C) = Z(C(l)) + Pm—1+DPm

Lema 3 Sea C' un cddigo dptimo con longitudes de palabra ly,...,lym y p1 > ... > pm, entonces
I <. <l

Lema 4 FEzxiste un codigo optimo tal que la codificacion de apm—_1yan, solo se diferencian en el
ultimo bit.

Cédigos 6ptimos no binarios

Para la construccion de cédigos 6ptimos no binarios utilizaremos una adaptacién del mismo
procedimiento, es decir, en cara reduccién de codigo utilizaremos los ¢ cdigos menos probables.

Puesto que en cada reduccién el cédigo perdera en ¢ — 1 el niimero de elementos de la fuente,
esta solo serd posible ante una cardinalidad de cédigo m : ¢ — 1|m

Con tal de poder encajar esta reducciéon dentro de un cédigo de longitud m, en la primera

reducciéon que hagamos, y por tanto, la menos importante a priori, solamente colapsaremos los
d primeros elementos tal que ¢ — 1|/m — d, y de esta manera las cuentas nos cuadran.

2.3.2. Canales con ruido

La situacién a partir de este punto tendra en cuenta un canal que distorsionara la informa-
cién, de manera que el mensaje enviado no serd igual al recibido y deberemos tratar de encontrar
los errores y corregirlos para leer el mensaje. Los cddigos utilizados para este fin son llamados
Cddigos correctores de Errores.

Tipos de errores

A partir del tipo de alteraciones del mensaje distinguiremos entre,

= errores, los simbolos que recibiremos serdn diferentes a los enviados.
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= borrones, simbolos ilegibles que no podremos interpretar pero si detectarlos.

Representaremos como U los errores cuya posicién es conocida.

Por otra parte, dependiendo de la periodicidad de los errores encontraremos,

= errores/borrones aleatorios, aparecen de forma aislada y siguen un patrén aleatorio a lo
largo del mensaje.

» errores/borrones a rdfagas, aparecen en posiciones consecutivas en ciertas partes del men-
saje recibido.

Descripcion de un canal con ruido

Notacion. Notaremos los diferentes elementos que vamos a utilizar como,

= Conjunto de los simbolos de entrada — A = aq, ..., am
= Conjunto de los simbolos de salida — S = s1, ..., sp

= La probabilidad condicionada de que dado un simbolo s; de salida este se corresponda con
aj tal que j =1,...,hj =1,...,m — prob(s;|a;)

Si no encontramos borrones en el cédigo recibido, entonces S = A (s; = a; 17 € {1,...,m}),
por contra, si si los hay S =AU{U} (s; =a;: i €{1,....,m}, $m+1 = L)

El modelo de canal que seguiremos sera discreto, puesto que emitiremos una senal por unidad
de tiempo y sin memoria, ya que cada senal es independiente de la siguiente.

También podremos calcular probabilidad de cada simbolo del alfabeto de salida,

prob(s;) = Zprob(aj)prob(si|aj)
j=1

Capacidad de un canal
Al encontrarnos ante un canal con ruido, somos conscientes de que cada simbolo enviado
puede perder informacién. Una alta pérdida de informacion podria dar lugar a un canal de

imposible comunicacion.
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Es por ello que nos interesara medir la capacidad del canal, es decir, la probabilidad de que
introduciendo un simbolo a; obtengamos el simbolo s;, con tal de calcular la calidad de un
canal.

Por tanto, aplicando las leyes de Bayes,

prob(a; ~+ s;) = prob(a;j)prob(s;|a;) = prob(s;)prob(a;|s;)

prob(a;)prob(si|a;)

Despejando prob(aj|s;) — prob(a;|s;) = o (50)

Ahora trataremos de adaptar estos nuevos conceptos a los ya definidos en los canales sin
ruido, acercandose mas a la realidad ya que tendremos en cuenta los errores que el canal puede
causar.

Por ejemplo, aplicando el concepto de entropia, obtenemos la férmula,

1

( |5) ZPTOb(a]’S)Og(pTOb((lj|Si)

j=1
Definiciéon 16 Definiremos la entropia de la entrada A condicionada por la salida a,

m+1 m

HA|S) = Z Z rob(a; ~ s;)log(

_ bits/simbol
prob(aj|si)> (bits/simbolo)

Definicion 17 También podremos calcular aprorimadamente la cantidad de informacion que
perdemos en cada transmision a causa del canal restando la cantidad media de informacion que
deberiamos recibir (I(A)) con la realmente recibida I(A|S).

Ejemplo 4 Con tal de ver con mayor claridad el uso de este ultimo concepto supongamos que
la cantidad media de informacion que enviamos es H(A) = 1 y de la informacion recibida es
H(A|S) =0,25.

Utilizando la formula definida anteriormente, I(A]S) = 1—0,25 = 0,75, es decir, la cantidad
media de informacion que que recibiremos perderd un 75 % respecto de la original.

Definicion 18 Definiremos la capacidad del canal C a,
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C= mazx  I(A|S)
P1ly---yPm € [07 ]-}
PLt AP =1

Canales simétricos

Definicién 19 Llamaremos canal simétrico a un canal cuya p;j = prob(sila;) y tanto las filas
como sus columnas de la matriz (p;j) tienen los mismos valores pero en distinto orden.

Ejemplo 5 Pondremos a continuacion un ejemplo de matriz simétrica 2x2,

<1]—)p szp) (2.1)

Proposicién 5 Dado un canal simétrico,

1. 3h constante, : H(S|a;) = hVj € {1,...,m}

2. C =log(#S)—h

Y, a partir de la anterior proposicion podemos deducir que la capacidad de un canal simétrico
binario es

C=1-H(p) =1+ plog(p) + (1 — p)log(1 — p)

Correccién de Errores

Las bases en la codificacién para la corregir errores se basan en utilizar cédigos en bloque
con redundancia que nos ayudaran a posteriori a encontrar errores en el mensaje recibido.
Ejemplo 6 Con tal de entender de una manera muy sencilla el uso de la redundancia de los

codigos, supongamos que tenemos la siguiente tabla,
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A |00
B |10
cl1

Cuadro 2.4: Tabla de codificacién de ejemplo I

Y vamos a poner una redundancia, tal que cada bit lo repetiremos 8 veces, de esta manera,
st queremos enviar el mensage 0010 (AB), deberemos enviar 000 000 111 000.

Ahora imaginemos que por errores del canal recibimos el mensaje, 100 000 101 001. Si
sabemos que la probabilidad de error es menor del 50 % en este canal, entonces sabremos corregir

los errores con facilidad.

Por tanto, el nuevo esquema de la transmisién de informacién nos quedara de la siguiente

manera 2.4

Figura 2.4: Esquema de transmisién de la informacién con correcciéon de errores

-

correccion de
errores

l

decodificacion

canal

con ruido

receptor

emisor

codificacion

Nota 8 Cabe recalcar que la parte mds costosa de la decodificacion suele ser la de correccion

de errores.

Cédigos de bloque
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Dado un alfabeto cédigo B y su subconjunto, el cédigo de bloque B™, definiremos sus
elementos en forma de notacién vectorial z = (by,...,by,) : b; € B.

Nota 9 En caso de no encontrar confusiones de notacion x = (by,...,by) — & = by...by.

La teoria de codigos correctores de errores busca la manera de encontrar cédigos con capa-
cidad de corregir el mayor ntimero de errores posibles de la manera mas compacta posible, y,
buscando un equilibrio entre ambos.

Distancia de Hamming (Distancia minima)

Partiendo el ejemplo mostrado anteriormente, este tipo de cédigos correctores se llaman de
repeticion. La propiedad que se busca en estos tipos de algoritmos es que cada palabra serd lo
mas diferente posible a las demas, ya que de esta manera siempre podremos tratar de aproximar
cada cédigo alterado en el cédigo mas similar a esta.

Este planteamiento produce una necesidad de medir cuan diferente son las palabras del

codigo entre ellas, para ello utilizaremos la distancia de Hamming.

Definicién 20 Dado z,y € B",x = (x1,....,2n),y = (Y1, -, Yn), llamamos distancia de Ham-
ming entre r e y a,

d(z,y) =#{i |1 <i<n:z; #y}

Ademds esta aplicacion cumple las propiedades de las distancias,

1. No negativa, d>0yd=0 <= x =y
2. Simetria, d(z,y) = d(y, x)

3. Desigualdad triangular, d(z,y) + d(y, z) > d(zx, z)

Definicion 21 Calcularemos la distancia minima del codigo C,

d(C) =d=min{d(z,y) | z,y € C:x # y} 1<d(C)<n
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Ademds podremos calcular la distancia minima relativa como,

Decodificacion

Tras la emisién de una palabra ¢ € C, recibiremos un vector de n simbolos (algunos de estos
pueden ser L) al que notaremos como y.

A la hora de decodificar seguiremos el siguiente algoritmo,

1. Calcularemos la distancia minima de cada palabra y recibida a las contenidas en el cédigo

C.

2. Convertiremos cada y a su ¢ € C' con menos distancia y decodificaremos el mensaje.

Nota 10 En caso de que varias distancias minimas coincidan el algoritmo fallard. Es por ello
que a la hora de crear una buena codificacion las palabras deben ser lo mds distintas posibles
entre ellas.

Proposicién 6 Dado un codigo en bloque con distancia minima d y longitud de bloque n,

= Podremos detectar t errores, siempre y cuando t < d
s Podremos corregir t errores, siempre y cuando 2t < d
= Podremos corregir s borrones, siempre y cuando s < d

= Podremos corregir t errores y s borrones, siempre y cuando 2t + s < d

Por tanto, para saber cual es la capacidad de correccion de un cédigo C aplicaremos la
siguiente definicién,

Definicién 22 sea d la distancia minima de C, entonces dicho cdédigo corrige |

por tanto lo llamaremos, codigo [%] — corrector.

d—1
=] errores,

34



Tasa de transmisién de informacién

Dado un cédigo C' con longitud n en el alfabeto B de ¢ simbolos y aplicando un poco de
combinatoria basica, podemos deducir que existen como maximo ¢" combinaciones.

Por tanto, un bloque de m palabras tendrd una longitud de al menos logs(m) (cantidad
de palabras que podremos formar con ese bloque) y los restantes, podemos considerarlos como
informacién de control.

Definicion 23 Dado un cddigo C de longitud n y un alfabeto de m palabras con q elementos,
llamaremos tasa de transmision de informacion de C a,

R(C) = logzl(m)

Teorema 4 Teorema de Shannon

Con tal de poder exponer el Teorema de Shannon, supondremos un error de p < 0,5 y un
cddigo binario C de longitud n con m palabras.

Definicién 24 Llamaremos probabilidad de error probey(C) a la probabilidad media de que
una palabra llegue de forma errdnea al receptor. Para ello utilizaremos la siguiente formula,

1
probey,(C) = — g prob(error en la transmision de c)
m
ceC

Ahora supongamos que C' es capaz de corregir una n — upla siempre que hayan menos de
t errores, entonces, la probabilidad de que el mensaje recibido sea erroneo para el método de
decodificacién por minima distancia es,
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Por tanto,

prover(€) <1 (3 ()1 =)

=1
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Teorema 5 Teorema de Shannon para canales con ruido

Dado un canal simétrico binario de capacidad C > 0, Ve € R : ¢ > 0, 3C, cddigo de bloque
de longitud n tal que probe,,(Cy) < € y R(Cy) > C —e.

En particular, 3(Cy)22,, tal que,

lim probe,(Cp) =0 Yy lim R(Cy) =C

n—oo n—oo

Este teorema no deja de poderse interpretar como su parejo en los canales con ruido, es
decir, podemos aumentar la longitud del cédigo hasta casi la capacidad completa del canal con
un error arbitrariamente bajo.

Este teorema es una de las bases m&s importantes sobre las que sustentar la teoria de la
informacién. Aun que el teorema nos indica como deberdn ser los cédigos para optimizarlos al
maximo, no nos muestra la forma en que codificaremos la informacion, y es a partir de aqui
cuando se nos abre un amplio abanico métodos que tratardn de ajustarse al maximo a la cota
de Shannon.

Nota 11 Con tal de tratar los alfabetos como cuerpos finitos y asi poder aplicar disciplinas
sobre la que tenemos mayor control teoria de numeros y dlgebra, precisaremos restricciones
como,

= FEl alfabeto fuente y el alfabeto codigo debe coincidir.

= FEl cardinal del alfabeto q debe ser potencia de un numero primo.
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Capitulo 3

Estructuras Lineales

Junto a la creacién de los codigos de bloque surgié un nuevo problema, los computacio-
nalmente altos costos de la codificacion y decodificacién de estos, junto a la gran capacidad
de almacenamiento que estos requerian. Para la soluciéon de dichos problemas recurrieron a
estructuras algebraicas.

Estructura de los cédigos lineales

Todos las preposiciones, lemas, teoremas enunciados en este apartado se encuentran enun-
ciados y demostrados en el libro[3].

Definicioén 25 Llamaremos cddigo lineal de longitud n sobre Fy al subespacio vectorial Fy'.

Definicion 26 Dado un cddigo lineal C de longitud n cuyo espacio vectorial es de dimension
k y con distancia minima d definiremos pardmetros fundamentales de C' los pardmetros n, k y
d y, por tanto, diremos que es de tipo [n,k,d] o [n,k].

Para calcular la redundancia r la calcularemos con la férmula r =n — &

Sea C' de tipo [n, k,d], definiremos la tasa de transmisién de un cédigo lineal como,

Con tal de codificar la informacién a través de estructuras lineales, utilizaremos una aplica-
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cion f. Esta aplicacion sera lineal, inyectiva e ira del espacio F f al espacio I tal que g es el
sistema de numeracion, k es la dimensién de los digitos a codificar y n la codificacién incluyendo
su redundancia.

.k
fiF/ = CCF/

Como bien sabemos, para realizar la transformacién de la aplicacién podemos definir una
matriz kxn.

Definicion 27 Definimos matriz generatriz de C a la matriz de la aplicacion inyectiva f :
Ff — C C F}' kxn cuyas filas son una base de C'.

Nota 12 La base de un cddigo C no es unica pero todas son semejantes. Para pasar de una
base a su semejante existe una matriz inversible P : G1 = PGoP~! kan.

A partir de estos conceptos deducimos que ahora C' = {aGla € Ff} ya€ F(f y aG € F}
de esta manera solucionaremos el problema de espacio a la hora de almacenar la codificacién
ya que tan solo tendremos que guardar la matriz de conversién G (nk elementos) en vez de ng®
elementos como es el caso de los cédigos en bloque no lineales.

Ejemplo 7 Con tal de entender bien estos conceptos introduciremos el siguiente ejemplo,

G:G ; ?) (3.1)

Como podemos comprobar este cddigo binario (q = 2) tendrd longitud 3 y dimension 2, por
tanto encontraremos ¢® = 22 = 4 que serdn 100,111,000,011 cuya distancia minima d serd 1,
por tanto, el mensaje 01 lo codificaremos de la siguiente manera,

(01) G 2 2) = (111) (3.2)

38



Codificacion sistematica

A veces, con tal de agilizar el proceso de decodificacién trataremos que la primera parte la
codificacién sea la palabra sin codificar y el final los simbolos de control.

Para ello utilizaremos una matriz generatriz de la forma (Ik, C ) tal que I serd una sub-
matriz identidad kxk y C la codificacién de control obteniendo asi para la palabra de a € F(f
la codificacion (a, z).

Definicion 28 Dados dos cédigos C1, Co con longitud n sobre F'? serdn equivalentes si podemos
encontrar una permutacion o de {1,...,n} tal que Cy = {o(c) | c € C1}

Nota 13 Cuando hablamos de o(x) realmente estaremos hablando de (To(1), ...,xa(n)).

De echo, pese a que hayan diferentes permutaciones entre estos dos cédigos, no todos tienen
porqué generar codigos distintos, de echo podemos dividirlos en varios subgrupos, S, con

Aut(C)={o € S, | o(C)=C}
Proposicién 7 Todo equipo es equivalente a uno sistemdtico.

Ejemplo 8 A continuacion vamos a mostrar un ejemplo de cédigo sistemdatico.

Tenemos por ejemplo la matriz,

(1) o

Podemos ver como las columnas 1 y 2 son linealmente dependientes, por ello vamos a hacer
la permutacion de la columna 2 con la 3, y la matriz queda de la siguiente manera,

G’—G (1) 1) (3.4)

Una vez obtenidas las primeras k filas independientes, haremos una serie de operaciones
elementales con tal de estandarizar la matriz,
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Matriz de control
También podemos definir el subespacio vectorial Fi' en el que nos encontramos como un

sistema de ecuaciones implicitas.

Definicién 29 Dado el vector x € Fj' llamaremos matriz de control H de C' a la matriz que
verifica,

Hzt =0

Nota 14 Si C es un cddigo de tipo [n, k| entonces H tiene tamano (n — kan) y rango n — k.

Proposicién 8 Sean las matrices G generatriz y H de control, entonces GHT = 0.

Nota 15 Dada una matriz generatriz G = (Iy,C) = H = (=C* I,_}), por tanto, una matriz
de control serd de la forma estdndar st es (B, I,_y).

Definicién 30 Dado x = (x1,...,xy,) € Fy llamamos soporte de x a,
sop(z) ={i|1<i<n:z; #0}
Llamaremos peso de Hamming de x a
w(z) = #sop(x) = d(z,0)
Podemos observar que estamos definiendo la norma de F' como w con la distancia asociada

a esta d.
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Ejemplo 9 Para que quede claro una breve aplicacion de este concepto.

Supongamos que tenemos un dos codificaciones c1,co € C tal que ¢; = (10010), que co =
(11011) y & = c2 — ¢; = (01001).

Aplicando la definicion de soporte, buscaremos en que posiciones x; # 0, en este caso serd
en la posicion 2 y 5, por tanto, sop(x) = {2,5}.

Ahora apliquemos la definicion de peso w(x), es decir, cuantas posiciones hemos encontrado
al calcular el soporte. #sop(x) = w(x) = 2. Por tanto el peso es 2 y tal y como podemos
observar son la cantidad de digitos que difieren ¢y de co, Tras esta observacion vamos a mostrar
una definicion y un lema que refleja este resultado.

Definicion 31 Podemos definir la distancia minima del codigo C' como,

w(C) =min{w(c) | c € C,c # 0}

Lema 5 En un codigo lineal, la distancia minima es igual al peso minimo.

La siguiente proposicion ha sido sacada del articulo Introduccion a la teoria de cddigos [0].

Proposicién 9 Dado un (n,k)—cddigo lineal y H, una matriz de control. La distancia minima
serd de al menos d > r st, y solo st dadas cualesquiera r columnas de H estas son independientes
entre ellas r a r.

Corolario 3 Dado el cédigo C cuya matriz de control es H,

d(C) = min{#{ columnas linealmente dependientes de H}}

Ejemplo 10 Dada la siguiente matriz de control H vamos a tratar de calcular la distancia
minima del cddigo asociado.

(3.6)

O = O
o O =
— o O
—_ = O
O =
= o O



Puesto que es una matriz de dimension 3, el nimero mdzimo posible de columnas linealmente
independientes serd 3.

Como las tres primeras columnas son la base < (100),(010), (001) >, vemos que estas 3
columnas serdn independientes. Ahora, recurriendo a la proposicion previamente anunciada,

tenemos d —1=3 — d =4, con 4 columnas linealmente dependientes.

Por tanto la distancia minima serd de al menos 4.

Dualidad

Podemos interpretar la matriz de control H del cédigo C' como una matriz generatriz. El
cédigo que esta genera lo llamaremos cddigo dual y lo denotaremos por C.

Ademsés como GH! = 0 = HG! = 0, por tanto, G serd una matriz de control para Ct.
Proposicién. Dado C un cédigo lineal, y C* su dual, entonces C'y C- son perpendiculares.

Nota. Puesto que la forma bilineal es simétrica y no degenerada,

(cHt=cC

Por otra parte, la interseccién entre un cédigo y su dual no tiene porqué ser el conjunto
vacio, tal y como podemos mostrar en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 11 Dado (1,1) € F§ — (1,1) x (1,1) = (0,0) =0 = (1,1) € C y (1,1) € C*.

Por tanto, a veces, C N C+ # 0, e incluso puede llegar a darse que C = Ct, pero, puesto
que k =n—k — n =2k = la longitud de C' deberd ser par.
Definicion 32 Lilamaremos codigo autodual al cédigo C tal que,

C=cCt

Polinomios de pesos
Con tal de calcular los pesos de cada palabra de C' consideraremos,

42



a;(C) = a; = #{c € C|w(C) =i}
Nota 16 Podemos deducir que ag =1 Vi€ {1,...,d} y que >} ja; = qr.

Definicion 33 Llamaremos polinomio de pesos de C' a,

W(X)= i a X' =Y xv
=0

ceC

es decir, W(X) serd un polinomio donde el coeficiente serd la cantidad de cédigos cuyo peso
viene marcado el grado de su respectivo monomsio.

No obstante, algunas veces nos interesard utilizar dicho polinomio homogeneizado,
n . .
WX, Y)=) aX'y"'
i=0

Ejemplo 12 Supongamos que tenemos un cédigo C con los siguientes pardmetros,

a0:1
a1 =0
a2:3
az3 =0
a4:5

Por tanto, nuestro polinomio de pesos serd de la siguiente forma,

W(X)=1+3X>+5Xx"*

Definiciéon 34 Podremos relacionar un polinomio de pesos con el de su dual a través de la
identidad de Mac Williams donde dado el cédigo lineal C C F, de tipo [n, k] y su respectivo
dual C*+,
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WHX,Y)=¢ "W —X,Y 4+ (¢ — 1)X)

Decodificacién de los cédigos lineales

Tal y como explicamos en la seccién anterior, sabemos que dado un cédigo lineal C' de tipo

[n, k,d] sobre Fy seremos capaces de corregir, t = [%] errores.

Recibido un vector y € F" querremos decodificar la informacion recibida con tal de obtener
¢ € C. A partir del mensaje original codificado ¢ y el recibido y podremos ver cual es el error
real, e =y — c.

Algoritmo de decodificacion

Con tal de decidificar de la informacion simplemente aplicaremos los siguientes pasos,

1. Calcularemos la distancia de y a todas las palabras de C'.

2. Decodificaremos por la distancia maés corta a ser posible.

No obstante, pueden sucedernos tres casos,

» Decodificacion correcta. Si w(e) <t — d(e,y) = w(e) < t = gracias a esto encontraremos
su ¢ correspondiente.

» Se producen errores. Si t < w(e) < d = detectaremos los errores pero no corregirlos.

» Decodificacion falla. Si w(e) > d la decodificacién fallard.

Sindrome

Con tal de conocer la mayor informacion posible sobre el error recurriremos al sindrome.

Definicion 35 Como ya sabemos, y = c+ e, por tanto, dado una matriz de control H sobre C,
llamaremos sindrome de y al vector,

s(y) = Hy' € Fg‘_k
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yeC < s(y) =0= s(y) =s(c+e)=s(c)+s(e) = Hc" + s(e) — por definicién
Hct =0 — s(y) = s(e), por tanto, recibimos y e inmediatamente conoceremos el sindrome de
su respectivo error.

Proposicién 10 FEl sindrome del vector recibido y es una combinacion lineal de las columnas
de H correspondientes a las posiciones con errores.

Ejemplo 13 Con tal de entender bien el uso del sindrome vamos a ilustrarlo con el siquiente
ejemplo.

Supongamos que tenemos la matriz de control H tal que,

(3.7)

== O
o O =
=
O = =
— =

Hemos enviado el mensaje ¢ = 0010110 e imaginemos que por un error recibimos el mensaje
y = 0011110, con tal de conocer la posicion en la que ha ocurrido el error calcularemos su
sindrome,

H(0011110)* = (100)*

Como 100 es el nimero 4 en binario, sabemos que el error se encuentra en dicha posicion
y lo corregiremos tal que nos quedard 0010110.

Clases

., . . F? . . .
Dada la relacion de equivalencia u ~v <= u—v € C.Y sea 4 el espacio vectorial cociente,
los elementos de dicho espacio serdn clases de equivalencia tal que u+C = {u+z |z € C}.

Nota 17 u,v estardn en la misma clase <= u-v € C <= s(u) = s(v), por tanto al recibir
y y conocer su sindrome s(y), también conoceremos su clase.

Definicion 36 Llamaremos lider de una clase al elemento de peso unico y minimo de esta, si
existe.
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. . » g 7 .
Proposicion 11 Cada clase de % posee como mdximo un elemento de peso <t

Algoritrmo del lider
Una ver recibido y, lo decodificaremos a través de este algoritmo utilizando el siguiente

proceso,

1. Calcularemos s(y) y la buscaremos en la columna de sindromes.
2. Clase sin lider, la decodificacion falla.

3. Clase con lider, e — e sera el error cometido — la palabra decodificada es y — e

Cddigos construidos a partir de otros
A continuacién vamos a exponer un par de ejemplos de cédigos construidos a partir de otros,

de esta manera podremos mejorar sus parametros para utilizarlos en distintas aplicaciones,

s Cédigos extendidos

Los c6digos extendidos C se forman a partir de otro cédigo C, es decir,

C ={(c1,...,cnscnr1) | (c1,.scn) €EC 1+ oo+ cnp1 =0

La matriz de control entonces sera de la forma,

Por tanto, los pardmetros de C' de reajustaran de la siguiente manera,
n=n+1

-
d=d (par) 0 d+ 1 (impar)

s Cédigos recortados

Para la implementacién del cddigos recortados de C, C*, se obtiene opuestamente a la co-
dificacion anterior, es decir, ‘recortando’ la j-ésima posicién y utilizando el mismo proceso
que en los cédigos extendidos pero a la inversa podremos implementarlo.
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Por otra parte los parametros se recalcularan de la siguiente manera,

nj=n-—1
ki =k (par) 0 k — 1 (impar)
d; > d

3.1. Cdbdigo de Hamming

Uno de los codigos méas conocidos, al menos en la teoria, ya que hoy en dia no son tan
utilizados en la préactica son los cddigos de Hamming. Estos presentan una elegante estructura
algebraica y sirven de introduccion para el estudio de otros cédigos lineales.

Cédigos de Hamming binarios

Comenzaremos a explicar las bases de este algoritmo sobre un cédigo binario debido a su
mayor simplicidad.

Imaginemos que nos piden construir sobre Fy un algoritmo capaz de corregir un error y la
mayor cantidad de palabras posibles en relacion a su longitud.

Tal y como hemos estudiado, para conseguir un cédigo que solucione 1 error, necesitaremos
una distancia entre cada palabra de al menos 3 bits, es decir, cualesquiera 2 columnas de la

matriz de control H han de ser linealmente independientes (utilizando el corolario nombrado
en el capitulo anterior).

Definicion 37 Dado r > 2, llamaremos cdodigo de Hamming binario cuya redundancia es T,
H(r), al cédigo cuya matriz de control tiene por columnas vectores no nulos de Fy .

Por tanto, para calcular los pardmetros de #(r), lo haremos de la siguiente manera,

Longitud - n=#F; —1=2"—1 Dimension - k=n—r=2"—r—1

Ejemplo 14 H(2) es de tipo [3,1], tiene como matriz generatriz G = (111) y matriz de control,

011
H = (1 0 1) (3.8)
Proposicion 12 La distancia minima de un cddigo de Hamming binario es 3.
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Polinomios de peso de Hs(r)

Proposicién 13 Dado Ha(r), de tipo [2" —1,2" —r — 1] y C = Ha(r)* su dual,

W(X)=1+ 2 —-1)Xx¥"

Decodificacién de Hamming de cédigos binarios

La decodificacion del codigo de Hamming binaria serd capaz de corregir un error, ya que su
distancia minima es 3.

Gracias a las estructuras de control utilizadas, no tendremos necesidad de utilizar una tabla
con todos los sindromes y lideres anotados, nos bastard con el calculo de su sindrome.

Por tanto, recibido un vector y, si ¥y € C, entonces, el mensaje recibido sera correcto. Si
y ¢ C'y contiene un error, calculamos su sindrome s(y) que coincidird con una de sus columnas
de control. Este resultado binario lo transformaremos en uno decimal y corregiremos la posicién
indicada.

En caso de tener més de un error la transmision habra sido errdnea.
Decodificacién de Hamming de cédigos no binarios

Para la decodificacion de cualquier cédigo Fy, puesto que cada vector de Fy contiene ¢ — 1

multiplos diferentes de 0, podemos definir diferentes clases ((q;__ll)), partiendo los (¢" — 1) vectores

de qu.

El tipo de esta matriz serd | =1 (¢=1) — r] cuya redundancia de este c6digo q¢ — ario seréd

Ejemplo 15 Imaginemos que tenemos un cédigo de Hamming Hs(3) cuya matriz de control
es,

0000111111111
H=10111000111222 (3.9)
101201201201 2

Enviado el mensaje ¢ = 0120120120000 y recibido el mensaje x = 0120120122000 obtenemos
el sindrome, s(y) = (221)! = 2(112)t. Puesto que en la matriz de control la columna (112) se
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encuentra en la posicion 10, sabemos que el error ha sucedido en dicha posicion y el error su
valor es 2.

3.2. Cddigo de Golay

Los codigos de Golay estan formados por 4 grandes familias, dos son binarias Gog v Gog v
las otras dos ternarias Gia 'y G11[7].

Cdédigos autoduales

Definicién 38 Dada una matriz A kxk sobre el cuerpo Fy, diremos que A es una matriz
conferencia si AA' = (q — 1)I.

para explicar el uso de este nuevo concepto supongamos que tenemos un cédigo C' generado
a partir de la matriz generatriz de la forma G = (I, A).

Por tanto C sera un cédigo [2k, k] tal que GG = 0 y de aquf concluimos que dada la igualdad
de dimensiones, C'y C+ — C sera autodual.

De la misma manera, dado un cédigo autodual, podemos encontrar su matriz conferencia
transformando la matriz generatriz a la forma estandar.

Proposicién. Dado una matriz conferencia A y una matriz generatriz G = (I, A) que
genera el codigo autodual C.

Si A es simétrica se verifica que Va,b € F : (a,b) € C, (=b,a) € C

Tal y como hemos avanzado en la introduccion a esta seccion, tan solo nos vamos a interesar
por los cuerpos Fy y Fs.

Proposicion 14 Dado un codigo autodual C sobre Fs, todas sus palabras tendrdn un peso
maultiplo de 2.

Nota 18 La proposicion anterior también puede extrapolarse al caso F3 donde todos sus pesos
serdn maltiplos de 3.
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Cddigos de Golay binarios

Llamaremos cddigo de Golay binario Gog, al cdédigo cuya matriz generatriz es la siguiente,

Goy =

=~

N
el e el e =)
— O = = OMFOOO K = =
— = O == O = O OO
O R PO, RFEFORF OO O
O = MM O FEFOFOO K

O OO KRR MFEFOF KRR
_ O O OO F MO =
R, O OO0, FHEFFEOK
O R PO, OOO FF ==
OO FEFORFRMFEOFOF
OO O R R RO, FORKRRKR
R o000 KRR PR OFR,KFHOR

Llamaremos Ajs a la submatriz de la derecha de Go4 v A11 a la matriz obtenida al eliminar
la primera fila y columna de la matriz A;s.

Tal y como podemos observar, nos encontramos ante la matriz circulante A1, ya que cada
fila se desplaza un elemento a la izquierda conforma avanza a la columna siguiente.

Nota 19 Tanto A11 como Aia son matrices simétricas.

Con tal de poder introducir el siguiente lema, precisaremos previamente de una nueva ope-
racion definida de la siguiente manera,

u*v = (Uvy, ..., Upvy) u,v € F/

Lema 6 Para cada vector u,v € F3,

w(u+v) =w(u) +wv) — 2w(u *v)

Lema 7 Todas las palabras de Gog tendrdn peso maltiplo de 24.
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Lema 8 Dado f1,..., fi2 los vectores fila de Gog, para cada i,j:1<14,j <12,

Low(fisf) =4 Vigiitjyij#l
2. Sea j# 1= w(fj*f;)=8yw(frxf;)=06

Proposiciéon 15 Goy tiene distancia minima 8.

Puesto que la distancia minima de Gog es 8, el codigo serd capaz de corregir 3 errores
(También ocurrird para una distancia de 7).

Definicion 39 Llamaremos cédigo de Golay binario Gos, al cddigo binario cuya matriz gene-
ratriz se obtiene a partir de la matriz Gog eliminando una columna cualquiera.

De esta manera el nuevo cédigo serd de tipo, [23,12,7], seguird corrigiendo 3 errores y
disminuiremos en uno la longitud y la distancia minima del cédigo.

Nota 20 Algunos autores llaman cddigo de Golay binario al gemnerado a partir de su matriz
Gos y codigo de Golay binario extendido a Gay.

Cddigos de Golay ternarios

Llamaremos cddigos de Golay ternarios a los codigos construidos a partir de la matriz
generatriz,

G2 =

SO OO O
eNeNeoNel ™
OO O = OO
OO = O OO
O = OO OO
_ o O O oo
[ e e e )
N = =N O =
— = = O N
NN O NN ==
N O N~ =
O ND = =N

Este cédigo generado es un cédigo autodual de tipo [12,6,6] con palabras multiplo de 3.
Ademsds, tal y como hemos mostrado en los cédigos binarios, obtendremos el cédigo de tipo
[11,6,5] al que llamaremos cddigo de Golay ternario Gi;.
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Decodificacion de los cédigos de Golay

Nota 21 Para simplificar, notaremos,

Gos =G
Hoy=H
Lo =1
App=A

Tal y como ya sabemos, el vector y = ¢ + e tal que w(e) < 3.

Ahora vamos a estructurar e tal que e = (es,ep) : er,ep € F)2. Puesto que G también
puede actuar como a matriz de control, sacaremos los siguientes sindromes,

s(y) = sg = Hy' = He! = (A, 1), (er,ep)' = Ael + €'y = (e;A +ep)’
sa(y) =59 = Gy' = Ge! = (I, A), (er,ep)t = el + Aely = (ef + epA)’

Proposicién 16 Dado un error e = (er,ep) de peso w(e) < 3,

w(sg) <3 siep =0
w(sg) > 5 siep # 0

w(sy) <3 sie; =0
w(smg) > 5 sier # 0

» Si w(sg)<3—=ep=0=e=sLye=(s,,0)

» Si w(sg)<3—e=0=ep=shye=(0,s)

Si eg#£0yep#0=w(sg) >5y w(sg) >5= w(e) <3, por tanto,

» Si wle)) =1—3Nieg=u; =er+u =0y y+ (u;,0) no tiene ningin error en las

primeras 12 coordenadas, entonces,
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w(sg(y + (u;,0))) <3 sief = u;
w(sg(y+ (u;,0))) 25 sief #u;

Y calcularemos los 12 sindromes de sg(y + (u;,0)) ie{l,..,12}

= Si encontramos uno cuyo peso <3 = e = (u;, sy (y + (u;,0))")

Si ninguno de es de peso < 3 = w(ey) # 1y realizamos el mismo proceso con sg(y+(ui,0))
= Si encontramos uno cuyo peso <3 = e = (sy(y+ (0,u;))%, u;)

= Si todos los sindromes tienen peso > 5 =- se habrdn cometido 5 o mds errores.

Tal y como podemos observar, calcularemos un total de 2 + 12 + 12 = 26 sindromes.

3.3. Cotas en los parametros de un cédigo

Las cotas de los parametros de un cédigo seran utilizados para medir que valores k y d seran
los més indicados en un cédigo de longitud n.

No obstante, utilizaremos las cotas con mayor importancia y que mayor uso podremos dar a
la hora de enfocar nuestro trabajo respecto a los cddigos ciclicos y sobretodo los cuasi-ciclicos.

Teorema 6 La Cota de Singleton

Dado un cddigo C' de tipo [n, k,d] sobre F,, entonces k +d <mn+1.

Nota 22 FEste teorema entrard dentro de los referidos a las cotas superiores.
Para el enunciado del siguiente teorema necesitaremos un cdlculo previo.

Dado un r = 1,...,n, EI(’;) (g — 1)" wvectores en Fg de peso r. Por tanto, la cantidad de
elementos de F' en una bola de radio t € N centrada en 0 es Vg(n,t) tal que,

Vo(n,t) =1+ G) (@—1)+ ...+ (7;) (q—1)

A continuacién, ya podemos enunciar el teorema de existencia de cédigos con ciertos pardme-
tros perdefinidos.
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Teorema 7 La Cota de Gilbert- Varshmov

Llamaremos cota de Gilbart-Varshmov a la inecuacion,

qn—k—i-l > Vq(nyd o 1)

Esto implicard un cédigo lineal de tipo [n, k] sobre F, con distancia > d.

Este ultimo teorema es de gran importancia para este trabajo, ya que los codigos cuasi-
ciclicos sobrepasaron esta cota tal y como explicaremos mds adelante.
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Capitulo 4

Codigos Ciclicos

Los cédigos ciclicos son unos de los mas utilizados a dias de hoy, es por ello que son una
de las de cédigos familias mas estudiadas e importantes en el campo de cédigos correctores de
errores.

Con tal de definir los cddigos ciclicos, mostraremos su caracteristica principal.

Dada la matriz de control de Hz(3),

0001111
H=[0110011 (4.1)
1 01 01 01
Aplicamos la siguiente permutacion,
1 2 3 45 6 7
=11 924375¢6|" (4.2)
y la matriz nos queda de la siguiente manera,
0010111
H = 01 01 110 (4.3)
1 001 011



Dada por ejemplo la palabra ¢ = 1001011, podemos encontrar 23 — 1 = 7 permutaciones
posibles,

1001011
0010111
0101110
1011100
0111001
1110010
1100101

podemos comprobar con la matriz H que se encuentra dentro del cédigo C.

Esta propiedad la albergan los cédigos denominados Cddigos ciclicos, donde encontramos
algunos equivalentes como los c6digos de Hamming binarios, los no binarios y los de Golay.

Notacién 2 Por temas de conveniencia, a partir de ahora el vector x = (1, ...,xy) lo denota-
remos como T = (g, ..., Tp—1)-

Definicién 40 Llamaremos a un cédigo ciclico si dado una palabra cédigo (co, ...,cn—1) € C =
(Cn—la €05 -+ CTL—2) cC.

Nota 23 Esto implicard que 3S C Aut(C') de orden n tal que S es ciclico.

Ahora vamos a definir un espacio vectorial Fq[X]”_1 =, es decir que contiene todos los
polinomios de Fj, cuyo grado serd < n.

Fq[X]
<X"—-1

Por otra parte, definimos el anillo cociente A =

Gracias al isomorfismo F' = Fy[X]"~1 = A,

Nota 24 Recordemos que dados dos conjuntos ordenados P y Q, y una funcion biyectiva f :
(P,>) — (Q,>"), existird un isomorfismo entre ellos si dado p1,p2 € P y q1, si p1 > p2 =

f(p1) =" f(p2)-
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Entonces dado un vector (ag, ..., an—1) definiremos el vector Fy[X]"! = ag + a1 X + ... +
an—1 X" 1y por la propia definicién de anillo cociente A = ag + a1 X + ... + a1 X" 1+ <
X™ —1> tal que F, C A.

Puesto que queremos tener todos los factores de < X™ — 1 > irreducibles restingiremos los
valores de n tal que med(g,n) = 1 (como se puede observar, sobre ¢ = 2" todos sus c6digos

seran de longitud n impar).

Por otra parte, sus raices formaran un grupo ciclico de orden n.
Teorema 8 C serd ciclico <= dado c € C = cA € Ao/yAc € A, es decir, C' es un ideal.

Teorema 9 Sea C un cddigo ciclico de longitud n = 3lg(X) € F,[X]: g(X) | X" =1 polinomio
monico tal que C =< g(X) >.

Lo que este teorema quiere decir es que para cada elemento de C', puede asociarse con un
polinomios (de grado < n) multiplo de g(X).

Ademss, si queremos un total de m factores irreducibles de X™ — 1 sobre Fj, encontraremos
2™ codigos de longitud n.

Ejemplo 16 Si tenemos un cédigo ciclico binario cuya longitud es 15, X5 —1 tiene 5 factores
irreducibles, por tanto, tendremos un total de 2° = 32 cddigos.

Matriz Generatriz

Proposicién 17 Sea C un cddigo ciclico de longitud n en Fy, el polinomio generados g(X)
de grado n — k, entonces, una base del cédigo C serd {g(X).g(X)X,...,g(X)X* 1} tal que C
tendrd dimension k.

Corolario 4 Sea el cédigo ciclico C de longitud n y polinomio generador g(X) = go + 1 X +
oo+ Gn i X" ¥ la matriz generatriz de serd de la forma,

go 91 92 ... ... Gn—k 0 0
0 g 91 --- .- GGn—-k—1 YGn—k 0 o e 0
G = 0 0 g g1 --. cee On—k 0 ... 0
0 0 g2 ... ... 0 g0 g1 ... Gn—k
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Ahora, si queremos crear una matriz generatriz de la forma estandar (I, R) deberemos
seguir el siguiente proceso,

1. X7 =g(X)a;j(X)+7rj(X) deg(rj(X))<n—k je{n—k,.n—1}
2. Dado X’ —rj(X) € C,

gi(X) = XF(XI —rj(X)) = XTI — XFp(X) (modX™ —1)  je{n—k,.n—1}

Y obtendremos los valores X7t5=" es decir, 1, X, ..., X*~! cuyo grado k de Xkrj (X) se
encontrard entre k y n.

Codificacion de los cédigos ciclicos
Dado un cédigo ciclico C' de tipo [n, k], podremos codificar la informacién a través de las
matrices generatrices explicadas anteriormente, ya sea estandar o no, o utilizando la notacién

polinémica, es decir, dado el polinomio generador de C, g(X) : deg(X) = n — k y transforma-
remos el mensaje a codificar en el polinomio a(X), tal que,

9(X)a(X) € C

Por otra parte, si deseamos una codificacion sistematica para las dltimas k posiciones utili-
zaremos la divisién euclidea,

X" Fa(X) = g(X)g(X) +r(X)  deg(r(X)) < deg(g(X)) =n—k

Y, utilizando esta ecuacién y despejando ¢g(X)g(X) ya que eso significa que el elemento
generatriz con otro del conjunto generara un codigo que sera,

X" Fa(X)-r(X)eC

Matriz de control

Definicién 41 Liamaremos al polinomio h(X) polinomio de control si dado un cdédigo ciclico
C de longitud n sobre Fy cuyo polinomio generador es g(X) de grado n — k, entonces h(X)
verifica que,
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X" -1
9(X)

h(X) = =ho+hX +..+hXE

Proposicién 18 La matriz de control (n—k)xn de C definida anteriormente serd de la forma,

0 0 ... ... 0 Ry hei ... ... hi ho
0 0 ... oo hg hp—q1 .o ... h1 ho O
g-| o ... 0 h her ... ... R hg 0 0
he hg1 ... ... hi  ho 0 0 ... ... 0

Nota 25 Tal y como sabemos, el polinomio de control h(X) genera un cédigo dual C, esto
implicard que el dual de un cédigo ciclico es mismamente ciclico.

Ceros en el cédigo

Puesto que para la generaciéon del cédigo nos hemos hecho servir de polinomios, vamos a
utilizar sus raices con tal de generar ceros en el cédigo y saber rapidamente si una palabra se

encuentra en el cédigo.

Esta idea es utilizada en codigos de Hamming y Golay tratados como ciclicos y la idea
principal de los cédigos BCH.

Dado X" —1 = fi1(X)...fm(X) la descomposicién en factores irreducibles, a;; una raiz de
fi(X) y C; el codigo ciclico generado por f;(X),

Ci =< fi(X) >= {c(X) | ¢(e) = 0}

Y de forma genérica para todo C' generado por g(X) = fi,...fi, lo podremos expresar,

C=<g(X)>={c(X) ]| c(agy) = .. = c(ci,)}

De esta manera ya no tenemos por que crear un polinomio y buscar los ceros asociados si
no que partiendo del conjunto {a1, ..., o}, de diversas extensiones finitas Fy,, ..., Fgu Fye i t =
mem({ti,...,t,}) crearemos un cédigo C,
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C={c(X)eAlcla1) =...c(a,) =0}

Y este codigo serd ciclico ya que dado un f;(X) de raiz «;, verificaremos que C' =< g(X) >=
mem(fi, ..., fr) donde dado cada n; asociado a «; de la extensién F;tl. y siendo n = {nq,...,n,},
entonces g(X) | X" — 1y el med(n,q) = 1.

Ahora para saber si una palabra esté en el cédigo definiremos la matriz H’

1 o 04?71
1 as ... o™

H=| " L (4.4)
1 o an—t

Entonces para comprobar si f(X) = fo + fiX + ... + fn1 X" ! € C, deberemos ver si
H'f(X) = (f(a1), ..., f(en)) = 0.

No obtante, cabe observar que la matriz H' no es fiel a la definiciénd e matriz de control ya
que no tiene coeficientes en F, ni dimensién (n — k)zn. Para transformarla en una matriz de
control deberemos cambiar cada o por el vector columna de sus coordenadas y eliminando las
filas linealmente independientes.

Hamming y Golay como codigos ciclicos

Proposicién 19 Dado el cidigo de Hamming q-ario Hq(r), simed(q—1,r) = 1 = esequivalenteauncodigocicls

Nota 26 A partir de esta definicion podemos deducir que el cédigo de Hamming binario serdn
equivalentes a uno ciclico.

Ejemplo 17 Dado el cédigo ciclico He(3) de longitud 23 — 1 = 7, generado por el polinomio
irreducible Fy del elemento primitivo Fys, tal polinomio es 1 + X + X3.

Proposicion 20 Go3 es el codigo ciclico binario de longitud 23 generado por el polinomio 1 +
X2+ X4+ X5+ X0+ X104 X1y Gyy el cédigo ciclico ternario de longitud 11 generado por
el polinomio —1 — X — X? — X3 + X°.
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Decodificacién de cédigos ciclicos

Con tal de hacer mas eficiente la decodificacién la informacién recibida nos aprovecharemos
de las propiedades de este tipo de cédigos. Ya hemos visto que uno de los grandes obstaculos a la
hora de decodificar es tener que almacenar una tabla de sindromes y lideres de gran extensién.

No obstante, gracias a la estructura de los cédigos ciclicos podremos ahorrar mucho espacio
puesto que la tabla de sindromes sera n veces menor a la de tabla necesaria, aun que calcularemos

n sindromes de mas.

Al ser C un cédigo ciclico nos dedicaremos a corregir solamente los errores que se produciran
en una posicion fija, normalmente fijaremos la coordenada n — 1.

De esta manera, recibido el mensaje y = (yo, ..., yn—1) calcularemos tan solo la tabla reducida
e iremos permutando el vector y tal que,

¥V = (Yo 1,90, s Yn_2)

Esto implicard que dado y = e + 1 = y(D=c+e®,

Por tanto, tendremos la tabla reducida, iremos permutando el cédigo recibido, calculando
su sindrome s(y) y donde encontremos el sindrome cambiaremos la posicién enunciada por el
elemento lider.

Ejemplo 18 Imaginemos que tenemos el cédigo Ha(3) binario de Hamming cuya matriz de
control es,

O = O
= O
S O =
_ O =

Con la forma de decodificacion cldsica seria seria necesario una tabla completa,
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Sindrome | Lider

000 0000000
001 1000000
010 0100000
011 0010000
100 0001000
101 0000100
110 0000010
111 0000001

Cuadro 4.1: Tabla de sindromes completa

No obstante gracias a los cddigos ciclicos podremos utilizar tan solo la tabla reducida,

Sindrome Lider
111 0000001

Cuadro 4.2: Tabla de sindromes reducida

Ahora supongamos que hemos enviado la palabra ¢ = 1001100 y recibimos el vector y =

1011100, y ahora surgird el problema de calcular 7 sindromes, uno para cada permutacion,

s(y) = s(1011100) = 011 — la 4ltima coordenada 0 es correcta.
1

s(y™M) = 5(0101110) = 100 — la wltima coordenada 0 es correcta.
s(y®) = 5(0010111) = 101 — la dltima coordenada 1 es correcta.
s(y®) = 5(1001011) = 110 — la wltima coordenada 1 es correcta.
s(y®) = 5(1100101) = 111 — la 4ltima coordenada 1 es incorrecta
— porque 111 aparece en la tabla reducida.
s(y®) = s(1110010) = 001 — la 4iltima coordenada 0 es correcta.

s(y(©) = 5(0111001) = 010 — la wltima coordenada 1 es correcta.

Por tanto la coordenada ultima de y(4), es decir, n — 4 es 0 no 1, por tanto el mensaje
corregido serd 1001100.
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Errores a Rafagas

Definicion 42 Llamaremos rafaga al vector x € Fy' tal que todas las coordenadas no nulas son
consecutivas.

Nota 27 La longitud de la rdfaga se medird como w(x).

Proposicién 21 Un cédigo ciclico C' de pardmetros [n, k] no contiene ninguna rdfaga de lon-
gitud | < n — k por tanto detectard hasta | < n — k errores en rdfaga.

Proposicién 22 Dado un cddigo ciclico de parametros [n, k], los errores de un vector recibido
y tienen una rdfaga de longitud n — k como mdzimo, entonces, 3j : €9 (X) = s[y@](X).

Intercalado

Con tal de combatir los errores de rafagas utilizaremos la técnica del intercalado, es decir,
dadas las palabras c!, ..., ¢™ € C construiremos las palabras por intercalado,

1 m, 1 m, .1 m _ m
(€O ey €05 CTy ooy C15 i Cpp s ooy O 1) =)

Proposicion 23 El polinomio generador de Cm) eg g(X™), pardmetros [mn,mk] y detectard
rafagas de longitud m(n — k).

Cédigos BCH

Los cédigos BC'H son llamados asi debido a sus descubridores Bose, Chaudhuri y Hoc-
quenghem. Esta familia de codigos es de gran importancia, en parte por estar basada en el
comportamiento de los cédigos ciclicos, cuya estructura consigue una alta optimizacién de este
y por otra parte porque podremos definir el cédigo partiendo de la cantidad de errores que
queremos corregir.

Primeramente determinaremos su matriz que podriamos llamar de control (ya que pese no
ser fiel a su definicién, esta realiza la misma funcién) a partir de los elementos que realizan los
ceros {ay, ..., a,} del polinomio generador,
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1 oy o
1 o al!

H = 2 (4.6)
1 a an~t

Por otra parte, la distancia minima d serd > d si para cualquier d — 1 columnas de H’, estas
son linealmente independientes.

Una de las formas mas simples de determinar la distancia minima es utilizando potencias
consecutivas de una raiz primitiva n—ésima de la unidad a; = o* : 7= 1,..,r < n. De esta
manera, d(C) > r + 1.

Definicion y parametros

Con tal de mostrar la definicién de este tipo de cddigos, supondremos que nos encontramos
en un cuerpo finito Fy y n,b,§ e N |2 <6 < n.

Ademads dado ¢, llamaremos m al orden multiplicativa ¢ modulo n (¢"™ = 1modn). Una vez

explicado el contexto, procederemos con la siguiente definicién.

Definicién 43 Nos encontraremos ante un cédigo BCH de longitud n sobre F, y distancia

minima prevista § si su polinomio generador tiene por raices ab,ab*t, ..abT92,

Por otra parte, dependiendo de la definicién de sus parametros, nos encontraremos ante
diferentes clases de cédigos,

s BCH estrictamente, si b= 1.
= BCH primitivo, si n = ¢™ — 1.

= Reed-Solomon,sin=q¢" —1yademdsm=1=>n=q— 1.

Proposicion 24 Dado un cédigo BCH C' de distancia prevista , entonces su distancia minima
d>9.
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Decodificacion de loc cédigos BCH

Otra de las grandes ventajas de este codigo es su efectividad a la hora de decodificar el
codigo recibido.

Ahora, dado un cédigo BCH C' sobre F,, longitud 0 = 2t + 1, es decir, con capacidad de
correccion de t errores y determinando su matriz de control como,

H=/{: : S : (4.7)
1 of-1 Q26-1)  (a-1)(6-1)

Supongamos que tras el envio de la palabra ¢ € C' recibimos el vector ¥y = ¢ + e con
w(e) = r < t, Olegiy < ... < i, < n—1 las posiciones de los distintos errores y €;,, ..., €;, las
coordenadas del error en dicha posicién.

Primeramente calcularemos el sindrome s = s(y) = Hy' = s(e) = (so, ..., 85_2)%, que pasado

a la forma polinémica nos quedar4,

s(X)=s0+ ...+ S50 X072

Para cada h =0, ...,0 — 2,

S h+1 § :67,3 h+1 § :67, h+1

Llamaremos localizadores del error a n; = o' para todo j = 1,...,r y wvalores del error
€j = ¢€;;, y a partir de estos 2r valores, podremos conoces el error.

A partir de ahora vamos a suponer que s(x) # 0, ya que si s(X) =0 =y € C y no
necesitaremos decodificacion.

Definicion 44 Llamamos polinomio localizador de errores al polinomio,

LX) =(1-mX)..(1 =nX)
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y llamaremos polinomio evaluador de errores al polinomio,

EX)=) ¢ [0 —-mX)

J=1 i#j

Cuyos polinomios son de grado v y r — 1 respectivamente.

Proposiciéon 25 Utilizando las condiciones definidas anteriormente,

1

» Sipi,....,pr Son las raices de L(X) = pfl, oy Dy s0m localizadores de errores.

= Dados m, ...,nr los valores del error son,

B )

€ = L’(T]j_l) L'(X) derivada de L(X)

Teorema 10 Ecuacidon clave. Los polinomios L(X), E(X), s(X) se relacionan a través de la
ecuacion,

E(X) = L(X)s(X)mod X!

Para terminar la decodificacién deberemos conocer los valores de F(X) y L(X), para ello
utilizaremos el método euclideo que explicaremos a continuacién, pese que también existe el
método de Berlekamp-Massey menos utilizado.

Método Euclideo

Con tal de poder explicar el algoritmo a utilizar debemos mostrar una serie de resultados
previos.

Lema 9 mcd(L(X),E(X)) =1
Proposicién 26 Sea L(X) y E(X), existe un polinomio \(X) tal que L(X) = MX)L(X) y
E(X)NX)E(X), y ademds,
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= deg((X)) <t ydeg((X)) <t
s E(X) = s(X)L(X)modX %!

Proposicion 27 Sir <t entonces se cumple la proposicion anterior.
Lema 10 med(L(X),E(X)) =1
Tendremos, por tanto L(X) y E(X) definido como,
LX) = dy(X) E(X) = (—1)F A (X)

Y determinaremos A € Fj; como el auténtico polinomio localizador que verificard L(0) =
1 =; (0), probando asi el siguiente resultado.

Teorema 11 Sir <t, los polinomios,

wj(X) (=1 J+1£5(X)
L<X) = ujj(O) ’ E(X) - ( )uj(O)

son los auténticos polinomios localizadores y evaluadores respectivamente.
Por tanto el algoritmo final para decodificar el mensaje recibido sera el siguiente,

1. s(X) =81+ ...+ 55.1X%72 con s; = u(a?).

2. Aplicaremos el algoritmos de Euclides modificando fo(X) = X°~ !y f1(X) = 5(X) hasta
obtener un indice j tal que f;(X) < t.

3. Localizar y evaluar los errores a partir de los polinomios,

(_1)j+1fj(X)

LX) =25, B =g

4. Buscar las raices de L(X) y encontradas sus raices o™, ..., a"" y cuyo inverso es el locali-

zados del error n = o™, ..., n, = " " cuyo error asociado sera,

_anfhj E(Oéhj)

T (M)
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5. Corregir el mensaje para la coordenada i € {0,...,n — 1},

Y st i #n—~hy,...,n—h,

Yi — € si i =mn—h;j
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Capitulo 5

Cddigos Cuasi Ciclicos

En esta secciéon vamos a centrarnos en el estudio de los cédigos cuasi-ciclicos. Estos son de
gran importancia ya que la limitacién de un cédigo ciclico de extension ¢ no puede tener una
longitud mayor a ¢, en cambio, los cuasi-ciclicos se basa en estructuras modulares con tal de
poder anexar varios cédigos ciclicos y poder aumentar la longitud que deseemos.

Otra de las curiosidades de este cddigo es que fue capaz de alcanzar la cota de Gilbert-
Varshamov tal y como se nombra en el articulo [8].

La idea principal de estos codigos sera basarnos en automorfismos de grupos ciclicos con
tal de representarlos como mdédulo sobre el anillo de polinomios Fi,[X]. Ademds cuanta mayor
propiedades algebraicas dotemos la estructura, dispondremos de mas herramientas para definir
y optimizar nuestros c6digos.

Introduccion

La estructura bésica de los cédigos cuasi-ciclicos de longitud Im consistird en ! indices que
formarén el espacio vectorial (G1, ..., G;) que corresponderan a matrices ciclicas mxm.

Ademds los valores a escoger para los distintos objetivos de nuestro cédigo han sigo amplia-
mente estudiados.

Por ejemplo, Tilborg estudié y encontré un método que hacia uso de una amplias btisquedas
computacionales para construir cédigos 1 — generadores cuasi-ciclicos de alfabeto binario, m =

7,8 y longitud 120 tal y como se explica en el articulo [9].

A este estudio le siguio6 el de Gulliver y Bhargav quienes evitaron las exhaustiva busquedas
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e utilizaron métodos matematicos, concretamente se basaron en técnicas heuristicas de opti-
mizaciéon combinatoria junto a algoritmos de seleccién para encontrar nuevos 1 — generadores
en las cotas mas bajas, y posteriormente continuaron su busqueda en cddigos cuasi-ciclicos
2 — generadores.

A estos le siguieron una gran cantidad de autores encontrando los mejores cédigos generado-
res para cada caso, tal y como se explica en el paper [10], por ello, notaremos gran tanto interés
en este tipo de cédigos.

Nota 28 Un cdédigo ciclico puede considerarse como un caso particular de los codigos cuasi-
ciclico cuando la longitud [ = 1.

En este trabajo, tal y como explicamos en la motivacién del proyecto, mostraremos una base
de los cédigos cuasi-ciclicos, profundizando sobretodo en su estructura.

Estructura basica

Definicion 45 Llamaremos codigo cuasi-ciclico C' de longitud Im, indice | y definido bajo la
menor potencia del operador ciclico sobre la que C' es invariante a los cddigos generados por la
matriz generatriz de forma que cada elemento de ¢ € C' serd de la forma ¢ = (c1(x), ..., (7))
cuyo grado de los polinomios no podrd ser mayor a m y para cada permutacion ciclica cumplird
que, xc = (xcq(z) mod(x™ — 1), ..., x¢(x) mod(z™ — 1)) € C.

Sea R = F[X] un espacio finito tal que R serd un submédulo de R'.

Por otra parte, definiremos como la preimagen del codigo C'en F' [X ]l, tal que los submoédulos
de KF[X]: K =< (X™ —1)e; : i = 1,...,]l > donde definiremos e; como el vector de la base
cuya coordenadas i serd 1 y 0 las restantes.

Como C' es un submédulo del ideal principal del dominio F[X] y que contiene K, tiene
como matriz generadora el conjunto de la forma, {r;(X™ —1)e; :,i =1,...,t,5 =1,....1} y con

ri = (74, ...,7i,). Las filas de la matriz que generan C' serén de la forma,
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11 ... 11

o1 ... 21

M = Tt - Tt (51)
Xm—-1 ... 0
0o ... Xm-1

A través de operaciones elementales podremos triangular la anterior matriz a la que nota-
remos como,

g1 912 --. gu
0 g2 ... g

M = ) ) . (5.2)
0 0 ... qil

de manera que g;; dividirda X™ —1 Vi.
Nota 29 Cada elemento ¢ € C : ¢ # 0 de la forma é = (0,...,0,¢ry i) i > 1 yep 0.

Por tanto, ¢, serd una combinacién lineal de g; tal que,

!
Cr = E a;g;
i=1
Y, como es obvio, el componente ¢, sera divisible entre g, ya que hemos ajustado los valores

en la conversion de la matriz .

Por ello, consideraremos como una base Grobner respecto a la base de G refiriéndose a la
posicién sobre el termino en F[X]' tal que e; > ... > ¢; y el orden natural de los monomios *.

Por tanto,

8(gij < g55) : i< j
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tal que  corresponde al grado y 6(0) = —1.
Consideraremos asi a G como la base reducida de Grébner de C.

Si G es una base de Grobner reducida su componente de la diagonal g; = X™ -1 =
0,..,0,9ii+1,---,gi1) € C, es decir, serd F[X] — combinacion lineal de {gi+1, ..., g1}

Y sea (S(Qij) < 5(gjj) : j > = 9ij = OVj > = gi = (Xm — 1)61'.

Definicién 46 Llamaremos término lider Lt(0,...,0,v,...,v;) @ 7 > 1,0, # 0 de un elemento
v e F[X]' al monomio X%rer.

Ademads, cada v solo se podra definir como una sola forma normal, tal que, N fz(v) =

(0,...,0,, ...,v}) respecto a G obtenida a partir de la divisién sucesiva de sus componentes por
gii ¥ que satisface,

!
v=1(0,..,0,0, ...,0)) + Zbigi s>, (51}} <dgj; + s<j<l
i=1

veC < Nfs)=(0,...,0)

Teorema 12 Cada submddulo de C de F[X]' que contiene K, tiene una base de Grébner de
la forma,

G= {9: = (9i1, 9i2, - 9a0) } ie{l,..,1}

tal que,

1. gi;; =0Vj <i
2. 6(gri) < 6(gi) k <i

3. Dado el componente diferente a cero mds a la izquierda de un elemento de C en el lugar
1, entonces serd divisible por g;;, concretamente su divisor serd X™ — 1.

4. Sea gi = X™ — 1, entonces, gi = (X™ — 1)e;
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5. La F — dimension de %&l es 22:1 0Gii
Nota 30 Cualquier G triangular en una base de Gréobner del submddulo de F[X]! que genera.

Si el submédulo contiene K <= 34 € Mat;(F[X]) tal que,

ail1 a2 ... ai g1 g12 ... 4gu

-~ a1 a2 ... Qg g21 922 ... G2

AG = i = (X" -1I
apn  ap ... ay 0 ... 0 gy

(5.3)

La matriz I corresponde con la matriz identidad.

Teorema 13 G es una base de Grébner del submddulo F[X]' que contiene K <= da;; : 1<
1,7 <1 que verifica,

aij = 0 517 <1
XM —1 .
Qi5 = T S1) =1
i
-1 i-1
ajj = 7(2 aikgkj) Sij > 9
9ii =

Es mds, gii y aij también cumplen que dado m = 6(gi;) = 6(ai;) Vi, la base de Grobner es
reducida <= 6(gii) > 6(gji)Vj <i <= 6(ay) > 0(a;j)Vj >

Nota 31 Si suponemos que tenemos un conjunto triangularizado G. En la prdctica, para veri-
ficar que es generado por un submdodulo K, realizaremos los siguientes pasos.

1. Verificaremos que cada componente diagonal es divisor de X™ — 1.
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2. Si se cumple la condicion anterior, entonces el generador g; estard multiplicado por a;; =
(Xgi_i_l) y restado (Xm — 1)e;.

3. El vector resultante debe ser reducido a 0 restando mailtiples de giy1, ..., gi-

FEste proceso tomard (lfl)(éiﬂm operaciones de multiplicacion y resta de polinomios y un

total de w operaciones requeridas.

Dada la aplicacién homomorfica[IT] sobre C' C R/,

b FIX]' - R! (5.4)
(c1ye,a) — (a+<z2™m—1>,.,g+<X™—-1>) ’

Entonces, su preimagen ¢~ *(C) = C C F,[X]' submédulo de Fy[X] que contiene K =
{(X™ —1)e; : 0 < j <1—1}, entonces tendrd un conjunto generador al que llamaremos
GB — generador de la forma,

{ui, ..., up, (X™ = 1)eg, ..., (X™ — 1)e;_1}

y up = (Upy (T), oy up,_, (7)) € Fy[X])' Wb € {1,...,p}.

Corolario 5 La dimension de un cddigo C de conjunto GB-generador {¢(g;) : i € {1,...,1}}
verifica,

l z
Im = 8gii =Y _(m — dgii)
i=1

i=1

Notacién 3 A partir de ahora, denotaremos X™ — 1 = [[}_; f< tal que m = (charF)'m’
tal que med(m/,charF) = 1 y € = (charF)! para toda descomposicién de X™ — 1 en factores
irreducibles fp, € F.

Lema 11 Sea mecd(m,charF) = 1 = Cada componente primario de C' se descompone direc-
tamente en una suma de submaodulos ciclicos generados por elementos de su RGB — conjunto
generador.

74



Teorema 14 Sea C el cédigo generado por (fi, fo,..., fi), entonces, sus componentes de la

diagonal de la base Gribner de la preimagen C' son,

Ji1 = med(fr, X™ —1)

(Xm - 1)mcd(f1, ...,fz',Xm - 1)

fii - mcd(fl,...,f,;_l,Xm—l)

i=2,..1

Corolario 6 La dimension del cédigo generado por (fi,..., fi) es,

m — d(med(f1, ..., f1, X™ = 1))

Gracias a toda la estructura que contendréd el cédigo, tendremos una gran cantidad de
herramientas que podremos utilizar a la hora decodificar la informacién.

No obstante, debido a su alta complejidad y extension, nos limitaremos a mostrar tan solo
su estructura.

Con tal de poner en prdctica las ideas de la estructura de un codigo ciclico explicaremos uno
de los ejemplos dados por el articulo[10)].

Ejemplo 19 Dado un cddigo binario C1 cuyo indice es | = 3 y longitudn =Im =21 =m =17
que genera los elementos,

v =X+ X+ 1L, X X3 X+ 1, X - X3X?)
vo=(X'+ X3+ X2+ 1, X, X+ X3+ X +1)

Sea f =X +1, fo :~X3—|—X+ 1, fs=X34+X24+1= X"4+1= fifofs, entonces la base
reducida de Grébner de Cy =< vy, v2, (X7 + 1er, (X7 + 1)ea, (X7 + 1)eg > es de la forma,

fo ST ?
0 f3 fifs ] (5.5)
0 0 X"+1
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A partir de sus componentes diagonales podemos calcular la dimension de C1,

l
> (m—d(gi) =4+4+0=38

i=1

El codigo binario Cy de indice | = 3 y longitud n = 84, m = 28 cuyos conjuntos RGB-
generadores vienen dados por,

fifafd fAX2+X+1) 1
0 filafs foX (5.6)
0 0 ff

cuya dimension serd,

l
> (m—6(gii) = 14+ 18+ 19 =51
=1
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Capitulo 6

Conclusiones

Tras haber hecho un recorrido a través de todos los conceptos basicos de la teoria de la
codificacién, explicando algunos de los cédigos més elementales como son los lineales y los
ciclicos, y llegando a una introduccién sobre las estructuras de los codigos cuasi-ciclicos, podemos
encontrar una gran cantidad de puertas abiertas para continuar con nuestra formacién en esta
rama.

Por una parte, hemos visto un ejemplo de como se transforman los conceptos de una materia
que queremos estudiar en objetos matematicos, definiendo asi desde qué es un alfabeto, la
distancia minima en un cdédigo, etc, hasta demostrar lemas y teoremas que fijen unas propiedades
que podremos utilizar como herramientas para ahorrar espacio y agilizar la codificaciéon entre
otros.

Por otra parte, tras haber asimilado los conceptos previos nos adentramos en estudios con
un uso practico asi como los cédigos lineales, una base de una gran rama de estudio.

No obstante, los cédigos ciclicos tienen un mayor interés puesto que se acerca a los cédigos
utilizados a la hora de codificar en la realidad.

Finalmente, todos los cddigos tienen sus ventajas y desventajas, y dependiendo de nuestras

necesidades recurriremos a unos u otros, ya sea por motivos de compresion, necesidad de alta
correccion de errores, velocidad a la hora de decodificar.
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