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Resumen

En la mecéanica celeste, uno de los principales problemas de estudio es el movimiento de
los cuerpos del sistema solar, destacando el estudio del movimiento planetario. Este problema
se puede abordar mediante técnicas numéricas o mediante técnicas analiticas, y este trabajo
se centra en estas ultimas, en el cual se toma para cada planeta como problema inicial el
problema de dos cuerpos Sol-planeta. El problema de dos cuerpos es un problema completamente
integrable que se resuelve mediante la determinacion de los elementos orbitales, y la solucion del
problema completo con perturbaciones se aborda mediante métodos de variacién de constantes,
dando lugar a las ecuaciones planetarias de Lagrange. Dado que la fuerza con que los demas
planetas atraen a uno dado es pequena con respecto a la atraccién del Sol, una técnica apropiada
para la integracién de las ecuaciones planetaria de Lagrange es el método de perturbaciones
tomando como pequenios parametros la razén de las masas planetarias a la del Sol. Para aplicar
esta técnica es necesario en primer lugar conocer los desarrollos de las principales magnitudes
del problema de dos cuerpos como series de Fourier en las anomalias medias de los planetas que
intervienen, y para ello hay dos tareas principales: obtener todos los desarrollos de las principales
cantidades involucradas, y conseguir algoritmos eficientes para obtener el desarrollo del inverso
de la distancia. En este trabajo encontraremos lo referido a la primera de estas tareas, dejando
para estudios posteriores el desarrollo del inverso de la distancia entre dos planetas.

En la primera seccién del trabajo introduciremos el problema de dos cuerpos, para en la
siguiente seccion presentar los principales desarrollos en funciones de Bessel. En la tercera seccion
estudiamos el radio de convergencia de las series. En el cuarto demostraremos un teorema debido
a Cauchy y nuevos desarrollos aplicando este teorema y los nimeros de Cauchy. En la quinta

y ultima seccién obtendremos algunos desarrollos mas de interés y estudiaremos la ecuacién de
Bessel y Legendre.
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Introduccion

El presente trabajo fin de méster es continuacion del trabajo fin de grado titulado El Proble-
ma de Dos Cuerpos [2], en el que abordaba el estudio del problema de dos cuerpos obteniéndose
en primer lugar la integral de las dreas, la ecuacion del movimiento relativo y la integral de la
energia. En este trabajo también se abordaba el estudio del movimiento eliptico, del movimiento
parabdlico y del movimiento hiperbédlico. En una segunda etapa se estudiaba la 6rbita en el espa-
cio, introduciéndose los elementos orbitales y finalmente se estudiaba el movimiento perturbado
cuyo estudio se abordaba mediante las ecuaciones planetarias de Lagrange. Para mas detalles
puede consultarse el mismo en http://repositori.uji.es/xmlui/handle/10234/194313.

Para estudiar el movimiento perturbado en el caso de eliptico con excentricidades pequenas
por métodos analiticos es necesario desarrollar los segundos miembros de las ecuaciones planeta-
rias de Lagrange en serie de Fourier respecto a las anomalias medias de cuerpo perturbado y del
cuerpo perturbados, siendo el movimiento de ambos en orden cero de perturbacién movimientos
keplerianos elipticos.

Para lograr tal fin es necesario por una parte el desarrollo de las principales magnitudes
del problema de dos cuerpos en serie de Fourier de la anomalia media y por otra obtener el
desarrollo del inverso de la distancia entre astro perturbado y perturbador como serie de Fourier
doble en las anomalias medias de ambos cuerpos.

Este trabajo estd enfocado principalmente al estudio de la primera tarea, introduciéndose
de modo somero la segunda. Este trabajo atin no es suficiente para lograr el desarrollo de las
ecuaciones planetarias de Lagrange en serie doble de Fourier de las anomalias medias de cuerpo
perturbado y perturbador.

En el capitulo 1 se exponen los conceptos mas basicos del problema de dos cuerpos para
proseguir este trabajo. En el capitulo 2 se estudia de modo riguroso el desarrollo de los senos
y cosenos de los miltiplos de la anomalia excéntrica E como series de Fourier de la anomalia
media M. Nétese que este estudio permite obtener, conocido el desarrollo de sin(E), el desarrollo
de E en funciéon de M. Para ello se introducen las transformadas de Bessel.


http://repositori.uji.es/xmlui/handle/10234/194313

En el capitulo 3 se estudia la convergencia de estas series, lo que se realiza tomando como
base el teorema de Lagrange de la teoria de funciones holomorfas, el cual permite la inversion de
funciones analiticas alrededor de un punto en el que no se anula la primera derivada, obteniéndo-
se el desarrollo de la funcién inversa en series de potencia. De ello se obtiene el mencionado
radio.

A continuacién, en el capitulo 4, se estudian los teoremas de Cauchy para el desarrollo de
ciertas funciones de F en funcién de M y los nimero de Cauchy lo que permite la obtencién de
importantes desarrollos entre los que se encuentra la llamada ecuacion del centro.

En el capitulo 5 se estudian una serie de importantes desarrollos de la anomalia verdadera
y el radio en funcion de la anomalia media, lo cual se realiza mediante la introduccién y el
estudio de las funciones de Hansen. Al final de este capitulo, también se aborda el estudio de los
polinomios de Legendre lo que constituye la base de uno de los métodos para obtener el inverso
de la distancia entre cuerpo perturbador y perturbado. También se muestra que los polinomios
de Lagrange y las funciones de Bessel son soluciones de sendas ecuaciones diferenciales.

Finalmente se muestran las principales conclusiones del trabajo.
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Capitulo 1

Conceptos previos

En este primer capitulo, se recordaran algunos conceptos y definiciones estudiados en el TFG
El Problema de los Dos Cuerpos [2]. Este TFM es una continuacién de la teorfa previamente
vista, asi que es conveniente ver este capitulo o leer el TFG para tener una mejor lectura de
este TFM.

1.1. Definiciones

Definicion 1 Primario. Punto material de masa m1 cuya posicion en un sistema de coordenada
viene dado por el radio vector r1.

Definicion 2 Secundario. Punto material de masa ma cuya posicion en un sistema de coorde-
nada viene dado por el radio vector 3. Se considera con una masa menor que el primario.

Definicion 3 Se denomina periastro al punto de la orbita mds prozimo al primario.

Definicion 4 Los semiejes de la orbita eliptica se denotan con las letras a y b, siendo el primero
de ellos el de mayor longitud.

Definicion 5 Se denota la excentricidad de la orbita por e.

Definicién 6 Se denomina anomalia verdadera al dngulo V' que forma el radio vector ¥ = ra—7r1
con la direccion del periastro.
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Definicion 7 Se denota la anomalia excéntrica con la letra E.

Definicién 8 Se denota la anomalia media con la letra M. Si se denota n = 2Z al movimiento

T
medio, siendo T el periodo orbital, se tiene que
M:n(t—to), (1.1)

siendo ty una época inicial.

1.2. Integral de areas

Denotando v =7 = %, la integral de areas resulta

FAU=C,
donde C es la constante vectorial de las areas.

La integral de areas se expresa en coordenadas polares como

2dV

T C = nab. (1.2)

1.3. Parametro del movimiento eliptico

El parametro p en el movimiento eliptico verifica que

2

p=a(l —e?) = %. (1.3)

1.4. Ecuacion de Kepler

La relacién entre la anomalia media y la anomalia excéntrica se produce a través de la
llamada ecuacién de Kepler

M = E —esin(E). (1.4)

12



1.5. Relacién entre las anomalias verdadera y excéntrica

La ecuacion que relaciona la anomalia verdadera con la anomalia excéntrica es

Vv 1 E
tan — = te tan —. (1.5)
2 1—e 2

1.6. El movimiento perturbado

El problema de dos cuerpos perturbado es aquel en el que existen diferentes cuerpos con
masa en el lugar de estudio, pero que la masa del primario es superior a la del resto. Este
problema se trata anadiendo una funcién de perturbaciéon que depende de la distancia entre el
primario y secundario, su derivada y el tiempo.

E7 T
W:_Hﬁ_{—F(T?rﬂf)v (16)

donde p = G(mi + ma), siendo G la constante gravitacional.

1.7. Ecuaciones planetarias de Lagrange

Sea un problema de dos cuerpos perturbado por un potencial R. Entonces la variacion de
los elementos osculadores respecto al tiempo viene dada por

da 2 OR
dt ~ nadM
de 11— 2R  V1—e20R
dt ~ naZe OM  na2e 0w
di cos i OR 1 OR
dt  na2y1—eZsini 0w  na2y/1 — e2sini O
e _ 1 IR (1.7)
dt  na2v/1 — eZsini O0i
dw _mE)R cos ? OR
dt ~ na’e de na%/ﬁsinig
dM 2 0R 1-¢€*9R
dt "' nada  nale de’

que son las conocidas como ecuaciones planetarias de Lagrange.
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Capitulo 2

Primeros desarrollos

En este capitulo se abordan los primeros desarrollos en serie relativos al problema de dos
cuerpos, en particular los desarrollos de los senos y cosenos multiplos de la anomalia excéntrica
E, Las fuentes seguidas para abordar dicha tarea las podemos encontrar en [4] en lo relativo a
la base de los desarrollos y en [I] en lo relativo a las funciones de Bessel.

2.1. Funciones trigonométricas de la anomalia excéntrica F

Sea la funcién sin(kE), k € N. Esta funcién es de clase C*°, es 2r—periddica y es impar en
E y de la anomalia media M a través de la ecuacién de Kepler (1.4). Por tanto, existe una
sucesion {bF }°°_, tal que

sin(kE) = Z bE sin(mM),

m=1

donde los coeficientes de Fourier vienen dados por

27
bE = / sin(kE) sin(mM) dM.
0
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Al integrar estos coeficientes por partes, se obtiene que

1 2w
bE = / sin(kE) sin(mM) dM
T Jo
u = sin(kE) — du = ksin(kE)dE
-1
J dv =sin(mM)dM — v = — cos(mM)
m

= [_1 sin(kFE) cos(mM)] " + — /027T cos(mM) cos(kE) dE

mn M—o M
k 2m

= / cos(mM) cos(kE) dE,
mm Jo

y a partir de la ecuacién de Kepler ([1.4) se obtiene que

ok /0% cos (m(E — esin(E)) ) cos(kE) dE. 2.1)

™ mmr
Por otro lado, y a partir de las relaciones del coseno de la suma y la resta de angulos, se
tiene que
cos (m (E —esin(E)) — k:E) = cos (m(E - esin(E))) cos(kE)

+sin <m (E - esin(E))) sin(kE),

cos (m(E — esin(E)) + kE) = cos (m(E - esin(E)) ) cos(kE)
sin (m(E - esin(E))) sin(kE).
Sumando las relaciones y dividiendo entre dos, se tiene
cos (m(E — esin(E))) cos(kE) = % [cos (m(E — esin(B)) — kE) (2.2)
+cos (m(E - esin(E)) + kE)|,
restando y dividiendo entre dos se tiene
sin <m(E - esin(E))) sin(kE) = % [cos (m(E — esin(E)) — kE) (2.3)
~ cos (m(E  esin(E)) + kE)]

y al sustituir (2.2)) en (2.1]) resulta

2
bE = 2:WT/0 cos <m(E —esin(E)) — k‘E) + cos (m(E —esin(E)) + k:E) dE,

16



o lo que es lo mismo,

2m
bE = k. /0 cos ((m — k)E —mesin(E)) + cos ((m + k)E — mesin(E)) dE.

- 2mm

Sea ahora la funcién cos(kE),k € N. Esta funcién también es de clase C*°, 2w —periddica,
pero es par en E (y en M), por lo que

cos(kE) = af + Z ak cos(mM),

m=1
donde
1 2w 1 2
ab = — cos(kEYdM y aF = / cos(kE)cos(mM)dM  (m >1).
21w 0 ™ Jo

Para calcular alg, diferenciamos la ecuacién de Kepler dM = (1 — ecos(E)) dE, por lo que
se tiene

1 2
ak = = cos(kE)(1 — ecos(E)) dE

2 0
1 27

= — cos(kE) — ecos(kE) cos(E) dE
2 0
1 27 e 27

= 5 cos(kE) — 2/ cos(kE) cos(E)dE
T Jo T Jo
_ 2m

= 35 ; cos(kE) cos(E) dE.

Ahora bien, puesto que

cos ((k—1)E)
cos ((k+1)E)

cos(kE) cos(E) + sin(kE) sin(E),
cos(kE) cos(E) — sin(kE) sin(E),

de donde si se suman estas expresiones y se dividen entre dos se obtiene

cos(kE) cos(E) = %(cos ((k—1)E) + cos ((k + 1)E)>,
y por tanto

—e 2w
ab = I cos ((k— 1)E) +cos ((k+ 1)E) dE.

17



Para k£ = 1, resulta

. 2m
a = 4;/0 1+ cos(2E) dE
_ e [E B sim(2E)}27r
a7 2 E—0
- ¢
= -
y para k > 1,
_ 2m
ab = 4:/0 cos ((k—1)E) +cos ((k+ 1)E) dE
e [sin((k=1)E) | sin((k+1)E) o
T k—1 k+1
E=0
= 0.
El calculo de afn, m > 0, se realiza integrando por partes
1 27
ak = / cos(kE) cos(mM) dM
T Jo
u = cos(kE) — du= —ksin(kE)dE
1
l dv = cos(mM)dM — v = —sin(mM)
m
1 27 21
= [ cos(kE) sin(mM)} + / sin(mM) sin(kE) dE
mm M—o ™7 Jo
k 2m
= / sin(mM) sin(kE) dE,
mm Jo

y a partir de la ecuacién de Kepler y de la ecuacion ([2.3)), se obtiene que

ok = % /0 " in <m(E - esin(E))) sin(kE) dE
= % /027r cos (m(E —esin(E)) — kE) — Cos (m(E —esin(E)) + kE) dE,

o lo que es lo mismo,

2w
ak = L /0 cos ((m — k)E — mesin(E)) — cos ((m + k)E — mesin(E)) dE.

mo 29mm

Los coeficientes a¥, y b son funciones de la excentricidad e.

18



2.2. Funciones de Bessel de primera especie

2.2.1. Desarrollo de las funciones de Bessel

1

Sea la funcién Z(z, z) = exp (% (z — ;)) = exp (%’z) exp (g—j), la cual puede desarrollarse en

una serie de Laurent como

+oo
Z(x,z) = Z In(x) 2",

n=—oo

donde

1 [ Z(¢)
Jn(x) = % c §n+1

dg,

siendo C' un ciclo homdélogo a cero que encierra a z = 0.

Si se toma C' como la circunferencia en el plano complejo definida como || = 1, se tiene que

5(e-¢)
In(z) = 1-/651”15055

2t Jo
E=e" t € 10,27]
l de = ie't di
it —it 1 1
% = isin(t) = 5 <§— 5)
1 2m A
— T R sm(t)e—mt,i dt (24>
™ Jo
2
_ QL " ei (ac sin(t)—nt) dt
T Jo
1 27
= 5 cos (zsin(t) — nt) — isin (zsin(t) — nt) dt
T Jo
1 27 i 2
= 5 cos (zsin(t) — nt) dt — Py / sin (z sin(t) — nt) dt
T Jo T Jo
1 27 i ™
= o cos (nt — xsin(t)) dt — o sin (z sin(t) — nt) dt
m™Jo L -
1 2m
= 3 cos (nt — xsin(t)) dt.
T Jo

Por lo que para las funciones de Bessel de primera especie, gracias al desarrollo en series de

19



potencias de la exponencial, se tiene que
= Tz —x
> @) = e () ew (2)
n=-—oo
+oo +00
1 k —1)% s
= Z — (f) P (=1) (E> z~° (2.5)
k! \2 s! 2
k=0

+00 +00 (_1)sxk+s

ohtslgl

—S
Vamos a distinguir tres casos

= Si k> s consideramos n = k — s, y el sumatorio parcial seria
SIREECRE
— | 2"
nt2sgl !
n=1 \s=0 o (n + 8)
= Si k = s, el sumatorio parcial seria
S~ (e
Z 9225615l <
= sls!
» Si k < s consideramos n = s — k, y el sumatorio parcial seria

too /+00 —1)8 25— .

n=1 \s=0 ’

e invirtiendo los limites del sumatorio,

—1 +oo (_1)51,77,4-25 .
> (Z MW) 2"

n=-—oo \s=0

Si se agrupan estos sumatorios en la ecuacién ([2.5)), se tiene que

+oo . +oo +oo 1) 2N\ 1425 .
DEICEEDY (Zsl({nﬁs)!(g) )

n=—00 n=—oo \s=0

y por tanto,

n TX — T
)= (5)' S e ()" 26



Para estas funciones se cumplen las relaciones de recurrencia

d Jn(z) d (—1)k ( )2k
de zv dx 2” k‘ n—i—k)
_ i +oo (_1)k (E)Qk_l
2n — (k=D n+k)!\2

l (k—1=s}

-1 Jio (=1)® (§)23+1

D pord sln+s+ 1)1 \2

_ e N ()"

N 2"+1 — slln+s+ 1)1 \2

+
B -1 n+1 ( 1)3 T\ 28
o (2) Zs'(n—i—s+1) (5)
-1
= o n1(T).
Por tanto, se cumple la relacion

1 d Jy(x) -1

- =—J, , 2.7

rdr z" gntl (@) (2.7)

y de aqui se tiene
(xd)m o pntm

Por otro lado, se tiene la relaciéon

d n

[ >

7 (3"
~(3)"

21

n (_1)k
2 Z K(n+k— 1)

[<>2n+k<>2’1

k'n—i—k ( >2n+2k]
(E)Qn—&-Qk—l
2
Z n—{—k:—l (g)%
)2k’

+
Zk' n—l

k
k=0

X

2

e



es decir, se tiene que

d n n
%(a: Jn(x)) = 2" Jp1(x), (2.8)
que al dividir entre x se tiene

d _
@(l‘an($)) ="V, (2),
y al aplicarlo m veces se llega a que
dm
(zd)™

(2" T () = 2" ™ Ty ().

Las expresiones ([2.7)) y (2.8) se pueden escribir, derivando con la regla de la cadena, como

J! (x) In () 1
e -y nt1(2)
2" J) (x) + n:v”_ljn(x) = 2" Jp-1(x),

y despejando,
, n
Jn(x) = Ejn(l‘) = Jnt1(2)
-n
J)(x) = 7Jn(x) + Jp—1(x).
Al igualar, se obtiene la primera relacién de recurrencia

Tusa(w) = 2 gu(@) — ua (),

y al sumar se obtiene la segunda relacién de recurrencia

1

(@) = 5 (Jamr(@) = Jusa(@))

Por otra parte, se puede probar ficilmente con la ayuda del desarrollo (2.6 que

Jn(—x) = (=1)"Jn(z)
J_pn(x) = (=1)"Jp(x).

También se cumple que J,(z) = O(z").

Las funciones de Bessel son solucién de una ecuacién diferencial conocida por ecuacion de
Bessel.
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2.2.2. Aplicacién a los desarrollos de sin(kE) y cos(kE)

Una vez establecidas las funciones de Bessel, resulta que

“+oo
Z bE, sin(mM)

+oo 27
= Z sin(mM)% ; cos ((m — k)E — mesin(E)) + cos ((m + k)E — mesin(E)) dE

m=1

sin(kE)

= +Z°<> %(Jm,k(me) + Jm+k(m€)) sin(mM),

m=1

y de forma similar,
e =Xk
cos(kE) = —551,1% + mil po— (Jm,k(me) - Jm+k(me)) cos(mM),

donde 97 1, es la delta de Kronecker.
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Capitulo 3

Convergencia de los desarrollos

En este capitulo se aborda el estudio de la convergencia de los desarrollos en serie de las
funciones de la anomalia excéntrica en serie de potencias de la excentricidad. De las diversas
alternativas, se ha escogido la prueba de Rouche la cual se encuentra expuesta en Tisserand
[6], dicha prueba parte del teorema de inversién de series de Lagrange, cuya demostracién y
requisitos pueden encontrarse en [I] y en [3].

3.1. Convergencia de los desarrollos en potencias de e

Las series obtenidas en la seccién anterior son convergentes para cada valor de e. Sustituyen-
do las funciones de Bessel por sus desarrollos, resultan series dobles en e y cos(kM),sin(kM).

En la mecénica celeste, resulta interesante poder reordenar las series en funcién de la excen-
tricidad, que en el movimiento eliptico estd comprendida en [0, 1], para asi poder despreciar a
partir de un cierto término en e.

Para poder reordenar las series, integrar y derivar, es preciso que las series converjan de
manera absoluta y uniforme, por lo que estudiaremos los desarrollos en series de Lagrange en

varias fases.
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3.1.1. Desarrollo en series de Lagrange
Existencia de inversa

Sea f(2) = f(20)+ 3.5 an(2—20)" una funcién holomorfa tal que f'(z9) # 0y su desarrollo
en serie converge en el interior del disco |z —zg| < p, (p > 0). Definimos w = f(2) y wo = f(20).
Sea 0 < pg < p tal que la funcién g(z) = f(z) —wo # 0si 0 < |z — 20| < po < p. Podemos
asegurar que existe pg ya que g(z) es holomorfa y no constante (¢’(29) # 0) por lo que sus ceros
son puntos aislados.

Sea § = d(wo, {f(20)/]|z — 20| = po}). Luego, para todo valor w; € C tal que |w; —wp| < J se
tiene que |f(z) — wo| > |wo — wi| para cualquier z € v = |z — 29| = po.

Por el Teorema de Rouche, la ecuacién f(z) —wo y f(2) — w1 = f(2) —wo + (wp —w1) =0
tienen el mismo nimero de raices en el interior de la circunferencia ~y.

Sea pues zj la raiz de f(z) —w; = 0 en el interior de 7. Podemos definir la funcién

p:{weC/lw—wy| <o} — C
wi — p(w) =2,

donde z = p(w) es la funcién inversa de w = f(z).

Obtencion de la serie de Lagrange

Sea F'(z) una funcién analitica en un recinto que contenga al disco |z — 29| < pp. Se pre-
tende obtener el desarrollo de F(¢(w)) en series de potenciad de w — wy y estudiar su radio de
convergencia. Sea pues w € C tal que |w — wy| < J, por lo que la funcién f(z) — w = 0 tiene un
cero simple tnico en z = ¢(w) en el interior de v = |z — 29| = pg, por lo que la funcién

F(§) 1'(§)
f@)—w’
tiene un polo simple tinico en p(w) en el interior de 7 con residuo igual a F'(p(w)), por lo que
_ 1 /')
Flo) = gz [ FO 755 (31)

Para evaluar la integral anterior, recordamos por un lado que |w — wp| < ¢ mientras que
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w

|f(§) —wo| =9, £ € v, por lo que ‘ﬁ < 1. Entonces

re 19
f() —w f(§) —wo+wo—w
_ f(él)(i)do
1- f(ng—ugo
f/(ﬁ) = w—wy \"
7o) — o 2 <f(§) - wo)

(o9}
Sea M = méx] 17(€)], entonces la serie estd acotada absolutamente por Z% ('w}f°|n> la cual

es uniformemente convergente por lo que la serie también lo es. n=0

Por lo que la integral de la ecuacién (3.1) puede integrarse término a término tras sustituir
la serie.

_ L SO ((w—w )"
Flew) = Qwi/wF(g)T;)f(f)—wO (f(f)—wo> a

_ 0 1 F(f)f’({) )
B 227” mes—c«wdfl<w—wo>,

por lo que hemos obtenido F(¢(w)) como desarrollo en serie de potencias de (w—wyp) convergente
si lw —wp| < 6. Esta serie constituye la inversién de la serie original si F'(z) = z. Calculemos los
coeficientes

m Sin=0:

O [FOFE
27ri/7f(£)—wo d¢ = F(x),

ya que & = 2 es un polo simple de residuo F'(zp).

s Sin>1:
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En primer lugar, integramos por partes

GG ,
2 | @~ T Yoo LO g oL

1 F( 1 F'(§)
omin mev * omin /7 (F(&) = wo)™ ds

_ 1 F'(€)
- 27Tin/y(f(§)—%)"

La funcion en la integral tiene un polo de orden n en zy, por tanto

PO 1 1 [ (-0
(ﬂ@—mﬁ’4_0%4NMW1F@Nﬂ®—mWLZJ

y definiendo x(z) = T g entonces se tiene

1 F'(¢) B l dn—1 / .
2min [Y (f(g) — WO)n d€ - nl dénfl [F (é)X (f)] E=zp "

Res {

Por tanto, se tiene que

0 n—1
Plo)) = Fa) + 3 s [FON(©)] ey 0 = )™
n=1

que es la llamada serie de Lagrange para F'. Si tomamos el caso particular de F'(z) = z, se tiene

1 d”l n
z2=¢ —w0+z 'df”l )]E ZO(W*WO)-

Se observa que el radio de convergencia de estas series es independiente de F', solo se exige
que el dominio de analiticidad de F' sea mas grande que el de f.

A partir del desarrollo en serie de Lagrange, se estudiard la convergencia de los desarrollos
en potencia de la excentricidad.

Sea la ecuacién de Kepler z — wsin(z) = 7 donde z representa la anomalia excéntrica E, w
la excentricidad e y 7 la anomalia media M. Si se reescribe la ecuacién como w = si;(;) = f(z),
es una funcién holomorfa mientras sin(z) # 0, asi que sea zp = 7 # km, sea wy = 0. Entonces

x(§) = éf_(g)o = sin(§). El desarrollo de Lagrange para esta funcién resulta

e dn—l

1 / sn n
F(z) = F(T)—i-nz:;n! [df"l [F (§) sin (5)] g:Tw :
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El radio de convergencia de la serie viene dado por § = min|,_ —, ‘ f)—f (zo)‘ > 0, siendo
p el radio de un circulo donde f(z) es analitica y no toma el valor de wp en puntos distintos de
20

En el caso de la ecuacién de Kepler, la convergencia de la serie esta asegurada si ﬁ <1,
esto es ‘Z‘j—T sin(z)‘ < 1, lo que se cumple si w % < 1. Tomando el contorno z = 7 + pe'?, la

condicién de convergencia resulta Z|sin(r + pet?)| < 1. Sea K(p) el maximo valor del médulo
de sin(7 + pe’¥) cuando ¢ € [0, 27, asf que la condicién se puede transformar en “2K(p) < 1.
. - , q1/2
|sin(7 + pe'?)| = |sin(7 + pe'?)sin(r + pe*w)}
. BTN PR LYE
= |[sin (7 + pcos(p) + ipsin(p)) sin (7 + pcos(p) — ip sm(cp))]

= :cos2 (ip sin(cp)) — cos? (7’ + pCOS(‘P))} 1/2’

y esto toma su mayor valor cuando cos?® (ipsin(y)) sea méximo y cos? (7 + pcos(p)) sea cero.
Asf que por un lado se tiene que cos® (ip Sin(tp)) = cosh? (p sin(@)), que se hace méiximo si
sin(p) = 1, asi que ¢ = £3. Ahora, por otro lado, cos? (7 + pcos(p)) =0si p =% y 7 =£Z.
Por lo que K (p) = cosh(p).

Las series convergen si la excentricidad 7 < méax %, que derivando e igualando a cero se
obtiene

( d )l _ cosh(p) —psinh(p) _ H——pSH— _Ptel—peltpe”
cosh(p) cosh?(p) cosh?(p) 2 cosh?(p) ’
por lo que se tiene e’(p — 1) — e P(p+ 1) = 0. Esta expresién tiene signos distintos en 1 y en
2, ademds de que su derivada p(e? + e~ ?) es siempre positiva, asi que existe una raiz p; > 0.

Esta raiz es p; = 1,19967..., de donde se calcula que w < Kﬁ();n) = 0,6627... por lo que las series

convergen si la excentricidad es |w| < 0,6627....
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Capitulo 4

Teorema de Cauchy y nimeros de
Cauchy

En este capitulo se abordan desarrollos fundamentales en la mecanica celeste, entre los que
se encuentra la ecuacién del centro. El método seguido consiste en primer lugar en exponer
los teoremas de Cauchy del desarrollo del problema de dos cuerpos, asi como los denominados
nimeros de Cauchy. A partir de dichos resultados es posible, como se verd, obtener los desarrollos
deseados. Las fuentes de este estudio pueden encontrarse en Tisserand [0].

4.1. Teorema de Cauchy

En esta seccién veremos la demostracién del siguiente teorema de Cauchy.

Teorema 1 Sea el desarrollo S = ZZS_OO P,z". Entonces:

1. P, es igual al coeficiente de s™ en el desarrollo de la funcion

vesen(3 (1) (-5 (2))

1

2. P, es igual al coeficiente de s"~* en el desarrollo de la funcion

vt ds L (re( 1
“nas PN U5 )
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Para ello, sea S una funcién periédica, finita y bien determinada de la anomalia excéntrica
FE de periodo 27. Esta funcién serd asimismo periédica con periodo 27 de M y de V. Por tanto,
S admitira los desarrollos en funcién de E y de otra variable &.

1
S = 500 + a1 cos(E) + az cos(2E) + ... + by sin(F) + by sin(2F) + ...

S = %Ao + Aj cos(§) + Az cos(2€) + ... + By sin(€) + Basin(2€) +

Supongamos que es facil expresar sin(jE) y cos(jE) en series trigonométricas de £, entonces

cos(jF) = on )y Zpk cos(k¢€)

k=1
Oo .
sin(jE) = S~ g7 sin(ke),
haciendo facil encontrar los valores
1 1
§A0 = 5@0 + alp[() )

AK = Zajpggj)
7=1
Oo .
BK = ijqlgj).
7j=1

En el caso de que £ sea la anomalia media, las expresiones p(] ) y q,(c ), son conocidas en funcién

de las funciones de Bessel, con lo que se tiene

Ay = ap+are

1= .
Ag = Ezjaj [Jij(ke) — Jiyj(ke)]

J=1
1 o
BK = %Z Jk J ke JkJrj(ke)].

Sea z = exp(i¢) donde i? = —1. Entonces el desarrollo de S en funciones trigonométricas de
& resulta

1 1 1
S = §A0—1—§A1(z+z_1)+§A2(z2—|—z_2)+...
1 1
+27]:B1(Z — Z_l) + ZBQ(Z2 — 2_2) + ceey
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o lo que es lo mismo,

—+00
S = Z P,2",
n=-—00
donde
1
Py §A0,
1 1 .
P, = §An + z—iBn, sin >0,
1 1 .
Pn = §An ?ZBT“ sin < 0.

La integral f027r 2P d€ es 0 si p# 0 (con p entero) y es 27 si p = 0.

n

Si integramos la serie entera de S multiplicada por z7", se tiene

2
2nP, = Sz7"dE.
0

(4.1)

Andlogamente, sea s = exp(iF), y si & representa la anomalia media M, entonces se tiene

que

z = exp(i€) = exp(iE —iesin(F)) = exp(iE) - exp(—iesin(E)) = sexp(—iesin(FE)).

Ahora bien, también se tiene la igualdad

isin(E) = %(exp(iE) — exp(—iE)) = % <s — 1) ,

e (56-2)

Otra igualdad que se cumple es

por lo que

N | =
7N
®
+
W | =
~

cos(E) = %(GXP(ZE) + exp(—iE)) =

asi que a partir de la ecuacion de Kepler se tiene que

d¢ = dM = (1 — ecos(E)) dE = (1 - g <s+ i)) dE.
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Por tanto, y de la ecuacién (4.1) con la ayuda de las igualdades (4.2) y (4.3)), se tiene

2w 1 1
2nP, = Ss™"exp (ne <s—>) (1—6 (s—|—>> dFE,
0 2 S 2 S

27
27rPn:/ Us™"dF,
0

vesen (5 (D) 05(0)

La funcion S es desarrollable en serie de Laurent respecto a s, de mismo modo que U.

o bien

donde

Sea U =...+ P 4872+ P 571 + P+ P/s+ Pys?> + ..., por lo que
2m
/ Us™"dE = 2r P,
0

asi que se tiene que P, = P..

La funcién U es producto de tres factores: exp (% (s — %)) que es facilmente desarrollable

en funcién de las funciones de Bessel, 1 — § (s + %) que ya esta desarrollado, y de la funcion S.

El célculo de los P, permite calcular los A,, y B, y puede realizarse como

2
o2rP, = Sz dg
_ds

l u=.29 — du—dgdf

dv = 2z""d¢ = exp(—nif) d§ — v = ;Tzl exp(—nif)
0

iS —1 [?™dS
— S > —nif)d
i ) e exp(—nif) d¢
1 [?™dS
_ 7 _ —nd
wi ), ae” %
1 [*™dSds _,
= — | 2Z2Z2.n4E.
ni ), dsdE°



Reemplazando el valor de z de la ecuacién (4.2)), y j—fg = % =idexp(il) = is, se tiene

1 (% 1
2rP, = / st—n s exp <ne (s — >> dE.
n Jo ds 2 s
Sea ahora la funcién

v tds  (nef 1
T s TP\ T ’

y sea su desarrollo en serie de Laurent
V=4Q 0s24+Q_ 15" +Qo+ Qs+ Qas* + ...,

concluimos que multiplicando por s'~" e integrando se llega a

1 [ d 1
21Qp_1 = / st—n a5 exp (ne (s — >> dE,
n Jo ds 2 S

asi que P, = Qn_1.

Quedando asi demostradas las dos partes del teorema de Cauchy.

4.2. Numeros de Cauchy

Antes de realizar desarrollos mas complejos, conviene introducir los nimeros de Cauchy.

Sean j y ¢ dos niimeros enteros positivos, y sea p un nimero entero cualquiera. La expresiéon
I=x7P (:B + %)] (ZL’ — %)q se puede desarrollar en serie de Laurent alrededor de x = 0.

Sea N_, j 4 €l término independiente del desarrollo de I, o lo que es lo mismo, el coeficiente
del término de grado p en (ac + %)J (ac — %)q. A estas cantidades N_, ;, se les llama ntimeros

de Cauchy y veamos algunas de sus propiedades.

I —p+j+q=0
N_p7j7q =
0 —p + j + ¢ negativo o impar,

ya que el desarrollo de (z -+ %)j (x—2)" = 29%9 4 2T972 4 29974 + |y por tanto
I = zhtaP 4 ¢ip7teP=2 4 de donde si j + ¢ —p = 0, la parte entera de I es 1, y si

7+ g —p < 0 no hay parte entera, y si j + ¢ — p es impar, no hay término de grado cero.
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También se tiene la relacion Ny, = (—1)9N_, 4, ya que el término independiente de
o (z + %)] (z— %)q es el mismo que el de 77 (% + :c)j (% — x)q = (-1)%7P (z + %)j (z— l)q.

T

Busquemos ahora la expresion analitica para N_, o 4

B 1\7 1.-2....¢q .
o= (o-1) = ¥ 1P o,

12200
o a+B=q “ b
y si a — 8 —p =0, entonces Z+g:§ },asique g:é },porloque

ar( (
N7p70»q = (_1) 2 <p+q> :

Otra relacién que se cumple es que

N—p7j+17q = N—p-ﬁ-l,j,q + N—p—l,jqu

que deriva de
1)/t 1\? 1\’ 1\? 1\’ 1\?
T T T T T T

Los ntimeros de Cauchy se utilizan en numerosos desarrollos como se vera en el siguiente
apartado.

4.3. Desarrollos por el teorema de Cauchy

Si aplicamos los teorema de Cauchy al desarrollo de S = %, se tiene que

S=(1—ecos(E))! = (1 - g (s + i))l (4.4)

y por tanto

r=en(5 (1)

por lo que el coeficiente de s™ es la funcién de Bessel J,(ne), y el de s™" es J_,,(—ne) = J,(ne)
y por tanto,

1
540 = Jo(0) =1, Ap = 2Jn(ne), Bp =0,
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de donde

a oo
—=1+2 J, M).
" + ; (ne) cos(mM)

Ahora vamos a calcular el desarrollo de (5 — l)m con m € N en cosenos miultiplos de la

anomalia media

(f _ 1)m = lc(m) + ic,im) cos(kM).

a 20
k=1

Sea

o

§=r" 43 R+,

k=1

con c,im) = 2P,§m) y donde
S =(—cos(E))" = (-1)" (E)m 5+ e
N N 2 s)

y por tanto,

e () () (05)

Para encontrar Pém), aplicaremos el punto 1 del teorema de Cauchy

= o ()" (+5) (-5(+3)
= () () e (T ()

El término constante procede del primer sumando si m es par y del segundo si m es impar,
asi que

(5)" Gaje) = (5)™ () m par, m = 2m/,
™ =
(5)™ (i)2) = ()" (i) mimpar, m = 2m/ 4 1.
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)

se utiliza la segunda parte del teorema de Cauchy, asi que
1dS ne 1
V== —(s=—=1]].
nds P < 2 (S s>>
El coeficiente PT(Lm) vendra dado por el coeficiente del término s™ en el desarrollo de sV
m ose\m 1\ 1 ne 1
=2 ) () (- Do (3 (1))
SO CH RN CHEICICH)
por lo que desarrollando la funciéon exponencial,
1 ml 1 ne 1 i 1 <ne>k 1 ml 1)
- 2 lexp [ = (s— = - — (= - _Z
T STS) P P k—ok!QSS U)o

donde el coeficiente de la n—ésima potencia de s vendra dado por

o0
1 /ne\k
ZE(?) N—n,m—l,k—i—la

k=0

2’ . m
Para los términos P,(L

y por tanto,

o0

Estudiemos ahora el desarrollo de (2)71% siendo m € N.

Sea
r

<a>_m - %G(()m) t i G{™ cos(nM) = Pém) + i P (2" 4 2™,
n=1 )

con Gﬁ{'”‘) = 2P,(Lm).

La funcién S se puede expresar como S = (1 -5 (5 + %))_m Aplicando la primera parte
del teorema de Cauchy se tiene que

()T )

Para Pém) se llega a que

NG



y como en el primer sumatorio no hay término independiente, se tiene que

G

Para calcular ahora los términos Gé

(m+j—2)

Qi <_(m

1>) 6" ()

m; =

(m—1)m(m+1)...
J!

asi que por la primera parte del teorema de Cauchy,

U

—1m(m+1)...(m+2n—-2) (2n)! re\2n
22 (2n) " nlnl (5) (45)
m(m+1)...(m+2n —2) se\2n
QZ nln! (5) '
m), vamos a definir mg = 1, m; = mf_l, My = w,
= (_(";._1)). Por el teorema del binomio, se tiene que
e 1\]" b & e\J 1\’
1‘2<S+s>} =2 mi (3) <+) ’
j=0
- e\J 1\’ 1 /ne\a 1\7
!ij (3) (*) [%Mz) (‘) ]
> e 1\’ 1\¢
;);”%(2) (5 <3+5> (5‘s>
o= nd seyita 1\’ 1\1
I C) mﬂ(”J (--3)
= nd e e L6
;q_zoq,(ﬁ Nonjq (4.6)
Lam)
2Gn

Para que el nimero de Cauchy N_, ;, sea no nulo, es necesario que j 4+ ¢ = n + 2k para

k=0,1,..

, por tanto el coeficiente Gy,

(m)

serd, con respecto a e, de orden n.

Un importante caso particular corresponde cuando m = 2

@ 1.0 o 4@
ﬁ:§G0 +ZGn COS(TLM).

n=1
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Por un lado, y por la ecuacién (4.5)), se tiene que

L 1 =1-2.-(2+2n—2) re\2n
§G0 N 2.27;) n!n! (5)

1-2-...-2n (e)2n
I'n!
= n!n! 2

2
(13- @2n—1)][2-4-...-2n] o,
Z[ ( ) I,

n!n!22n
n=0
© 1, § . 2n—1
3 .

- 2 2 2 e
2
n=0
00 1

_ ) _1)ne2n
> (7)o
n=0

B 1
V1—e?

Por otro lado se tiene que mg = m; = mg = ... = 1, y por la ecuacion (4.6)), se tiene que

(2) — ey ,

asi que resulta que para m = 2 se tiene

2
a 1
—- = ——+ G(Q) cos(nM).

A partir de este desarrollo se puede obtener facilmente el desarrollo de la llamada ecuacién
del centro V' — M, que es la diferencia entre la anomalia verdadera y la anomalia media, puesto
que por la integral de areas ((1.2)), la equivalencia del pardmetro del movimiento eliptico (1.3)),
y diferenciando la definicién de anomalia media (1.1)), se llega a que

ZdV = na’y1 — e2

dt
dav a?
@ _ v A2
o — 2Y e
v 1+ vV1—¢e? i G2 cos(nM)
dM = " ’

e integrando entre 0 y M, sabiendo que V' (0) = 0, se tiene que

V =M+ \/1—622

sin(nM),
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por tanto la ecuacién del centro resulta ser

V-—M= ZHnsin(nM),

n=1

donde
2V/1 — €2 SN nd seNita
Ho= == XY 0 (5) Vo

Jj=0q=0

Para que los nimeros de Cauchy no se anulen se debe cumplir que j+ g = n+ 2k,
por lo que

g, = V1= [H(O) (E)n +H® (E)Hn + o+ H@ (§)2l+n n ] ,

para

donde j + q¢ =n,

(m)

(4.7)

Vamos a ver ahora que, para cualquier valor de m, el coeficiente G;’ se puede obtener

mediante una féormula finita. Sea m > 2, por lo que

g0 = L () e
- A )

1 1/” [ R
- Vi—e2n )y \1+ecos(V)

— ((11__6:2))217:37/0” (14 ecos(V))™ 2dV
- (1- e%w—ﬁ/jé (mn_ 2>e" cos™(V)dV
= (1- 62)3/2—”@% é [/OW cos"(V)dV} (m; 2) e

1 — m— 2
— _ ,2\3/2—m — n
(I1—e%) 7TnEZOCn< . )e .
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Si n es impar, se tiene que C,, = 0. Si n = 0, se tiene que Cy = 1, y en otro caso, n = 2k + 2,
k =0,1,..., resulta que

Cokto = /cos2k+2(V)dV
0

u=cos? V) — du= —(2k +1)sin(V) cos?*(V)dV
dv=-cos(V)dV — wv=sin(V)

—

= [sin(V) COS%H(V)K; + (2k +1) /7r sin?(V) cos® (V)dV
0

= (2k+1) /ﬂ(l — cos?(V)) cos?*(V)dV
0

= (2k+1) / cos®(V)dV — (2k + 1) / cos® T2(V)dv
0 0

— k1) / cos? (V)dV — (2k + 1)Cop s,
0
asi que

(2k +2)Copra = (2k+1) / cos?*(V)dV
0

2k +1

Cokya = 2k+2/0 cos**(V)dV.

Repitiendo el proceso se llega a que

/ cos?F(V)dV =
0

Asi que se tiene que

2k—-1 2k—3 2k-5 1
2k 2k—2 2k—4 7 2

s T

¥ 1 FST R T RS

Definiendo ahora [m] como la parte entera de m, podemos escribir

[m]
Latm _ (1 = pramm ™ (m = 2) 2k = D1

donde
m—2\2k-1!!  (m—-2)(m—23)...(m -2 —2k+1) (2k — 1)!!
< 2k ) 2k B 2k(2k —1)(2k —2)...1 2k
~ (m—=2)(m—3)...(m — 2k — 1) (2k — 1)!!
B 2k . Kl (2k — 1)!! 2k . k!
I m - )
o 22k(k:!)2



y por tanto,

[m] 72k+1 ,
Latm _ g _ g2ypz-m 5 Liza (M =J) ey 2
R0 =) kz_:o (k1)? (5) -
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Capitulo 5

Otros desarrollos

En este capitulo se obtiene el desarrollo de ciertas funciones, esta vez basadas en la anomalia
verdadera. Este objetivo se logra introduciendo las llamadas funciones de Hansen. Al igual que
en el capitulo anterior, las fuentes pueden encontrarse en Tisserand [6].

5.1. Desarrollos de la anomalia verdadera

En el capitulo anterior se ha obtenido la ecuacién del centro (4.7)). En este apartado se

obtendra desarrollos de las funciones (g)n sin(mV) y (Z)n cos(mV’) donde n es positivo y m un

nuimero entero. Estas funciones son funciones periddicas de la anomalia media M, y por tanto
(g)n sin(mV) = By sin(M) + By sin(2M) + ... + B, sin(kM) + ...
(g)n cos(mV) = 3C"™+ C"™ cos(M) 4+ Cy™ cos(2M) + ... + C" cos(kM) + ...
Sea z = exp(iM), entonces
(g)neXPUmV) —lommplomm (pp )44 1omM (PR 4
—i—%B?’m (z — %) + ...+ %BZ’m (zk — z_k) 4o

Sea
Xpm=Lcp
Xpm = (ORT 4 BET) k>0
XM= (O - BT, k>0,
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y con esta notaciéon tenemos que

o0
r " s J— n,m k’
—) exp(imV) = X",
a
=—00
donde las funciones Xg’m son funciones en e y se llaman funciones de Hansen de la excentricidad.

. . .7 n,m . . .
Antes de proseguir con la determinacién de X,;™, veremos unas cuestiones preliminares.

Sean las exponenciales = exp(iV'),y = exp(iF), z = exp(iM ), correspondientes a la ano-
malia verdadera, excéntrica y media respectivamente. A partir de la ecuacién de Kepler (1.4)),

se tiene que
e 1
= - __ — . 1
Y eXp( 2<y y)) >

Para establecer una relacion entre x e y, partimos de la relacién entre las anomalias verdadera

y excéntrica (1.5)), es decir,

1 exp('E) - exp(—i%) _ Jl-e 1 exp(z%) exp(—i%)
i exp(i ) + exp(—zg) 1+e ¢ exp(zg) + exp(—i%)
exp(iF) — 1 1-8 exp(iV)—1
exp(iF) + 1 T 1+8 exp(iV) +1’
donde
l—-e 1-0
1+e - m
A través de esta relacién se puede despejar la e de la forma
l1—e ( B)?
l+e  (1+p8)2
14821 —¢) = (1-B)(1+e)
28—e—eB? = e+282-28
48 = 2e+2ep
26 = e(l+p%)
2B
e = 3 :El

y también se puede despejar la 8
e(l+p%) = 28
2
V—=B+1 = 0
e

g oo 1EVIZe



que se comprueba que el signo que precede a la raiz es el positivo. De esta igualdad se puede
obtener que

ef = 1++1—¢2
Vi—e?2 = ef-1
V1—e? = 1_2|_ﬁ/325_1
— 262 — g2 —1
1—82 == Tﬁ?
g -1
Vicd = S

y por ultimo se tiene que
(1+8)V1-e2 = p*-1
2
B e - B -1
e

BV1—e2 = ng—U- (5.2)
Retomando la relacién entre x e y, se puede escribir
y—1  1-8 z-1
y+1 148 z+1
y-DA+2)1+p8) = +@-1)1-7)

(zy —y+x—1)(1-p5)
ry—y+r—1—zyb+yS—zB+0
—y+x—ayB+

(y+ay—1-2)(1+p5)
y+ay—1—xc+yB+axys—p—af
y—z+xyl—p

2eyB+2y = 2x+28
y(1+z8) = =+
x+f
y =
1+ap
1+5
= . 5.3
4 Ty xf3 (5:3)
Andlogamente se llega a que
B
y-8 _ 1-3
T = =y . 5.4
l—yp "1-yp (54)

Si se elimina la y entre las ecuaciones (5.1)) y (5.3), recordando la relacién (5.2)) se tiene que

z:x<1+§>(y+&m*em<—ﬂ¢r—é< v —1+5x>).

14 pBx x
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Ahora hay que remarcar que 3 < e, y si e es un valor muy pequetio, § ~ 5.

r

Para expresar - en funcién de y, a partir de la ecuacién (4.4), se tiene

r e 1
-
a 2 Y

por tanto,

r 1 I5]
St (1-5).

En funcién de z se tiene

1—e2
1+ ecos(V)

1—e2
15+

2(1 — e?)x
exr? +2r +e
2(1 — ez
1+v1—¢? 1-v1I—¢2

ST ]

2(1 — e?)x
e(x+p) (z:—i—%)
1-e 1
¢ (+p)(1+8)

= 28
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y por tanto,

<

_a-p)? 1
a  1+p (1—|—ﬁx)(1+§).

Volviendo a nuestro objetivo, para calcular

1 s
X"e) = — (C)nxmz_k dM
2w 0 a

deberemos reemplazar dM por dE o dV,

A e
a?1—e2 a® 1-p°

Sustituyendo en la integral, se tienen las formulas de Hansen

dM = ng - dv.

m 1 o r\nt+l m _—k
X "e) = o /. (5) 2"z "dE
27 n+m+1
R I LR L (1f§> exp (@ (y,l))dE,
2m Jo Y 2 Y
nom L T4 B2 k2
XM (e) = w152 (;) ™z dV

; . —k—n—2 B
(- pg2nts 1 /2 2R (1 )k (1+§) P (kﬁm( : = ))dv.
0

(1+ B82)n+1 2r 1+z8 14 Bx1

3 ) n+m+1

Puesto que |3] < 1y que |z| = |y| = 1, las expresiones (1 — By)" ™! y (1 -5

son desarrollables en series convergentes segin las potencias positivas y negativas de vy, las
—k—n—2

expresiones (1 + Bx)k"=2 y (1 + g) lo hacen en potencias de z y %, la expresion

exp (kﬁ\/l - 62ﬁ> en 1755 y por tanto en z, y la expresién exp (kﬁ\/l - e%i%%) en

-1
# y por tanto en z 1.

Sean las funciones
-1

dz) = (14 Bz)n2 (l—l—i)anexp (kzﬁ@( z “”” >)

1+x8 14 Bzt

by) = (1- Byt (1 - §>H+mﬂ exp ("”’2 <y - ;))

Estas funciones son desarrollables en series de Laurent con respecto a x e y respectivamente.

49



Sea « el coeficiente de y*~™ en el desarrollo de ¢, y sea o' el coeficiente de £~ en el de
¢'. Entonces

X;lam — (1 + 62)77171 - a,
xnrm (1 - 52)2n+3 !
T Ayt

pues el resto de términos en ¢ y ¢’ se anulan al integrar.

Vamos a desarrollar la primera férmula de Hansen para k& = 0.

n+m-+1
do = (1— Byt (1 - 5) .

Si aq es el coeficiente de y~™ en este desarrollo, entonces se tiene que
X (e) = (14897 ap.

Seap=n—m+1yqg=n+m+1. Como m > 0, se tiene que q > p, asi que el término general

de ¢g es
1\ ts p q r4+s, r—s
oy () (1),

y para g se debe tener que r — s = —m, o lo que es lo mismo, s = r + m, asi que

qa\(p q P\ 52 q P\ o4
= (=1)mpm
o = o ()0 () ()7 () ()7 ]
oo
n+m+1\/n—m+1
_ —1)ympgm 2s
I S (N [ G £
que es una serie finita sin+m-+1 > 0, sin+m-+1 = 0 se tiene que Xg’m =0,ysin+m+1<0
la serie es infinita.
Desarrollando, se tiene que

(=™ gm (n—m+1) (n+1)(n+2)...(n+m+1)62

(n—=—m+1)(n-—m) nn+1)..(n+m+1) 4
+ 1-2 (m+1)(m+2) At

g™ (n+2)(n+3)...(n+m+1) (n—m+1)(n+1)

= (=™ (1 + g2)n+1 m) T+ (m+1) 52+ (5.5)
(n—m+1)(n—m) n(n+1) "
+ 2 (m+1)(m+2)ﬁ o
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Por otra parte se tiene la funciéon hipergeométrica

1‘[ a+i)(b+i)] X
F(a,b,c,z) = 1 g x
( ) +k f T (e + 1)

S Hw

k=1 L:=0 C+Z)
00 (a+lc 1) (b+k—1) 3

:Z B\ k),
= )

k!

que es una funcién que converge si |x| < 1 siempre que ¢ — (a + b) > —1. La funcién hiper-
geométrica es solucién de la ecuacién hipergeométrica z(1—z)y” + (c— (a+b+1)z)y’ —aby = 0.

Se tiene entonces que

(n—m+1)(n+1)

2
(m+ 1) B+,

Fim—n+1,—-n—1m+1,5*) =1+

que es el mismo término que en la ecuacién (5.5) que estd entre corchetes, y por tanto

gm m+2)(n+3)...(n+m+1)

X(?ym(e) = (_1)m(1 + 52)714-1 m!

Fim—n+1,-n—1,m+1,3%.

Para calcular ahora 27", con k # 0, se define v = o lo que es lo mismo, v = kl‘“ 1—¢?
k ) ) 25 ’ q

Sea ¢ = ©01, donde

0 = (1-pBy)" ™. exp(vBy),
ﬁ n+m-+1
0, — (1—y) - exp(—By),

y buscaremos el desarrollo de © en potencias de y. Se podra obtener el desarrollo de ©; cam-
biandoy—)%,m—)—myyﬁ—u.

Sean los siguientes desarrollos que son convergentes (|Sy| < 1).

1By = i(—l)s <n o 1>ﬁsys,

S
s=0

gl
n -

WE

exp(vBy) =
=0
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Con Py =1, sea

I8
n—m+1 s
P: _17‘—8
=3 (T
entonces
@Z1—P1,3y+P2ﬂ2y2—Pgﬁgyg-f—....
Sea
I8 IS
_sf(n+m+1\(—v)"* n+m+1\ v'—*°
— _17‘8 S — -
o=y ()R ()
entonces
B B B3

O1=1-—+Q2—5—Qs—5+....
Yy Yy Yy

El coeficiente de o correspondiente a y*~™ sers,

oo

o = <_1)k_m Zpkfm+stﬁk_m+23, sik—m > 0,
s=0
oo

a = (“1)""Y PQuopss BT sik—m <0
s=0

Asi que se tiene, si k —m > 0, que
oo
X,?’m(e) _ (_1)k—m(1 + 52)—n—1I3k—m ZPk:—erstﬁ?S,
s=0
ysik—m <0,
o
X]?vm(e) _ (_1)m7k(1 + /62)7n71ﬂm7k ZPst—k—l—sﬁQS-
s=0
Si k = m, se puede utilizar cualquiera de las dos ya que coinciden.

Para obtener los desarrollos que se derivan de la segunda féormula de Hansen, sea en primer
lugar £ =0

—n—2
¢p = (1+ ) "2 <1+ ﬁ) :

X
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y sea «f el coeficiente de =" en este desarrollo, entonces se tendra

n,m (1 B /32)2n+3
Xo () = " gyt 0
Desarrollando ¢f, se llega a la férmula
nm (_1)m " (1_/82)2714-3

Xy = - - B NI n+2)(n+3)...(n+m+1)-

21 (4240 n+mE2+1\ ,

1 - . s
(I ).

siendo una serie finita cuando n + m + 1 es negativo. Si n + 2 es positivo la serie es infinita y
puede ser escrita como

— %) t3 (p n (n+m
e — (o gn. LB (D0 Dt mt )

(1+ p2)n+l m!
0 s—1
1 n+m+2+10\ ,
-1 — 24+0) —m8m ¥ s
+;s! (g“” N A )B]

= (_1)m.5m.w. <n+m+1

F 2 2 1, 5%).
T )t 2t 2m 1,

m

La funcién hipergeométrica cumple que
F(a,b,c,*) = (1 — 52)67“4’ -F(c—a,c—b,c, (%),

y a partir de esta propiedad,

: 1 48°
/ / / / 2\ _ 2\—2 ! ! /
P2 1) = (L )2 (a5 )

con2a' =m—n—1ycd =m+1 se tiene que

—n-1 _
F(m—n—l,—n—l,m+1,ﬂ2):(1+ﬂ2)n+1m'F<m g ,m2 n,m—i—l,ez),

haciendo que

Xy = um (T () p (M T e ),

m 2 2 T2

y usando la propiedad de F',

1 m 2 3
xgmo = (M) () e (PR I ).




Para calcular ahora X,"" para k entero distinto de cero, se define v = kv/1 — €2.

Sea ¢ = ©'0], con

e = (1+ﬁx)—h.exp<ulf2x), h=n+2-k,
0 = (1-pBz )™ exp _VL_l hi=n+2+k
1 1+Bm71 ) 1 .

Buscaremos ahora el desarrollo de ©' en potencias de x y a partir de este, se deducird el de O]
con el cambio z — %, k— —-kyv— —v.

En primer lugar, partimos del desarrollo

vk

2
exp (1/1 —iﬁ-wﬂx> =14+ v(l+pz) Bz + %(1 + Bx)2B% + - + 1 (1+ ) Fpkar + ...,

asi que
2
0 = (1+482) "+ v+ Bz)""Dge + %(1 + Bz)~ (25252
= %Vk(l + Bw)f(hﬂc)ﬁkxk.
k=0

Si se desarrolla (1 + ﬂw)_(h““), y se ordena respecto a Sx, se tiene que

+2—-k v
P = nrs—-k_V
! 1 1
, <n—|—3—k+1> <n+3—k+1> <n+3—k+1> 9
P = — v+ v
2 1 0
° — 1
P = (”” bt )(—W,
s s—1

por lo que

0 =1— P{Bx + Py(Bx)? — Py(Bx)> + ...

Realizando los respectivos cambios, se tiene que
S
n+s+k+1
=3 ("
1=0
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y por tanto,

0] =1-Q|Bx '+ Q43% 2 - QP23 + ...

Si se realiza el producto de ©’07, y se busca el coeficiente de k=™ se tiene que

- (1 _ 52)2n+3

X]??m(e) = (_]‘) (1 + IB2)n+1 /Bk_m (P]g—m + P/:?—m+1Q/1ﬁ2 + PIQ—m—i—QQIQBZl + .. ) )

si k > m, pero si k < m, entonces

(1 _ 62)2n+3

X" e) = (—1)m_kW

B Qe+ Qa1 PLB? + Qi PYB + )

recordando que B y v son desarrollables en series enteras de e.

5.2. Desarrollo del inverso de la distancia y polinomios de Le-
gendre

En este apartado se completa el trabajo con el estudio de las ecuaciones diferenciales de
Lagrange y de Bessel. Los polinomios de Legendre son basicos en el estudio del desarrollo
del inverso de la distancia entre el secundario y una masa perturbadora. Dichos polinomios
satisfacen la ecuacién diferencial de Legendre, la cual corresponde a un problema de Sturm-
Liouville. También las funciones de Bessel son la soluciéon de un problema de Sturm-Liouville
y es por ello que se introduce la ecuacion de Bessel en este estudio. Las fuentes en que se basa
este capitulo pueden encontrarse en [5] y en [1].

5.2.1. Obtencion de la férmula de Rodrigues

Sean 7,7’ dos radio vectores de dos puntos M, M’. Sea 6 el dngulo formado por 7,7 y sea
A la distancia entre M, M’. La figura (5.1]) es un esquema con estas especificaciones.

Entonces, por el teorema del coseno, se tiene que
A? =72 412 — 21/ cos(6),
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O rf M’

Figura 5.1: Diagrama del tridangulo

y despejando el inverso de A se llega a que

1 1
A \/7"2 + 72 — 271’ cos(0)
i, 1 /
T \/14+p2—2pcos(6)’ m<m

1 /
—F—, T >7T
1+p2—2pcos(6)’ ’

ﬁ\‘H

donde

>

<=

En ambos casos se cumple que p > 1.

En el desarrollo de % aparece, con x = cos(f), la funcién

1
\/1—i-p2—2,oav7

Esta funcién es la llamada funcién generatriz de los polinomios de Legendre.

Y(p,r) =

0<p<l, —1<z<l.

Desarrollando v (p, ) en potencias de p, ya que el denominador no de anula y por tanto se
puede desarrollar en series de Taylor, se tiene

b(pz) =S Pula)o”,
n=0
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donde

1om
n! Op»

p=0

_ L [ )
- 271 C €n+1 dé"

donde C' es un ciclo homdélogo a cero que encierra a £ = 0.

Si se realiza el cambio de variable

2(1—¢2) . 2dz
d§ = Tldz = Y x)dE = 21

Por tanto,

11 (22 —1)"
P,(z) = N (N . A )
() on+l /01 (z — z)ntl dz

donde Cy es un camino que rodea a z = x. Ahora bien,

1 n! (22 —1)"
Py(x) = o
(z) n!2m 2 /01 (z — x)ntt ®
1 d” 9 n
= o a @ U

que es la llamada férmula de Rodrigues.

5.2.2. Relaciones de recurrencia de los polinomios de Legendre

En esta seccidon vamos a establecer unas relaciones de recurrencia entre los polinomios de
Legendre.

Derivando 9 (p, x) respecto a = y p, se obtienen las identidades

(1= 2pz + p*)ib, = (x — p)y0, (5.6)
(1= 2pz + p*)tbe = ptb. (5.7)
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Si se calcula el desarrollo en serie de potencias de 1, se obtiene que

9 oo
Tb = I Pnpn
-l G)
— annpn—l
n=1

[ee]

= Z(TL + 1)Pn+1pn7
n=0

y si sustituimos este desarrollo y el de v en la relacién (5.6), se tiene que

(1= 200+ Y (0t DPusip” = (@) Pala)
n=0 n=0
Z(n + 1)Ppip" — 22 Z(n + 1) Py p™tt Z(n +1)Poy1p"™? = 2 Z P.p" — Z Pt
n=0 n=0 n=0 — _

Sabiendo el valor de los coeficientes Py(x) = 1y Pi(x) = x, para las potencias p" con n > 2, se
obtiene la relacién

(n+1)Pyy1(x) =x(2n+ 1)P,(z) — nPy—1(z), (5.8)

que es la féormula de recursividad de Bonnet, y permite evaluar por recurrencia todos los P, (z)
a partir de los valores iniciales.

Si eliminamos v entre las expresiones (5.6]) y ., se obtiene la identidad

Py — (x — p)py =0,

y sustituyendo los desarrollos en serie de ambas derivadas, se obtiene que

o0

>+ DP@e ™ = =) 3P
n=0

Z(n + 1)Pn+1(55)[)n+1 = z Z P! (z)p" — ZP/ n+1

n=0

e igualando los coeficientes de p™ se tiene la relaciéon

nP(x) = aPy(z) = P,()
P _i(z) = aP,(x)—nP,(z). (5.9)
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Derivando ahora la relacién ([5.8) respecto x, y sustituyendo en ella la relacién (5.9)), se
obtiene que

(n+ D)Pps(@) = 20+ 1)Pa(a) + (20 + 1)PL(x) - nP)_ (x)
(n+ 1P, () = (2n+1)Py(z) +2(2n + 1) Pl(x) — 2nP,(z) + n®Py(z)
(n+ 1P, 1(x) = (2n+1+n®)Py(z)+ (2an+1—an)P)(z)
(n+1)Pa(z) = (n+1)*Py(a) +az(n+1)Py(x)

wei(@) = (n+1)P ( ) + 2Py (@),

y cambiando n 4+ 1 por n, se tiene la relacién

Pl(z) = nPy_1(z)+ 2P, _(x). (5.10)

5.2.3. Ecuaciones diferenciales de Legendre y Bessel

Si ahora se elimina P!,y P,_; entre la relacién (5.10) y la relacién (5.9), se obtiene

P (z) = nP,_1(z)+z (zP)(z) — nPy(z))
Pl/(x) = nP,_i(x)+ 2°P)(z) — anP, ()
(1—2%)P'(x) = nP,_(x) —znP,(z),

y derivando respecto x esta expresion se tiene

d

dr [“ — )PW)} = nP,_\(z) — nPy(z) — znP)(z),

y sustituyendo en ella la relacién ([5.9)

d

. [(1 -z )P;Z(.CC)} = n (2P, (z) — nP,(z)) — nPy(z) — 2nP,(z)
= anP(z) —n*P,(x) — nP,(z) — znP, ()

= —n(n+1)P,(z),
es decir, se tiene la relacién

d

" [(1 _ )P,;(a:)} +n(n+1)Py(z) = 0. (5.11)

Los polinomios de Legendre son las funciones propias del problema de Sturm-Liouville:
«Hallar las soluciones no triviales de la ecuacion

d 2\ Ay _
T [(1—x )dx} + Ay =
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en x €] — 1,1] acotadas en £1 que satisfacen la condicion de normalizacion y(1) = 1»
Este problema solo tiene solucién para A = n(n + 1).

Al ser soluciones de un problema de Sturm-Liouville, los polinomios de Legendre { P, (z)}52,
constituyen un sistema ortogonal completo en el intervalo [—1,1].

Las funciones de Bessel por otra parte, pueden ser obtenidas como solucién de la ecuacién
de Bessel

J Sy (1—Vz>y=0,
x T
o bien
2y +ay + (@ =17y =0,
donde v es un niimero real o complejo arbitrario y 0 es un punto singular regular de la ecuacién

3/(95)ZfUU(ao+a1x+a2x2+-'-—I—ana:"—i—...).

La ecuacion que satisfacen los coeficientes de las distintas potencias son

aplc? =) =0 — o*—12=0 (ecuacién indicial)

a[(c+1)?=v* =0 — a1 =0
arl(o +k)? — v+ ap_o =0, k=2.3,...

Las raices de la ecuacion indicial son o = +v.

Para o = v, se tienen los coeficientes

1

N )

ag
22m.m!-(v4+1)(v+2)---(v+m)

= ()"
puesto que
I(s+1)=s(s—1)---(s—n)['(s —n),

y haciendo

1

a0:42'/~]__‘(l/+1)7
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y sabiendo que I'(s + 1) = s! si s es natural, entonces

k 1
o = (—1) :
2%kt . T(k+1) - T(k+v+1)

a

Por tanto,

= 1
J”(x>:kzz()r(k+1)-r(k+u+1) (2

X ) 2k‘+l/

)

funciones de Bessel de primera especie y convexa para todo x complejo.

Si v no es entero, entonces

T ()=
k=

0

T(k+1)- rl(k —v+1) @)%_V ’

que es funcién de Bessel de segunda especie, independiente de J,(z) y también convexa para

todo x complejo. Si v es entero, entonces son proporcionales y entonces hay que introducir
log(z) con lo que aparecerian las funciones de Newman.
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Conclusiones

En el presente trabajo se ha introducido el problema de dos cuerpos, problema base de la
mecanica celeste y las ecuaciones planetarias de Lagrange como base del estudio del movimiento
perturbado en en el caso del sistema solar. El problema de los dos cuerpos fue estudiado en
el TFG, por lo que aqui Unicamente se presentan los principales resultados. La integracion
del movimiento perturbado puede hacerse por métodos analiticos o numéricos. Para integrar el
problema por métodos analiticos resulta necesario desarrollar en serie de Fourier de las anomalias
medias de los planetas que intervienen en el modelo, para lo cual es necesario por una parte
el desarrollo de las principales cantidades que aparecen en el problema de dos cuerpos en serie
de Fourier. También es necesario desarrollar el inverso de la distancia entre el secundario y los
cuerpos perturbadores.

En este trabajo el esfuerzo principal esta centrado en la primera tarea. Para ello en primer
lugar se obtienen los desarrollos de cos(kE) y sin(kE) en funcién de la anomalia media, para
lo cual se requiere el estudio de las funciones de Bessel. De estas relaciones y mediante el uso
de la ecuacion de Kepler es facil obtener la anomalia excéntrica E en funciéon de la anomalia
media. Al efectuar estos desarrollos surge la duda acerca de en que region se puede asegurar la
convergencia de dichas series y en cuales no. Para abordar este problema mediante un método
general se recurre a la variable compleja, en particular a la inversién de una funcién holomorfa
en el entorno de un punto en el que no se anula la primera derivada, obteniéndose el teorema
de inversion de series Lagrange. A partir de las condiciones necesarias para que se cumpla este
teorema, obtenemos el radio de convergencia de las series obtenidas como caso particular de un
resultado mas general.

A continuacién para extender los desarrollos en serie a més cantidades, se procede a de-
mostrar un teorema debido a Cauchy acerca del desarrollo en serie de Laurent de funciones
meromorfas, asi como a introducir los nimeros de Cauchy, con ello se obtienen los desarro-
llos de (r/a —1)™ y de (r/a)™. Dentro de estos desarrollos se obtiene la ecuacién del centro,
diferencia entre la anomalia verdadera y media.

Para completar la seccién de desarrollos se aborda el estudio de las funciones de Hansen, las
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cuales nos proporcionan los desarrollos de (r/a)" cos(mV') y (r/a)" sin(mV') en serie de Fourier
de M.

Finalmente, se introducen los polinomios de Legendre a modo de introduccién al desarrollo
del inverso de la distancia entre el secundario y una masa perturbadora. En este caso se obtiene
a partir de la férmula integral de Cauchy para derivadas, la férmula de Rodrigues. También se
obtienen diversas recurrencias y la ecuacién diferencial de Legendre, la cual dichos polinomios
son las funciones propias. Para finalizar se aborda el estudio de la ecuacion diferencial de Bessel,
la cual al igual que la de Legendre constituye un problema de Sturm-Liouville, y de la cual se
obtienen las funciones de Bessel soluciéon de primera especie.

Este trabajo puede tomarse como punto de partida en los desarrollos analiticos del segundo
miembro de las ecuaciones planetarias de Lagrange, si bien aun falta el estudio de numerosos
desarrollos para llegar a tal fin.

Para concluir, indicar que Cauchy desarrollé toda la teoria de funciones analiticas para
resolver el problema de la inversiéon de la ecuacién de Kepler, lo que dio lugar a una de las
teorias matematicas mas bellas.

Finalmente, destacar que la mecédnica celeste es un ambito que requiere un fuerte conoci-
miento de la matematica. En este campo trabajaron durante el siglo XIX y principios del XX
muchos de los principales matematicos, dando lugar a una ciencia con un grado de desarrollo
muy alto.
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