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Resumen

Este documento presenta el proyecto fin de grado de la asignatura MT1054-Trabajo Fin de
Grado del grado en Matemética Computacional.

Se estudiara la variaciéon normal del area de superficies de forma tedrica y computacional.
Empezaremos con conceptos basicos sobre las superficies regulares, vistos durante los estudios
de grado, para poder introducir la variacion normal de una superficie parametrizada regular.
Demostraremos que la variacién normal es una familia uni-paramétrica de superficies parame-
trizadas regulares y calcularemos la primera y segunda derivada del area.

Por otra parte, desarrollaremos un programa en Mathematica que nos permitira calcular el

area y representar como varian las superficies. Finalmente explicaremos el funcionamiento del
cddigo y presentaremos dos ejemplos de superficies y de su variacién normal.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Contexto y motivacion del proyecto

En este proyecto vamos a estudiar la variacién normal de superficies parametrizadas regu-
lares. Obtendremos tres resultados: dos resultados de carédcter tedrico y un resultado compu-
tacional y gréfico. En la parte tedrica demostraremos dos teoremas. En el primer teorema de-
mostraremos que la variaciéon normal es, bajo ciertas hipdtesis, una familia uni-paramétrica de
superficies parametrizadas regulares. En el segundo teorema obtendremos la expresion analitica
para la primera y segunda derivada del drea en una variacién normal. En la parte computacio-
nal, representaremos graficamente la variacion normal de superficies regulares asi como el valor
numérico de la variacion del area.

Para contextualizar el trabajo empezaremos con un repaso de la asignatura Geometria Dife-
rencial y Topologia del grado, dando conceptos béasicos sobre las superficies regulares. Una vez
terminado, introduciremos la variacién normal del area y las demostraciones en detalle de los
teoremas que se enunciaran. También mencionaremos el concepto de superficie minimal. Para
ello, usaremos los apuntes de la asignatura mencionada anteriormente y, estudiaremos el libro
de do Carmo [I] y el de Montiel y Ros [2] para ampliar conocimientos.

Finalmente, aprenderemos el lenguaje de Mathematica que nos servird para desarrollar un
c6digo que nos permita observar la evolucién del area de las superficies. Incluiremos el programa
junto con su explicacién, ademads de dos ejemplos de representacién de superficies. Nos servira
de referencia el libro de Gray [3] y la documentacién de Wolfram Alpha [4] y [5].

La motivacién de este Trabajo Fin de Grado viene dada por el problema de Plateau, que
explicamos a continuacién. Fue planteado por primera vez por Joseph-louis Lagrange en 1760
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y posteriormente por Joseph-Antoine Ferdinand Plateau, de quién tomé el nombre.

1.2. El problema de Plateau

Seguramente la forma méas natural de introducir qué entendemos por variacién normal y
cual fue la motivacién histérica para su uso, es estudiar el problema de Plateau. El problema
de Plateau consiste en encontrar, dada una curva cerrada en el espacio, la superficie con menor
area que contiene a la curva cerrada como frontera. En otras palabras, debe hallarse, de entre
la familia de superficies que tiene la curva como frontera, la superficie con drea minima. Este
enunciado forma parte del calculo de variaciones, que consiste en buscar maximos y minimos
de un funcional dentro de un espacio de funciones.

A continuacién se observan dos superficies con la misma frontera:

Figura 1.2: Catenoide

Se han presentado distintas soluciones a lo largo de la historia. Usando la variacién normal,
se puede demostrar que toda solucién al problema de Plateau debe ser necesariamente una
superficie parametrizada minimal (una superficie con curvatura media nula, H = 0, en todos
sus puntos).



La wvariacion mormal, que méas tarde definiremos rigurosamente, de una superficie parame-
trizada X : U € R?> — R3, en un dominio acotado D C U y precompacto, siendo D = DU D
compacto, y con funcién soporte h : D — R, es la familia de superficies { X'}, con t € (—e¢, ),
dada por

X' D x (—€,¢) — R?,
Xt (u,v) = X (u,v) + th(u,v) N* (u,v) ,

siendo NX : D ¢ U — R? el vector unitario normal compatible con la parametrizacién X.
M4s tarde demostraremos que para e suficientemente pequefio, la familia {X*} estd formada
por superficies parametrizadas regulares. Observemos que, con el requisito de que la funcién h
sea nula en D, todas las superficies X! tienen la misma frontera X (9D). De esta forma, en la
variacion normal nunca modificaremos la frontera.

La aproximacion al problema de Plateau por variacién normal lo que busca es, dada una
superficie parametrizada regular, obtener toda una familia uni-paramétrica de superficies par-
metrizadas regulares, construidas con ayuda del vector unitario normal a la superficie (por eso
el nombre de variacién normal). Asi, dada una curva frontera, una superficie parametrizada
regular, iinicamente serd una buena candidata como solucién para el problema de Plateau, si
su area es minima en toda su familia de superficies parametrizadas regulares obtenidas por
variaciéon normal.

En este trabajo estudiaremos como varfa el drea A(t) = area(X!(D)) con el pardmetro t,
obteniendo, en nuestro segundo teorema, la ecuacién ([2.20))

A'(0) = —2//DhH\/mdudv,

siendo H la curvatura media. Por lo que si una superficie parametrizada no tiene curvatura
media nula (no es minimal) siempre es posible disminuir el drea por variacién normal de la
superficie. Ya que como /(EG — F?) > 0, cuando H # 0 en un conjunto de medida no nula
Q C D, tomando h = H conseguimos que la derivada del area sea

A'(0) = —2//91{2\/(157(; — F2)dudv <0

negativa. Por lo que las soluciones al problema de Plateau deben ser superficies minimales
(donde seguro A’(0) = 0).

1.2.1. Ejemplo

Vamos a presentar un ejemplo donde aplicamos los resultados teéricos de este trabajo.

Sea Y : D(1) ¢ R? — R?, Y(z,y) = (x,v ,0) una superficie parametrizada regular con
D(1) = {(x,y) € R?: 2% + y* < 1} el disco unitario.
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Esta superficie se puede reparametrizar por
X (u,v) = (ucos(v),usin(v),0)

conu € [0,1] y v € [0,27]

Figura 1.3: Disco unitario

La variacion normal de esta superficie es la familia de superficies
X (u,v) = X (u,0) + th(u, )N (u,v)
siendo h : D — R una funcién diferenciable y ¢ € (—¢, €). Si usamos, por ejemplo, h(u,v) =

1 — u? tenemos que h(u,v) = 0 cuando u = 1 (en la frontera). Ahora veamos el cilculo de la
normal NX ({2.3), para ello necesitamos las derivadas parciales de la parametrizacién X:

OX ,0) = Xulu,0) = (cos(v), sen(v),0)
u
%—X(u,v) = X,(u,v) = (—u sen(v),u cos(v),0) ,
v
— - 2
! J k — e
Xu X Xy =1 cos(v) sen(v) 0|=wucos’*(v)k +usen’*(v)k =uk = (0,0,u),
—u sen(v) wu cos(v) 0

[| Xy X Xyl = Vu2 =u ,
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X, x X (0,0, )
NX = U = —(0,0,1) .
[| Xu x X5 U (0,0,1)

Por tanto, la familia de superficies que da la variacién normal con esta h es

Xt (u,v) = (u cos(v),u sen(v),0) + t(1 —u*)(0,0,1).

A continuacion mostramos algunas de las superficies pertenecientes a esta familia de super-
ficies:

t=10

Area = 3.14153

Primera derivada del area = 0.
Segunda derivada del area = 6.25319

t=1

Area = 533041

Primera derivada del area = 3.3888
Segunda derivada del area = 9.00865

t=2

Area = 9.04423

Primera derivada del area = 3 90839
Segunda derivada del area = 8.91113

Figura 1.4: Primera parte de la tabla grafica y numérica del ejemplo
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t=3

Area = 13.0354

Primera derivada del area = 4.04943
Segunda derivada del area = §.61496

t=4

Area = 171167

Primera derivada del area = 4 10583
Segunda derivada del area = §.74387

t=5

Area = 21.238

Primera derivada del area = 4 13387
Segunda derivada del area = §.69136

Figura 1.5: Segunda parte de la tabla grafica y numérica del ejemplo

Por el resultado tedrico que demostramos en nuestro primer teorema, sabemos que existe un
€ > 0 suficientemente pequeno para el que X! es una superficie parametrizada regular, siempre
que t € (—¢,€).

El segundo teorema obtenido en este trabajo nos permite calcular la primera y segunda
derivada del area como:

A'(0) = — 2//Q hH\/(EG — F2)dudv ,

A”(0) dudu — A'(0) .
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Donde R(0) viene dado por la expresién

R(0) = 12 <e2F2E2 —2efFE3 + f2E* — 2egFE*F? + 2fgFE3 — 2fgFGE? + 92E3G>
(EG — F2)2
p? <—2efFG2E + e2G3E — 2egG?F? + 2efG3F + ¢’ F2G? — 2fgFG? + f2G4>
(EG — F2)2
2 <262GF2E —2efFGE? — 2f?F* + AfgF3E + 4e fGF® — 2egGEF? — 26gF4>
(EG — F2)2

2 <292F2EG —2fgFG*E

(EG — F2)? ) +4h%(eg — f3)(Eh? + Gh% — 2Fh,yhy),

en términos de los coeficientes de la primera y segunda forma fundamental de la superficie.

Seguidamente, usando las derivadas parciales de X, obtenemos los coeficientes de la primera
forma fundamental ({2.5)).

(Xu, Xy) = cos®(v) + sen’(v) =1,
(Xu, X)) = —u cos(v) sen(v) +u cos(v) sen(v) =0,

(Xy, Xp) = u? sen?(v) + u? cos®(v) = u® .

E
F
G

A continuacién calculamos las segundas derivadas parciales de X para conseguir los coefi-
cientes de la segunda forma fundamental (2.9)).

Xuu(u,v) = (0,0,0) ,
Xup(u,v) = (=sen(v), cos(v),0) ,

Xow(u,v) = (—u cos(v), —u sen(v),0) ,

e=(N,Xuu) =0,
= <N7Xuv> 207
g=(N,Xu)=0.

Con los resultados anteriores podemos calcular la primera ([2.27) y la segunda ([2.28)) derivada
del drea A(t) de la variacién normal:
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Capitulo 2

Desarrollo del TFG

Este capitulo se divide en tres partes. En la primera parte estableceremos la base tedrica
necesaria para desarrollar los siguientes puntos, para ello nombraremos los conceptos mas im-
portantes sobre superficies regulares vistos en la asignatura Geometria Diferencial y Topologia
del grado.

En las otras dos partes se trataran los principales resultados de este proyecto. Definiremos
la variacién de la normal, demostrando que es una superficie parametrizada regular, ademas
de obtener la primera y segunda derivada del drea en 0. También trataremos brevemente las
superficies minimales.

Finalmente explicaremos el cédigo desarrollado en el lenguaje de Mathematica, que permite
analizar, tanto graficamente como numéricamente, la evolucion del area de las superficies a lo
largo de una variacién normal.

2.1. Preliminares: Teoria de superficies

En esta seccién vamos a mostrar los conceptos necesarios sobre superficies regulares.

Definicién 1. Sea Q C R? un abierto de R?. Una superficie parametrizada es una aplicacion
diferenciable
X:QcR?—R?,

X(u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v))

siendo z, y, z funciones de clase C* (admiten derivadas parciales continuas de cualquier orden).
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Definicién 2. Dado Q C R? un abierto de R?. Una superficie parametrizada X : Q C R? — R?
es reqular si dX, es inyectiva para todo p € 2.

Sabemos que X (u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v)), entonces
or 0y 0z
ou’ Ou’ ou )’
or 0y 0z
v’ v’ v )
d X, seréd inyectiva, si y solo si, Xy (p) y Xy (p) son linealmente independientes, es decir,

| Xu(p) x Xu(p)|| #0 .

Definicién 3. Un conjunto de puntos no vacio S C R? es superficie reqular, si para todo p € S
existe un entorno V. .C R3, un conjunto abierto U C R? y una aplicacion X : U — V N S tal
que:

Xy

Xy

1. X sea diferenciable
2. X sea homeomorfismo
3. dXp : R? — R? sea inyectiva Vp € U

Definicion 4. Decimos que una superficie reqular S es orientable, si se puede asignar de forma
continua un vector normal unitario para todo p € S.

Definicién 5. Sea S una superficie reqular, p € S y a(t) : (—e,&) — S una curva parametri-
zada diferenciable. Definimos el plano tangente a S en p como:

T,8 = {W €R® / Fa(t) : (—e,e) — S con a(0) =p, /(0) = W} .

Conjunto de todos los vectores tangentes a las curvas que pasan por el punto p.

Proposicién 1. Dada una superficie regular S € R3, un punto p € S y una parametrizacién
de S, X : U C R?> — S con p € X(U). Entonces

T,S = dX,(R?) . (2.1)

Demostracion. Tomamos W € T,S.
Sabemos que existe a(t) € S con a(0) =p y o/(0) = &

B =a(0) = fal)| = EX000)| = X0 00,00, =

= dX,(u'(0),v'(0)) = u/(0) X, + v'(0) X,
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Entonces W € dX,(R?).

Sea7 € R2

Vamos a comprobar que qu(W) es un vector tangente a S en p € S. Para ello, debemos
construir una curva en S que pasa por p y con vector velocidad qu(ﬁ). Tomamos [(t) = q+tﬂ?
una curva de R? y o = X o .

Como q € U abierto, existe un intervalo abierto I que contiene el 0 tal que «(t) C U.
Entonces, tenemos que a(t) € S, a(0) = (X 0 8)(0) = p y o/(t) = dX, (W) € T,,S. O

Tomamos ¥ € R? y {(1,0),(0,1)} base de R?, podemos escribir
dX,(7) = dX,(v1,v9) = v1dX4(1,0) 4+ v2dX,(0,1) ,
dX,(R?) = ({dX,(1,0),dX,(0,1)}) = T,,S .

Definicién 6. Sea S una superficie parametrizada reqular definida por X (u,v) : U C R? —
S CR3, q= (up,v0) €U yp= X(q) €S. Se definen las curvas coordenadas o paramétricas
que pasan por el punto p

a1(t) = X ((up,v0) +t(1,0)) = X (up + t,v9) ,

042(75) == X((Uo,’Uo) + t(O, 1)) = X(UO,UO + t) . (22)

Estas curvas pertenecen a la superficie S, si calculamos su vector tangente en p

(0) =

« =

1 (dX)(uo,v0)(1,0) = dXy(1,0) = Xu(q) ,
a5(0) =

(dX)(UOvUO)(Ov 1) = qu(Ov 1) = XU(Q) :

Podemos observar que estos dos vectores, pertenecientes al plano tangente, son linealmente
independientes, es decir, forman una base, por tanto,

T,S = ({Xu(9), Xu(q)}) -

Definicién 7. Sea X : U C R? — S C R? wna parametrizacion de S superficie reqular.
Tomamos p € S y ¢ = X1 (U). Llamamos normal unitario al campo vectorial NX : X (U) —
R3 definido por:

Xu X X,

NX(p) = m(@ : (2.3)

Como NX(p) € ({Xy x X,}), entonces NX(p) € ({ Xy, X })* = T,S+. Sabemos que que el
vector normal es perpendicular al plano tangente y a la superficie en el punto p.
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Definicién 8. Sea X : U C R2 — S C R? una parametrizacion de S, un vector = T, y
un punto p € X(U) C S. Se define la primera forma fundamental en p como

I, : T, xT,S — R,
LW, 7)) = (U, ), .

Nota 1. Como I, es una restriccion del producto escalar tenemos que:

1. I, es bilineal

2. I, es simétrica: Ip(z,y) = Ip(y, x)

3. I, es definida positiva: I,(x,x) > 0

4. I, es no degenerada: Ip(z,x) =0+— 2 =0

Si el vector W es tangente a la superficie S en el punto p, puede escribirse como vector

tangente a una curva de S, a(t) = X (u(t),v(t)) con a(0) = p y o/(0) = @. Aplicando la
primera forma fundamental se observa que

Ip(0/(0),0/(0)) = (a/(0),0/(0))p = (Xut' + X/, Xyt + Xov')y

N 2.4
= (X, Xu)p(u)? 4+ 2(Xu, Xp)pu'v" + (Xy, Xp)p(v))? . 24
Se obtienen los coeficientes de la primera forma fundamental:
E = <Xu7Xu>p )
F = <Xu7Xv>p = <Xv7Xu>p , (2.5)
G = (Xy, Xo)p -

Nota 2. Dados 7, W e T,S expresados en funcion de la base del plano tangente en p, se puede
expresar su producto escalar en forma matricial:

W) = @ g) T
Al realizar el determinante de la matriz anterior de coeficientes se obtiene el siguiente resultado
‘? g’ =BG — F? = (X, Xu) (X0, Xp) — (X, X,)?
= | Xu(@)IP[1Xo(@I* = [1Xu(@)[*| Xo(q)[[*cos*(8)
= IXu(@*[1Xu(q)|*(1 — cos*(6))
= |IXu (@71 Xu(a)|Psen® () = [|Xu x X|[* > 0,

deduciendo que

EG — F? = || X, x X,||* . (2.6)

18



Definicién 9. Sea X : U C R? — S C R? una parametrizacion inyectiva de S. Tomamos
QCUyR=X(Q). Se define el darea de R como

A(R)://QHXUXXU|dudv://q)\/mdudv. (2.7)

Definicién 10. Sea S C R? una superficie reqular orientable y S = {(z,y,2) € R? | 2% + > +
2?2 =1} la esfera centrada en (0,0,0) y de radio 0. Se define la aplicacién de Gauss como

N:S—§,
p—> N(p) .

Dicha funcién toma el vector normal unitario de cada p € S y lo traslada a la esfera
situdandolo sobre el punto (0,0,0).

Nota 3. La aplicacion de Gauss es diferenciable. Llamamos dN a su diferencial:

AN, : T, — TS .

Como T,S y T,S son planos paralelos, la diferencial se puede escribir como

AN, : T,8 — TS .

Vamos a calcular la matriz de la diferencial.

Tomamos la curva a(t) : (—e,e) — S, definida como a(t) = X (u(t),v(t)) con a(0) =py
o/ (t) = Xyu'+ X,v'. Escribimos la diferencial de Gauss de o/ (t) como dN (¢/(t)) = Nyu' 4+ Nyv'.

Como N, y N, son tangentes a la superficie, pueden representarse en funcién de las coor-
denadas de la base de T,,S:

N, = aX, + bX, N Ny _(a b Xu
N, =cX, +dX, N,/ \ec dJ\X,/) "’

a b
()

Definicion 11. Se define la aplicacion de Weingarten como la diferencial de la aplicacion de
Gauss cambiada de signo, es decir,

W, = —(dN,) : TpS — T},5 .
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Definicién 12. Sea S C R? una superficie reqular orientable definida por X (u,v) : U C R? —
Sy un vector W € T,S. Definimos la segunda forma fundamental como

I, : 7,8 xT,S — R,
IL,(7, W) = —(dN,(7), &) .

Nota 4. II, es bilineal, simétrica y autoadjunta.

Si el vector W es tangente a la superficie S en el punto p, puede escribirse como «(t) =
X (u(t),v(t)) con a(0) = py /(0) = &. Aplicando la segunda forma fundamental se obtiene

I, (a(0), &'(0)) = —{dN(a’(0)), &'(0))p = — (Nt + Ny, Xyt + Xov')y

2.8
= —(Vy, Xu>p(u/)2 — (Ny, Xv>pu/vl + (Ny, Xu>pu’v/ + (Ny, Xv>p(v/)2 . (28)

Como X, y X, son perpendiculares a N, tenemos que (N, X,) = (N, X,) = 0. Calculamos
la derivada parcial respecto de u y v:

<Nu7Xu> + <N7 qu> = <Nu7Xv> + <N7 Xvu> =0 y

(N, Xo) + (N, Xuo) = (Ny, Xo) + (N, X)) =0 .

Se deducen las siguientes igualdades

_<Nu7XU> = <N7 qu> ,
_<Nu’XU> = <N7 Xvu> 9
_<Nv7Xu> = <N7 Xuv> 5
<NvaXv> = <N7 va> .
Ademids, sabemos que X, = X,,,. Por tanto, (N, X,,,,) = (N, Xyu) = (Nu, Xo) = (Ny, Xu).

Seguidamente, sustituimos estos cdlculos en la expresion (2.8]):

HP(O/(O)» a’(0)) = (N, qu>p(“,)2 —2(N, Xuv>pulvl + (N, va>p(vl)2 .

Obtenemos los coeficientes de la segunda forma fundamental:

e= (N, Xuu)p »
f= <N7 Xuv>p = <N, XUU>p ’ (2-9)
g=(N, va>p :
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Una vez definidas la primera y la segunda forma fundamental, se obtendran los términos de la
matriz de dN estudiando su relacién con los coeficientes tanto de la primera forma fundamental
como de la segunda.

—e=—(N, Xyy) = (Nu, Xu) = (aX, + bX,, Xyy) = aXy Xy + bX, X, = aE + bF |
)= ) = (aXy + bXy, Xy) = aXu Xy + bX, Xy = aF + G,
—f = —(N, Xou) = (N, Xu) = (X 4 dXy, X)) = Xy Xy + dX, X, = cE + bF
)= ) ={ )

cXy +dXy, Xy) = c Xy Xy +dXy Xy = cF 4+ 0G .

Por tanto,
—e=aF +bF
—f=aF 4+ bG _><e f>_<a b> (E F>
—f=cFE+bF f g c d)\F G/’
—g=cF+bG

Aislamos la dN y realizamos los cédlculos pertinentes

Co-G8 G eSO

a:Ff—eG’ b:gF—fG
EG — F? EG — F?
C:eF—fE d:fF—gE
EG — F? EG - F?°

Nota 5. Podemos escribir la aplicacion de Weingarten en forma matricial de la siguiente forma:

_ . —a b . all a2
W, = () = (0 Th) = (o)

stendo
eG — fF
G = pA T g2
_ [E—ef
T EG R (2.10)
G —gF ’
-t L
gE — fF
2= pG - F?

Definiciéon 13. Llamamos curvatura de Gauss de una superficie regular S en p € S al deter-
minante de la aplicacion de Weingarten.

Y
K, = det(W,) = 4 —1

= m(ﬁ) (2.11)
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Definicion 14. Definimos curvatura media de una superficie reqular S en p € S a la mitad de
la traza de la aplicacion de Weingarten.

1 1eG —2fF +gE

2
Definicion 15. Sea S una superficie reqular, p € S un punto y v e T,S un vector no nulo.
Tomamos el plano que pasa por p y tiene como vectores directores a K y NX (p) vector normal a
S en p. Llamamos seccion normal de S en p y direccion 7, a la interseccion del plano anterior
con la superficie.

Definicion 16. La curvatura normal de una superficie S en un punto p y direccion T es la
curvatura de la curva que delimita la seccion normal de S en dicho punto y direccion.

Definicion 17. Denotamos curvaturas principales ki y ko, al valor mdximo y minimo de la
curvatura normal respectivamente.

Las curvaturas principales se calculan a partir de los valores propios de la matriz A — IdA,
tomando A = W,,. Para ello se calcula el polinomio caracteristico,

p(k) = det(A — Idk) = al(lz; ' 02213 k

2
= ai1a22 — a1k — azk + k% — ajzag

=k? — (a11 + ax)k + (a11a22 — ar2a21) .

Por las definiciones anteriores de curvatura de Gauss y curvatura media sabemos que

p(k) = k* —tr(Wp)k + det(W,) = k* — 2H,k + K, .

Se iguala el polinomio a 0 para obtener las raices, que seran las curvaturas principales:

, ki = Hy+ /H2 ~ K,
k* — 2Hpk + K, =0 — : (2.13)
ke =H,— \/H2 - K,

Una vez calculadas las curvaturas principales, veamos las direcciones principales.

Una direccién @ = ¢1. X, + 2 Xy € T,S es principal si es un vector propio de la aplicacién
de Weingarten, es decir, si W, (@) = A\W.

W, (W) = Wyler Xy + caXy) = caWp(Xy) 4+ caWp(X,)
= c1(a11 Xy + a21Xy) + co(a12 Xy, + a2 Xy)

= (a1161 + a12¢2) Xy + (a2161 + a212) X, -
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Por tanto, serd vector propio si cumple

fEeF _|_gE fz—)\CQ

G—fF G—gF
{ yore] ];20 +JJ;G —%z = Aay

Resolviendo este sistema de ecuaciones se obtiene

(fE — eF)ci + (gE — eG)ciea + (gF — fG)c3 =0 . (2.14)

Aplicando la ecuacién anterior se consiguen los valores c; y co. Se sustituyen en W =
c1Xy + 92Xy, de forma que W ser4 las direcciones principales.

2.2. Variacion normal del area

Una vez introducidos los conceptos matematicos previos, vamos a tratar el tema principal
del proyecto. Empezamos definiendo la variacién de la normal:

Definicién 18. Tomamos X : U C R? — R? una superficie parametrizada reqular. Dados
D C U un dominio acotado, D = DUJD un compacto y h : D — R una funcion diferenciable,
definimos una variacion de la normal de X (D) como la familia de parametrizaciones:

X' D x (—€,¢) — R?,

2.15
Xt (u,v) = X (u,v) + th(u, v)NX (u,v) (2.15)

siendo (u,v) € D yt € (—¢,¢).

Veamos el primer resultado tedrico de este proyecto, la variacion de la normal es una super-
ficie parametrizada regular.

Teorema 1. Sea X : U C R? — R? una superficie parametrizada reqular, D C U un dominio
acotado, D = DUOD un compacto y h: D — R una funcion diferenciable. La variacion de la
normal de X (D)

D x (—€,¢) — R? |
X (u, v) X (u,v) + th(u, v)NX(u v)

con (u,v) € D yt € (—¢,€), es una superficie parametrizada reqular para € suficientemente
PeqUENO.
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Demostracién. Veamos que X! y X! son linealmente independientes.
Calculamos las derivadas parciales de X*:

Xt
%(u, v) = X5 (u,v) = Xy (u,v) + thy(u, v)N (X (u,v)) + th(u, v)dN (X (v, v)) Xy (u, v)
u
= Xy +thyN +thdN X, ,
axt (2.16)
a—(u, v) = X! (u,v) = Xy(u,v) + thy(u, v)N (X (u,v)) + th(u,v)dN (X (u,v)) X, (u,v)
v
= Xy +thyN +thdN X, .
Aplicamos la definicion de la aplicacién de Weingraten, —dN = W, en las parciales
X! = Xy + thyN —thW X, = (Id — thW) X, + th,N , (2.17)

X! = X, + thyN —thWX, = (Id — thW) X, + thyN .

Observamos que tanto (Id —thW)X,, como (Id —thW)X, pertenecen a ({X,, X,}), por tanto,

X, y Xy pueden escribirse como combinacién lineal de los elementos de la base B = {X,,, X,,, N }:
X! =aXy, +bX, +thyN = (a,b,th,)B , (2.18)

X! =Xy +dX, +thyN = (¢c,d, th,)p . '

X!y X! serén linealmente independientes si

a b
c d’#o'

Sabemos que

Wi Wis
W = :
<W21 W22>

W(Xy) = Wi Xy, + Wa X, ,
W(Xy) =WnX, +WaX, .

A continuacién igualamos las ecuaciones (2.17)) y (2.18)),

Xy +thyN —thWX, =aX, +bX, +th,N ,
Xy +thyN —thWX, =cX, +dX, +th,N ,

(2.19)

X, — thWX, = aX, + bX, ,
X, — thWX, = cX, + dX,

y aplicamos ([2.19))
Xy —thWi1 Xy — thWo1 Xy, = a X, + X, ,

Xy —thWie Xy, —thWeo X, = c Xy, + dX,
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(1 - tth)Xu - tthlXU = CLXu + bXU y
(1 — thWQQ)XU — tthqu = CXu + dXU s

por tanto,
a=1-— thWH s b= —thW21 )

Cc = —tthg s d=1-— thWQQ .

Los resultados obtenidos los sustituimos en el determinante

@ b’ L=thWi —thWaor | _ thWay — thWiy + t2h2 Wiy Wag — t2h2WiaWey

c d —thWiy 1 —thWas|
=1- th(W22 + Wll) + t2h2(W11W22 — W12W21) =1- th(t?“(W)) =+ t2h2(d€t(W))
=1 — th(ky + ko) + t*h? (k1 k) .

Seguidamente comprobamos si este determinante es diferente de 0:
Tomamos
f(t,u,v) =1 —th(tr(W)) + t2h?(det(W)) = 1 — 2thH + t*h* K
> 1 2t sup(|h(e) H(x)]) —  sup (4(2) K (),
rzeD €D
cumpliendo que f(0,u,v) = 1. Como suponemos que D C R? es compacto, entonces 3 A, B € R
tales que f(t,u,v) > F(t) :=1— 2tA — *B.
Por lo tanto, tenemos F(t) = 1 — 2tA — 2 B funcién continua por ser un polinomio y F(0) = 1.
Tomamos (1 — d,1 + ) un abierto de R siendo § < 1. Como F es continua sabemos que
F71((1 = 68,1+ )) es un abierto con 0 € F~1((1 — 6,1+ 6)). Entonces existe una componente
conexa de F~1((1 — 6,1+ d)) que contiene al 0, es decir, 3 € > 0: (—e,e) C F~1H(1 — 6,1+
9))y F(t) >0V te (—¢e).
Por tanto,

a b
. d‘#OVtE(—e,e).

Xt(u,v) = X (u,v) +th(u,v) NX(u,v) es una superficie parametrizada regular ¥ t € (—e¢,¢). [

Nota 6. Observemos que, en la demostracion anterior, solo se usa la compacidad para asequ-
rarse que las cantidades sup, . (|h(x)H (2)|) y sup,p5(h*(x)|K(z)|) estdn acotadas.

A continuacion presentamos el segundo resultado, vamos a calcular la primera y la segunda
derivada del area en 0.

Teorema 2. Sea X : U C R? — R? una superficie parametrizada reqular, D C U un dominio
acotado, D = D U JD un compacto y h : D — R una funcion diferenciable. Tomamos la

variacion de la normal de X (D)

X!':Dx (—e,¢) — R,
X(u,v) = X (u,v) + th(u,v)NX (u,v)
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con (u,v) € D yt € (—e,€). Entonces la primera y sequnda derivada del drea de la variacion
normal del drea son:

A'(0) = —2// hH\/(EG — F?)dudv , (2.20)
Q
A"(0) = //Q \/% du du — A'(0) (2.21)

siendo

R(0) = 12 <62F2E2 —2efFE3 + f2E* — 2egE*F? + 2fgF E® — 2fgF GE? + 92E3G)

(EG — F2)2
2 <—2@fFG2E + e2GPE — 2egG?*F? 4+ 2efG?F + ¢*F2G? — 2fgF G + f2G4)
(EG — F2)2
2 <2e2GF2E —2efFGE? — 2f2F* + 4fgF3F + 4e fGF® — 2egGEF? — 2egF4>
(EG — F2)2

20°F2EG — 2fgFG?E
Y < g Fe- PfZ!;Q ) + 4h%(eg — f*)(ER? + Gh? — 2Fh,h,,) .

(2.22)

Demostracion. Necesitamos obtener los coeficientes de la primera forma fundamental de X*.
Para ello, calculamos las derivadas parciales de X*

oxt
0 = X! = X, +thN, +tNh,, ,

. (2.23)
X .
50 = X0 = Xy +thN, + tNh,

y teniendo en cuenta algunos resultados vistos en la secciéon anterior

e=—(Xu, Ny) ,
f= —<XU,N1,> = —(Xp, Nu) ,
g=—(Xo,Ny) ,
(N,Ny) =0,
<N7Nv> =0,
(N, Xy) =0,
(N,X,)=0

tenemos los siguientes coeficientes:

B = (X!, X!) = (X, X)) + th(Xy, Ny) + thy(Xyu, N) 4+ t2h?(Ny, N,) + th(X,, N,,)
+ t2hhy (N, Ny) + thy (X, N) + t*hhy (N, N,) + t*h2(N, N)
= E — 2eth + t*(h*(Ny, N,) + h2) |

26



F' = (X!, XT) = (Xy, Xo) 4+ th(Xy, Ny) + the( Xy, N) + th(Ny, X,) + t*h*(N,, N,)
+ thhy (N, Ny) + thy(Xy, N) + t2hhy (N, Ny) 4 t2hyho (N, N)
= F — 2fth + t*(h*(Ny, N,) + hyhy) |

Gt = (X!, X!Y = (X,, Xy) + th(Xy, Ny) + thy(Xy, N) 4 t2h%(N,, N,) + th(X,, N,)
+ t2hhy(N, Np) + thy(X,, N) 4+ t*hh, (N, N,) + t*h2(N, N)
=G —2gth + t*(h*(N,, N,) + h?) .
A continuacién, calculamos detalladamente el determinante de los coeficientes, E‘G! — (F*)2.
E'G' = EG — 2Eght + Eh*(N,,, N,)t* + Eh%t* — 2Geht + degh?t? — 2eh®(N,, N,)t*
— 2ehh2t3 + Gh2 (N, Nu)t? — 2gh® (N, N )t2 + h*(Ny, N (Ny, N)t* + Gh2t?
— 2ghh2t3 + h2h2(N,, N)t* + h2p2tt |

(F")? = F? = 2F fht + F(hyhy + h*(Ny, Ny))t* = 2F fht + 4f2h*t
— 2fh(hyhy 4+ B2 (Nu, Nyt + F(hyhy + h3 (N, N,))t?
— 2fh(huhy + W2 (Ny, N + (hahy + B3Ny, No))?t4
= F? — AF fht + Af*h*t* + 2F (hyhy + h*(Ny, N,))t?
— 4fh(hyhy + B* (Ny, No)E + (hyhy + B2 (Ny, Np))*t?

Usando que la féormula de la curvatura media (2.12)) obtenemos el determinante:

E'G' — (F')? = EG — F? — 2Geft + 4F fht — 2Ehgt + R
= EG — F? - 2th(Eg — 2Ff + Ge) + R

= (BEG — F? — 2th(Eg — 2F f + Ge) + R)gg(é:?z; (224)

= (EG — F?)(1 —4thH) + R
siendo
R := (Eh?(N,, N,) + Eh? 4 4egh® + Gh*(N,, N,) + Gh2 — 4f*h% — 2F (hyhy + h2(N,, N,)))t?
+ (—2eh®(N,, N,) — 2ehh? — 2gh3(N,,, N,) — 2ghh2 + 4fh(hyh, + B3 (N, N,)t
+ (hY(Ny, N (Ny, Ny) + h2h%(Ny, Ny) + h*h2(Ny, N,) + h2h?
— (huhw + B (Nu, Ny)) )t
(2.25)
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Sabemos que, tomando R = Rt?, el 4rea de la variacién normal sera:

_//Q\/mdudu—//g\/(EG—F2)(1—4thH)+§t2dudu. (2.26)

Seguidamente, calculamos la primera y la segunda derivada del area en ¢t = 0.

dudv (2.27)

// —4hH(EG — F?) + R't> + 2Rt
@ 2\/ EG — F2)(1 — 4thH) + Rt?

—4 2
// WH(EG —F7) gy = —2// hH\/(BEG — F?) dudv ,
Q Q

21/(EG — F2)
2(R"t2 + AtR + 2R)\/ (EG — F2)(1 — 4thH) + Rt?
i // R)\/( (0 auhH) + R
((EG — F2)(1 — 4thH) + Rt?)

—4hH(EG—F2)+R't2+2Rt
2\/ (EG—F2)(1—4thH)+Rt2
V( )( ) du do

- // A((EG — F2)(1 — 4thH) + R?) (228)
2(R"t2 + 4tR + 2R) \/ (EG — F?)(1 — 4thH) + Rt?
// ((EG — F2)(1 — 4thH) + Rt?)

B // (—4hH(EG — F?) 4+ R't*> + 2Rt)? e
QR((EG — F2)(1 — 4thH) + Eﬁ)\/(EG — F2)(1 — 4thH) + Rt? 7

(—4hH(EG — F?) + R't> + 2Rt)

du dv

[T 2 o\ 4hH(EG—F?)
A(EG — F?)

dudu+2// hH\ EG — F2dudu

du du — A’(0)

A’ ! du du

//Qm

siendo
R(0) = ER?||N,||> + Eh? + 4egh® + Gh?||Ny||*> + Gh2 — 4f2h? — 2Fh*(Ny, N,) — 2Fhyh,
= W*(E||No||> + GlINu|]®> = 2F(Ny, Ny)) + 4h*(eg — f*)(Eh + Ghi, = 2Fhyh) -
(2.29)
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Queremos expresar E(O) en términos de la primera y de la segunda forma fundamental. N,
i N, son tangentes a la superficie, por tanto, pueden escribirse como combinacién lineal de la
base del plano tangente:

N, = aX, + bX, N Ny  (a b Xu
N, = cX, +dX, N,) \c d)\X,) "

Como se ha comentado anteriormente, tenemos la matriz de la diferencial de la aplicacion de

Gauss y sus coeficientes.
a b
aN = < d) ,

_Ff—cG _ gF—fG
EG—F?’ EG—F?’
_el'—fFE _ fF —gFE
“TEG-F ‘T EG_—F2"

Reformulamos las expresiones de R(0) que queremos eliminar usando las ecuaciones anteriores.

[[Nu||? = (Ny, Ny) = 2( X, Xu) + 2¢d( Xy, X)) + d*( Xy, X)) = 2E + 2cdF + d*G

eF — fE\? eF — fE\ [ fF — gE fF —gE\?
<EG—F2> * <EG—F2> (EG—F2 \ea-m) ©
?F?E — 2efFE? + f2E3 + 2efF3 — 2egEF? — 2f?EF? + 2fgFE? + f?F2G
(EG — F2)2

—2fgFGE + ¢*E*G
(EG —F2)2

[|Nu||? = (Nu, No) = a* (X, Xu) + 2ab(X,, X)) + b*(X,, X)) = a*E + 2abF + b*G

_(Ff—eG\? Ff—eG\ (gF — fG gF — fG\?
_(EG—F2> E+2(EG—F2> (EG—F2 Frl\ga=m) ©

_ F?f?2FE —2efFGE + 2G*E + 2fgF® — 2f?GF? — 2¢gGF? + 2¢ fG*F + ¢*F*G
B (EG — F?)?

—2fgFG? + f2G3
(EG — F?)2  ~
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(Nu, Ny) = a®(Xy, Xo) + 2ab( Xy, X)) 4+ b*(Xy, Xo,) = a®E + 2abF + b*G
B <Ff—eG> <eF—fE>E
EG —F? ) \ EG — F?
Ff—eG fF—gFE gF — fG el — fE
- KEG—F?) (EG—F2> * (EG—F2> <EG—F2>} E

gF — fG fF —gE
+(bo=r) (Fe=7)

efF?E — f2FE? — 2GFE + efGE? + f2F3 — fgF?E — efGF? + egGEF
(EG — F2)2

N geF® — gfEF? — feF?G + f2°GFE + gfF?G — ¢?FEG — f?FG? + fgEG?
(EG — F2)2 '

Finalmente, sustituimos los resultados anteriores en ﬁ(())
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?F2E? — 2efFE3 4 f?E* + 2 fF3E — 2egE?F?
(EG — F2)2
—2f2E?F? + 2fgFE3 + f2F?GE — 2fgFGE?
* (EG — F2)?
N G’E3G + fPF?EG — 2¢fFG?FE + 2G3E + 2fgF3CG
(EG — F2)2
N —2f2G?F? — 2egG?F? + 2efG3F + ¢?F2G? — 2fgFG3

E||NUH2 + G||Nu”2 - 2F<Nuan> =

(EG — F2)2
f2G* — 2efF3E + 2f2F?E? + 2e2GF?E — 2¢efFGE?
* (EG — F?)2
—2f2F* 4+ 2fgF3E + 2efGF3 — 2egGEF? — 2egF*
* (EG — F2)?
N 29fEF3 4+ 2feF3G — 2f?GEF? — 29fF3G
(EG — F2)?
20°F?EG + 2f?F2G? — 2fgFG*E
(EG — F2)?
_ ?F?E? —2¢fFE® + f2E* — 2egE?F? + 2 fgF E>
B (EG — F?)2
—2fgFGE? + g’E3G — 2¢fFG?E + 2G3E
* (EG —F?)?
—2egG?F? 4+ 2efG3F + ¢*F?G? — 2fgFG? + f2G*
* (EG — F2)?
2e°GF?E — 2efFGE? — 2f?F* 4 4fgF3E + 4efGF?
* (EG — F?)2
—2egGEF? — 2egF* 4 2¢°F?EG — 2fgFG*E
* (EG — F?)2 !

R(0) = 12 <e2F2E2 —2efFE3 + f2E* — 2egFE*F? + 2fgFE3 — 2fgFGE? + g2E3G)
(EG — F2)2
2 <—2efFG2E + e2G3E — 2egG?F? + 2efG3F + ¢’ F2G? — 2fgFG? + f2G4>
(EG — F2)2
2 <262GF2E —2efFGE? — 2f?F* + AfgF3E + 4efGF® — 2egGEF? — 26gF4>
(EG — F2)2

2 <292F2EG —2fgFG*E

(EG — F2)?2 ) +4h*(eg — f*)(Eh2 + Gh2 — 2Fhyhy,)
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Definicion 19. Una superficie reqular S es minimal cuando la curvatura media se anula en
todos sus puntos.

Proposicién 2. Sea X : U € R? — S C R? superficie parametrizada regular y D C U
dominio acotado. X es minimal si y solo si A’(0) = 0 para todo D y para todas las variaciones
normales no nulas de 0D.

Demostracion. Sabemos que X es minimal, por tanto, H(p) =0 Vp € S.

Entonces, por (2.20)), A’(0) = 0.

Sabemos que A’(0) = 0. Suponemos que X no es minimal, es decir, existe p = X(q) €
S / H(q) # 0. Seguidamente seleccionamos un dominio D tal que ¢ € D y H(q) # 0 en D.
Tomamos h : D — R tal que H(q) = h(q), por tanto, A’(0) es negativa. Se produce una
contradiccién. O

2.3. Visualizacién grafica y numérica de las variaciones norma-
les del area

En esta seccién vamos a presentar la parte computacional del proyecto. Hemos aprendido,
desde cero, el lenguaje de Mathematica para poder desarrollar un programa que permita analizar
la evolucién del area de las superficies al variar la constante t, vista en la parametrizacion
. Al ejecutar dicho cddigo obtenemos resultados de forma visual y numérica, de esta
forma realizamos un estudio completo de la superficie. A continuacion, se va a explicar en que
consiste el programa.

Antes que nada, solicitamos al usuario que introduzca los pardmetros necesarios en una
interfaz gréafica para poder realizar todos los calculos:

1. La parametrizaciéon X : U C R? — S C R? de la superficie que se quiere representar.
2. El dominio de la superficie.

3. La funcién h : D — R de la parametrizacién ([2.15)).

4. El valor de la constante t.

5. El rango de valores que tomara t.

6. El incremento de la t dentro del rango.
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X

Introduce la parametrizacion “{x(u,v),y(uv),z(uv)}:

ju Cos|v|, u Sin(v|, v}

Figura 2.1: Ejemplo input parametrizacién

X

Intreduce el dominio {{a,bl{c.d}}:

{{-2m, 27}, {-2m, 27}}

Figura 2.2: Ejemplo input dominio

X

Introduce la funcion h ‘xfu,v)"

Figura 2.3: Ejemplo input funcién h
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X
Introduce el valor de la t:
1
Figura 2.4: Ejemplo input variable t
X

Introduce el rango de valores de lat {3 b}

@, 8.5/

Figura 2.5: Ejemplo input rango de valores de la t

X

Introduce el incremento de la t dentro del rango:

e.1

Figura 2.6: Ejemplo input rango incremento de la t dentro del rango
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A continuacién procedemos con el cdlculo. Hemos creado diferentes funciones que nos per-
mitirdn obtener: la primera (2.5)) y la segunda (2.9)) forma fundamental, la curvatura de Gauss
[2.11)), 1a curvatura media (2.12), el 4rea de la superficie en una t determinada (2.26) y su

primera ([2.27) y segunda [2-28) derivada.

Pero para llamar a dichas funciones, antes, debemos obtener los datos requeridos por las
férmulas.

Primero realizamos las derivadas parciales de la parametrizacién X : U CR? — S CR3 y
de la funcién h : D — R. Con el producto escalar de las derivadas parciales de X calcularemos
los coeficientes de la primera forma fundamental.

Posteriormente calculamos el producto vectorial de las derivadas parciales de X, que usamos
para obtener la normal (2.3). Ademds, usando las derivadas parciales de la normal y de la
parametrizacion X, obtenemos los coeficientes de la segunda forma fundamental.

Después, usamos tanto los coeficientes de la primera forma fundamental como los de la
segunda para deducir la curvatura de Gauss y la curvatura media.

Ahora pasamos a calcular la variable R , la R y sus derivadas. Dichos resultados son
los ultimos que necesitabamos para obtener el drea de la variacién de la normal , junto con
su primera derivada y la segunda . Estas areas las desarrollamos para la variable
t introducida como cuarto parametro en la interfaz gréifica y, para el dominio indicado en el
segundo parametro.

Una vez terminados los cdlculos vamos a representar, grafica y visualmente, los resultados.
Para ello, vamos a ejecutar diferentes representaciones para poder analizar los datos desde
diferentes perspectivas.

Empezamos definiendo la parametrizacién de la variacién de la normal, ya que es la que
usaremos para las representaciones. Esta se compone de la parametrizacion X, la variable t, la
funcién A y la normal.

Para una primera toma de contacto con la superficie que queremos tratar, realizamos una
grafica 3D para la variable t introducida como cuarto pardmetro. Ademads, elaboramos un video
que muestra su evolucién al variar la t en el rango de valores determinado como quinto parame-
tro. Esto lo gestionamos con la funciéon del Mathematica Animate, que nos permite obtener un
gif de la superficie.

Seguidamente, queremos observar la variacién numérica del area con méas detalle, asi que

creamos una tabla que contiene las dreas (érea, primera derivada del drea y segunda derivada
del 4rea) para cada t especificada en el rango. Para ello, calculamos el 4rea tantas veces como
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t hay en el rango y las guardamos en una lista. Repetimos este procedimiento para la primera
y segunda derivada del drea. Después, usando la funcién TableForm, representamos la tabla.

El objetivo final es poder observar los resultados visuales y los numéricos al mismo tiempo.
Lo realizaremos tanto en una imagen como en video.

Usando la funcién del Mathematica TableFrom@Table, hemos conseguido crear una tabla
que contiene para cada t del rango, la imagen de la superficie, el drea y sus derivadas. De esta
forma, tenemos en una imagen el resultado, en detalle, de como varia la superficie.

Finalmente, con la funcién ListAnimate, realizamos un video del resultado anterior. Dicho
video, cada vez que cambia la variable t, muestra la grafica de la superficie y el texto con el drea
y sus derivadas. También creamos otro video con la funcién comentada anteriormente Animate,
que presenta el mismo resultado.

2.3.1. Dificultades durante el desarrollo

Al iniciar el proyecto se planteé programar en Python, visto durante el grado, o en el len-
guaje del Mathematica. Finalmente se escogio el segundo y ha resultado muy enriquecedor.
Este lenguaje de programacién ofrece posibilidades muy potentes para programar calculos ma-
temdticos y para realizar representaciones. A continuacién trataremos algunas complicaciones
que han surgido durante el desarrollo.

Como se ha visto en las férmulas de las secciones anteriores, muchas de las operaciones
que requerimos son largas y complejas, por lo que algunas veces al Mathematica le resultaba
costoso de ejecutar. Para solucionarlo hemos usado la funcién FullSimplify, que simplifica al
maximo los resultados de las operaciones. Aun asi, nos dimos cuenta de que no quitaba el valor
absoluto cuando era necesario. Para ello, hemos definido la funcién EliminarAbs que se encarga
de eliminarlos. Los términos con valor absoluto los transforma en términos con parte real e
imaginaria y calcula el médulo. De esta forma conseguimos reducir al maximo las expresiones.

= EliminarAbs[u_] := ComplexExpand[Abs[u] ]

Figura 2.7: Definicién de EliminarAbs
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Figura 2.8: Ejemplo del funcionamiento de EliminarAbs

En cuanto al calculo de las integrales para obtener las areas, teniamos el mismo problema,
son operaciones largas y complejas. Para ayudar al Mathematica hemos ejecutado integrales
numéricas con la funciéon Nintegrate. Como son integrales dobles, primero calculamos la integral
numérica respecto de la variable u y después sobre v.

Por 1dltimo, respecto a las representaciones, este programa incluye muchas posibilidades para
visualizar superficies. Pese a ello, a la hora de crear los videos, resulté complicada la parte de
unir la imagen de la superficie con el texto del area, debido a que el texto era dificil de encuadrar
y no se veia. Ademads, usando la funcién Animate no da tiempo de que la imagen se renderice
del todo antes de cambiar la variable t y pasar a la siguiente imagen, por lo que a veces el
video no muestra la superficie de forma clara. Sin embargo, al exportarlo como gif obtenemos
el resultado buscado.
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Capitulo 3

Resultados

Durante la elaboracién del Trabajo Fin de Grado hemos conseguido tres resultados impor-
tantes sobre la variacién normal del drea de superficies. De forma tedrica se ha visto que la
variaciéon normal es una familia uni-paramétrica de superficies parametrizadas regulares, para
un € suficientemente pequeno, ademas de calcular numéricamente la primera y segunda derivada
del area en t = 0.

En cuanto al resultado computacional, se ha desarrollado un cédigo en Mathematica que
permite analizar, de forma grafica y numérica, la evolucién del area de las superficies al variar
la normal. A continuacién, vamos a presentar dos ejemplos de superficies introducidas en el
programa.

3.1. Ejemplo 1

En este primer ejemplo vamos a estudiar el helicoide, una superficie minimal. Para ello,
introducimos los parametros necesarios:

1. {u Cos[v],u Sin[v],v} la parametrizacién del helicoide X : U ¢ R? — S C R3.
2. {{—2n,2n},{—2m,27}} el dominio de la superficie.
3. u v la funcién h: D — R.

4. 0 el valor de la constante t.

ot

. {0, 0,5} el rango de valores que tomar4 t.
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6. 0,1 el incremento de la t dentro del rango.

Una vez ejecutado el programa, lo primero que obtenemos es una grafica 3D de la para-

metrizacién (2.15)) del helicoide para la t introducida como pardmetro, es decir, ¢ = 0. Tam-
bién se presenta un video sobre la evolucién de la superficie al variar la t en el rango de va-

lores indicado (https://drive.google.com/file/d/1_julHOhYmiUEKxuDeYw5ieQ5Tzdg3FkQ/

view?usp=sharing).

Figura 3.1: Helicoide en t=0

A continuacién elaboramos una tabla que indica numéricamente el area para cada t especi-

ficada en el rango.

| a. a.1 @.2 @.3 @.4 @.5
534,229 562.349 627.942 769,947 798.134 887.969
861.686 895,889 898.315

Area
Primera Derivada del Area

Segunda Derivada del Area

514,182 762.455

a.
534@.74

6475.54 6143.51 4789.96 4415.67 4138.92

Figura 3.2: Tabla numérica del helicoide

Finalmente, conseguimos una tabla con la grafica de la superficie y los datos numéricos
del rea para cada t del rango. Ademds, como se ha comentado en el capitulo anterior, rea-
lizamos dos videos que presentan como varia la superficie al modificar la normal, junto con
los datos numéricos. Uno con la funcién ListAnimate (https://drive.google.com/file/d/

1pX3MuUzNuxX_13tjJOICppKV_QgG8_9G/view?usp=sharing) y el otro con Animate (https:
//drive.google.com/file/d/1kwuqjvEk8szYEmfgxeksnQmXfgmonhiy/view?usp=sharing).
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Inl t=10.
Area = 534.229
Primera derivada del area = (.
Segunda derivada del area = 647554

t=0.1

Area = 562.349

Primera derivada del area = 514 102
Segunda derivada del area = 6143.51

t=02

Area = 627 942

Primera derivada del area = 762 455
Segunda derivada del area = 5340.74

t=03

Area = 709 947

Primera derivada del area = 561.686
Segunda derivada del area = 4759.96

Figura 3.3: Primera parte de la tabla grafica y numérica del helicoide
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t=04

Area = 798.134

Primera derivada del area = 895.009
Segunda derivada del area = 4415.67

t=05

Area = 987.969

Primera derivada del area = 898.315
Segunda derivada del area = 4135.92

Figura 3.4: Segunda parte de la tabla grifica y numérica del helicoide

3.2. Ejemplo 2

Ahora veamos como varia la esfera al modificar la normal. Primero introducimos los parame-
tros necesarios:

1. {Cos[u] Cos[v], Sin[u] Cos[v], Sin[v]} la parametrizacién de la esfera X : U C R? —
S C R

2. {{0,27},{—%,5}} el dominio de la superficie.
3. Cos[v] la funcién h: D — R.

4. 0 el valor de la constante t.

5. {0, 5} el rango de valores que tomara t.

6. 1 el incremento de la t dentro del rango.

Al ejecutar el programa, obtenemos una grafica 3D de la parametrizacién (2.15)) de la esfera
para la t introducida como pardmetro, es decir, t = 0. También se presenta un video sobre la
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evolucién de la superficie al variar la t en el rango de valores indicado (https://drive.google.
com/file/d/1hbwcudlaMi-NVeD41Ddx0f0Sza9Q8HDR/view?usp=sharing).

Figura 3.5: Esfera en t=0

Seguidamente creamos una

tabla que contiene los datos numéricos del area para cada t
especificada en el rango.

| 5] 1 2 3 4 5
Area 12.5664 42,6517 92.9483 163.186 253.863
Primera Derivada del Area 19.7392 48,2821 68.2583
Segunda Derivada del Area 37.6991 65.5633

362.7886
8@.8685 99,8429 119.681
85.5262 164,819 124,184 143.461

Figura 3.6: Tabla numérica de la esfera

Por ultimo, elaboramos una tabla con la grafica de la superficie y los datos numéricos
del rea para cada t del rango. Ademds, como se ha comentado en el capitulo anterior, rea-
lizamos dos videos que presentan como varia la superficie al modificar la normal, junto con
los datos numéricos. Uno con la funcién ListAnimate (https://drive.google.com/file/d/
1zyYgT6Tu2gFnt InYmgKJKQDayBuvxTdh/view?usp=sharing) y el otro con Animate (https:
//drive.google.com/file/d/1h83Zud jFtqdEPDVMCYCImA-Q3nneGzvz/view?usp=sharing).
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t=0

Area = 12 5664

Primera derivada del area = 19.7392
Segunda derivada del area = 37.6991

t=1

Area = 42 6517

Primera derivada del area = 40.2821
Segunda derivada del area = 65.5633

t=2

Area = 92.9403

Primera derivada del area = 60.2503
Segunda derivada del area = 85.5262

t=3

Area = 163.106

Primera derivada del area = 80.0685
Segunda derivada del area = 104.319

Figura 3.7: Primera parte de la tabla grafica y numérica de la esfera
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t=4

Area = 253.063

Primera derivada del area = 93.8429
Segunda derivada del area = 124 104

t=5

Area = 362.786

Primera derivada del area = 119601
Segunda derivada del area = 143 461

Figura 3.8: Segunda parte de la tabla grifica y numérica de la esfera
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Capitulo 4

Conclusiones

En este documento se ha profundizado en el estudio de la variacion normal del area de
superficies. Hemos partido analizando el problema de Plateau, la principal motivacion de este
Trabajo Fin de Grado.

Una vez claro el propédsito del estudio, hemos empezado introduciendo conceptos respecto
las superficies regulares, de forma que conseguiamos la base tedrica necesaria para abordar el
tema inicial.

A continuacion, hemos presentado la variacién normal del drea y hemos demostrado, rea-
lizando los cédlculos necesarios al maximo detalle, los teoremas principales del trabajo. Hemos
visto que la variaciéon de la normal, es una familia uni-paramétrica de superficies parametri-
zadas regulares para un valor lo suficientemente pequeno del pardmetro y hemos calculado las
derivadas del area. Seguidamente hemos tratado de manera concisa las superficies minimales,
estudiando las propiedades que las caracterizan.

Para concluir, hemos aprendido el lenguaje de programacién del Mathematica para poder

observar como varian las superficies al experimentar una variaciéon normal. Esto nos ha permitido
analizar su evolucién tanto grafica como numéricamente.
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Anexo A

Anexo 1

A.1. Programa en Mathematica

o1



= FF1[xu_, xv_] := Module[{},
FullSimplify[{Xu.Xu, Xu.Xv , Xv.xv}]

1

FF2[param_, xu_, xv_, normal_] := Module[{},
FullSimplify[
{D[param, {u, 2}].normal, D[param, {u, 1}, {v, 1}].normal, D[param, {v, 2}].normal}]

1

CurvaturaGauss [ffl_, ff2_] := Module[{},

fF2[[1]] « FF2[[3]] - FF2[[2]]"2
fFLL[1]1] - FFL[[3]] - Ff1[[2]]"2

FullSimplify|

]

]

CurvaturaMedia[ffl_, ff2_] := Module[{},

FF20[1]] «FFL[[3]] -2 = FF2[[2]] « FFL[[2]] + FF2[[3]] ~ FFL[[1]]
fFL[[1]] ~FFL[[3]] -Ff1[[2]]"2

1
Fullsimplify[=
2

]
]

AreaParam[ffl_, t_, h_, cH_, r2_, du_, dv_] := Module[{),
NIntegrate[
NIntegrate[Sqrt[(ff1[[1]] » FF1[[3]] - FF1[[2]]172) » (1-4 »t xh % cH) +r2 t~2],

{u, du[[1]]1, du[[2]]1}], {Vv, dv[[1]], dv[[2]1}]
]

AreaDerivadal[ffl_, t_, h_, cH_, r2_, dr2_, du_, dv_] := Module[{},
NIntegrate[

-4hcH (FFLI[1]] « FFL[[3]] - FF1[[2]]"2) + dr2t~2 + 212t
NIntegrate[ ,
2:Sqrt [ (FFL[[1]] « FFL[[3]] - FF1[[2]]"2) (1-4thcH) +r2t~2]

{u, du[[1]]1, du[[2]1}], {Vv, dv[[1]], dv[[2]]}]

]
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2 | Prog_superficies.nb

n-)- AreaDerivada2[ffl_, t_, h_, cH_, r2_, dr2_, ddr2_, du_, dv_] := Module[(},
NIntegrate[NIntegrate[ (2« (ddr2t”2 + 4tr2 + 2r2)
Sqrt[(ffl[[l]] FF1[[3]] - FF1[[2]]172) (1-4thcH) +|~2t"2])/

(4 ((FFLIT1] < FFLL[31] - FF1[[2]]72) (1-4thcH) +r2t~2)),
{u, du[[1]], du[[2]1}], {v, dv[[1]], dv[[2]]}] - NIntegrate|

NIntegrate[(-4th (FFLLI1]] < FFL[[3]] - FFL[[2]]172) +dr2t~2 + 2r2t) "2 /

(8 ((FFLI[21] « FFL[[3]1] - FFL[[2]]"2) (1-4thcH) +r2t"2)
Sqrt[(ffl[[l]] FFI[[3]] - FF1[[2]]"2) (1-4tth)+r2t"2]),

] {u, du[[1]],du[[2]]}],{v,dv[[l]], dV[[l’]]}]
n-1= EliminarAbs [u_] := ComplexExpand[Abs [u]]
/1= param[u_, v_] = Input["Introduce la parametrizacién '{x(u,v),y(u,v),z(u,v)}': "]
n-)= {domU, domV} = Input["Introduce el dominio '{{a,b},{c,d}}': "]
n-1= h[u_, v_] = Input["Introduce la funcién h 'x(u,v)': "]
- t0 = Input["Introduce el valor de la t: "]
- xu[u_, v_] =D[param[u, V], {u, 1}] // FullSimplify
- xv[u_, v_] =D[param[u, v], {v, 1}] // FullSimplify
hufu_, v_] =D[h[u, v], {u, 1}] // FullSimplify
hv[u_, v_] =D[h[u, v], {v, 1}] // FullSimplify
prod[u_, v_] = xu[u, v] xxv[u, v] // FullSimplify

prod[u, v] - R
normal[u_, v_] = ———— /. Abs » EliminarAbs // FullSimplify
Norm[prod[u, v]]

normalu[u_, v_] = D[normal[u, v], {u, 1}] // FullSimplify

normalv[u_, v_] = D[normal[u, v], {v, 1}] // FullSimplify

{efu_, v_], f[u_x v_], glu_, v_1} = FF1[xu[u, v], xv[u, v]]

- {ee[u_, v_], ff[u_, v_1, gg[u_, v_]} = FF2[param[u, V], xu[u, V], xv[u, v], normal[u, v]]
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Prog_superficies.nb | 3

= curvaturaK[u_, v_] =
CurvaturaGauss[{e[u, v], f[u, V], g[u, V]}, {ee[u, v], ff[u, v], gg[u, V]}]

= curvaturaH[u_, v_] =
CurvaturaMedia[{e[u, v], f[u, v], g[u, v]}, {ee[u, v], ff[u, v], gg[u, v]}]

rift_] =
(e[u, v] <h[u, v]~2: normalv[u, v].normalv[u, v] + e[u, v] ~hv[u, V]*2 + 4 xee[u, V]
gglu, v] ~h[u, v1~2 + g[u, v] ~h[u, v]~2 < normalu[u, v].normalufu, v] +
glu, v] ~hufu, v]~2 - 4 »ff[u, v]*2 h[u, v]*2 - 2 »f[u, V] *
(hufu, v1 < hv [u, v] + h[u, v]~2xnormalu[u, v].normalv[u, v])) *t~2 +
(—2 *ee[u, v] ~h[u, v]~3 < normalv[u, v].normalv[u, v] - 2% ee[u, V]
h[u, v] ~hv[u, v1”~2 - 2% gg[u, v] ~h[u, v]*3 <normalu[u, v].normalufu, v] -
2% gg[u, vl ~h[u, v] ~hu[u, v1*2 + 4 % ff[u, v] <h[u, v] *
(hufu, v1 < hv[u, v] + h[u, v]~2xnormalu[u, v].normalv[u, v])) *t~3 +
(h[u, v] ~4 . normalufu, v].normalufu, v] ~ normalv[u, v].normalv[u, v] +
h[u, vl1~2 <hv[u, v]~2 <normalu[u, v].normalufu, v] +
h[u, vl1~2 <hu[u, v]~2 < normalufu, v].normalufu, v] + hu[u, v]~2 <hv[u, v]~2 -
(hufu, v] < hv[u, v] + h[u, v]~2xnormalufu, v].normalv[u, v])*
2) »t"~4 // FullSimplify

ri[t] . .
r2 [t_] = — // FullSimplify

tr2
nrp- dr2[t_] = D[r2[t], t] // FullSimplify
1= ddr2[t_] = D[dr2[t], t] // FullSimplify

)= a = Quiet[AreaParam[{e[u, v], f[u, v], g[u, V]},

t0, h[u, v], curvaturaH[u, v], r2[t0], domU, domV] ]

al = Quiet[AreaDerivadal[{e[u, v], f[u, V], g[u, V]},

t0, h[u, v], curvaturaH[u, v], r2[t0], dr2[t@], domU, domV] ]

a2 = Quiet [AreaDerivada2[{e[u, v], f[u, v], g[u, V]}, tO,

h[u, v], curvaturaH[u, v], r2[t0], dr2[t0], ddr2[t0], domu, domV] ]
1= param2[u_, v_, t_] := param[u, v] + tnormal[u, v] ~h[u, V]

ParametricPlot3D[param2[u, v, t0], {u, domU[[1]], domU[[2]]},

{v, domV[[1]], domV[[2]]}, ColorFunction - "BlueGreenYellow"]
{tIni, tFin} = Input["Introduce el rango de valores de la t '{a,b}': "]

num = Input["Introduce el incremento de la t dentro del rango: "]
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4 | Prog_superficies.nb

1= gif = Animate [ParametricPlot3D[param2[u, v, t], {u, domU[[1]], domU[[2]]},
{v, domV[[1]], domV[[2]]}, ColorFunction -» "BlueGreenYellow"],

{t, tIni, tFin}, DefaultDuration - 90]
Export["esf.avi", gif]
Export["esf.gif", gif]

valoresA = Table[Quiet [AreaParam[{e[u, v], f[u, V], g[u, V]}, t,

h[u, v], curvaturaH[u, v], r2[t], domU, domV]], {t, tIni, tFin, num}]

1= valoresAl = Table[Quiet [AreaDerivadal[{e[u, v], f[u, V], g[u, V]}, t, h[u, v],

curvaturaH[u, v], r2[t], dr2[t], domU, domV]], {t, tIni, tFin, num}]

valoresA2 =
Table[Quiet [AreaDerivada2([{e[u, v], f[u, V], g[u, V]}, t, h[u, v], curvaturaH[u, V],

r2[t], dr2[t], ddr2[t], domU, domV]], {t, tIni, tFin, num}]

- TableForm[ {valoresA, valoresAl, valoresA2},
TableHeadings » {{"Area", "Primera Derivada del Area", "Segunda Derivada del Area"},

Range[tIni, tFin, num]}]

Inf+]:= TableForm@Table[{ParametricPlot3D[param2[u, v, t], {u, domU[[1]], domU[[2]]},
{v, domV[[1]], domV[[2]]}, ColorFunction -» "BlueGreenYellow"],
Text["t = "<>ToString[t] <> "\nArea = " <> ToString[valoresA[[(t/num) +1]]] <>

"\nPrimera derivada del area = " <>
ToString[valoresAl[ [ (t/num) + 1] ]] <> "\nSegunda derivada del area = " <>

ToString[valoresA2| [ (t/num) +1]]]]}5 {t, tIni, tFin, num}]
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Prog_superficies.nb | 5

= Manipulate[ParametricPlot3D[param2[u, v, t], {u, domU[[1]], domU[[2]]},
{v, domV[[1]], domV[[2]]}, ColorFunction -» "BlueGreenYellow",

Epilog » Inset[Framed[Text["t = " <>ToString[t] <>"\nArea = " <>

ToString[valoresA[[ (t/num) +1]]] <> "\nPrimera derivada del area = "<>
ToString[valoresA1[[(t/num) +1]]] <> "\nSegunda derivada del area = " <>
Tostring[valoresA2[[(t/num) +1]]]], Background - LightBlue],

{Right, Bottom}, {Right, Bottom}]], {t, tIni, tFin, num}, FrameMargins - 90]

1= gif2 = Animate[ParametricPlot3D[param2[u, v, t], {u, domU[[1]], domU[[2]]},
{v, domV[[1]], domV[[2]]}, ColorFunction -» "BlueGreenYellow", Epilog -» Inset [Fr‘amed[
Text["t = "<>ToString[t] <> "\nArea = " <> ToString[valoresA[[(t/num) +1]]] <>
"\nPrimera derivada del area = " <> ToString[valoresA1l[[(t/num)+1]]] <>
"\nSegunda derivada del area = " <> ToString[valoresA2[[(t/num) +1]]]],
Background - LightBlue], {Right, Bottom}, {Right, Bottom}]],

{t, tIni, tFin, num}, DefaultDuration -» 10, FrameMargins - 96]
Export["esfanimate.avi", gif2]
Export["esfanimate.gif", gif2]

- gif3 =
ListAnimate [Table [ParametricPlot3D[param2[u, v, t], {u, domU[[1]], domU[[2]1}, {V,

domV[[1]], domV[[2]]}, ColorFunction -» "BlueGreenYellow", Epilog » Inset [Framed[
Text["t = "<>ToString[t] <> "\nArea = " <> ToString[valoresA[[(t/num) +1]]] <>
"\nPrimera derivada del area = " <> ToString[valoresAl[[(t/num)+1]]] <>
"\nSegunda derivada del area = " <> ToString[valoresAz[[(t/num) + 1] ] ]],
Background - LightBlue], {Right, Bottom}, {Right, Bottom}]],

{t, tIni, tFin, num}], FrameMargins - 90, DefaultDuration -» 10]

Export["esflist.avi", gif3]
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Export["esflist.gif", gif3]
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