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Resum

Resum

Aquest document recull el fruit del treball de fi de grau, el qual té com a
objectiu entendre i poder demostrar la desigualtat isoperimetrica. Per aixo,
es fa una breu introduccié per coneixer les arrels del problema. A continuaci6
s’exposa una base teorica sobre les integrals, amb les seves propietats i els
coneixements per al calcul d’arees. Per acabar la seccié dels preliminars,
s’enuncia el teorema de Green amb un corol - lari clau per a la demostraci6
de la desigualtat isoperimetrica.

Finalment, s’exposa la desigualtat isoperimetrica i es presenten dues de-
mostracions, una rigorosa proposada per E. Schmidt i 'altra amb idees
geometriques més intuitives formulada per J. Steiner.

Paraules clau

Desigualtat isoperimeétrica, Integracié, Teorema de Green, Schmidt, Steiner.



6 1. RESUM

Summary

This document collects the result of the end-of-degree thesis, which aims to
understand and be able to demonstrate the isoperimetric inequality. For this
reason, a brief introduction is made to know the roots of the problem. Below,
the theoretical basis on integrals, with their properties and knowledge for the
calculation of areas is exposed. To finish the preliminaries section, Green’s
theorem is stated with a key corollary for the proof of the isoperimetric
inequality.

Finally, the isoperimetric inequality is exposed and two proofs are presented,
a rigorous one proposed by E. Schmidt and the other one, with more intuitive
geometric ideas, which was formulated by J. Steiner.

Keywords

Isoperimetric inequality, Integration, Green’s Theorem, Schmidt, Steiner.



Introduccid

2.1 Historia al voltant de la desigualtat isoperime-
trica

Es diu que el problema de la desigualtat isoperimetrica té els seus inicis a
la mitologia. Les fonts associen el problema amb la fundacié de la ciutat de
Cartago i la reina Dido.

Conta la llegenda que Dido va fugir del seu germa Pigmalié per la costa del
nord d’Africa fins a arribar a Cartago, 'actual Ttnez. La reina va demanar
a Jarbas, el rei dels getuls, refugi i una porcié de terra per poder-se establir.
El rei va consentir la peticié i li va proposar a Dido quedar-se amb el tros
de terra que poguera rodejar amb la pell d’un bou.

Dido, qui coneixia el problema isoperimeétric, va tallar la pell del bou en
tires molt fines i les va unir pels extrems. Amb la longitud fixada, havia de
ser capag de recollir la major part de superficie possible. La llegenda conta
que la reina va resoldre el problema amb una circumferéncia.

Deixant de banda la llegenda, la historia de les demostracions geomeétriques
va ser entre els matematics grecs on va sorgir la curiositat per trobar la figu-
ra que amb perimetre fix, maximitzara 1’area o, la qual cosa és equivalent,
que amb area fixa minimitzara el perimetre [3]. De fet els primers resul-
tats isoperimetrics s’atribueixen a Zenodor, que va viure durant el segle II
abans de Crist i originalment no havia tractat amb cercles siné amb figures
rectilinies. Tanmateix, segons els estandards moderns, les seues proves eren
incompletes ja que aparentment no van estudiar els casos irregulars.

7



8 2. INTRODUCCIO

En els temps moderns, el matematic més vinculat a la desigualtat isoperi-
metrica pot ser siga Jakob Steiner (1796-1863). Steiner es va adonar que
els arguments grecs eren incomplets i va establir una millor manera de de-
mostrar la desigualtat mostrant com qualsevol figura que no tingue un limit
circular es pot transformar en una de nova amb el mateix perimetre pero
area més gran (veurem la seua idea més endavant). Tanmateix, Weierstrass,
mitjangant un nou sistema matematic formalitzat, va demostrar que la de-
mostracié encara no es podia considerar una prova rigorosa. De fet, va ser
el mateix Weierstrass qui va fer la primera prova rigorosa com a corol - lari
de la seua Teoria del calcul de diverses variables el 1870.

2.2 Explicacié del contingut del treball

En aquest treball, es presenta la resolucié del problema isoperimetric, respo-
nent a la pregunta, entre les figures planes amb el mateix perimetre, quina
és la que inclou una major area?

El treball comenca amb uns preliminars del calcul integral (Seccié 3). En
aquesta seccié es detallen conceptes del calcul integral com sén la integral
doble i la integral de linia. Per a cada un d’aquests conceptes enunciem
les definicions i propietats i presentem les demostracions de les mateixes.
Tanquem la seccié amb el Teorema de Green que més endavant s’utilitzara en
la demostracio de la desigualtat isoperimetrica. També aprofitem la definicié
d’integral doble per al calcul d’arees per a introduir un estimador esbiaixat
de l’area d’un domini pla.

En la Secci6é 4 enunciem el Teorema de la Desigualtat Isoperimetrica i pro-
posem dues demostracions. Una demostracié formal proposada per Erhard
Schmidt 'any 1939, que inclou també les demostracions de tots els lemes
necessaris en la mateixa, i una més intuitiva des del punt de vista geometric
perod que no és rigorosa al suposar ’existéncia de solucié per a la desigualtat
proposada. Aquesta demostracidé, com hem comentat, va ser suggerida per
Jakob Steiner.



Preliminars

En aquest primer capitol, s’introdueixen els conceptes matematics necessaris
per a poder donar una demostracié rigorosa de la desigualtat isoperimetrica.
Es definira la integral doble mitjancant les sumes de Riemann fent I’extensi6
de la integral sobre una variable. També s’estudiaran les propietats basiques
com sén la linealitat, monotonia, entre d’altres. A continuacié introduirem
la integral de linia d’un camp vectorial i enunciarem el Teorema de Green

.

3.1 Integral doble

3.1.1 Integral de funcions definides sobre rectangles

La idea geometrica de la integral doble quan la funcié f(x,y) > 0 sobre el
rectangle R és el calcul del volum d’una determinada superficie per la part
superior, delimitada inferiorment pel pla XY. La definicié formal és la que
segueix:

Definicié 3.1: Siga f: R C R?> — R una funcié definida, continua y aco-
tada en una regié R = [a,b] X [c,d] = {(m,y) ER?:a<z<bAc<y< b}
del pla XY.

Siga també P una particié regular considerant:

« m subintervals de [a,b], {z;}]", tal que a = zg < 21 < ...
Tir1 < ... < xy = bamb igual longitud A, = x; — x;—1 =

9



10 3. PRELIMINARS

« n subintervals de [c,d], {yi}i, tal que ¢ = 5o < y1 < ... <y <
Yir1 < ... < Yy = d amb igual longitud A, = y; —y;—1 = =

n

Considerem ara R;; el subinterval [z;—1, z;] X [y;j—1,y;] i el punt ¢;; un punt
intermedi del subinterval R;;.
Llavors, construim la suma de Riemann de f relativa a la particié P

n o m

o(f,P)=>_> fleij)AzA,

i=1j=1

En cas que existeixi el limit n’}rilrgoo o(f,P)= n,?lvilrgoo(zznzl iy fleif) Azly)
es diu que la funcié f és integrable sobre el rectangle R i es defineix la inte-

gral doble de f sobre el R com:

n m

[ [ redy= g (3 s,

i=1j=1

3.1.2 Propietats

En aquesta seccid s’estudiaran les propietats fonamentals de les integrals do-
bles que sén una adaptacié de les integrals en una variable. Per a demostrar
les propietats introduirem la definicié d’integral de Darboux i veurem que
és equivalent a la de Riemann.

Definicié 3.2: Sigui R = [a,b] x [¢,d] i f : R — R una funcié acotada
definida sobre el rectangle R. Considerem també els subintervals R;; de la
secci6 anterior.

Com f esta acotada, existeixen el suprem i I'infim en cada subinterval R;;,
i es defineix:

Mij = sup{f(z,y) : (z,y) € Ri;},

mij = inf {f(z,y) : (z,y) € Rij}

Definicié 3.3: Es defineixen respectivament les sumes inferior i superior
de Darboux de la funcié f i la particié P com,

n m

L(f7 P) = szijAztAyy

i=1j=1
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i—1 =1
OnAy =z —2 11 Ay =y —yi1

Definicié 3.4: Es defineixen respectivament la integral inferior de Darboux
de f i la integral superior de Darboux de f com,

L(f) = sup{L(f,P): P},
U(f) = inf {U(f.P) : P}

Es diu que una funcié f es integrable Darboux quan L(f) = U(f) i el valor
de la integral de f és aquest mateix valor comul.

Proposicié 3.5: Les definicions d’integral de Riemann i de Darboux sén
equivalents. En altres paraules, una funcié és integrable Riemann si i només
si és integrable Darboux, i en cas que ho siga els valors de totes dues integrals
coincideixen.

Demostracio:

De les dues definicions d’integrals tenim que donada una particié qualsevol
P de R es verifica que per a qualsevol (z;,;) € Ryj:

LU P) <3S (o)A, < U(f, P).

i=1j=1
Si f és integrable Darboux de la Definicié 1.2.3 tenim que per a tot € > 0

podem trobar una particié6 P de manera que U(f, P) — L(f,P) < e. Per
tant,

1> (@i, y)AeAy — 1| S U(f, P) = L(f,P) <,
i=1j=1

per tant f també és integrable Riemann i la integral és I.

Reciprocament, si f és integrable Riemann, donat € > 0 podem trobar una
particié de manera que | 3274 3770 (24, Y5) Az Ay —I| < €/4. Si elegim (w4, y;)
lo suficientment prop a M;; i a m;;, tenim que

U(f,P)—I<e€/2 i IL(f P)<e/2,

per tant U(f, P) — L(f, P) < € i aixi tenim que f és Darboux integrable i la
seua integral és I.

Siguen f i g funcions integrables en el rectangle R C R?, llavors es verifiquen
les propietats seglients:
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« Linealitat respecte de la suma: f + g és integrable en R i a més,

//R(f:tg)dxdy://Rfd;vdyj://Rgdxdy

Demostriacio:
// figdxdy— h Zchw ) £ g(cij) AzAy) =
1*1]*1
=m0 Aty £ i (523 o(e)et) =
i=1j=1 ’ i=1j=1

://Rfdxdy:l://Rgdxdy

« Linealitat respecte del producte per constant: c- f és integrable
en R,Vec € Ria més,

//R(c-f)d:cdy:c-//Rfdxdy

Demostracio:

//Rc-fdxdy:n}rilll)loo(i:

¢ fleij) Azly) =

NE

-
I
_
<.
I
_

s
Il

—
<
Il

—

e Monotonia: Si f(z,y) > g(x,y),V(z,y) € R, llavors

//ﬂ%wW@Z//M%wM@
R R
Demostracio:

Siga h(z,y) = f(z,y) — g(x,y).
Com h(z,y) >0,

0< [ [ nawdedy = [ [ fy)dedy — [ [ gla.y)dedy -
> [ [ r@ydudy = [ [ gy dzdy
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e Additivitat: Si R;,i = 1,--- ,m s6n rectangles disjunts de manera
que R = RiU---URy, i f és integrable en cada R;, llavors f és
integrable en R i a més,

//Rf(x,y)dxdy:g;//Rif(x,y)dxdy

Demostracio:
Utilitzarem la Proposicié 3.5. Donat € > 0, hem de trobar una partici6
P del rectangle R tal que U(P) — L(P) < e.

Com f és integrable en cada R;, partim del fet que la propietat es
compleix en cada un dels rectangles R;. Per tant, en cada R; prenem
una particié P; de manera que,

€
UP)—-L(P) < —.

(P)— L(P) < =

Perllongant totes les linies divisories de cada particié P; sobre el rec-
tangle R, obtenim la partici6 Fy. Restringint la nova particié Py a
sobre els rectangles inicials R; obtenim una nova particié Fj, en la que
hi haura, possiblement més linies divisories, llavors,

U(Py) — L(Py) < i UP) -~ L(PH)<m-— =c¢
=1

o Integral del modul: La funcié |f| és integrable i a més,

‘//Rf(af,y)dxdy‘S//R’f(x,yﬂdxdy

Demostracio:

Demostrem, en primer lloc, que |f| és integrable.

Per a cada subrectangle R;; d'una particid, la diferéncia entre el su-
prem i 'infim és un suprem.

M (1) = mig (1) = sup{ £ (2, 9)| = | (@' 9/)| : (2,9), (¢,9) € Rig}

Mij(f) = mij(f) = sup{f(z,y) — f(«',y) : (x,9), (z,y) € Rij}
Fay)| =@ )| <@ y) - @y,

llavors totes les restes que formen el primer conjunt estan acotades per
alguna de les restes que conformen el segon conjunt, llavors,

Per la propietat triangular,

n

U(f1,P) = L(fI, P) = > [Mi(f]) = mi(f])] <

ij=1
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< N My (f) —mi(f)] =

i,j=1

Com f és integrable, per a tot nombre real positiu € es pot trobar una
particié P tal que I'iltim membre sigui menor que ¢, el qual implica
que | f| és integrable.

Ara, aplicant la propietat de monotonia a les desigualtats —|f] < f <
| f|,obtenim

- [ [Nyl dsay < [ [ f@ydedy< [ [ |7o0) dody =

<:>’//Rf(x,y)dxdy‘ S//le(w,y)\ dzdy

3.1.3 Funcions definides sobre conjunts generals

A continuacio es fara una extensié de la definici6 de la integral doble en do-
minis rectangles a integrals dobles de funcions acotades sobre conjunts que
no siguin necessariament rectangles, ja que d’aquesta manera no ens limi-
tem solament a integrals que estiguin definides sobre regions rectangulars.

Definicié 3.6: Siga f : D — R una funci6é acotada i definida sobre un
conjunt acotat D C R2. Considerem un rectangle R tal que D C R, i pro-
longuem f a la funcié f* sobre tot R de manera que assignem el valor 0 a
tots els punts que no pertanyen al conjunt D. Llavors la funcié f*: R - R
és:

. _J f(=y) si(z,y) €D,
Flay) = { 0 si (z,y) € R\D

Es diu que f és integrable sobre D quan ho sigui f*, i anomenarem integral
de f sobre D a la integral de f*, [ [, f(z,y)dxdy = [ [ f*(x,y) dzedy.

A continuacié, enunciarem el teorema del canvi de variable que ens sera 1til
en proximes seccions.

Teorema 3.7: Siguen D i E dues regions simples en R?, sigui 7' : E — D
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una aplicacié C! suprajectiva per a la que existeix un cert conjunt N € E
tal que:

1. T és injectiva en E\N

2. Y(u,v) € E\N,detJT (u,v) #0
3. N és una funci6 finita de grafiques de funcions continues d’una varia-

ble.

Llavors, si f : D — R és una funci6é continua sobre T'(E\N), la funcié
foT|detJT| també és integrable sobre E i es verifica que:

//Df(x’w dxdy:/[E(fOT)(u, v)|detJT (u,v)| dudv

3.1.4 Interpretacié de la integral doble com un volum

Cal remarcar que la definicié 1.3.1 de la secci6 anterior és valida per a
qualsevol funcid, independentment del seu signe.

Ara bé, quan la funcié f(z,y) > 0, V(z,y) € D, la integral doble definida
sobre el conjunt D, [ [, f(z,y)dxdy, representa el volum V que es troba
entre el domini D i la superficie z = f(z,y), que es pot escriure de la

seglient forma:
V= / / f dxdy
D

Definicié 3.8: Considerem la funcié constant 1,

) 1 si(z,y) €D,
f(x’y)_{ 0 si (:c,gy/)¢D.

Es defineix ’area del domini d’integracié D com el volum de la funcié f
sobre el domini D, és a dir:

A(D):V://Df(a:,y)dxdy://Dldxdy
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3.1.5 Invariancia de ’area front a moviments en el pla

En aquesta seccid, es demostrara que I’area d’un domini en R? és invariant
front a moviments rigids utilitzant el Teorema del canvi de variable (Teorema
1.3.2) de la secci6 3.

Recordem que un moviment en R? és definit per la segiient expressié:

cos(a) —sin(a)\ (2’ AN
(sm(a) cos(a) ) (y’) + (b) N <y>

x=2a"cos(a) —y - sin(a) +a
y=2a-sin(a) +y -cos(a) +b

Es a dir,

On « és l'angle de rotacié i (a,b) es correspon a les unitats de translacié.
A continuacié mostrem un exemple.

Considerem el punt A = (2,1) € R Realitzem una rotaci6 de o = 5 i una
translacié de (a,b) = (1,1).

En primer lloc, calculem i representem la rotacio:

x=2-cos(5)—1-sin(
y=2-sin(

)+ 1-cos(

NEINE

Figura 3.1: Resultat de la rotaci6.

Calculem ara la translacié respecte al resultat de la rotacié, obtenint aixi el
punt C, resultat de transformar el punt inicial amb una rotacié d’un angle
de 7 i una translacié de (1,1).
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r=-1+1 z=0 _
{y:2+1 —>{ _ ., —C=(0,3)

39

-2 -1 0 1 2 3 4 5

=1

Figura 3.2: Resultat de la rotacié i la translacio.

L’objectiu ara és, donat un domini D C R? i un moviment en R?, m tal que
D' = m(D) amb D' C R?, demostrar que

/ dx'dy':// dxdy
D’ D

Demostracio:

Pel Teorema del canvi de variables, podem afirmar que:

//Ddxdy://DlU(m){dx/dy/

A més, com hem vist en aquesta seccié, un moviment en R? és definit per

(cos(a) —sin(a))

la segiient expressio:

sin(a)  cos(a)
Per tant,

cos(a) —sin(a)

= cos*(a) + sin*(a) =
sin(a) cos(a) | () + (@) =1

[T (m)| =

Per tant, podem concloure que:

// dzdy:// ]J(m)|dx’dy’:// 1dx'dy
D D’ D’
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3.1.6 Particié de R? per rectangles

A continuaci6 definirem un estimador d’arees, comprovarem que aquest és
no esbiaixat.
Definim en primer lloc,

Jk1,k2 = Uﬁ - a, (lﬁ + 1) . a] X []CQ - b, (kg + 1) . b]

De manera que,

J()’() = [0,0,] X [O,b]

En la segiient grafica podem observar d’una manera il - lustrativa la definicio

de Jk1,k2-

3b

JE,2

2b

Joo Jap

Figura 3.3: Representacié de Ji, i,

Siga el punt (zo,yo) aleatori amb distribucié uniforme en Jyo. La funcié de
densitat de probabilitat és definida per:

si0<x<a, 0<y<b
resto

1
fla,y) = { ¥

Considerem 'estimador de I'area segiient:

A(D) = A(J070) . Z Z I(IO +ki-a,y0+ ko - b)
k1E€Z ko €Z

1 si(z,y) €D

On I(x,y) representa la segiient funcié: I(z,y) = { 0 si(zy)dD

Proposicié 3.9: A(D) és un estimador no esbiaixat de A(D).
Demostracio:
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Calculem ’esperanca de I'area:

// f(z,y) dedy =
Jo,0

—/ / AJQ() Z Zfﬂfo-f—kil a,yo + ko - b) - 7bdxdy—

k1E€EZ ko €Z

—/ / a-b- Z Zlaco—i-kl a,yo + ko - b) - —bdxdy—

k1€Z ko€Z

Z //Ixo+k71 ayo+k:2 b)

k1€EZ ko €Z

Anomenem 1 =xg+ k1 -aiyi =yo+ko-b

ki+a k2+b
> Z/ / I(x1,y1)dz1dys = A(D)

k1€Z ko €Z

3.2 Integral de linia

En aquesta seccid, s’exposaran algunes definicions necessaries per a com-
prendre les hipotesis del teorema final de la seccid, el teorema de Green.
Aquestes definicions també ens valdran per les hipotesis del teorema objectiu
del treball, el teorema de la desigualtat isoperimetrica.

3.2.1 Corbes

Definicié 3.10: Anomenem corba parametritzada a una aplicacié
a:ICcCR—R"

suau (de classe C*°), on I és un interval de R.
S’anomena tracga de la corba 6 corba « al conjunt imatge, és a dir,

{a(t):tel} CR"

Podem observar que diferents corbes parametritzades poden originar la ma-
teixa traga. En son exemples els segiients:

o ai(t)=(t*—4,L)ambt e [-2,3]i
ag(t) = (4t — 4,t) amb t € [-1, 3]
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Figura 3.4: Traca de a3 Figura 3.5: Tracga de a»

o as(t) = (cos(t), sin(t)) amb t € [0, 2] i
ay(t) = (cos(t), sin(t)) amb t € (—m,m)

Traga Traga

Figura 3.6: Traca de ag Figura 3.7: Traca de ay

Com es pot observar, en els exemples anteriors, es tracten de diferents corbes
parametritzades, pero donen la mateixa traca.

Definicié 3.11: « : [a,b] C R — R" s’anomena corba parametritzada
tancada si a(a) = a(b).

Es diu que « és simple si és injectiva en (a, b), és a dir, si «(t1) # a(t2) quan
a <t <ty <h.

Dels exemples anteriors, a3 i a4 sén corbes parametritzades tancades, en
canvi, a1 i g no ho soén.

Definicié 3.12: Siga a: I C R — R” una corba parametritzada suau i
siga [a,b] C I un tancat de I. Aleshores, es defineix la longitud de la corba
entre a i b com:

b
La(lab) = [

o/(t)H dt
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Definicié 3.13: Siga o : I C R — R" una corba parametritzada suau,
es diu que « és regular si||o/(t)|| # 0 Vt € 1.

Es diu que una corba és regular a trossos si 'interval I C R pot ser des-
compost amb un nombre finit de subintervals en cada un dels quals a és
regular.

3.2.2 Integral de linia d’un camp vectorial

Definicié 3.14: Siga « : [a,b] — R™ una corba parametritzada regular a
trossos i siga C' = {a(t) : t € [a,b]} la traca d’a. Siga F un camp vectorial
continu definit almenys sobre la traca d’a, F' : a([a,b]) — R™.

Es defineix la integral del camp F al llarg de la trajectoria C' com:

/CFds:/abF(a(t))-a/(t)dt

Es important destacar que com la corba C estd orientada positivament,
la integral de linia del camp escalar F' no depén de la parametritzacié de
la corba. Es a dir, si h : [¢,d] — [a,b] és una bijeccié diferenciable i
B=aoh:[c,d — R? tenim

d d
/CFds:/c F(B(w) - B (u) du:/c Fla(h(w) - o (h(u) (u) du.

Fent el canvi h(u) = t i tenint en compte que la orientaci6 de les dues corbes
és la mateixa, és a dir h(c) = a i h(d) = b, tenim

d b
/CFdSZ/C Fla(h(w) - o (h(u) (u) du:/a Fla(t)) - o'(t) dt.

Per tant la integral [, F'ds no depén de la parametritzcié de la corba si
aquesta té orientacid positiva.

3.2.3 Teorema de Green

En fisica i matematiques, el teorema de Green dona la relacié entre una
integral de linia al voltant d’una corba tancada simple C i una integral
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doble sobre la regié plana D limitada per C. El teorema de Green es diu
aixi pel cientific britanic George Green.

Teorema 3.15: Siga C una corba tancada, simple i regular a trossos,

orientada positivament, en R?. Siga D la regié del pla tancada per la corba
CiF = (P,Q): D — R? un camp vectorial de clase C*, llavors,

[ra=]] (w_m;)dmy.

Corollari 3.16: Siga a(t) = {x(t),y(t)}, aleshores, el area de D es pot
obtindre de les segiients formes:

— /by(t)x' t)dt
= [ =0
= / _y(t)a! (1)) dt

Demostracio:
Si en el Teorema de Green considerem P(z,y) =y i Q(z,y) = 0 tenim que

15220 aeay = [ [ =0

Per altra banda,

b
[ Fds = / Pla(®) - a'())dt = [ ((2),0)- (' (0)./ )t
Obtenim aixi la primera formula per a A(D).

Si en el Teorema de Green considerem P(z,y) =01 Q(z,y) = = i procedim
com en el cas anterior, obtenim la segona formula per a A(D).

La tercera formula per a A(D) s’obté com a mitjana de la primera i la
segona.



Desigualtat Isoperimetrica

4.1 Formulacié

Teorema 4.1 (La Desigualtat Isoperimeétrica): Siga a(t) = {z(t),y(t)}
una corba regular, tancada, simple i orientada positivament on ¢ € [a,b].
Siga A el area del domini D tancat per la corba i la longitud de la corba
C definida per . Aleshores,

12 —47A >0

o equivalentment

La igualtat es dona si i solament si C' és una circumferencia.

4.2 Demostracié de la Desigualtat Isoperimeéetrica

La demostracio que presentem en aquesta seccid va ser donada pel matematic
alemany Erhard Schmidt (1876-1959) en 1939 i en aquest treball hem seguit
el llibre [2].

Abans de la demoatracié probarem uns resultats que s’utilitzaran en la ma-
teixa.

23
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Lema 4.2: Siguin z,y, j funcions de classe C!. Aleshores,

(zy = 72')? < (& + 7°)((')* + (4')°)

Demostracio:
Anem a demostrar que, (22 +7%)((z)? + (v')?) — (zy’ — y2’)? > 0, per tant,

(@ + 7)) () + (¢)?) = (zy — §2)* =
= (z2')? + (2¢/)® + (52") + (5y)? — (2 ) + 22y'ya’ — (y2')® =
= (z2')? + () + 222y’ = (22’ + gy')*> > 0
Lema 4.3: Siguin z,y € R, llavors, vVab < aTer.

Demostracio:

a+b>\F<:>a+b>2\ﬁ<:>a—2\ﬁ+b>0<:>(fff)

Com qualsevol niimero elevat al quadrat és positiu, queda demostrada la
desigualtat.

Comencem ara la demostracié de la desigualtat (Teorema 4.1.)

Siguin E, E’ dues linies paral - leles les quals no toquen la corba C. Mo-
vent aquestes dues paral - leles fins al primer contacte obtenim dues rectes
paral - leles tangents a la corba C'. Anomenem aquestes ultimes com L i L.

Considerem ara la circumferéncia S! la qual és tangent a les dues rectes L i
L' i no interseca amb la corba C'. Anomenem O el centre de la circumferéncia
i el prenem com a origen de coordenades, sent 1’eix x perpendicular a les
rectes L i L.

Parametritzem C per longitud d’arc, a(s) = (x(s),y(s)), tal que estigui
positivament orientada i els punts tangencials amb les rectes L i L siguin

s =01 s = sy respectivament.

Podem assumir que l'equaci6 de la circumferéncia S' és

a(s) = (z(s), 4(s)) = (x(s),9(5)), s € [0,1].

Aco s aconseguelx fent y(s) = +/r? —z(t)? per a 0 < s < s1 1 y(s) =
—/r% — Zperas; < s < [, on 2r ésel dlametre de la circumferéncia S*,

és a dir, la disténcia entre les rectes L i L.
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Figura 4.1: Representacié grafica. ([2]).

Denotant per A 'area limitada per S' i utilitzant les igualtats del Corol - lari
3.16, tenim que:

! _ l
A:/ 2y ds, A:—/ gz’ ds = mr?
0 0

Aleshores,

_ l l
A+A:A+7rr2:/(a:y’—gja:’)ds§/ \ (xy —ya')?2ds <
0 0
Lema4.2 [l ! l
< 22+ 52)((2')2 + ,sta;;p.a/ 572+_2ds:/rds:lr.
< [V @)@+ w2 (e vpas= |

Per tant, tenim que

A4 mr? =1r. (4.1)

Pel Lema 4.3 deduim que,
A+ 7r? > 2V A2, (4.2)
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Finalment, juntant 4.7 i 4.2 obtenim:

WVATr2 < lr = 4nAr? < P12 «= 4nA <> <= 0 < I> — 47w A. (4.3)

Ara, assumim que es compleix la igualtat veurem que C és una circumfe-
réncia. Aleshores, la igualtat s’ha de mantenir en la resta de desigualtats.

De I'equacié 4.2 deduim que:

A4+ 7mr? =2VAmr2 <= A — 2V A2 + mr? = ) <=
= (VA-Vrr2)2 =0 <= A =mr?

Aixi doncs, de 'equacié 4.1 tenim que [ = 27r, on 7 no depén de la direccid
de la recta L. A més a més, I’equacié del Lema 4.2 implica,

(2y = 52')* = (@ + 7*)((2')* + (4')?)

o el que és equivalent (per la demostracié del Lema),

(2’ +9y)2 =0 <= gy = —a2’ (4.4)
Per tant,

(zy —y2')? = (® + ) (&) + (¢)*) —
— (zy)? = 2y2zy + (y2')? =r* —

Eq—4$4 (:cy') + 2(:L“'x) + (gjx') =72 —

— (@) + )) + (@) ) = —
LB 2?4 (@) (2 —a?) =7 —

nN2,.2 2(1

— 2t + (@) =r? — 2t =1 (")) — z = £y

Com r no depeén de la direccié escollida de les rectes paral - leles podem
canviar les x per y resultant y = +rz’.
Finalment,

2y = (g o (ra!)? = () + () =

que és 'equacié d’una circumferencia.
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4.3 Demostracié intuitiva de la Desigualtat Isope-
rimetrica

Aquesta demostracié es basa en probar que donada una longitud [, ’area
més gran tancada per una corba a(t) de longitud [ correspon a un cercle.
La demostraci6 va ser donada pel gedmetra suis Jakob Steiner (1796-1863).
En aquest treball hem seguit el llibre [4].

Jakob Steiner va establir el procediment segiient segons el qual per a cada
corba tancada simple del pla que no un cercle, construeix una altra corba,
de la mateixa longitud que la donada, perd que tanca una area més gran.

Per tant, suposem que C és la traga d’una corba « tancada i simple de
longitud 1.

1.- Suposem que C' no és una corba convexa.

Recordem que una corba convexa es defineix com una corba simple en el pla
euclidia que es troba completament a un costat de totes i cadascuna de les
seues rectes tangents. Si la corba C no és convexa aleshores sera concava i,
per tant, existiran p1, p2 € C tals que estan connectats per la mateixa recta
tangent t i a un costat de la recta tangent hi haura punts tancats per C' i
altres que no ho estan.

Reflectint la part de la corba continguda entre p; i p2, que no conté punts de
Pinterior de C', mitjangant la recta tangent ¢t obtenim una nova corba amb
el mateix perimetre perd major area (veure Figura 4.2).

Figura 4.2: Representacié grafica. ([4]).

2.- Per tant, suposem que C' tanca una area que és convexa; doncs si no ho
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és, per 'apartat anterior, sempre podem trobar una corba convexa de major
area i on la corba frontera té la mateixa longitud I.

Per a probar aquest apartat necessitem dos resultats geomeétrics.

Lema 4.4: Siga un triangle com el de la figura 4.3. Aplicant la formula
de l’area del traingle com base per altura dividit per 2 i la definicié de sinus
d’un angle, tenim que l’area del triangle a partir dels costats de longitud a
i bide l'angle C ve donada per

absin C
A(T) = 5

A b €

Figura 4.3: Area de un triangle.

Teorema 4.5. (Teorema de Thales): Siga B un punt del cercle de
diametre AC, diferent de A i de C. Aleshores 'angle ABC és recte. A més,
fixats dos punts A i C, el conjunt de punts J = {B : ZABC = 7/2} és una
circumferencia de diametre AC.

Demostracio: Demostrarem a continuaci6 la primera part del Teorema. Per
definicié de triangle isosceles, el segment BO divideix el triangle ABC en

dos triangles isosceles ABO i OBC' (veure Figura 4.4). Per ser triangles
isosceles, cada un d’ells té dos angles iguals: « i 5. Per tant,

a+(a+p)+p=m.

Aleshores, oo + 8 = w/2 i, per tant, 'angle ABC' és recte.
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Figura 4.4: Teorema de Thales.

Demostracio:

Siga C convexa i a, b € C tals que divideixen el perimetre per la meitat,
llavors, el segment ab divideix la corba en dues parts de la mateixa longitud
i 'area en dos parts, anomenades Fp, F5. Sisuposem, per exemple que Fj és
major que F», veurem que podem trobar una corba de la mateixa longitud
perd que tanca un area major.

Efectivament, com F; és major que F> si s’intercanvia Fb per la imatge
simetrica de F} a través del segment ab trobem una corba de la mateixa
longitud pero que tanca una area de major ares (veure Figura 4.5).

Figura 4.5: Representacié grafica. ([4]).

Amb aquest raonament, les arees de les dues parts coincidiran. Anomenem
C1, Cy als arcs respectivament. Si aquests foren semicercles, C seria un
cercle.
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Suposem doncs que C7 no és un semicercle, aleshores, per la segona part del
Teorema 4.5 existeix algun punt c tal que 'angle v = acb no és recte.

Fixant a, c i la longitud bc, i fent girar el segment bc al voltant de ¢ per
obtenir un angle v = 5. El resultat d’aquesta operacié ens dona una figura
amb més area que l'original F7, donat que les arees ombrejades en la Figura
4.6 no canvien i, pel Lema 4.4, 'area del triangle original és menor que la
del triangle final ja que siny < sin7/2 = 1.

Refent la part F5 amb la imatge simetrica a través de ab obtenim una nova
silueta amb la mateixa longitud que C' pero una area major.

c C
m
a b a
b

Figura 4.6: Representacié grafica. (]4]).

L’argument de Steiner estableix les noves afirmacions segiients:

Si la corba «(t) tanca una area concava, aleshores hi ha una altra corba de
la mateixa longitud pero que tanca una area més gran.

Si la corba «(t) tanca una area convexa pero no és un cercle, llavors hi ha
una altra corba de la mateixa longitud perd que tanca una area més gran.

Aleshores, la demostracié de Steiner mostra que si existeix una corba que
maximitza l'area, ha de ser un cercle. Pero, de fet, caldria un argument a
part per demostrar I’existéncia de la corba que maximitza 1’area.
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