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Resumen

Este documento corresponde al proyecto realizado en la asignatura MT1054 Treball Final
de Grau del Grado en Matemática Computacional de la Universitat Jaume I.

El proyecto se dividirá en tres partes principales. En la primera se describirán varios con-
ceptos básicos que serán necesarios para comprender el resto del documento. A continuación
tendremos un primer apartado donde se describen los sistemas dinámicos lineales, los espacios
de Banach, Hilbert y Fréchet y los operadores. Por último, encontraremos el apartado donde se
presentarán los conceptos básicos sobre los operadores hiperćıclicos y tres de los ejemplos más
importantes.
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Caṕıtulo 1

Introducción

1.1. Contexto y motivación del proyecto

En este documento se va a recoger el Trabajo de Final de Grado, cuyo objetivo principal es
el estudio de los operadores hiperćıclicos.

El trabajo se centra en diversos aspectos de la topoloǵıa y de los operadores lineales en el
ámbito de las funciones derivables de variable compleja.

Se introduce el concepto de operador hiperćıclico que aparece por primera vez a partir del
trabajo de Birkhoff de 1929. En él prueba que existe una función entera f de manera que cual-
quier función g entera puede aproximarse en compactos por traslaciones de f . Después, MacLane
probó en 1952 un resultado similar con derivadas de forma que existe una función entera f de
manera que cualquier función g entera se puede aproximar en compactos por derivadas de f .

Para poder realizar este trabajo, me he ayudado de diversas fuentes de información: [1], [2],
[3], [4], [5], [6], [7], [8], [9].
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Caṕıtulo 2

Nociones básicas

En este caṕıtulo daremos diversos conceptos básicos para el desarrollo del trabajo.

Definición 1 Definimos un espacio métrico como un par (X, d) donde X es un conjunto no
vaćıo y d es una función real definida en X ×X, llamada distancia o métrica, y que satisface
los siguientes axiomas:

1. d(x, y) ≥ 0 para todo x, y ∈ X, y d(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y

2. d(x, y) = d(y, x) para todo x, y ∈ X

3. d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) para todo x, y, z ∈ X

En ocasiones denotaremos por X simplemente al espacio métrico (X, d) cuando esté clara
la distancia subyacente.

Definición 2 Un sistema dinámico discreto es un par (X, T) donde T : X −→ X es una
aplicación continua y (X, d) es un espacio métrico.

También escribiremos simplemente T para denotar al sistema dinámico (X,T ) cuando quede
claro el espacio X.

Definimos las iteraciones Tn : X −→ X con n ≥ 0 que vienen dadas por Tn = T ◦ ... ◦ T
(iteración n-ésima) donde T 0 = I es la identidad en X.

11



Definición 3 Consideramos el sistema dinámico T : X −→ X. Para x ∈ X, llamaremos
órbita de x sobre T a orb(x, T ) = {x, T (x), T 2(x), ...}.

Definición 4 Dado un sistema dinámico (X,T ), diremos que X tiene una órbita densa si
existe un x ∈ X de manera que dado cualquier y ∈ X, para todo ϵ > 0 existe n ∈ N, n > 0 tal
que d(Tn(x), y) < ϵ.

Definición 5 Sea X un espacio topológico. Decimos que X es un espacio separable si existe
un conjunto D ⊆ X tal que D es numerable y denso en X.

Proposición 1 Si (X,T ) es un sistema dinámico y existe una órbita densa, entonces el espacio
X es separable.

Ejemplo 1

1. El espacio métrico R es separable porque el subconjunto Q es numerable y denso. Es denso
debido a que dados x ∈ R y r > 0 encontramos que existe q ∈ (x− r, x+ r)∩Q. Entonces
q ∈ Q y d(x, q) < r.

2. Sea n ∈ N. El espacio métrico Rn es separable porque Qn es un subconjunto numerable
y denso. Es denso porque dados x ∈ Rn y r > 0. Pongamos δ = r/

√
n. Para cada

j ∈ {1, ..., n} encontramos yj ∈ (xj − δ, xj + δ). Entonces y = (y1, ..., yn) ∈ Qn y

d(x, y) =

√√√√ n∑
j=1

|xj − yj |2 <
√
n
r2

n
= r.

3. El espacio métrico C es separable porque el subconjunto Q+ iQ es numerable y denso. En
este caso no hace ver que es denso ya que se puede identificar C con R2.

Definición 6 Denominamos a un sistema dinámico T : X −→ X topológicamente transi-
tivo si, para cualquier par de conjuntos abiertos no vaćıos U, V de X, existe algún n ≥ 0 de
forma que Tn(U) ∩ V ̸= ∅.

Definición 7 Dado un abierto U de C y una función compleja f : U −→ C, diremos que f
tiene una singularidad aislada en z = a si f no es diferenciable en a y para todo entorno V
de a, la función es diferenciable en V − {a}.
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Definición 8 Sea f(z) una función con una singularidad aislada en z = a. Decimos que z = a
es un polo de orden n si limz→a|f(z)| = ∞ y si existe limz→a(z − a)nf(z) ̸= 0.

Definición 9 Llamamos función racional a aquella función compleja f formada por un co-

ciente de polinomios de la forma f(z) =
a0 + a1z + ...+ anz

n

b0 + b1z + ...+ bnzn

Se define al plano complejo extendido como el conjunto dotado con el punto z∞ = ∞ como:
Ĉ = C ∪∞.

Teorema 1 (Teorema de Runge)
Sea K ⊂ C un conjunto compacto y A un conjunto que contiene al menos un punto de cada
componente conexa de Ĉ \ K. Sea f una función diferenciable en algún entorno de K y sea
ϵ > 0. Entonces existe una función racional h con polos solo en los puntos de A tales que
supz∈K |f(z)− h(z)| < ϵ.

13
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Caṕıtulo 3

Sistemas dinámicos lineales

En los sistemas dinámicos debe haber una estructura lineal en el espacio subyacente como
es el caso de los espacios de Banach y los espacios de Hilbert. Existen ejemplos de sistemas
dinámicos lineales interesantes definidos en espacios de tipo más general denominados espacios
de Fréchet. Todos estos espacios los iremos definiendo a lo largo de este caṕıtulo.

3.1. Espacios de Banach y de Fréchet

Definición 10 Decimos que la función p : X −→ R+ en un espacio vectorial X sobre K = R
o C es una seminorma si para todo x, y ∈ X y λ ∈ K:

1. p(x+ y) ≤ p(x) + p(y)

2. p(λx) = |λ|p(x)

Una norma es una seminorma p que cumple que si p(x) = 0 entonces tenemos que x = 0.

Definición 11 Un espacio completo es aquel en el que las sucesiones de Cauchy son conver-
gentes en un punto de este espacio.

Como ejemplos tenemos que el espacio R con la métrica eucĺıdea es completo mientras que
el espacio Q no lo es.
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Definición 12 Un espacio de Banach es un espacio vectorial X dotado con una norma,
denotada por ∥ · ∥, cuya topoloǵıa está definida por la métrica d(x, y) := ∥x − y∥ con x, y ∈ X
y el cual es completo en esa métrica.

Si concretamente tenemos que la norma de un espacio de Banach deriva de un producto
interno ⟨·, ·⟩ mediante ∥x∥ :=

√
⟨x, y⟩, nos encontramos con un caso de espacio de Banach

denominado espacio de Hilbert.

Ejemplo 2 Ejemplos de espacios de Banach y de Hilbert.
(a) Sea 1 ≤ p < ∞. Entonces el espacio ℓP viene dado por el conjunto:

ℓp := {x = (xn)n ∈ KN ;

∞∑
n=1

|xn|p < ∞}

dotado con la norma ∥x∥ := (
∑∞

n=1 |xn|p)1/p, es un espacio de Banach. En particular, ℓ2 es un
espacio de Hilbert con el producto interno definido por ⟨x, y⟩ =

∑∞
n=1 xnyn.

(b) El espacio ℓ∞ := {x = (xn) ∈ KN ; supn∈N|xn| < ∞} de sucesiones acotadas, dotado
con la norma ∥x∥ := supn∈N|xn|, es un espacio de Banach. Concretamente, ℓ∞ es un ejemplo
de espacio no separable. Por lo tanto, no pueden existir operadores hiperćıclicos en ℓ∞.

Proposición 2 ℓp es separable.
En el espacio ℓp visto en el primer apartado del ejemplo anterior tenemos que la sucesión finita
(x1, ..., xn, 0, 0, ...), n ≥ 1, constituye un subconjunto denso. Considerando solo la sucesiones
finitas con entradas de Q o Q+ iQ, vemos que que cualquier ℓp, 1 ≤ p < ∞ es separable.

Definición 13 Un espacio de Fréchet es un espacio vectorial X dotado con una sucesión
separante pn de seminormas, es decir, que para todo x ∈ X \{0} existe n ∈ N tal que pn(x) > 0.
Además, es completo con la métrica (i) dada posteriormente.

El concepto de espacio de Fréchet se trata de una generalización del concepto de espacio
de Banach al definir la topoloǵıa a través de una sucesión (pn)n de seminormas. Un espacio
de Banach siempre es un espacio de Fréchet pero esto no ocurre en le caso contrario. Estas
seminormas las podemos considerar siempre crecientes, si es necesario, considerando maxk≤npk.
Además, se supone que la sucesión es separante, es decir, si pn(x) = 0 para todo n ≥ 1, entonces
x = 0. Se puede ver que,

d(x, y) =

∞∑
n=1

1

2n
min(1, pn(x− y)) (i)
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define una métrica en X. Entre otras caracteŕısticas, una de las más importantes es la traslación
invariante, esto quiere decir que no vaŕıa aunque se produzca un desplazamiento.

d(x, y) = d(x+ z, y + z) para todo x, y, z ∈ X

Lema 1 Sea X un espacio de Fréchet y consideramos la sucesión pn de sus seminormas aso-
ciadas en X. Sea xk, x ∈ X, k ≥ 1 y U ∈ X. Entonces:

1. xk → x si y solo si pn(xk − x) −→ 0 cuando k −→ ∞ para todo n ≥ 1.

2. (xk)k es una sucesión de Cauchy si y solo si pn(xk − xl) −→ 0 cuando k, l −→ ∞ para
todo n ≥ 1.

3. U es un entorno de x si y solo si existen n ≥ 1 y ϵ > 0 tales que {y ∈ X : pn(y − x) <
ϵ} ⊂ U .

Ejemplo 3 El espacio de funciones enteras

H(C) = {f : C −→ C/f diferenciable }

es un espacio de Fréchet.

La topoloǵıa τc del espacio H(C) viene dada por la topoloǵıa de la convergencia uniforme en
compactos. Para describirla basta tomar para todo n ∈ N los compactos dados porKn = D(0, n)
y las seminormas asociadas vendŕıan dadas por pn(f) = sup|z|≤n|f(z)|. Es decir fk

τc−→ f si para
todo n ∈ N, pn(fk − f) −→ 0 cuando k → ∞ ⇐⇒ sup|z|≤n|fk(z)− f(z)| −→ 0 cuando k → ∞.
Por tanto, (H(C), τc) es un espacio de Fréchet.

Partiendo de cómo hemos definido la métrica en un espacio de Banach, vamos a definir
también una función similar a la norma estableciendo

∥x∥ :=

∞∑
n=1

1

2n
min(1, pn(x)), x ∈ X (ii)

de forma que d(x, y) = ∥x− y∥

La función ∥ · ∥ : X −→ R+ dada por (ii) satisface que, para todo x, y ∈ X y λ ∈ K:

17



1. ∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥;

2. ∥λx∥ ≤ ∥x∥ si ∥λ∥ ≤ 1;

3. limλ→0∥λx∥ = 0;

4. ∥x∥ = 0 implica que x = 0.

La función ∥ · ∥ : X −→ R+ en el espacio vectorial X que satisface las condiciones anteriores
se llama F-norma.

La notación de una F-norma tiene la ventaja de que podemos argumentar en gran medida
como si estuviéramos trabajando en un espacio de Banach. Tan solo debemos tener cuidado
con la homogeneidad positiva de una norma que no es aplicable en este caso. En la mayoŕıa de
casos, no necesitaremos esta propiedad por lo que podemos reemplazarla por una más débil que
se deduce directamente de las dos primeras propiedades anteriores:

Para todo x,∈ X y λ ∈ K, ∥λx∥ ≤ (|λ|+ 1) ∥x∥

3.2. Operadores

En este apartado describiremos los operadores entre espacios de Fréchet que utilizaremos en
el trabajo.

Definición 14 Dados dos espacios de Fréchet X e Y , una aplicación lineal continua T : X −→
Y suele llamarse operador u operador lineal. El espacio de todos los operadores se denota
por L(X,Y ). Si Y = X, entonces denotamos simplemente L(X) = L(X,X)

Definición 15 Sean X e Y dos espacios de Fréchet. Decimos que el operador T es acotado
entre espacios de Fréchet si para toda seminorma pn se tiene que pn(T (x)) ≤ Mnpn(x) con
n ≥ 1 y Mn > 0.

Proposición 3 Sean X e Y dos espacios de Fréchet. El operador lineal T : X −→ Y es
continuo si y solo si es acotado.

Ejemplo 4

18



(a) La aplicación T : H(C) −→ H(C) dada por T (f) = f ′ es un operador lineal.

(b) Dado a ∈ C, la aplicación de traslación Ta : H(C) −→ H(C) definida como Ta(f) =
f(z + a), es un operador lineal en H(C).

Definición 16 Definimos como sistema dinámico lineal al par (X,T ) que consta de un
espacio de Fréchet X separable y un operador T : X −→ X.

A partir de este punto, todos los operadores que consideremos estarán definidos en un espacio
de Fréchet separable a no ser que se indique lo contrario.
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Caṕıtulo 4

Operadores hiperćıclicos y Teorema
de Birkhoff

4.1. Definición y teoremas

Definición 17 Sea X un espacio de Fréchet. Diremos que un operador lineal T : X −→ X es
hiperćıclico si existe algún x0 ∈ X tal que su órbita {x0, T (x0), T 2(x0), T

3(x0), ...} es densa
en X. En este caso diremos que x0 es un vector hiperćıclico para T y el conjunto de vectores
hiperćıclicos para T lo denotaremos por HC(T ).

Nota

Si T es hiperćıclico, entonces claramente X debe ser separable ya que debe existir una órbita
(y por tanto un conjunto numerable) densa en X.

La órbita de un vector hiperćıclico x0 ∈ X será densa cuando para todo x ∈ X existe n ∈ N
y ϵ > 0 de forma que d(Tn(x0), x) < ϵ.

El siguiente resultado nos permitirá dar una condición sencilla en términos de la hipercicli-
cidad del concepto de transitividad topológica.

Teorema 2 Teorema de transitividad de Birkhoff (1920)
Sea X un espacio de Fréchet y T : X −→ X un operador lineal. T es hiperćıclico si y solo si es
topológicamente transitivo.
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Este teorema de transitividad será nuestra principal herramienta para demostrar la hiper-
ciclicidad de un operador.

4.2. Resultados principales

Los primeros ejemplos de operadores hiperćıclicos fueron estudiados por G. D. Birkhoff en
1929, G. R. MacLane en 1959 y S. Rolewicz en 1969.

4.2.1. Operador traslación (Birkhoff)

Este operador fue estudiado por G. D. Birkhoff en 1929. Su resultado resulta sorprendente
dado que nos asegura la existencia de una función universal que, en todo conjunto compacto,
su traslación se aproxima a cualquier función entera tanto como se desee.

Teorema 3
Existe una función entera f : C −→ C tal que, para cualquier función entera g : C −→ C, existe
una sucesión (pn)n en C tal que limnf(p+ pn) = g(p) uniformemente en conjuntos compactos
de C.

Demostración. Para realizar esta demostración, utilizaremos el teorema de Birkhoff visto ante-
riormente. Por lo tanto, será suficiente probar que el operador es topológicamente transitivo.

Cogemos aleatoriamente dos conjuntos abiertos no vaćıos U, V ⊂ H(C) y fijamos f ∈ U ,
g ∈ V . Por cómo está definida la topoloǵıa en H(C) existe un disco cerrado K centrado en 0 y un
ϵ > 0 de forma que la función entera h pertenece a U o a V cuando sea que supz∈K |f(z)−h(z)| <
ϵ o supz∈K |g(z)− h(z)| < ϵ respectivamente.

Sea n ∈ N cualquier natural de forma que K y K + na sean discos disjuntos. Considerando
la función definida como f en el entorno de K y por z −→ g(z − na) en un entorno de K + na,
por el teorema de Runge, sabemos que existe un polinomio p tal que supz∈K |f(z)− p(z)| < ϵ y
supz∈K+na|g(z−na)−p(z)| < ϵ y por lo tanto también supz∈K |g(z)−(Tn

a p)(z)| = supz∈K |g(z)−
p(z + na)| < ϵ.

Esto prueba que p ∈ U y Tn
a p ∈ V , por lo tanto Ta es topológicamente transitivo. Dado que

H(C) es un espacio de Fréchet separable, Ta es hiperćıclico. □
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4.2.2. Operador diferencial (MacLane)

Este operador fue estudiado por G. R. MacLane en 1952.

Teorema 4
El operador derivada D : H(C) −→ H(C) es hiperćıclico.

Demostración. Consideramos el operador diferencial D : f −→ f ′ en H(C). Como los polinomios
son densos en H(C), dados dos conjuntos aleatorios no vaćıos U, V ⊂ H(C), existen polinomios
p ∈ U y q ∈ V , p(z) =

∑N
k=0 akz

k y q(z) =
∑N

k=0 bkz
k.

Sea n ≥ N + 1 aleatorio, entonces el polinomio r(z) = p(z) +
∑N

k=0

k! bk
(k + n)!

zk+n tiene la

propiedad que Dnr = q. Además, para cualquier R > 0 tenemos que

sup|z|≤R|r(z)− p(z)| ≤
N∑
k=0

k! |bk|
(k + n)!

Rk+n −→ 0

a medida que n −→ ∞. Aśı, si n es suficientemente grande, entonces r ∈ U y Dnr ∈ V . Esto
implica que D es hiperćıclico. □

4.2.3. Operador ”backward shift”(Rolewicz)

Se trata de un operador que fue estudiado por S. Rolewicz en el año 1969. Es el primer
operador hiperćıclico conocido en espacios de Hilbert.

Teorema 5
Si T = λB es el operador backward shift en ℓp definido como T (x1, x2, x3, ...) = (x2, x3, x4, ...)
entonces T es hiperćıclico para todo número complejo λ de módulo mayor que la unidad.

Demostración. En los espacios X = ℓp, 1 ≤ p < ∞ o X = c0 consideramos el múltiplo T =
λB : X −→ X, (x1, x2, x3, ...) −→ λ(x2, x3, x4, ...), del backward shift, donde λ ∈ K. Primero,
si |λ| ≤ 1 entonces ∥Tnx∥ = |λ|n ∥Bnx∥ ≤ ∥x∥ para todo x ∈ X y n ≥ 0. Por lo tanto, T no
puede ser hiperćıclico en este caso.

Por otro lado, T es hiperćıclico siempre que |λ| > 1. De hecho, si U, V ⊂ X son conjuntos
abiertos no vaćıos, podemos encontrar un x ∈ U y un y ∈ V de la forma x = (x1, x2, ..., xN , 0, 0, ...),
y = (y1, y2, ..., yN , 0, 0, ...), para algún N ∈ N.
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Sea n ≥ N aleatorio. Definiendo z ∈ X por zk = xk si 1 ≤ k ≤ N , zk = λ−n yk−n si
n + 1 ≤ k ≤ n + N y zk = 0 de lo contrario, obtenemos una sucesión con Tnz = y. Además,
∥x−z∥ = |λ|−n∥y∥ −→ 0 a medida que n −→ ∞. Aśı, si n es lo suficientemente grande, entonces
z ∈ U y Tnz ∈ V . Esto muestra que T es topológicamente transitiva; dado que los espacios
subyacentes son espacios de Banach separables, T es hiperćıclico. □
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Caṕıtulo 5

Conclusiones

Primero de todo, cabe destacar todo lo aprendido a lo largo de este trabajo. Comenzamos
con unos conceptos básicos que ya conoćıamos que nos ayudaron a entender cuál era el objeto de
estudio. Una vez que lo comprendimos, llegó el momento de la explicación de cómo se llegaban
a esos resultados. Todos los nuevos conceptos aprendidos que hemos ido necesitando a lo largo
del proyecto han sido una ampliación de los adquiridos por el grado que han resultado de lo
más interesantes y curiosos.

Como bien hemos ido ya introduciendo al principio del todo, ı́bamos a llegar a la explicación
de los resultados tan curiosos y sorprendentes que se pueden obtener a partir de los operado-
res hiperćıclicos. Entre los resultados ya destacados, recalcaŕıamos el operador traslación y el
diferencial.

Con respecto al operador traslación tenemos que partiendo del espacio H(C) y considerando
el operador de traslación dado por Ta(f) = f(z + a), a ̸= 0. Decimos que existe f0 ∈ H(C)
entonces para todo ϵ > 0, K compacto de C (un espacio de Fréchet) y para todo g ∈ H(C)
tenemos que existe n0 ∈ N de forma que |f0(z+n0)−g(z)| < ϵ para todo z ∈ K. De este modo
estamos encontrando una aproximación para cualquier función derivable.

Por otro lado, el operador diferencial nos ofrece un resultado similar. Partiendo del operador
diferencial D : f −→ f ′ en H(C). Al igual que antes, partimos de que existe un f0 ∈ H(C)
entonces para todo ϵ > 0 K compacto de C (un espacio de Fréchet) y para todo g ∈ H(C)
tenemos que existe n0 ∈ N de forma que |fn0)

0 (z)−g(z)| < ϵ para todo z ∈ K o equivalentemente

∥fn0)
0 −g∥z < ϵ. Por lo que tenemos también una aproximación para cualquier función derivable

compleja.

Aqúı tan solo estamos plasmando como se originó todo el estudio alrededor de los opera-
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dores hiperćıclicos. Actualmente, a partir del nuevo siglo, estos estudios se han retomado y
modernizado.
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