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Resumen

Este documento corresponde al proyecto realizado en la asignatura MT1054 Treball Final
de Grau del Grado en Matemédtica Computacional de la Universitat Jaume I.

El proyecto se dividird en tres partes principales. En la primera se describiran varios con-
ceptos bdsicos que seran necesarios para comprender el resto del documento. A continuacién
tendremos un primer apartado donde se describen los sistemas dindmicos lineales, los espacios
de Banach, Hilbert y Fréchet y los operadores. Por tltimo, encontraremos el apartado donde se

presentaran los conceptos basicos sobre los operadores hiperciclicos y tres de los ejemplos mas
importantes.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Contexto y motivacion del proyecto

En este documento se va a recoger el Trabajo de Final de Grado, cuyo objetivo principal es
el estudio de los operadores hiperciclicos.

El trabajo se centra en diversos aspectos de la topologia y de los operadores lineales en el
ambito de las funciones derivables de variable compleja.

Se introduce el concepto de operador hiperciclico que aparece por primera vez a partir del
trabajo de Birkhoff de 1929. En él prueba que existe una funcién entera f de manera que cual-
quier funcién g entera puede aproximarse en compactos por traslaciones de f. Después, MacLane
probé en 1952 un resultado similar con derivadas de forma que existe una funcién entera f de
manera que cualquier funcién g entera se puede aproximar en compactos por derivadas de f.

Para poder realizar este trabajo, me he ayudado de diversas fuentes de informacién: [1], [2],
31, B, Bl [6], [7, [8], []-
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Capitulo 2

Nocilones basicas

En este capitulo daremos diversos conceptos basicos para el desarrollo del trabajo.

Definicién 1 Definimos un espacio métrico como un par (X,d) donde X es un conjunto no
vacio y d es una funcion real definida en X x X, llamada distancia o métrica, y que satisface
los siguientes axiomas:

1. d(z,y) >0 para todo x,y € X, yd(z,y) =0 < z =1y
2. d(z,y) = d(y,x) para todo z,y € X

3. d(z,z) <d(z,y)+d(y,z) para todo x,y,z € X

En ocasiones denotaremos por X simplemente al espacio métrico (X, d) cuando esté clara
la distancia subyacente.

Definicién 2 Un sistema dindmico discreto es un par (X, T) donde T : X — X es una
aplicacion continua y (X, d) es un espacio métrico.

También escribiremos simplemente 7" para denotar al sistema dindmico (X, 7T") cuando quede
claro el espacio X.

Definimos las iteraciones 7" : X — X con n > 0 que vienen dadas por 7" =T o...oT
(iteracion n-ésima) donde T° = I es la identidad en X.
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Definicion 3 Consideramos el sistema dindmico T : X — X. Para x € X, llamaremos
orbita de x sobre T a orb(x,T) = {z,T(x), T*(z),...}.

Definicién 4 Dado un sistema dindmico (X, T), diremos que X tiene una orbita densa si
existe un x € X de manera que dado cualquier y € X, para todo € > 0 existen € N, n > 0 tal
que d(T"(x),y) < €.

Definicion 5 Sea X un espacio topolégico. Decimos que X es un espacio separable si existe
un conjunto D C X tal que D es numerable y denso en X.

Proposiciéon 1 Si (X, T) es un sistema dindmico y eziste una orbita densa, entonces el espacio
X es separable.

Ejemplo 1

1. El espacio métrico R es separable porque el subconjunto Q es numerable y denso. Es denso
debido a que dados x € R yr > 0 encontramos que existe ¢ € (x —r,x+1r)NQ. Entonces

q€Quyd(x,q) <r.

2. Sea n € N. El espacio métrico R" es separable porque Q" es un subconjunto numerable
y denso. Es denso porque dados x € R™ y r > 0. Pongamos 0 = r/\/n. Para cada
Jj €{1,...,n} encontramos y; € (x; — d,x; + ). Entonces y = (y1,...,yn) € Q" y

3. El espacio métrico C es separable porque el subconjunto Q +iQ es numerable y denso. En
este caso no hace ver que es denso ya que se puede identificar C con R2.

Definiciéon 6 Denominamos a un sistema dindamico T : X — X topologicamente transi-
tivo si, para cualquier par de conjuntos abiertos no vacios U,V de X, existe algin n > 0 de

forma que T"(U) NV # (.

Definicion 7 Dado un abierto U de C y una funcion compleja f : U — C, diremos que f
tiene una singularidad aislada en z = a si f no es diferenciable en a y para todo entorno V.
de a, la funcion es diferenciable en V- — {a}.
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Definicién 8 Sea f(z) una funcion con una singularidad aislada en z = a. Decimos que z = a
es un polo de orden n silim,_q|f(2)| = 0o y si existe lim,_q(2 —a)" f(2) # 0.

Definicion 9 Llamamos funcion racional a aquella funcion compleja f formada por un co-
n

ciente de polinomios de la forma f(z) = CZO izlzi -'-iZnZn
0 1% n<

Se define al plano complejo extendido como el conjunto dotado con el punto z,, = oo como:
C=CUoo.

Teorema 1 (Teorema de Runge)

Sea K C C un conjunto compacto y A un conjunto que contiene al menos un punto de cada
componente conexa de C \ K. Sea f una funcion diferenciable en algin entorno de K y sea
€ > 0. Entonces existe una funcion racional h con polos solo en los puntos de A tales que

supzer|f(2) = h(2)| <e.
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Capitulo 3

Sistemas dinamicos lineales

En los sistemas dinamicos debe haber una estructura lineal en el espacio subyacente como
es el caso de los espacios de Banach y los espacios de Hilbert. Existen ejemplos de sistemas
dindmicos lineales interesantes definidos en espacios de tipo més general denominados espacios
de Fréchet. Todos estos espacios los iremos definiendo a lo largo de este capitulo.

3.1. Espacios de Banach y de Fréchet

Definicion 10 Decimos que la funcion p : X — Ry en un espacio vectorial X sobre K = R
o C es una seminorma si para todo x,y € X y A € K:

1. p(z+y) < plx)+p(y)

2. p(Az) = [Alp(x)
Una norma es una seminorma p que cumple que si p(z) = 0 entonces tenemos que z = 0.

Definicion 11 Un espacio completo es aquel en el que las sucesiones de Cauchy son conver-
gentes en un punto de este espacio.

Como ejemplos tenemos que el espacio R con la métrica euclidea es completo mientras que
el espacio Q no lo es.
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Definicion 12 Un espacio de Banach es un espacio vectorial X dotado con una norma,
denotada por || - ||, cuya topologia estd definida por la métrica d(x,y) = ||z — y|| con x,y € X
y el cual es completo en esa métrica.

Si concretamente tenemos que la norma de un espacio de Banach deriva de un producto
interno (-,-) mediante ||x| = \/(x,y), nos encontramos con un caso de espacio de Banach
denominado espacio de Hilbert.

Ejemplo 2 FEjemplos de espacios de Banach y de Hilbert.
(a) Sea 1 < p < co. Entonces el espacio ¥ viene dado por el conjunto:

P = {x=(2,), € KY; Z |z, [P < oo}

n=1

dotado con la norma ||z|| ;= (3202, |#[P)'/P, es un espacio de Banach. En particular, €2 es un
espacio de Hilbert con el producto interno definido por (z,y) = > > TnYn.

(b) El espacio £ := {x = (z,) € KN ; supnen|rn| < oo} de sucesiones acotadas, dotado
con la norma ||x|| := suppen|xn|, es un espacio de Banach. Concretamente, {>° es un ejemplo
de espacio no separable. Por lo tanto, no pueden existir operadores hiperciclicos en £°°.

Proposiciéon 2 /P es separable.

En el espacio P visto en el primer apartado del ejemplo anterior tenemos que la sucesion finita
(1, e, Tpn,0,0,...), n > 1, constituye un subconjunto denso. Considerando solo la sucesiones
finitas con entradas de Q o Q + iQ, vemos que que cualquier P, 1 < p < oo es separable.

Definicion 13 Un espacio de Fréchet es un espacio vectorial X dotado con una sucesion
separante p, de seminormas, es decir, que para todo x € X \ {0} existen € N tal que p,(x) > 0.
Ademds, es completo con la métrica (i) dada posteriormente.

El concepto de espacio de Fréchet se trata de una generalizacién del concepto de espacio
de Banach al definir la topologia a través de una sucesién (p,), de seminormas. Un espacio
de Banach siempre es un espacio de Fréchet pero esto no ocurre en le caso contrario. Estas
seminormas las podemos considerar siempre crecientes, si es necesario, considerando maxy<y,p.
Ademds, se supone que la sucesién es separante, es decir, si p,(x) = 0 para todo n > 1, entonces
x = 0. Se puede ver que,

dw.y) = 3 gemin(Lpale =) (0

n=1
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define una métrica en X. Entre otras caracteristicas, una de las més importantes es la traslacién
invariante, esto quiere decir que no varia aunque se produzca un desplazamiento.

d(z,y) =d(x+ z,y+2) paratodo z,y,z € X

Lema 1 Sea X un espacio de Fréchet y consideramos la sucesion p, de sus seminormas aso-
ciadas en X. Sea xp,x € X, k> 1 y U € X. Entonces:

1.z — = si y solo si py(xp —x) — 0 cuando k — oo para todo n > 1.

2. (zk)r es una sucesion de Cauchy si y solo si pp(xr — x;) — 0 cuando k,| — oo para
todon > 1.

3. U es un entorno de x si y solo si existenn > 1 ye > 0 tales que {y € X : pp(y —z) <
et CU.

Ejemplo 3 El espacio de funciones enteras
H(C)={f:C— C/f diferenciable }
es un espacio de Fréchet.

La topologia 7. del espacio H(C) viene dada por la topologia de la convergencia uniforme en
compactos. Para describirla basta tomar para todo n € N los compactos dados por K,, = D(0,n)
y las seminormas asociadas vendrian dadas por p,(f) = sup.|<|f(2)|. Es decir fj e f sipara
todo n € N, pn(fx — f) — 0 cuando k — o0 <= supy,|<,|fr(2) — f(2)| — 0 cuando k — oo.
Por tanto, (H(C), 7.) es un espacio de Fréchet.

Partiendo de cémo hemos definido la métrica en un espacio de Banach, vamos a definir
también una funcién similar a la norma estableciendo

ol =3 2% min(1,pn(z)), e X (i)

de forma que d(z,y) = ||z — y||
La funcién || - || : X — R dada por (ii) satisface que, para todo z,y € X y A € K:
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[a—

N+ yll < el + lyll;

2. [[Az]] < lzff si Al <15

3. limy_ol|\x|| = 0;

4. ||z|| = 0 implica que = = 0.

La funcién || - || : X — Ry en el espacio vectorial X que satisface las condiciones anteriores

se llama F-norma.

La notacion de una F-norma tiene la ventaja de que podemos argumentar en gran medida
como si estuviéramos trabajando en un espacio de Banach. Tan solo debemos tener cuidado
con la homogeneidad positiva de una norma que no es aplicable en este caso. En la mayoria de
casos, no necesitaremos esta propiedad por lo que podemos reemplazarla por una mas débil que
se deduce directamente de las dos primeras propiedades anteriores:

Para todo z,€ X y XA € K, IAz|| < (A + 1) ||z

3.2. Operadores

En este apartado describiremos los operadores entre espacios de Fréchet que utilizaremos en
el trabajo.

Definiciéon 14 Dados dos espacios de Fréchet X e Y, una aplicacion lineal continua T : X —
Y suele llamarse operador u operador lineal. El espacio de todos los operadores se denota
por L(X,Y). SiY = X, entonces denotamos simplemente L(X) = L(X, X)

Definicion 15 Sean X e Y dos espacios de Fréchet. Decimos que el operador T’ es acotado
entre espacios de Fréchet si para toda seminorma p, se tiene que p,(T(z)) < Mppn(x) con
n>1yM,>0.

Proposicién 3 Sean X e Y dos espacios de Fréchet. El operador lineal T : X — Y es
continuo st y solo si es acotado.

Ejemplo 4
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(a) La aplicacion T : H(C) — H(C) dada por T(f) = f' es un operador lineal.

(b) Dado a € C, la aplicacion de traslacion T, : H(C) — H(C) definida como To(f) =
f(z+a), es un operador lineal en H(C).

Definicién 16 Definimos como sistema dindmico lineal al par (X,T) que consta de un
espacio de Fréchet X separable y un operador T : X — X.

A partir de este punto, todos los operadores que consideremos estaran definidos en un espacio
de Fréchet separable a no ser que se indique lo contrario.
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Capitulo 4

Operadores hiperciclicos y Teorema
de Birkhoft

4.1. Definicién y teoremas

Definicion 17 Sea X un espacio de Fréchet. Diremos que un operador lineal T : X — X es
hiperciclico si eriste algin xo € X tal que su drbita {xo, T(x0), T?(x0), T?(x0),...} es densa
en X. En este caso diremos que xg es un vector hiperciclico para T y el conjunto de vectores
hiperciclicos para T lo denotaremos por HC(T).

Nota

Si T es hiperciclico, entonces claramente X debe ser separable ya que debe existir una érbita
(y por tanto un conjunto numerable) densa en X.

La érbita de un vector hiperciclico g € X serd densa cuando para todo z € X existe n € N
y € > 0 de forma que d(T™(z),x) < €.

El siguiente resultado nos permitird dar una condicién sencilla en términos de la hipercicli-
cidad del concepto de transitividad topoldgica.

Teorema 2 Teorema de transitividad de Birkhoff (1920)
Sea X un espacio de Fréchet y T : X — X un operador lineal. T' es hiperciclico si y solo si es
topoldégicamente transitivo.
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Este teorema de transitividad sera nuestra principal herramienta para demostrar la hiper-
ciclicidad de un operador.

4.2. Resultados principales

Los primeros ejemplos de operadores hiperciclicos fueron estudiados por G. D. Birkhoff en
1929, G. R. MacLane en 1959 y S. Rolewicz en 1969.

4.2.1. Operador traslacién (Birkhoff)

Este operador fue estudiado por G. D. Birkhoff en 1929. Su resultado resulta sorprendente
dado que nos asegura la existencia de una funcién universal que, en todo conjunto compacto,
su traslacion se aproxima a cualquier funcién entera tanto como se desee.

Teorema 3
Ezxiste una funcion entera f : C — C tal que, para cualquier funcion entera g : C — C, existe
una sucesion (pp)n en C tal que limy, f(p + pn) = g(p) uniformemente en conjuntos compactos

de C.

Demostracion. Para realizar esta demostracion, utilizaremos el teorema de Birkhofl visto ante-
riormente. Por lo tanto, serd suficiente probar que el operador es topolégicamente transitivo.

Cogemos aleatoriamente dos conjuntos abiertos no vacios U,V C H(C) y fijamos f € U,
g € V. Por cémo estd definida la topologia en H(C) existe un disco cerrado K centrado en 0 y un
€ > 0 de forma que la funcién entera h pertenece a U o a V cuando sea que sup.cx|f(2)—h(z)| <
€ 0 supzer|g(z) — h(z)| < € respectivamente.

Sea n € N cualquier natural de forma que K y K + na sean discos disjuntos. Considerando
la funcién definida como f en el entorno de K y por z — ¢g(z — na) en un entorno de K + na,
por el teorema de Runge, sabemos que existe un polinomio p tal que sup,cx|f(z) —p(z)| < ey
SUPze K +nalg(z—na)—p(z)| < €y por lo tanto también sup,cx|g(z)—(Tp)(2)| = supser|g(z)—
p(z +na)| <e.

Esto prueba que p € U y I'p € V, por lo tanto T}, es topoldgicamente transitivo. Dado que
H(C) es un espacio de Fréchet separable, T, es hiperciclico. O
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4.2.2. Operador diferencial (MacLane)

Este operador fue estudiado por G. R. MacLane en 1952.

Teorema 4
El operador derivada D : H(C) — H(C) es hiperciclico.

Demostracion. Consideramos el operador diferencial D : f — f’ en H(C). Como los polinomios
son densos en H(C), dados dos conjuntos aleatorios no vacios U,V C H(C), existen polinomios

peUYqeV,p(z) = oaz"y qlz) = Sa o brz".

kl'b
Sea n > N + 1 aleatorio, entonces el polinomio 7(z) = p(z) + Zi\;o Wk)'z’”" tiene la
n)!
propiedad que D™r = q. Ademds, para cualquier R > 0 tenemos que
N
k! |bg|
sup|z<rlr(2z) — p(2)] < mRk+n —0

k=0 ’

a medida que n — oo. Asi, si n es suficientemente grande, entonces r € U y D™r € V. Esto
implica que D es hiperciclico. [J

4.2.3. Operador ”backward shift” (Rolewicz)

Se trata de un operador que fue estudiado por S. Rolewicz en el ano 1969. Es el primer
operador hiperciclico conocido en espacios de Hilbert.

Teorema 5
Si T = AB es el operador backward shift en (P definido como T(x1,x2,x3,...) = (X2, X3, X4, ...)
entonces T es hiperciclico para todo numero complejo A de mddulo mayor que la unidad.

Demostracion. En los espacios X = /P, 1 < p < oo 0 X = ¢y consideramos el multiplo T" =
AB: X — X, (x1,x9,23,...) — A2, 23,24, ...), del backward shift, donde A € K. Primero,
si |A| < 1 entonces | T"z| = |A|™ ||B"x|| < ||z|| para todo x € X y n > 0. Por lo tanto, T' no
puede ser hiperciclico en este caso.

Por otro lado, T es hiperciclico siempre que |A| > 1. De hecho, si U,V C X son conjuntos
abiertos no vacios, podemos encontrar unx € U yuny € V delaformax = (z1, z9, ...,zn, 0,0, ...),

vy = (y1,%2,..,yn,0,0,...), para algin N € N.

23



Sea n > N aleatorio. Definiendo z € X por zp = xp si 1 < k < N, zp = X" yp_, si
n+1<k<n+Nyz =0 delo contrario, obtenemos una sucesiéon con 7"z = y. Ademads,
|z —z|| = |A7"||yll — 0 a medida que n — oo. Asi, si n es lo suficientemente grande, entonces
z €Uy T"z € V. Esto muestra que T es topolégicamente transitiva; dado que los espacios
subyacentes son espacios de Banach separables, T es hiperciclico. [
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Capitulo 5

Conclusiones

Primero de todo, cabe destacar todo lo aprendido a lo largo de este trabajo. Comenzamos
con unos conceptos basicos que ya conociamos que nos ayudaron a entender cudl era el objeto de
estudio. Una vez que lo comprendimos, llegé el momento de la explicacién de cémo se llegaban
a esos resultados. Todos los nuevos conceptos aprendidos que hemos ido necesitando a lo largo
del proyecto han sido una ampliacién de los adquiridos por el grado que han resultado de lo
mas interesantes y curiosos.

Como bien hemos ido ya introduciendo al principio del todo, ibamos a llegar a la explicacién
de los resultados tan curiosos y sorprendentes que se pueden obtener a partir de los operado-
res hiperciclicos. Entre los resultados ya destacados, recalcariamos el operador traslacién y el
diferencial.

Con respecto al operador traslacién tenemos que partiendo del espacio H(C) y considerando
el operador de traslacién dado por T,(f) = f(z + a), a # 0. Decimos que existe fo € H(C)
entonces para todo € > 0, K compacto de C (un espacio de Fréchet) y para todo g € H(C)
tenemos que existe ng € N de forma que | fo(z+no) —g(2)| < € para todo z € K. De este modo
estamos encontrando una aproximacién para cualquier funciéon derivable.

Por otro lado, el operador diferencial nos ofrece un resultado similar. Partiendo del operador
diferencial D : f — f’ en H(C). Al igual que antes, partimos de que existe un fo € H(C)
entonces para todo ¢ > 0 K compacto de C (un espacio de Fréchet) y para todo g € H(C)

tenemos que existe ng € N de forma que | f 0) (2)—g(2)| < e paratodo z € K o equivalentemente

I (;L o) _ gllz < €. Por lo que tenemos también una aproximacién para cualquier funcién derivable
compleja.

Aqui tan solo estamos plasmando como se originé todo el estudio alrededor de los opera-
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dores hiperciclicos. Actualmente, a partir del nuevo siglo, estos estudios se han retomado y
modernizado.
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