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Resumen

Las asignatura de matematicas es una de las que acompanan al estudiantado a lo largo de
toda su trayectoria educativa, sin embargo, en muchas ocasiones es vista como una asignatura
abstracta y compleja que puede generar cierto rechazo. Este trabajo presenta una actividad
cuyo objetivo principal serd mejorar la actitud de los alumnos hacia las matematicas a partir
de los fractales. En este documento podemos encontrar una introduccién teérica a los fractales,
un andlisis de las dificultades de los estudiantes con la asignatura, una revision de estudios
o trabajos que avalen el uso de fractales para la ensenanza de matemaéticas en la educacién
secundaria. A continuacién se encuentra una actividad basada en el trabajo colaborativo que
tiene como tema central los fractales. Por ultimo podremos encontrar algunas conclusiones junto
a mi propia valoracién personal del trabajo.
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1. Introduccidon

Las matematicas son una disciplina que se encuentran presentes hayd donde miremos en el mundo
que nos rodea, y que han acompanado al ser humano a lo largo de toda su historia. Es por esto
por lo que es légico pensar que siempre han formado una parte fundamental de la educacion. De
hecho, si nos fijamos en la eduacién bésica, son una asignatura que se presenta como obligatoria en
el curriculum [2] (Decreto 87/2015, 2015) hasta finalizar las etapas de educacién obligatoria, sigue
presente en algunas ramas de Bachillerato, e incluso también aparecen asignaturas de matematicas
en muchos grados universitarios. Sin embargo, a pesar de ser una ciencia béasica presente alla donde
miremos, no siempre resulta tan intuitiva como podriamos pensar y se puede convertir en algo
abstracto alejado de la realidad de los y las estudiantes.

Este trabajo pretende ofrecer un material diddctico para trabajar en el aula de matemdticas en 3°
0 4° de ESO o en 1° de bachillerato con el objetivo de mejorar la precepcion de los estudiantes de la
asignatura de matematicas. Para poder alcanzar el objetivo, primero se ha realizado una revisién
bibliografica sobre dificultades en el aprendizaje de matemaéticas. Tras la lectura de [1] (Carrillo,
2009) y [21] (Socas, 2010). se ha concluido que algunas de las dificultades que encontramos a la

hora de aprender matematicas son:
= El aprendizaje jerarquico de la asignatura.
= Que el alumnado no esté preparado para el nivel de abstraccion que exige la asignatura.

s Ideas preconcebidas que puede tener el alumnado sobre la asignatura o sus capacidades para

superarla.
= Falta de destreza para la resulociéon de problemas.

= Que el o la docente no siga una metodologia decuada para el alumnado o que no la ejecute

correctamente.

Esta serie de dificultades que son las que me llevaron a elegir como tematica los fractales, por que
se encuentran muy presentes en el mundo que nos rodea, lo que puede hacer que se conviertan en
un concepto atractivo para los alumnos y alumnas. Ademds, pueden entenderse desde un enfoque
intuitivo y poco formal, y de ahi pasar poco a poco a su formalizacion, haciendo que el alumnado
obtenga un mejor aprendizaje de este concepto matematico formal.

En el marco tedrico de este trabajo (seccién 2) encontramos una introduccién tedrica a los fractales,
partiendo del factor de autosimilitud que establecié Richardson [18] (Richardson, 1961) en las
curvas y llegando a la definicién formal de fractal que dio Mandelbrot [11] (Mandelbrot, 1975).
Esta seccién ensena los conceptos bésicos que deberiamos conocer sobre los fractales (dimensién,
propiedades...) y ofrece una caracterizacién de los fractales (definicién 2.2) que es la que luego se
propone utilizar para trabajar en el aula de secundaria.

Dentro de este mismo marco teérico también podemos encontrar multiples ejemplos de fractales
en la naturaleza, ejemplos de fractales matematicos e incluso algunas de sus aplicaciones més
destacables.

Antes de empezar con la confeccién de la actividad, se buscaron antecedentes que justificaran

que el tema de los fractales podia ser beneficioso para el alumnado de secundaria. En [17] (Reda,
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2014) encontramos un estudio que nos explica que beneficios puede tener trabajar los fractales
en secundaria y en [22] (Zapata-Ros, 2015) podemos ver una propuesta de actividad con fractales
para trabajar con alumnado de secundaria. También se encontraron algunos ejemplos de centros
que habian puesto en practica actividades relacionadas con los fractales, como es el caso de [20]
(Salesianos Burriana, 2018) y [8] (IES Broch i Llop, 2019).

Los objetivos que se buscan para esta actividad son: mejorar la actitud de los alumnos y alumnas
hacia las matematicas, fomentar el trabajo en equipo y potenciar su capacidad para realizar ra-
zonamientos matematicos. Para cubir estos objetivos se ha confeccionado una actividad que tiene
partes de trabajo individual y partes de trabajo cooperativo.

La actividad constard de un total de 7 sesiones. Las primeras irdn destinadas a que los alumnos y las
alumnas sean capaces de buscar informacién sobre los fractales y construir su propia concepcion
de lo que son, mientras que el docente se encargara de que finalmente estas ideas que vayan
construyendo sean correctas. Después dispondremos de sesiones en las que podrén trabajar con un
fractal concreto, es decir, estudiarlo y obtener algunas de sus propiedades. A continuacién deberan
de crear un fractal con material y buscar informacién sobre el mismo para exponerla en clase
al resto de compaifieros y companeras del aula. Para finalizar, realizardn una evaluacién de los
concocimientos, que junto al resto de partes de la actividad confeccionara la calificacién que cada
alumno o alumna obtendra en esta actividad. Por otra parte, el alumnado realizard una evaluacién

de la actividad para que se puedan obtener pautas de mejora para el futuro.

2. Marco teorico

Los fractales son un objeto matematico que se ha utilizado mucho para hacer divulgacién ma-
tematica, e incluso a pesar de no aparecer en el curriculum [2] (Decreto, 2015) de la asignatura de
matematicas, podria ser interesante trabajarlo en el aula para mejorar el interés del alumnado por
las matematicas. Esto se debe principalmente a que, a pesar de que matemaéaticamente se pueden
convertir en algo delicado, abstracto y dificil de trabajar, se puede dar una definiciéon intuitiva de
lo que son, por lo que los alumnos y las alumnas pueden entender este concepto sin demasiados
problemas. Adem4s, se encuentran muy presentes en la naturaleza, lo cual ayuda a contextualizar-
los y a entender donde reside el interés de algunos cientificos por estudiarlos. Por iltimo, también
podriamos hablar de lo bellas que suelen resultar sus representaciones en la mayoria de los casos,
que hace que su estudio sea mas atractivo. Pero, ;Cémo se origina este concepto?

La geometria fractal fue un campo de las matematicas desarrollado por Benoit Mandelbrot en 1975
[11] (Mandelbrot, 1975), aunque ya se conocian algunos ejemplos de fractales unos 100 anos antes,
aunque hasta ese momento se conocian como monstruos matematicos.

Este nuevo concepto de geometria, nace con la finalidad de poder estudiar ciertas curvas o super-
ficies presentes en la naturaleza de caracter demasiado irregular como para ser medidas utilizando
geometria clasica, ya que esta se centra mucho en figuras regulares o suaves. En el articulo “How
Long Is the Coast of Britain? Statistical Self-Similarity and Fractional Dimension” [12] (Mandel-
brot, 1967) Mandelbrot explica que la linea costera de alguna zona (por ejemplo, Gran Bretana)
puede ser entendida a partir de una pequena porcién de si misma. Esto es porque la costa de

Gran Bretania posee una propiedad de autosimilitud, es decir, una pequena parte a escala es (es-
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tadisitcamente hablando) equivalente a toda la linea costera. Por tanto, el procedimiento que siguié

Mandelbrot se podria entender de manera intuitiva como muestra la figura 1

Figura 1: Aproximacion de la longitud de la costa britdnica

De este modo llegamos a la primera condiciéon que vamos a exigir a una curva o superficie para
poder decir que tiene estructura fractal, esto es, que sea autosimilar. Entendemos por autosimilar
que si cogemos una pequena porcion del fractal, y la observamos, no encontraremos diferencia a
escala con el objeto completo. Esta similitud sera infinita en los fractales matematicos y tedricos,
pero obviamente no lo sera en los fractales que encontramos en la naturaleza, es por eso por lo que
hablaremos de autosimilitud estadistica.

Ademas, si intentdramos medir con precision la costa britdnica nos dariamos cuenta de que cada
vez nos encontrariamos con mas salientes y mas accidentes geograficos que hacen que sea esta
curva carezca de suavidad, es decir, a pesar de tratarse de una curva continua, no es suave, esto
es, no tiene propiedades de derivabilidad, por lo que la geometria clésica no la podemos usar para
medir su longitud. Por otro lado, el método que utiliz6 Mandelbrot se basa en la aproximacion de
la longitud a partir de figuras poligonales, pero si nos fijamos bien, cuantos méas lados introducimos
a nuestra curva poligonal, mayor es su longitud, es decir, en el caso tedrico de los fractales, en el
que la autosimilitud a escala serd infinita, nos encontrariamos con un perimetro infinito, pero se
trata de un recinto cerrado, por lo tanto su area debera de ser finita.

L. F. Richardson en [18] (Richardson, 1961) se dio cuenta de que en cualquier linea costera existe
un factor de autosimilitud D relacionado con la longitud de los lados de la curva poligonal que
se deberia utilizar para aproximar la longitud de la curva. Mandelbrot aporté que este factor de
autosimilitud tiene propiedades similares a las de una dimensién. Por ejemplo, la costa britdnica
tiene un factor de autosimilitud D = 1,25. Pero para dar consistencia a la existencia de posibles
dimensiones entre 1 y 2, Mandelbrot partié de la definiciéon de dimensién y la generalizé para los
casos en los que se llegaba a dimensién fraccionaria.

Para empezar, una linea recta tiene dimensién 1. Supongamos que tenemos un segmento [0 < z <
X], donde X es un numero real positivo. Este segmento puede ser descompuesto en N intervalos

(n—1)X
N

disjuntos de la forma <z < % , donde n varia de 1 a N y N es un entero positivo. Cada
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una de estas partes tiene un ratio de similitud con el todo de r(N) = 4.

De igual manera, si tomamos un rectdngulo [0 < =z < X; 0 < y < Y], siendo ahora X e
Y ndmeros reales positivos, lo podemos descomponer en N rectangulos disjuntos de la forma

(k=1)X kX . (G=DY Yy ; Gt { S
Vi <z< N UN <y< TN | donde k y j son enteros positivos que varian desde 1 hasta

VN y N es un cuadrado perfecto. En este caso, el ratio de similitud de cada rectangulo con el

todo serd r(N) = \/%

De una forma més general, podriamos decir que si ND es un entero positivo, tendriamos que un

paralelepipedo D—dimensional puede ser descompuesto en N paralelepipedos que tengan una ratio

de similitud con el total de 7(N) = —L. Por tanto, podemos caracterizar la dimensién D a través
ND

de la relacion
- log N

log r(N)

Esta es la dimensién conocida como dimensién de Hausdorff. Cuando hablamos de la dimensién
de Hausdorff de una curva, diremos que tiene dimensién 1, mientras que una superficie tiene
dimension 2. Esto no supone ninguna novedad respecto a la dimensién topoldgica, que es a la que
estamos acostumbrados. Pero el problema que encontramos al usar dimensién topolégica es que
solo acepta valores enteros y esto no siempre sirve en los contextos donde se aplica la teoria fractal.
Cuando hablamos de curvas fractales, tras infinitas iteraciones podemos encontrarnos con curvas
tan irregulares que casi llenan la superficie en la que se encuentran, y de este modo obtenemos
curvas con dimension mayor que 1, pero que no llegan a tener la dimensién 2 de una superficie.

Es por eso que para medir ciertas curvas o superficie se utiliza la dimensién de Hausdorff. Asi pues
Mandelbroot definié en 1975 en [11] (Mandelbrot, 1975) el concepto de fractal, pero en este trabajo
nos hemos basado en su obra posterior de [13] (Mandelbrot, 1982) donde amplia los contenidos y

corrige algunos errores. La definiciéon que da Mandelbrot es:

Definiciéon 2.1. Un fractal es un conjunto cuya dimensién de Hausdorff es estrictamente mayor

que su dimensién topolégica.

Pero esta definicién, aunque bien formalizada, parece poco intuitiva para identificarlos. En [16]

(Montesdeoca, 2005) encontramos la siguiente caracterizacion:

Definicion 2.2. Un fractal es un conjunto que cumple las siguientes propiedades:
s Tienen una estructura compleja a cualquier resolucion.
= Tienen una dimensiéon no entera.
= Tienen un perimetro o longitud infinita pero el drea que encierran es finita.
= Son auto-similares e independientes de la escala.

Veamos un par de ejemplos extraidos de [16] (Montesdeoca, 2005)

Ejemplo 2.1. Empecemos por un fractal bien conocido, el tridngulo de Sierpinski. Partimos de un
tridngulo equilatero, y lo dividimos en cuatro tridngulos equildteros utilizando los puntos medios
de cada lado como vértices para los nuevos tridngulos. Ahora eliminamos el tridngulo en el que

ninguno de los vértices coincide con un vértice original. En la siguiente iteracion repetimos el

4
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proceso con cada uno de los tridngulos restantes, y asi sucesivamente. El esquema de como se

forma el tridngulo de Sierpinski seria el que aparece en la figura 2:

Figura 2: Construccion del tridangulo de Sierpinski

Veamos el cdlculo del drea de este triangulo. Supongamos que el lado del tridngulo inicial mide [,
de esta forma, teniendo en cuenta que el tridngulo es equilatero, si trazamos la altura del triangulo
quedard dividido en dos tridangulos rectdngulos. De esta forma, aplicando el teorema de Pitdgoras,

podemos obtener la altura del tridngulo:
2 1
a2
ho =2 =7 =5V3

De esta forma, al calcular el drea del triangulo obtenemos

_5V3 BB

A
0 2 4

En la segunda iteracion, tendremos que calcular el drea de 3 triangulos equilateros, en este caso
de lado % De nuevo, teniendo en cuenta que son equildteros y aplicando el teorema de Pitdgoras
a la mitad de cada uno obtendremos sus alturas

- E_ﬁfé\/g
Y=V 16 4

y por tanto, el drea de cada uno de ellos serd

L1 2

s7vV3 11 1
b 2 44 40

para i = 1, 2, 3. Como el drea total es la suma del drea de los tres tridngulos, que es la misma,

obtenemos que

A = " A

3
1
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De este modo, ahora se repetiria el proceso con 9 tridngulos rectangulos de lado é, y ahora, apli-
cando de nuevo el teorema de Pitdgoras a cada mitad su altura seria

212
Vi -
Y el drea de cada uno de los tridngulos quedaria

V31823 1

l
h2 g\/g

Aoy = = =—A
2T 16 4 16"
parai=1,2,...,9. Como tenemos el drea de 9 tridngulos iguales tendremos
9 3\°
Ay=—Ag=(-] A
2= 15710 ( 4> 0

A priori, parece que la féormula para el cdlculo del drea en la iteracion n-ésima viene dada por

3 n
- ()

Vedmoslo utilizando el método de induccion. Supongamos para cierto n € N que

3 n
- ()

y demostrémoslo para n+ 1. Tenemos que en la iteracion n+ 1 hemos quitado 3™ tridngulos, cada

uno de drea 471‘11, por tanto, aplicando la hipdtesis de induccion tenemos que
Ay 3" 3" 4.3"— 3" 3ntl 3\
. n . — — —
Apy1=An =3 A+l 4n Ao — 4n+1A0 ! Ao = g 10 =\ g Ao

como queriamos demostrar. De este modo, después de infinitas iteraciones, podemos calcular el
drea como el limite cuando n tiende a oo de la formula que acabamos de calcular. De este modo

tenemos que:

n—oo \ 4

Pero, ;qué pasa si calculamos el perimetro de la parte cortada del tridngulo?. Fijémonos que en
el triangulo original el perimetro vale Py = 3l. Tras realizar la primera iteracion lo que tenemos

son 8 tridngulos de lado %, es decir, P, = 3371 = 32%. En la siguiente iteracion tendremos por

1
cada tridngulo tres tridngulos mds, es decir, 3° tridngulos mds de longitud 5= 2%, de manera que

tendremos en este caso que Py = 323—5 = 3”‘*‘12%.
Fijgémonos que el procedimiento es constante, multiplicando por 8 el numero de triangulos que
desaparecen en cada iteracion y dividiendo entre 2 el lado de cada uno de esos tridngulos, de este
modo podemos obtener que

R (3)nz 272 o0

2n 2

Es decir, el tridngulo de Sierpinski encierra un drea nula a pesar de tener un perimetro infinito.
Calculemos su dimension fractal. Tenemos que en la n-ésima iteracion el nimero de tridngulos

., . n
que tenemos es N = 3", cada tridngulo reducido en un factor r = (%) , de manera que

1 1
D=— log N = 083 = — nlog3 :10g3z1,58496
log logr log2—" —nlog2 log?2
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Veamos otro ejemplo

Ejemplo 2.2. La curva de Koch se genera a partir de un segmento de lado I, de modo que en la
primera iteracion se divide el segmento en 3 partes iguales y se sustituye la del medio por los lados
que junto a €l formarian un tridngulo rectangulo de lado % st lo mantuviésemos. En la siguiente
iteracion realizariamos los mismo en cada uno de los segmentos restantes y ast sucesivamente como

se muestra en la figura 3.

Figura 3: Construccion de la curva de Koch

Calculemos ahora su longitud y el drea bajo la curva. Estd claro que la longitud del segmento
original es Lo = 1. Una vez realizada la primera iteracion tendremos 4 segmentos de longitud %, es
decir, la nueva longitud de la curva de Koch serd Ly = 4%. En la siguiente iteracion tendremos cada
uno de esos segmentos divididos en 4 partes de % de su longitud, es decir, Ly = 4% -4% = (%)QZ.

De aqui podemos deducir que para unn € N

Tenemos que la sucesion de longitudes en cada iteracion forman una progresion geométrica de

razon % > 1, por lo que tendremos que es estrictamente creciente, es decir,

L= lim (4> =00
n—oo \ 3

Calculemos ahora el drea que queda bajo la curva, para ello notemos que el drea en cada iteracion
serd la misma que en la iteracion antertor anadiendo el drea de los nuevos triangulos que han
aparecido. Para calcular la férmula para calcular el drea de tridngulos A = sin a%, donde « es el
angulo que forma el lado de longitud | con otro de los lados del tridngulo. De este modo, como en
cada iteracion estamos formando tridngulos rectangulos sabemos que o = 60°. Ademds, sabemos
que en cada iteracion el lado de los nuevos triangulos es % del de la iteracion anterior. Del mismo

modo, en cada iteracion aparecen 4 veces el numero de tridngulos que han aparecido en la iteracion
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£

. . . L 2
anterior. De este modo tendremos que en la primera iteracion Ay = (é) . Ahora, para la

sequnda iteracion habrd que anadir las nuevas dreas que han aparecido

Area de los nuevos tridngulos

——N—
2 2
4 \3 4 32
—_——
Aq
y en la siguiente
Az
2 2 2
4 \3 4 32 4 \ 33
—_—— —_——
Aq Nuevos tridngulos

De este modo, obtenemos que el drea tras n iteraciones serd

b= () =S (L) - ol (1) =SB (1)

J=1 J=1 Jj=1

Para calcular el drea bajo la curva de Koch, tendremos que calcular el drea cuando n tiende a
infinito, de manera que lo que obtenemos es una serie geométrica de razon ?;% < 1, por lo que
sabemos que converge y que ademds
PV3S(4) 4PRB3X /4N B3 1 1 V3
> > ]

12 R2) TR L2 32 2 1-5 5

Jj=1 Jj=0

FEs decir, de nuevo tenemos una figura de perimetro infinito, pero de manera que el drea que
encierra (si la consideramos que estd cerrada por bajo por el segmento inicial) es finita.

Veamos cual es la dimension de la curva de Koch. En este caso el nimero de segmentos en la
iteracion n-ésima es 4", y se reducen cada vez en un factor de %, es decir, nuestro ratio ahora es

r= (%)n Por tanto, tendremos que

log N log 4™
_logN og4 _ nlog4 _ log 4 ~ 1,26186.
logr log 3= —nlog3d log3

D=

Hemos visto dos ejemplos de fractales en los que hemos podido calcular su perimetro, su area
y su dimensién de Hausdorff y comprobado de primera mano que cumplen las propiedades que
habiamos comentado anteriormente, pero hemos trabajado con ejemplos de fractales matematicos,
construidos a partir de formas geométricas bien conocidas como son los triangulos, pero ;dénde se
encuentran ejemplos fuera de un contexto puramente matematico?.

Al inicio de esta seccién hemos podido ver un ejemplo de fractal en la naturaleza, en concreto el de
la costa de Gran Bretana. Mandelbrot escogié esta como ejemplo por su irregularidad, que le da
una dimensién fractal D = 1,25, pero esta propiedad de autosimilitud la tienen el resto de costas,
por ejemplo, en el mismo articulo [12] (Mandelbrot, 1967) afirma que la costa de de Australia tiene
dimensién fractal D = 1,13, e incluso habla de otras curvas como de la frontera entre Espana y
Portugal, cuya dimension es D =1, 14.

Pero los fractales no se encuentran solo presentes en las costas o en las forenteras entre paises, sino

que estan por todas partes en el mundo que nos rodea. Para empezar, los podemos encontrar en
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otros d&mbitos. Si nos fijamos en la naturaleza, por ejemplo en la flora o la fauna como vemos en

las figuras 4y 5 .

Figura 5: Fractales en animales

En los ejemplos anteriores el interés del estudio de los fractales reside en que al identificar los
patrones, podemos estudiar la estructura de las plantas o los animales incluso cuando queremos
mirar detalles pequenos a los que cuesta acceder con el ojo humano, pero también podemos usar
los fractales para estudiar estructuras grandes a partir de una pequena parte de ellas mismas. Por
ejemplo, se puede realizar el estudio de un bosque a partir de una zona concreta. Si tomamos el
arbol més alto de una zona y vemos como se distribuyen los arboles mas pequenos a su alrededor,
veremos que es un patrén que se repite a lo largo de toda la zona forestal.

Ademsds de identificar patrones y autosimilitudes en un mismo cuerpo, también se pueden apro-
vechar los fractales para estudiar algunas estructuras a partir de otras que tienen una estructura

fractal similar, la figura 6 nos muestra un arbol, un rio y sus afluentes, un pulmén y unos rayos.
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Figura 6: Fratales similares en diferentes contextos

Las imagenes anteriores nos muestran distintos elementos que podemos encontrar en la naturaleza,
en concreto vemos la imagen de un arbol, la de un rio y sus afluentes, la ramificacién interna de
unos pulmones y un par de rayos. A priori son cosas muy distintas que poco tienen que ver, pero
ahora que vemos las cuatro imagenes juntas, podemos observar que tienen una estructura muy
similar, por lo que a partir del estudio de algunos de ellos podemos obtener informacién sobre el
resto. Ademds, no son los Uinicos casos que encontramos con una estructura de este estilo, ya que
si nos fijamos en las venas y arterias del cuerpo humano veremos que también siguen un patrén
parecido, al igual que las coexiones entre las neuronas.

Los fractales tienen muchisimas aplicaciones, cada vez se estdn implementando en mas campos
cientificos, por ejemplo en medicina. Acabamos de ver como los pulmones, las venas..., tienen una
estructura fractal, por tanto, podemos utilizar los fractales para poder estudiarlos, pero no solo
con estas partes del cuerpo. Si analizamos algunas enfermedades, también nos daremos cuenta de
que actian siguiendo ciertos patrones de repeticion a distintas escalas, es por ejemplo el caso de

la osteoporosis como nos muestra la figura 7.

10
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Figura 7: Huesos con osteoporosis

Y podemos encontrar més ejemplos de aplicaciones, por ejemplo, en [16] algunas de las aplicaciones
que se mencionan son:

s Evoluciéon de los mercados bursatiles.

s Andlisis del nacimiento de los planetas.

Anélisis y prediccién de condiciones meteoroldgicas, terremotos y volcanes.

Analisis estructural y morfolégico en polimeros.

Diseno por ordenador.

Estudio de sistemas dinamicos.

En el caso de disenio por ordenador se utilizan mucho los fractales para generar paisajes, por
ejemplo montanas. La idea es coger un plano inclinado o un cono. A partir de este generar un
pliegues en su superficie, a continuaciéon cogemos cada uno de los pliegues resultantes y repetimos

la operacion, tras algunas iteraciones obtenemos una estructura como la que vemos en la figura 8.

Figura 8: Generacién de montanas por ordenador
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En el caso de los sistemas dindmicos, encontramos que es curioso como aparecen los fractales a la

hora de estudiar las érbitas de los distintos puntos. Veamos un par de ejemplos:

Ejemplo 2.3. Consideremos la funcién g. : C — C de modo que g.(z) = 2% + ¢, siendo ¢ un

numero complejo. Para cada z € C definimos su drbita como

O(2) = {2,9(2). ¢°(2), 9°(2), .. },

donde g*(z) = g(g(2)), ¢°(2) = 9(g*(2)) = 9(9(9())), ..
A partir de esta definicion, Mandelbrot y Gaston Julia, decidieron estudiar las orbitas de los puntos

para determinados valores de z y de ¢, de este modo obtuvieron:

s Congunto de Mandelbrot: Mandelbrot decidio realizar el estudio de las orbitas de cada

punto zg € C cuando variaba c, de este modo, para cada zy, Mandelbrot definio:

M., :={c e C:O(z) por g estd acotada}

s Congunto de Julia: Julia realizo un estudio parecido al de Mandelbrot, pero en este caso
realizo el estudio haciendo variar z para cada c. Por una parte, se selecciona el conjunto
de puntos z para cada c tal que su orbita estd acotada. La frontera de dicho conjunto es un

conjunto de Julia, es decir, para cada ¢ € C tendremos:

Je:=Fr({z € C: O(zy) por g. estd acotada})

Si representamos grdaficamente ambos conjuntos, para algunos z o algunos ¢ complejos respectiva-
mente, lo que obtenemos son fractales, de manera que si haces zoom a la imagen siempre ves lo
mismo pero en una escala distinta. Obviamente llega un momento en el que se acaba, ya que los
ordenadores no pueden realizar infinitas operaciones, pero si pudiesen, el proceso se repteria hasta

el infinito. La figura 9 nos muestra un ejemplo de representacion de conjunto de Mandelbrot y de

conjunto de Julia.

(a) Mandelbrot (b) Julia

Figura 9: Fractales obtenidos a partir de las 6rbitas de g.(z)
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3. Actividad

3.1. Descripcién de la problematica

Las matemadticas son una asignatura que acompana al alumnado a lo largo de toda su trayectoria
educativa. Estad presente en todos los cursos de la educacién primaria y lo mismo sucede en la
educacid secundaria. Sin embargo, no se caracteriza por ser una de las asignaturas preferidas de
la mayoria. De hecho, en muchas ocasiones nos encontramos con alumnos y alumnas que rechazan
la materia o que tienen muchas dificultades para superarla con éxito. Pero, ja qué se debe que
existan tantos problemas con esta asignatura?

Son muchas las dificultades que podemos encontrar en el alumnado a la hora de afrontar la asig-
natura de matematicas, pero no todos los alumnos las presentan todas.

Beatriz Carrillo en En [1] (Carrillo, 2009) menciona algunas de las dificultades que encontramos
en el aula. La autora nos por una parte del aprendizaje jerarquico de la asignatura. En su tra-
bajo comenta como la materia de matemdticas necesita de un aprendizaje progresivo, en el que
los conceptos nuevos que van adquiriendo los y las estudiantes se construyen sobre los concep-
tos aprendidos previamente. Esto genera que en muchas ocasiones nos encontremos con alumnos
o alumnas que no han adquirido bien los conocimientos previos que necesitan para realizar un
nuevo aprendizaje de manera que se encuentran con contenidos inconexos, fraccionados y poco
estrucuturados.

A medida que se va avanzando en los contenidos de la materia, cada vez los conceptos se vuelven
mas abstractos. Por su parte, la autora comenta que muchos y muchas de los estudiantes que
llegan a cierto nivel de ensenianza de matematicas sin estar preparados y preparadas para adquirir
el nivel de abstraccién que exige la asignatura, generando que no tengan un buen aprendizaje de
los conceptos que se intentan ensenar.

Ademas de estas dificultades, la autora también expone que no solo nos encontraremos con alumna-
do que tenga problemas con el aprendizaje por el aprendizaje o el punto de su desarrollo cognitivo
en el que se encuentran en ese momento, sino que en muchas ocasiones uno los problemas mas
grandes con los que nos podemos encontrar como docentes son las ideas preconcebidas que tienen
sobre la asignatura y sobre sus capacidades para afrontarlas. Muchos y muchas estudiantes ven las
matemadticas como una asignatura abstracta, compleja y que no tiene demasiada relaciéon con la
realidad, lo que las convierte en algo inservible en su dia a dia, lo que genera en ellos y ellas una
falta de motivacion. A esto se le anade que en algunas ocasiones piensan que no son capaces de
entender la asignatura ni de resolver los problemas. Esto puede generar que no se esfuercen por
conseguir un buen aprendizaje.

Mss alld de estas dificultades, Carrillo también nos habla de casos en los que miembros del alumna-
do son capaces de realizar con destreza los ejercicios en el contexto matematico abstracto pero son
incapaces de trasladarlos a otros contextos a la hora de resolver problemas, e incluso en ocasiones
el problema reside en no entender o no saber analizar el enunciado, o en ocasiones habiendo enten-
dido el enunciado y habiendo hecho un buen anélisis del problema, a veces la dificultad aparece a
la hora de traducir este problema al lenguaje matematico.

Por 1ltimo, su trabajo habla de la metodologia utilizada por los y las docentes, ya que el papel

que juegan en el proceso de aprendizaje del alumnado es fundamental. Tradicionalmente las clases
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de matematicas (al igual que las de las deméds asignaturas) se han caracterizado por ser clases
magistrales en las que se imparte un temario, se realizan algunos ejemplos, se trabajan ejercicios
como tarea para realizar en casa y finalmente se realiza un examen con ejercicios que el alumnado ha
de resolver correctamente. ;Qué problemas podemos encontrar cuando un profesor o una profesora

explica en una clase magistral?
= Que no explique de manera clara y estructurada, siguiendo un orden.

= Que los ejemplos que propone en clase no se adapten bien al alumnado, haciendo que no

entiendan bien los conceptos.

= Que solo ensenie a resolver los ejercicios sin intentar que los alumnos y las alumnas compren-

dan lo que estan haciendo.
= Que los ejercicios propuestos para casa no sean de un nivel adecuado.
= Que no supervise y evaliie de manera continua a los y las miembros del aula.
= Que las lecciones resulten repetitivas, aburridas y poco atractivas.

Como vemos, pueden ser muchos los factores que hagan que un profesor o una profesora no consiga
que sus alumnos aprendan. Con esto no se pretenede decir que la clase magistral sea una metodo-
logia que no se deba utilizar y que este mal. La clase magistral podria ser muy beneficiosa si se
sabe combinar con otras metodologias, y estd claro que a lo largo de su etapa de aprendizaje, el
alumnado se va encontrar con conceptos abstractos o complejos que el docente habra de introducir
para que sean capaces de entenderlo.

Otros autores como es el caso de Socas en [21] (Socas, 2010) también han realizado su propio
analisis sobre las dificultades que encontramos en el aula de secundaria al ensenar matematicas,
pero las conclusiones a las que llega son muy similares a las de Carrillo.

Por supuesto, ademés de estos problemas, podemos encontrar problemas especificos de algunos
contenidos como pueden ser dificultades con el concepto de nimero o la numeracién, dificultades
con la jerarquia de operaciones,... e incluso trastornos que afectan directamente al aprendizaje de
las matematicas como podria ser la discalculial.

En cualquier caso, esta claro que las matemaéticas son una materia frente a la cual son muchos
y muchas los estudiantes que tienen problemas para completar su aprendizaje. Es por ello por lo
que personalmente creo que es una asignatura en la que merece la pena invertir tiempo constante-
mente en buscar nuevas metodologias y nuevos ejemplos que puedan hacer que nuestros y nuestras
estudiantes puedan obtener mejores conocimientos, ademéas de tener una mejor experiencia en el

sistema educativo.

3.2. Motivacion y justificacién de la actividad

Después de haber visto algunas de las dificultades que encontramos en el aprendizaje de las ma-

tematicas, cabria preguntarse, ;como podemos conseguir que el alumnado supere estas dificultades?

'La discalculia es una condicién que dificulta resolver operaciones matemaéticas, asi como realizar tareas que
requieran usar las matematicas. No es tan conocida o entendida como la dislexia , pero algunos expertos creen que

es igual de comun.
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Jexisten metodologias que pueden ayudar a entender mejor las matematicas? Seria muy ambicioso
intentar crear una actividad que de alguna manera pudiese solucionar todas las dificultades, por
eso en este trabajo nos vamos a centrar en una propuesta de actividad que creo que podria ayudar
a solucionar algunas de ellas.

A la hora de idear una actividad que permitiese solucionar algunas de las dificultades del aprendi-
zaje que podian tener los alumnos y las alumnas, me iba dando cuenta de que aunque me centrase
mucho en alguna dificultad en concreto, no podia dejar de lado al alumnado que no presentaba ese
problema. Es por eso por lo que tras mucho pensarlo intenté idear una actividad que pudiese llegar
de alguna forma a todo el alumnado. Por eso decidi apostar por una actividad que tuviera como
objetivo principal mejorar la percepciéon que los alumnos y las alumnas tienen de la asignatura.
Esto me llevé a apostar por una metodologia distinta a la que estdan acostumbrados y acostum-
bradas a trabajar en clase, en la que puedan conocer contextos de su entorno donde se encuentren
presentes las matematicas.

Opté por el tema de los fractales, ya que me parecia algo que podria ser atractivo para el alumnado.
Ademas, a pesar de ser un objeto matematico complejo, puede ser entendido también de manera
intuitiva y sin necesidad de entrar en demasiados formalismos. Esto podria permitirnos adapatar
el nivel al de un grupo de estudiantes concreto. Entonces, jqué beneficios se pueden obtener de
trabajar los fractales en el aula de secundaria?

Antes de empezar a desarrollar la actividad, busqué documentacién que avalase los fractales como
herramienta para mejorar el aprendizaje de matematicas en la etapa de secundaria. Por un lado,
encontré estudios que hablaban de los beneficios que generaba en el aprendizaje de matematicas del
estudiantado el estudio de la geometria fractal. Por otra parte, algunos autores hacian propuestas
de actividades para poner en practica en el aula, e incluso algunos ejemplos de institutos que ya
lo han puesto en practica como veremos més adelante.

Reda Abu-Elwan en [17] (Reda, 2014) realiza un estudio sobre los beneficios que puede tener en
los y las estudiantes ensenar geometria fractal. En concreto se centré en ver como mejoraba la
capacidad y la forma de razonar en el campo de la geometria tras haber estudiado geometria
fractal. Para ello, realizo el estudio con un grupo de alumnas, algunas con formacién previa sobre
fractales y otras sin dicha formacién. Lo que Abu-Elwan concluyé fue que aquellas alumnas que
habian estudiado fractales previamente, obtuvieron mejores resultados en una prueba basada en
su capacidad de razonamiento geométrico, es decir, que el estudio de la geometria fractal puede
beneficiar el aprendizaje de la geometria euclidea.

En [22] (Zapata-Ros, 2015) encontramos una propuesta de material diddctico para trabajar la
geometria fractal en el aula de secundaria, esta propuesta se realiza como una actividad dentro el
bloque de geometria, en concreto, en el apartado de organizacion y representacion del espacio. Esta
actividad se presenta para poder dar a los y las estudiantes una visiéon de las matematicas dentro
de un contexto més actual y mas real, ya que, como el propio autor nos indica, la geometria que
se estudia en secundaria no incluye tan apenas ningin contenido posterior a Euler (1707-1783),
por lo que estudiando los fractales como parte del contenido de la asignatura estarian trabajando
conceptos matematicos mucho més recientes (1975). Ademads, también resalta los fractales como
herramientas para que el alumnado consiga una mejor comprensiéon de los contenidos abstractos

de la asignatura a partir de la construccién de algunos fractales como el tridangulo de Sierpinski
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(figura 2) o de la curva de Koch (figura 3). Zapata comenta que al trabajar la construccién de
estas figuras, estariamos partiendo de objetos que los alumnos y alumnas conocen de la geometria
euclidea, como son el tridngulo o el segmento, y llegamos a objetos fractales, de manera que a
partir de lo que pasa cuando realizamos 1, 2 o 3 iteraciones, podrian entender que es lo que pasa
cuando llevamos muchas mas, e incluso se puede intuir lo que pasard cuando sean infinitas las
iteraciones.

Ademsds de buscar algunos articulos de estudios que se han podido realizar sobre las ventajas
y desventajas del aprendizaje de fractales en secundaria, e incluso buscar alguna propuesta de
material para trabajarlos en el aula, se han buscado también algunos antecedentes de institutos
que hayan trabajado este tema con sus alumnos y sus alumnas. Es el caso del colegio salesiano San
Juan Bautista de Burriana, que realizaron el que denominaron como proyecto F [20] (Salesianos
Burriana, 2018), en el cual trabajaban el nimero dureo y el concepto de fractal con alumnos y
alumnas de 3° de ESO.

Otro ejemplo lo podemos encontrar en el instituto Broch i Llop de Vila-real, en el cual, no solo
trabajan los fractales, sino que lo hacen utilizando materiales reciclados como podemos ver en [§]
(IES Broch i Llop, 2019).

Ademsds de las razones y antecedentes mostrados, también pude comprobar en el periodo de practi-
cas que los alumnos y las alumnas trabajan mejor cuando son capaces de construir los conceptos
y trabajarlos en contextos reales. Los fractales no solo ofrecen la oportunidad de trabajar de esta
forma, si no que ademas nos permiten alcanzar a partir del mundo que nos rodea un concepto ma-
tematico complejo, en el cual se pueden trabajar contenidos a priori complejos para el alumnado

como pueden ser el infinito o el cdlculo simbdlico.

3.3. Objetivos

Todas las dificultades planteadas anteriormente, junto con aquellas razones que justifican la crea-
cién de la actividad nos llevan a plantear los objetivos de las mismas. Antes de confeccionar la
actividad, tuve que plantearme cuéles eran las cosas que yo queria conseguir con esta actividad,

es decir, que objetivos quiero proponerme para trabajar en un aula. Estos son:

= Objetivo 1: Mejorar la actitud del alumnado ante la asignatura de matematicas.
= Objetivo 2: Fomentar el trabajo en equipo.

= Objetivo 3: Potenciar la capacidad de los alumnos y las alumnas para realizar razonamientos

matematicos.

Para poder abordar los objetivos propuestos me he marcado unas pautas metodolégicas concretas.
Es evidente que para poder trabajar el Objetivo 2, la actividad propuesta deberd de realizarse a
partir de grupos cooperativos. Esto también puede beneficiar que se pueda alcanzar el objetivo 3,
ya que en la asignatura de matematicas no solo es importante aprender y entender los conceptos
que se plantean, sino que también es fundamental aprender a razonar a partir de esos conceptos y
a trabajar con ellos. En el periodo de préacticas, pude comprobar que poder expresar sus razona-

mientos en voz alta y contrastarlos con los de sus companeros y companeras les ayudaba a entender
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mejor el contenido que estaban trabajando, por ello creo que el trabajo en equipo también ayudard
a abordar el objetivo 3.

Por otra parte, con el tema escogido lo que se pretende es trabajar conceptos matematicos que
trasciendan el aula, es decir, que sean capaces de ver reflejados a su alrededor en el dia, o lo que
es lo mismo, darles contenidos matemaéticos aplicados en contextos concretos. Ademas, como ya
hemos comentado en apartados anteriores, los fractales tienen una construccién que puede ser
bastante intuitiva, lo que permitird a los alumnos y las alumnas partir de conceptos conocidos
y ”sencilloscomo un tridngulo o un segmento y llegar a construir objetos mateméticos complejos
como el tridngulo de Sierpinski (figura 2) o la curva de Koch (figura 3). De esta forma se busca que
sean capaces de dar sentido a aquellos conceptos que aprenden, viendo asi que las matemaéticas
tienen aplicacién real y que los conceptos se pueden construir y comprender bien y asi poder
cumplir el objetivo 1. Ademds, también se pretende que el hecho de hacer una actividad con una
metodlogia distinta, haga que resulte atractivo para ellos y que puedan disfrutar de esta parte de

la materia, haciendo que esto se vea reflejado también en otros contenidos de la misma asignatura.

3.4. Destinatarios y contenidos

Una vez planteadas las necesidades, la motivacién de la actividad y los objetivos es el momento
de ver como podemos adaptar el contenido del marco tedrico (seccién 2) al aula de secundaria.
El contenido de la actividad podria variar en funcién del curso al que vaya orientado. Como se
ha comentado previamente, los fractales son un objeto matemaético cuya definiciéon se puede dar
de forma intuitiva y sin necesidad de entrar en demasiados formalismos, sin embargo pueden ser
una buena oportunidad para intentar llegar a conocimientos abstractos. Se pretende trabajar el
concepto de fractal a partir del drea y el perimetro de algunos de ellos, por lo que serd necesario
que el alumnado al que va orientada esta actividad hayan cursado previamente el contenido del
curriculum de Sucesiones numéricas. Sucesiones recurrentes. Progresiones aritméticas y geométri-
cas. Esto limita esta actividad a alumnos y alumnas de 3° y 4° de ESO tanto, de matemadticas
orientadas a ensenianzas académicas como de matematicas orientadas a ensenanzas aplicadas. Estos
son los grupos para los que se propone esta actividad, aunque podria ser interesante trabajarla en
19 de Bachillerato, una vez ya conocen el concepto de limite y puedan comprender mejor que pasa
cuando hacemos infinitas iteraciones para generar un fractal.

El marco tedrico presentado previamente en este trabajo parte del contexto en el que se desarrolla
el concepto de fractal y realiza una construccién teérica del concepto que podria exceder el nivel
de estudiantes de secundaria, ademas de poder resultar tediosa para el alumnado, por ello, a
continuacién se presenta una propuesta de adaptacién de los contenidos que se ven en la seccién 2
para que se puedan trabajar en el aula.

Los contenidos seleccionados para la actividad serian:

Definicion de fractal a partir de la caracterizacion de 2.2.

Definicién de dimensién fractal.

Ejemplos de fractales matematicos y su dimensién.

Fractales en la naturaleza.
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= Aplicaciones de los fractales.
» Calculo de perimetros y areas de algunos fractales.
= Representacién de algunos fractales.

La definicién de dimension fractal estd prevista para verse solo a un nivel superficial y solo en caso
de que la actividad se trabaje en 4° de ESO 1° de Bachillerato, ya que es el curso en el que se
aprende a trabajar los logaritmos, los cuales son necesarios para esta definicion.

El nivel de profundidad con el que se puede tratar cada uno de los contenidos dependera del grupo,
la predisposicién de los alumnos..., pero si que es importante que los traten todos para poder cubrir

los objetivos que nos hemos marcado.

3.5. Metodologia

En este apartado del trabajo se va a presentar la actividad. Vamos a dividir la secciéon en dos
partes, primero una explicacion de la metodologia, es decir, un resumen paso a paso de qué es lo
que se va a hacer en la actividad sin entrar a tratar los contenidos y a continuacién pasaremos
al desarrollo de la actividad, donde quedara todo redactado. En esta segunda parte se pretende
ofrecer recursos para poder trabajar los contenidos, asi como las pautas a seguir para realizar la
actividad.

A continuacién presentaremos la metodologia que se va a seguir en esta actividad, es decir, se
presentard un resumen explicado paso a paso de en que va a consistir la actividad pero sin entrar
en demasiados detalles.

La actividad consistird en un trabajo en grupos colaborativos de 4 personas. Estara dividida en 7

sesiones de 50 minutos distribuidas de la siguiente forma:

Sesién 1: Se formaran los grupos de trabajo y comenzaran una busqueda de informacién.

s Sesidén 2: Acabardn de buscar la informacién y se comentard en voz alta que es lo que han

entendido y aprendido.

s Sesién 3: El o la docente realizard una explicaciéon més detallada de los conceptos para
sintetitzar lo que se ha visto en la sesién anterior. A continuacién realizardn en grupos una
ficha de actividades para trabajar algunos fractales calculando su drea, su perimetro..., tras

un numero finito de iteraciones.
= Sesién 4: Seguiran trabajando la ficha que se les ha dado en la sesién anterior.

= Sesién 5: Trabajo en grupos de investigacién sobre un fractal y representacién visual de este

fractal.
= Sesién 6: Exposicién del trabajo realizado al resto de los y las componentes del aula.

Sesién 7: Evaluacién de los conocimientos.

Ademsds para el trabajo en grupo, los componentes de cada grupo deberian de repartirse los si-

guientes roles:
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= Secretaria o secretario.
= Gestor o gestora de recursos materiales.
s Cohesionador o cohesionadora.

s Coordinador o coordinadora.

3.6. Desarrollo de la actividad

A continuacién se presenta de manera detallada el material diddctico que ofrece este trabajo. En
este caso se entiende como material la atividad detallada por sesiones, asi como una propuesta de
materiales y herramientas que se podrian usar como complemento para mejorar el aprendizaje. La
explicacién de la actividad quedara dividida por sesiones, para que quede claro lo que se pretende
conseguir en cada una de ellas.

Sesiones 1 y 2

La primera parte de la primera sesién se destinara a explicar a los alumnos y las alumnas la meto-
dologia que vamos a seguir y como se va a evaluar la actividad. En este trabajo encontraremos la
evaluacion de la actividad al final de esta seccién. Una vez explicada la metodologia y la evaluacion,
se pasara a la formacién de los distintos grupos de cuatro personas. Estos grupos los puede formar
el docente o permitir que lo formen los y las estudiantes segiin se considere oportuno para el grupo
concreto con el que se va a desarrollar la actividad.

Una vez tengamos claros los grupos se le explicard al alumnado los distintos roles que pueden

adoptar dentro de cada grupo, estos serédn:

= Secretaria o secretario: Serd la o el responsable de que las distintas tareas que se vayan

pidiendo en las sesiones se recopilen y se entreguen con una buena presentacién.

= Gestor o gestora de recursos materiales: Sera el encargado o la encargada de gestionar
el uso de los materiales necesarios para la actividad, es decir, encargarse de que el dia de la
actividad tendran el material necesario, administrarlo, y responsabilizarse de que se haga un

buen uso del mismo.

= Cohesionador o cohesionadora: Se encargara de que exista un buen ambiente de trabajo
en el grupo gestionando los turnos de palabra, solucionando posibles conflictos que puedan

aparecer entre componentes del grupo...

= Coordinador o coordinadora: Se encargara de distribuir las tareas que vayan apareciendo
a la hora de trabajar en equipo, es decir, preocuparse de que todos los miembros del grupo

trabajen y de que todo esté hecho dentro de los tiempos establecidos por el o la docente.

Tras explicarlos, sera el primer momento en para que se reunan por grupos para distribuirse los
roles.

Se aprovechard el tiempo restante de sesién y la sesién siguiente para empezar con el contenido
de la actividad. Lo primero serd introducir la definicién de fractal, como ya se ha comentado a
partir de la caracterizacién 2.2. También se mostraran algunos ejemplos de fractales matematicos,

ejemplos fractales en la naturaleza...
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Es importante abordar con cuidado la introduccién a los fractales. A la hora de dar las definiciones
hay que intentar que el alumnado sea capaz de entender bien el concepto ademéas de quedarse con
la concepcién visual de lo que es un fractal. En [5] (Faith, 2015) el autor realiza un estudio sobre
los conocimientos que tiene un grupo de alumnos y alumnas acerca de los fractales. Evidentemente
este grupo habia trabajado previamente los fractales en el aula. Les pidieron que dibujasen un
fractal y que que diesen su definicion. Los resultados de los dibujos fueron buenos en general, los
y las estudiantes eran capaces de dibujar fractales sin demasiados problemas, sin embargo, la cosa
cambiaba cuando se les pedia que definiesen el concepto. En general tenian una idea vaga de la
definicién o olvidaban alguna de las caracteristicas principales. Por eso es importante detenerse en
que entiendan bien el concepto.

Para explicar lo que son los fractales podriamos partir del marco tedrico de este trabajo, hacer
una adaptacién de los contenidos y darles una clase magistral a los y las estudiantes. Sin embargo,
como se ha comentado previamente en este trabajo, se valorara positivamente que sean capaces de
compartir sus opiniones y razonamientos, por lo que podemos partir de una metodologia un tanto
diferente.

Se resevara una sesién en el aula de informatica si es posible, en caso contrario siempre se les
puede dar una autorizaciéon para que lleven el mévil al instituto. La idea principal es que puedan
investigar sobre los fractales en internet y apuntar aquella informacién que han encontrado y son
capaces de comprender, asi como posibles dudas que les surjan sobre el tema en cuestién. Incluso
el docente o la docente puede darles ciertos materiales para que empiecen por ahi.

En [4] (En 1 minuto, 2021) o [14] (Marcel, 2021) se explica de forma bastante sencilla lo qué es un
fractal con bastante contenido visual que puede ayudar a comprender bien los fractales.

Por otra parte, si queremos que una vez visto el concepto puedan ver en que contexto historico se
convierten en un objeto matematico relevante para el estudio de la naturaleza. En [9] (Lemnismath,
2020) se explica como Richardson [18] (Richardson, 1961) se da cuenta de que existen errores en
la medicién entre fronteras de paises y nos cuenta por que la geometria euclidea tiene limitaciones
para medir algunas curvas.

En [3] (Derivando, 2015) encontramos algunos ejemplos de fractales, su definicién y una definicién
bastante intuitiva de lo que es la dimensién fractal, que es basicamente una adaptacién visual y
en el lenguaje cotidiano de la que se da en el marco tedrico de este trabajo.

Una vez concluido el trabajo de investigacién se regresard al aula, donde cada grupo deberd de
explicar al resto de sus companeros y companeras qué es lo que han aprendido sobre los fractales
y estos a su vez podran decir si ellos han entendido los mismo. La funcién del o la docente en este
momento es fundamental, ya que debe de guiar el posible debate que se genere en clase y hacer
que las conclusiones se dirijan hacia los concocimientos que queremos transmitir y no se queden
con posibles conceptos erréneos que pueda mencionar algin grupo por no haber comprendido algo
bien.

Ademsds de partir de las definiciones bésicas, seria adecuado que el alumnado pudiese ver ejemplos
claros de fractales y aplicaciones que se les dan. Para ello se pueden seleccionar algunos fragmentos
del documental Fractals - Hunting the hidden dimension, donde se ven muchos ejemplos de fractales
en la naturaleza.

También podria ser una buena opcidn si se utiliza el aula de informatica que el alumnado pueda ver
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algunos ejemplos de fractales de una forma mucho més dindmica. En [19] (Sada, 2017) encontramos
algunos ejemplos de fractales en los que se puede ir variando el nimero de iteraciones con GeoGebra.
Sesiones 3 y 4

La sesién empezard con una sintesis de las ideas que se comentaron en la sesién anterior por parte
del docente. Es importante que queden todos los conceptos bien claros para evitar confusiones a la
hora de empezar a trabajar los fractales. A continuacién, esta sesién y en la siguiente el alumnado
trabajara en grupos. El objetivo es que trabajen algiin ejemplo practico de fractal para asentar bien
los contenidos vistos en la sesion anterior. Para ello, se le repartira a cada grupo una ficha en la
que aparecera un ejemplo de fractal, con la explicacion de como se construye. Después apareceran
una serie de preguntas que habréan de contestar y entregar al final de la sesiéon. A continuacién
encontramos las diferentes fichas que se utilizaran en el aula.

Después de cada una de las fichas podemos ver un anélisis de las dificultades que pueden encontrar

los alumnos y las alumnas a la hora de trabajar con ellas.
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Ficha 1. El triangulo de Sierpinski

Partimos de un tridngulo equildtero, y lo dividimos en cuatro tridngulos equilateros utilizando los
puntos medios de cada lado como vértices para los nuevos triangulos. Ahora eliminamos el triangulo
en el que ninguno de los vértices coincide con un vértice original. En la siguiente iteracién repetimos
el proceso con cada uno de los tridngulos restantes, y asi sucesivamente. El esquema de cémo se
forma el tridangulo de Sierpinski seria el que aparece en la figura 77.

Supongamos que partimos de un tridngulo equildtero de lado I = 1 y queremos construir su
triangulo de Sierpinski. Entendemos por perimetro de la figura a los bordes que quedan al suprimir

los tridngulos. Responded a las siguientes preguntas:
» ;Cudl es su perimetro inicial?
» ;Cudl es su perimetro tras la primera iteracién?
v ;Y tras la segunda y la tercera?

= ; Qué crees que le sucederia al perimetro si siguiésemos realizando iteraciones? ;Creceria cada

vez mas, decreceria o se acercaria a algun valor?
s ;Cual es su drea inicial?
» ;Cudl es el area tras una iteracién?

= ;Y tras dos o tres iteraciones?

., Qué crees que le pasara al drea si realizdsemos mas iteraciones?
Supongamos ahora que tenemos un tridngulo de lado desconocido .
s ;Cudl es su permimetro inicial?

= ;Cudl es el perimetro tras realizar una, dos o tres iteraciones?
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= ;Qué le sucede al perimetro cuando seguimos realizando iteraciones? ;Se comporta como el
de lado [ = 1 o depende de la medida del lado?

s ;Cudl es su drea inicial?
= ;Y su éarea tras una, dos o tres iteraciones?

= ;Crees que el drea se comportora igual que en el caso en el que el lado media una unidad?

. Qué dificultades pueden encontrar?

A la hora de trabajar el tridngulo de Sierpinski, se puede observar como el area va descendiendo
con cada una de las iteraciones, sin embargo, puede que para el alumnado resulte complicado
visualizar que tras un nimero infinito de iteraciones este area sera 0.

Ademds, también podria ser que encontrasen dificultades a la hora de realizar el calculo simbdlico,
ya que las operaciones para poder calcular las areas de los tridangulos que vamos eliminando pueden

ser algo confusas.
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Ficha 2. La curva de Koch

La curva de Koch se genera a partir de un segmento de lado [, de modo que en la primera iteracién
se divide el segmento en 3 partes iguales y se sustituye la del medio por los lados que junto a
él formarian un tridngulo rectangulo de lado é si lo mantuviésemos. En la siguiente iteracién
realizariamos los mismo en cada uno de los segmentos restantes y asi sucesivamente como se

muestra en la figura ?77.

Supongamos que partimos de un segmento de lado | = 1 y que queremos construir su curva de
Koch. Imagina que la curva esta cerrada por bajo por el segmento inicial. Responded a las siguientes

preguntas:
» ;Cudl es su perimetro inicial?
» ;Cudl es su perimetro tras la primera iteracién?
v ;Y tras la segunda y la tercera?

= ; Qué crees que le sucederia al perimetro si siguiésemos realizando iteraciones? ;Creceria cada

vez més, decreceria o se acercaria a algin valor?
s ;Cudl es su area inicial?
» ;Cudl es el area tras una iteracién="
» /Y tras dos o tres iteraciones?

= ;Qué crees que le pasard al area si realizdsemos méds iteraciones?
Supongamos ahora que tenemos un segmento de medida desconocida .
s ;Cudl es su permimetro inicial?

s ;Cudl es el perimetro tras realizar una, dos o tres iteraciones?
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= ;Qué le sucede al perimetro cuando seguimos realizando iteraciones? ;Se comporta como el

de longitud I = 1 o depende de la medida del segmento?
s ;Cudl es su drea inicial?
= ;Y su éarea tras una, dos o tres iteraciones?

s ;Crees que el area se comportard igual que en el caso en el que el segmento media una
unidad?

. Qué dificultades pueden encontrar?

Ahora nos encontramos en un caso contrario al de antes. Al trabajar la curva de Koch podemos
observar que el area es cada vez mayor, aunque cada vez se afiade un area mas pequena, esto puede
resultar confuso para el alumnado, ya que puede que tengan problemas para identificar que ese

area sera finita.
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Ficha 3: Alfombra de Sierpinski

Para formar la alfombra de Sierpinski partimos de un cuadrado. En la primera iteracién dividimos
el cuadrado en 9 cuadrados iguales y eliminamos el que ocupa el puesto central. En la segunda
iteracién realizamos el mismo proceso con cada uno de los cuadrados restantes. Si siguiésemos
hasta el infinito construirfamos el fractal conocido como alfombra de Sierpinski como vemos en la

figura 10

Figura 10: Alfombra de Sierpinski

Supongamos que partimos de un cuadrado de lado [ = 1 y queremos construir su alfombra de Sier-
pinski. Entendemos por perimetro de la figura a los bordes que quedan al suprimir los cuadrados.

Contestad a las siguientes preguntas:

;,Cual es su perimetro inicial?
s ;Cudl es su perimetro tras la primera iteracién?
» ;Y tras la segunda y la tercera?

= ; Qué crees que le sucederia al perimetro si siguiésemos realizando iteraciones? ;Creceria cada

vez mas, decreceria o se acercaria a algun valor?
s ;Cudl es su area inicial?
» ;Cudl es el drea tras una iteracién?

s ;Y tras dos o tres iteraciones?

., Qué crees que le pasara al drea si realizdsemos mas iteraciones?

Supongamos ahora que tenemos un cuadrado de lado desconocido I.
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= ;Cudl es su permimetro inicial?
s ;Cudl es el perimetro tras realizar una, dos o tres iteraciones?

s ;Qué le sucede al perimetro cuando seguimos realizando iteraciones? ;Se comporta como el

de longitud [ = 1 o depende de la medida del segmento?
s ;Cudl es su érea inicial?
= ;Y su area tras una, dos o tres iteraciones?

s ;Crees que el area se comportara igual que en el caso en el que el segmento media una
unidad?

. Qué dificultades pueden encontrar?
El caso de la alfombra de Sierpinski es muy similar al del tridngulo de Sierpinski, solo que en este
caso se trabaja con cuadrados y no con tridngulos, por lo que en este caso el cédlculo simbdlico se

simplifica bastante.
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Ficha 4: Copo de nieve de Koch

Para construir el copo de nieve de Koch utilizamos un algoritmo similar al que se usa para construir
la curva de Koch, pero esta vez partiremos de un tridngulo equilatero y haremos la curva de Koch
tomando como segmento cada lado, es decir, dividimos cada lado en tres partes iguales, eliminamos
la parte central y la sustituimos por un tridngulo equilatero. En la siguiente iteracién realizamos
el mismo proceso con cada uno de los segmentos que tenemos en la nueva figura. Si seguimos de
manera indefinida obtendriamos el copo de nieve de Koch, nombrado asi por su similitud con un

copo de nieve. La figura 11 muestra las primeras iteraciones de la construccién del copo de nieve.

/\ L3
L8R3

Figura 11: Copo de nieve de Koch

Supongamos que partimos de un triangulo equilatero de lado [ = 1 y queremos construir su copo

de nieve de Koch. Responded a las siguientes preguntas:
» ;Cudl es su perimetro inicial?
» ;Cudl es su perimetro tras la primera iteracién?
» ;Y tras la segunda y la tercera?

= ; Qué crees que le sucederia al perimetro si siguiésemos realizando iteraciones? ;Creceria cada

vez mas, decreceria o se acercaria a algun valor?
s ;Cudl es su area inicial?
» ;Cudl es el drea tras una iteracion?
» /Y tras dos o tres iteraciones?

= ;Qué crees que le pasard al area si realizdsemos méds iteraciones?
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Supongamos ahora que tenemos un triangulo equilatero de lado desconocido I.
s ;Cudl es su permimetro inicial?
s ;Cudl es el perimetro tras realizar una, dos o tres iteraciones?

s ;Qué le sucede al perimetro cuando seguimos realizando iteraciones? ;Se comporta como el

de longitud [ = 1 o depende de la medida del segmento?
s ;Cudl es su édrea inicial?
= ;Y su area tras una, dos o tres iteraciones?

» ;Crees que el area se comportara igual que en el caso en el que el segmento media una

unidad?

. Qué dificultades pueden encontrar?

El copo de nieve de Koch se podria tratar como una curva de Koch en cada uno de los lados del
tridngulo, por lo que las dificultades que pueden encontrar serian similares a las de la curva de
Koch. En este caso también pueden tener problemas para identificar cuantos nuevos tridngulos

aparecen en cada iteracion.
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Sesién 5

En esta sesién el alumnado trabajard en grupos para confeccionar material para realizar una
exposicién. Lo que se pretende es que todo este material quede expuesto en algiin lugar del instituto
para que lo puedan ver el resto de estudiantado del centro.

A cada grupo se le asignard un fractal mateméatico y deberdan de buscar informacién sobre el fractal
asignado y deberan de hacer una representacién en dos o tres dimensiones en funciéon del material
que les toque.

La informacién requerida en cada uno de los fractales sera:

Perimetro. Solo en el caso en el que el fractal sea una curva plana como el tridangulo de

Sierpinski.

Area. Tanto si el fractal es una curva en el plano como una superficie en el espacio.

Volumen. Solo si es una superficie en el espacio.

Algoritmo para la construccién del fractal.
= Dimensién fractal.

Las construcciones que podemos encontrar son

Fractal 1. El triangulo de Sierpinski

En [6] (Fractales en papel, 2016) encontramos el algoritmo paso a paso de como confeccionar un

triangulo de Sierpinski con papel. El resultado a obtener es el siguiente:

Figura 12: Tridngulo de Sierpinski en una cartulina
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Fractal 2: La esponja de menger

En [15] se muestra como confeccionar una esponja de Menger a partir de papel. El resultado que

buscamos obtener es el que vemos en la figura 13.

Figura 13: Esponja de Menger con papel

Fractal 3: Tetraedro de Sierpinski

En [10] encontramos el procedimiento para construir una pirdmide de Sierpinski, el resultado

buscado es el que se ve en la figura 14.

Figura 14: Tetraedro de Sierpinski
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Fractal 4: Escalera fractal.

Podremos encontrar el procedimiento para construir la escalera fractal con papel en [7] (Garcia,

2009). La figura resultante es la que aparece en la figura 15.

Figura 15: Escalera fractal

Sesion 6 A continuacién cada grupo deberd de exponer al resto de componentes de la clase el

trabajo realizado, es importante que expliquen:

» Cémo se construye el fractal que se les ha asignado.
» Sus propiedades (drea, volumen, dimensién...).

s Cémo lo han construido ellos con papel y boli.

Saldran por turnos a exponer frente al resto de alumnos y alumnas. En cada grupo deberan de
hablar todos y todas. Tras realizar su exposicion el resto de la clase dispondré de 5 minutos para

hacer preguntas si lo consideran oportuno.

Sesién 7 En esta ultima sesién se realizard una evaluacién de la actividad. Esta evaluacién la
realizard cada estudiante de manera individual y constara de dos partes.
La primera parte consitira en una ficha con una serie de preguntas que serviran a el o la docente

para evaluar los conocimientos adquiridos por los estudiantes. Las preguntas a realizar serdn:

s ;Cémo definirias un fractal?

= ;Dénde podemos encontrar fractales en la naturaleza?
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= Nombra algunos fractales que conozcas.

s Dibuja alguno de los fractales que has aprendido mediante esta actividad

La segunda parte es la que se usara para ver que sensaciones han tenido los alumnos y las alumnas
al realizar la actividad y que se deberia mejorar o adaptar de cara a realizar la actividad en futuras

ocasiones. Se realizard mediante una serie de preguntas.

= ;Coémo te has sentido al trabajar junto a otros u otras estudiantes? ;Crees que os habéis
repartido bien el trabajo o que algunos han trabajado mas? ;Qué cambiarias de vuestra

forma de trabajar?

= ; Qué te ha parecido interesante de los fractales? ;Los conocias antes de realizar esta activi-

dad?
s ; Crees que construir un fractal con papel te ha servido para entenderlos mejor?

s ;Hay algo del contenido visto en clase qué no te ha quedado claro o qué crees que se podria

explicar mejor?
s ;Te ha gustado la metodologia que se ha seguido? ;Qué cambiarias?

= Por tdltimo, si te ha quedado algo por comentar es el momento de que lo hagas libremente.

3.7. Materiales y espacios

Para poder desarrollar esta actividad, es importante tener en cuenta el material que va a necesitar
el estudiantado y el profesorado para poder trabajar.

Espacios necesarios:
s Aula en la que se suele desarrollar la clase.
» Aula de informaética.

Material necesario:

s Cartulinas.

Pegamento.

Tijeras.

Proyector.

Movil (solo en el caso en el que no se pueda acceder al aula de informatica).
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3.8. Evaluacién de la actividad

Por ltimo dentro de lo que es la propia actividad faltaria establecer un criterio de evaluacién,
es decir, como vamos a evaluar como docentes esta actividad. La propuesta que se realiza en este

trabajo es la siguiente:

= Un 20% de la nota de la actividad saldré de las fichas de ejercicios entregadas. La nota serd

la misma para todo el grupo.. Se valoraré:

e 20 % la presentacion.
e 50 % que expresen sus razonamientos y calculos con claridad.

e 30% que los célculos realizados sean correctos.
» Un 60% el material realizado. Se valorara:

e 30% el fractal realizado, teniendo en cuenta sobre todo el estado en el que se encuentre
(bien construido y no hecho de cualquier manera). La nota serd la misma para todo el
grupo.

e 30% La informacién que acompana al fractal, valorando que esté toda la informacién
que se pedia, que esté organizada, bien explicada... La nota serd la misma para todo el
grupo.

e 40 % La exposicién realizada al resto de la clase. Aqui se valorara que se use el lenguaje

adecuado, que participe todo el grupo, que sean claros... La nota sera individual.

s 20 % restante serd de las preguntas de evaluacién que responderan en la ltima sesién. La

nota sera individual.

4. Conclusiones

Creo que esta actividad puede ser muy beneficiosa para alumnado de secundaria. Por una parte
por la importancia que se le da al trabajo cooperativo, que como ya he comentado antes, creo que
es fundamental para aprender matematicas. Por otro lado, el hecho de que los alumnos y alumnas
tengan un margen de trabajo auténomo en el que construir su propia visién de los conceptos puede
potenciar su independencia para estudiar nuevos conceptos en el futuro.

Me gustaria destacar los fractales como la herramienta principal de este trabajo para cubrir los
objetivos propuestos. Creo que el hecho de poder encontrarlos frecuentemente en la naturaleza hace
que sean un objeto matematico atractivo para el estudiantado, ya que pueden ver su relacién directa
con el mundo que les rodea. También creo que es muy positivo que sean objetos matematicos que
se construyen paso a paso hasta el infinito, es decir, permite al alumnado entender el procedimiento
constructivo de los fractales y ayudarles a intuir que es lo que pasard tras infinitas iteraciones. En
otras palabras, permitird a los alumnos y alumnas llegar al concepto infinito abstracto a partir de
objetos finitos que conocen.

Por otra parte, creo que también puede ser muy positivo que conozcan ramas de las matematicas
relativamente recientes, por que esto les puede conectar mas con la disciplina y hacerles ver que

sigue siendo un campo de estudio activo y que se sigue renovando.
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5. Valoracién personal

En general mi valoracién del trabajo realizado es bastante positiva. Cuando empecé a confeccionar
este material, lo hice pensando en algo que me resultase interesante como matematico, pero que
pudiese llegar también al alumnado. Eso me llevé a escoger el tema de los fractales, que es algo
que desde que conozco me ha llamado bastante la atencion.

Por una parte me quedo muy satisfecho con los conocimientos matmematicos que he tenido que
adquirir para poder desarrollar el marco tedrico. Siempre me han gustado mucho las matematicas
tedricas y esta bien seguir trabajandolas de vez en cuando.

Ademas, conforme he ido confeccionando los materiales, las sesiones, buscando informacién..., he
pensado que es un tipo de actividad que me hubiese gustado mucho poder realizar cuando era
estudiante, y confio en que si alguna vez se realiza con estudiantes de secundaria, ellos podran
disfrutar y aprender realizdndola.

Me hubiese gustado mucho haber podido poner en préctica esta actividad en las practicas (o al
menos una version reducida) pero por falta de tiempo no pude llegar a realizarla. Pero espero

poder ponerla en practica en un futuro préoximo trabajando como docente.
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