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Resumen

El objetivo de este trabajo es estudiar la relacion entre los
semigrupos numéricos y ciertos aspectos geométricos de las cur-
vas con un lugar en el infinito, y de forma mas general del caso
de curvas polinomiales.

Para desarrollar esta memoria ha sido necesario familiari-
zarnos con conceptos como las d-sucesiones caracteristicas, los
semigrupos planares y valoraciones, asi como las sucesiones que
forman las raices aproximadas de la ecuacién que define una cur-
va con un lugar en el infinito.

Todo ello nos ha servido para entender los principales resulta-
dos relacionados con este tema, como el Teorema del Semigrupo
de Abhyankar-Moh y su reciproco dado por Sathaye y Stener-
son. Ademads, nos ha permitido ampliar el estudio a resultados
mas recientes derivados de los planteamientos aplicados al caso
general de curvas polinomiales.

Abstract

The purpose of this work is to study the relationship between
numerical semigroups and certain geometric aspects of curves
with a single place at infinity, and in a broader sense to polyno-
mial curves.

In order to develop this work it has been necessary to get
used to some concepts such as characteristic d-sequences, planar
semigroups and valuations, as well as the sequences formed by
the approximate roots of the equation that defines the curve with
a single place at infinity.

Those have been the keys to study the main results concer-
ning this topic, such as Abhyankar-Moh’s Semigroup Theorem
and its reciprocal given by Sathaye and Stenerson. Furthermore,
this let us extend this work to more recent results concerning the
general case of polynomial curves.
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Introduccion

La presente memoria estudia la relacién existente entre los subconjuntos de
los enteros no negativos cerrados por la suma y cuyo complementario en N
es finito (semigrupos numéricos) y las curvas definidas sobre un cuerpo de
caracteristica cero algebraicamente cerrado tales que su clausura interseca
con la recta en el infinito del plano proyectivo en un tinico punto y son lo-
calmente irreducibles en ese punto (curvas con un lugar en el infinito).

Para relacionar estos objetos que a priori parecen tan distantes, necesita-
mos introducir la definicién de d-sucesiéon caracteristica, esto es, sucesio-
nes de enteros positivos cuyos términos satisfacen determinadas condiciones
que explicaremos en el trabajo. Estas d-sucesiones caracteristicas generan
semigrupos numéricos con propiedades especiales a los que llamaremos se-
migrupos planares, siguiendo la terminologia de Sathaye y Stenerson en [14].

Por otra parte, si tenemos un polinomio f en dos variables X e Y sobre
un cuerpo k algebraicamente cerrado que satisface ciertos requerimientos,
podemos definir una curva mediante f = 0 y si ademas el grado de f en Y
no es congruente con cero moédulo la caracteristica del cuerpo sobre el que
estd definido, entonces podremos decir que la curva definida por f tiene un
lugar en el infinito.

Dada una curva C con un lugar en el infinito, existe un semigrupo de valores
I'(C) formado por los 6rdenes de los polos para elementos de ciertas funcio-
nes regulares que se pueden asociar a C'; es mas, esto lleva a probar que I'(C)
estd generado por ciertos valores que forman una §-sucesién caracteristica
que se puede computar como los érdenes de los polos de las llamadas raices
aproximadas de la ecuacién que define a C, esto es, f = 0.

Estas raices aproximadas de la curva definida por f forman lo que denomi-
naremos una g-sucesion, y los términos de la d-sucesién caracteristica son los
ordenes de polo de estas raices aproximadas, lo que nos da la relacién entre
el semigrupo planar generado por esta §-sucesion caracteristica y las raices
aproximadas de la curva. Ademads, las imdgenes modulo k de los monomios
estandar en esta g-sucesion forman la base de un k-espacio vectorial en el
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anillo de coordenadas de la curva definida por f.

En esta memoria se presentan algunos resultados cuyas demostraciones re-
quieren del manejo de conceptos que escapan al alcance de este trabajo,
como el operador de Tschirnhausen, los desarrollos en serie de Puiseux o las
deformaciones de series de potencias. Esto se debe a que hay otras mane-
ras de trabajar los aspectos geométricos relacionados con el tema que nos
ocupa, por ejemplo, también se puede establecer que una curva algebraica
irreducible en el plano complejo afin C2 tiene un lugar en el infinito si la
normalizacién de la curva es analiticamente isomorfa a una superficie de
Riemann compacta agujereada en un punto.

Nosotros esquivaremos este enfoque en medida de lo posible, aunque algunos
resultados aqui presentados se pueden demostrar utilizando estos plantea-
mientos junto con herramientas topoldgicas como el estudio del grafo dual
de la resolucién minimal de la singularidad de la curva en el infinito. Para
més informacién sobre estas cuestiones puede consultarse, por ejemplo, [15].

El primer capitulo de esta memoria estd dedicado a introducir la definicién
de semigrupo numérico junto con sus elementos mas representativos, como
los conjuntos de Apéry, nimero de Frobenius o el conductor (seccién 1.1);
introducir las d-sucesiones caracteristicas y algunos aspectos relacionados
con su computaciéon en GAP (seccién 1.2); y la definicién y propiedades
principales de los semigrupos planares, es decir, semigrupos generados por
d-sucesiones caracteristicas (seccién 1.3).

El segundo capitulo establece de manera mas formal el vinculo entre las 4-
sucesiones caracteristicas y las curvas con un lugar en el infinito mediante el
uso de valoraciones, definiendo el semigrupo de valores de la curva (seccién
2.1) para después introducir las g-sucesiones y sumergirse en los resultados
mas importantes que nos permiten establecer bajo qué condiciones existe
un semigrupo de valores generado por una §-sucesién caracteristica para un
polinomio conocido, y reciprocamente, bajo qué condiciones una d-sucesion
caracteristica dada tiene asociada una curva con un lugar en el infinito cuyo
semigrupo de valores sea el semigrupo numérico generado por la d-sucesion
caracteristica.

Los resultados que proporcionan respuesta a estas cuestiones son, respec-
tivamente, el Teorema del Semigrupo de Abhyankar-Moh y el Teorema de
Sathaye-Stenerson, publicado en la principal referencia bibliografica de es-
te trabajo, [14], cuyo esquema se ha seguido para la elaboracién de esta
memoria. Ademds, también incluyen la existencia de la g-sucesién, y que
esta g-sucesion efectivamente representa las raices aproximadas de f y el
semigrupo numérico generado por la d-sucesién caracteristica representa el



conjunto de grados de los monomios estandar.

La seccién final del segundo capitulo (seccién 2.3) trata los avances sobre
la siguiente cuestion planteada por Abhyankar: dado un semigrupo planar,
jexiste una curva polinomial tal que su d-sucesién caracteristica asociada
genere dicho semigrupo planar? Veremos brevemente los diversos avances
que publicaron diferentes autores hasta que Fujimoto, Suzuki y Yokoyama
proporcionaron una respuesta a esta pregunta en su publicacién [8], del ano
2004.






Capitulo 1

Semigrupos numeéricos y
d-sucesiones

Como hemos dicho, el objetivo de esta memoria es estudiar la relacién en-
tre los semigrupos numéricos generados por d-sucesiones caracteristicas y
las singularidades en el infinito de curvas polinomiales. Para conseguir dicha
meta, debemos empezar por introducir las definiciones de semigrupo numéri-
co y d-sucesién caracteristica, asi como los aspectos mas relevantes de estos
objetos, antes de continuar nuestro camino hacia los resultados principales
del segundo capitulo.

El presente capitulo trata los mencionados aspectos de los semigrupos numéri-
cos y las d-sucesiones caracteristicas, e ilustra mediante el uso de la herra-
mienta computacional GAP y su paquete para semigrupos numéricos Nume-
ricalSgps, algunos ejemplos de los objetos que definiremos. Ademas veremos
algunas funciones del paquete NumericalSgps que resultan de gran utilidad.

1.1. Semigrupos numéricos

Comencemos esta primera seccién definiendo qué es un semigrupo numérico,
para después introducir sus elementos més relevantes para el desarrollo del
tema que nos ocupa:

Definicion 1.1. Sea N el conjunto de enteros no negativos. Un semigrupo
numérico es un subconjunto no vacio S C N cerrado por la suma, que
contiene el cero y cuyo complementario en N es finito.

Noétese que la condicién de que su complementario en N sea finito es equi-
valente a que el maximo comun divisor de sus elementos sea 1.
Si ay, ..., a, son enteros positivos con med(ay, ...,a,) = 1, entonces el con-
junto

(ay,...,an) = {\1a1 + ... + \pa, € N}
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es un semigrupo numeérico. Ademds, todo semigrupo numérico es de esta
forma.

El estudio de semigrupos numéricos es equivalente al estudio de las solu-
ciones enteras no negativas de ecuaciones diofanticas lineales, es decir, de
ecuaciones lineales no homogéneas con coeficientes enteros positivos: Dados
ai, ..., G, enteros positivos y primos relativos, el conjunto de elementos b € N
tales que existe solucion entera no negativa para ai1x1 + ... + apx, = b forma
un semigrupo numérico.

Ma4s adelante explicaremos como esto nos permite utilizar los semigrupos
numéricos para el estudio de las singularidades de curvas planas.

Definiciéon 1.2. Diremos que ay, ..., a, forman un sistema de generadores
para el semigrupo numérico S si todo elemento de .S se puede expresar como
combinacién lineal de su sistema de generadores, es decir, si (ay, ..., an) = S.
Si existe un sistema de generadores de S finito, diremos que S es finitamente
generado.

En caso de que ningin subconjunto de {ai,...,a,} sea un sistema de ge-
neradores para S, diremos que es un sistema de generadores minimal para

S.

Observemos que si (aq, ..., a,) = S, entonces med(ay, ..., a,) = 1 y reciproca-
mente, si aq, ..., a, €s un conjunto de enteros no negativos tales que se tiene
mcd(aq, ..., a,) = 1, entonces (aq, ..., a,) es un semigrupo numérico.

Definicién 1.3. Se define la dimension de inmersion de un semigrupo
numérico S como el cardinal de su sistema minimal de generadores, y la
denotaremos por e(.9).

Definicion 1.4. Se define la multiplicidad de un semigrupo numérico S
como el més pequenio de los elementos de S, y la denotaremos por m(S5).

La multiplicidad es también el menor de los elementos que forman un sistema
de generadores minimal para S y da una cota superior para la dimension
de inmersién de un semigrupo numérico, es decir, e(S) < m(S). La razén
es que dos generadores minimales no pueden ser congruentes moédulo la
multiplicidad del semigrupo numeérico.

Definicién 1.5. Diremos que un semigrupo numérico tiene mdzima dimen-
sion de inmersion si se da la igualdad e(S) = m(S).

Los semigrupos numéricos con maxima dimensién de inmersiéon son parti-
cularmente interesantes debido a ciertas aplicaciones en el dlgebra conmu-
tativa y a sus propiedades maximales. Existen dos subclases dentro de los
semigrupos numéricos con maxima dimensién de inmersion, formados por
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aquellos que cumplen la propiedad de Arf y aquellos que son saturados.
Estas dos familias de semigrupos numéricos estan relacionadas con la reso-
lucién de ciertas singularidades en una curva, es decir, poseen un significado
geométrico.

Definicion 1.6. Diremos que un semigrupo numeérico tiene la propiedad de
Arf si para todo x,y,z € S tales que £ > y > z se cumple que x+y—2 € S.

Definicion 1.7. Diremos que un semigrupo numérico es saturado si dados
$,81,...,8 € S tales que s; < s para todo i = 1,...,7 y z1,..., 2, € Z son
tales que z181 + ... + 28 > 0, se tiene que s+ z181 + ... + 28, € S.

Definicion 1.8. Se dice que un elemento de un semigrupo numérico S es
primitivo si no es la suma de dos elementos no nulos de S.

Introduzcamos ahora el namero de Frobenius, que en términos de ecuacio-
nes diofanticas representa, para un semigrupo numérico S con sistema de
generadores ay, ..., a,, el entero mas grande para el que no existe solucion
entera no negativa de ayx1 + ... + apx, = b.

Definicion 1.9. Se define el numero de Frobenius de un semigrupo numérico
S como el mayor entero positivo que no pertenece a S. Denotaremos este
ndmero por g.

En [4], A. Assi y P. A. Garcia-Sanchez proporcionan un método compu-
tacional para hallar con GAP todos los posibles sistemas de generadores
para semigrupos numéricos con un nimero de Frobenius dado.

Existe otro elemento dentro de un semigrupo numérico de gran interés (como
veremos més adelante) que estd intimamente relacionado con el nimero de
Frobenius:

Definicion 1.10. Se define el conductor de un semigrupo numérico S como
el menor entero no negativo perteneciente a S tal que todos los enteros ma-
yores que €l también pertenecen a S. El conductor de un semigrupo numérico
es igual a su ntimero de Frobenius més uno.

Otros subconjuntos de los semigrupos numéricos de gran utilidad son los con-
juntos de Apéry, pues son un sistema de generadores del semigrupo numérico
no minimal, que nos permitirin demostrar la finitud de cualquier sistema
minimal de generadores de un semigrupo numérico:

Definicion 1.11. Sea S un semigrupo numérico, y sea n € S un elemento
no nulo. Se define el conjunto de Apéry de n en S como

Ap(S,n)={se S:s—n¢ S}
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Lema 1.12. Sea S un semigrupo numérico y sea n € S un elemento no
nulo. Entonces

Ap(S,n) = {w(0) = 0,w(1),...,w(n — 1)},

donde w(i) es el elemento de S mds pequeno congruente con i mddulo n,
para todo 1 =0,....,n — 1.

Demostracion. Basta observar que si S es semigrupo numérico, entonces
para todo ¢ =1,...,n — 1 existe un k € N tal que i + kn € S. O

El Lema 1.12 implica que el conjunto de Apéry de n en S consta de n
elementos, y ademdas nos proporciona el siguiente corolario:

Corolario 1.13. Sea S un semigrupo numérico y sea n € S un elemento
no nulo. Entonces para todo s € S existe un unico par (k,w) € N x Ap(S,n)
tal que s = kn + w.

Para la demostracién de que todo semigrupo numeérico es finitamente ge-
nerado necesitaremos de los conjuntos de Apéry y del siguiente resultado
auxiliar:

Lema 1.14. Sea S un semigrupo numérico y denotemos S \ {0} por S*.
Entonces S* \ (S* + S*) es un sistema minimal de generadores para S.
Ademds, todo sistema de generadores para S contiene a S*\ (S* + S*).

Demostracion. Sea s € S. Empecemos por ver que S* \ (S* + 5*) es un
sistema de generadores para S:

Sis ¢ S*\ (5" + S*), entonces existen x e y en S* tales que s = = + y.
Repitiendo este argumento para x e y y dado que =,y < s, tras un nimero
finito de pasos obtenemos una coleccién de elementos si, ..., s, € S*\ (S* +
S*) tales que s = s1 + ... + s,. Por tanto, S* \ (S* + S*) es un sistema de
generadores para S.

Sea ahora A otro sistema de generadores para S, y tomemos x € S*\ (S* +
S*). Entonces existen n € N no nulo, A\, ..., A\, € N,y ay,...,a, € A tales que
r = Ajai+...+Apay. Puesto que z ¢ S*+ 5%, tenemos que = = a; para algin
i € {1,...,n}, luego S*\ (S* + S*) es un sistema minimal de generadores
para S y cualquier otro sistema de generadores para S lo contiene. ]

Como deciamos, este Lema 1.14 nos permite demostrar el siguiente resulta-
do:

Teorema 1.15. Todo semigrupo numérico admite un sistema minimal de
generadores. Ademds, este sistema minimal de generadores es finito.

Demostracion. En el Lema 1.14 vimos que S* \ (S* + S*) es el sistema
minimal de generadores para S. Por el Corolario 1.13, para todo n € S* se
tiene que S = (Ap(S,n) U{n}). Como Ap(S,n)U{n} es finito, ocurre que
S*\ (S* + S*) también lo es. O
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Definicién 1.16. Sean S un semigrupo numérico y {ai, ..., a,} un sistema

minimal de generadores para S. Sean d; = ag, d; = med(d;—1,a;—1) y n; =

d,i para i = 2,...,n + 1. Diremos que S es un semigrupo numérico libre si
i+l .. . .

satisface las siguientes condiciones:

1. ny >1parai=1,...,n.
2. n;a; € (ag,...,a;—1) parai=1,...,n.

Dado un semigrupo numérico S con un sistema minimal de generadores
{ni,...,ne}, Para todo i = 2,...;e podemos definir ciertas constantes que
pueden resultar de utilidad:

- di = mced(ny,...,ni—1),

- ¢; = min{k € N\ {0} : kn; es multiplo de d;},

- ¢;* =min{k € N\ {0} : kn; € (n1,...,ni—1)},

- ¢; =min{k € N\ {0} : kn; € (n1,...,ni—1,Mi41, .., Ne) },

Las constantes ¢; se pueden utilizar para expresar de manera tinica cualquier
entero como combinacién lineal de nq, ..., ne:

Lema 1.17. Sea S un semigrupo numérico con {ny,...,n.} un sistema mi-
nimal de generadores. Entonces todo z € 7 se puede expresar de manera
unica como z = A\ny + ...+ Aene, con \y € Z y \; € {0, ..., ¢ — 1} para todo
1=2,..,e.

Demostracion. Puesto que med(ng,...,n.) = 1, existen puq,..., e € Z ta-
les que z = piny + ... + pene. Por el algoritmo de la division, existen
g, A\e € Z tales que pe = qCe + Ae con 0 < A, < C.. Por tanto, z =
i1 + ...+ he—1Me—1 + @CeNe + AeNe. Sustituyendo ¢.n. por su expresion en
términos de nq, ..., n._1 y utilizando la Identidad de Bézout, obtenemos que
Z2=91N1 + oo + Ye—1Me—1 + Aee, donde 71, ..., Ye—1 € Z.

Repitiendo este procedimiento con los coeficientes de n._1 hasta ny obtene-
mos la expresion que buscdbamos.

Veamos ahora la unicidad de la expresién. Supongamos que

Z=An1 4 ... + Aene = png + ... + feNe,

COn A1, ey Aey i1, ooy fle € Z tales que A\jp; € {0,...,¢; — 1} para todo i =
2,...,e. Sea j el entero més grande en {1,...,e} tal que \; # p;. Dado que
A1n1 = ping implica que A; = pg, tenemos que j > 1.

Sin pérdida de generalidad, A\; > ;. Entonces

(Aj = pg)ng = (p1 — A)ng + oo+ (-1 — Aj—1)nj-1,

siendo esto un multiplo de d;. Por la minimalidad de ¢;, se tiene que 0 <
Aj — pj < & implica A\j = 5, lo que supone una contradiccién. O
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Ejemplo con GAP: Utilizando la libreria para semigrupos numéricos de
GAP NumericalSgps, podemos obtener los elementos de un semigrupo numéri-
co:

gap> S:=NumericalSemigroup(3,7);

<Numerical semigroup with 2 generators>
gap> SmallElements(S);

Lo, 3,6, 7,9, 10, 12 ]

gap> MinimalGeneratingSystemOfNumericalSemigroup(S) ;
[ 3, 7]

gap> EmbeddingDimension(S);

2

gap> MultiplicityOfNumericalSemigroup(S);

3

gap> FrobeniusNumberOfNumericalSemigroup(S);
11

gap> Conductor(S);

12

gap> GapsOfNumericalSemigroup(S);

(1, 2, 4, 5, 8, 11 1]

En este caso hemos definido el semigrupo numeérico S generado por a; = 3y
as = 7,y vemos que con GAP podemos hallar ficilmente los elementos de S
menores o iguales que el conductor de 5, el sistema de generadores minimal
de S, su multiplicidad y niimero de Frobenius, e incluso los gaps o lagunas de
S: los enteros positivos que no pertenecen al semigrupo numérico, el mayor
de los cuales es el nimero de Frobenius.

1.2. Las /-sucesiones y GAP

La relacién entre los semigrupos numéricos y las curvas con un lugar en
el infinito viene dada en gran medida por el concepto de §-sucesién carac-
teristica, como explicaremos mas adelante.

En esta seccién veremos como las J-sucesiones caracteristicas nos propor-
cionan un sistema de generadores, no necesariamente minimal, para un se-
migrupo numérico, cumpliendo ademads sus términos algunas propiedades
que resultaran necesarias para dar con los resultados més importantes del
segundo capitulo de esta memoria.

Construccién de sucesiones caracteristicas: Sea v # 0 un entero dado
y sea J un subconjunto de los enteros inferiormente acotado. Definimos in-
ductivamente un entero h(v, J) = h y dos sucesiones m(v, J) = (m1, ..., mp)
y d(v,J) = (di,...,dp+1) de la siguiente manera:
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1. Si J =0, entonces h =0, dy = |v| y m(v, J) = 0.

2. SiJ#0,sea D =mcd(J), dy = |v|, m3 =min J y dy = med(mq,dy).
Si do = D, fijamos h = 1 y paramos.

3. Si ya hemos definido dy,...,dr4+1 y m1i,...,ms, v D = d,41, entonces
fijamos h = r y paramos. Si no, definimos

mpy1 =min{p e J:pZO0mod d,11}y

dyyo = med(mq, ...,mpy1) = med(dpg1, Mpy1).
Nétese que D = djpy1|dp| - - - |dald;.
Algunas expresiones tutiles que utilizaremos mas adelante relacionadas con
los términos de las sucesiones caracteristicas son:
- Para ¢ = 2,...,h, tenemos ¢ = m1 y ¢ = m; — m;_1. Definiremos
dh+1 = Mpt1 = 0.
- Para i =1,..., h, se tiene s; = > ] ¢;d;.
- Para i =1,..., h, fijamos r; = fl—i vy 0 = —7;.

- Para i =1, ..., h, se tiene n; = dfl—il.
7

Notese que en todos los casos estos nimeros dependen de v y J. Salvo que
sea necesario, omitiremos este exceso de notacion.

Definicién 1.18. Sea u € 7 € k(7) una serie de potencias meromorfa en 7.
Dado un entero n, se define la sucesion caracteristica de u(1) como

J = Supp u(7) = {r: el coeficiente de 7" en u(7) es distinto de cero}.

Entonces m(v,u(1)) = m(v, J).
Mas alld, si f = f(X,Y) es un polinomio tal que

Femy) = [ (v = uwn)),

wn=1

donde n es el Y-grado de f(X,Y), entonces todas las series de potencias
u(wT) tienen el mismo soporte y podemos definir m(f) = m(—n,u(7)).

Aunque retomaremos el detalle sobre este asunto mas adelante, por ahora
podemos adelantar que esto quiere decir que la curva definida por f tiene
h = h(f) términos caracteristicos my = (m1(f), ..., mn(f)), y estos términos
caracteristicos son los que nos dan la anhelada relacién entre el polinomio f
y el semigrupo numérico que generan, ya que si n # 0 mod char k, diremos
que una curva definida por este tipo de polinomios es una curva con un lugar
en el infinito.
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Definicién 1.19. Una sucesién de enteros positivos (dp, ...,0p) es una d-
sucesion caracteristica si satisface las siguientes condiciones:

1. Sea d; = mced(dp,...,0;—1) para 1 < i < h+ 1. Sea n; = diil para
1 <i < h, entonces djy1 =1y n; > 1 para todo 7 > 2.

2. Se tiene d;n; € {do, ..., 0;—1}N, que es el semigrupo (no necesariamente
numérico) generado por {dg, ..., d;—1}.

3. Ocurre que §; < §;_1n;_1 — q;, de forma que ¢; > 0 para i > 2.

Definicién 1.20. Diremos que una J-sucesién caracteristica es no principal
si ninguno de dp, d; divide al otro.

Existe una funcién implementada en el paquete NumericalSgps de GAP para
determinar si una sucesion es §-sucesién caracteristica o no. Basta introducir
sus términos de la siguiente manera y nos devuelve el resultado:

Ejemplo con GAP:

gap> IsDeltaSequence([42,30,57,10]);
true

gap> IsDeltaSequence([22,11,17]);
false

El problema es que si nos detenemos a ver qué considera GAP una d-sucesién
caracteristica, nos encontramos con la siguiente definicién:

Definicién 1.21. Sea [ = (ag,aj...,ap) un conjunto de enteros positivos.
Entonces [ es una d-sucesién caracteristica si med(ag, ..., an) = 1, {ag, ..., ap)
es libre, ap Dy > agp41Dk11 ¥y ag > a1 > Doy > D3 > ... > Dpyq, donde
D1 =apy Dk = mCd(Dk_l, ak_l).

Si la comparamos con la definicién dada en la seccién anterior (definicién
1.19), observamos algunas diferencias. Empecemos por ver que la definicién
de D; de GAP para las §-sucesiones caracteristicas es equivalente a la defi-
nicién de los d; en la definicién 1.19:

El caso ¢ = 1 no representa ningtin problema, ya que vemos facilmente
que D; = ép = med(dg) = dyi. Pero, jqué ocurre para i > 17 En tal ca-
so tenemos que D; = med(D;—1,0 — i — 1) = med(d;—1,d;—1). Puesto que
di—1 = mcd(dg, ..., d;—2), esto es igual a med(dy, ..., d0;—2,0,—1) = d;. Como
hemos visto que se cumple para el caso ¢ = 1, el proceso de inducciéon nos
proporciona el resultado para todo <.
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Pero por desgracia esto no basta para que las dos definiciones que tenemos
para d-sucesién caracteristica sean equivalentes. Vedmoslo con un contra-
ejemplo:

Contraejemplo: Consideremos la d-sucesién caracteristica (22,11,17) y
veamos si es d-sucesiéon segun la definicién 1.19:

Para la sucesién formada por los valores dg = 22, 61 = 11 y § = 17, obtene-
mos di = med(22) = 22, dy = med(22,11) = 11 y d3 = med(22,11,17) = 1,
de forma que se cumple que d; > do > d3. Obtenemos también n; = % =2

y ng = 1—11 = 11, siendo ni,no > 1. Ademas se tiene que dy = 17 < d1nq1 =

11 - 2 = 22. Puesto que es evidente que dg > d1, sélo queda comprobar que
oiny = 22 € <50> = <22> y dono = 1711 € <(50,51> = <22,11>. Por tanto,
tenemos una J-sucesion caracteristica segun la definicién 1.19.

Sin embargo:

gap> IsDeltaSequence([22,11,17]);
false

Esto nos obliga a plantearnos dénde esté la razén de esta no equivalencia, es
decir, para qué d-sucesiones caracteristicas las dos definiciones coinciden y
para cuales no. Si conseguimos resolver esta cuestién, podremos sacar prove-
cho de la funcién de GAP IsDeltaSequence() sin encontrarnos con sorpresas
desagradables.

Observemos con més detenimiento la cuarta condicion de la definicién 1.21:
0 >01>dy > ... > dh+1.

Puesto que d2 = med(dp, d1), si tomamos una sucesién principal, es decir,
con 0y = ko para algin k € N\ {0, 1}, obtendremos que dz = d1, con lo que
no se cumplira la desigualdad estricta §; > do y GAP no considerara que sea
una Jd-sucesién caracteristica. Sin embargo, en la definicién 1.19 no se pide tal
requisito, por lo que para nosotros si que serd una d-sucesiéon caracteristica
y simplemente diferenciaremos que es una d-sucesion caracteristica principal.

Para evitar discrepancias con GAP y otras complicaciones, conviene tra-
bajar con §-sucesiones caracteristicas formadas por sistemas minimales de
generadores, ya que esto obliga, como poco, a que las d-sucesiones sean no
principales.

Estudiaremos los semigrupos generados por d-sucesiones en la siguiente sec-
cién.
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1.3. Semigrupos planares y sus propiedades

En la seccién anterior, veiamos la relaciéon entre un polinomio f y una 6-
sucesién caracteristica (0o, ..., d) a través de los términos caracteristicos de
la curva definida por f = 0.

Ahora, a través de la §-sucesién caracteristica podemos definir el tipo de se-
migrupo numérico que va a protagonizar en gran medida el siguiente capitulo
de esta memoria, asi como presentar algunas de sus propiedades mas impor-
tantes:

Definicién 1.22. Un semigrupo generado por una d-sucesion caracteristica
se llama semigrupo planar. Denotaremos el semigrupo planar generado por
la d-sucesién caracteristica (do, ..., o) por I' = {dp, ..., op }N.

Vamos a ver ahora algunas propiedades de los semigrupos planares que nos
ayudaran a determinar si un semigrupo es o no planar y ver sus posibles
d-sucesiones caracteristicas generadoras.

Sea I' un semigrupo planar generado por la d-sucesién caracteristica (do, ..., ).

- Capa de un semigrupo planar: Dadoicon1 < i < h, sea 5; = déﬁ.
J

El semigrupo I'; = {6(,), ...,6;}N es planar para todoicon 1<i<h,y

estd generado por la J-sucesioén caracteristica ((56, 0

Llamaremos a I'; la i-ésima capa de I' = T'y,.

Demostracion. Fijemos i € {1,...,h} y sea I = {3, ..., 6; }N un semi-
grupo numérico. Veamos que (56, e 5;) es una d-sucesion caracteristi-
ca:

Sea j € {1,...,1}, entonces:

/ 60 5]'71

d; = med(6,, ..., 5:_1) = med =
j = med(Qg, - 0j) = me (dz‘+1’ ’diﬂ)
1 d;
= d(dg, ..., 0 1) = —~
di+1mC (%, -+, 85-1) diq1
TL’~ = flj e 7dj .
Todin din

Con ayuda de estas igualdades, podemos comprobar facilmente las
condiciones que ha de cumplir una §-sucesion caracteristica por defi-
nicion:

. /
En primer lugar, d; | =
En segundo lugar,

dig1
diy1 1

y n; =nj > 1 paratodo j =1,...,4.

i X % ,...,5j_1
i1 dit1 dit1

;05 € (8gy ey 0;_q) == nj ) =
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1 1
7(%’ S 7(50, ...,5j_1> <~ 5j S (50, ...,5j_1> para todo j € {1, ,Z}
dit1 dit1

Por 1ltimo,

/ ' ) 1)
50>51<:>—0> L < Jg> 01,y
dit1 — diqa
/ / / 5 5]+1
5. >0, = n;i—— > < nid; > i
n;0; j+1 aniH dirt n;oj j+1

Nétese que (8, ..., d;) hereda su condicién de d-sucesién caracterfstica
de (dg, ..., On)- O

- Expresion estandar: Todo entero a puede expresarse de manera
Unica como a = Zg a;0;, donde 0 < a; <n; — 1, para i > 1.
Ademas, a € I si y s6lo si ag > 0.
Llamaremos a esta expresion la la expresion estdndar de a respecto de
la §-sucesion caracteristica.

Demostracion. Dado que med(dy, ..., ) = dp+1 = 1, por la Identidad
de Bézout deducimos que a = Zg bio; para b € N\ {0}, > 1 sin
pérdida de generalidad.

Supongamos que a = > { b; j6; + Z;”ﬂ apdp, con 0 < ap <npy b >0
para 1 <17 < 3.

En tal caso, tenemos que

j—1 h

a = Z bi,j,léi + Z ap5p,

0 J

donde 0 < a; < nj —1ybij—1 > bjpara0 < i < j— 1. Puesto
que partimos de una d-sucesién caracteristica, tenemos que n;6; =
Zjo;l u;0;, con u; > 0, de forma que basta definir b; j_1 = b;,j + u;
para 0 <1¢ < 5 — 1 para obtener recursivamente la expresién deseada.
Probemos ahora la unicidad de esta expresién: Supongamos que tene-
mos dos expresiones estandar distintas, de manera que

h h h
a = Zaldi = Za;& < Z(az — a;)él =0.
0 0 0

. / e . 7 .
Asumimos que a; — a; es el iltimo término no nulo, de manera que
todos los anteriores son divisibles por d;.

/
Entonces tenemos que d;|(a; — aj)éj, lo que nos lleva a que d;j11 =
_ 4 !
med(d;,d;) y a que n; = ) [(aj —a;).
’
, J
laj —a;| <nj, lo que nos lleva a una contradiccién. O

Por otra parte, puesto que 0 < aj,a; < n; — 1, tenemos que 0 <
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- La férmula del conductor: Sea

h
) =1 —50+Z(n1 —
0

Entonces se tiene que a + 5 = ¢(I') — 1 si y s6lo si exactamente uno
de o o 8 pertenece a I'. Por tanto, ¢(I") es el elemento més pequeno
de I'" tal que todos los enteros mayores o iguales que él estan en I'.

Demostracion. Sea o = 28 a;0;, con 0 < a; < n; — 1 para todo i =
., h. Entonces

5:(D—1—a—1—%+§: —15—1—}3@5—

—(504—2 —15—@050—2@1(5 =(—1—agp 50+Z —l—al

Por la propiedad de la expresion estdndar, tenemos que
a€el <= aqpy>0ypel < (-1—ap) >0.

Puesto que si a € T, entonces ag > 0 implica que —1 —ag < 0y
por tanto 8 ¢ T'; y si B € T, entonces —1 — ap > 0 implica que
0> —1> —ag, por tanto a ¢ T'.

Dado que ¢(I') —1 se puede expresar como (¢(I')+v)+(—v—1), tenemos
que si v > 0, entonces —v — 1 ¢ T" y por tanto ¢(I') + v € I' para todo
v > 0. Como 0 € T, tenemos que ¢(I') =1 ¢ I, lo que conlleva que ¢(I")
es el menor entero en I' tal que todo entero mayor o igual que él esta
en I O

- Limite de la sucesion de generadores: Si la §-sucesion caracteristi-

ca es no principal, entonces

max(dp,01) < c¢(I')+1y 6 <¢(I') — 1, para todo 2 < i < h.

Demostracion. Utilizando la férmula del conductor, tenemos que

h

()—1—1—50—!—2 6—1——50—|—(n1—151—|—z 51
2

h
d dyby | God1  dad
> (ni—1)d; < —5o+(d—;—1)61 >0 = — ;20+ 321_ ;21 =0
2




1.3. SEMIGRUPOS PLANARES Y SUS PROPIEDADES 19

do do 01 do 01
+ ——)>0 = (—-1)(=—)—-1>0.

do d251/d2 dz) (d2 )(d2)

Dado que n; > 1 para todo i = 2, ..., h, tenemos que

c(I) -1

nifl

0; < < ¢(I') — 1, para todo i = 2, ..., h.
Supongamos dy > 1. Demostraremos que ¢(I') +1 > §g por induccién:
Si h = 0, tenemos que ¢(I'g) = 0.

Supongamos que se cumple 3—2 < ¢(T'p—1) + 1. Veamos que se cumple
para h:

C(F) = C(Fh) = (C(Fhfl) — l)dh + (nh - 1>5h +1

Puesto que ny, = de = dp,

(D) = (e(Th_1) + 1)y, + (d, — 1)0p — 2dp, + 1,
por lo que se tiene
e(D) + 1= (e(Tho1) + 1)dp, + (dp, — 1)6), — 2dj, +2 =

(c(Th-1) + V)dp + (dn — 1)(6p — 2) = b0 + (dn — 1)(n — 2).

Para 4, < 2 ya habriamos terminado. Para §;, = 1 consideremos que
en este caso I' = N y por tanto ¢(I') = 0. O

- Elementos primitivos: Todo elemento primitivo de I' es un 4;, y
reciprocamente cada d; es o bien un elemento primitivo o bien multiplo
de algtin 4, donde r > j 6 6; = d1 y 6, = do.

Demostracion. Sea 6; € {do, ..., 0p} no primitivo. Entonces 6; = a + b
con a y b no nulos y con las expresiones estdndar a = Zg(ai +0;) y
b= Zg b;0;. Entonces la expresién §; = Zg(ai + b;)d; no es estandar.
Utilizando el mismo método que utilizibamos en la propiedad de la
expresion estandar, obtenemos que

§; = Z(ai—i—bﬁ-vi)&, con a,+b,+v, 0y v; >0 parai€ {1,..,r}
0

FEl lado derecho de la igualdad no es estandar, por tanto r > 0. Ademas,
r > j+1 ya que en caso contrario si hubiésemos obtenido una expresion
estandar.

Sea un, = a, + b + v, y n.6, = 6_1]%'5@ Entonces:

r r—1

§j = (ai+bi +vi)di = (ar + by +v,)0 + Y (@i + b +v:)0; =
0 0
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r—1 r—1 r—1
= unq0, + Z(az +b; + ’UZ‘)(SZ‘ = Zpiéi + Z(az +b; + Ui)(si =
0 0 0

1
(a; + b + v; + up;)d;.

r

0
Como a;, b;, v;, pi, u > 0, entonces:

up; =0,s1i7#q,y

up; = 1,811 =4q.

De esta manera, u = pf =1y p; =0 para i # j.
Dado que n,6, =Y o~ p;id;, obtenemos d; = n,0;. O

- Nlimeros primos primitivos en un semigrupo planar: Hay como

mucho un ndmero primo primitivo en I', a no ser que I' esté generado
por dos numeros primos.

En particular, un semigrupo que contiene dos o mas nimeros primos
primitivos y no esté generado por ellos, no es planar.

Demostracion. Supongamos que existen dos niimeros primos a,b € I’
primitivos. La propiedad anterior implica que a = §; y b = ¢; para
ciertos i,j € {0,...,h}. Sin pérdida de generalidad podemos suponer
que 7 < j.

Estudiando los posibles valores de d; 1 y dj+1 observamos que d;11 =
16aydjy1 =1, lo que implica que j = h.

En el caso d;11 = a, tenemos que df; =1 €T, de donde obtenemos
que

(60, ..., 0;) = al'; = aN,

y entonces basta (dg, ..., ;—1) para generar I';.

En caso de que a = dp y di = a, d2 = a implica que a|d; y podemos
quitar 61 de la d-sucesién caracteristica. De esta forma, do =1y h =
j=1. O

Llegados a este punto, estamos en condiciones de plantearnos dos preguntas
naturales:

1. Si tenemos un semigrupo planar, es decir, generado por una d-sucesion

caracteristica conocida, jexistird siempre un polinomio f cuyo grado
en Y no sea congruente con cero médulo la caracteristica del cuerpo
en el que nos encontremos? Y si existe, jcémo podemos encontrarlo?
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2. Si tenemos un polinomio f tal que su grado en Y no es congruen-
te con cero mddulo la caracteristica del cuerpo k, ;podemos hallar
la §-sucesién caracteristica (y por tanto el semigrupo planar que ésta
genera) asociada a la curva C' que se define mediante f = 07 ;Exis-
tird siempre esta d-sucesién caracteristica, o necesitamos que se den
determinadas condiciones?

El siguiente capitulo tratard de dar respuesta a estas preguntas.
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Capitulo 2

Curvas con un lugar en el
infinito

Como comentdbamos al final del capitulo anterior, queremos saber si a par-
tir de una d-sucesion caracteristica dada podemos hallar un polinomio que
defina una curva con un lugar en el infinito, o si a partir del polinomio que
define la curva podemos hallar el semigrupo asociado a la singularidad de la
curva en el infinito.

Dada una curva C con un lugar en el infinito, existe un semigrupo I'(C)
formado por los érdenes de los polos para varios elementos no nulos del ani-
llo de coordenadas de C, es decir, I'(C') estd generado por una d-sucesion
caracteristica que se puede computar como los 6rdenes de los polos de las
raices aproximadas de la ecuacion que define a C.

Este capitulo trata de explicar la relacion entre el semigrupo planar generado
por una J-sucesién caracteristica y los aspectos geométricos de la curva con
un lugar en el infinito, asi como de presentar los resultados hallados en la
investigacién de ciertas cuestiones relacionadas con este tema.

2.1. De la curva C a su semigrupo de valores I'(C)

Antes de entrar en los resultados que proporcionan respuesta a las cuestio-
nes planteadas y que veremos en las sucesivas secciones de este capitulo,
debemos dejar un poco mas claro cémo se define el semigrupo de valores
de la curva en el infinito, ya que las nociones introducidas hasta ahora no
bastan para dejarlo debidamente formalizado.

Los elementos que nos permiten relacionar los semigrupos numeéricos con las
singularidades de curvas algebraicas son las valoraciones. Empezaremos por

definir lo que son:

23
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Definicion 2.1. Sea K un cuerpo. Una wvaloracion discreta en K es una
aplicacién v de K* = K \ {0} sobre Z tal que v(z -y) = v(z) +v(y) y
o +y) > min [o(z), v(y)].

La imagen de una valoracién discreta puede interpretarse a veces como in-
mersa en N y tiene estructura de semigrupo numérico.

Definicién 2.2. El conjunto {0} U {x € K* : v(z) > 0} tiene estructura de
anillo, y se llama anillo de valoracion de v.

Geométricamente, que una curva C en el plano complejo afin C? tenga un
lugar en el infinito quiere decir que su clausura interseca con la recta en el
infinito del plano proyectivo en un tnico punto P, y C es localmente irre-
ducible en P.

Tras ciertos cambios de coordenadas, la ecuacién de la curva en un entorno
de dicho punto P es de la forma f(x,y) = 0, donde f es un elemento del
anillo de series de potencias formales k[[z,y]] y podemos definir el anillo

local k[[z, y]] /<f>, que nos permite estudiar la curva en el punto.

Sobre el cuerpo de cocientes de C, K = k((z,y)), podemos definir una va-
loracién discreta v : K\ {0} — Z, que nos permite asociar un semigrupo
numérico a la curva C.

De una manera mas formal, diremos que si tenemos un cuerpo K y un
semigrupo numérico .S, podemos definir los siguientes anillos:

K[S|=@P K2y K[[S]| = [] K=".

seS seS

Entonces se tiene que K[[S]] es un anillo local con ideal maximal m =
(™ ..., x"), donde {ni,...,n.} es un sistema minimal de generadores para
S,y e es la dimension de inmersién de S.

En K[[S]] se puede definir la valoracién v : K[[S]] — S, donde v(}_, g asz®)
es el menor s € S tal que ag # 0.

Definicién 2.3. Sea f = f(X,Y) un polinomio irreducible y C la curva
irreducible correspondiente definida por el ideal (f). Suponemos que f ¢
k[ X].

Llamaremos a A = k[X,Y] /<f> el anillo de coordenadas de C.

Diremos que K = qt A es el cuerpo de cocientes de C.

La curva C tiene un lugar en el infinito si hay un tnico anillo de valoracion
Vde K /k que no contiene a A. Sea v la valoracién asociada a V', entonces:
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Para los elementos no nulos h € A, definimos su grado en V' como degy h =
—v(h). En el caso de que h sea nulo, definiremos su grado como —oc.

Si tenemos una curva plana definida mediante f = f(X,Y) = 0, podemos
extender este concepto de grado a polinomios h(X,Y’) como degy h(X,Y) =
degy h, donde h es la imagen de h(X,Y) médulo f(X,Y).

Definiciéon 2.4. Dada una curva C' con un lugar en el infinito, obtenemos
el semigrupo de valores

I'C)=T(A) ={degyh:0# h € A}.

Otra manera de ver si una curva dada tiene un lugar en el infinito es ver si
f es irreducible como elemento de K ((X~1))[Y].

Hay una estrecha relaciéon entre valoraciones y las singularidades de cur-
vas con un lugar en el infinito que, junto con la herramienta que suponen
las raices aproximadas que veremos en la proxima seccion, permite definir
valoraciones planas en el infinito y generalizar el concepto de J-sucesion ca-
racteristica. En [9], C. Galindo y F. Monserrat formularon y demostraron
resultados analogos a los que protagonizan la siguiente secciéon utilizando
estas valoraciones planas.

Por dar una pequena aclaracion de lo que es una serie de Newton-Puiseux,
daremos su definicién sin entrar en mas detalles:

Definiciéon 2.5. Se dice que una serie de potencias es de Newton-Puiseux
si sus exponentes son racionales con denominadores acotados.

Supongamos que tenemos un polinomio f ménico en Y cuyos coeficientes
son series meromorfas formales en X sobre un cuerpo k algebraicamente
cerrado. Entonces f es de la siguiente manera:

f=FfX,Y)=Y"4+a (X)Y" ! + ...+ an(X),

donde n > 0 es el grado de f en Y y los coeficientes a1 (X), ..., an(X) per-
tenecen al cuerpo de series meromorfas en X sobre k, es decir, k((X)).
Supongamos que n no es divisible por la caracteristica del cuerpo k.

Dadas las descritas circunstancias, se puede factorizar f en el producto

n

H(Y - ai)7

i=1
donde {aq,...,a,} es el conjunto de los ceros de f. Como el discriminante
de un polinomio moénico es el producto de las diferencias entre sus raices, se
tiene que

oy — aj = uijj(X)X)\i’j,
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con u;;(0) # 0.

Los A;j son racionales y no negativos, y para f irreducible e ¢ # j, son los
llamados exponentes caracteristicos de f. Definiendo un orden parcial, se
pueden configurar los exponentes caracteristicos para que formen una suce-
sién creciente (hy, ..., hs), denominada sucesién caracteristica de f y cuyos
términos son los llamados términos caracteristicos.

En estas condiciones, el siguiente resultado da una condicién necesaria y
suficiente para que la curva plana afin definida por f(X,Y) = 0 tenga un
lugar en el infinito:

Teorema 2.6. Criterio de Irreducibilidad de Abhyankar-Moh:
Supongamos que n = degy f(X,Y) # 0 mod char k y f(X,Y) es mdnico
en'Y. Entonces f(X,Y) tiene un lugar en el infinito si y sélo si existe una
serie test u(t) € k(1) tal que ord, f(77 ", u(7)) > sp(—n,u(r)).

Ademds, dada cualquier serie que pase el test, hay una raiz y(7) llamada
serie de Newton-Puiseux de f que satisface

fFr (7)) =0,

ord:(y(7) — u(r)) > mu(=n,u(7)).

Conceptualmente, esto significa que si tenemos una candidata a u(7) que
describe la parte inicial completa de una raiz a través del dltimo término
caracteristico, entonces podemos verificar que es u(7) y que f es irreducible.
Para ello basta sustituirla en f y comparar el orden con nimeros intrinse-
camente calculados de la candidata.

Ademss, si f tiene una serie de Newton-Puiseux como la descrita, se obtiene
una factorizaciéon como

fae )= I (v —ylwr)),

wn=—1

y hay varias sucesiones caracteristicas asociadas a f.

Se puede encontrar la demostraciéon del Teorema 2.6 dada por Abhyankar
en [2], cuyo método implica propiedades de las raices aproximadas de f, el
operador de Tschirnhausen, desarrollos en serie de Puiseux y deformaciones
de series de potencias.

Ademss, a través de este resultado Abhyankar proporciéno una respuesta a
la pregunta hasta entonces abierta formulada por Kuo: jse puede determinar
la irreducibilidad de f sin considerar aspectos relacionados con grafos dua-
les (que son invariables topoldgicos completos de una singularidad de curva
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plana) y series de potencias racionales? El Teorema 2.6 demuestra que si.

J. Gwozdziewicz y A. Ploski dieron otra demostracién que no involucra de-
formaciones de series de potencias, pero si utiliza desarrollos en serie de
Puiseux para construir pseudoraices aproximadas. Para mas detalles sobre
esta demostracién alternativa, véase [11].

Definicién 2.7. Sea f(z,y) = y" + a1(z)y" ! + ... + an(z) un polinomio
no nulo en K[z][y| tal que para todo 1 < i < n, deg,a;(z) <iy f tiene un
lugar en el infinito. Se define el semigrupo de Abhyankar asociado a f como
el conjunto

I'(f) = {int(f,9) : g € K[z,y]\ {f)},

donde int(f, g) denota la multiplicidad de interseccién de f y g y es igual a
la dimensién del K-espacio vectorial & [z, Y] / (f.g)-

Diremos que un semigrupo I' C N es un semigrupo de Abhyankar si existe
ftal que I' = T'(f).

Todo semigrupo de Abhyankar tiene complementario en N finito, por tanto
es un semigrupo numérico.

A. Assiy P.A. Garcia-Sanchez dieron un método en [4] para ver si una curva
plana f € KJz,y] tiene un tnico lugar en el infinito y en caso afirmativo,
construir su §-sucesiéon caracteristica asociada y su semigrupo de valores:

Ejemplo con GAP:

brk> f:=((y"3-x72)"2-x%xy~2)"4-(y"3-x"2);;

brk> SemigroupOfValuesOfPlaneCurveWithSinglePlaceAt
Infinity(f,"all");

[ [ 24, 16, 28, 71, [ x_2, x_273-x_1"2,
X_276-2%x_1"2%x_2"3+x_1"4-x_1%x_2"2 ] 1]

brk> g:=last[2] [3];
X_276-2%x_172%x_2"3+x_1"4-x_1%x_2"2

brk> SemigroupOfValuesOfPlaneCurveWithSinglePlaceAt
Infinity(g,"all");

(re, 4,71, [ x2, x.273-x_1"21 ]

brk> S:=SemigroupOfValuesOfPlaneCurveWithSinglePlace
AtInfinity(£f);

<Numerical semigroup with 4 generators>

brk> FrobeniusNumber(S);

57

brk> SmallElements(S);
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Lo, 7, 14, 16, 21, 23, 24, 28, 30, 31, 32, 35, 37,
38, 39, 40, 42, 44, 45, 46, 47, 48, 49, 51,
52, 53, 54, 55, 56, 58 ]
brk> MinimalGeneratingSystemOfNumericalSemigroup(S);
L7, 16, 24 ]

Esta funcion se basa en las raices aproximadas y el Criterio de Irreducibilidad
de Abhyankar-Moh (Teorema 2.6), y de hecho también sirve para saber
mediante dicho criterio si la curva que le introducimos tiene realmente un
lugar en el infinito:

brk> SemigroupOfValuesOfPlaneCurveWithSinglePlaceAt
Infinity((y~3-x72)"2-y);

Error, The polynomial is not irreducible or it has not
a single place at infinity

2.2. El Teorema del Semigrupo de Abhyankar-Moh

S. S. Abhyankar y T. Moh demostraron que, dada una curva C' y bajo las
condiciones que veremos sobre la caracteristica del cuerpo k y el grado en
Y del polinomio que define a C, existe una d-sucesion caracteristica que
genera el semigrupo en el infinito de C'. A. Sathaye y J. Stenerson demos-
traron ademas su reciproco: dada una d-sucesion caracteristica y bajo ciertas
condiciones sobre el primer término de la §-sucesién caracteristica y la ca-
racteristica del cuerpo k, existe una curva con un lugar en el infinito cuyo
semigrupo esta generado por dicha d-sucesion.

El propésito de esta seccién es introducir ambos resultados, asi como las
herramientas necesarias para comprenderlos.

Definicién 2.8. Sean g y h dos polinomios en K|[x,y]. Diremos que g y h
son equivalentes si existe un automorfismo o en K[z, y| tal que h = o(g).

Si dos polinomios son equivalentes y la curva que definen tiene un lugar en
el infinito, entonces tienen la misma J-sucesién caracteristica. En general, el
reciproco no es cierto.

Sea f = y" +a1(x)y" ! +...+an(x) un polinomio con un lugar en el infinito
y supongamos que ai(z) = 0 y deg,(a;(x)) < i para todo 2 > i > n. Sea

ro = n, y para todo 1 > k > h sean djy; = mcd(rg,dg) v ex = diku'

Entonces se dan las siguientes condiciones:
1. Para todo 1 > k > h — 1, se tiene que rpdy > ri+1dk+1.

2. Para todo 1 > k > h, se tiene que egr € (10, ..., Tk—1)-
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Si ademds n =rg =d; > ry > dy > ... > dp41 = 1, entonces (1o, ...,rp) es
una d-sucesion caracteristica.

Reciprocamente, dada una sucesién de enteros coprimos (ro,...,r,) € N, si
di = nydg = med(rg,di) v ex, = diku para todo 1 < k < h, y si se
cumplen las dos condiciones anteriores, entonces existe un polinomio f con

un lugar en el infinito tal que I'(f) = (ro, ..., 7p).

En [4], A. Assi y P.A. Garcia-Sanchez introdujeron un método en GAP pa-
ra, dada una sucesién en N, decidir si genera el semigrupo de valores de un
polinomio con un lugar en el infinito y en tal caso, calcular la ecuacién de
dicho polinomio. También permite, utilizando poligonos de Newton genera-
lizados, calcular todos los polinomios de un semigrupo dado. De esta forma,
si le introducimos como pardmetro la d-sucesién caracteristica (6,4, 3), nos
devuelve el polinomio asociado al semigrupo planar generado por ella:

Ejemplo con GAP:

brk_2> CurveAssociatedToDeltaSequence([6,4,3]);
X_276-2*%xx_1"2*%x_2"3+x_1"4-x_1

Recordemos que la definicién de d-sucesién caracteristica en GAP no es la
misma que la que estamos considerando en esta memoria, ya que en [4] se
utiliza la definicion de GAP. Por tanto, no debemos intentar utilizar esta
funcién con J-sucesiones caracteristicas principales.

También dieron un método para construir todas las d-sucesiones caracteristi-
cas con un numero de Frobenius dado, que en este caso también nos permite
comprobar que varias d-sucesiones caracteristicas diferentes pueden generar
el mismo semigrupo numérico:

Ejemplo con GAP:

brk_2> 1:=DeltaSequencesWithFrobeniusNumber (13);
Syntax warning: Unbound global variable in *errin*:2
1:=DeltaSequencesWithFrobeniusNumber (13);
tre, 4,111, 08,31, [8,6,31,[9,6,5],
(10, 4,71, [ 12, 8,31, [12, 8,6, 31,
[15, 271, [ 156, 6, 21, [ 15, 10, 2] ]
brk_2> Length(1);
10
brk_2> Length(Set(1l,NumericalSemigroup));
5
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Esta funcién computa, para un entero g dado, el conjunto de semigrupos
numéricos de polinomios con un lugar en el infinito con conductor 2g.

Ejemplo con GAP: El semigrupo I' = {9, 12, 15,17, 20, 23, 25,28} N no es
planar, y por tanto los semigrupos de grado de curvas planas con un lugar
en el infinito no son necesariamente planares en caracteristica positiva.

brk_2> S:=NumericalSemigroup(9,12,15,17,20,23,25,28);

<Numerical semigroup with 8 generators>

brk_2> x:=Indeterminate(Rationals,"x");;

brk_2> p:=NumericalSemigroupPolynomial(S,x);

Syntax warning: Unbound global variable in *errin*:8
p:=NumericalSemigroupPolynomial (S,x) ;
x732-x731+x723-x722+x720-x719+x717-x"16+x"15-x"13+x712-x"10+x"9-x+1
brk_2> Semigroup0fValuesOfPlaneCurveWithSinglePlaceAtInfinity(p);
Error, The polynomial does not have a single place at infinity or
or the leading coefficient in x_2 is not a rational number

Esto se debe a que 17 y 23 son primos y primitivos en I' pero no lo generan,
por lo que la propiedad de los niimeros primos primitivos de los semigrupos
planares que veiamos al final del capitulo anterior impide que I' sea un
semigrupo planar.

Definicién 2.9. Sea f(x,y) el polinomio de definicién de la curva C' con
un lugar en el infinito con f moénico en y. Sea (dp, ..., ds) la d-sucesién ca-
racteristica asociada a f. Denotaremos por n = deg, f, dy = med(dg, ..., op)
y ng = i, para k = 1,...,h + 1. Entonces, para cada k = 1,...,h + 1 exis-
te una pareja de polinomios (gx(x,y), Vx(z,y)) univocamente determinados
que satisfacen las siguientes condiciones:

1. gk es moénico en y y deg, gr = n.
2. degy\lf;C <n-—ng.

Llamaremos a gy la k-ésima raiz aproximada de f, y en ocasiones la denota-
remos por App;f.

Los términos de la d-sucesion caracteristica no son otra cosa que los érdenes
de polo de las raices aproximadas de f, ddndonos asi la relacién entre el
semigrupo planar que genera la §-sucesién caracteristica y las raices aproxi-
madas de la curva definida por f, que forman otra importante sucesion a la
que nos referiremos en las secciones restantes:

Definicién 2.10. Diremos que una sucesion de polinomios go, g1, ..., ght1
en klx,y| es una g-sucesidn si satisface las siguientes condiciones:
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1. g9o=2y 91,-., gh+1 son mdnicos en Y con un lugar en el infinito

2. degygn+1 #Z 0 mod char k. Ademas, g1 tiene exactamente h térmi-
nos caracteristicos. Llamaremos m; al i-ésimo término caracteristico
m;(gn+1) y andlogamente para todas las sucesiones asociadas con gp, 1.

3 )
Necesitaremos que degy g; =

3. Existe una serie de Newton-Puiseux y;(7) para g;, 1 < i < h+ 1 tal
que ord, yp41(7) — yi(7%) = m; para 1 <i < h.

Denotaremos yp,11(7) como y(7).

Ademss, si denotamos por C}, la curva definida por gi(x,7) = 0 en C2, te-
nemos que las Cj también son curvas con un lugar en el infinito para todo
k, v gi tiene el polo de orden d; de la curva C.

El siguiente resultado sobre el grado de monomios en una g-sucesién resul-
tara de gran utilidad mas adelante:

Lema 2.11. Sea g9 = X, 91, ..., ght1 UNG g-sucesion y sea

h
Q*ZHin7COD0SpiSm—lparaiZl.
0

Entonces degy-g* < degy gp+1 = n.

Demostracion. La demostracién se da por induccion sobre h:
Si h = 0 no tenemos nada que probar. Si h > 0, tenemos que

h—1 h—1
. n n
degy lol g; = EO pig < degygn = 4

Por tanto,

. . n n n
degy g* < — + ppdegygn < — + (dp, — 1)— = n = degy gn41-
dp, dy, dp,

O]

Teorema 2.12. Teorema del Semigrupo de Abhyankar-Moh: Sea f
con un lugar en el infinito. Supongamos que n = degy f(X,Y) # 0 mod char k.
Entonces eziste el semigrupo de grados I'(f) y es un semigrupo planar.
Ademds, existe una g-sucesion asociada (X = go, ..., gn, ghe1 = [f) tal que la
correspondiente sucesion de grados (69 = deg(go, f),...,0n = deg(gn, f)) es
una d-sucesion caracteristica y genera el semigrupo de grados de f.

Ademds, las imdgenes mddulo k de los monomios estindar en (go,...,gn)
forman la base de un k-espacio vectorial en el anillo de coordenadas de f tal
que los monomios estandar distintos tienen grados inducidos distintos en el
semigrupo de grados I'.
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El Teorema del Semigrupo de Abhyankar-Moh (Teorema 2.12) quiere decir
que las d-sucesiones caracteristicas asociadas a la curva plana C' representan
una sucesién de érdenes de polo de raices aproximadas de C, esto es, que I’
es simplemente el conjunto de grados de los monomios estandar.

La demostracién del Teorema 2.12 requiere de un argumento basado no sélo
en el conjunto de las raices aproximadas de f, sino de ciertos conocimientos
sobre el operador de Tschirnhausen, desarrollos en serie de Newton-Puiseux
y deformaciones de series de potencias. Por esta razén omitiremos su des-
arollo. Para profundizar en los detalles se deben consultar las referencias [3]
y [1] de la bibliografia.

El siguiente Teorema de Sathaye y Stenerson (véase [14]) da el reciproco
para el Teorema del Semigrupo 2.12:

Teorema 2.13. Sea (g, ...,0p) una 0-sucesion caracteristica tal que oy %
0 mod char k. Entonces existe una curva f con un lugar en el infinito cuyo
semigrupo de grado estd generado por (do, ..., 0n).

Ademds, existe una g-sucesion (go, ..., gh, gh+1) tal que f = gni1 y 0; =
degy (gi, f) para 0 < i < h.

Ademds, degy f = dg.

Demostracion. La demostracién se da por induccion en h:

Para h = 0, tenemos que dg = 1 y basta tomar gy = X, g1 = Y para obtener
el resultado deseado.

Supongamos ahora que h > 0. Sea 6; = g—; parai=1,...,h— 1. Tomamos la

. ., / / diy _ /
correspondiente d-sucesién como dy = 3—2, wndy = %’dh = 1. Entonces
! !

(0g; -+, 0;,_1) satisface la hipétesis de induccién y obtenemos la g-sucesién
(X = go, ..., gn) tal que deg(gi, gn) = (5; parai=0,....,h — 1.
Por definicién de §-sucesién caracteristica, tenemos que
h—1
0n =Y _pid; ¥ On = Op_1mn_1 — qn,
0
donde la expresién para Jy, es estandar, es decir, pg > 0y 0 <p; < n; — 1
paral <:<h—1.
Ademds, g > 0.
Sean ¢ y z elementos de k que determinaremos mas tarde. Fijamos:
h—1
Jht1 = gzh + cg * , donde g* = ngl
0

Fijamos también u(7) = y,(7%) + zr™", donde yj, es una serie de Newton-
Puiseux de g5, y por tanto,

/

gn (7%, yp(7)) = 0.
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En consecuencia,
gn(7=00, yn (7)) = 0.

Nétese que do, ..., 0p, es la d-sucesién caracteristica asociada a la serie u(7).
Luego, sp(—do,u(7)) = —dpop.

Ahora vamos a calcular f(77%, u(r)):

Empezamos fijando ®(G(X,Y)) = G(7%,u(7)) para un polinomio G(X,Y))
cualquiera. Entonces, tras aplicar ciertos cédlculos a la g-sucesién gy, ..., gn
obtenemos

/

!
d(gp) = (zah)T_dhdhfl‘shflJrqh + ... términos mas altos, y

!
—dnd; 1 términos més altos.

(g:) = aiT
Observamos que
~dpdy, 18,1 +aqn = —dy_10p—1 +an = —np_10h-1 + qn = -

De esta manera obtenemos:

@(gzh) = (zap)% =% 4 términos més altos, y

D (cg*) = c(H al)r - 6P + ... términos més altos =
0
h—1
= C(H afi)T_dhéh + ... términos més altos.
0

Aqui las constantes a; dependen tinicamente de los coeficientes de los térmi-
nos caracteristicos de y,(7) y por tanto no dependen de z ni de c.
Elegimos ahora los elementos no nulos z y c tales que

h—1
(zap)™ +c H al’ = 0.
0

Se sigue que ord, ®(f) > sp(—do, u(7)) = —dpdp. Ademas, nétese que degy f =
dp, degy-gn = dhéé = dp, va que el Y-grado de g es menor por el Lema 2.11.
Finalmente, f tiene un lugar en el infinito por el Criterio de Irreducibili-
dad de Abhyankar-Moh (Teorema 2.6). Ademads, la serie de Newton-Puiseux
correspondiente y(7) de f coincide con u(7) a partir del h-ésimo término
caracteristico my, y por tanto ord,g;(—do,y(7)) = ord,g;(—dp,u(7)) = —d;
y tenemos la g-sucesién completa X = go, 91, ..., g, gn+1 = [ que buscaba-
mos. El semigrupo de grado I'(f) estd también generado por la J-sucesién
caracteristica dg, ..., 0p. O
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Esto significa que si una sucesién (dy, ..., 05) de nimeros naturales satisface
las hipétesis del Teorema 2.13, entonces existe una curva con un lugar en el
infinito cuya d-sucesién caracteristica es (do, ..., ), siendo este Teorema un
cierto inverso para el Teorema del Semigrupo de Abhyankar-Moh (Teorema
2.12).

Recordemos las preguntas que formuldbamos al final del primer capitulo de
esta memoria:

1. Si tenemos un semigrupo planar, es decir, generado por una d-sucesion
caracteristica conocida, jexistird siempre un polinomio f cuyo grado
en Y no sea congruente con el cero médulo la caracteristica del cuerpo
en el que nos encontremos?

2. Si tenemos un polinomio f tal que su grado en Y no es congruente con
cero médulo la caracteristica del cuerpo k, ;existe una J-sucesion ca-
racteristica (y por tanto el semigrupo planar que ésta genera) asociada
a la curva C que se define mediante f = 07

El Teorema del Semigrupo (Teorema 2.12) y el Teorema de Sathaye y Ste-
nerson (Teorema 2.13) establecen que bajo sus hipdtesis en el grado en Y
de f y el primer término de la §-sucesién caracteristica dy respectivamente,
que no deben ser congruentes con cero moédulo la caracteristica del cuerpo
k, la respuesta a estas preguntas es si.

. Pero qué pasa si no se cumplen estas condiciones? ;Se puede dar algin otro
resultado alternativo? Veamoslo en la siguiente seccion de este capitulo.

2.3. Semigrupos de grado de curvas polinomiales

Definicién 2.14. Sea C una curva algebraica definida por f(z,y) = 0 con
f(x,y) un polinomio irreducible en C[z,y|. Diremos que C es una curva
polinomial si tiene una parametrizaciéon x = z(t), y = y(t), con z(t), y(¢)
polinomios en C[t].

Obsérvese que toda curva racional con un lugar en el infinito es una curva
polinomial.

Abhyankar planted la siguiente pregunta: Dado un semigrupo planar, ;exis-
te una curva polinomial tal que su J-sucesién caracteristica asociada genere
ese semigrupo planar?

Se hicieron varios avances desde el planteamiento de esta cuestion hasta
que, finalmente, Fujimoto, Suzuki y Yokoyama pudieron dar una respuesta
en 2004:
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- Moh demostré que no existe una curva polinomial para la J-sucesién
caracteristica (6,8,3). Sin embargo, si que existe la curva polinomial
(x,y) = (#3,1%) para la d-sucesién caracterfstica (3,8), que genera el
mismo semigrupo planar que la anterior.

- Sathaye y Stenerson demostraron que el semigrupo planar generado
por (6,22, 17) no tiene otras d-sucesiones caracteristicas que lo generen,
y conjeturaron que no existe ninguna curva polinomial para esta J-
sucesion.

- Fujimoto y Suzuki desarrollaron un método de construccién de curvas
con un lugar en el infinito (véase [7]) para, a partir de una J-sucesién
caracteristica que satisface las hipdtesis del Teorema 2.13 de Sathaye
y Stenerson, hallar el polinomio moénico en Y que define la curva con
un lugar en el infinito para esa J-sucesién caracteristica, ademds de
hallar el conjunto de sus raices aproximadas. Este método supuso un
nuevo acercamiento a la conjetura de Sathaye y Stenerson que men-
cionabamos en el punto anterior, siendo una importante herramienta
para la investigacion de la curva con un lugar en el infinito asociada a
la 0-sucesién caracteristica (6,22,17).

- Fujimoto, Suzuki y Yokoyama dieron en [8] como contraejemplo la 6-
sucesién caracteristica (6,21,4), quedando respondida la pregunta de
Abhyankar con resultado negativo.

Veamos los resultados obtenidos sobre la d-sucesién caracteristica (6,22, 17)
por Sathaye y Stenerson:

En primer lugar, observemos que 6, 22 y 17 son elementos primitivos de I,
de forma que por la propiedad de los elementos primitivos de los semigrupos
planares vista en la seccién 1.3, deben estar presentes en cualquier §-sucesion
caracteristica de I'.

Consideremos ahora los posibles lugares de 6, 22 y 17 dentro de las posibles
d-sucesiones caracteristicas de I':

- Si 6 6 22 apareciesen antes que 17, entonces la d-sucesién caracteristica
al llegar a 17 tendria mcd igual a 1, y debera terminar ahi, por lo que
17 sera el 1ltimo término de la d-sucesion.

- Si 6 6 22 aparecieran después de 17, tan pronto como introdujésemos
cualquiera de los dos la d-sucesién caracteristica tendria med igual a
1 y la d-sucesién terminaria antes de introducir el otro. Por tanto, 17
esta forzado a ser el Ultimo término de la J-sucesiéon en ambos casos.

Pasamos ahora a considerar los posibles lugares de 6 y 22 dentro de la 6-
sucesion caracteristica:
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- Si 6 fuese antes que 22, la d-sucesién seria de la forma (..., 6, ..., 22, ..., 17).
Al llegar a 6, el med tendria que ser 6, 3 6 2. No puede ser 3, ya que
al llegar a 22 el med seria igual a 1 y no tendria cabida el 17 en la
d-sucesion caracteristica. No puede ser 2 porque entonces el med no
disminuiria al introducir el 22. Por tanto, debe de ser 6 y tendremos
que el 6 es el primer término de la J-sucesién. El siguiente término
debe disminuir el med a 3 6 2. No puede ser 3 o no tendriamos el 17
en la d-sucesion, por tanto es 2 y esto implica que el segundo término
de la §-sucesion caracteristica sea el 22. Puesto que el tercer término
tiene que reducir el med a 1, debe ser el 17. De esta manera obtenemos
la d-sucesién caracteristica (6,22, 17).

- Por el mismo razonamiento, en caso de que el 22 fuera antes que el
6 la tinica solucién posible seria que la §-sucesion caracteristica fuese
exactamente (22,6, 17).

Para continuar, necesitamos ver que el semigrupo I' tiene una unica o-
sucesion caracteristica generadora. Para ello necesitamos el siguiente Lema,
cuya demostracién omitiremos debido a que algunos de los resultados invo-
lucrados en ella escapan al alcance de este trabajo:

Lema 2.15. Sea C una curva plana polinomial, y sea T'(C') con §-sucesion
caracteristica (m,n,d2). Sean d = dy = mcd(m,n), m = =y n = o
Entonces eziste una g-sucesion caracteristica (X,Y, g2), donde g2 es un po-

linomio de la forma

GPX,Y)=X" —Y™ +) X'V,

,J

donde la suma es sobre todos los i, j tales que im + jn < 77*.
Ademds, existen dos polinomios x(t), y(t) de grados m y n respectivamente,
tales que ga2(x(t),y(t)) tiene grado o9 en t.

Sea x(t) un polinomio de grado 6 e y(¢) un polinomio de grado 22. Si de-
mostramos que deg,g2(x,y) > 17 para cualquier polinomio g2(X,Y) de la
forma descrita en el lema 2.15, habremos demostrado que no existe ninguna
curva polinomial con semigrupo de grados {6,22,17}N.

El problema es que la utilizacién del lema para plantear y resolver el sistema,
de ecuaciones que proporciona, nos lleva a resolver un sistema de 23 ecuacio-
nes sin aparente dependencia lineal. Es por esto que el siguiente Teorema de
Fujimoto y Suzuki para dar un método de construcciéon de curvas con un lu-
gar en el infinito (véase [7]) supuso una potente herramienta computacional
para la resolucion de este problema:
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Teorema 2.16. Sea (oo, .....,0), h > 1, una sucesion de nimeros naturales
que satisfacen las hipdtesis del Teorema 2.13. Sea dj, = mcd(dp, ..., 0x—1) con
1<k<h+lyqg=-%,1<k<h.

dgy1’

1. Definamos g para 0 < k < h+ 1 de la siguiente manera:

go =z,

lp/q]

; 5 do
g =y+ Z cjel, c; e C,p=
=0

Log==2
dy’ dy’
N/ Qo Qa1 Qi Qo 0 a;
9i+1 = 9; t0apay--a; 199 91 - 9; T E : Capar-—a; 90 91 " 9
Qp,a1,...,0; €N
donde aaya,--a;; € C*, Cagayoma; € C paral < i < h, (paq - @i—1)
es la sucesion de i enteros no negativos que satisfacen

1
a0j = q;0;, con oj < gj para 0 < j <1,

%

<.
Il
=)

A= {(ag,01,...,a5) € NTL: a; < gjpara 0<j<i,a; <gq —1,

Z Oéj(Sj < qldz}

J=0

Entonces, go, g1, ..., gn son las raices aprorimadas de f (f = gny1) v f
es el polinomio de definicion mdnico en y de una curva con un lugar
en el infinito para la §-sucesion caracteristica (dg, d1, ..., 0p).

2. El polinomio de definicion f, mdnico en y, de una curva con un lugar
en el infinito para la §-sucesion caracteristica (0g, 01, ...,0p) se obtie-
ne mediante el procedimiento del punto anterior, y los valores de los
pardmetros {aaya,a; 1 f1<i<h Y {Cagar-a; Jo<i<h estdn determinados
de manera univoca por f.

No incluiremos la demostracién de este resultado debido a que se basa en
una visién mas geométrica que incluye el uso de la relaciéon que dié Suzuki
entre la d-sucesion caracteristica y el grafo dual de la resolucién minimal de
la singularidad de la curva en el infinito (véase [15]), siendo éstos conceptos
que escapan al alcance de este trabajo. Se puede encontrar el detalle sobre
el desarollo de este método en [7].
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El Teorema 2.16 implica que el polinomio de definicién de la curva con un
lugar en el infinito de la J-sucesion caracteristica (6,22, 17) es de la siguiente
forma:

P 2 5 4 3 2
f=1(95+a2127g1) + c5,0,02° + €1,0,02" + 30,02 + c2,0,02” + €1,1,0T91+

+c¢1,0,0% + ¢0,1,091 + €0,0,0,

donde
g1 =Y+ 63.%‘3 + 021'2 +c1x + ¢

g2 = (gi)) -+ CLHJZH) -+ 610703310 + 69701'9 + 0870378 + (07,191 + C770)HZ7+
+(c6,191 + €6,0)2° + (5,191 + ¢5.0)7° + (cangr + cap)r” + (cs191 + c30)2°+
+(c2,192 + €2,0)2% + (c1191 + €10)T + 0,191 + Coy0-

La d-sucesion caracteristica (6,22, 17) serd un contraejemplo para la pregun-
ta que formulé Abhyankar si se puede demostrar que una curva de la forma
descrita no puede incluir una curva polinomial.

Suponiendo que C' es una curva polinomial y tiene §-sucesién caracteristica
(6,22,17), y eliminando las variables y coeficientes de términos cuyo grado
sea mayor que 18 en g9, obtenemos un sistema con 11 variables y 17 poli-
nomios. Si este sistema no tiene solucién, concluiremos que (6,22,17) es el
contraejemplo deseado.

Fujimoto, Suzuki y Yokoyama clasificaron las d-sucesiones caracteristicas
con género menor o igual que 50 en conjuntos que generaban el mismo semi-
grupo e hicieron un listado de las d-sucesiones caracteristicas que cumplen
ciertas condiciones, entre ellas que el nimero de generadores sea 3 y que no
haya otra d-sucesién caracteristica que genere el mismo semigrupo. Después,
utilizaron computaciones relacionadas con las bases de Grobner para los sis-
temas de ecuaciones correspondientes a estas J-sucesiones caracteristicas y
demostraron que (6,21,4) es un contraejemplo para la pregunta de Abhyan-
kar.

El polinomio de definiciéon de la curva con un lugar en el infinito para la
0-sucesion caracteristica (6,21,4) es de la siguiente manera:

3 2
f =95+ a20x” + c1,0,1792 + ¢1,0,0T + €0,0,192 + €0,0,0,
donde
_ 2 7 6 5 4 3 2
g2 = g7 +arx’ + Cce 0T + C50T" + C4.0T + €30 + C2,0T” + C1,0T + 0,0,

g1 =Y+ 03x3 + 02x2 +c1x + ¢g.
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Tras ciertos computos, obtuvieron que deg,g2(x(t),y(t)) < 4, lo que contra-
dice la condicién deg,g2(x(t),y(t)) = 4, implicando la no existencia de una
curva polinomial con d-sucesién caracteristica (6,21, 4) y dando una respues-
ta a la pregunta planteada por Abhyankar.

Los detalles sobre como hallaron este contraejemplo se encuentran fuera del
alcance de este trabajo, por lo que para mas informacion sobre ellos se debe
consultar [8].

De esta manera, quedé cerrada la cuestién planteada por Abhyankar sobre si,
dado un semigrupo planar, existe una curva polinomial tal que su d-sucesion
caracteristica asociada lo genere, siendo negativa la respuesta obtenida.
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Conclusiones

A lo largo de esta memoria hemos dado un significado geométrico a los con-
ceptos de semigrupo planar y d-sucesion caracteristica, relacionandolos con
la teoria relativa a curvas con un lugar en el infinito:

Hemos empezado por introducir la definiciéon de semigrupo numérico asi co-
mo algunos de sus elementos y propiedades méas importantes: conjuntos de
Apéry, numero de Frobenius, conductor, o que sus sistemas minimales de
generadores consten de un ntmero finito de elementos.

A continuacién hemos introducido el concepto de d-sucesién caracteristica,
siendo una sucesién positiva de enteros (dp,...,ds), para la que se definen
d; = med(do, ..., 0;—1) paral <i < h+1yn; = dii-l para 1 <i < h, y que
satisface las siguientes condiciones:

1. dis1 =1y n; > 1 para todo ¢ > 2.
2. o;n; € {(50, ...,(51'_1}N.
3. 0; < di_1ni—1 — q;, de forma que ¢; > 0 para i > 2.

A partir de las d-sucesiones caracteristicas, hemos introducido los semigru-
pos planares, que son semigrupos numeéricos generados por §-sucesiones ca-
racteristicas, de manera que poseen algunas propiedades especiales: todo en-
tero se puede expresar de manera Unica como combinacién lineal de términos
de la §-sucesion, la férmula del conductor, etc.

Tras dejar claro qué son y cémo funcionan las §-sucesiones caracteristicas y
los semigrupos planares, estabamos preparados para abordar las cuestiones
geométricas relacionadas con las curvas con un lugar en el infinito:

Para formalizar el paso de los semigrupos numéricos a las singularidades de
curvas con un lugar en el infinito hemos tenido que recurrir a las valoracio-
nes, ya que la imagen de una valoracion discreta puede interpretarse como
inmersa en N y tiene estructura de semigrupo numérico, de forma que lo que
nos permite asociar un semigrupo numérico a una curva es una valoracion

41
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discreta que va del cuerpo de cocientes de la curva a los enteros. Siguiendo
esta linea, que la curva tenga un lugar en el infinito requiere de la existencia
de un tnico anillo de valoracién V de & /E que no contenga al anillo de
coordenadas de la curva, y esto nos permite definir el semigrupo de valores
de la curva C' como:

I'(C) ={degyh:0# h € A},
donde A es el anillo de coordenadas de la curva C.

Estas raices aproximadas forman una g-sucesién (go, ..., gp+1) ¥ Sus términos

satisfacen que

degy f
d s —
BY Ik = 1ned(So, ..., 0n)

De esta forma, vemos que dada una curva C' con un lugar en el infinito,
existe un semigrupo I'(C) formado por los érdenes de los polos para varios
elementos no nulos del anillo de coordenadas de C, es decir, I'(C) estéd ge-
nerado por una J-sucesién caracteristica que se puede computar como los
ordenes de los polos de las raices aproximadas de la ecuacion que define a C'.

Teniendo ahora claros los significados geométricos de la d-sucesiéon carac-
teristica, el semigrupo planar que ésta genera y los términos de la g-sucesion,
pasamos a ver los resultados principales de este trabajo:

El Teorema del Semigrupo de Abhyankar-Moh: Que establece que si
tenemos un polinomio que define una curva con un lugar en el infinito y su
grado en Y no es congruente con cero modulo la caracteristica del cuerpo
sobre el que esta definido, entonces existen el semigrupo de valores de la cur-
va, la g-sucesién asociada, y la d-sucesion caracteristica dada por los grados
de los términos de la g-sucesién, y ésta d-sucesion genera el semigrupo de
grado de la curva.

El Teorema de Sathaye-Stenerson: Que establece que dada una 6-
sucesion caracteristica tal que su primer término no es congruente con cero
moédulo la caracteristica de k, entonces existe una curva con un lugar en
el infinito cuyo semigrupo de grados estd generado por esa J-sucesién ca-
racteristica, ademads de existir la correspondiente g-sucesion asociada, de
manera que se cumple la relacién entre el grado de los términos de la g-
sucesion y los términos de la d-sucesion caracteristica.

Para finalizar, hemos expuesto los ultimos avances cuanto a la pregunta
planteada por Abhyankar sobre si dado un semigrupo planar siempre existe
una curva polinomial tal que su J-sucesién caracteristica asociada genere
ese semigrupo planar. Esta cuestion estuvo abierta hasta 2004 cuando se did
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como contraejemplo la d-sucesién caracteristica (6,21,4).

Ademsds, a medida que ibamos construyendo esta teoria, hemos ido vien-
do algunas funciones interesantes del paquete NumericalSgps de GAP, que
ilustraban mediante ejemplos algunos de los conceptos que ibamos introdu-
ciendo.

Las m4s relevantes de estas funciones han sido:

- MinimalGeneratingSystemOfNumericalSemigroup(): Devuelve
el sistema minimal de generadores del semigrupo que le introducimos
como parametro.

- IsDeltaSequence(): Determina si la sucesién introducida como pardme-
tro es 0 no una d-sucesion caracteristica, aunque no considera d-sucesiones
caracteristicas aquellas que sean principales.

- NumericalSemigroupPolynomial(): Devuelve el polinomio que tie-
ne por semigrupo de valores el semigrupo numérico que introducimos
como parametro, que no tiene por qué tener un tinico lugar en el infi-
nito.

- SemigroupOfValuesOfPlaneCurveWithSinglePlaceAtInfinity():
Determina si una curva plana tiene un tnico lugar en el infinito, y en
tal caso construye su Jd-sucesion caracteristica asociada y su semigrupo
de valores.

- CurveAssociatedToDeltaSequence(): Dada una sucesién que in-
troducimos como parametro, decide si genera el semigrupo de valores
de un polinomio con un lugar en el infinito y en tal caso, calcula la
ecuacién de dicho polinomio.
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