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Resumen

El objetivo principal del trabajo consiste en estudiar con detalle el método de apren-
dizaje estadistico conocido como: bosques aleatorios. Seran considerados tanto como mé-
todo supervisado como no supervisado. En primer lugar, desarrollaremos y explicaremos
la parte teérica del método, comenzando por los adrboles de decision. En segundo lugar,
presentamos la implementacion en el software R de los bosques aleatorios, lo haremos me-
diante el estudio la libreria randomForest. Por tltimo, aplicaremos los bosques aleatorios
a una base de datos, creada exclusivamente para la realizacion de dicho trabajo, donde
abordaremos un problema de caracter social como son: las desigualdades econémicas en
los diferentes paises del mundo.
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Introduccion

El aprendizaje estadistico hace referencia a un amplio conjunto de herramientas, cuya
funcién es comprender las relaciones entre los datos. En otras palabras, el aprendizaje
estadistico tiene como finalidad desarrollar un modelo tan preciso como sea posible, y
que pueda ser usado para predecir o estimar alguna caracteristica de los datos, que pueda
aportar conocimiento y valor sobre los mismos.

Respecto a los métodos de aprendizaje, estos pueden ser clasificados como: supervisa-
dos y no supervisados. En el aprendizaje supervisado se construye un modelo estadistico,
que intenta predecir o estimar un valor de salida Y (output) basado en valores de entrada
(input). Es por eso que, en muchas ocasiones, los problemas supervisados se reducen a la
estimacion de una funcion f que aporta el posible valor de Y en funcion de los valores
de entrada. A su vez, los métodos con los que pretendemos estimar la funcién f se puede
clasificar como: paramétricos y no paramétricos.

Los métodos paramétricos son en los que la obtencion de f se reduce al calculo de
unos coeficientes. Ademas, en algunos casos, se delimita la forma de la funcion f; un
ejemplo podria ser el caso de la regresion lineal. En cambio, los métodos no paramétricos
ni asumen una forma determinada para f , ni se reducen al céilculo de una cantidad de
coeficientes, simplemente exploran los datos con la finalidad de acercarse a ellos tanto
como sea posible; un claro ejemplo pueden ser los arboles de decision.

Por otra parte, en el aprendizaje no supervisado solo tenemos valores de entrada
(inputs), es decir, no hay un valor de salida supervisado que haga de guia al modelo. En
ese caso, nuestro objetivo serd comprender las relaciones y estructuras que proporcionan
los datos.

Objetivos y organizacion

El objetivo principal del trabajo es llevar a cabo un estudio detallado de los fundamen-
tos tedricos y conceptuales que hay detras de los métodos de aprendizaje conocidos como
bosques aleatorios. Para ello, el trabajo debera abordar el estudio de los arboles de
decisién y la técnica de remuestreo conocida como bootstrap, ya que ambos conceptos
son el soporte conceptual que hay detras de los bosques aleatorios.

Como objetivo secundario del trabajo, intentaremos aplicar esta técnica de apren-

dizaje a una base de datos creada ad hoc, en la que se recogen diferentes indicadores
socio-econémicos de los diferentes paises del mundo, con la finalidad de sacar algunas
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conclusiones acerca de las desigualdades econdmicas existentes. El estudio de este tipo
de datos puede ser relevante para proponer acciones que puedan ayudar a determinados
paises. Esto estaria vinculado con diversos objetivos de desarrollo sostenible en el marco
de la Agenda 2030 de las Naciones Unidas, principalmente en el objetivo 10 «Reduccion
de las desigualdadesy.

Respecto a la organizacion del trabajo,se puede diferenciar entre: parte teoérica y apli-
cacion. Hay que senalar que en la memoria, a nivel teérico y practico, introduciremos
tanto los bosques aleatorios supervisados, con dos tipos de respuesta (numérica y cate-
gorica) y también los bosques aleatorios no supervisados, que no son tan conocidos, y
abordaremos diversas problemaéticas en la aplicacién, como son, por ejemplo, los datos
faltantes.

En resumen, en el primer capitulo describiremos con detalle los arboles de decision
y posteriormente en el segundo capitulo abordaremos las técnicas de remuestreo y los
bosques aleatorios. Finalmente, en la parte de aplicacién dedicaremos el tercer capitulo
para explicar la libreria de R que usaremos en el anéalisis de los datos, en cuya construc-
cion se implementan los bosques aleatorios y sus funcionalidades, para terminar con la
descripcion y el analisis de nuestra base de datos mediante el uso de los bosques aleatorios.



Capitulo 1

Arboles de decision

Los métodos basados en arboles de decision, se fundamentan en la realizaciéon de par-
ticiones rectangulares del dominio dimensional donde esta comprendida nuestra muestra.
En primer lugar, vamos a describir el método méas conocido y usual como son los Clasi-
fication and Regression Trees (CART) introducido por [6].

1.1. Arboles de regresién y clasificacion

Consideremos en primer lugar, un problema de regresion, donde Y es nuestra variable
continua de respuesta. Sean X y X5 nuestros campos de entrada, donde X; C [0,1], i€
{1,2}, por tanto tenemos que Y: X; X Xy — R, luego Y = Y (x1, x5).

Si queremos realizar un estudio mediante arboles de decision, debemos hacer par-
ticiones de nuestro dominio de la variable respuesta. En este caso, particiones sobre
[0,1] x [0,1]. Nos restringiremos a particiones binarias recursivas, es decir, prime-
ro dividiremos el dominio en dos, para ello habra que elegir una variable y un punto
de separacion (méas conocido como split-point). A continuacion, repetiremos el proceso
considerando cada parte como dos partes independientes.

Veamos dos ejemplos en la Figura 1.1, de como realizar las particiones.

Figura 1.1: No realizada mediante particiones recursivas (izquierda). Realizada mediante
particiones recursivas (derecha)



Como se puede observar, la figura de la izquierda no se ha realizado mediante parti-
ciones binarias recursivas, ya que no todos los poligonos que aparecen son rectangulos.
En cambio, la figura de la derecha, si se ha obtenido mediante dicho proceso.

Nota 1.1. Como hemos visto en la Figura 1.1, podemos realizar particiones del domi-
nio que quedan fuera de nuestro estudio, debido a que nos estamos restringiendo a un
estilo concreto. La motivacion de dicha restriccion se debe a la dificultad de describir las
diferentes regiones cuando no son rectangulares. En cambio, esto no sucede cuando las
regiones son siempre rectangulares, luego es por un motivo de simplificacién.

Ejemplo 1.2. Es muy habitual resumir el proceso de particiones binarias recursivas
realizadas en la Figura 1.1 con un diagrama en arbol, como el que aparece en la Figura
1.2:

R, R: Ry

Ry Ry

Figura 1.2: Ejemplo de diagrama de arbol.

Asi, podemos observar que en este caso nuestro dominio de la variable respuesta Y,
se puede describir como unién de 5 regiones R; (véase Figura 1.1):

0,1] x[0,1]=U_ R, RNR;=0 i#j

Para terminar con este caso particular, una vez se han determinado las regiones del
dominio, se procede a dar un valor constante de la variable respuesta Y en cada region,

es decir:
5

Y (21, 19) = chI{(xl,xg) € Ry} donde ¢, € R
k=1
Mas tarde, veremos como se determinan las constantes cg, ya que para hacerlo se ne-
cesita una muestra de nuestra variable Y, junto con sus entradas X, X5 que la originan.

De forma general, podemos considerar que nuestra muestra consiste en p entradas, y
una respuesta para cada N observaciones, es decir X = (z;,y;) ¢ = 1,2,..., N donde
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x; = (T, T, ..., %) € RP.El algoritmo del método necesita decidir automaticamente
las variables de separacion, el split-point, ademés de la forma del arbol.

Supongamos primero que ya hemos dividido RP en M regiones que denominamos
Ry,..., Ry vy denotamos por f : RP —— R la estimaciéon del valor de nuestra variable
respuesta, dada por el algoritmo. Entonces como ya sabemos, esta funcion serd de la
siguiente forma:

M
fl@)=> enIf{r € Ry}. (1.1)
m=1
Asumiendo como criterio de minimizacion del error, el sumatorio de los residuos al
cuadrado, es decir,

(X)) = (v — fla)*. (1.2)

Entonces, veamos que el minimo se alcanza para dicha métrica en cada region R,,, cuando
se satisface

2 Z(yl — ) =0 <= ¢, = ave(y;: x; € Ry,). (1.3)

Ahora bien, determinar la mejor particiéon para dicho criterio de minimizaciéon del
error, es computacionalmente inviable. Por tanto, para encontrar la variable de separacion
y su split-point, procederemos mediante el siguiente algoritmo.

Sea la posicion de la variable de separacion j y sea s el split-point de dicha variable,
podemos definir la pareja de semiplanos generada mediante esta divisiéon como:

Ri(j.s) = {X|X; < s} y Ra(j.s) = {X| X, > s}. (1.4)

Luego, buscamos la posicion de la variable y su split-point que satisface

, , 2 : )

min[min 32 e tmi 3 wi-ef] (1)
{L’iERl(j,S) :EiERQ(j,S)

Para cuales sea las elecciones del par (7, s) la minimizacion del interior viene determinada

por

G =ave(y;: x; € Ri(J,s)) y éa = ave(y;: x; € Ra(74, 5)) (1.6)

Ademas, si consideramos como fija la posicion j, computacionalmente podemos deter-
minar rapidamente cudl es split-point 6ptimo. Por tanto, si realizamos esto para cada
posicion j y posteriormente comparamos las p, parejas obtenidas, el objetivo de encontrar
la mejor pareja (7, s), se convierte en viable.

Nota 1.3. El argumento anterior, no tiene en cuenta la posibilidad que la eleccién de
la variable en posicion j', obtenga en iteraciones posteriores errores mas pequenos que la
variable en posicion j, que ha sido elegida. En otras palabras, el arbol que hemos obtenido
escoge a cada paso la variable que provoca mayor disminucién en el error, sabiendo que
el arbol resultante puede que no sea el mas preciso posible. Es lo que se denomina un
algoritmo voraz.
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Si nos centramos en segundo lugar, en los problemas de clasificacion, entonces nuestra
variable Y de respuesta es discreta, luego Y: RP — {1,2,..., K'}. Para estos problemas,
se suele usar como métrica la proporciéon de observaciones de la clase k para cada nodo
terminal m, es decir,

) 1
ok =5~ > Ll =F), donde Ny, =#{z; € Ry}, (1.7)

m T, ERm

Para cada region R,,, clasificaremos sus observaciones por la moda en dicho nodo
terminal, por tanto,

k(m) = arg m}éx Drmk- (1.8)

Respecto a las medidas del error, en los problemas de clasificacion son habituales:

1. Proporcién de mal clasificados: 1 — pyim)
2. Indice de Gini: 30 | Hr(1 — k)
3. Entropia : — Y1 Pk 108 Prok

La ventaja de las ultimas respecto a la primera, es la suavidad y diferenciabilidad
como funciones de probabilidad p, y dado que hay que usar algoritmos de optimizacion
numérica, hacen que estas dos métricas sean més adecuadas para los métodos de clasifica-
cion. Ademas ambas medidas son més sensibles, que la proporcién de mal clasificados,
para cambios en el niimero de observaciones en los nodos.

Ejemplo 1.4. Supongamos que tenemos una muestra con 2 clases, donde hay (400, 400)
para cada una. Supongamos que hacemos la siguiente division, (300,100) y (100, 300),
entonces, nuestra proporcion de mal clasificados es del 25 %, la misma que si consideramos
la division dada por (200,400) y (200,0). En cambio, es preferible elegir la segunda
divisién ya que origina un nodo puro y, por tanto, ya no se divide mas.

Por otra parte, si consideramos el indice de Gini o la entropia, para ambas medidas
obtenemos mejores resultados para la segunda division.

1.2. Tamano del arbol

Claramente, un arbol de tamano muy grande puede originar fen6menos como el over-
fitting. Por otra parte, un arbol pequeno, no captura las tendencias més importantes en
los datos. Es por eso que, hay que buscar un equilibrio entre el tamano y el error.

Hay 2 posibles enfoques:

1. Ir dividiendo en regiones siempre que se disminuya el error por debajo de cierto
umbral que consideremos aceptable. Generalmente, origina arboles mas pequenos,
pero no tiene en cuenta que una division no aceptable puede ir acompanada poste-
riormente de una muy buena division.

12



2. Podemos crear un arbol Ty grande, el cual siga un algan criterio de parada. A con-
tinuacion, podemos ir podando dicho arbol, con la finalidad de obtener un subarbol
que nos dé un mejor equilibrio entre tamano del arbol y precision.

Desarrollemos el segundo enfoque para los problemas de regresion. Para ello, sea T
nuestro arbol original (grande) y definimos 7' C Tp, un subéarbol de Ty, que puede ser
obtenido mediante podas del original. Sea |T'| el ntimero de nodos terminales y definimos

Qm(T) == N Z (Y — cm)?. (1.9)

T, €ERm
Puesto que evaluar todos los posibles subarboles es muy costoso computacionalmente,
aplicaremos métodos que permitan seleccionar un pequeno subconjunto de subéarboles
prometedores para su posterior andlisis y seleccion. Asi pues, definamos la siguiente

métrica
|T|

ColT) = NuQu(T) + a|T| >0 (1.10)

que llamaremos coste de complejidad.

Nota 1.5. Veamos que si a = 0, no se tiene en cuenta el tamano del arbol y entonces
se busca minimizar el error al méximo. Lo que puede provocar sobreajuste en nuestra
muestra de entrenamiento.

Por otra parte, si & — oo, entonces obtendremos un arbol que no capta tendencias al
devolver incluso, en algunos casos, una salida constante.

Como para cada a > 0 podemos encontrar un Ty, tal que C,(7,,) = minpcr, Co(T),
nuestro objetivo serd encontrar una sucesion creciente de valores de «, que genere a su
vez un sucesion decreciente de arboles, ya que si oy < ag = T,,, 2 T,,. Luego queremos
determinar,

O=ay<oy<ay.. =Ty DTV DT,...,

donde los {7} };>0 son subéarboles obtenidos mediante la poda del arbol original. Final-
mente, una vez tenemos nuestra sucesion de candidatos a arboles prometedores, se lleva a
cabo un analisis de cada uno de ellos, con la finalidad de poder compararlos y determinar
cual aporta mejores predicciones.

Nota 1.6. Es muy habitual realizar el anélisis anterior mediante validacién cruzada.
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Capitulo 2

Bosques aleatorios

En este capitulo, vamos a desarrollar el método estadistico principal que usaremos en
este trabajo, como son los bosques aleatorios, también conocidos como Random Forest.
Para poder comprender con totalidad esta técnica de aprendizaje estadistico, es necesario
comprender el funcionamiento de la técnica de remuestreo llamada bootstrap y analizar
el efecto que produce cuando se aplica a los arboles de decision.

2.1. Bootstrap

El bootstrap es una herramienta estadistica muy potente y usada frecuentemente, que
tiene como objetivo cuantificar la incertidumbre de cierto estimador involucrado en un
método de aprendizaje estadistico. Sin embargo, la fuerza de esta técnica de remuestreo
recae en que puede ser facilmente aplicable en un rango amplio de métodos estadisticos,
incluidos en los que la medicion de la varianza es dificil de realizar.

En multitud de ocasiones es practicamente imposible disponer de un tamano lo su-
ficientemente grande de observaciones, dado que no podemos acudir a la poblaciéon real
para obtener la cantidad de observaciones necesarias con las que podamos llevar a cabo
estimaciones precisas. Ein este momento, es cuando se utilizan las técnicas de remuestreo,
por ejemplo el bootstrap.

Definicién 2.1. Sea Z nuestra muestra de datos original, de tamano n. Diremos que Zp
es una muestra bootstrap de Z si se ha obtenido mediante extracciones con reempla-
zamiento sobre las observaciones de Z y tiene tamano n.

Ejemplo 2.2. Sean X e Y dos variables aleatorias, las cuales hacen referencia al retorno
de inversion que obtendremos por haber invertido una suma de dinero en dichas opera-

ciones. Sea a € [0, 1] la proporcion de dinero que invertiremos en X y el resto en Y.
Entonces queremos obtener,

& =min Var(aX + (1 - a)Y).
Sea g(a) := Var(a X + (1 — a)Y), puesto que es conocido que si X e Y son dos
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variables aleatorias se tiene que,
Var(X +Y) =Var(X)+ Var(Y) + 2Cov(X,Y) 2.1)
Var(cX)=c"Var(X) ceR. .

Entonces, aplicando la propiedad anterior y asumiendo que Var(X) = o%,Var(Y) =
02 y Cov(X,Y) = oxy, obtenemos que
g(a) =a*o% + (1 —a)’oi +2a(l —a)oxy. (2.2)
Si derivamos en 2.2, es facil ver que tenemos
J(a) =2a0% — 2(1 —a)or + 2(1 —2a)oxy. (2.3)
Para determinar &, hacemos ¢'(a) = 0 y si manipulamos la expresion 2.3 se tiene que,

2
O'Y — O0XY
2 2 :
ox + oy —20xy

a = (2.4)

Ahora bien, no conocemos las distribuciones de nuestras variables X e Y, por tanto
desconocemos su varianza, luego no podemos calcular & teérico, pero si podemos hacer
una estimacion y cuantificar el posible error cometido.

Supongamos que disponemos de una base de datos Z con resultados de operacio-
nes pasadas de X e Y, donde la base de datos tiene tamano n (suele ser pequeno). De
nuestro conjunto de datos original, extraemos Z*, k= 1,..., B muestras bootstrap. A
continuacién, para cada una de ellas, calculamos el valor muestral de nuestro parametro,
denotados por a, k=1,...,B . Asi, una estimacion del error estandar sera:

SEp(a) =

La estimacion de & que se escoge, es la obtenido sobre Z. Las muestras bootstrap son
utilizadas para aproximar el error estandar cometido en la estimacion del parametro.

Propiedad 2.3. Sea X = {x;}, una muestra aleatoria con n observaciones. La pro-
babilidad de que la observacion x; con 1 < j < n no esté contenida en una muestra
Y = {y;}1-, bootstrap sobre X es

P ¢vh = (1-1)

Demostracion. Puesto que la muestra bootstrap, se origina mediante extracciones con
reemplazamiento sobre X, cada una de estas extracciones son independientes entre si.
Asi, como

S|

P({i’?j #yl}) =1-

Por la independencia de cada extraccion, se llega a

Pl evh = (1-1)
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Propiedad 2.4. En una muestra bootstrap se suele dejar fuera aproximadamente un
tercio de las observaciones.

Demostracion. Por la propiedad anterior es conocido que

1 n
P<{xj ¢ Y}> = (1 - ;) ?n—s00
Counsideremos

Z = #{ observaciones de X que no estan contenidas en la muestra bootstrap }.

Es claro que Z se comporta como una Bi(n, %), donde n es el tamano de X Luego, es
facil ver que

2.2. Bosques Aleatorios

Como hemos dicho anteriormente, el bootstrap es una técnica de remuestreo muy
extendida, que se utiliza en muchos métodos de aprendizaje estadistico, un ejemplo son
los bosques aleatorios.

Los arboles de decision explicados en el Capitulo 1, tienen la desventaja, como mé-
todo estadistico, de padecer una alta varianza. Esto se puede ver reflejado en que si
aplicamos los CART para cada mitad de nuestra muestra, podemos obtener predicciones
totalmente dispares, es decir, hay una alta varianza intrinseca en el método. Por otra
parte, tienen la ventaja de que son métodos con poco sesgo, es decir, si hacemos crecer
suficiente el arbol, y obtenemos muchos nodos terminales, entonces la diferencia entre
nuestra estimacion y su valor real tendera a ser pequena.

En cambio, un método estadistico con baja varianza podria ser una regresion lineal,
ya que si lo aplicamos a cada mitad de la muestra, podemos obtener aproximaciones
similares. Aunque la regresion lineal suele generar sesgos elevados en sus predicciones,
puesto que la calidad de las aproximaciones en los extremos de la recta puede llegar a ser
bastante mala.

2.2.1. Bagging

La técnica llamada bootstrap aggregation o bagging, tiene como propoésito general la
reduccion de la varianza de nuestro método de aprendizaje estadistico. Recordemos que

si tenemos 7y, Zs, ..., Z, i.i.d con o2 de varianza, entonces
- O
Var(Z) = —.
n

En otras palabras, si hacemos la media sobre un conjunto de predicciones habremos re-
ducido la varianza de nuestra prediccion.
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Sea X nuestra muestra original, obtenemos X1, ..., X,, muestras bootstrap sobre X.
Aplicamos nuestro método de aprendizaje estadistico a cada una de nuestras muestras,
siendo fl(x), fQ(x), o fm(m) nuestras aproximaciones. Asi, podemos definir como la pre-
diccion general el promedio de todas las estimaciones anteriores, es decir,

fugla) =~ > fule). 2.5

El razonamiento anterior, puede ser aplicado a los arboles de decision, disminuyendo
asi su alta varianza, y por tanto mejorando su calidad en las predicciones en muchas
ocasiones.

2.2.2. Fundamentos de los bosques aleatorios

Los bosques aleatorios proporcionan una mejora sobre el bagging aplicado a los arbo-
les de decision. Esta mejora se produce mediante algunos retoques que intentan reducir
la correlacion entre cada uno de los arboles involucrados en el método. Aunque se podria
pensar que la independencia en las muestras bootstrap implicaria independencia en nues-
tros arboles, esto no es asi. Supongamos que hay un predictor en nuestra muestra, que es
realmente influyente en nuestra variable respuesta (en ocasiones se les llaman predictores
fuertes), entonces aunque haya remuestreo sobre las observaciones, habria que esperar
que en la mayoria de arboles este predictor se encuentre en la separacion inicial y, por
tanto, dando lugar a particiones similares, que conllevan una correlaciéon entre los valores
de salida que proporciona el método. Luego, los arboles de decisiéon no son independientes
entre ellos.

Sean Z,, ..., Z, variables aleatorias idénticamente distribuidas y p = Cor(Z;, Z;), don-
de i # j con 1 < 1,5 < n. Entonces

Var(Z) = — Z Cov(Z;, Z;)
1<i,j<n
= ig <n02 + ZCOU(Z“ZJ)>
i (2.6)

o 2 = , 9
=—+ E(;n—l)pa
2
o
=(1—=p)— + po*.
n

Notemos que cuando n — oo, el primer factor desaparece. Luego, la idea funda-
mental de los bosques aleatorios es reducir la varianza mediante el promedio de muchos
arboles, y realizar algunos retoques para que la correlacion entre arboles se reduzca. Este
ultimo aspecto, se consigue mediante la eleccién aleatoria de las variables de entrada
disponibles en cada particion del arbol.
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Asi, cuando hacemos crecer un arbol sobre una muestra bootstrap, antes de cada
separacion seleccionamos aleatoriamente m predictores, los cuales son los candidatos para
dicha separacion.

Nota 2.5. Hay que observar que de esta manera si hay un predictor de los denominados
fuertes, este no va influir siempre, en las separaciones iniciales. Solo lo haré cuando haya
sido seleccionado de manera aleatoria.

En [4] se aconseja que para problemas regresion se tome m = £y para los de cla-
sificacion m =~ ,/p, donde p es el nimero de predictores de nuestra muestra inicial. En
cambio, en [1, pag. 592| recomiendan que el parametro m deberia ser adaptable al pro-
blema, ya que los valores anteriores no siempre son los mejores. En este trabajo m sera
un parametro adaptable.

Definicion 2.6. Sea B = {Ty(x)}2, un bosque aleatorio sobre X, nuestra muestra

~

original. La predicciéon frp de los bosques aleatorios es obtenida por

1. Para los casos de regresion:

frr(e) = 5 S Tile) (2.7)

k=1

2. Para los casos de clasificacion, cada arbol emite su voto mediante Tj(z) para cada
b=1,..,Bylasalida frr(z) es la clase més votada.

2.2.3. Owut of bag error

Es conocido por la Propiedad 2.4 que aproximadamente un tercio de las observaciones
no estan contenidas en cada muestra bootstrap.

Definicién 2.7. A cada observaciéon de la muestra original X que no esté contenida en
una muestra bootstrap sobre X, la denominaremos observaciones out of bag. También las
denotaremos como observaciones OOB.

Podremos usar este tipo de observaciones para realizar una estimacion del error. Como
haremos uso de las observaciones out of bag, denominaremos a esta métrica como error
OOB. Consideremos x; la observacion i-ésima, entonces es claro por la Propiedad 2.4
que existe un conjunto de indices J; C {1,2,..., B} donde dicha observacion es OOB y

|J;| = % Vi. Entonces, podemos definir como la aproximacion OOB de z;

> ful@). (2.8)
keJ;
Luego el error out of bag producido en nuestro bosque aleatorio B es:

foos(a:) == 1A|

|Ji

n . 2
Eroos <B> = Z (Z/z‘ - fOOB(Ii)) : (2.9)
Nota 2.8. En el ejercicio 15.2 de [1| se propone demostrar que el error OOB coincide
asintéticamente con la validacion cruzada. La ventaja del error OOB frente a la valida-
cion cruzada, es que es una métrica que se va calculando mientras se ejecuta el algoritmo.
En cambio, la validacion cruzada se realiza una vez se ha determinado el modelo, con el
coste computacional que conlleva.
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2.2.4. Importancia de las variables de entrada

Una de las caracteristicas fundamentales de los bosques aleatorios, es que podemos
medir y cuantificar la influencia de las variables de entrada. Hay diferentes maneras de
realizar el calculo pero en este trabajo solo consideraremos las dos siguientes:

1. La importancia de la variable j-ésima, se mide como la disminucién total del error
por la separacion con dicha variable, promediado entre todos los arboles donde
aparece. Para problemas de clasificacion se usa el indice de Gini, para regresion la
suma de los residuos al cuadrado.

2. Consideremos las observaciones OOB propias de cada arbol b € {1,2,..., B} y cal-
culamos su precision, para regresion usamos (2.9), para clasificacion la proporcion
de malclasificados. A continuacién, permutamos aleatoriamente los valores en la
variable j-ésima de dichas observaciones, y acto seguido, volvemos a calcular su
precision.

La diferencia entre las dos se promedia entre todos los arboles y se normaliza entre
la desviacion estandar de las diferencias.

Nota 2.9. Ambas formas dan lugar a rankings de importancia similares para las variables,
aunque no son equivalentes. La segunda forma suele dar lugar a ordenaciones maés
uniformes en los valores del ranking, ya que se puede calcular para todo arbol del bosque,
en cambio la primera manera solo permite calcular en los arboles donde dicha variable
interviene en algunas de las separaciones. En [1, pag. 594], se puede observar un ejemplo
de ambos rankings.

2.2.5. Proximidades

En muchas ocasiones es interesante (aunque estemos en un problema de regresion)
clasificar nuestras observaciones en tanto que son parecidas entre ellas. Ahora bien, cuan-
do tenemos una cantidad de predictores numerosa, no hay un criterio claro para decidir
que dos observaciones se parecen.

Pues bien, dado que los arboles de decision se fundamentan en la realizacion de par-
ticiones, la construccion de los nodos terminales nos proporcionan una herramienta fun-
damental para llevar a cabo estudios locales de nuestras observaciones.

Definicion 2.10. Sea 7 un arbol de decision sobre la muestra X'. Diremos que z;,z; € X
son proximos en T si pertenecen a la misma regién del drbol. Lo denotaremos como

l'iR[L’j

Definicion 2.11. Sea X una muestra de tamafo n, y sea B = {T(z)}2_, un bosque

aleatorio. Definimos la funcién de proximidad entre dos observaciones en b-arbol como
RY:{1,2,....,n}? — {0,1} tal que:

1 i TiRx;

R'(i, j) :=
0 en otro caso
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Definicion 2.12. Sea B = {T,(z)}£_, un bosque aleatorio. Entonces definimos la matriz
de proximidad Proz(B) = (proz(i, j)) asociada al bosque aleatorio B donde los
coeficientes satisfacen:

1<i,j<n

1

pTOZE(i,j) Y

5 2 R

o
M=

Nota 2.13. Hay que notar que Vk € {1,2,...,n} se tiene que prox(k,k) = 1y que
prox(i,j) = prox(j,i). Luego, la matriz de proximidad es una matriz simétrica, donde la
diagonal principal siempre tiene 1 como entrada y que estid acotada por 1. Ademas, se
puede demostrar que es una matriz definida positiva.

Nota 2.14. Podemos entender la matriz Prox(B), como la matriz que recoge en la
entrada proz(i, j) la proximidad entre las observaciones i y j.

Propiedad 2.15. La matriz A .= (1 — prox(i,j))1<ij<n es una matriz de distancia.

Observacién 2.16. Dada la matriz de proximidades del bosque aleatorio, obtenemos
la matriz de distancia A de la propiedad anterior, cuyas entradas a;; nos determinan
la relaciéon de proximidad que tienen las observaciones i y j. Asi, podemos aplicar a
dicha matriz algoritmos de agrupacion de forma que podamos determinar los grupos de
observaciones que son similares entre ellos.

2.2.6. Tratamiento de valores faltantes

Es muy habitual en nuestras muestras originales encontrar que alguna observacién no
tiene todos los campos de entrada completos. A los valores que no aparecen en la muestra
se les conoce como walores faltantes. Otra de las ventajas de los bosques aleatorios es el
tratamiento que les da a los valores faltantes.

A continuacion, explicaremos los procedimientos que se tratan en [4], aunque cabe
destacar que hoy en dia hay procedimientos mas avanzados como los que proporciona el
surrogate split explicado en [1, pag. 311].

Missquick: En primer lugar, si hay un dato faltante x(m, j) para la observacion m y la variable
J numérica, sustituimos x(m, j) por la mediana muestral de la variable j. En cambio
si la variable j es categorica, se sustituye por la moda muestral.

Missright: En segundo lugar, se puede hacer uso de la matriz de proximidades para la susti-
tucion. Supongamos que tenemos datos faltantes, por ejemplo z(m, j), hacemos un
primer reemplazo rapido (como por ejemplo en el caso anterior) y que no importa si
es poco preciso. A continuacion, hacemos crecer un bosque aleatorio para la muestra
con el reemplazo rapido, por tanto obtendremos una matriz de proximidades, asi
sustituimos nuestros valores faltantes por:

a) En caso de que sea una variable numérica:

B
. . 1 .
i(m,j) =3 > " prox(m, k) x(k, j)
k=1
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b) Si es una variable categorica ponderamos por su proximidad a la observacion
m y sustiuimos por Z(m, j) la categoria mas frecuente.

Se repite el proceso entre 4 y 6 iteraciones.

Nota 2.17. Es claro que la segunda forma de sustitucion de valores faltantes es mucho
mas costosa computacionalmente, pero funciona muy bien cuando tenemos una base de
datos con muchos valores faltantes. Por otra parte los autores de los bosques aleatorios
[4], recomiendan usar la primera forma de sustitucion, la méas rapida, si hay un 20% o
menos de datos faltantes.

2.2.7. Bosques aleatorios para aprendizaje no supervisado

Como ya sabemos, cuando tratamos métodos de aprendizaje estadistico no supervi-
sado, nos centramos en las relaciones entre las propias observaciones, ya que no tenemos
en nuestra muestra original X ninguna variable de interés que etiquetar como variable
respuesta. Asi, para poder usar los bosques aleatorios para problemas de aprendizaje no
supervisado crearemos una muestra artificial a partir de la original.

En primer lugar, creamos una variable binaria que etiqueta por clase 0 a nuestras ob-
servaciones de la muestra original. A continuacion, siendo n el tamano de nuestra muestra
original, realizamos para cada variable, n extracciones siguiendo la distribucion muestral
univariada de dicha variable en la muestra original. Asi, hemos obtenido nuestro conjunto
de observaciones artificial, las cuales seran etiquetadas por la clase 1 de nuestra variable
respuesta binaria.

Si consideramos como AXj la muestra constituida por la original y la artificial, podemos
aplicar los bosques aleatorios a dicha muestra sobre la variable binaria creada artificial-
mente. Luego, usaremos arboles de clasificaciéon de 2 categorias en los bosques aleatorios.

Para terminar, nuestro estudio se centrara en la matriz de proximidades, donde pres-
cindiremos de las observaciones artificiales. Es decir, nos restringiremos a estudiar las
proximidades y las distancias aportadas por el método de aprendizaje, entre las observa-
ciones originales. Con dichas proximidades, podemos emplear técnicas de clustering que
solo necesiten de distancias como Partitioning Around Medoids (PAM), u otras técnicas
como el escalado multidimensional.

Observacion 2.18. En [4] se puntualiza que si el ratio de mal clasificados que aporta el
bosque aleatorio, es superior al 40 %,entonces es que no hay una dependencia clara entre
las variables y, por tanto, no podemos extraer conclusiones de nuestros resultados.
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Capitulo 3

Implementacion en R

En este capitulo, nuestro objetivo es abordar la implementaciéon computacional en R
de las técnicas de aprendizaje explicadas anteriormente.

En primer lugar, en este trabajo usaremos el paquete de R randomForest, desarrollado
en |7] y mantenido por Andy Liaw. Dicho paquete se fundamenta en el codigo original
desarrollado en Fortran por Leo Breiman y Adele Cutler y publicado en [4]. Explicaremos
con detalle la funcién principal del paquete, también denotada por randomForest (), aun-
que también haremos mencién y describiremos funciones secundarias que nos permitiran
mostrar e ilustrar ciertas métricas de interés para la interpretacion de los datos.

3.1. Funciones del paquete randomForest

La funcién principal randomForest () implementa el algoritmo de bosques aletorios
para regresion y clasificacion creado por Leo Breiman en [5].

a) En este trabajo, fijaremos como forma de uso de la funcion principal:

1 randomForest (x, y=NULL, xtest=NULL, ytest=NULL, ntree=500,...)

b) Respecto a los argumentos principales que puede recibir la funcion:

x matriz de predictores de tamano n x p, siendo n el niimero de observaciones y
p de variables predictoras.

y vector que hace referencia a nuestra variable respuesta. Si es de tipo factor,
el algoritmo trabaja con arboles de clasificacion, si es numérico usa arboles
de regresion. En caso de omitirse, el algoritmo trabaja como aprendizaje no
supervisado.

na.action tipo de tratamiento que reciben los datos faltantes. Por defecto, se usana.fail,
cuya funcién es devolver un error en caso de encontrar datos faltantes.

xtest matriz de predictores del conjunto test.
ytest valores de la variable respuesta del conjunto de datos test.

ntree numero de arboles del bosque aleatorio. Por defecto se hacen crecer 500 arboles.
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mtry

replace

nodesize

maxnodes

importance

locallmp

nPerm

proximity

oob.prox

keep.forest

valor del parametro m. Por defecto, se siguen las recomendaciones expuestas
en [4].

Jlas extracciones se hacen con reemplazamiento? Por defecto, replace=TRUE.

tamano minimo de los nodos terminales. Por defecto, en regresion el tamano
minimo de los nodos es 5, mientras que es 1 para clasificacion.

maximo nimero de nodos terminales para los arboles del bosque. Por defecto,
maxnodes=NULL.

.se debe calcular la importancia de las variables? Por defecto, importance=FALSE.

ise debe calcular la importancia local para cada observacion? Por defecto,
localImp=FALSE.

numero de permutaciones que realizamos sobre las observaciones OOB, para
calcular la importancia de la variable j-ésima.

.se deben calcular las proximidades de nuestras observaciones? Por defecto,
proximity=FALSE.

,se calculan solo las proximidades sobre las observaciones OOB?

Jguardamos los arboles involucrados en el bosque?

¢) Si nos centramos en el objeto que devuelve la funcién randomForest (), podemos
observar que es una lista con los siguientes elementos:

call

type

predicted

importance

oob.times

proximity

mse

nos devuelve como hemos llamado a nuestra funcion

tipo de problema sobre el que estamos trabajando: regresion, clasificacion o no
supervisado.

valores de la variable respuesta que aporta el modelo sobre las observaciones
OOB.

objeto que almacena los vectores que miden la importancia de las variables.
Para regresion, la primera columna se calcula mediante permutaciones como
se explica en 2.2.4 b) y la segunda como en 2.2.4 a).

cantidad de veces que la observaciéon i-ésima es del tipo OOB.

en caso de que hayamos pedido calcular las proximidades en los argumentos,
este objeto almacena la matriz de proximidades.

se calcula el sumatorio de los residuos al cuadrado como en (1.2).

Nos centramos ahora en algunas de las funciones secundarias del paquete. Tal y
como hemos comentado en la Nota 2.5, en este trabajo se considerard m como un valor
adaptable a los datos del problema en cuestion. En el paquete hay una funcién llamada

tuneRF()

que pretende abordar y automatizar esta problematica y cuya finalidad es

encontrar el valor 6ptimo de m. Para ello usara el error OOB como métrica de referencia.

Como argumentos principales de la funcion tuneRF () podemos destacar:

X

matriz con los predictores.
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y vector de la variable respuesta.
mtryStart valor inicial para el parametro m.

ntreeTry numero de arboles que utilizaremos en cada bosque aleatorio. Por defecto el
valor es 50.

stepFactor incremento del pardmetro m en cada iteracion.

Respecto a la importancia de las variables, en el paquete podemos encontrar las fun-
ciones importance() y varImpPlot (), donde la primera tiene una salida matricial con
los valores en los que se cuantifica la importancia de las variables; en cambio, la segunda
representa de manera visual los valores anteriores (en escala). Ambas funciones reciben
como argumento un objeto de la clase randomForest.

Finalmente, entre las funciones del paquete que tratan los valores faltantes, podemos
destacar dos: na.roughfix() y rfImpute(). La primera funcién, sustituye cada valor
faltante de la variable j-ésima por la mediana (caso numérico) o por la moda (caso
categorico). En cambio, la segunda funcion, utiliza las ponderaciones que nos otorga la
matriz de proximidades, como hemos explicado en el apartado 2.2.6 b) del trabajo. Esta
altima funcién, rfImpute (), recibe como argumentos:

X matriz con los predictores.
y vector de datos de la variable respuesta. No se permiten NA.
iter nimero de iteraciones que se llevan a cabo para imputar.

ntree ntmero de arboles del RF.
Nota 3.1. Més adelante podemos usar otras funciones contenidas en el paquete, pero no

las explicaremos ya que su funcion sera de representacion o de validaciéon y su descripcion
no se ajusta a los objetivos del trabajo.
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Capitulo 4
Aplicaciéon

En este capitulo, nos centraremos en primer lugar en la base de datos creada ad hoc
para el trabajo, para ello mencionaremos los indicadores que contiene y la fuente de donde
han sido extraidos. En segundo lugar, usaremos los datos mencionados y aplicaremos los
bosques aleatorios con la finalidad de extraer conocimiento y valor de los mismos.

Nota 4.1. Puesto que el indice de Gini no es un indicador muy comin en el contexto
en el que se ubica dicho trabajo, hemos decidido dedicar una seccién del capitulo para
su explicacion. Por otra parte, el resto de indicadores se consideran conocidos para los
lectores.

4.1. Base de datos

Para el desarrollo practico del trabajo, hemos decidido aplicarlo a datos que hagan
referencia a las realidades socio-econémicas de algunos pafses. El estudio de este tipo de
datos puede ser relevante para proponer acciones que puedan ayudar en determinados
paises.

La base de datos es inédita, ha sido construida para este trabajo, a partir de datos
extraidos de [8]. En dicha organizacion llamada WorldBank, el Development Data Group
coordina el trabajo estadistico y mantiene una serie de bases de datos macroeconémicas,
financieras y sectoriales. Gran parte de los datos provienen de los sistemas estadisticos de
los paises miembros, y la calidad de los datos globales depende del desempeno de
estos sistemas nacionales. Ademaés, el Banco Mundial trabaja con los paises en el de-
sarrollo y mejora de la capacidad, eficiencia y eficacia de sus propios sistemas estadisticos
nacionales.

Observaciéon 4.2. Nos hemos centrado en indicadores del afno 2016, para los casos en
que este no se hubiera calculado para dicho ano, se ha usado el mas reciente hasta la
fecha, con limite en el ano 2000. Si no se ha calculado en todo el siglo XXI, se considera
dato faltante NA.

Respecto a los indicadores que hemos incluido en el trabajo los podemos clasificar, en
funcién de su tipologia:

1. Econémicos: porcentaje del PIB en impuestos, exportaciones, importaciones,
gasto social y formacion bruta de capital (FCB).
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2. Educativos: tasa de alfabetizacion por género.

3. Sanitarios: camas de hospital cada 100.000 personas, esperanza de vida por gé-
nero y porcentaje de muertes causadas por enfermedades infecciosas transmisibles,
condiciones maternales, prenatales y en materia de nutricion.

4. Sociales: porcentaje de poblacion activa desempleada por género (modelado de la
Organizacion Internacional del Trabajo), renta per capita (en US$ actuales).

5. Seguridad: homicidios intencionales por cada 100.000 habitantes.
6. Desigualdad: indice de Gini.

7. Complementarios: porcentaje del PIB en ciencia, educaciéon y porcentajes sobre
las exportaciones totales de productos de alta tecnologia y combustible.

Finalmente, nuestra base de datos consta de 266 observaciones (filas) y 20 variables
(columnas).

4.1.1. Curva de Lorenz e indice de Gini

El grado de desigualdad econoémica existente en una sociedad y su evolucion en el
tiempo son temas que mantienen el interés permanente de la opinién piiblica y de los es-
pecialistas en el estudio del bienestar colectivo. Por su parte, en la literatura que aborda
el analisis de la distribuciéon del excedente de la economia, se han propuesto diferentes
medidas que pretenden sintetizar esta variable, con el objeto de efectuar comparaciones
intertemporales y entre paises, a la vez de permitir asignar un valor absoluto a la desigual-
dad y derivar conclusiones sobre el nivel de concentracion del ingreso en una poblacion
determinada. En este trabajo, usaremos la medida conocida como indice de Gini.

El indice de Gini es uno de los indicadores sintéticos mas utilizados en el analisis esta-
distico para medir la desigualdad, debido a su facilidad de calculo e interpretacion. Dicho
indice aporta un valor numérico I € [0, 100] donde 0 representa la perfecta igualdad en
la tasa de participacion de los ingresos de la poblacién y 100 la perfecta desigualdad.

Para poder entender como se define el indice de Gini, antes debemos comprender qué
es la curva de Lorenz. Esta medida fue propuesta en 1905 con el proposito de ilustrar la
desigualdad en la distribuciéon de la salud y, desde su aparicion, su uso se ha popularizado
entre los estudiosos de la desigualdad econémica.

Definicién 4.3. Sea un conjunto poblacional de tamano N. Ordenamos los ingresos de
cada individuo y; de manera ascendente, es decir, ) = {y;}}¥, donde se satisface que

Y1 <y <...<yn.

La curva de Lorenz es la que representa el porcentaje acumulado de ingreso recibido,
de acuerdo a la cuantia de su ingreso. En otras palabras, es una funcién de distribucion
del ingreso poblacional.
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En un primer momento, el coeficiente de Gini se definié como:
1Yoz lvi — vl 1 &
2u< N(N 1) onde o N;y (41)

Posteriormente, se propuso una nueva manera de calcular el indicador, que se demostro
que era equivalente a la que se ha presentado previamente.

CG=1-2Acy, (4.2)
donde A¢y, representa el area bajo la curva de Lorenz.

Observaciéon 4.4. El coeficiente de Gini C'G es un valor entre 0 y 1. El indice de Gini
se define como I = 100 CG.

Ejemplo 4.5. Veamos un ejemplo en la Figura 4.1 de dos curvas de Lorenz. Estas reflejan
dos ejemplos ficticios de posibles distribuciones en el ingreso.

Ejemplos de Curvas de Lorenz

% de ingreso
40 a0 100
| |

20
|

T T T T T T
0 2 4 6

@
-
=}

Deciles de poblacién
Figura 4.1: Ejemplos de curvas de Lorenz.

La diagonal es una curva de Lorenz que representa la perfecta igualdad. Por su parte, la
curva que queda por debajo, muestra una clara desigualdad en el ingreso, ya que solamente
un 10 % de la poblacion dispone del 75 % de los ingresos totales de los individuos del pais.
De hecho, el area bajo la curva azul representa un 13’6 % del total, por tanto si aplicamos
la ecuacién 4.2, sabemos que

CG=1-2(0,136) = 0,728.

4.2. Analisis principal de los datos

En esta seccion abordaremos el analisis de nuestra base de datos. En primer lugar,
mostremos su estructura:
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x = read.csv(file = "BBDDIFM Regiones.csv'")

str(x)

"data.frame’: 266 obs. of 23 variables:

$ nombres : chr "Aruba" NA "Afganistan" NA ...
$ codigo nombres : chr "ABW" "AFE" "AFG" "AFW"

$ Impuestos :num NA 19.38 9.5 NA 9.73

$ GastoPIB : num NA 25.4 43.9 NA 17.5

$ GastoCiencia : num NA 0.646 NA 0.226 NA

$ EducacionGasto :num  5.52 4.22 4.23 3.03 3.42

$ ExpPIB :num 71.8 25.5 NA 17.6 28.1

$ ExportaAltaTecnologia :num 4.04 7.83 NA 3.36 16.23

$ ExportacionesCombustible: num 0.105 30.969 3.45 67.505 92.701
$ ImpPIB :num  70.4 29.1 NA 22.5 25.2

$ CapitalFormation :num  20.6 21.9 NA 20.7 27.2

$ AlfabetH : num 96.9 NA 45.4 NA 80

$ AlfabetM :num 96.7 NA 17 NA 53.4

$ CamasHospital : num NA 0.912 0.5 NA 0.8

$ CausasdeMuerte :num NA 52.9 39.4 61.9 61.6

$ EVH :num  73.3 60.6 62.3 55.9 57.2

$ EVM : num 78.2 64.9 65.3 58 62.8

$ ParoH :num NA 6.11 10.57 5 6.9

$ ParoM : num NA 7.04 14.33 6.08 7.5

$ HomicidiosIntencionados : num 1.93 10.3 6.55 8.1 4.85

$ RentaCapita : num 28452 1401 509 1666 3506 ...
$ Ginilnd : num NA NA NA NA 42.7 33.7 NA NA 32.5 42
$ region :int 0000000100

4.2.1. Matriz de predictores y tratamiento de los datos faltantes

Como hemos explicado en la Nota A.1, hemos anadido una variable binaria que iden-
tifica las regiones. Puesto que nuestro analisis se va a centrar en paises, vamos a descartar
estas observaciones.

Por otra parte, vamos a considerar como variable respuesta, en la parte supervisada
de nuestro estudio, el indice de Gini. Ahora bien podemos observar en la estructura de
los datos anterior que hay datos faltantes (NA) para este indicador. Asi, las observaciones
con NA en dicho indicador no van a intervenir en el entrenamiento, si no que seran usadas
posteriormente para predecir su posible valor. Finalmente, puesto que en los bosques
aleatorios intervienen elecciones aleatorias fijaremos con una semilla aleatoria, de forma
que aseguraremos la reproducibilidad de las soluciones para cada nueva ejecucion del
script. Asi, veamos la estructura de la base de datos con la que vamos entrenar nuestro
modelo:

set.seed (2021)
+ eliminamos las regiones
x = x[(x$region==0), ]
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/# detectamos las observaciones con indice de Gini conocido
train = which(is.na(x$Ginilnd )=—=FALSE)
str(x[train, ])

’data .frame’: 160 obs. of 23 variables:

$ nombres : chr "Angola" "Albania" "Emiratos <cl>rabes
Unidos" "Argentina" .

$ codigo nombres : chr "AGO" "ALB" "ARE" "ARG" .

$ Impuestos :num  9.7325 17.5902 0.0435 12.0973 21.2774

$ GastoPIB :num  17.51 23.96 4.47 26.18 25.71

$ GastoCiencia : num NA 0.154 0.7 0.613 0.241

$ EducacionGasto : num  3.42 3.96 NA 5.55 2.76

$ ExpPIB : num 28.1 29 101 12.5 33.7

$ ExportaAltaTecnologia : num 16.233 0.784 2.618 9.022 6.138

$ ExportacionesCombustible: num 92.7 11.18 31.56 2.5 3.49

$ ImpPIB : num 25.2 45.8 75.7 13.6 42.3

$ CapitalFormation : num 27.2 25.2 26 17.7 18

$ AlfabetH :num 80 98.4 92.6 99.1 99.8

$ AlfabetM :num  53.4 96.1 95.1 99.1 99.7

$ CamasHospital :num 0.8 2.89 1.36 4.95 4.2 3.84 7.42 4.82
0.79 5.76

$ CausasdeMuerte : num 61.58 2.96 7.03 15.49 4.81

$ EVH :num  57.2 76.4 76.8 72.8 71

$ EVM : num 62.8 80.1 78.8 79.6 77.9

$ ParoH :num 6.9 16.12 1.12 7.12 17.73

$ ParoM :num 7.5 14.45 4.2 9.14 17.48

$ HomicidiosIntencionados : num 4.847 2.737 0.705 6.033 2.963

$ RentaCapita : num 3506 4124 38142 12790 3592

$ Ginilnd :num  42.7 33.7 32.5 42 32.5 34.4 30.8 26.6
38.6 27.6

$ region :int 0 00000O0O0OO

Como podemos observar, hemos reducido a 160 nuestro nimero de observaciones, que
son todas paises con indice de Gini conocido. Ademas, las variables del tipo chr no van
a ser usadas para el entrenamiento, tampoco usaremos la variable region puesto que su
tnica finalidad era discernir entre paises y regiones.

En referencia al tratamiento de los datos faltantes existentes en nuestros datos de
entrenamiento, los vamos a tratar mediante el reemplazo por la mediana muestral como
hemos explicado en 2.2.6, es decir vamos a usar la funcion na.roughfix (), asi:

require (randomForest)

# posicion de la variable respuesta
indG = which (names(x)=—"GiniInd ’)

# nos quedamos con las variables numericas excepto region y la de
respuesta

trainM = na.roughfix (x[train, —c(1,2,indG,23) |)
dim_trainM = dim(trainM)
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# damos nombres a las filas para saber de que pais se trata
row .names (trainM) = x[train , 1]

#guardamos nuestro v.respuesta para nuestro cjto de datos
resp_trainM = x[train ,indG]

Notemos que nuestra matriz de predictores es de tamano 19 columnas por 160 obser-
vaciones, cuyos nombres hacen referencia a los paises a los que corresponden los datos.
Ademés, hemos registrado el valor del indice de Gini para las observaciones asociadas a
nuestra matriz de predictores.

4.2.2. Parametros 6ptimos para los bosques aleatorios

De acuerdo con [5], los resultados de los bosques aleatorios, solo son sensibles a la
eleccion del pardmetro mtry. Sin embargo, aqui ajustaremos los siguientes parametros:

1. ntree: el namero de arboles.
2. mtry: numero de predictores aleatorios escogidos para cada separacion.

3. nodesize: numero de observaciones minimas para cada nodo terminal.

Empezamos en primer lugar, por el tamano del arbol ntree. Hay que recordar que en
el paquete de R randomForest, la funcion plot() proporciona una grafica donde pode-
mos observar el error OOB en funcion del tamano del bosque. Ademas, el argumento
do.trace en la funcién principal del paquete permite recoger la evoluciéon de dicho error
segtn el nimero de arboles.

t aplicamos los RF sobre nuestros datos

modelo _inicial = randomForest(x = trainM, y =resp_ trainM , do.trace =
25,
proximity = TRUE)

# guardamos nuestra grafica
png("ajuste ntree'")

plot (modelo _inicial , col = "blue")
dev. off ()

Como se puede observar en el siguiente resultado aportado por el R, es suficiente considerar
como tamaino del bosque N = 100, ya que a partir de este valor el error OOB se estabiliza.

| Out—of—bag |

Tree | MSE %Var(y) |
25 | 30.71  52.62 |
50 | 27.47 47.08 |
75 | 28.29 48.48 |
100 | 27.69 47.45 |
125 | 27.96 47.92 |
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150 | 27.86 47.74 |
175 | 27.56 47.23 |
200 | 27.61 47.31 |
225 | 27.85 47.73 |
250 | 27.83 47.70 |
275 | 27.67 47.42 |
300 | 27.84 47.71 |
325 | 27.84 47.70 |
350 | 27.98 47.94 |
375 | 27.92 47.84 |
400 | 27.79 47.63 |
425 | 27.69 47.45 |
450 | 27.62 47.33 |
475 | 27.71 47.48 |
500 | 27.49 47.11 |

Ademas, si queremos visualizar estos resultados, podemos introducir la grafica que

arroja la funcion plot(), como podemos ver en la Figura 4.2:
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Figura 4.2: Error OOB en funciéon del niimero de arboles para el modelo inicial.

Asi, ya hemos determinado el pardmetro para ntree.

Observacion 4.6. Notemos que por las propiedades de los bosques aleatorios, el para-
metro no es critico, puesto que, una vez superado cierto umbral (en este caso los 100
arboles aproximadamente) el incremento en su valor no da lugar a sobreajustes de nuestro
modelo.

Para determinar el pardmetro mtry, vamos a razonar de manera analoga a la del
parametro anterior, ya que en la Figura 4.3 vamos a mostrar el error OOB en funcién del
parametro m.
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los posibles valores de m son
pos m = 1:dim(trainM) [2]
t para cada valor de m, calculamos el error OOB

oobsMtry = sapply(pos m, function (x) {
RF m = randomForest (x = trainM, y = resp trainM, ntree = N, mtry = x)
return (RF m$mse[RF m$ntree])

})

plot (x = 1:length (oobsMtry), y = oobsMtry, type = ’1’, xlab = "Valor
para m"

ylab = "Error MSE OOB")

Error MSE QOB
29 kil 3z
]

28
]

T T T
5 10 15

Valor para m

Figura 4.3: Error OOB en funcion de la cantidad de variables elegidas para cada separa-
cion.

Como se puede observar hay mucha variacion en el error en funcion del valor de m.
Con la finalidad de estabilizar el error MSE OOB para los valores de m, vamos a usar
el comando replicate, y realizaremos 10 y 20 iteraciones para cada valor posible de
m promediando sus resultados. Posteriormente volveremos a mostrar la grafica anterior
para decidir el valor del parametro m éptimo. Luego, en la Figura 4.4 podemos ver los
resutados:
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oobsMtryl0 = sapply(pos m, function (x) {
v = replicate(n = 10, randomForest(x = trainM, y = resp_trainM, ntree
p— N’
mtry = x)$mse[N])
return (mean(v))
1)
oobsMtry20 = sapply(pos m, function (x) {
v = replicate(n = 20, randomForest(x = trainM, y = resp trainM, ntree
p— N,
mtry = x)$mse[N])
return (mean(v))
)
plot (x = 1:length (oobsMtryl0), y = oobsMtryl0, type = "1", col = "red",

axes = FALSE, xlab = "Valor para m", ylab = "Error MSE OOB")

points(x = pos m, y = oobsMtryl0, pch = 21, bg = "black")

par (new=TRUE)

plot (x = 1:length (oobsMtry20), y = oobsMtry20, type = "1", col = "blue"
lty = 5, xlab = "Valor para m", ylab = "Error MSE OOB")

points(x = pos m, y = oobsMtry20, pch = 21, bg = "black")

legend (x = "topright", # Posicion

legend = c("10 RF", "20 RF"), # Textos de la leyenda

lty = ¢c(1, 5), # Tipo de lineas

col = c¢("red", "blue"), # Colores de las lineas
lwd = 2) # Ancho de las lineas

3z 33
1

Error MSE QOB
3

3o
1

28

5 10 15

Valor param

Figura 4.4: Error OOB estabilizado en funcion de la cantidad de variables elegidas para
cada separacion.
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Como podemos observar en la Figura 4.4 cuando realizamos 20 iteraciones el valor
m = 7 arroja el mejor error OOB, en comparacién con los otros posibles valores. Por
otra parte, cuando realizamos 10 iteraciones el minimo se alcanza para m = 9. Asi,
consideraremos de ahora en adelante dos modelos, el primero con m; = 7 y el segundo
con mo = 9.

Nota 4.7. Hay que recordar que por la Nota 2.5, sabemos que la recomendacién en este
caso seria que m = 1—39 ~ 6, pero como hemos podido observar en este caso, los valores
que minimizan el error OOB no siempre coinciden con la recomendacion. Este motivo es
el que justifica que consideremos la eleccion del valor de m, como un parametro ajustable

que dependa de los datos.

Finalmente, razonamos de manera idéntica para el valor del pardmetro nodesize.
Obtenemos las siguientes graficas que mostramos en la Figura 4.5, dependiendo de m; ¢ =
1,2.
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Error MSE O0B
28.4
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284
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283
|

28.2

28.2
|

281
1

Valor para nodesize Valor para nodesize

Figura 4.5: Error OOB estabilizado en funcién de la cantidad de observaciones minimas
para cada nodo terminal, para m; (izquierda) y mgy (derecha).

Es facil comprobar que la eleccion optima para el parametro nodesize es 2, ya que
es la que mejores registros de error OOB obtiene para m; con ¢ =1, 2.

Observaciéon 4.8. Hay que destacar que en este caso hemos seguido una logica secuencia-
lista, es decir, en primer lugar se 6ptimiza un parametro, para en segundo lugar optimizar
el siguiente. Este razonamiento, no siempre arroja el modelo mas 6ptimo, ya que para
ello habria que estudiarlos a la vez, ya que sus posibles valores pueden influir entre ellos
y en consecuencia en la precision del modelo.

4.2.3. Modelo con los parametros 6ptimos

Puesto que ya hemos calculado los diferentes valores de los pardmetros, de manera
que estos minimizan el error OOB, es el momento de aplicar los bosques aleatorios, con
la finalidad de extraer conocimiento de nuestra base de datos. Asi
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t valor de m=7
modelo_opt = randomForest (x = trainM, y = resp_trainM, ntree = N,
mtry = m_opt, proximity = TRUE, importance = TRUE, nodesize = 2)

£ valor de m=9
modelo opt2 = randomForest(x = trainM, y = resp trainM, ntree = N,
mtry = m opt2, proximity = TRUE, importance = TRUE, nodesize = 2)

Notemos que al indicar como proximity = TRUE e importance = TRUE, nuestro mo-
delo calculara la matriz de proximidades y la importancia de nuestros predictores sobre
la variable respuesta.

Una de las medidas méas usadas para determinar la bondad del ajuste producido
por el método, suele ser el coeficiente de determinacién denotado como RS(Q), que se
calcula como:

MSE

donde Var(y) denota la varianza de la variable respuesta.

Cuando esta medida estadistica es negativa o cercana a 0, quiere decir que el modelo
es peor que usar la media muestral de nuestra variable respuesta. Por otra parte, cuando
esta medida mas cerca esta de 1, mejor es la fiabilidad de las predicciones de nuestro
modelo.

En el caso que nos ocupa, nuestros resultados han sido RSQ; = 0,5331318 y RS, =
0,4982786, para m, y ms respectivamente. Asi, por un lado podemos afirmar que nuestros
modelos son mejores que la ausencia del mismo, pero por otro lado la bondad del ajuste
no es lo suficientemente alta como para garantizar que nuestras predicciones vayan a
ser adecuadas para todas las observaciones.

Nota 4.9. Un modelo se suele considerar bueno, cuando tiene un coeficiente de determi-
naciéon superior al 0,7

Observacion 4.10. Cabe destacar la complejidad del problema, ya que estamos intentan-
do predecir un indice sobre desigualdad en base a una cantidad limitada de predictores,
los cuales en muchos casos han sido rellenados y ademas puede que no se correspondan
con el ano de calculo de nuestra variable respuesta. Es por eso, que aunque no poda-
mos calificar de bueno nuestro modelo, podamos estar satisfechos teniendo en cuenta las
limitaciones existentes.

4.2.4. Importancia de las variables

Puesto que el modelo nos realiza un ranking sobre la importancia de las variables,
veamos en la Figura 4.6 cuéles han sido las mas determinantes para el primer modelo:
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modelo_opt
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Figura 4.6: Ranking de importancia de los predictores sobre el indice de Gini para el

modelo con m; = 7.

Notemos que el ranking de la izquierda de la Figura 4.6, se calcula en base a lo
explicado en el punto 2 de la Seccion 2.2.4. En cambio, el ranking de la derecha, usa la
disminucion del error total que ha producido sobre los arboles del bosque, tal y como

explicamos en el punto 1 de la Seccion 2.2.4.

En ambos rankings, el predictor més fuerte sobre nuestra variable respuesta es
HomicidiosIntencionados. Si queremos visualizar el efecto marginal de los predicto-
res mas fuertes sobre Y, podemos usar la funciéon partialPlot (). Dicha funcion estima
el efecto marginal de la variable j-ésima, calculando la media empirica en funciéon de los
posibles valores que pueda tomar la variable en la posiciéon j, es decir :

fi(x) = % ZﬁRp(x},...,ngl,:c,fo, o @h). (4.4)

Veamos en la Figura 4.7 los efectos marginales de las 6 variables mas importantes co-
mo son: HomicidiosIntencionados, CamasHospital ,EVH , EVM , CausasdeMuerte y

GastoPIB.
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Figura 4.7: Funcién marginal de los predictores con mas influencia sobre el indice de Gini.
De la Figura 4.7 podemos extraer las siguientes conclusiones:

1. Un claro indicador de una sociedad desigual en materia econémica, es la violencia
existente materializada en homicidios intencionados. Como podemos ver, empirica-
mente, sociedades donde hay una tasa de aproximadamente 15 homicidios inten-
cionales (por cada 100.000 habitantes) tienen una diferencia de hasta 8 puntos, en
relacion al indice de Gini, con otras donde hay una clara paz social.

2. Respecto a las capacidades sanitarias del pais, podemos observar el efecto po-
sitivo que aporta el incremento del nimero de camas de hospital disponibles, en
el reflejo de sociedades con menos desiguales econémicas. Ocurre lo mismo, con la
esperanza de vida de la poblacion, ya que sociedades en la que los ciudadanos vi-
ven mas, son indicativas de una mayor distribucién en el ingreso de su poblacion.
Finalmente, como era esperable, en los paises donde hay todavia un gran niimero
de muertes por causas maternales, prenatales o en materia de nutricion, tienden a
padecer una desigualdad en el ingreso muy superior.
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3. En referencia al Ambito institucional, cabe destacar que los paises que dedican
un 35 % de su PIB o superior en gasto publico, empiricamente tienden a tener una
diferencia de 1 sobre el indice de Gini con las que no lo hacen.

Nota 4.11. Solo introduciremos los resultamos para el modelo con m; = 7, ya que aporta
un coeficiente de determinacion superior al que usa ms = 9 y porque los resultados que
arrojan ambos modelos son muy similares.

4.2.5. Residuos. Observaciones con alto error

Con la finalidad de obtener una vision holistica acerca de la bondad del ajuste de
nuestro modelo hemos tratado y explicado el coeficiente de determinacion. Ahora bien,
no es la inica manera de hacerlo, puesto que es usual hacer un estudio de los residuos que
nos aporta nuestro modelo, para poder diferenciar los paises para los cuales el modelo no
predice bien. Veamos en el Cuadro 4.1, la descriptiva de nuestros residuos:

Modelo con m,

Modelo con ms

Min. : 0.02917
1st Qu.: 1.77716
Median : 3.32705
Mean : 4.14131
3rd Qu.: 5.88900
Max. :16.53636

Min. : 0.01786
1st Qu.: 1.85867
Median : 3.96471
Mean : 4.28000
3rd Qu.: 6.03673
Max. :16.96351

Cuadro 4.1: Estadisticos descritivos basicos de los residuos para los modelos con my y ms
respectivamente.

Como podemos observar, en ambos modelos, para el 75% de las observaciones se
obtiene un error inferior a 6 puntos de diferencia con su valor real y de media se comete
un error de 4 puntos en ambos. En cambio, hay paises para los que los modelos es claro
que no predice bien, como podemos ver en la Figura 4.8:

Residuos para el modelo con m=7 Residuos para el modelo con m=8
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Figura 4.8: Diagrama de caja y bigotes para los residuos de ambos modelos.
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Hay que notar que, existen valores de residuos atipicos (outlier), es decir, los modelos
no consiguen ajustar bien dichas observaciones. Es por eso que, en los Cuadros 4.2 y 4.3
mostramos que paises componen los outliers.

Nombre Predicciéon | Realidad
Zambia 40.5 57.1

Iraq 45.6 29.5
Republica Centroafricana | 41.9 56.2
Sudéfrica 50.5 63
Mozambique 41.8 54

Cuadro 4.2: Paises con residuos atipicos para el modelo con parametro m;.

Nombre Predicciéon | Realidad
Sudéafrica 46 63

Iraq 46.2 29.5
Zambia 41.7 57.1
Republica Centroafricana | 42.2 56.2

Cuadro 4.3: Paises con residuos atipicos para el modelo con parametro ms.

Este hecho se puede deber a diferentes cuestiones: politico-culturales del propio pais,
falsedad en sus propias estadisticas etc. Aunque, me gustaria destacar el caso de Irag;
como vemos en todos los paises donde el residuo es un valor atipico, la prediccién es
un valor inferior al real, en cambio en el caso de Irag esto no ocurre, es decir, seglin
nuestro modelo, debido a los predictores asociados Suddfrica y a Iraq el indice de Gini
estimado deberia ser similar, pero como hemos visto la diferencia es de mas de 30 puntos.
Este hecho puede deberse a varios motivos: en primer lugar Iraq estuvo inmerso en un
conflicto armado entre los anos (2003-2011), proporcionando un contexto muy dificil
para los estadisticos de nuestra muestra (sean durante la guerra o posteriores). Ademas
en segundo lugar, la Gltima vez que se calcul6 el indice de Gini en dicho pais fue en el
ano 2012, justo el ano posterior al fin del conflicto, haciendo que el coste en vidas y el
contexto socio-politico no fuera el adecuado como para considerarlo fiable.

4.2.6. Proximidades

Vamos a analizar en esta seccion la matriz de proximidades, que hemos obtenido para
ambos modelos. En primer lugar, en el Cuadro 4.4, podemos ver cuales han sido los paises
mas similares a Espana segin nuestros modelos.

Notemos que el pais mas similar a Espafia segin el modelo que define m, es Italia,
en cambio, para my es Grecia. Hay que destacar también paises como: Turquia, Irlanda
y Suiza; los cuéles a priori no se esperaba que fueran «mds prorimos» que paises como
Portugal. En cualquier caso, hay que resaltar que el grado de proximidad con dichos
paises, es bajo, entorno al 0'2. Recordemos que 1 indica la maxima proximidad y 0 la
minima.

Como hemos visto en la Observaciéon 2.16, una vez determinada la matriz de proxi-
midades, podemos obtener la matriz de distancia y a dicha matriz le podemos aplicar
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Pais Proximidades para m; || Pais Proximidades para ms
Espana | 1 Espana 1

Italia 0.333 Grecia 0.230

Irlanda | 0.307 Luxemburgo | 0.2

Albania | 0.25 Armenia 0.181

Suiza 0.25 Italia 0.166

Turquia | 0.25 Turquia 0.166

Cuadro 4.4: Paises con mayor similaridad a Espana para m; (izquierda) y mqy (derecha)

algoritmos de agrupacion como, por ejemplo, el Partitioning Around Medoids (PAM).
Asi, vamos a proyectar nuestras observaciones en dos dimensiones en la Figura 4.9,para
ello usaremos la funcion cdmscale(), y agruparemos mediante k € {2,3,4,5} grupos.

Nota 4.12. Cada color indica la pertenencia a cada uno de los grupos, y los nombres
representan los medoides de cada grupo.
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Figura 4.9: Proyeccién de las observaciones
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4.2.7. Predicciones de los paises sin indice de Gini conocido

Recordemos que en nuestra matriz de predictores, no se habian incluido las observa-
ciones cuyo indice de Gini era un dato faltante. Puesto que ahora tenemos dos modelos
dptimos (con my y mgy respectivamente), veamos en el Cuadro 4.5 qué descriptiva obte-
nemos sobre nuestras predicciones en dichos paises:

Predicciones para my | Predicciones para mo
Min. :32.30 Min. :31.82

1st Qu.:35.49 1st Qu.:35.12
Median :37.60 Median :37.53

Mean :38.88 Mean :38.75

3rd Qu.:42.78 3rd Qu.:42.51

Max. :46.96 Max. :46.53

Cuadro 4.5: Estadisticos descriptivos basicos, para las predicciones del indice de Gini, de
los paises donde no es conocido, hecha por los modelos m; (izquierda) y ms (derecha).

Prediccicnes para el modelo con m=7 Predicciones para el modelo con m=9

Figura 4.10: Diagrama de caja y bigotes para las estimaciones del indice de Gini, de los
paises donde no es conocido, hecha por los modelos m; (izquierda) y my (derecha).

Como podemos observar en los datos anteriores, las predicciones tienen una media
de aproximadamente 38 puntos en el indice de Gini y una mediana de 37 puntos, para
ambos modelos. Es decir, la mayoria de paises de los cuéles no conocemos su indice de
Gini, son paises muy desiguales, segiin las predicciones de nuestros modelos.

Nota 4.13. En la muestra de los paises para los cuales desconocemos el indice de Gini, hay
aproximadamente un 38 % de datos faltantes. Ademaés, dichos valores han sido sustituidos
por su respectiva mediana muestral, es por eso, que nuestras estimaciones van a estar
influenciadas por dichas limitaciones.

Por otra parte, en el Cuadro 4.6 podemos observar qué paises son los mas redistri-
butivos segin cada modelo.
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Pais Prediccion m, || Pais Prediccion m,
1 | Corea, Rep. Democratica 32.305 Corea, Rep. Democratica 31.8235
2 | Turkmenistan 33.2905 Moénaco 33.6815
3 | Brunei Darussalam 33.686 Hong Kong 33.81
4 | Hong Kong 33.815 Qatar 33.9485
5 | Singapur 34.099 Aruba 34.083

Cuadro 4.6: Paises méas iguales econdémicamente segtin las predicciones de los modelos
para m; (izquierda) y ms (derecha).

Hay que destacar que, segtn los resultados anteriores, el pais més redistributivo,
de entre los que no reportaban el indice de Gini, es Corea, Repiblica Democrdtica. A
continuacion, respecto a la segunda posiciéon hay divergencias entre cada modelo, pero es
cierto que para ambos modelos la region de Hong Kong en China recibe buenas estima-
ciones, en comparacion a los otros paises de la muestra.

Ahora bien,en el Cuadro 4.7 nos centramos en los paises con mas desigualdad eco-
némica, de entre los que no reportaban el indice de Gini, segiin nuestros modelos.

Pais Prediccién m; | Pais Prediccion mo
1 | Guinea Ecuatorial 46.9615 Guyana 46.5255
2 | San Vicente y las Granadinas 46.779 Belice 46.1095
3 | Belice 46.1805 Bahamas 46.0685
4 | Guyana 45.6735 Puerto Rico 45.7975
5 | Saint Kitts y Nevis 45.4835 Bermudas 45.4785

Cuadro 4.7: Paises méas desiguales econ6micamente segin las predicciones de los modelos
para m; (izquierda) y ms (derecha).

En ambos modelos, podemos observar que los paises: Guyana y Belice reciben unas
puntuaciones muy altas. En cambio, paises como Guinea Ecuatorial, es el pais peor pun-
tuado segiin el modelo con parametro my, en cambio para el modelo ms no se encuentra
dentro de los 5 paises con peor puntuacion, pero su indice de Gini predicho con mq es 45,
similar al obtenido con m; .

Dado que hay dos modelos que consideramos dptimos, podemos observar en la Figura
4.11 una comparacion entre las predicciones de cada uno, con la finalidad de conocer si
tienen un comportamiento similar como modelos, o si por el contrario difieren mucho
respecto a sus estimaciones.
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Figura 4.11: Comparacion entre las predicciones del indice de Gini, de los paises que no
lo reportaban, para ambos modelos.

Notemos que los valores, para cualquier caso, estdn en un entorno cercano de la
recta diagonal (recta verde en la Figura 4.11) y = x. Luego, podemos afirmar que el
comportamiento cualitativo entre los modelos, no varia.

Observacion 4.14. El estudio anterior, rellenando los datos faltantes mediante bosques
aleatorios producia peores resultados, es por eso que ha sido omitido en esta seccion.

4.3. Analisis complementario de los datos

En esta seccion, continuaremos con el analisis de los datos, aunque vamos a llevar a
cabo un planteamiento con matices diferentes al anterior, con la intencién de sacar mas
conocimiento de nuestra base de datos.

4.3.1. Segmentacion y regresion mediante bosques aleatorios

En el analisis de datos es muy habitual en primer lugar, realizar una segmentacion de
nuestras observaciones para poder discernir cuales pertenecen al mismo grupo. En segundo
lugar, una vez han sido definidos los grupos, aplicamos nuestros modelos para cada grupo.
El razonamiento anterior, pretende extraer la mayor cantidad de conocimiento posible
mediante el aumento de la granularidad de nuestra base de datos.

Para el caso que nos ocupa plantearemos el problema de la forma siguiente:
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1. Los datos faltantes seran rellenados mediante la funcion rfImpute (), es decir, usa-
remos los bosques aleatorios.

2. Aplicaremos los bosques aleatorios de forma no supervisada, asi, obtendremos una
matriz de proximidades con la que poder trabajar.

3. El ntimero de grupos lo determinaremos aplicando PAM con 2 a 5 grupos y cal-
culando la silueta |[12] que devuelve PAM, de forma que nos quedaremos con el
niimero de grupos que devuelva mayor silueta.

4. Finalmente, aplicaremos los bosques aleatorios de forma supervisada sobre el indice
de Gini, para cada uno de los grupos.

Como hemos comentado anteriormente, para usar los bosques aleatorios para rellenar
los datos faltantes usaremos la funciéon rfImpute. Asi:

indG = which (names(x)=="Ginilnd ’)

Gini = x[train, indG]

dataframe = rflmpute(x = x[train, —c(1,2,indG,23)], y = Gini , ntree =
100, mtry = 9)

w o =

Puesto que, ya no tenemos datos faltantes en nuestra base de datos llamada dataframe,
le vamos a aplicar los bosques aleatorios de forma no supervisada:

1 # aplicamos RF no supervisados

RFno sup = randomForest(x = dataframe, proximity = TRUE, importance =
TRUE, keep.forest = TRUE)

3 M = RFno sup$proximity

N

Dado que, hemos calculado nuestra matriz de proximidades M, ya sabemos que po-
dremos calcular nuestra matriz de distancia y aplicar el algoritmo de agrupacion PAM,
pero para poder hacerlo de forma adecuada, primero debemos calcular el nimero de
grupos.

set.seed (2021)

w N =

MDist = as.matrix(1-M)

# que numero k de cluster
k = 2:10

® N o

silueta = sapply(k, function (u){
9 clust = pam(MDist, k = u, diss = TRUE)
10 return (clust$silinfo$avg.width)

al P

En la Figura 4.12, podemos ver los resultados del promedio de la silueta que es la
medida que usaremos para definir el nimero de grupos.
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Figura 4.12: Célculo de la silhouette para nuestra matriz de distancia.

Es claro que segtin la medida anterior, el valor adecuado de grupos es k = 2. Veamos
en la Figrua 4.13 una proyeccion de las agrupaciones resultantes de aplicar el PAM con
k = 2. Aunque, el valor de la silueta, nos indica que no hay grupos separados.
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Figura 4.13: Proyeccién de los segmentos de paises del modelo de bosques aleatorios no
supervisados.
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Aplicamos los bosques aleatorios para cada segmento de observaciones, definido por:
Paises Bajos y Uganda

#quitamos el indice de Gini

dataframe = dataframe[,—1]

modelo _segl ml = randomForest (x = dataframe[cluster$clustering==1, |, y
= Gini[cluster$clustering==1], importance = TRUE, ntree 100, mtry

modelo seg2 ml = randomForest (x = dataframe|cluster$clustering==2, |, y
= Gini[cluster$clustering==2], importance = TRUE, ntree 100, mtry

modelo segl m2 = randomForest (x = dataframe|cluster$clustering==1, |, y
= Gini[cluster$clustering==1], importance = TRUE, ntree 100, mtry

modelo _seg2 m2 = randomForest (x = dataframe[cluster$clustering==2, |, y
= Gini[cluster$clustering==2], importance = TRUE, ntree 100, mtry

En el Cuadro 4.8 podemos ver los valores para el RS() para cada segmento y valor
del parametro m. Hay que notar que, los valores para el primer segmento, que es el que
define Uganda, son muy bajos, tanto como para que podamos afirmar que el modelo es
insuficiente como para proseguir con nuestro andlisis. Respecto al segundo segmento,
los valores son muy similares a los que hemos obtenido en el analisis principal.

Modelo m; Modelo ma
Segmento 1 || 0.1574911  0.2229155
Segmento 2 || 0.5278506  0.5499826

Cuadro 4.8: Valores de los RS(@) para los modelos con m; y mo.

En este caso, segmentar nuestra base de datos no ha tenido el efecto esperado en
cuanto al aumento de la precisiéon de las estimaciones de los modelos y por tanto,
no seguiremos con nuestro andlisis.
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4.3.2. Clasificacién por nivel de desarrollo humano

En esta seccion, aplicaremos los bosques aleatorios sobre una variable respuesta Y
binaria, es decir, usaremos los bosques aleatorios en un problema de clasificacion, donde
s6lo hay dos categorias.

Para ello, usaremos un estadistico conocido como indice de desarrollo humano
(IDH), como se cita en [10] : «Un pais obtiene un IDH mds alto cuando la esperanza de
vida es mayor, el nivel de educacion es mayor y el ingreso nacional bruto INB (PPA) per
cdpita es mayory. Por otra parte, en |9, pag. 25] obtenemos una clasificacion, en funcion
del IDH de los paises, en 4 categorias: desarrollo humano muy alto, desarrollo humano
alto, desarrollo humano medio y desarrollo humano bajo. Asi, vamos a construir una
variable binaria donde le asociaremos el valor 1 a las observaciones que hacen referencia
a paises con desarrollo humano medio o bajo: en cambio, asociaremos el valor 0 a paises
con desarrollo humano alto o muy alto.

COd nom = ¢ ( HSYYI{H Hl\[[_]LH H\]Nl\’,lll HPSE " HIRQH HI\/LAI{H HKGZH HGLWW HSLVH HTJKH

HCP\;H , HGTI\/IH , n NIC n , HIND n , HNAAI\/IH , HTLS n , HHNDH , n KIRH , HBTNH , HBGDH ,
HSTP n , HC%H , HS\\]ZH , HLAOH , H\/“[JTH , HGHAH , Hm\/ﬂgll , HGNQH , Hl\ﬂ\IR,” , I‘Iq_ﬂ\/lﬂ ,
HI{ENH , HNPLH , HAGOH , IVQ\RII , HZW’EH , HPAKH , " SLBH , HPNGH , llml\Ill , HRWYAH ,
HNGAH , HTZAH , HUG“XH , lll\m’]:‘” , "1\"]]1}” , HBENH , HLSOH , HSENH , HTGOH , HSDNH ,
HHTIH , HAAFGH , n DJI n , Hl\’,m*[H , HETHH , HGl\’,H_))H , n GINH , HLBR’H , HYEl\/[H , HGNBH ,
HO()DH , Hl\IOZH , HSLE n , HBFAAH , n ERIH , HI\,ILIH , HBDIH , HSSDH , HTCDH , HCAAFH ,
HNERH , n CI\/'H )

ind_idh = sapply (cod_nom,FUN = function (u){return (which(x$codigo_
nombres—u)) })

idh [ind idh]=1

x[,24]=1idh

names(x)[24]= "IndDesaHumano"

Los datos faltantes de nuestra matriz de predictores, en este caso, los reemplazaremos
por la mediana muestral. A continuacion, aplicaremos los bosques aleatorios (con los pa-
rametros del analisis principal con parametro m;) para una variable que hemos denotado
como idh del tipo factor.

x = x[(x$region==0), |
x$IndDesaHumano = as.factor (x$IndDesaHumano)

dataframe = x[,—c(1,2,23)]
str (dataframe)

modelo clas = randomForest (x = na.roughfix (dataframe[,—21]), y =
dataframe|,21], importance = TRUE, proximity = TRUE, ntree = 100,
mtry = 7)

En el Cuadro 4.9 podemos observar el nivel de precisién que obtenemos con dicho
modelo.
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Real/ Pred | 0 1 | Error
0 136 8 || 0.06
1 11 61 || 0.15

Cuadro 4.9: Matriz de confusion resultante de aplicar los bosques aleatorios para el pro-
blema de clasificaciéon definido en el texto.

Luego, nuestro modelo clasifica erroneamente el 6 % de los paises con desarrollo hu-
mano alto o muy alto: en cambio, este error aumenta hasta el 15 % para los paises con
desarrollo medio o bajo. En los Cuadros 4.10 y 4.11 podemos ver qué paises han sido mal
clasificados por nuestro modelo.

Pais

Belice

Botswana

Egipto, Republica Arabe de
Gabon

Somalia

Ucrania

Uzbekistan

=1 O O = W N

Cuadro 4.10: Paises con IDH alto o muy alto, para los que el modelo senala que deberian
ser bajo o medio.

Pais

Cabo Verde
Djibouti

Guinea Ecuatorial
Guyana

Iraq

Islas Marshall
Namibia,

Ribera Occidental y Gaza
El Salvador
Tayikistan
Vietnam

[a—
— O O 00~ O Ui W N =

—_

Cuadro 4.11: Paises con IDH bajo o medio, para los que el modelo senala que deberian
ser alto o muy alto.

Para terminar, en la Figura 4.14 podemos ver cual ha sido el ranking de importan-
cia de nuestras variables predictoras, sobre nuestra variable respuesta binaria.
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modelo_clas

RentaCapita d RentaCapita d
AlfabetH o AlfabetH o
Alfabeti a Alfabeti o
EVH o CausasdeMuerte Q
EVM o EVM o
CausasdeMuerte o EVH o
CamasHospital ° CamasHospital Q
GastoPIB Q ExportacionesCombustible |2
GastoCiencia a ExpPIB o
ExpPIB ° CapitalFormation i
ExportacionesCombustible |2 GastoCiencia al
ImpPIB Q Parah <
ParoH o GastoPIB l
CapitalFormation 2 EducacionGasto i
HomicidiosIntencionados | = ImpFIB <
Ginilnd o Ginilnd l
Impuestos a ParoH =
EducacionGasto o HomicidiosIntencionados  J
ExportaAltaTecnologia o Impuestos =
ParaM o ExportaAltaTecnologia =

1T 11 TTTTTT

0 10 o 15

MeanDecreaseAcc MeanDecreaseG

Figura 4.14: Ranking de importancia de las variables predictoras para el problema de

clasificacion.

Como podemos observar, las variables que anteriormente hemos indicado que influian
en el IDH ocupan las primeras posiciones en el ranking. Este hecho da muestras de la
consistencia del modelo. Por otra parte, es sorprendente la posicién tan baja que ocupa
el indice de Gini en el ranking, lo que indica que el indicador IDH no tiene en cuenta para
su medicion el grado de desigualdad econdmica, lo cual en estudios como el que hemos
pretendido en este trabajo presenta ciertas limitaciones.

Nota 4.15. Existen otro tipo de indices como el indice de desarrollo ajustado por
desigualdad (IDHD), que pretender subsanar las limitaciones anteriores. De hecho, este
indicador también aparece en [9], pero la clasificacion que se lleva a cabo en el estudio y
que hemos usado para el problema de clasificacién se centra en el IDH.
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Capitulo 5

Conclusiones

En cualquier curso elemental de mineria de datos se suelen estudiar los &rboles de
decision, sobre todo, los llamados Clasification and Regression Trees (CART). En cambio,
los bosques aleatorios, aunque se basan en los arboles de decision, son menos conocidos,
especialmente en la faceta de aprendizaje no supervisado, que revisamos también en este
trabajo.

Como hemos explicado en el trabajo, los bosques aleatorios mediante el promedio
de resultados de los diferentes arboles y la aleatoriedad en la eleccion de variables para
determinar cada split, permiten disminuir la varianza del método, dando lugar a una
mayor estabilidad de nuestras predicciones. Ademas, este método de aprendizaje permite
trabajar con datos de diferentes formatos (categoricos, numéricos...), incluso con datos
faltantes, mediante el rellenado de datos usando los propios bosques aleatorios o a través
del uso de los denominados surrogate splits. Otra de las ventajas inherentes en la propia
construccion del método, es la existencia de observaciones out of bag, cuya funcion es
esencial para determinar el error y las predicciones del método. Ademas, también per-
miten que prescindamos de métodos de validacion cruzada, con la finalidad de estudiar el
error. También cabe destacar que los bosques aleatorios, nos proporcionan un ranking de
importancia de las variables explicativas sobre la variable respuesta, este nos puede ser de
gran ayuda en el analisis de los datos y en la extracciéon de conocimiento, ya que el méto-
do también permite obtener la funcién marginal empirica de cada variable. Finalmente,
respecto a las ventajas del método, destacaria: los pocos parametros que hay que ajustar
para trabajar con él, que permite el aumento en el niimero de variables explicativas y que
el aumento en el nimero de arboles no produce sobreajuste. Por otro lado, permite ser
empleado tanto en aprendizaje supervisado, como en no supervisado.

Si nos centramos en las desventajas, es claro que reducen considerablemente la facili-
dad de intepretacion de los CART; ademas, la implementacién en bases de datos con un
gran ntimero de observaciones conlleva un coste computacional y de memoria muy eleva-
do, que no siempre es asumible. Por otra parte, hereda algunas de las caracteristicas de
los arboles de decisién como es: la no deteccidon de relaciones lineales entre las variables.

Respecto a la parte de aplicacion del trabajo, hemos aplicado los bosques aleatorios
a una base de datos, creada ad hoc para el mismo, en la que intentamos estudiar un
problema de caracter social como son: las desigualdades econémicas en los diferentes pai-
ses del mundo. Para llevar a cabo el estudio, nos hemos centrado en el indice de Gini
como medida que identifica el grado de desigualdad econémica existente en cada pafs.
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Posteriormente, en los resultados del estudio, pudimos comprobar que las variales expli-
cativas més influyentes sobre el indice de Gini, segiin nuestros modelos, son: la violencia
existente materializada en homicidios intencionados y el nivel de desarrollo sanitario,
el cual se puede explicar a su vez a través de la esperanza de vida de la poblacion, del
numero de camas de hospital por habitante o incluso por la cantidad de muertes por
causas maternales, prenatales o por desnutricién.

Por ltimo, algunos de los aspectos con los que se podria continuar el trabajo en el
futuro podrian ser los siguientes:

1. Dada la complejidad del problema y las limitaciones que nos hemos encontrado
en lo referente a la calidad y la obtencién de los datos, podria ser beneficioso au-
mentar el nimero de variables explicativas en nuestra base de datos, con la finalidad
de obtener una mayor precision en nuestros modelos.

2. Respecto a la deteccion de outliers, en [11] se explica como podemos obtener la
funciéon de distribucién para la prediccion de cada observacién, es decir,
F(Y < ylX = x) De esta manera, el método nos podria proporcionar inter-
valos de confianza para cada observacion, con lo que determinando un nivel de
confianza «, se podrian determinar las observaciones atipicas.

3. En referencia al uso de paquetes de R, podria ser beneficioso el uso de la libreria
rpart desarrollada en [15]. En ella se implementan los arboles de decision junto
con los surrogate splits, los cuales permiten que no tengamos que rellenar los datos
faltantes. En caso de que una observacion tenga un dato faltante para la variable
de separacion, los arboles usaran un criterio de separacion auxiliar.

4. Finalmente, en [13]| se presenta un método que intenta mejorar la precision de los
bosques aleatorios, mediante la ponderacion de los drboles de decision, favoreciendo
a los que presentan una mayor precision. Por otra parte, una idea estrechamente
relacionada con la anterior se presenta en [14], donde se propone una construccion
guiada de los arboles de decisiéon, de modo que cada arbol complemente tanto como
sea posible los drboles existentes en el conjunto.
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Apéndice A
Construccion de la base de datos

Aqui adjuntamos el coédigo para la construccion de la base de datos

1 require (readr)

2 i+ Cargamos todas las tablas

! gastoID = read csv("gastoID .csv")

5 AlfabeHombres = read csv ("AlfabeHombres. csv")

6 AlfabeMujeres = read csv("AlfabeMujeres.csv")

7 CamasHospi = read csv ("CamasHospi.csv")

8 CausasMuerte = read csv ("CausasMuerte.csv")

9 EsperanzaVidaHombres = read_csv ("EsperanzaVidaHombres.csv'")
10 EsperanzaVidaMujeres = read csv("EsperanzaVidaMujeres.csv")
11 ExpCombustible = read_csv ("ExpCombustible.csv")
12 ExportacionesAltaTec = read csv("ExportacionesAltaTec.csv")
13 ExportacionesPIB = read csv("ExportacionesPIB.csv")
14 GastoEducacion = read csv("GastoEducacion.csv")
15 Importaciones = read csv("Importaciones.csv")
16 ParoHombres = read csv ("ParoHombres. csv")
17 ParoMujeres = read csv("ParoMujeres.csv")
18 gastoPIB = read csv("gastoPIB.csv")
19 Gini Index = read csv("Gini Index.csv'")

0 GrossCapitalFormation = read_csv (" GrossCapitalFormation.csv")
1 income x person = read csv("income x person.csv'")

2 homicidiosintencionales = read csv("homicidiosintencionales.csv")
3 Impuestos = read csv("tax.csv")

=

ot

names (gastoID )=NULL

M = as.matrix (gastoID[,2:dim(gastolD)[2]])
M[is .na(M)]=0

nombres = M[,1]

NN NN N NN NN
o0 ~ (=) C C ¥

©

30 codigo_nombres = M][,2]

31 GastoCiencia = apply (M,MARGIN = 1, function(x) {
32 y = as.numeric(x[45:61]) ;

33 ind = which(y!=0);

34 if (length (ind)!=0){

35 return (y[ind[length (ind) ]])

36 }

37 else {

38 return (0)

39 }

95




62

64

94

- L

names ( AlfabeHombres )=NULL
M = as.matrix (AlfabeHombres[,2:dim (AlfabeHombres) [2]])
M[is .na(M)]=0
AlfabetH = apply (M,MARGIN = 1, function(x) {
y = as.numeric(x[44:60]) ;
ind = which(y!=0);
if (length (ind)!=0){
return (y[ind [length (ind) |])
}
else {
return (0)

Ll

names ( AlfabeMujeres )=NULL
M = as.matrix (AlfabeMujeres|[,2:dim (AlfabeMujeres) [2]])
M[is .na(M)]=0
AlfabetM = apply (M,MARGIN = 1, function(x) {
y = as.numeric(x[44:60]) ;
ind = which(y!=0);
if (length (ind)!=0){
return (y[ind[length (ind) ]])
}
else {
return (0)

}
})

names (CamasHospi )=NULL
M = as.matrix (CamasHospi[,2:dim (CamasHospi) [2]])
M[is .na(M)]=0
CamasHospital = apply (M,MARGIN = 1, function (x) {
y = as.numeric(x[44:60]) ;
ind = which(y!=0);
if (length (ind)!=0){
return (y[ind [length (ind) |])
}
else {
return (0)

}
1)

names (CausasMuerte )=NULL
M = as.matrix (CausasMuerte [ ,2:dim (CausasMuerte) [2]])
M[is .na(M)]=0
CausasdeMuerte = apply (M,MARGIN = 1, function(x) {
y = as.numeric(x[44:60]) ;
ind = which(y!=0);
if (length (ind)!=0){
return (y[ind [length (ind) |])
}
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95 else {

96 return (0)
o7 }

of D

99

100 names ( EsperanzaVidaHombres )=NULL

101 M = as.matrix (EsperanzaVidaHombres [ ,2:dim ( EsperanzaVidaHombres) [2]])
102 M[is .na(M)]=0

103 EVH = apply (M,MARGIN = 1, function(x) {
104 y = as.numeric(x[44:60]) ;

105 ind = which (y!=0);

106 if (length (ind)!=0){

107 return (y[ind [length (ind) |])

108

109 else {

110 return (0)

111 }
112 b

113

114 names ( EsperanzaVidaMujeres )=NULL

115 M = as.matrix (EsperanzaVidaMujeres[,2:dim(EsperanzaVidaMujeres) [2]])
116 M[is .na(M)]=0

117 EVM = apply (M,MARGIN = 1, function(x) {
118 y = as.numeric(x[44:60]) ;

119 ind = which(y!=0);

120 if (length (ind)!=0){

121 return (y[ind [length (ind) |])

122 }

123 else {

124 return (0)

125 }
126 1)

127

128 names (ExpCombustible )=NULL

120 M = as.matrix (ExpCombustible[,2:dim (ExpCombustible) [2]])
130 M[is .na(M)]=0

131 ExportacionesCombustible = apply (M,MARGIN = 1, function (x) {
132 y = as.numeric(x[44:60]) ;

133 ind = which (y!=0);

134 if (length (ind)!=0){

135 return (y[ind[length (ind) ]])

136

137 else {

138 return (0)

139 }
140 b

141

142 names ( ExportacionesAltaTec)=NULL

143 M = as.matrix (ExportacionesAltaTec|[,2:dim(ExportacionesAltaTec) [2]])
144 M[is .na(M)]=0

145 ExportaAltaTecnologia = apply (M,MARGIN = 1, function (x) {

146 y = as.numeric(x[44:60]) ;

147 ind = which(y!=0);

148 if (length (ind)!=0){

149 return (y[ind [length (ind) |])
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150
151
152
153
154
155
156
157
158
159
160
161
162
163
164
165
166
167
168
169
170
171
172
173
174
175
176
177
178
179
180
181
182
183
184
185
186
187
188
189
190
191
192
193
194
195
196
197
198
199
200
201
202
203
204

}

else {
return (0)
}

})

names ( ExportacionesPIB )=NULL
M = as.matrix (ExportacionesPIB [ ,2:dim(ExportacionesPIB)[2]])
M[is .na(M)]=0
ExpPIB = apply (M,MARGIN = 1, function(x) {

y = as.numeric(x[44:60]) ;

ind = which(y!=0);

if (length (ind)!=0){

return (y[ind[length (ind) ]])
}

else {
return (0)
}

})

names ( GastoEducacion )=NULL
M = as.matrix (GastoEducacion[,2:dim(GastoEducacion) [2]])
M[is .na(M)]=0
EducacionGasto = apply (M,MARGIN = 1, function (x) {

y = as.numeric(x[44:60]) ;

ind = which(y!=0);

if (length (ind)!=0){

return (y[ind [length (ind) |])

else {
return (0)
}

})

names (Importaciones )=NULL
M = as.matrix (Importaciones|,2:dim(Importaciones) [2]])
M[is .na(M)]=0
ImpPIB = apply (M,MARGIN = 1, function (x) {

y = as.numeric(x[44:60]) ;

ind = which(y!=0);

if (length (ind)!=0){

return (y[ind[length (ind) ]])
}

else {
return (0)
}

})

names (ParoHombres )=NULL
M = as.matrix (ParoHombres [ ,2:dim (ParoHombres) [2]])
M[is .na(M)]=0
ParoH = apply (M,MARGIN = 1, function(x) {
y = as.numeric(x[44:60]) ;
ind = which(y!=0);
if (length (ind)!=0){

o8




205 : return (y[ind [length (ind)]])
o else {

08 return (0)

09 }

10 3

o
~

2 names (ParoMujeres )=NULL

3 M = as.matrix (ParoMujeres|[,2:dim (ParoMujeres) [2]])
4 M[1is .na(M)]=0

5 ParoM = apply (M,MARGIN = 1, function (x) {

16 y = as.numeric(x[44:60]) ;

17 ind = which(y!=0);

if (length (ind)!=0){

0

19 return (y[ind[length (ind) ]])
0 }

1 else {

2 return (0)

}
})

names (gastoPIB )=NULL
M = as.matrix (gastoPIB[,2:dim(gastoPIB) [2]])
M[is .na(M)]=0
GastoPIB = apply (M,MARGIN = 1, function(x) {
y = as.numeric(x[44:60]) ;
ind = which(y!=0);
if (length (ind)!=0){

oA W

~ =2}

NORONNON NN N NN
o0 S ¢ 9

©

o

o
¥

33 return (y[ind [length (ind) |])
34

5 else {

36 return (0)

37 }
38 }

10 names( Gini Index )=NULL
41 M = as.matrix( Gini Index[,2:dim(Gini Index )[2]])
M[is .na(M)]=0
Ginilnd = apply (M,MARGIN = 1, function (x) {
y = as.numeric(x[44:60]) ;
ind = which(y!=0);
if (length (ind)!=0){
A7 return (y[ind [length (ind) |])
18 }
19 else {
50 return (0)
51 }
52 b

O O N Y
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b S b > > > > > > 3¢ b 5 3 03 o5 s o3 o8 7 2 7 2
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54 names (GrossCapitalFormation )=NULL

55 M = as.matrix( GrossCapitalFormation|[,2:dim( GrossCapitalFormation )
[2]])

256 M[is .na(M)]=0

257 CapitalFormation = apply (M,MARGIN = 1, function(x) {

258 y = as.numeric(x[44:60]) ;

29




ind = which(y!=0);
if (length (ind)!=0){
return (y[ind[length (ind) ]])

else {
return (0)
}

})

names( income x person )=NULL
M = as.matrix( income x person|[,2:dim(income x person )[2]])
M[is .na(M)]=0
RentaCapita = apply (M,MARGIN = 1, function(x) {

y = as.numeric(x[44:60]) ;

ind = which(y!=0);

if (length (ind)!=0){

return (y[ind [length (ind) |])
}

else {
return (0)
}

})

names( homicidiosintencionales )=NULL
M = as.matrix( homicidiosintencionales[,2:dim(homicidiosintencionales
) [2]])
M[is .na(M)]=0
HomicidiosIntencionados = apply (M,MARGIN = 1, function(x) {
y = as.numeric(x[44:60]) ;
ind = which(y!=0);
if (length (ind)!=0){
return (y[ind[length (ind) ]])
}

else {
return (0)
}

})

names( Impuestos )=NULL
M = as.matrix( Impuestos|,2:dim(Impuestos )][2]])
M[is .na(M)]=0
Impuestos = apply (M,MARGIN = 1, function(x) {

y = as.numeric(x[44:60]) ;

ind = which(y!=0);

if (length (ind)!=0){

return (y[ind[length (ind) ]])

else {
return (0)
}

})

database matrix = cbind (nombres, codigo nombres,Impuestos, GastoPIB |
GastoCiencia, EducacionGasto, ExpPIB ,ExportaAltaTecnologia ,
ExportacionesCombustible , ImpPIB, CapitalFormation , AlfabetH ,
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AlfabetM , CamasHospital , CausasdeMuerte, EVH, EVM, ParoH, ParoM,
HomicidiosIntencionados ,RentaCapita, Ginilnd)

database = as.data.frame(database matrix)

names(database)

head (database)

str (database)

for (i in 3:(dim(database)[2])) {
database| ,i] = as.numeric(database|[ ,i])

dim (database)

require (readr)

newdatabase = database

newdatabase [newdatabase==0]=NA

head (newdatabase)

write.csv (newdatabase, file = "BBDDIFM.csv", row.names = F)

Nota A.1. Posteriormente, realizamos unas modificaciones ha dicha base de datos, ya
que anadimos una columna extra, llamada Region, donde identificamos con Region = 1
las observaciones que no fueran un pafs.
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