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PRELIMINARES

1. Si con·sideramos un 'cuerpo cualquiera, un libl'o por
ejem'plo, vemos que ocupa un lugal' en el espacio. Este lugar
que ocupa"en el espacio, es su extension.

La extension, puede sepal'/trse mentalmente de las demás
propiedades de un cuerpo. Un cuel'po así concebido sin más·
propiedad que su e'xtensiou, SE' llama cuerpo geométrico.

En todo cuel'po se pueden distinguil', su longitud ó largo.
su latitud ó ancho' y su grueso; que se llama tambien pro
fundidad ó al{'t(¡m.

La longitud, la latitud y la profundidad. toman el nombre
genél'ico de dimensiones.

Este libro que consi~el'amos. lo" mismo que otro cuerpo
cualquiera, está limitado y separado del eipacio indefinido'
que le rodea, pOI' su superfic~e.

Esta superficie, se compone de varias caras, que no pueden
s~pararse liel cuerpo que limitan, sino mentalmente.'

Estas caras las concebimos con solo dos dimensiones,-loro
gilUd y l~titud. siendo nula su profundidad ó gruesp.

I.;as distintas caras 1 están limitadas y separadas pOI'. lí
neas.

Estas líneas, no pueden tampoco separarse, sino mentd
Diente. y entonces las concebimos con una sola dimensio.n •.
la longitud; siendo nulas la latitud y la profundidad. .•

Las líneas, están á su v:ez limitada s por sus extremos, que
son puntos.
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Estos puntos, los concebimos mentalmente sin ninguna
dimension, y SP. denominan puntos matemáticos.

El punto matemático, es pues el límite de la extension, y por
consiguiente no tiene nada de largo, ni de ancho, ni de grueso.

Los puntos se setlalan en el papel con lapiz ó tinta, y se
designan por una letl'a es(}l'ita al Jado del punto. Asi (fig,a t .")
se expresan los puntos A, B, C.

2. Procedi.endo de un modo in:vel'so, podemos á partir
del punto, reconstl'llir mentalmente el cuerpo geométrico.

Imaginemos que el punto se mueve, dejando rastro -de . las
posiciones que va ocupando en su movimiento; tendremos
engendrada la línea. Imaginemos que la. lineá se mueve de
jando rb.stro de las posiciones que va ocupando en su movi
miento, y tendremos enge-nd-rada la superficie. ~maginemos

_por fin que Ia superficie_se mueve dejando ,ra.stro de las dis
tintas posiciones que ocupa, y teudremos engendrado el c,uer
po geométrico.

3. Los cuerpos geométl'Ícos, las superficieB y las líneas, son
tres clases distintas de extension: de tres dimensiones, de dos
dimensiones y de -una sola dim~nsion respectivamente.

La extension Iimitad~, se llama figwra., Todas l~s' figuras
se pueden concebir engendradas por el movimiento de un
punto. '

- GEOMETRíA es la ciencia que tiene por objeto, él estudio de la
EXTENSION.

. 4. Todos conocen la línea recla. Su figura puede r:epre
sentarse pOI' un hilo tirante.

La línea recta puede definirse diciendo, que es el ca-mino
más corü) entr~ dos puntos.

Tambien I'efiriéndose á su generacion pOI' medio del punto,
,puede decirse que línea 1'e(}ta es la que tiene todos sus puntos
en una misma direcciono _

Todas las líneas r~ctas, se consideran indefinidamente
prolongadas.
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La distancia entre dos pnntos, se mide pOl' la porcion de
recta que los ·une.

Por dos puntos cualesquiera A, B (fig: 2.8
) siempre puede

pasar una recta. Si imaginamos otra recta que pase tambien
por los mismps puntos A, B, 'ésta se confundil'á con la pri
mera; luego por dos puntos cualesquiera A, B, puede pasar
siempre una recta, y no pued e pasar más que una: De donde
se deduce que, dos puntos determinan la posicion de una
recta.

Para designar, pues, una recta, bastará sei'íalar con letras
dos cualesquiera de sus puntos. Así (fig.' 2) recta A B, es la
que pasa por dichos dos puntos.

La porcion de la recta indefinida AB, comprendida entre
dos de sus puntos A y R, se llama tambien distancia A B.

Dos rectas son siempre superponibles.
Dos rectas diferentes no pueden tener m~s que un punto

comnn; pues si tuviesen más de un punto comun, coincidirían
en toda su extensión, y no form,al'ian más que una sola rect~.

5: Línea quebrada. es la que se compone de dos Ó. más
distancias que pel'tenecen á rectas diferentes.

AB eD (fig. 1Í 3) es una línea quebrada,
Línea curva, es la que no tiene ninguna palote recta.' Pue

de considerarse engendrada pOl' el movimiento de un punto
e cambia constantemente de direccioI)..
La línea A Be (fig." 4) es una curva.

qne se compone de recta y curva, se llama linea
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recto de una. regla bien construida; si este borde coincide con
la superficie en todas la posiciones en .que se le aplica, la su-
perficie es plana. '

A todo plano se le sUJ;lone' prolongad:o indefinidamente.
Superfirie curva, es la que no tiene ninguna parte plana.
Superficie quebrada, es la que se compone de varios planos

diferentes. . r .

Superficie mixta, es la que se compone de parte plana y
parte cu~·va.

La Geometría se divide en pla-na y del espacio.
Geometría plana., es la que trata de las figuras cuyos pun

tos están situados todos en, un mismo pll\no.
La 'Geometría del espacio; se refiere á las figuras; cuyos

'puntos no están todos en u,n mismo plano.



PRIMERA PARTE

GEOMETRÍA

d LIBRO 1
~ ,/

DE LAS LfN EAS

'CAPÍTULO 1
DE LA LíNEA RECTA Y DE LOS ÁNGULOS) , ,

,
Sl.-Pf}rpendiculares y oblícuas

• 1.. - 7. Dos'rectas AO yO B (figura 6,J} que concurren en
un punto O, form&.n un ángulo. Las dos rectas A0, YO~, son
los lados del ángulo, y el punto 0, comnn á los dos lados,
'es el vértice. Este ángulo se expresa diciendo, ángulo
A O B, es decir, cou' tres letras, una en ·cada lado, y la del
vértice; poniendo ésta entre ,las otras dós. '.

Los dos lados, del ángulo 4 OB, parten del vértice O, y
se prolongan indefinidamente.

AngulQ, es pues la separacion ó abet·turo, de do:~ rectas,
que se enouentran en un punto. ,

Los ángulos LD.ID, Y.ID DF, (fig. 7.a) que tienen ·el vértice D
y un lado 1).ID comunes, y los\ otros dos lados eD. y DF,-á di·
ferente lado del D,E comun, á ambos, !'le1lami'\1} contiguos Ó
adyacentes. ' , . :t ,'_ ' '
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, puando un ángulo' no tie~e su vél'tice cornl1n con nin
gun otro, se le puede desigual' CQD: la. letra del vé~tice 89111.
~ente: ~si el ángulo 1\.0:8 '(fi~;": 6.~rse exptesa ta~bien di-

, Cle'lTdoí angulo O. . ,-
Si eonsiderarnos fijas ei lado AO (fig,.a 7.&' bis) .y,el y~rtice

O del ángulo AOB. Ysuponemos· que el otro lado B,O gira
apartándose del lado AO, y tomal~'do :mcesivamente las.•posi
ciones O B', O B"; OB"', es evidente que dicho ángulo crecerá~
én este mo\(imiento de una manera contínua.

8. Si por el pu.nto b de la reet~ 5. e (fig.a 8)' se traza la
recta OB. se íOI'marán dos ángulos 'adyacentes (7) que tiene",
los lallos no comunes Oey O A. sobre, una misma. recta.' Si
supopemos q.ue ell,ado comun OB, git'a al rededor del :vértice
comuD. O, aee¡:cándose al lado..O 4,. ~l ángul9' BO A dismí
,uuirá,·de una manera contfnulI, y llegara á anula.rse, cuando,.
BO, se confundancoll AO. Si ahora: suponemos que ,gira en

.seil.tfdo .ínvel'so, es dec¡r~ separándose de .OA., el ángulo
BOA désd'e cel'o crecer'á de una manera continua; y es"evi
dente-que á ma·nera que en es~e tno\l'imiento crece el ~ngulo

, .AOSi m.engua el .B O C; 'que si al principio del movimiento,
el ángulo BO A, é's,mu'cho menor que el. COB, á 'mallerilo

. q~ue OBse sepal:'a de 9 A, Ia¡diferencia. entre estos dos ángu- \.
los disminuye y ll~gará e"l ángulo BOA á.ser mayor que el
BOe, y. quel'ésie se anulará cuando ü<B Sé confunda' con
OC. Si pues ~n' e~te 'movimiento del 'lado U B, el ángulo
B'OA pasa de !Dellor que el OOB' á maypl' qtra el COB,
forzosa.mente habrá una posici.on única de la recta BO,. en que
los dos ángulos, eO El, 'y 8'0 A sel'áp igulJ,les. Cuando la
tec~!l OB, ·t'ienen esta posicion segulí la ~ult(ios dos ángulos
4,0 B"y Bb O son igualés,. se Qice queJa bB es p8rpendi - ,

.' cul(f,t' á la OA, 'y entonces ~o~ dos ángulos ,4. OB Yn.O Qson án-
. gulos recto~. ','-. ,

_ Resulta, pues, que -
Un,a recta es v.erpendicular- rá ótt'a; cuando, for.ma con ella

. l' dos ángulo'8 arliy,acentes igu¡ales, cada úno de ~stos ángu!os
. adyacentes igu'al~s, es un ángulo recto,

Una r~cta es oblicua á otra, cuando forma con elll~ dos
á,ngulos«.8ya'centes desiguales, de los que el1,¿no q,ue 'esl mayor
que unfecto se llanilJ obtuso} y elotro.que es, men'Or que un
r&c~o se· llama aguijo. •\ .

l' ,

'.
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TEOREMA I

9. Por un punto cualquiera O de una recta OA, (fiqura 9)
n. Sil puede tra,sa1' á ésta mas que una perpendicular OB.

Porque segun hemos dicho (8); solo hay una posicion de la
recta O E, que forme con la OA, dos ángulos adyacentes OOB
YB OA iguales,

TEOREMA 11

,lO. Todos los ángulos r'ectos son iguales,
Sean 00 (figura 10) perpendicular á'AB, Y 0'0' perpendi

cular á A'B', digo que los dos ángulos rectos cuyo vértice
es 0, son iguales á los otros dos rectos cuyo vértice es O',

En efecto, superponiendo estas dos figuras de modo que
O' coincida con O y la recta A' B' se confunda con AB,
la recta. O'C', coincidir,á forzosamente con la O C, pOi'
que ambas son pel'pendiculares á la recta, única, que han
formado al coincidir las A'B' y A B; Y por un punto de una
recta no se puede trazar á ésta, mas que una sola perpendi
culal' (9).

Esta demostracion es general, porque es aplicable á todos
los ángulos rectos.

Son ángulos complementarios, dos ángulos cuya suma es
'igual á un recto; y ángulos sup?ementarios dos ángulos cuya
suma es igual á dos rectos.

, TEOREMA 111

11. Si dos ángulos adyacentes. tienen los lados no comunes
AD y OB (fig" 11) en una misma recta, son suplementarios,

Si el lado comun, OC fuese pl-'rpendicular á la recta A B,
la proposicion seria evidente. Si Oe es oblicua á A B,
se formarian dos ángulos desiguales, uno agudo B O e y otro
obtuso A O e, Trazando lá DO perpendi.cular· á A B, DO
caerá dentro del ángulo obtuso A O C; y tendl'emos que
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AOC esced~ al recto AOD en el ángulo DOC. y á COB,
le falta el mismo DOC para ser igual al recto DOB;
luego AOC + COB=2 rectos, y 'por, consiguiente AOO
y COE. son' suplementarios.

TEOREMA IV

rv 12. Si dos ángulos adyaéentes A OC Y COB (fig.a 11) son
suplementarios, los lado$ no comunes AO y, OB están en una
misma recta. '- )

En efecto, el ángulo forlI)ado por 00 y la prolongacion
,de AO, debe ser suplementario del AOC (Teorema III). y por
lo tanto igual al BOn, luego dicha prolongacion debe coinci·
d'ir con OB; luego AO y O B, ,estáH en Uina misma i'ecta, .

Corolario 1." Si dos ángulos c0ntiguos 6 adyaceI,ltes
-AOB y BOO, (fig.a 13) n o tienen los lados 'no comunes AO-,
y 00 en una misma recta, no ,son suplementarios; por
que si lo fueran, AO y OC estarian en una misma recta.

NOTA: Las líneas auxiliares que ,se emplean para las
demostraciones,. se marcan con trazos .cortos.

Corol.ario ,20 , L'a suma de todos los ángulos consecutivos
qúe pueden formarse arrededor' del punto O (fig: 14), pero
situ~dos lÍ un mismo lado de la recta AB, es igual á dos
ángulos rectos; puesto que ~e tiene evide~temente..

AOü+ COD,+ DOE + EOF .+ FOB=AOm + EOB~2
recto; • , • '

. Cc?"olario 3·,°', La' s'uma de todos 'los ángulos consecuti.vos
.80B, BOa, COD, DOA 'que 'se pueden formar al rede-

I o~· derpunto O (fig. a I~) ~s igual á cUátro rectos; pues si
prolongamos uno cualquiera de los lados BO, hasta B', segun'
el corolario al!teríoi', la 9U ma de los ángulos formados al
rededor de O, y cada lado de BB' valen dos rectos: Luego
la suma en los formados á ambos lados, valdrá cuatro rectal,
y los formados á ambos lados de BB' componen precisamente
los formados al· rededor del punto O. •

Corolario 4.° Si una recta CO (fig.a 16.) es perpendi
cular á· otra AB, ésta es perpel)diculal; tambien á la CO;
pues 8i prolonga.mos á 00 hastaC', los ángulos aclyacéntes
COO, y BOC' son suplementarios, y' siendo el COB rec-
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to lo será tambien el BOO', luego OB ó AB,' que forman
con la eo' dos ángulos iguales, será perpendicular á éste.

\ . I

13. Por 1m punto e situailo juera de la recta AB (figura
17), siemp,'e se puede bajar á esta ?'eeta una pe?pendieular, y
no se puede bajar más que una.

En efecto; doblando la fjgura por la recta AB, el punto
C, toq¡'ará la posicion C', y uniendo e y C' por la recta coe', I

los ángulos eOB y BOC' serán iguales, porque coincidirán,
si doblamos de nuevo la figura por AH; es decir, que las rectas
OB y e C' son perpendiculares, ó lo que es lo mismo CO es
perpendicular á AB..

Además, cualquiera otra recta CM trazada desde el punto'
e á la AH, tomará al doblar la figura por .AB una posicion
MO', Y como la línea eMC' no puede ser recta por serlo la
CC', los ángulos adyacentes mm, y B Me' que son igua-'
les no son suplem,entario's por no tener los lados OM y Me
(12 cor.) en una misma recta, y por consiguieJ1te üMB 'no.
es recto, y la GM no es perpendictlJar á la AB; luego por el
punto e solo se puede bajar á la AB una perpendicular.

Por un punto A. (~g.e 20) -de una recta AD se puede -tra
zar á ésta una sola perpendicular AB, Y val'Íás oblicuas AM"
AN, AP.

Por un punto A (fig.!1. 21) situado fuera de una recta OD,
se pueden bajar á ésta una sola perpendicular AB, y varias
oblíCUllS AN, 'AM: j\P .....

Los puntos P, B, M, N, se llaman respectivamente pies
de las distancias AP, AB. AM, AN.

BISECTRIZ de un ángulo, es' la recta que 10 divide en dos
partes iguales. Asi, siendo (fig" l8) AOO igual OOB,

CO será la bisectriz del ángulo AOB. .
Los ángules que como los AOB Y COD (figura 19), tienen

los lados del uno prolongaciollPs de los lados del otro,
se llaman ángulos opuestos por el vértice.

Los ángulos AOO y DOB son tambien opuestos por el
vértice.' ,
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TEOREMA VI

•

14. Los ángulos opuestos por el vértice, son iguales.
En efecto; los ángulos llOB, COD (fig: 19) opuestos

·por el vértice, tienen el mismo suplemento BaD (11) luego
son iguales.

Corolario Si uno de los cuatro ángulos que forman dos
rectas que se cortan es recto, lo serán los cuatro; y si uno de
dichos cuatro ángulos no es recto, no lo será ninguno.

TEOREMA VIII-

15. Si desde un punto A (fig.· 23) fuera de una recta MN,
se traza á ésta la única perpendicular A B, Y una oblícua
cualquiera A C. la perpendicular es más corta que la oblícua.

En efecto, doblando la figura pOI' NM, de modo que A
tome la posicion A', las AB y AC, tomarán respectivamente
las posiciones A 'B, Y A'C. Pero ABA' es (12) una línea recta,
y ACA', es una líllea quebrada; luego (t) ABA'<A.CA' 6 lo
que es lo mismo 2 AB<2 AC, y dividiendo por ~ los miem
bros de esta desigualdad, resulta A8<A.C, conforme con el
teorema enunciado.

TEOREMA VIII <) ~

16. Si desde un punto A (fig.9. 24) situado fuera de una
recta MN, se bajan á ésta la perpendicular AB, y las dos oblí
cuas Ae y AD, cuyos pies e y D equidistan de.l pie B de la
p(lrpendicular, dichas oblícuas serán iguales.

En efecto; doblando la figura pOI' AB, la Be tomará la di
reccion BD, por ser rectos los ángulos en B; yecaerá sobre
D, por ser iguales las distancias Be y BD; permaneciendo
fijo el punto A, y habiendo coincidido los C y D, coinciden
las oblícuas AC y AD. Y por consiguiente son iguales.



TEOREMA X

TEOREMA XI " :~ ..

19.. Trazando desde unpunto A (lig.· 24) fuera de. una
recta MN, una perpendicular AB 'U las dos oblícuas A C '!I
A.D; si éstas son iguales, sus pies Gy D equidistat"án del pie B
de la perpendicular.

13GEOM~TRtA

TEOREMA IX ~ ~

17" Si desde el punto A (ji,CJ a 25) situado fuera de la recta
:M" N, se bajan á ésta la perpendicular A B, Y las dos oblícuas
:AC y AD, cuyos pies C y 1) distan desigualmente del pie B
de la perpendicular; la oblícua, A D. Cttyo pie dista más, eE>
la mayor.

En efecto; trazandQ por C la perpendicular CE á la MN,
Yprolongándola hasta que pncuentre á la A D, tendremos
AC<AE+EC (4) y como.EC<ED (15) será AC<AE+ED,
ó AC<AD conforme con el enunciado,

18. Si desde un punto A (fig.a 23) situado fttera de la
recta MN, se tt"azan las rectas AB y .AC, y la AB es más
corta, qtte cualquiera otra A e, que vaya desde el mismo punta
A, á la recta MN, A B es perpendicular á MN.

En efecto; si AB no fuera perpendicular á MN, se podría
tl'RZll.r desde A, una que lo fuese, y por serlo, sel'Ía más
corta que la AS, contra lo que se supone de que AB es más'
corta que todas; luego la A B no puede dejar de sel' perpen
dicular á la MN.

Este teorema es recíproco del teol'ema VII"
Corolario: La dist,anciil. de un punto á una recta, es la

perpendicular trazada desde aquél á ésta, puesto que dicha
perpendicular es más corta que cualquiera otra recta trazada
desde dicho punto á la recta.
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En efecto; si las distancias OB y ,BD ,no fueran iguales.
las oblícuas AC y AD, serían desiguales (17) contra lo que
se supone, es pues imposible que en y BP no sean iguales.

Este teorema es recíproco del teorema VIII
Oorolario. Desde un punto á una recta, no se pueden tra

zar tres rectas iguales; pOl'que es imposible que los pies de és
tas equidisten del pie' de la perpendicular.

TEOREMA XII

20. Si desde un punto A (fig.· 25) situado fttem de una
recta M N, se trazan á ésta la perpendiculm' AB, Y las dos
oblícuas desiguales AD y AG; el pie de la más lafga AD
dista más del 'pie de la perpendicular.

En efecto: si BD no fuese mayor que BO, AD no sería
mayor que AO (17) contra lo que se supone; luego. es im-
posible que BD.no sea m'ayol' que BO. ,

Este teorema es el recípl'oco del teorema IX

TEOREMA XIII 1':
1

21. Todo punto A, (fig a 2tS) que se halla en la perpendicu,
lar .AB. levantado á la MiY en su punto 'm'3dio B; equidista
de los extremos M'!I N de esta recta.

En efecto; las distancias AM YAN, son iguales por serlo
las Mil y NIl. (16)

TEOREMA XIV 2·

22. Todo punto e (lig,· 27) situado fuera de la .AB, per
pendicular á la MN por su plmto medio 1!, n,o equidis}a de
los extre1UOS M y N de esta recta,

En efecto, trazando la EN, tendl'emos (4) que .cN<Oli:+EN
y como (21) EN = EM, sel'á ON<CE + E\1 ó bien.

eN <CM,' ,

COnfOl'me 'con el enunciado.
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TEOREMA XV • ¡.
,

23. Todo punto. A (jig.- 26) que equidiste de los extremos de
la recta M N, se halla en la perpendicular A B, levantada
á la M N. e1¡ su punto medio B,'

En efecto; si A, no estuviese en la perpendiculd.l' A B, no
equidistaría. .de My N (22) contra lo que se supone: luego es
imposible que· A no esté en la recta A B.

Este teore~a es recíproco del XIII.

T,EOREMA XVI

24. Tpdq punto O, (fig. _27) que no equidista de los extre- .
mas de la recta MN. no está en la perpendicular,A B á la'
MN, trazada pat· el punto m~dió de ésta. . .

En efecto; si a estuviera en la A B, equidistaría de My N
. (2í) contra lo que se supone; luego es imposible que e esté

en la recta AB.
Oorolario. Resulta. que los puntos de la A a (fig.a 28)

perpendicular á la M N que pasa por su punto medio B, tie
nen la propiedad comun y exclusiva, de equidistar de los ex
tremos My N.

La recta AB es el lugar geométrico de los puntos equidis
ta,ntes de My N.

TEOREMA XVII l' .
f .

25. Todo punto M' sita·ado en la bisect?'iz, AD (jig.- 29)
del ángulo BAO~ equidista de lol' lados de este ángttlo.

En efecto, tl'azando las MP Y ~JQ. distancias del punto M
á cada uno de los lados del ángulo. y dobllltndo la figul'a por
la bisectriz A Di el lado AB caerá sobre el Aa; laperpelldicu- +
lar MP. tomará la direccion MQ porque desde el punto. M,
no se puede tl'aZAl' mas que una perpendicular á la AC, y por
lo tanto el punto P,que pertenece á las rectas MP y A B, caerá
sobre el Q que pertenece á las MQ y Aa. MP ha coincidido
con MQ; luego M equidista: de los lados AB Y Aa. conforme
con el enunciado
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TEOREMA XVIII

26. Todo punto M (fig,a 30) situado jUfJ1'a de la bisectriz
AD del ángulo BAO. no equidista de los lados ,de este ánguln, 1"

Trazando las MP y MQ, distancias del punto M á cada
uno de los lados del ángulo, digo que PM es menor que MQ.
En efecto trazando la 01{ pe'rpendicular á AB, Y unien·
do R y M por medio de la recta RM, tendremos.

P M<R M (15)

RM<RO+OM ({) y como R. O=OQ será

I RM<QO+OM,6 RM<QM
~ ,

Luego con más razon será

PM<MQ

Conforme con el enunciado.
Este teorema es contl'ario al XVII.

TEOREMA XIX

27. Tod o punto 111 (fig •• 29) equidistante de los lados A B
Y Ae del ángulo BAe, está situado en la bisectriz de este
ángulo.

Porque si DO estuviera Hituado en la bis~ctrJz, no equidis·
taría (26) de los lados del ángulo; luego el punto M, por equi
distar de los lados del ángulo, no puede dejar de estar en la
bisectriz.

Este teorema es reciproco del XVIr.

o
TEOREMA XX ~.

(

28. Todo punte M (fig .• 30), que no equidista de los lados'
AB Y AO del ángulo BAO; no esií situado en la bisectriz
de este ángulo.



Porque si estuvie,ra' ~n.. dicha bi'~ectrii, '~quidistatía (25) ,de
los .lados del ángulo, contra, lo q'Ue se' Supone; Iu,ego el punto
M. por no equidistar de ros l.ado~ del ángulo no 'puede :esta¡'
en la,bisectriz, conforme cQn el enunciado:'; " .

Este teol'ema es reciproc'o ,del XVIII y contl'arió aL:XIX.
29. CqROLARIO. Resulta pues· que Jos puntos de la bisec

trizA D (fig. a 29) del ángulo, BAt: -tienen la própiedad comun
y exclu'siva. de equidistar de 10~ lados de dicho ángulo.

La bisectr,iz AD es el '/úgat geoméfrico de los, puntos
equidistantes de los lados'del ~ngú.ló BAC.'

~ IL-Parale.las
" '

:} O( 30:1 Dos rectas situadas en un mismop'lan'o, qne
h -encuentran por 'más qué'se prolongn~p,son parale.lás, ,

Esta definicion, no nos dá ningun medio de com~robar'que '
dos rectas son paralelas, porquE:: no podremos prolongarlas
indefinidamente. -

TEOREMA Xx.í
, , ,

. 3 I31. Dos rectas AB, y eD, (J;ig"a ; I)'perp.endiculares á 'una
tercera rectn Mltf, $,otn paralelas entre sí." " '. .
'. En efecto;, las ¡1'écta,:)'A'B' y CO. no se, encontrarán pO,l'
más que se prolong,uen; pues suponiendo que se e'ncontrasen,
desdé el puntó coroun á, las dos rectas, tendl'damos trazadas
dos perpendiculareil-á l.a M~, 10 que es imposible. .'

3~ POSTULADO ~E EUOLlpES..-Bi dos ,rectas AB y OD
(figur~ 32) cortan á la MN, ~a llJ3 JJerpe'l'fdic~dar.mente y la
,on oblícuamentepdichas dos ,rectas no son pat'{/,lelas."

Esta proposicion se admite como evidente. .. . , -
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35. _Si do,s, rec~as on y AB (fig.a 35) /on p(Jlralelas, todf!'.
recta MoN, que.corta á una d-e"ellas en, corta á la otra AB.

En efecto; si MN .no cortara ~ AB, por el punto Opasarillln
dos paralelas á AB, lo'que es imposil'>1e.

, ,
, ,36.. Dos rectas AB y OD, pa,ralf}'f.as á ;wna ~~rcera MN,

són paralelas entre sí Jpg.a :30) .... ,\ I ." \.

En efecto; las AB 'f CO no pueden encotltratrse,' porque ~i

J se encontraran, por el puntq cómull,. á al}lbll;s¡ tendríamos dos
paralelas á la recta MN, '-lo que es ¡'m.posible:

. '\

,~ , .
34. Si dos re~tas on yAB (fig.a 34) son paralelas, toda

"ec1a MN p8'f-pendicular á una de ell'O.s, on lo será tambien
á la otra AB. .

En efecto; la Mij no pu.ede ser paralela á A B., (33) Tampoco
MN puede s~r o'lJJlcua á AB t32); luego forzosamente será MN

1" perpendiMlar a AB~ pllesto que dos I'ectas situa.das en un
p~anQ, no pueden ser IU~'S que paralelas, oblí~uas 6 »el:p~n- .
dleulares., .

. .
, Primeramente prou¡¡.remos~qne PQI" e1,pullto

podl'á, pasar una. paralela á la: AB. .
. En efecto;,tracemos nOl' M la :\JI: pel'penll"icúlar á AB, Y

¡ la CO perpendilmlál' á. 'v1~FT't'ndi'emoS' 'que las AB y eo son
.. perpendiculares á la MN; lu.ego (31)i CO es pal'alela ~'A B,

,y además pasa ,por 1'rl '~hora 'para ·p,rob'ar que pdr ,M no pue-"
de p.l~s.ar otra paralela'á -\ B, l>bs~rvemos qué cualq'uiera"Qtra
recta '0' D' qne pa~e' por M;· ~erlÍ;. obHcua á la MN, J¡ por CO)),'

.. siglliente, segun el postulada de ,Euclides, la e' D' no .puede
! s,er paralela á la MN. " .. '-<. ' •
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38. Dos r:ectas O' A', O' B' (fig a 39) respectivamente per
pendiculares á las nv paralelas OA y OB, no son paralelas.

En efectó;. si suponemos Que las O' A' Y O' B' son parale
l~s, en virtud del teorema XXVI, las OA. y 08 sedan tam
bien paralelas, lo que 'es contrario á lo supuesto en el teore
ma; luego O' A' Y O' B' no pueden ser paralelas.

39. La. ¡'ecta MN (fig,a 38) que corta á otras dos rectas
AB y CO, se llama secante Ó transversal.

La secante MN forlll,ll. con las rectas AB Yen ocho ángu
los: cuatro que tienen él, vértic~ en O(l.,~, 3, 4) Y cuatro
que tienen el vértice en O' (5, 6, 7, 8),

fJos 1, 2, 7 Y 8, se llaman ángulós externos, y los 3, 4, 5
Y 6,' inte"no,o;:

Los ángulos 3 y. 6, intemos, situados á diferente lado de
la se,cante y no adyacentes, se llaman alternos 'inte'mos.

Los 4 y 5 son tambien alternos ~nternos.

Los ángulos 1 y 8, extérnos, situados á diferent.e lado de
11!. secante y no adyacentes, se llaman alternos externos.

Los 2 y 7 son tambien alternos externos. ,
Los ángulo,s 1 y 5, el uno~;xte¡'úo y el otro interno, situa-

dos al mismo lado de la secante y no adyacentes, se llaman j
corresp0'J'ldi.entes. Tam~ien,són cOl'I'espondientes 3 y 7; 2 Y 6
y4 Y 8.

37. Dos rectas MN JI OP (fig.~ 37) respectivamente per
pendiculares á las paralelas AB yon, son paralelaR entre sí.

En efecto; üP. (Jor sel' perpendicular á CO, lo será tam
bien á AB'(34); serán. pues, MN y OP. perpelld'iculares á

. AB, luego sel"án paralelas. '
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40. Si dos '"ectas AB y on, (fig.a 40) .cortadas p.or una",
secante M~V, forman dos' ángulos alte,rno~ internos ,'guales, (li
chas rectas son paralela,,,;;.

En efec~o; si los dQs ánglllos altel:n,os internos 1 y 2 son-'
iguales, Id serán tambieil sus suplementarios 3 y 4; Y hacien
do girar la porcion de pla.no BPQD alrededor de 0, (¡;Junto· .
medio de ,la distancia.QP~) de modo que OQ se conftul~a cOlf
OP, QD coincidirá con PApar la ig~aldad de los ángulos.
2 y 1; Y PB con QC, por la igualdad de los ángulos 3 y 4.

Ahora bien; si suponemos que las rectas AH y eD se en
cuentran, por ejemplo, á la derecha de la secante, 'en viJ;'tlfd
de la anterior superpasicion, se encontrarán tambien á ,la.
izquierda. de la secante; es decir, que las -dos rectas AB YCD'
tendrian dos pnntos comunes sin confundirse, lo que es un
absurdo. Dichas rectas, pues, no pueden encontrarse; lUego·
son paralelas. ( .

41. . COROLARIO 1: Si dos rectas ABy cn (fig" .tI) for
man con la ~ecante dos ángulos alternos externos iguaZes~ .serán,
paralelas. .

Eln efecto; si los ángulos 1 y 18 son iguales, tambien serán·
iguales 4 y 5 (14), alternos iutemos; luego. segun el teorema.
anterior, las rectas AB y CD serán pa,.ralelas.

42. COROLARlO 2° Si dos rectas AB Y cn (fig. a 41) for-
man con la secante MN dos ángttlo.s correspon'dientes ig,uales,;
serán paralelas. .

fin efecto; si dos ángulos cOl'I'espondientes cualesquiera'·
1 Y 5, por ejemplo, son 'iguales, como 1 es igual á 4 (14),
5 Y 4 serán tambien iguales; luego, segun el teorema ante-
rior, las rectas AB y CD sel1án Illúalelas. / I

43. COROLARIO 3.° Si dos rectas AB y UD (fig.a 41) for- , '
man con la secante //tlN dos ángulos internos dé un mismo lada·
de la secante suplementarios, dichas rectas serán paralelaS:

En efecto; si suponemos que 3 y 5 son suplementarios,
como 4 E,\S suplemento de 3; 4: Y 5 serán igul:l.lfls, p~r ser
ambos suplementarios d~ 3; Y como 4 y 5 son alternos in-' ,
ternos, las rectas AB y CD ser~1l paralelas. ''',
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,
47. :rodos los puntos de una' recta .A.B, equidistan de su

.~aralela eD (fig.a 43).

44. COROLARIO 4.° Si dos rectas.A.B y OD (fig.a 41) for:
,¡nan con la ,secante MN, dos ángulos externos de un mismo lado
de la secante suplementar ios, serán paralelas.

En efecto; si suponemos que 2 y 8 son suplementarios,
-como 1 es 'suplemento de 2, serán 1 y 8 iguales; pero 1 y 8
;son alternos extel'llos; luego (41) las rectas AB y CD sel'án
¡¡aralelas.

45. Dos rectas pat:alelas .A.B y eD (fig.' 42), cortadas por
,una secante MN, forman ángulos alternos i.nternos iguales.
. En efecto; si suponemos que las paralelas AB y 00, no

. forman con la secaute MN ángulos altel'llos internos igua.les;
es decir, si suponemos que los ángulos BPN y CQM son des
iguales, podremos tl'azar por el punto P uua recta RS que
forme co'n la'secante el ángulo SPN igual al CQM; pero en·
tonces, segun lo dicho, (4.0) la RS seria paralela á CD.; y
tendríamos por el punto P trazadas dos pal'll.lelas á CO lo
que es imposible (33). Luego las paralelas AB y CD forma
rán con la. secante M W ángulos alternos internos iguales'.

Este teorema es recíproco del XXVUL
46. Del teOl'ema XXIX, se deducen fácilmente los si

:guientes corolarios:
Dos rectas paralelas cortadas por una secante, forman con

esta
1.° Angulos alter'nos externos iguales,
2.° Angulos correspondientes iguales.
3.0 Angulos internos de un mismo lado de la secante su

Jplementarios.
(.0 Angulos externos de un mismo lado de la secante su

·plementarios.
Estos corolarios son respectivamente proposiciones recí

procas de los eorolal'Íos del teorema XXVIII.
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, 48. l Las partes de para~elas in.terceptádas por dos para-
.lelas, son iguales. '

En 'efecto; si las par¿¡,lelas EF y. GH (fig. a 4:5) se corta'n ,
por las dos'paralela'S AB y CD, digo que las par'tes MO y

·NP de las primeras interceptadas por las dos' segundas, son
iguales. Trazando las distancias MQ y NR. entre las' Várá- .
l.elas AB y,OD, los ángulos 'OMQ y PNRson '¡guales por serr' ",' ángulq BMO=ángulo BNP (4.6 COl'. 2.0;. ,

ángulo 'BMQ=ángulo BNR. • ~
". . -

Súperponiendo la figura¡ RNP, sobre laQMO de modo que
NR y MQ' que son iguales (4:7) coincidan,-la recta'NP caerá,.

. sob¡;e MO, HP sobre QO, y por consiguienteP caerá sobre'
',a.. Han coi¡jcid~d'o N '~on M; y P con O; luego NP=M'O,.

conforme con el enunCIado

. GEOMETRíA22
(-

En efecto; sean dos punJos M y N d.e la· recta AB: trace- '
mos l'as perpendic'ubnes MO y NP, .8; la paralel'a cm.' que I

serán' (18) las dist~ncias de M y. N 'á la QD, Tracem.ós ah'ora.
desde Q, punto m!ldio 'de la distancia MN, la. QR perpéndi-

~ cular á GD'. Si doblamos la figura por QR, ,Q~ tomará la
'.' direccion -QA. por ser rectos los ángulos en Q (10); Y por'
.. ser QN = QM. el punto N'caerá'sobre el pl;fnto M. :

. i\hora, como las MO y. NP, son tambien p-erpendiculares
áAB (13), NP caerá Robr(\ MO; cte· modo que el punto P, ha
de ca.er. en algun.punto deJa,MO; 'pei'o como los ángulos en
R son rectos, la RO, tomará la direccio¡;J. RO, de modo que P
na de caer en algun punto de la RC; es decir que P, debe· .
caer' á la vez en la M°Y en' la RC; luego forzosamen~e'
caei'á sobre O, y NP será igual á M O.

'Como M y N, son dos pun,tos cualquiera de 'la AB, resulta.'" ~

que todos los puntos de la AB equidistan, de CD y tambien ,1.."
. 'todos,los puntos de la CD f!quidistan ~e AB. • . .'

CqR·OTIARIO. Si una' recta AB (fig.a 43), tiene todos ~U$

puntos equidistantes de otra recta CD. dichas ,rectas son para
lelas, puesto que nunca se encontrarán.

,1,

"

1 v
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(' 49. Si i~, recta AH (lig.· 4(» es ,paralela á la OD, "i la'"
distancia entre ambas ':e8 MN" la.A~ es ellugadgeomé'tr-ico '
~e todos los pU'rltos !ítuados sobre la en, _y cuya' distdnci'a~á
esta es MN. . "' , ~ .. : .

En efecto: la distancia ,de un pu·nto cualquiera de
á la CD, es igual á MN, (47) , ,

Además, l~ dista.ncia: de u'n ,pún,to cualquiera .K, 6 K'· que
no está en la.AB,/:es evideI\ltem~Jlte maYPll, ,6 ..m.en.9F qne ~¿;', "
MN: Res.ulta piles, que'todos los pUllto~;de lá AB: t~enen la, ".
propiédad.general y exclusiva de que su distlj,ncia á 1!L' .80, - ,
es igual á MN;.luego AB, es.ellugar:geom~trico qe to<.tcis .Ios -
puntos cuya'dfstancia ~ CD es MN. -.' ; '. ';- \ , ,

COROLARIO. Si una recta AB Cfig.' 47) tie,ne, dos 'p'~~ntol' f.- " "
M, Y N équidistantés de otra recta' on, AB-; es paralela á efE). ". ; <",

En efecto;. si las distancias ME, y .NS' ,de .,los .púnt08,
M y. N,á la CD, son iguales; dichtls phntos M y, N; pérten~7'

cen, segun el teorema anterior á la paralela ,á: e.D¡ que.
dist~ de ésta lo mismo que .:dichos pun(os;' luego ~4) la AS. I •

que pasa por M y ~I, es para!ela á la! C,D:- ' .• " "....¡. j:" ' • "
50. JES·COLIO. Si des~e el punto 1\;1 (fig."~·48r) sit,~á:ao,:~n.l& ,¡'

"AB, par.aleJa á CD, se .trazaD á ésta la'perpenfticu1ar MN - .
y las oblicuas MNJ, J.¡JN", MN"', MNIVMN v,,;observa.rem6s .
que á manera' que los pies N', N""N"', N IV, NV ... ,de,.
las oblicuas, se alejan de N, pie de.Ja, perpendicular MN; 'los,
ángulos- 1, 2, 3,4, 5... internos di~minnyen' i por, éón~'i:.· '.

. guíente·.la posicion de dichas'oblicuas' se-ya. aproximando á'.'
la posicion de la, paraléla A B; .¡. cómo las distancias '-,,'
NN', NN", NN'''', NNIV,NNv .o'. pueden llegar á sér ma- .

_yóres q~e cualquier cantidad, dada :Jy' sierppre' ~que crecen ':'1
dichas distancias-los- álfgulos l. 2,. a. 4,,5 ... Y sus ,alte¡:no8
intel'llos, respectivos¡ d~smin,uyen y, p~r cons~gnientev' lá-posi
.ciOD de las oblicuas se,a:proxima .á la paralela AB, PlJede
con8iderarse á ésta, C<HllO la pos'icion lím'ite de' las' sucesivas
posiciones de las oblicuas"y entonces el ángulo limite de los
l. 2, ::1, 4, 5 tendrá un válol' lIulo; 'puede 'pues admitirse, que
dos rectas paralelas forman un ángulo cero, cuyo vértice ··estrf,.
en el in~nit0'-J . .1 ~ ., '~ "
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51. Dos áng~tlos BAe, B'A'r.' (fig.a 4j}) cuyos lados son
"r~sJiectivamente paralelos '!l dirigidos en 'el mismo sentido, son

. 'iguales., '
.. En efectQ; ambos ángulos BAO' y B'A'O' son iguales al

B'.1Yl~ pOI"correspondient~s;luego dichos dos ángulos serán
, iguales ent,:~ si: .

TEOREMA~ XXXIV

52. Dos ángulos 'BAO, B',J.'O' (fig.' 50) que tienen.S1.es
lados respectivamente paralelos y dir¡:gidos en sentido contrario,

; son igu"ales. .
'. Eh efecto; ,prolonga.ndo los lados B' A' Y e'A' hdsta N y M

respectivamente,' tendremos que BAO=MA'N, en virtud del
teo¡'ema an terior; y B' A'O'=MA'N, por opuestos por el vér·
tice; luego B'tlC=B' A'Q'. c.onfol·me con el enugciado,'

TEOREMA XXXV
., .

53: 'Dos ángulOs BA(; y B'A'O'(fig.a 51) que tienen sus
lados respectivamente paralelos '!I dirigidos los AB y A'B' en
el mismo sentiqo, '!I los. AG '!I A'O" en sentido contra1'io; son
~uplerrtentarios. . .

En efecto; prolongando el lado 'C'A' hasta M. será
BMA '=BAO (51); pero, el B'A'C' eS suplementario del,
BMA'. luego su igual BAQ tambien será suplementario
del B'A'n' , ,-

. 54. Podremos, p.nes. sentar que
" Dos ángulos qu~ tienen sus l«-do,~ respectivamente paralelos, /
son iguales 'Ó suplementttrios. I



I

•

:25,GEOMETRíA

CAPíTULO II

TEOREMA XXXVI

DE LA CIRCUNFERENCIA

§ 1.--])e las rp-ctas en la circunferencia

56. CIRCUNFERENCIA DE CíRCULO ó simplemente (JIRCUN
::FERENCIA, es una línea curva (fig. a 53) cerrada 11 plana, .cu-
yos puntar, equidit:tan de otro 'nterior 0, llamado centro. I •

La recta que une el centro con un punto cualquierli. de la.
~ircunferencia, se llama RADIO. OA, 08, OC, son I'a'dios.

-
55. Dos ángulos qne tienen SttS lados respectivamente per-

endicutdres, son igutdes ó suplementarios.
flea el ángulo 8'1lC, (fig.' 52) si pllr un punto, cualquiera

'O, trazamos las dos rectas QS pel'peudicular al lado AO,
y PR perpendicular al lado :AB, dichas pel'pendiculares for
.marán los únicos cuatro ánguws cuyo vértice está en O, y
tienen, sus lartos perpenJiculares á los lados del áng-ulo B J\ c.
Va.mos á probar que de dichos cuatro ángulos, dos son igua
eS y los otros dos suplementarios al BAU.

En efecto; haciendo girar el ángulo BAO, de modo que el
lado BA. tome la posicion B'A perpendiculal' á la primitiva.,
el AC tomará precisamente la. po;;ici9n AC', perpendicular á
su po'sicion primitiva AO. Es evidente que B' Ale' es igual
-á.BAC; pero.B'AC' es igual á dos d'e los·cuatro állgalos for
mados al rededor de 0, y suplementado de los otros dos (54);
luego su igual BAO será tambien igua.l á dos de los fOl'mados
al rededor de O, y suplementario de los Otl'OS dos, conforme
~on el enunciado'.
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La ~ecta que pasando po~ el centro une dos' pUntos de la
circunfel'ellcia, se llama DdMETRO~ La recta COB es un
diámetro. ~

De la definicion de circunferencia se ded,uce que,
,La distancia entre un punto cualquiera de la circunferen,."

cia y el oentro, es igual al ra,dio. ,
La distancia 'entre un punto M situado fuera ue la ci·rcun-

fel'encia y ~l centro O, es mayor que el,ra~io. , '
La distancia entre un punto N ~ituado dentro de la, cir

cunferencia y el centro O, es menor que el radio.
tuego " , .

. La circunferencia es tl LUGAR GEOMÉTRICO de 10.'1 puntos,
cuya distancirf; al centro es igual al radio.

Todos los radios de nna circunferencia son iguales. ,
Todos los diámetros de una circunferencia son 'iguales.
Todo diámetro es la suma de dos radios.
Dos cil'cunfer.encias que, tienen el ,mismo radio, son super

ponibles, y por consiguiente iguales.
La porcion de plano, limitada por la ,circ~nferencia, se

Jlama cíRCULO. ,..

Una porciqn cualqu'iera de Circunferencia. se llama ARCO.
Una pOl'cioil ADB (fig." 54) de circunferencia, es un arco. ,
Toda recta AH que une dos puntos de un!lo circunferencia,

. se llama cuerda. .
Todo diámetro es, pues, una cuerda, ,
Toda cuerda AH, divide á la circunferencia en dos arcos

, ADB Y ASB. De modo que la cuerda AB,_une,los extremos
'del arco ADB y los 'del arco ASR .

Se dice que ia cuerda Iwbliende al arcocuy08 ext¡:emos
. une, é inversamente el arco está subtendido pGr la cue~da-

que une sus extremos. . . .
De donde se deduce, que toda c;uerda AB subtiende dos

arcos ADB y ASB, que juntos componen ,toda la 'circun
ferencia .

. SECANTB es una recta indefinida, que c6rta en dos p\lnt08
á la circunferencia.

La recta HQ es una secante. . '
1.'ANGENT'E es una,. recta indefinida, que tiene un solo punto

com'nn con la circunferencia. " . ,
La recta RSP es una tangente.

, 1
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.' 5~. Todo diámetro AB. (fig.a 58) perpendicu.zar á unaJ~~ 7
cuerda eD, divide á ésta y á los do,s arcos que la rni~ma sub-
tiende en dos partes iguales. .

, .

TEOREMA XXXVII

'~7. En todo cít'culo, un diámetrn (7D (fig.a 55) es mayor t U r
que cualquiera ott a cuerda AB: ) <7<" l?

en efecto; el diámetro Cl> es iguál á la linea quebrada
BOA y ésta es mayor que la' cuerda AH; luego en es mayor
que AB conforme con el enuncia,do.
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58.' Un diámetro cualquiera de una circunferencia, divide
á ésta y al círculo en dos parte.~' iguales.

En efecto; si doblamos (fig: 56) la figura pOI' el diámetro
~D. el arco CAD coincidirá, forzosamente con el CBO; pues
de lo contrario Jos radios no seriun iguales.

Las dos partes iguales de plano COA y CIlB, se llaman
semicírculos, y los dos arcos iguales CAD y CBD semicir-
cunferencias. '

COROLARIO. Toda cuerda (fig.- 57) qUf: no p(tsa por el centro, fJJ
divide á la cirtunferencia y al círculo en dos partes desiguales. d-:>.

En efecto; tl'azando por el extremo B de la cUel'da AB el
diámetro Be, que divide á la circunferencia y al círculo en
dos partes iguales, resulta evidente que el ·arco BFuA es
mayor que media circunferencia; y el -arco ADB menor qUQ •

m,edia circunferencia; y tambien la.· porcion de plano BACF
mayor que un semicírcul9, .y la porcion BAD menor que un
seinicírculo. .

Aunque cada cuerda corresponde á dos arcos, se ent(ende
que corresponde al menor, cuando no se dice lo contrario.
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En efecto; doblando la figura por, el diámetro AS; coinci
,dirán la semicircunferencia AOB con la ACB (58), y la rec
ta. RD con la RO (10); Y por consiguiente D c~erá sobre C;
luego será RO' .RC. arco OA=arco A OYarco CB=al'co BD,
,conforme con el enunciado.

Otra demostracion:
.Las dos oblicuas 00 y 00, que son radios de un mismo

-círculo, son iguales; l,uego sus piés e y D (19) se apartarán
. igu.almente del pié R de la pel'pendic¡Ilar; luego OR=RD.
A~emás, AB es el lugar geométrico (24 cor,) de todos 1'08

puntos equidistantes de C y D; luego AC=AD, por consi
.guiente los arcos AO y AD serán iguares, y lo mism0 suce
,derá qon los arcos OB y BD . '

ESCOLIO. Oonviene observar que,la recta AB, satisface las
cinco condiciones siguientes: pasar por 0, R,,A Y B, centro

··del cÚ'culo y puntos medips respectiva.¡nente de ya cuerda
CO, y de los arcos OAD y OBO, que son cuatro condiciones,
.Y., la quinta ser pel'·pendicular á 00,

Es fácil demostrar, que si una recta sa.tisface dos de estas
cinco condicil)nes, satisfará forzosameQte las otras tl'es¡ por

'.-que dos de ellas determinan la recta.
COROLARI(}¡· El diámetro perpendicular á una cuerda, es el

llIgar geométl'ico de los puntos menios de las cuerdas para
·lelas á ésta,

TEOREMA XL

(60, Tres pzentos A, B. e, (fig:a 59) que no están en línea
"1'ecta, determ'inan una ápcunjerencia.. .

Debemos, pues, pI'obal': 1 o qUE> por los tres puntos A; s, e
no situados en una recta, siempre puede pasar una circun
ferencia, 'Y 2.° qu~ no puede pasar mas que una.

1.0
, En efecto; unienllo uno cualquiera de dIchos puntos

B con los otros dos A y O, por medio de las rectas BA 'Y BO,
y trazando po.!' M y N, puntos "medios rle dichas dos rectas las
respectivas 'perpendiculares MK y NR, éstas forzo,samente

·,se. encon tl'arian, por ser perpendiculares á dos rectas que se
cortan (37); ahora el punto de interseccion 0, por 'perte
necer á la MK, el1uidisba de A y B (21.) Y por, pel'tenecer á



62. \ Toda perpendicular AB al radio OM (fig. 8 61) que') ';t '7~
pasa por el ext1'emo de éste, es tangente á la circunje1"enr:ia. . ,
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TEOREMA XLI

TEOREMA XLI

NR equidista de B y O; luego O equidista de A, B Y C; ~i

acemos pues, centro en O, y con un radio OA, OB, Ú 00
azamos una circunferencia pI'ecisamente pasará por Jos

untos A, B YC; luego por estos tres puntos siempre puede
asar una circunferencia.
2.° Toda circunferencia que pase por Jos puntos A, Bre,
ndrá su c~ntro en O, porque toda perpendicular levantada

n el punto medio de una cuerda, pasa POI', el centro y como
MK y NR son pel'pendiculares á las <,uerdas AB y' Be por
sus puntos medios, su único punto O de interseccion será el
C'entro, Además toda ciJ'cunferencia que pasa por A, B Y C Y' .
tenga su centro en 0, tiene por radio cualquiera de las dis
:tancias OA, OB, 00: Luego todas las circunferencias que
pasan por A, By 0, tienen el mismo centro yel mismo radio;
luego se confunden en una sola,

COROLARIO. Por tres puntos Á, B, 0.1 (fig.1 60) situados
en una recta, no pttede pasar una circunferencia; porque no
existe ningun punto que equidiste de A, B Y C; pues sup'o
niendo que el p~nto O tuviese esta propiedad, resultaría el
absurdo de que las tres distancias OA, ÜB y 00, se,rian
iguales. (19 cor.)

Una recta, no puede pues tener con una circunferencia
más de dos puntos comunes.' .

· 61. Toda tangente AB (fig.a 61) á una circunferencia, es
perpendicula1' al radio OM del punto de contacto.

En efecto; OM es menor que cualquier otra recta OH) ~
•. trazada desde el centro O á la tangente AB, por estar M en ,N.

la circunferencia, y H fuera, de la circunfereneia. . .
Luego (18) OM es perpendicular á AB, Ó AB perpendicu

lar á U M; conforme con el enunciado.
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En efecto; todos los puntos de la recta AB, excépto M
están á una distancia de O mayor que el radio OMlf(~) es
dt.'cir que todos los puntos de AB son exteriores á la circun
ferencia escepto el punto M que está en la. misma circunfe-

I rencia; luego AB es tangente, confol'me con el enunciado.'í Este teorema es recíproco del anterior
COROLARIO. Por un puuto dado en una circunferencia, se

pu~de trazar á ésta una t'illgellte y no se le puede tl'azar más

\

que una; porque pOI' el extremo del'radio que pasa por dicho
punto siempre se puede trazal' una p ~rpendicular á dicho
radio, y no se puede trazal' más que una.

~ ESCOLIO. El radio de un punto de la circunfel'encia, se
llama tainbien normal á la circunferencia en este punto. Así
OM (fig.- 61) es la nOl'mal á la circunferencia en el punto M,

'Én genel'al, normal á una curva cualquiera en un punto
de ella, es la perpendicular por dicho punto á la tangente
correspondiente.

Todas las normales á una circunferencia pasan por el
centro.

TEOREMA XLIII

63, En un mismo círculo ó en círculos iguale.~·se v{3rifica:
1.° Que *; dos arcos son iguales, las cuerdas tambien son

iguales, . , .
2,° Que si dos arcos son desig~ale8, corresponde al arco

mayor la cuerda mayor. (l) l'

1.o En efecto; si suponemos iguales los arcos ACB.y
MNP, (fig.' 62) é iguales tambien los c(rculo~ O y O', su
perponiendo estos círculos de modo que M y K extremos
del diámetro MK, coincidan respectivamente con A y H, ex
tremos del AH, y que el arco MNP, caiga al mismo lado del
diámetro AH, que elll.rco ACB, forzosam~nte el punto 1;>
coincidirá con el B, habrán coincidido pues, los· extremos
·M y P de la cuerda MP con los extremos A y B de la cuerda.
AH; luego las dos cuerdas MP y AB que subtienden arco!'!
iguales, son iguales.

(1) Se suponen arcos que no excedan de una semicircunferencia,

(
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(1) Considerando el arco menor de media circunferencia..

Del mismo modo, si suponemos iguales los arcos RST y
CH, que pertenecen al mismo círculo O, las cuerllas. RT y
~ que los subtienden tambien sel'án igull.les; pues segun

cabamos de demostrar. AB=MP y tambien RT=MP; luego
J=RT,' .
2.o Si suponemos igudes los cír'culos O'y O' (fig~' 63) Y

1 arco CDF del segundo mayor que el ANB del primero,
Aigo que la cUel'(ia CF será mayor' que la AB.

IDo efecto: supe¡'poniendo el círculo O sobre el O', de modo
9t1'e. A y K; extremos del diámet¡'o AK, coincidan ¡'espectiva-G'
mente con e y G. extremos del CG, que el arco A B caiga al d--J,
mismo lado del diámetro OG, que el arco CDF. el punto B
~aerá pl'ecisamente en un puoto D, situado en la circunfe-
~'encia entre C y F, Trazando ahora los radIOS O'D y OF,
tendremos las desigualdades CS+SO>CD¡ O'S+SF>O'F;
nmáJidolas ordenadamente, resulta CF+O' D>CD+O'F y

restando del primer miembro el radio 0'0 y del segundo el
radio O'F, resulta CF>CD ó ·CF>.-\B, conforme con el
~nunciado,

Oel mismo modo. si suponemos en el mismo cÍl'culo J
O, HML>ANB; como de lo que acabamos de demostr!l.r se
deduce HL>CO; siendo CD=AB, tendremos,HL>AB, con·
forme con el enunciado, •

ESCOLIO. Estas dos proposiciones son contrarias.

I

64. En un mü,mo circulo ó en círculos iguales, se verifica:
1.0 Que si d9s cuerdas son iguales, los arcos que subtien

den tambien son iguales.
2.° ~ue si dos cuerdas son desiguales, lo:] arcos que 8ub-

tienden tambien son desiguales, correspondiendo á la cuerda ;/;,.
mayor el arco mayor. (1)

Estas dos proposiciones contl'arias entre sí, son I'especti
:vamente recíprocas de las antel'Íores (63),·y se demuestl'an
razonando del mismo modo, que al demostrar los teoremas
15y 16ylos 19y20. .



32 GEOMETRÍA

TEOREMA XLV

65. En un mis1lto círculo Ó en círculos iguales, se verifica:
1 o Que si dos I:uerdas son iguales. equidi/;lr¡,n del centro.
2. 0 Que si dos cuerdas son desiguales, la menor disla más

del cenl1·o.
l. o Supoltiendo iguillt>l' Jos tírculos O y O' (fig.a 64) é'

igualps tambien l¡i!i eu.·' das AH y CD, digo que sus distan
cia~ OM y O'N, al centro rt·spectivo serán iguales

En p.fecto:.8IJperl'oniendo eJ círculo O' sobn"! el O. de modo
que coincidan los centros y las eUf-'rdas CD y AB (64), forzo
sameute coincidirán las perpendiculares O'N y OM (13), Y
el punto N caerá sobre M; luego las distancias O'N y OM
serán iguales. .

Del misme modo, si 611poDeo¿o'S iguales las cuerdas AB y
EF del mismo círculo O, sus distancias OM y OK al centro
0, tambien serán iguales; pues segun se acaba de demostrar,.
siendo CD=AB y CD=EF, será O'N=MO y O'N=OK;
luego OM=OK.

;¿O Suponiendo iguales los círculos O y O' (fig," 6f;) Y la
cuerda AH menol' que la CE, digo que la distancia OM será
mayol' que la distancia O'N,

En efecto; tomando desde C un arco en igual al AB. el
punto D caerá entre e y E, Y la cuerda CD será igual á la
AB; y segun se acaba de demostrar, será OM=O'P; pero
O'P>O'Q y O'Q>O!s (15). Luego OM>O'N.

Del mismo modo, suponiendo en el mismo círculo O, la
cuerda ST mayor que la AB. digo, que la distancia OM será
mayol' que la OH; pues segun se acaba de demostrar, :siendo
CD igual á AB, Y por consiguiente menor que sr, será
O'P>OH. y como O'P=OM será tambien O.M>ÜH.

ESCOLIO. Estas ~os proposiciones son contrarias,

TEOREMA XLVI

66. En un mismo cí1'c~tlo ó en círculos iguales, se verifica.' ,
1.° Que si dos cuerdas equidistan del centro, son iguales. . j
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2.° Que si dos cuerdas no eqztidistan del centro, la que máS) .
ista es la menor. . (p . 1.

Estas dos proposiciones contl'afias entre sí, s(ln respecti- J.¡;. ()

~mente recíprocas de las anteriol'es, y se demuestran razo~

ndo del mismo modo, que al demostrar los teoremas XV y
VI, Y los XIX y XX.

67. Los arcos de ztna circunfm'encia, interceptados por dos
'4'ectas paralelas, son 1:guales.

Pueden ocurrir' tres casos:
1.0 Que las dos paralelas sean secantes.

'2. 0 Que sean una secante. y una tangente.
3.° Que sean dos tangentes.
1.0 Si las secantes AS y CD (fig. a 66) son paralelas, lOs

reos interceptados Aü y BD serán iguales.
En efecto; trazando el diámetro EF, perpendicular á dichas

~aralelas, los arcos cA E y DBE serán iguales (59), y tam
~~en lo serán los A ID Y BE; se verificará pues,

arco CAE = arco DBE.

atco AE := arco BE.

Restando ordenadamente estas dos igualdades, será:

arco CAE - arco AE = arco DBE - arco BE,

ó arco (lA = arco BD,

forme con el en.unciado.
Si la secante CD y la tangente KL son paralelas,

do el diámetro EF del punto de contacto ]', EF será
endicular (34) á la CD, y por lo tanto

arco UF = arco DF,

orme con el enunciado.
• 0 Si las tangentes IJ y KL son paralelas, trazando los

!os FO y EO de los respectivos puntos de contacto, dichos
lOS perpendiculares á ambas taugentes paralelas, y que

san pOI' el mismo punto 0, pertenecerán á una misma
s
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recta; EF es pues, recta, y pasa por el centro; luego es un
diámetro y por consiguiente

Arco ECF = arco EDF,

conforme con el euunciado,

§ n.--Posiciones de dos circunferencias en un plano.
68. Puesto que tres puntos que no están en línea recta,

determinan la posicion de una. circunferencia, dos circunferen
cias no pueden tener tres puntos comunes sin confundirse;
pero pueden tellel' dos puntos comunes (fig.· 69) en cuyo caso
se llal1lan secantes.

Sentado esto, examinemos las posiciones relativas que pue
den tener dos circunferencias en uu plano.

69. Estas son cinco:
. 1.' Circunferencias exteriores (fig. 67).
2." Circunferencias tangentes exteriores (fig" 68).
3.' Circunferencias secantes (fig.' 69)
4." Circunferencias tangentes interiores (fig.B 7 O).
5." Circunferencias interiores (fig.a 71).

TEOREMA XLVIII

70. Si dos circunferencias (fig • 69) son secantes, la dis
tancia de los centros 00', es perpendicular á la cuerda co
mun AB.

En efecto; O y O' por ser centros respectivos de las dos
-circunferencias, equidistan de A y B, puntos comunes de las
mismas; luego (24 cor.) la recta O O' es perpendicular á la
cuerda gom.un A B.

TEOREMA XLIX

71. Si dos circunferencias son tangentes (figul'as 68 y 70),
el punto de contacto se hallará en la recta que une'los centros.

En efecto; si suponemos que el punto de contacto se ha
llase fuera de la recta O O', por ejemplo en B, trazando por
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74. Si dos circunferencias son exteriores (fig.a 67), la dis
t(mcia de los centros OO' es mayol' que la suma de los 1·adios.

72. Si dos ci1'cunjerencias (figs. 68 y 70) tienen un punto
comun A sitytado en la recta OO', que une los centros, dichas
árcunjerencias serán tangentes.

Eu efecto; puesto que tienen un punto comun, no pueden
ser exteriores ni interiores; si probamos además que no pue
den ser secantes, quedará demostl'ailo que son tangentes. No
pueden sel'secantes, porque si suponemos que tienen otro pun
to comun B además del A, uniendo 8 con los centros resul·
tará en la ftgul'a 68

OA + AO' =OB + 80';

pues ambos mipmbros han de sú la suma de los radios y
dicha igualdad es imposible (4); y en la ftg. a 70

OA = O'A'+ 00' (a);

pero como suponemos .que B es punto comun ~ las dos cir
cnnferencias, será OA = OB YO"A = O'B, sustituyendo
en la igualdad (a), tendremos

-. OB=O'B+OO'

tambien imposible, Luego el teorema queda demostrado.
Este teol'ema es recíproco del teorema XLIX.
73. COROLARIO. Si dos circunferencias tienen ·u,n p'.mto

comun en la recta que une l09 centros, y situado ent?'e los ceno.
tros, las ci?'cunferencias son' tangentes exteriores (fig;a 68); y
cuando el punto comun está en la prolongacion de la recta qu~

une los centros, las éircunferencias son tangentes interiores
(figura 70). '

TEOREMA 1I

B la perpendicular BC á 00', y tomando una parte MO = BM.
como O y 0\ equidistan de B y de C, si B es punto comun á.
las dos circunferencias, tambien lo será C, de modo que dichas
circunferencias tendrán dos puntos comunes B y C; luego
serian segantes contra. la hipótesis.



conforme con el enunciado.

TEOREMA L111
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TEOREMA Lit

76. Si dos circunferencias (fig.a 69) son secantes, la dis
tancia de los centros, es menor que la suma de los radios, '!I
mayor que la diferencia.

1.0 En efecto; puesto que los dos p'untos de interseccion
han de estar fuera de la línea de los centros, uniendo uno de
dichos dos puntos, A pOI' ejemplo, con los centros. O Y O'
resultará (4) 00' < OA + AO'.

2. o Además como tambien (4)

AO' + 00' >OA,
restando de ambos miembros de esta desigualdad AO' resulta

00' > OA - AO',

conforme con el enunciado.

75. Si dos circunferencias son tangentes exteriores, la dis
tancia de los centros es igual á la suma de los radios (fig,a 68),

En efecto puesto que (71) el pnnto de tangencia ha de
estal' en la línea de los centl'os, y (73) entl'e estos, será
OO'=OA+AO'.

ó

En efecto; puesto que son exteriores, todos los puntos de
la circunfel'encia. O'. están fuera de la circtmferencia O; de
modo que la Jistancia de 8 al centro O, es mayol' que el
radio AO; es decir, que OB > OA; aíladiendo á los dos
miembros de esta desigualdad BO' será

.08 +BO' > VA + BO'

00' > OA + BO',

TEOREMA L1V

77. Si dos circunferencias son tangentes interiores (fig.a 70),
la distancia de los centros es igual á la diferencia de los radios.
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HDREMA LV

78 . Si dos circunfe1'encias son interiores (fig.a 71). la dis
tancia de los centros es menor que lf/t di,ferencia de los radios.

En efecto; puesto que las circunferencias son interiores, si
prolongamos la 00' distancia de los centros en el sentido de
O' centro de la intel'ior, hasta llegar á B punto de la exte
rior, el radio de esta OB se compondrá de 00' (di'stancia de
los centros) OlA' (radio de la interior) y AB; luego la dife
rencia de los radio,s es 00' máil AH; es decir que la di~tancia

de los centros 00' es menor que la diferencia de los radios,
conforme con el enunciado.

En efecto; puesto que (73) el pun/to de contacto-ha de eiltar
situado en la prolongacion de la distancia de los centr.os, será

00' = üA - AO'.

79. Si la distancia de los centrbs de dos circunferencias
(figura 67) e~ mayor que la suma de los radios, dichas circun
ferencias serán exteriores.

En efecto; 'dichas cit'cunferencias no pueden ser TANGEN
'rES EXTERIORES, ,porq,ue en este caso la distancia de 'los cen
tros es igual á la suma de los radios; ni SECANTES, porque en
este caso la ,distancia ,de 'los centros es menor que la suma
de los radios y mayor que su difel'encia; ni TANGENTES l'NTE
RIORES, potque en este caso la distancia de Jos centros es
igual á la diferen~ia de los radios; ni INTERIORES, porque en
este caso la distancia,de los centros es menor que la diferen
cia de los radios; y como dos circunferencias situadas en un
plano no pueden tener mas que cinco posiciones (65); ha-

, , biendo probado que las' que tienen la distancia de los centros
mayor que la suma de los radios, no pueden ser tangenles ex
teriores, ni secantes, ni tangentes interiorE's. ni. interiores,
FORZOSAMl¡JNTE serán extel'iores, confot'm~ con e'l enunciado. ( .

80. ESCOLIO. El anterior teorema es recíproco del LI;
y conviene observar, que los teoremas LII, LIlI, LIV y LV
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tienen tambien sus respectivos reciprocos, cuyo enunciad()
se deduce fácilmente de cada-uDo de los respectivos directos,
y cuya demostracion es análoga á la del teorema LVI.

Dichos reciprocos se enunciarán del modo siguiente:
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,
Si la distancia de los cent?'os de dos circunf~renciasJ es igual

á la ,('uma de lbs radios, dichas circunferencias .~erán tangen-.
tes exteriores.

RECÍPROCO DEL UII

Si la distancia de los centros de 'dos cÚ'cunff}rencias, es menor
que la suma y mayor que la dijerencÍtt· de los radios, dichas
circunferencias serán' secantes.

\

RECÍPROCO DEL LIV

Si la distancia de los centros de dos circunferencias, es igual
.á la diferencia de lqs radios, dichas cirr-unferenC'ias serán tan-
gerites interiores. .,

RECÍPROCO DEL LV

Si la distancia de los centros de dos circunferencias I es menor
que la diferencia de los radios, dichas circunferencias serán in
teriores.

Todas estas proposicio.nes recíprocas se demostrarán fácil
mente como el teorema LVI.

81. ESCOLIO 2. o Podemos, pues, establecer:
1." Para que dos circunferencias sean EXTERIORES, se ne

cesita y basta que la distan'Cia de los centros sea mayor que la
suma de los radios.

2. o Para que dos circunferencias sean TANGENTES EXTE

RIORES, se necesita y basta que la distancia de los centros sea
igual á la suma de .loB radios,

3,0 Para que dos circunferencias sean SECANTES, se nece
sita y basta que la distancia de l'Os centros, sea menor que'la
suma y mqyor que la d.iferencia de lOl, radi,os.
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4.0 Para que dos circunferencia'] sean TANGENTES INTE:

RIORES. se nec~sita y basta que la distancia de los centros seci
igual á la diferencia de los radios."

5.° Pam que dos"circunferencias sean INTERIORES, .se ne
cesita y basta que la distancia de los centros sea men01' que {el

difm'encia de los radios.
82. ESCOLIO 3.° Si examinamos los cinco teoremas (74, 75, 76, 77

Y 78) Ysus respectivos recíprocos, veremos que en los teoremas direc
tos, se hacen, todas las hipótesis posibles sobre las posiciones que pue
den tener dos cir.cunfe¡:encias en un plano. Dos circunferencias situadas
en un plano, no pueden ser en efecto, (68) más que exteriores, tangentes
exteriores, secantes, tangentés interiores ó interiores, y en cada. una

- de estas posiciones, la relacion entre la distancia de los centros y la
magnitud de los radios es distinta y excluye todas las demás; es decir,
que supuesta una de las cinco posiciones de las dtJs circunferen"cias,
forzosamente se verificará una relacion entre la distancia de los centros
y la magnitud de los l'adios, con exclusion de todas las otras relaeiones
entre la distancia de los centros y la magnitud de los radios, de mane
ra que en cada uno de los cinco teoremas directos, la conclusion es
GE:NERAL para todós los -casos en que se verifica la hipótesis, y EXCLU
SIVA de "estos casos; luego siempre que se verifique la conclusion, se
verificará la hipótesis; es d!:lcir, que los recíprocos forzosamente son
verdaderos.

Así, por ejemplo. En TODOS los casos en que las <:ircunfere~cias son
tangentes exteriores, la distancia de los centros es igual á la suma de
.los radios, y SOLO Y EXCLUSIVAnlENTE cuando sean tangentes exteriores,
la distancia de los centros es igual á la suma de los radios; porque en
ninguna de las otras cuatro posiciones posibles, la distancia de los
centros es igual á la suma de los Tadios. "

Luego siempre que la distancia de los centros sea igual á la suma de
"los "radios, las circuI;l.ferencias serán tangentes exteriores.

Podemos, pues, sentar I;omo principio general, que siempre que corno
en este caso, se hagan sobre un sujeto todas las hipótesis posibles, y
cada una de estas hipótesis conduzca á una conclusion diferente, y que
excluya á todas las demás, los recíprocos son verdaderos y por con
siguiente," puede excusarse su demostracion.

En tal caso se encuentran los teoremas recíprocos párrafos 21 y 23,
25 Y 27.

§ nr. Medida de los án.gu1os

83. El ángulo AOB (figa 72) cuyo vértice está en el
centro de la ctrcunferencia 0, se llama ángulo cent1'al, y el
arco AB, comprendido entre 'los lados de dicho ángulo, es su
arco correspondiente en dicha circunferencia."
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Si h'l.ciendo.centro en el .vé;·tice O (fig.a 73) del ángu
lo MON, se trlj.zau los arcos AB, c\'B , A"B", .<\."'8'" con los
respectivos radios OA ,OA', OA.". OA"', dichos al'cos son
todos correspondientes al ángu.\o MON; de modo que todo
ángulo tiene un número indefinido de arcos correspondi~ntes

porque el vértice es centro de un número ilimitado de cir
cunferencias. Para designar pues, Olio de los arcos cOl'l'es
pondientes á un ángulo es preciso determinar el radio de
dicHo ángulo.

Si imaginamos que Ü B ('fig. a 72) uno de los lados ¡le;} án
gulo AüB. gil'a' al rededor de ° aproximándose alOA hasta.
confund'irse con él, tomará sucesivamente las posiciones
Ob, Ob', Ob" OA, Y el ángulo it'á disminuyendo hasta:.
anulars'e. Al" mismo tiempo, el arco c0rrespondiente en esta.
circunferencia va suceJ'iivamente disminuyendo, hasta quedar
tambien reducide á cero. ,

Si por el contrario el lado 08 gira al rededor del punto O
separándose del lado AO, tomará suce.siv,amente las posicio
nes OB', oB", el ángulo aumentará y el arco correspondien-
te de dicha circunferencia aumentará tambien. .
. El ángulo central y cualesquiera de sus arcos correspon
dientes son pues cantidades que dependen la una d.e la otra,
eAlgebra 258) porque toda variacioll de la una, lleva cO-nsigo
una variacion de la otra.

Examinemos ahora. si esta dependencia, es dependencia
proporcional.

TEOREMA LVII
\ ,

v,

84. Si dOiJ ángulos A OB. Y A'O'B' (fig.a 74) son iguales,
sus arcos correspondientes trazadús con el mismo radio OD y
O'D' tambiM serán iguales. .

En efecto; superponiendo 'el ángulo A'O'B' sobre el AOB.
de modo que coincidan los vértices °y O', el lado O'B' con
el 08 y el O' A' con el OA, el punto D' cael'á forzosa:ment~

sobre D, y el C' sob'l'e C; luego los al'COS C' D< y 00, traza
dos éon el mismo radio y cuyos extremos coinciden, coinci
dirán en toda su extension.
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85. Si dos a?'cos e D y O'D' (fig,' 74) trazg,dos con el
mismo radio son iguales, su,~ ángulos centrales correspondient es
CO]) y C'O'D' tambien serán iguales.

En efecto; superponien'lo el c6ntl'0 O' sobre el 0, y el punto
O' sobre el C, el punto D' fOl'zosameute caerá sobre el D,
por la igualdad de los arcos; luego los ángulos O'O'D' y
COD, habrán coincidido conferme con el enunciado.

Este teol'ema es recíproco del anterior.

41GEOMETRíA

TEOREMA LVIII

86... Dos ángltlos centrales AOB y A'O'B' (fi~.· 75) son
proporcionales á sus arcos correspondientes M.V y M' N' traza
dos con el mismo radio.

En esta demostracion conviene distinguir' dos casos:
1.o Que'los arcos sean conmensul'ables. 2.° Que los arces

sean inconmensurables.
Pl'imer caso: Suponiendo que la medida comun de los arcos

MN y M'N' sea MR, y que esté contenida 3 veces en el al'CO
MN y 4 en el M'N', 3 será el número que mide al arco MN,
Y 4 el que mide al M'N', si tomamos por unidad dicha me
dida comun; y como (A rit.' 343) la razon de dos cantidades
es la de los nÚll1el'OS que las miden con una misma unidad,
será

MN 3'
M'N' -4

_ Si unimos ahora los vértices O y O' con los puntos de di
vision de los arcos respectivos, el á.ngulo ,\OB quedará di¡vi
dido en 3 ángulos y el A'O'B' en 4, todos iguales (85). Si to
mamos el ángulo parcial MOR por unidad, los númel'oR 3 y 4:
serán los que midan respectivamente los ángulos AO~ y
A'O'B' y (Arit.' 313) t.endremos



.dOB MN
luego -~-- MN' (Alg." 55)A'O'B'

conforme con el enunciado,
Segundo caso: Si los arcos MN YM' N' (fig. 76) son inconmensura

bles, podemos suponer dividido el M' N' en n partes iguales; y colocan
do la enésima parte de M' N' todas las veces que se pueda sobre MN,
empezando por M, y suponiéndola contenida m veces; es decir, supo
niendo que el mayor número de enésimas de M' N', contenidos en MN,
sea m; el extremo de la última enésima, caerá en un punto R, próximo
á ~, puesto que RN, ha de ser menor que dicha enésima parte de
M' N'. A medida que crece n, R se acerca á N, porque disminuyendo ta
enésima de M' N', dif¡minuirá tambien el arco R N y su ángulo corres
pondiente RON, y corno podemos hacer á n tan grande como que
ramos; la enésima de M' N', Yla de M' O' N' llegarán á ser tan pequeñas
corno se desee, y RN Y R ON podrán ser menores que cualquier can
tidad dada.

De m'anera que MR es una cantidad variable que á medida que au
menta n, crece, acercándose á su límite MN, y tambien AOR, es una
cantidad variable que á medida que aumenta n crece acercándose á su
límite AOB. Ahora, puesto que MR contiene m veces la enésima parte

de M' N', será
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AOB 3
A'O'B' -4

MR', m

M'N'=n;
m+1

n

de modo que tenemos la lirnitacion

m MN +1n < N' N' < ..-'-.=--n-=----

Pero tam bien MOR contiene m veces la enésif!ta parte, de N' O' B";
luego

MOR m
M'O'N' = n:

, MON m
M'O'N' > n;

MON
M'O'N' <

m+1
n

tenernos pues la limitacion

m . MON
< m+1

n < M'O' N' n
luego (Arit.a 343)

MON MN
- M'O'N' - M'N' '

, conforme con el enunciado.
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El pl'imer miembro de f8ta igualdad, es la medida del án
gulo AOB, tomando'por unidad PoI A'O'B'; y el sí'gundo es
la medida de su arco corrt'8pondiente AB, tomando por uni
dad el arco A'B', correspondif'nte al ángulo unidad A'O'B' Y
trazado con eLmismo radio qUE' el A B. Para medir, pues, un
ángulo, bastará trazar uno de sus arcos correspondientes. y
con el mismo radio el arco correspondiente al ángulo adop
tado como unidad, hallar' la medida del primero de estQs
dos arcos tomando por unidad el segundo, y esta medida.será
precisamente la del ángulo que se queria medir.

88. La unidad adoptada para medir los ángulos, es el
ángulo recto; pOI' consiguiente la unidad para medir arcos,
será el arco correspondiente al recto, que es la. cuarta parte
de la circunferencia y se llama cuadrante. (1)

Para facilitar la medida de los arcos, se divide cada cua
drante en 90 partes iguales que se llaman gl'ados; cada gra
do en 60 partes igul1les que se llaman minutos, cada minuto
en 60 segundos, cada segundo en 1;0 tercios, etc. Como al

arco un grado, (~ de clladr'allte), corresponderá* del án
gulo recto; si se divide al recto en 90 partes iguales, cada ulla
de éstas se llaman tambien grados angulareli, cuyos arcos
correspondientes, son grados d~ cUlldrante, Del mismo modo

87. COROLARIO. Un ángulo y cualquiera de sus arcos
correspondientes, tienen la misma medida.

Siel ángulo Aon (fig.a 77) se quiere medir tomando por
unidad el A 'O'B', su medida será el número abstrll.cto (en
tero, fraccional'io Ó inconmensurable), t'xpresado por la razon

AOB p . . 1 ..O B . ero, segun e teorema antenor, SI trazamos con
A' " .' .

el mismQ radio los arcos AB y A'B'. corre8pondientes res
pectiv~menteal ángulo que se quiere medir, y al ángulo uni
dad, tendremos

(1) Puesto que si se traza en un circulo dos diámetros perpendicula
res se forman 4 ángulos rectos, sus arcos correspondientes serán
iguales; lueio á cada recto covesponde la cuarta parte de la circunfe
rencia ó sea un cu\,-drante.
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cada grado.angular se divide en '60 minutos, cada. minuto
angulaí' en 60 segundos; y sus arcos correspondientes son.
respectivamf'nte minutos y segundos de cuadrante.

Para averiguar, pues, los grados, minutos, segundos, etcé
tera de un ángulo, bast.ará hallar los grados. minutos y se
gundos, e~c. de uno cualqniera de sus arcos, correspondientes.
Esto se,consigue fácilmente con un instrumento Hama,do se
micírculo g¡-aduado ó transportador, cuyo uso se explicará en
el próximo capítulo., .

i!:1 valor de los. ángulos ó de los arcos se expresa escri
biendo el signo o, á la derecha y en la parte superior del nú·
mero de grados, el signo " á la derecha y en la parte su
perior del número de minutos, el signo", á la derecha y en
la parte sup~rior del de segundos, etc. Así, por ejemplo, un
ángulo ó un arco de 34: grados, 5 minutos, 17 segundos, se
expresa I

. ángulo ó arco de 340 ó' 17"

Puestó que un cuadrante tiene 90°, toda la circunferencia
tendrá 3600 y media circunferencia 180°.

En el ·sistema métrico, el cuadrante se divide en 100 gra.
dos que se expresan 100 g , cada grado en un 100' Y cada
minuto en lOO", etc. Esta division se usa poco; y será fácil
reducir un arco expresado en la division antiglHI. ó sex:agesi
mal, á su ~quivalente de la division centesimal, y recíproca-
mente (Arit a 404). ' .

89. Angulo in~cripto, es. el q'ue tiene su vértice en la cir:
cunferencia, y sus lados son dos cuerdas.

El ángulo AOB (fig.!1 78) es un ángulo inscripto.
1

,
El ángulo inscripto, tiene la mis'ma medida, que la mitad del

aI'CO compt'endido enh'e sus lados.
En esta demostracion con viene distinguir tres casos:

1.0 Cuando el centro del círculo está en uno de los lados
del ángulo. 2.° Cuando el centro está dentro del ánglllo, y
3. o Cuando el centro está fuera del ángulo. .

Pl'Ímer caso: Sea el ángulo inscripto (fig a.79) BAC, cuyo
lado AB pasa por el centro O. 'l'tazando el diámetro MN- ,
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paralelo al otro lado AU, tendremos el ángulo BAC igual al
central B,ON por. correspondiente de é'ste; y como ~¡;t ~eQida

del BON es la 'mIsma que la del arco BN (87)\ ,la medIda d~

HU igual BAC tambien será.la misma que la del arco BN.
Pero los arcos )3N y MA son iguales, por tener el mismo

~radio y cOI;responder á los dos ángulos iguales BON y MOA
(84), Y éomo el arco MA es igual al ON por estar intercepta
dQs por dos rectas paralelas, serán BN = NO YBN = t Be;
.luego la medida del ápgulo in~cripto BAO será la misma que
la del arco t BO, confor,meron el enunCiado l' .

,Segundo casQ: Sea el 'ángulo inscripto BAC (fig: 80). TrJ:.l
zando el diámetro AM que pasa por el vértice A, como el
centro del circulo'~stá dentro del ángulo BAO, éste quedará
dividido en los dos ángulos BAM y MAO, que sún inscriptos
y' están compreJIdidos' en el caso anterior. La medida del
B4M será la del; arco t BM, Y la del MAC será la del arco
i MC; luego la medida de la suma'de eS,tos d0s ángulos; que
e~ el ángulo BAO, será la suma. de las medidas de los arcos
't BM Y t MO, Ó lo que es lo mismo, lá medida del arco

t (BM + MC) = t ~C,

conforme con el enunciado.
Tercer caso:. Sea el ángulo inscripto BAO (flg.· 81). Tra

~ando el diámetro que pasa por el vértice A, como el centro
i del círculo está ft1era del áIJgulo BAC.' tendremos

.' ángulo ,BAO = ángulo BAM - ángulo CAM.
Pero, segun el primer cáso, la medida del ángulo BAM es
igual á la del arco t BM, Y la del ángulo CAM es igual' á la
del arco t OM; luego la del ángulo BAO, diferencia, entre
éstos, será la medida del arco ~ BM menos 1ft, medida dél arco
t CM, es decir, la medida del

. '

arco 't (BM - 9M) = arco t BO,

conforme con el enunciado.
90, Corolarios:],o Todos los ángulos inscriptos BAU,

BA'C, BA"C, BA'''O (fig,a 82), que co'mprenden el mismo
,arco entre sus lados, son iguales. .

2.° 'rodos los ángulos inscdptos, BAO, BA'C, BA"O,
BA"O (fig,' 83), cuyos lados paSan por los' ex~r.emos de un
di,ámetro, son á'ngulos rect9s:
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3/ EIIl1gar geométrico de los vértices A, At, A", A'"
(figuras 82 y, 83), cuya medida es la del arco t Be ó un
t BMC respectivamente, es un arco de círculo.

91. El ángulo BAO (fig.a 84) cuyos ladós son una tan
gente y una cuerda, que conezerren en un punto de la circ..unfe
rencia, tiene la misma medida que la mitad del arco Aa. com-'
prendido entt'e sus lados ,

En efecto; trazantio el diámetro AM que pasa pOI' el 'vér
tice A, t.endremos que el 'ángulo BAO es igual al ángulo
BAM menos el ángulo CAl\1; y llomo BA~ es recto, su me
dida será la de un cuadrante 6 la del arco f ACM, Y la del
CAM será la del arco t CM; luego la medida del áng,Qlo BAO
será la del arco t AOM menos la del arco 't OM, es decir,
la del arco '

t (AOM - CM) -- tAO,

HEOMETHíA46

conforme con el en nnciado.

TEOREMA LXII

92. El ángulo BAO (fig. a 81» cuyo vértice <3stá ~n la cir·
cunferencia, y cuyos lados son una cuerda y la prolongacion de
otra, tiene la misma medida que,él arco MAC, semisuma de lo,;;
arcos MA y A.O; q,ue subtienden dichas cuerdas.'

En efecto; la suma de los ángui9s suplementarios BAO 'y
OAM, tiene por medida la de un arco igual á la mitad de la
cil'cunferencia;pero el ~AO, tiene pOI' medida la del arco
t MO; luego la medid¡i de su suplementaria BAO, será' el arco
mita.d de la circunferencia: menos 'arco t MO, es decir t MAO
conforme con el enunciado. '

TEOREMA LXm

93. El ángulo BAO (fig.· 86); cuyo vértice está situado
entre el cent?'o y la circunferencia, tiene' la misma medida que
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la semisuma de los arcos Ba y MN interceptados por sus lados
prolongados.

En efecto; trazando pOI' N la cuerJa NP paralela al otro
lado MO, tendremos

ángulo BAO = ángulo B~P

pero la medida de éste es la misma que la del arco i BOP, y
como CP = MN, (67), será

i BCP = t (Be + MN)

es decir, que la medida del ángulo BNP es la del arco
t(BC+MN); luego tambien será la medida del ángulo BAO,
conforme con el enunciado.
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94. El án8'ulo cuyo vértice está situado fuera de la
circunferencza,y sus lados son dos secantes, una secante
y una tangente. ó dos tangentes; tiene la mzsma medida,
que la semidzferencia de los arcos interceptados por los
lados del ángulo

En esta demostracion, conviene distinguir tres casos: Pri
mero. Cuando 108 dos lados del ángulo son secautes. Segllndo.
Ouando uno de los lados es secante y el otro tangente, y tel'-
cero. Cuando los dos lados son tangentes. .

.Primer caso: Sea el ángulo B '\ C (fig 8 ~7), trazando po r
M la cuerda MP paralela. al otro lado AC, tendremos I

ángulo BAC = ángulo B~P•.

Pero (89) la medida de éste es la del arco

t BP = t (BO - PO) = t (BC - MN).

Luego tambien será la medida del ángulo BA.O la misma
que la del arco t (BC - MN), conforme con el enunciado.

Segundo caso: Sea el ángulo B'\C (fig.· 88); trazando por
N la cuerda NM paralela al otro lado AC, tendremos

ángulo BAO = ángulo BNM.
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9~¡ Por un punto dado; traq'ar una perpendicular á
una recta dada.

En e8te problema se distinguen cuatro casos particulares:
Primer caso: Cuando el punto dado O (:fig.' 90) está situa

do en la récta dada AB, Y ésta es ilimitada.
Tomando á uno y otro lado de O dos distancias iguales

üM y ON'; Y haciendo centro sucesivamente en M y N con
un radio mayor que la mitad de la distancia en los centros
M y N, trazaremos dos arcos que se cortarán precisamente en
un punto P situado fuera de la línea de los centros MN.

Este punto P y el O, por equidistar de M y N, (23) esta
rán situados en la perpendicular que pasa por O, punto medio
de la ,distancia MN; luégo PO es la perpendicular pedida.

Pero (89) la medida de éste, 'es igual al arco t BM, Y com,o

t BM = t (BMC - MC) = t (BMC:-. NC) (67)

ia'medida del ángulo BN M, Yla de su igual BA e, será la
misma que la dél arco t (BMC - NC), conforme con el enun-
ciado. .

T~rcer caso: Sea el ángulo BAC (:fig .• 89) traza~do por el
vértICe A, la secante AM; tendremos

ángulo BAC = ángulo BAM + ángulo MAC; \

,Y ~omo la medida del ángulo BAM es la misma que la del
arco t (BM - BN), Y la medida del ángulo MAC, es la mis
ma que la del arco t (MC -- NC); la medida del ángulo BAC
será la misma que la del arco

t (BM - BN) +1- (MC - NC) = t (BMC - BNC),
conforme con el enunciado.
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Segundo'caso: Cuando e1 punto darlo 0, (fig. 8 91) está.si
tuado fuera de la recta rlada AB, y ésta es ilimitada.

Haciendo centro en el punto dado 0, con un radio mayor
que la distanciª, de O á la recta AS, trazaremos un arco que'
cortará á esta recta en estos dos puntos M y N. Si hacemos
ahora_centro sucesivamente en estos dos plfntós. y con un radio
mayor que la mitad de la distanda MN, trazamos (los arcos,
éstos se contarán en P, fuera de la líll~a de los centros. Este
punto P y el O, equidistan de M y N: luego (23) la OP es
la ptlrpendicular pedida. .. .

Tercer caso: Cuando el punto dado O (fig.a 92)'situado en
la recta· dada, la limita en el sentido AO. '
. Tiremos la ON de modo que forme un ángulo agudo con
la recta dada. Haciendo centro en un punto N de' la ON
trcl.cemos una circunferencia con un radio NO, que pasará
por el punto dado O', y por otro P!lnto M de la recta dada.

Tracemos ahora el diámetro. MP, y unamos el extremo P
de este diámetro, con el punto !lado O por medIo' de la recta
PO. Esta será la perpendiculaJ' pedida; porque el ángulo
inscripto MOP es recto (90 COl'. 2.°)

Cuarto 'caso: Cuando el punto dado O(fig. a 93) está situa
do fuera de la recta dada, limitáda por B en el sentido AB.

Haciendo centro en el punto dadq 0, con dos, radios des
iguales,' tracemos' dos arcos que corten á la recta AB en dos
puntos N y M. Haciendo ahora centro en N y M con los ra
dios NO y MO respectivamente, tracemos dos arcos que se
cortarán precisamente en un punto P¡situaqo fueFa de ~a lí
nea de .los centros. Unamos los puntos °y P por medIO de

.la recta OP, y ésta será la perpendicular pedida,.porque (23)
los puntos N y M equidistan de O y P ~ . .

ESCOI;IO. El primer y el tercer caso de este problema,
pueden tambien resolverse con la escuadra y el semicír-'
culo graduado. El exámen de estos instrumentos y las indi
caciones del profesor, enseñai'án el procedimiento más -fácil y

\ claramente que ilinguna explicacion escrita.

- 96. lJividír 2tna recta AB (fig."' 94) en dos lJartes ig2~ale8

por medio de una perpendicular. '
4.
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PROBLEMA III

97. Dado un ángulo AOn (fig.a 95), 'traza?' su bisectriz.,
Con un radio cualquiera'QM, se traza el arco MN corres

pondiente al ángulo dado., Haciendo centro sucesivamente
en M y N con un radio mayor que la mitad de la cuerda MN,
se trazan dos arcos que se cortarán en D. La recta üD es la
bisectt'Íz pedida. ' . \..

En efecto; la DO es perpendicular 4la cuerda MN, Y pasa
por su punto medio; lueg'o (59 es(:.) divide al arco MN en dos
partes iguales; y. por consiguiente los ángulos centrales AOD
y DOB (85) son iguales.

'PROBLEMA IV
...

98. Dadas dos rectas AB y OD (fig.' 96) trazar 'otra ?'ecta
cuyos puntos equidisten de las dadas.

Trazando la MN secante á las AB y OD, Y las bisectrices
de los cuatro ángulo,s interiores que forman estas rectas
dadas, con dicha secanter el punto O interseccion de las des
bisectrices 4e lÍn lallo, y el O' interseccion de las dos bisec.tri

'ces del,otro lado de la secante equidistan' (25) de las rectas
AB y CD, luego (27) pel'tenecen á la bisectriz del ángulo que
formarían las AB y CD si se prolongasen; Y'como dos puntos
determinan una recta, la 0'0' es dicha bisectriz; es decir, el
lugar geométrico, de los puntos equidistantes de las ABy OD.

COROLARIO., Las tres rectas BA, DO Y 0'0' concurren en
un mismo punto, si se prolongah suficientemente.

ESCOLIO. Si AB Y cn son paralelas entre sí, lo son tam
bien á la 00'.

Con un radio mayor que lá mitad de AB, y haciBndo cen-
, tro en A y B sucesivamente, tracemos dbs arcos que se cor

tarán en dos puntos M y N situados fuera de la línea de los
centros. Unamos los dos puntos M y N pOI' medio de l,lna
recta MN, y ésta será la perpendicular á la AB Ypasará por

, su punto medio (24 COI'.)
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P·ROBLEMA V

PROBLEMA VI, .

PROBLEMA vn·/ .....

, . ~

101. Dados dos ángulos ABO y MOP (fig.a 99) trazar'
'Un ángulo igual á la suma, y ott·o igual á la d'iferéncia de los
·ángulos dados" "

Haciendo centro en los vértices O y B Y con'\ un mismo
,radio, tracemos los arcos HS y TL. Haciendo centro en un
punto'cuaJquiera,Hde la r.ecta indefinida EQ, tracemos el arco
fndefinido F~, Tornando aho.ra la dístancia,LT y haciendo
-centi:o en F, tracemos un· fl.\1C~. que c?rtará al indefinido en'

. ·1 ' ••
99. ,Por un~punt~:A;(fig.a" 97) 'dado~i2 unq, r(¿cta AB, "

.trazar ott'a' recta que. forme con lq, 'primera un, ángulo'igual"
·á otro dado MOP. ' '.' . ." . . . ,

Haciendo ce~tro en el vértice O d~l ángulo .dado MOP y
-con un radio cualquiera 0M, se traza. el arCQ MP. Oon el
mismo i:adio OM, y haciendo centro en el puntó dado, se
traza á" partit', de S situado en la recta: dad!!. un arco inde
finido. Se torna la cuerda del arco MP, y con un .radio. igual
:á esta cuerda y hacielldo eentl'o f\n S, ~e traza un arco' que
cortará al',anterior en n·, y uniendo D' con A, tendremos el
:ángulo DAS .igu·al al'" dado. MOP, porque sus ,arcos corres-
'poqthentes són)gua;l'es (85). ,. .' ,~ '. "

(l' ,H."", ... .. \\,. I
'. f~.'

100. Po/un punto 'A (fig.· 98) sit~ado fuera 'de uná rec
'ta DB,,!r.azar otra. recta qu~ forme con· la, primem' un ángulo
?:gual á otro dado M OP. , . . '

Por un punto cualquiera S .de la 'recta .dada DB, tracemos
{99tUll áli,gulo'RS~ igual ~l 4ado MOP: POI' el punto dado

/ A;'tracemos la AT paralela á RS; y el ángulo.,AT~ será el
.~nguld pedido (~6) ... " ,.



. PROBLEMA VIII

G, y con un radio igual á l'íl 'distanciA RS y haciendo c~ntr()

en G, tracemos dos arcos que cortarán al indefinido en J,y K.'
Trazando JH y RK" tendremos el ángulo JHF igua.l á la.
suma de los dados, y el KHF igual á la diferencia de los •
dados

La construccion de un ángulo igual ~ la suma de otros. /
, dos, nos conducirá f~cilmente á la constl'ucGion de un áng lO.
duplo, triplo, cuadruplo..... y en general múltiplo de otro .
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PROBLEMA IX

~03. P(ft· un punto A (fig. a 102) trázar una secante á las
paralelas MlI y PQ, cuya parte interceptada entre dichas'
paralelas sea igual á una recta dada R8. . 1

Haciendo centro en un punto cualquiera H de una de las
paralelas MN, con un radio igual á la recta dada RS, tl'a
cemos un arco que' cortará á la otra paralela en dos puntos
J y K. Unamos J y K con H, por medio de las recta~ JH y
KH, Y trazando la AL paralela á HK, Y AL' paralela á fU,
tendremos que la AL y AL' resuelven el problema (4~).

DISCUSION: (1) Obser,vemos que este problema se resuelve

102. Por un punto dado A (fig. 8 100)trqzar unaparaleli:t
á la recta dada B {J.

Prim€ra cO'Y/struccion: Tracemos por el p.unto A, la per-
.pendicular AM á la recta dada BO; .ahórll tracemos otra per-·.
pendiculal' PR á la MA pOI: el punto A. La PRes la paralela.
pedida (31). .,

Segunda construccion: POI' el punto dado A (fig a 101) tl'a
cemos una rectá cualquiera AM, que corte á la dada Be.
Ahol'a tl'acemos por .el punto A una recta PA, que for:me
con la AM un ángulo PAl\!= AMO (99); la r~cta PR es la.:
paralela pedida (40);

\ )

ti) Discutir un problema en Geometría, es lo mis~ó que en A1ge
bra, determinar los disti!ltos valores de las incógnitas, cuando los d'atos
pasan por todos los valores posibles.



53GEoMETlüa

por la recta AL, y tambien 'por la AL'; es decir, qne estas
dos rectas satisface,n las condicipnes exigidas por el enume
rado del pr·oblema. Se han descubierto, pues, dos soluciones
al resol~erlo. \

El punto dado A, puede tener tres posiciones distintas;
fuel'a de las paralelas, en ulla de llJ,s paraqelas, y' el)tre las
paralelas. El pl'ocedjmiento (1) seguido, es aplicable en todos
tlHtos casos.

Obsel'vemós, que la recta dada RS, puede ser mayor que
la. distancia entre las paralelas, igual, y menor que dicha
distancia: .

En el-primer caso, se obtienen, coma se ha visto, dos so
luciones ..!

En el segundo caso, cuando la regLa dada. RS (fig.a 103)
es igual á la distancia entre MN y PE, empleando la misma
construccion que.en el caso antedol', veremos que haciendo
eentro en un punto R, situado en una de las paralelas MN
eoIi un radio RS; como RS es igual á la distancia entre ambas
paralelas, el arco será tangente á la otra paralela PE en un
punto J, de modo que la AL única paralela que se puede tra
zar por el punto dadQ A ú la HJ es la que resuelve el
problema. Este no tiene; pues, más que una soluciono _

Por fin, si suponemos RS menor que la dista1lcia entre
ambas paralelas, empleando el mismo procedtmiento que
aptes, nos enc/ontramos con que si hacemos centro en un
punto H' de una de sus paralela~, con un radio menor que la
distancia entre ambas, el arco en, no tocará J. la otra pal'a
lela. y por co'nsiguiente, el procedimiento que en los yasos
anterial'es nos conducía á la resulucion del problema, no

'nos dá ahora ninguna solucion, y es evidente, que en efecto
el problema no tiene ninguna solucion ó es imposible, por
cuanto se pide tl'azar una secante tal, que la parte inter
ceptada en,tre las paraielas, sea menor que la d,istallcia entre
aOl bas paralelas.

PROBLEMA X

104. 'Dada una circunferencia ó un arco, hallar su centro.
Sean la cil'cunferencia ABO y el arco AB (fig.a 104).

I 'U
(79,

(1) Este procedimiento gráfico, con que se resuelve el problema,
'con la regla y el compás, se llama construccion',
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SefIalando en unll. y otro respectivamente los tre5 puntos
A, B, e y A' B' el; y trazando las cuerdas AB y Be, A 'B' Y
B'C', si levantamos perpendiculares en los puntos medios de
dichas cuerdas, dichas perpendiculares pasarán por los res
pectivos centros, (59 ese.) Luego los puntos de interseccion
O y O' serán los centros buscados.

PROBLEMA XI

105. Medir un ángulo dado A OE (fig.a 105).
Colóquese él transportador como indica la figura, y el nú

mero de grados sefIalados por M en el limbo del instrumento,""
que es la medida del arco NM, correspondiente al ángul(}
dado, será la medida de éste.

PROBLEMA XII

. 106. Me~ir un arco dado (fig. 8 106).
Trazando los radios OA y OB, tendremos el ángulo AOB

cuya medida-es igual á la del arco AB (87). Busquemos la
medida del ángulo AOB, siguiendo el procedimiento emplead(}
en el problema anterior, y esta medida sel'á la del arco AB.

\

PROBLEMA XIII

107. Trazar una circunferencia que pase por tres puntos
dados A, B, O (fig. a 107).

Uniendo dichos puntos por medio de las rectas "AB y BC,
y levantando en los puntos medios de éstas, las p6l'pendicu
lares PO y QO, el punto O de interseccion de estas perpen
diculares equidistará (60) de los puntos dados A, B, C,. Ha
ciendo centro en O, con un radio OA, trazaremos la circun·
ferencia pedida. .

DISCUSION: Desde luego se descubre, que este problema
es imposible cuando los tres puntos dados A, B, e, están 68
línea recta (fig.' 108) (60 cor.) y la construccion lo manifies-



PROBLEMA XIV

55GEOMETRíA

tl\, pues las dos perpendiculares PO, QO', levantadas eu los
puntos medios de las rectas AB y BC, no pueden encontl'arse.

Si los tres puntos dados, no están en línea recta, el pro
blema tiene siempre una solucion, pues (fig.a 107) las dos
perpendiculares á las AB y Be, siempre se encuentran en
O, y O es el único.punto que equidista de A, B, C.

108. Dividir un arco AB (fig.· 109) en dos partee iguales.
Trazando la cuerda A B Y á ésta una perpendicular MN

por su punto medio, el punto M, de interseccion entre el al'co
dado AB y la perpendicular MN en el punto medio del arco
dado (59 ese.)

PROBLEMA XV

109. Sobre una distancia dada AB (fig. a nO), trazar un
arco capaz de un ángulo dado MOP. (1) .

Sobre la reeta AB, tracemos un ángulo HA B igual al dado
MOP; levantemos lll¡ perpendicular AC á la AH por el ex
tremo A de la dada AB, y la perpendicular se á la ~B por
su punto medio. Haciendo centr9 en el punto C, interseccion
de las dos perpendiculares y con un radio CA, tracemos una
circunferencia que pasará por los extremos A y B de la recta
dada. El arco AB es el pedido.

En efecto; el ángulo HAB igual al dado, tiene la misma
. medida (90 que cualquiera ángulo ARB, inscripto en el

arco ARB.

PROBLEMA XVI

110.. Por un pimto dado, tragar una tangente á una ci,'
cunjerencia dada.

(1) Arco capaz del ángulo dado MOP y trazado sobre la recta AB,
es el arco ARB, que pasa por A y B, satisfaciendo la condicion de
que todo ángulo ARB inscripto en dicho arco, es igual al dado MOP. _
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Distinguiremos dos casos:
1.0 Que el punto dado esté en la circunferElncia.
2.- Que el punto dado esté fuera de la circunfel'encia.
1.0 Para trazar una tangente á la cit'cunferencia O (figu

ra lll) que pase por el punto A situado en ésta, bastará'
tirajO la perpendicular MN al radio OA de! punto de contac
to (62).

2.° Para trazar una tangente á la circunferenCia O,
(fig,a 112) por el punto A, situado fuera de dicha circun
ferencia. se une el punto dado A con el centro O de la cir
cunferencia dada, por medio de la recta AO. Sobre esta
recta, tomada como diámetro, se descl'ibe otra circunferen
cia AM , Y las rectas AM y AN, trazadas desde A á los
puntos :l y N de intel'seccion de las dos circunferencias, son
tangentes á la circunferencia dada O; puesto que los ángu
los OM A Y ON A inscriptos en la circunferencia auxiliar
son rectos t~, y OM Y ON son radios de la circunferencia
dada. f 'lO) ~. . . .

Otra construcciono Hacien.do centro en A (fig.a 113), se
traza un arco inde'finido que pase por el centro O. Ahora.
haciendo centro en. O con uu radio igual al diámetro de la
circunferencia dada, se trazan dOR al'cos que corten al an
terior en dos puntos B y 0. Se trazan las cuerdas OB y OC,
Ylas dó~' "ectas AN y AM, tl'azadas desde el punto dado A
á los puiltos M y N, son tangentes que satisfacen las condi
ciones del problema; puesto que AM y AN son respectiva·
mente perpendiculares á los radios OM y ON, Y pa.san por
los extr~~lOS de éstos. (59 ese.) ..

PROBLEMA XVII

111. Trazar una circunferencia qZ6e sea tangente á la recta
ÁB en el punto T (fig. a 114) Y que pase además por un pun
toMo

Puesto que, segun las condiciones del problema, la ch'cun·
ferencia que se ha de trazar debe ser tangente á 1<1. rec~a AB
en el punto T, la perpendicular TÜ á la AB, trazada por
el punto T, forzosamente ha de pasar por el céntro de la cir
eunferencia que se busca (61)0 Como además esta circuufe o

rencia ha de pasar por el punto M, la ~ecta TM, que tiene
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·112. Trazar una circunferencia que "ea' ittngente á otra
dada O (fig.· 1t 6) en el punto A, y que pase además por el
punto B. . . .

Puesto que la circunferencia que SfJ busca y, la dada Q. han
de ser tangentes en A, este punto de contacto estará en la
lÜlea de los centros (71); luego el centl'o de la que se ha de
tl'azar, estará en la I'ecta determinada por los pUQtos O y A.
Pero·además·la circunferencia ha de pasar por el punto B.
Si pasa por A y B, la recta AB sel'á cuerda de la circunfe
rencia pedida, y por lo tanto la perpendicular RO' levan·
tada en el punto medio de AB, pasará (59) forzosamente por
el centro de dicha circunferen~ia. El punto O', interseccion
de las OA y HO', será el centro de la circunferencia, pues en
ambas está situado. Haciendo centl:o el!" O' con un radio O' A,
trazaremos una circunferenc'ia que satisfará las condiciones
del problemá;. ,

Fácilmente se descubre que si el punto. B (fig.a 117) se
.halla situado en la tangente BQ del púnto A, el problema es
imposible, por c'uanto el radio AO y la pel'p.endicular tl'azada.
por el medio de la AB, que debe sel' cuerda de la. cir'cunfé
rencia que se pide y en cuya interseccion debe hallarse el

dos puntos en la circunfel'encia, será una ('uel'da. La perpen
dic,ular BO,'levantada en el punto medio I! de la cu,erda TM,
tambien ha de pasar por el centro de dicha circunferencia (59).

Si, pues;las dos rectas rro.y HO fOl'zosamente han de pa
sar por el centro de la. cit'cunfe'l'encia que se· busca, el pun
to o. ~e interseccion será el centro, y el I'adio será o'r. Si,
Jlués, con un radio O'r, haciendo centro en O, trazamos ..una
ci'rcunferencia, ésta satisfará las condiciones del problemá.

Fácilmente se descllbre (fig.!!- 115) que si el punto. M está
situado en la recta AB, que ha de ser tangente á la circun
fe'rencia que se busca, el problema es imposible, po,rque la
circunferencia que pasa por dós puntos rr y M de la recta AS,

, no puede ser tangente á' ésta;, como exige el pl'oblema. La
construccioll tambien nos indica esta imposibilidad, pues hL
perpendicular TO á'la recta dada, y la'perpelldi{mlal' HO' por
el punto medio de la cuerda TM., son paralel!ls.·
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centro, son paralelas. Fuera de este, caso el problema es po
sible. Si el punto B se encuentra como en ]a figura 116 á
distinto lado de la tangente PQ que la circunferencia dada,
las ci~cunfereDciasserán tangentes fXterioreF:; y si el pun
to .B se halla como en la figura 118 al mismo lado que ]a
circunferencia dada, las circunferencias serán tangentes in
teriores.

113. Trazar una tangente á dos circunferencias dadas.
Sean O y O' (fig.a 119) las dos circUllferencias dadas. Con

un radio igual á la diferencia de los dos radios de las circun
ferencias dadas, tracemos una circunferencia auxiliar con
céntrica con la O. Desde O' centro de la otra "tiremos (110)
las tangentes OlE y O'E, á la circunferencia auxiliar. Trace·
mos los dos radios OE y EO de los puntos de contacto E y
H, Y prolonguémoslos ,hasta que encuentren en A y B á la
circunferencia dada O. Trl!cemos ahora los dos radios 0'0
y O'D perpendiculares respectivamE'nte á las tangentes.
O'E Y O'H; Y trazando por fin una recta que pase por A yC,
y otra por B y D, estas dos rectas serán las tangentes pe
didas.

En efecto; AE y CO' son iguales y perpendiculares á O'E,
luego (49cor.) los puntos A y O pertenecen á la' pa:ralela á
O'E, cuya distancia'á ésta es AE, Aü es pUE'S paralela á EO' y
por t:1I0 perpendicular á los radios DA y o'e, y pas'a por los
extremOR de éstos; luego Ae es tl!ngente á las dos circunfe
rencias dadas.

Del mismo modo se demuestra que DB es tambien tangente
comun á lafl dos circunferencias dadas, de modo que las rec
tas AC y DB son dos soluciones del problema.

Si en la (fig,· 120) se traza una circunferencia auxiliar
concéntrica con la O, y con un radio igual á la suma de los
radios de las pos circunferencias dadas O y O'; Y desde el
centro O' se trazan las O'E y O'H, tangentes á la circunfe
rencia auxiliar; se tiran d~spues los radios OE y OH de los .
puntos de contacto de dichas tangentes; se trazan el radio,
O'D perpendiculal' á la tangente O'E, yel radio 0'0 perpen
dicular á la otra tangente O'H, las rectas AD y OS, que
unen respectivamente los extremos de los ranios OA y O'D,
Y los extremos de los radios OBy O'C son tambien tangentes,
comunes á las dos circunferencias dadas.

En efecto; OE y DO' son perpendiculares á O'E) además



AE es igual á DO'; por consiguiente A. y D equidistan de la
O'E, y la DA que p&sa por A y D, es paralela á O'E, (49)
Y por ello perpendicular á üA. y Ü'D radios de las circunfe
rencias dadas y pasa por los extremos de estos radios; luego
AD es perpendicular comun á las dos circunferencias; y por
la misma razon CB es tambien tangente comun á las dos cir
cunferencias.

Este problema tiene, pues, cuatro soluciones; es decir, que
se pueden trazar cuatro tangentes comunes á dos circunfe
rencias dadas; dos exteriores (fig" 119) Y dos interiores (fi
gura 120).

COROLARIO. Facilmente se descubre, que la línea de los
centros de dos ch'cunferencias, es el lugar geométrico de todos
los IlUntos equidistantes de las tangentes comunes á dichas
circunferencias; y por consiguiente que el punto de intersec·
cion de las tangentes internas y el de las externas, cuando
éstas no son paralel~s, está en la línea de los centros.
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LIBIlO 11

DE LOS POLrGONQS

CAPiTULÓ 1

DE LOS TRIÁNGULOS
"

·§. l ..L-Prop!edades. de los triángulos •

114. Si unimos por medio de una recta. los puntos B y O 5:kJ
(fig.· 1'21) situados réspectivamente.en los lados AB y AC del
ángulo' BAC, habremos limitado una porcion de plano por
medio de las trel? rect~s AB, AO y Be. .

Esta .poJ.:cion de plano así limitada, es un triángulo, que se - .
designa por las tres letl'as A, B, e situadas en los puntos de
interseccion de dichas, tres rect'ls.

Las tres rectas .que forman el triángulo ABe, se llaman
lados del triángulo, y los. tres ángulos A, B Y e, formados
por.los lado~, son los ángulos del tl'iángulo.

Cada uno de los lados, es opuesto al ángulo formado por
los otros dos lados, El lado 'BO, es opuesto al ángulo A y re·
cíprocamente. "

Base del triángulo ABO es uno cualquiera de sus lados,
y altura la perpendicular trazada á la base desde el vértice
del ángulo opuesto. Siendo Aa a base, BD es la altura del
triángulo ABO., -

Perímetro ó contorno del tri4ngulo ABC,:es la suma de:
SQ~ tres lados. •

)
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"

I
, La segunda parte es consecuenci¡l. de los primeros; 'pues

las' desi~ualda;de8 "

B-~ <.H- AB> AC-BC

AC> AB-BO

BC> AC - AB

se deducen facitmente de las anteriores.

·
GEOMETRíA

Dos vértices cualesquiera A, edel triángulo, es~án unidos
pOlO una recta, que es el lado AO, y una quebrada ABO, for-
mada por los otros dos lados. ,

Como todo lo dicho del tdángulo ABC, es aplicable' á un
, tl'iángulo 'cual'quiera, tendremos qU,e ' ,

TRIÁNGULO, es una porcion de plana limitado por tres rectas..
L,ADl;lS, son las rectas que lo forman, y ÁNGULOS los forma"- I

dos por los lados.
BASE de un triángulo, es uno ,cualquiera de sUllados.
ALTURA' de un triángulo) es la perpendicular trazada á' la

,bas~ Ó á su prolongacion desde el vértice del ángulo opuesto ~ tÍ, ,

la base.
PERíMETRO, de un triángulo, es la suma de sus lados.
TRIÁNGULO EQUILÁTERO, es el que tiene los tres-lado,s iguales.
TRIÁNGULe ISÓSCELES, el que tiene dos lados igualés; y TRIÁN '7

GULO ESCALENO, el que tiene los tres lados desigual~s.,
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TEOREMA LXVI

116. La suma de Zos tres ángldos de un triángulo, es igual
á dos ángulos rectos.

EI;l efe,cto; prolúngand() el lado AC (fig.a 122) del triángu
1.0 t\BC, hasta E, y trazando desde el vértice e, la CD para
Ida al lado opuesto AB; tendl'emos que

.ángulo' a + ángulo b + ángulo b = 2' rectos
(12 cor: ~.O); pero como (45)

. á.ngulo b = ángulo d

y.(4.6). ángulo c = ángulo t,
.ten'dremos .

'. ángulo á + ángulo d + ángulo t -:- 2 rectos,

conforme con el enuncÍado:
C9ROLARIO 1:° El ángulo, extemo (1) ReE, es igual á la

suma de los dos internos no ady~centes A y B, Y por consi- .
guiente mayor. que cualquiera de ellos.

. COROLARIO 2.° La suma. de dos ángulos de un triángulo,
es el suplemento del tercero. .

COROLARIO 3. 0 Si dos triángulos tienen dos ángulos rés- .
pectivamente iguales, forzosamente tendrán los tres ángulos
respectivamente iguales.

COROLARIO 4.° Un ángulo no puede tener más de un áll
gulo recto, ni más de un ángulo obtuso; y tiene siempl'e dos
ángulos agudos. _

Un triángulo, que tiene un ángulo recto, se llama trián
gulo rectángulo, en el que el lado' opuesto al ángulo recto, es
la hipotenusa, y los otros dos lados. son los catetos. .

Un triángulo que tiene un ángulo obtuso, se llama obtus-
á~uk. . '

Un tl'iángulo que tiene los tl'es ángulos agudos, se lIa~a

acutángulo.
Los triángulos obtusángulos y acutángulos, reci~en la de

nominacion comun de triángulos oblicuángulos.

(1) Angulo externo de un triángúlo, es el formado por un lado y la
prolongaéion de otro. - .

-_._--_._-
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1'17. Si dos lados AB y Be (fig.a 123) de un trián-
gula ABO, 'Son iguales; los áng~tlos opuestos á dichos lados.
tdmbien son iguales.. "

En ~fecto; trazando' ·des-de el vértice B, la perpen'dicu
lar :BD a-I lado.9pu~8to AC;·D p.ié de esta perpendi~ular, debe

. ','e~uidista-r"( 19) de los ~él'tices A y (j, Doblando ahora la.
i( figura por di('!la perpendicular, DA tomará la direccion DC,

por ser igualt's, I'os ángu~os en D, y A caerá sobre C, por se)'
iguales las distancias _D AYDe; si A coincide con e, BC coin- .
cidirá con ,BA; luego el ábgulo e habrá coincidido con el '
4- y pOI' consiguiente

..ángulo Q= ángulo A,

,conforme con el en qncil.1d,o.

TEOREMA lXVlIl

. 118. 'Si dos lados Al! y Be de un triángulo ABO'(figu
:ra 124) son desigu(1les, el ánguZo O opuesto 'alZado mayor AB, J

será mayor que e~ ángulo .A OPUf',sto al lado ·me,nor Ba. "
. En efecto; tomando desde B en' eÍ -lado mayor BA, una

.parté 'B.D igual' alIado menór Be, y trazando la De, tenul'e
'mos~ segun ,el teorema anterior, .

ángulo BDO = ~ngulo BOD.
Pero (116 COl'. 1.0)

. á'nguló BDC > ángulo A

luegO. con más razono
\

ángulo BOA, 6 ángulo O > 4ngulo A,
conforme con el enunciado.

119. Los teoremas recíprocos de estos dos últimos, son
verdaderos en virtud del principio (82). .' ,

COROLARIO 'l." Todo triángulo equilát~ro, es tambien
.equiánglllo.
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COROLARIO 2: Del teorema. LXVII y fU recíproco, se de·
uuce, que la altura BD (fig. 123) de un triángulo isósceles, es
bisectriz del ángulo B opuesto á la base AO, y que la altu
ra BD de un triángulo isósceles, satisface á las cuatro condi
ciones sigujentes: Pasa por el vértice S, pa,sa por el punto
medio D de la base. es perpendicular á ésta, y es bisectriz del
ángulo B; y como dos condiciollt's determinan una recta, cuan·
do una recta satisface dos de dichas condiciones, cumple for
zosamente las otras dos.

TEOREMA LXIX·

120. Sí dos lt'ián,qulos ABO y ABO' (fig.a 125) tienen un
l.ado comun AB, y están dispuestos de ~nodo, que el ABO en
vuelve al ABO', se verificará. que la suma de los lados A e
y BO no comunes del triá11gulo envolvente, es mayor que la
suma' de los AC' y B (]' '120 comunes del b'iángulo envztelto.

En 'efecto; prólongando AO' hasta encontrar en O al la-
do CB, tendremos '

BD + DO' > BO'

DO + OA > DO' + O' A,

sumando c¡rdenadamente estas dos desigualdades y suprimien
do en ambos miembros' no' resulta

Be + OA > Be'·+ C'A I

121. TRIÁNGULq INSCRIPTO en un cÜ"culo, es el que tiene
. sus tres vértices en la circunferencia. En este caso, el cír
culo está circunscripto al tdángulo.

TRIÁNGULO CIRCUNSCRIPTO á un CÍrculo, ~s aquel cuyos
tres lados son tangenttJs á la cÍl·cunferencia. En este caso el
círculo está inscripto en el triángulo.

En la (fig.- 126) el triángulo ABO está circunscripto al
círculo O. y el cÍl'culo O inscJ'Ípto en el triángulo ABO. El
triángulo A'.B' e'. está inscripto en el círculo O', y el círcu
lo O' circunscripto al triángulo N B' C':

ó
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TEOREMA LXX
,

122. Todo· t?'iáng'ulo, se puede inscribir en un círculo, iJ
circunscribir á otro.

En efecto:' 1.0 Puesto que (60) pOI' tl'es puntos que no
están en línea recta, siempre se puede hacel' pasal' una cir
cunferencia, siempre podremos trazal' una ch'cunferencia que
pase p'.OI' los tres vértices de un triángulo.

2. Q Si trazamos (fig 127) las bisectrices BO y AO, d~'

dos ángulos cualesquiera A y B del triángulo ABe, estas dos
bisectrices fOI'zosamen"te ile encontrarán, (46 3.°) en un punto
0, y éste equidistará (29) de los tres lados del triángulo. Si
con la distancia 00 de O á un lado cualquiera AB del tl'ián
gulo, tomada como radió, y haciendo centro en 0, se traza
una circunfel'encia, ésta será t'angente á los tres lados del
triángulo (62), y por consiguiente el triángulq ABO es~ará

cÍl'cunscripto al círculo O. C. C. E. E. (1)
ESCOLIO: Hi desde un punto C (fig: La) extel'Íor á _una.

circunferencia 0, se trazan dos tangentes CM y CN; las dis
tancias CM y CN desde el puntoC á los puntos de contacto ~

My N, sou iguales; puesto que en el triángulo CMN, los án
gulos en M yen N son iguales. (91) .

§ n.-Igualdad de los triángulos.

123. Superponer dos figuras, es .poner ó imaginar que se.
pone, la una sobre la otra.

Cuando al superponer dos figuras, se confunden eu una
sola., se dice que coinciden, y por consiguiente que son
iguales. _

La superposicion, es. el principal procedimiente empieado
en Geometría para demostra~' la igualdad de las figuras.

Para los efectos de la superposicion, se distinguen en cada.
fig~l'a dos caras, la anterior y la posterior.

Cuando la cara posterior de una figura, se aplica sobre la.

'(1) En adelante, la frase conforme con el enunciado, hi escribire-
mos abreviadamente así C. C. E. E. I .
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anterior de otra, la. superposlClOn es directa, y cuando se
aplican las dos caras anteriores ó las dos posteriores, la SQ

perposicion es inversa,
Segun la clase de superposicion empleada, la!!! figuras igua~

les se dividen en idénticas, si coinciden por superposicion di
recta, y simétricas si coincidt>n por superposicion inversa.

Cuando se quiere demostra¡' la igualdad de dos figuras por
medio de la superposicion, conviene distinguir dos clases de
elementos. Unos cuya coincidencia puede verificarse siempre
en virtud de la hipótesis del .enunciado, y otros que dada la
coincidencia de los primeros y las condiciones supuestas en
las figuras, necesariamente deben coincidir, si lall figuras son
iguales. En la necesidad de la coincidencia de estos últimos,
estribll. la fuerza de la demostl'acion.

La verdad de esta doctrina, puede comprobada el lecto¡'
examinando los teol'emas anteriores, en que se ha emplea~o

la superposicion; yal reflexionar sobre. ella, podrá aplicarla'
con maYOl' facilidad y exactitud en los s.iguientes teoremas.

124. Dos triángulos que coinciden al superponerlos son
iguales. .

.Los elementos (lados y ángulos) que coinciden en la super
posicion 'son igualell, y se llaman homólogós.

Si dos triángulos tienen los tres ángulos y los tres lados
del uno respectivamente iguales á los tres ángulos y los tres
lados del otro, y se Ruperponen convenientemente, coinciden y
por consiguiente son iguales.

TEOREMA LXXI

125. Si dos triángulos ABC y A'B'O' (fig.- 128) tienen
un ángulo del uno igual á un ángulo del otro (.A = Al) Y los dos
lados que forman el primero respectivamente iguales á los dos
lados que forman el segundo (AB = A'B', AC = ..A'C')j di-
chos triángulos so,¡ iguales. . (

En efecto; superponiendo el A' B'C' sobre el ABC, de
modo que AIC' se confunda coI). AC, y el punto B' caiga al
mismo lado de AC que el punto B, lo cual puede vel'Íficll.rse
siempre, el lado A'B'. tomará necesariamente la direccion AB,
por la igualdad de los ángulos A y A'; Y el punto B' caerá
sobre B, por la igualdad de los lados A'B' y AB. De modo
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que las tl\es véltices A', B', C', se han confundido respectiva"
mente, con los A, B,C, y por consiguieute los triángulos 'han
coincidido, y son iguales C. C E. E.

TEOREMA LXXII
~.,

·r
1~6. Si dos t1'iángulos ABO y A'B'CJ" (fig~"" 128) tt?nen

un lado deluno igual á un lado del otro (AO = A'C'), y re~- "
pectivamente iguales los ángulos_ adyacentes á dichos lados
(A = A',. e= Coy, dichob triáng/Jlos 80n iguales.

En efecto; superponien\Ío el triángulo ABO, sobre el
A'B'C' de modo que A'C' se confunda con.AC. yel punto B"
caiga al mismo lado d~ AC. que el punto B, (lo cual púede
vei'ifica¡'se siempre), el lado A' B' necesariamente tomará la
dir~ccion AB por la igualda:d de los ángulos A y A', Y el O'B'
tomará la direccion CB, por la.' igualdad de los ángulos C' y O,
Y por consiguie11te B~ caerá precisamente en un punto del
lado.AB. y tambien en un punto del lado es; luego .forzosa
mente se confundil'á con B. De modo, qlle los tl'es vé¡,tices .
A'B'C', se han confundido réspectivamente con los A, B, O,
Y por lo tauto han coincidido los triángulos., /

TEOREMA LXXIII

127: Si dos lriángúl~s ABe, A'B'O' (fig,' 129) tienen
un ángulo B > R', Y los. lados que forman el ángulo B res
pectivamente iguales. á los que forman el ángulo R¡ (AB '
A' B', Be . B'O'), se verificará que ellado'AO, opuesto al
ángulo mayor B, será malljor que el lado A'O·,· opuesto al
ángulo menor S',

En efecto; colocando el tdá.ngulo A'B'O' sob¡'e el ABO, de
modo que A'S' coincida con su igual AB, por ser el ángu
lo B > B; el lado B'J' tomará una. posicion Íntermedia en- .
tre BA, Y BU, Y el vértice e' caerá en O', D" ó D"'.

De modo que el tl'iángulo A' B'O' tomará I una de las tres
posiciones, ABO', ABD", ABD''',

En la primera posicion tend,remos:

BO + 00 > BO, y AO + 0.p' > AD'

,
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Sumando ol'denad).lI1Ilente estas desig~aldades, será

AC+ BD' > BC + AD'

C. C. E. E.
Yen la tercera posicion, tt'ndl'emos (120)

AC'+ CB ~ AD'" + D'''B,

C. C. E. E.
En la. segnnda posicion, es evidente qua

AC > AD" ó AC > A'C'

/'

Y I'estr-nrlü del ,primer miembro 80', y del segundo su igual
BC, quedará

TEOREMA LXXIV

.1

:y restando del ¡irilper miembl'o BC, y del segundo su igual'
D'" B~ quedll. F'/

AC> AO'"

C. C. E. E. ,
128. Fxaminando los dos tt'oremas LXXI y LXXIII se

descubre, que son dos pl'opo:-i(liones contrarias, y pOI' .consi
guiente (H~) .las recíprocas son verclarleras. Podremos pues
admilÍl' sin demostracion los dos siguientes teol'ema.s.

AO > A' C'

Si dos triángulos ABO y A'B' C' (fig. 128) tienen respf!cti
vamenle i,quales dos lados del Ut.IO á dos lados del otro ( AB =
A'B) (AC = A'O), y el fp.rcer lado Ba del uno igual tam
bien allercer lad& del otro B' (", el ángulo A opuesto. al pri
mero, será i,qz,al al A',' opUl'stn al 8e,qundo'.

OOROLA,RIO. Si dos triángulos ABO, y A'BIO' (lig. 130)
tienen relipectivamente iguales los tres lados del· uno á los tres

ó
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lados del ctro; (AB = A'B', AO = A'G', BG = B'C') di-
chos triángul(¡s son iguales, .

.l'lll'Sto qu"e segun el teorema anterio!', tienen el ángulo A
del uno, igual al A' del otro, es decir, que tienan un ángulo
u'el uno igual á un ángulo del otro (A = A'), é igualf's res
pectivamente los lados que forman el ángulo A, y los que
formt"n pI ánguló 4', (-\ B = A' B', ÁC = A'C') segun el teo"
'rema LXXI son triángulos igualt's.

1~9, Este corolario pUt'de demostrarse tambien directa
mente.

Sean en efecto los triángulos ABC y A'B'C' (fig. 130) en
Jos que suponemos

AO = A'C' ~

AS = A~B'

BO = B'C'

Colocando el tdánglllo A'B'O' de modo que A'C' coincida.
con ~u igual AO, Y que B' caiga, en B", á distiílto' li;ldo de
Al: que B, y uniendo B y B'~ con 111 recta BB", tendremos
(24 cor.) que AC es p'el'Jlendicular á BB".en su punto me
dio O. Doblando ahora la fi~ura. por AO', OB" tomará la ·"i
receion' OB. por ser rectos 'Ios ángulos en 0, y B" coincidirá
con R, por ser O punto llÍedio-d.e BB". Habrán pues coinci
dido los triángulos ABO y AB"C, y como AB"O es el A'.8'0'
resulta 'que los triángulos ABe y A'B'O' son iguales.

C. C. E. E.

TEOREMA LXXV

130. Si dos triángulos ABe A' B' C' (lig. )31) tienen
dos lados del uno respectivamente iguales á dos lados del' otro
(AB=A' B', B C=B' (J'), y el tercer lado del primero mayt)r
que el tercer lado.del segundo (A O< A'O'), el ángulo B opuesto
al laao mayor A O, será mayor que el B' opuesto 'al lado
menor A'O'.

Este teorema. el! recíproco ·del LXXIU, y por ~nsiguiente
verdadero.

131 .. De lo expuesto en este pál'rafo se ded'uce, eviden
temente, que des triángulos cuyos seis elementos, tres lados .
y treS ángulos, son respectivamente iguales, coinciden cuando
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se superponen convenientemente, y por consiguiente son
iguales. Pero si examilÍamol'l lol'l teoremas LXXI, LXXII. Y
el corolario del tt'orema. LXXIV. vemos que basta suponer'
igualt's respectivamente, treS de los sei:i dementos de dos
triállgulos, para que dichos triángulos coincidan, debiendo
notar que entre los tl'eS elementos qúe Se suponen iguales,
hay l'liempre un lado. .
. Estas distintas condiciones suficientes 'pal'a que dos trián

gulos coincidan, se lIamall. en Geometría ca~'os generales de
igualdad de triángulos que son tres, y_ pueden enumerarse
brt'vemente diciendo:

Dos triángulos son iguales':
) • o Cuando tienen un ángulo igual, é iguales los lados

que lo forman,
2. o Cuando tienen un lado .igual, é iguales los dos ángulos

adyacentes á dicho lado.
3 .o . Cuando, tienen los tr.es lados ~quales.

Demostrada la igualllarl de dos triál.gulos, se puede afir
mar' la de los ángulos y laoos homólogos.

13l. t:uanrlo dos triángulos !'ion rectángulos, como tienen
siempre un ángulo igual, el número de condiciones sufil'ientes
es sola mente dos. D~ modo qUt-\ los caSOS de igualdad de los
triángulos, rectángulos, son los siguientes:

Dos triángulo~ rectángu~os ~O:J iguales: .
Lo Cuando tienen los Ilos catetos re~pectivamente iguales.
2. o ~ t:Ualloo tienen la hipotenusc:\. y uu ángulo agudo res-

pectivamente igultlt's. .
.'i. o Cua.ndo tienen un l:ateto y un ángulo agudo iguales; y
4. o Cuando tienen la hipotenusa y un cateto respectiva.-

mente igualt·s. '
Los treS primeros casos, están comprendidos en los casos

generalel'l, pOI' lo' que no necesitan demostracion"
Para demo:<trar el cuarto caso: Supo:lgamos (fig. t 32)

Be = B'C' y B'A = B'A'.
Superponienrlo el tl'iállglllo A'B'O'; y el ABC, de modo

que B' A' se co.nfunda COII HA. y O' caiga. al mismo lado
de HA que C; kC' tomará la dirl'ctÍon Ae, pOI' la igualdad
de los ángulos A y A'; Y,como R'()' y BC sel'án oblícuas é
iguales, Se separllrán igualmente dd pié A de la ¡rerpendicu
lar HA; luego O' caerá sobre O, y por consiguiente los trián
gulos coincidirán.
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CAPíTULO II

DE LOS CU ADRlLÁTEROS

133. La porcion ne plano limitada pOI'-las cUatl'o rectas
As' Be, CO, DA, (fig I:U) I'S un cUt.1rll'ilátero, que se de
signa pOI' las cuatro let.'as A, S, e, D, expl'E'sarlas ol'denarla
meute, de modo que cada' (~OS letras cOllsecUtivas, pertenez
can á la misma reda .

. Las cuatro partes AH, BO, CD. D \, de las rectas, que
forman el cuarlrilátl'l'O ;\;) CO, se lIam III lados del cllarlJ'Í
látero, y los cUatl'o áng~llos, :\, R, e, D, fOI'mados por dichos
ladl)s, son los CUtltro ángulos (h·1 euadrilátl'l:o.

Los lados.AH y DC qUH no til'lIl'n ningun punto'comull, I

son lados oput'stos, y los AB Y BU que til'lIen uu puuto co-
mun, son larlos contiguos. . .
. Los ángulo!'! By D que n(\ tienen ningun larlo comun, so 11.
ángulos oput'stos, y los B y O que tienen un lado comun Be
son ángulos contiguo:'!. . . .

Base de un cuad.dlátf'ro A ArO, es uno cUI~lquiera de SllS
lados, y aliura es la pt'1 Tlt'lllliC'ulal' BM trazada á la. base

. desde el vér tice B más al. jado de-la base.
Perímetro 6. contorno, 1'8 la SUlna rle sus cuatro lados.
La recta Bl) que une üos virtices no con tlguos, se lla

ma diagonal.

TEOREMA LXXVI

]34. La suma de los CM,atro án,quJo.~ A, B, e, D. (fig. 134)
de un cuadrilá~e?'o ABeD. es igual á cuatro ángulos rectos.

En efecto: tl'IlZCl.llrlO la t1iltgonal A1), tendremos Jos rlos
triángulos' A'cD YA BD. cuyos st'is ángulos, componen jus
tamen te los cuatro del cuarlrHátel'o; pero (116) la suma de
los seis ángulos rle dichos triángulos. t'S ig-ual á cuatro rec
tas; luego la de los cUlltro ángulos del cuadrilátero, será
igual tambieu á cuatro rectos. C. C. g. E.

135. Cuadrilátero imcripto·en un círculo, es el que tiene
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sus cuatro vértices pn, la circullfdrencia,' En este casó el
círculo está circunScl',pto al cUa~rilátero,

Cuarlril.átero cil'culI:,cripto á un cí.'culo, es aquel cuyos
cuatro lados son tallg~ntes al círculo, En este casó el círculo
esüí. illsé1'Ípto en el cuadrilátero.

En la (lig. 135), el cuadrilátero ABeD, .está inscripto en
el' dl'cuJo O, y el Circ'ulo O circun~cripto al c,uitdrilátero
ARCI); y el cU'l.drilát.ero A'B'e'D- ~stá circunscl'fpto al cÍl'
culo O:' y éste inscrip.to en el cuadrilátero A'B'CiD".

TEOREMA LXXYllt-

Í~6 'En' todo cUf1,rlrilále~o I:n.~c",í~~o, ABen, (lig, 1~"5)
los ángulos opuestos I'on suplemenMí1-ios,

,~~II t'ft'ho; los' á.~JH..~_~o~.Qp'a'e~iÓll -A,- y C! p'or sp-r' inScriptos,
é Intt-"'cllptar entre ~us Igdos reSpllctlvamente los arcos
BCD y I3AD, qu~ cOlllponeli',toda la cirCllnftll'!:lneia, (K9) tie
nPIl por llIectidil m... rtia cir'cullferencia; luego 80n s:lplementa
rios. Lu mismo Stlcelle con los OI.I'OS állgúlos opuestos B y D;
luego el teorema es verdadero. \

, ('
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TEOREMA LXX,YIII

, 137; Si 709 'ángulos opu.estos de un cuadrilátero ABCD
(lig, 136) son Su.plem03JZt'tri(}s. la circ'l.-nferenc'ia q¡te plLsa p'ó'r
tre..; cualúquiern. de sus vertices A,B, (;, pasará forzo8amente
por. el 'vértIce D. '

En t'ft:\cto¡ supongilID.OS que' en el clladrilátel'o ABCD se
verifica.

ó

ángulo A + ángulo e := ~ t.ectos

ángulo B '-f .ángulo D = 2 rectos

Si hacemos pasal' un!!' cit'cunferellcia por los tres vértice8
A, 13, Ye, -lo cual siempre es posible, forzosamente ha de
pasar' por D. "

Supongamos que D qnede fuel'a de la cirCllnfel'encia,J que
ésta COl'ttl á la. recta AD' enelpunto G". Trazaudo la CO',
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el cuadrilátero ABeD' estará inscripto en la circunff'rencia
y por consiguiente segun el teorema anterior', el állgulo B será
sup\!,men.to del AD'e; pero por hipótl'sis, el ángulo B, es ~u

plelll.ento del ADC; IUl"'go los ángulos AD'C y AOC deberán
ser iguales Pero esto eM imposible (116 COI'. I. n

); IUt'go el \'ér
tice D, no puede qUtdar fUl'l'a de la. circullterenria. Del mis
mo modo se probada que no pUt'de quedar dl'ntro y pasar
por D': punto de la relta A O'. Si pues el vértice D, no pue
de querlar fuera ni dentro de la circunferencia, estará en ll'
circunferencia. C. C. E. E.

Este teorema es recíproco del anterior.

TEOREMA LXXIX

138. En todo cuadrifálero~MNPQ (fig. 137) circunscripto
á un círculo, la suma de dos lado,q opuestos es igual á la suma
de los ol.,-os dos (MN + QP = M Q + N P)

En efecto; sabemos (1 ~;¿ escolio) que

MB=MA
NB=NC-QO=QA
PD = PO.

Som'ando ordenadamente estas cuatro igualdades, tendre
mos

MR + NB + QD + PD = MA +NC +. QA + PC,

de donde

MN +QP = MQ + .NP. C. ,C. E. E .

. TEOREMA LXXX

139. Todo cuadrilátero ABeD (fig. 138) en el que se ve
rifica quP. la suma de dos '(Jdos opuestos, es igual á la de los
otros dos (AE + eD = AD +Be), se puede circunscribir á
un tírculo.

.En efecto; trazando las bisectrices "de los ángulos A y B,.
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tas se encuentran {lB) en un punto 0, equidistante de los
res lados AB, AD, YBIi. Si trazamos pues, uná circunfe
neia, cuyo centl'o sea 0, y cuyo radio gea la distancia OR,

e 0, á UIIO cualquiel'a de dichos tres lados, éstos serán tan
entes iÍ la circunferencia trazada.
Pero ésta, fOl'zosamente hil de pasar pOI' S extremo de la

CJistancia de 0, alIado OC; pOl'que si suponemos que pasara
r el punto T .de dicha.. distallcia, y situado dp.ntro del cua

drilátt'ro, tl'azando la HQ paralela al lado OC, tendremos el
cuadrilátel'o ABQH, circullscripto al cíl'culo O; y por lo de
mostl'ado en el teOl'ema dii'ecto se verificará,

AH + BQ = AB + HQ;

pero por hipótesis tenemos

AD -t BO = AH + DO.

Restando ordenadamente de es~a igualdad la alltel'ior, será

HU + QC = DC - HQ

De = RD +/HQ + QC

lo que es imposibl'e, (4)
Del mismo modo se pr'obal'Ía que no puede la circunferen

cia cOl'tar á la perpendiculal' O~ en un punto extel'iOl' al cua·
drilátero.llwgo pasará pOI' S. C. C, E. E.

140. El cuadrilátero A BCD (fig 139) en el qne los lados
opuestos no son paralelos; (tl D 110 es paralelo á Be, ni AB es
paralelo á OC;) se llama trapezoide.

El cuadl'Ílátero A'B'C'D' en el que los lados opuestos
A'H' Y O' D' son paralelos, y los otros dos A'C' y B'D', no
lo son, se llama trapecio.

El cuadrilátero A"B"C"D" en el que los lados opues·
tos A" B" Y C"D" son paralelos, y los otros dos A"e" y
suD" lo son tambien, se llaman paralelógramo.

Resulta pues,
Que los cuadriláteros se dividen en trapezoid('.~, trapecios V

pflralelógratr.os.
Trapezoide es un cuadrilátero, en el que ningun lado' es pa¡

ralelo á otro.

X.16
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r-/apecio, es un Quad,-ilátero. que tiene dos lados opuestos
paralelos. y los oh-os dos no 10 .<012.

Paralelógramo, es un cuadrilátero, en el qúe los lados opues
·tos son pnralelos.
, El paralelógrarno á su VPZ se divid.e en- romboide que tiene

,dos. lados mas largos qu,e los otros dos, y cuyos ángulos' 110 son
rectos; rombo que tiene los C";llro llldos igurzles, y-cuYf)S ángu-'

, los no son rectop; rectángitlo qlte t¡,ene dos lados. mas la"!Jos que
los otros dos, y cuyos áí~gulos son. rl clas; y cuadrado qzte tiene
los cuatro lados ig1.tales, y Cttyos ángulos son rectos.'

TEOREMA LXXXI

141. Todo cuadrilátero, ABCD, (fig. ]40.) cuyos la~os
-Qpuestos son iguales (AB, = ,CD. AJ) = B G) es un para-
:¿elógramo. .

En ef...cto; tl'a7,;andola -d'jagollal DB; se forman los trián
.gulos A08 y eDB iguales, 1'111' teller un larlf) cólOun OB, é
'iguales n:~pectivaménte log utlOS dos (48), De la igualdad de

, ~stos triángulos se ded llce
ánglllo ABD = ángulo CDB.
ángülo' ADB = á.lIgulo DBC; luego (40)

. Al3 es paralelá á DO, Y AO 1":'; paralela á Be;- y por consi~
guiente (140) el, cuadri!át~1'lI ABcD, es un paralelógra
roo. O. C. E, ·E.

TEOREMA LXXXII'
I

142 Todo cuadrilá'~ro AHCD (fi~. 141) cuyos ángulos
-Q'PuPStos sw iguales, (A = ( , D = B) es un paralelógralllo.

En efecto; sabemos (134) q,lle'

A + B + e + D = 4 rectos

y puesto que por hipótesis se tít'ne
A:-.= e,
D= B.

será 2A + 2B =' 4 rectos
2A + 20 = 4 rectos

ó A + B == 2 rectos
A + D = 2 rectos
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de donde (43) AD es paralelo al I3C; y AB es paralelo á DC.
Luego el cuadrilátero ABCD es un paralelógramo.

143. Todo cuadrilatero A BCD (fig, 140) que tiene dos
laaos iguales y paralelos (AB igual y paralelo á DO), es un- .
paralelóg1'arno. -

En eftjcto; trazaudo la diagonal DB, se forman los tdán
gulos ADB y DCa iguales, pues AB = DO, DE es comun y
el ángulo' ABD es igual al ángulo BDC. -

De la igualdad de estos triángulos se deduce,

,ángulo ADB = ángulo CBD.

Luego (4Ó) el lado AD es tambien paralelo al BC, y por lo
tanto el cuadrilátero ABCD I'S un parale1ógramo, conforme
con el enunciado.

TEOREMA LXXXIV

144. Todo cuad1'ilátero ABCD (fig~ .142) cuyas diagona
les se cortan en su punto rnedio, es un' ptwalelóg1'arno.

Puesto que se supone DO = OB; yAO ~ OC; los trián
gulos AOB'y DOO serlÍn ig~ales (131 1.0) Ytendrán

állgulo ABO = ángulo CDO

de donde AB será paralela á DC.

.Pero tambien serán iguales 1~s triángulos AOD y BüG
que tendrán'

~ngulo CAD = ángulo BCA

de donde AD será paralela á BC. .' .
.Luego el cuadrilát.ero"ABeD es unpar'alelógramo. con{or

. me con el enunciado.

•
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TEOREMA LXXXV
• ¡

145. En ·todo pamlelógramo ABCD (fig. 142) las diago
nales AC y ED, se cortan por su punio medio.

En efecto; los triángulos AOB y DOC, son iguales por
tener

.AB = De

ángulo OAB = ángulo OeD

ángulo ODe = ángulo ABO.

Luego serán
OA ~oe

OD=OB

C. C. E. E. .
Este teorema es reciproco del antel'Íor.
146. COROLARIO.-SipOl' el punJo O (fig. 143) de inter

seccion de las dos diagonales AC'y BD de un paraleló
gramo ABCD, se tl'a{a una secante MN; las partes OM'y
ON comprendidas entre O.y el perímetro del paraleló - .
gramo, son iguales. .

Estú se deduce facilmente de la igualdad de los triángulos
AOM y CON. .

El punto O interseccion de las dos diagonales de un para
lelógl'amo, se llama centro del paralelógl'amo.

Centro de una figura es el punto que divide en dos partes
iguales, á toda secante que pase por dicho punto, y esté limi
tada por el perímetro de la figul'a.

147. Facilmente se demuestra que
Las diaganales de un romboide son áesiguales y se

cOl'tan oblícuamente.
Las diagonales de un rombo son desiguales'y se cortan

perpendicularme~1te.
Las diagonales de UlI rectángulo son iguales'y se COI'

ton oblícuamente.
Las diagonales de un euadrado son .i'guales'y. se corlan

perpendicularmente.
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y recíprocamente (82)
Todo p.1ralelóf(ramo cl!Yas diagonales son desiguales

.Y se cortan ob/ícuamente. es 1m romboide. 1

Todo paralelógramo, cuyas di:lgonales son desiguales
.Y se cort,111 perpendicularmente, es un ,'ombo

Todo paralelógramo, cu.y.Js di:zgon:zles son zguales y
se cortan oblícuamente. es un rectángulo. .

, Todo p:walelógramo. cl!Yas dúgonales son. iguales y
se cortan pe'pendicularmente, es un cuadrado.

148. De lo dicho 03q, 137, 138, 139) se deduce que
P.l romboide no eS inscriptible, ni circunscriptible al

círculo. . >

El rombo es circunscriptible; pero no inscriptible en
el círculo. .

El rectángulo es z:nscrip)ible, pero no circunscriptible
al círculo.

El cur;:zdrado es inscriptible'y circunscr-iptible al círculo.
149. Haciendo aplicacion de lo dicho (123,) sobre la su

perposicion de las figilra8, podemos establecer, qne,
Dos cuadriláteros que coinciden all superponel'1os son igua

les, y los lados y ángulos que coinciden en la superposicion,
se llaman homólogos. 1

Es evidente que los elementos homólogos (lados y ángulos)
de los cudrilátel'os igt,iales. son tambien iguales.

Si dos cuadriláteros, tienen sus ocho elem.entos (cuatro
lados y cuatro ángulos) l'espectivamente' iguales y colocados
en el mismo ól'den; son evidentemente superponibles, y por
consiguiente iguales. .

Lo mismo qu~ en los triángulos, basta Imponer iguales
algunos de los ocho elementos de lus clladrilátel'os, para que
forzosamente sean superponibles y por consiguiente iguales.
. !Jas distintas condici01zes suficientes para que dos cua
drilátel'os sean 'su pel'ponibles, (l) son los casos de igualdad
de cuadriláteros. Su exámen carece de importancia, por lo
que lo suprimimos.. .

150. Es facil demostrar que
1.0 Dos romboides ABCD, AtB~C'D' (fig. 144) que

tienen un ángulo igual (ángulo ABe = ángulo A'B' C')

(1) Al decir que dos figuras son superponi~le$, se quiere expresar,
que pueden coincidir por superposicioh.

,
\
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7

é ibitales los lados que forman este ángulo, (A B = A 'Be,
Be = B'(;.) son superponibles. . .

2. 0 Que dos rombos IIOCD A'S'C'D' (lig. 145) que
tienen U11 ángulo igual (ángulo ABO = án{?ulo A'O'O)
é igua/zm lado (A B = A'B') S011 superponibles. .

3.° Que dos rettángulos ABCLJ, A'B'CeD' (lig, 146)
que tie11en dos lados conti/{uos iguales (AB = A'B',
BO = Be C') S011 superponibles ,

4.° Que dos cuadrados ABCD, A'B'e'D' (lig. 147)
que tienen un lado igual (AB = A'Be) son supe,rponibles.

CAPíTULO 111

DE LOS POLíGONOS EN GENERAL

151. La porcion de plano (fig. 148) limitada por las rec
tas AB, BO, on, DE, EF, FA. es un polígono., Estas
rectas son los lados del polígono, (1). Angulos de UI) polígo
no, son los formados por dos lados consecuti~os del polígono.

Para designar un polfgono, se exp"esall ordenadamente
las letras situadas en los vértices de sus ángulos (vértices del
polígono), de modo, que cada dos letras consecutivas indio
quen puntos de un mismo lado.

El polígono (fig.· 148) se expresa diciando polígono
ABCDEF.

Contorno 6 perímetro de un polígono, es la suma de
sus lados,

'Base de un polígono, puede ser uno cualquiera de sus
lados. y altura, es la perpendicular bajada á la base, desde
el vértice más distante de dicha base.

Los polígonos se clasifican segun el número de lados, y
reciben los nombres de

triángulo
cuadrilátero
pentágono

si tiene tres lados
:. » cuatro lados
» » cinco lados

(1) En rigor los lados del polígono, no son las rectas indefinidas que
lo limitan, sino las partes AB,BC,CD... de' dichas rectas indefinidas.
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exágocQ si tiene sf'is lados
eptágono » • siete lados
octógono l) II ocho lados
eneágono » " » nueve lados
decágono » .» diez lados,
dodecágono » J) doce lados
pentadecágono l) )) quince lado~

los demás no' tienen' nomhre especial y se deno~inan. polí
. gono de. trece lados, de catorce lados, etc. etc.

Un polígono se llama convexo, cuando su pel'Ímetro no
puede ser cortado pOI' una recta en más de dos plIntos. y
cóncavo cuando su perímetro, puede ser cortado pOI' una
recta. en mas de dos puntos. '

El polígono ABCDEF (lig. 148) es convexo, y el ABe
DEF (fig. 149) es cóncavo.

Eil el polígono convexo, todos los ángulos son salientes,y
en el cóncavo, uno ó más ángulos son entrantes. '

El ángulo C del polígono cÓncavo ABCDEF (fig. 14!)) es
entrante, y compreQ.de todo el espacio angular, que necesita
I'ecorrer el lado CB en el sentido que indica la figura, para
confundirse con el lado CD.

En· esta obra solo estudiaremos los polígonos convexos.
152. Diagonal de un polígono, es la recta que une dos

vértices no consecutivos
Las rec~as FB, FA, Fe, FD, (lig. 148) son diagonales.

TEOREMA LXXXVI

En un polígono de n lados, el nzímero de diagonales que
. n(n ~3) .

se pueden tra{a1' es 2

En efecto; desde cada vértice del polígono se pueden tra
zar 12 --' 3 diagonales; y como hay n vertices, se podrán tra
z~r 12 (12 - 3) diagonales; pero como cada diagonal une dos
vértices del polígono, cada dos' diagouales se confunden; lue- _
go el número de diagonales distintas será la mitad de n (1l-3}
·C. e. E. E.

153. Un polígono se puede descomponer en tantos trián
6
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\
gulos como lados/tiene-el polígono, y tambien en tantos trián-
gulos como laños tiene menos dos. '

Trai'a~do deHde un punto 'O interior del p'llígonQ.ABCDR
(fig. IDO) las rl'ctas OA, 08; OC',' OD, OE á t9dos, los vér·
tice~. res\lltarán tantos'trián'gul9s 'como lados tieh~ el pQlf-
gono. ,\ . I ' ..

'Trazando desde un vét't,ice F del Holígono ABCDEF (tigu-,
ra 148) las diagonales FB, Fe, F D, á todos los vél'tices me
nos á.Ios do's contiguos A y E, resulta de~compuesto el pólí-'
gono en tantos tl'iángulos có~ío lados tiene menos dos',

TEOREMA LXXXVII

154. . La suma de los ángulos de un polígono cualquie-~

ra ABCl)EF, (fig 14~) es iguaf.á talltas veás40s rectos,
,com,o lados tiene el poligono menos dos, ,o ,

, En efecto; descQmponiendo' este polígopo. ~n tant9s triá,n~

gulos como lados tiene el polígono menos dos, la sumlt de los
ángulos de todo~ éstos n -' 2 triángulos, sbrá (116) 1Z - 2
veces dos rectos, y como la suma. de -los ángulos de estos
tdángulos, es preéisamente igual, á la suma de los ángulos
del polígono, resulta que esta suma es igual á tantas veces'
dos rectos ,como lados tiene el polígono menos dos

- Llamando S á la suma de los ángulos de un polígono de n
lados, y to~ando el ánzulo recto por unidad, será.'

, ,S . (n - 2) 2
, I

COROL~RIO 1.0 En un polígono equiángulo, llamándo',A al
valor de un ángulo cualquiera del polígono,será .

:.
/ (n - 2) 2

A= .
n

COROLAR~O 2;° De la fÓrmula

..S = (n - 2) 2

se deduce facilmente, que:'



La suma de los ángulos da un triángulo.= 2 rectps
id. id. de un cuadrilátero ==.4 rectos

, id: id, de un ¡ientágo'no = 6 rectos

y así smcesivamente.
y tambien.
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ángulo de un tl'fángtilo equiángulo _ 60°
id. cuadrIlátero equiángulo = flOo
id. 'pent.ágono equiángulo ~ 108°
id. exágono equiáuglllo _ 1200

etc., etc.

ESCOLIO: Examinando la fórmula'

(n - 2) 2
A= -----,

n
I '

vemos que A es funcion de n, es deci'r, que el valor del ángulo de un po- .
lígon.o regular, dep.ende del número dé lados del polígono. Para apreciar
las alteraciones que en el valor de A producen las variaciones del va
lor de n, haremos las siguientes transformaciones:

A = (n - 2) 2
n

2n -4 4
---- .= 2 - --; de donde

n n

4
A = 2 - --o (a)·

n

Si suponémos en esta fórmula que n aumenta, dismin'uirá el valor de

la fraccion ~, que es el su~traendo de la resta 2 -~; y si dismi-
n n

nuye el sustraendo, aumentará el resto A.
Luego si aumenta el número de lados lie un polígono regular, aumen

ta el valor .del ángulo:. ,4
Además, segun dicha fórmula, por muy grande que sea n, -tendrá

'. n
algun valor, por consiguiente A será menor que 2 rectos. ,

Luego el valor del ángulo de un polígono regular, aunque au..menta á
medida que es mayor el número de lados, no pue~e llegar á valer dos
ángulos rectos, .

Angulo exte7'fZO de un polígono, es el formado por uno de
~us lados y la' prolongacion de otro contiguo al primel'o.
CDM es un ángulo externo del polígono ASeDE. (fig, 151).
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TEOREMA LXXXVIII

. 155. Sise prolollgan los lados de U11 polígOllO ABCDE
(fig..151) todos en el mismo sentz:do, la suma de los ángu
los exte1'nos formados. es igual á cua.!ro rectos.

En efecto; cada állgulo externo e,s suplémentario del in
terno adyacente; la suma pues de los ángulos internos y ex
ternos del polígono. será n veces dos rectos, es decir,. qne e\
número de rectos de esta suma estará expresado por 2n; qui
tando de esta suma la de lo~ internos (n - 2) 2, sllrá

'2n - (n - 2) 2 =:..2n ~ 211 + 4 = 4

Luego la suma de los ángulos ex'ternos de un polígono, es
igual á cuatro rectos. .

COROLARIO. Un polígo'no no puede tener más de tres án
gulos agudos; porque si .Ios tuviera, la suma de los externos
valdria más de cuatro rectos, contra lo que se ha demostrado·.

156. Polígonos iguales, son los que pueden coincidit
por superposicioll; es dEoqir, los que son.superponiblrs, •

Dos polígonos superponibles, tienen respectivamente igua
les, y colocados en el mismo órden, los lados y los ángu,los.

Los lados, y los ángulos, de dos polígonos iguales, que
coinciden en la superposicion, se llaman homólogos. De modo,
que los ángulos homólogos de dos polígonos iguales, son res~

pectivamente iguales. .
Dos polígonos, que tienen sus lados y sus ángulos respec

tivamente, iguales, y colocados en el mismo órden, son evi
denteménte su perponibles ó iguales.

Así como ·hemos,visto en los triángulo~, que basta suponer
iguales algunos de ::'lUS elementos. para que forzosamente lo
sean los demás; en los polígonos en general, basta tambien
suponer igua.les algunofi de sus elementos, en ciertas condi
ciones, para que los demás lo sean forzosamente. De modo,
que cuando se suponen ciertas condiciones en parte de .los
~lementos de dos polígonos, éstos son superponibles.

Las condiciones suficient S, para que d·os rolígonos sea~

I
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snperponibles. constituyen los casos de igualdad de polí-
gonos. .

El t'xámpn de estas condiciones carece de impnrtancia., por
. lo qne prescinrlimos de él limitándonos á considerar solo el
siguie~te caso de igualdad de polígonos.

TEOREMA LXXXIX

157. DJS po!úronos cU2!esquiera ABr.DEF. A·B:O·D'
E'F (fig. 15::!) descompuestos en el mismo mim.:ro de'·
triángulos iguales.r colocados del mismo modo, son
iguales.
. En efecto; supel'poniendo los tl'Íángulos igua.les A' F' ID',
AFE, coincidirán los tres vértices A', F' Y 8' dd prim~l'o,

re~pt'ctivainentp.con los vértices A, F, E del segundo. Ha
bienrlo coindrlido A' con A, y E' con E, como los triángu
los IJAE y O'A:'E"son iguales y están colocarlos del mismo
modo, el vértice D' caerá precisamente sobre IJ Oel mismo
modo probaríamos que C' caerá' sob,'e e, y 8' sobre B; de
modo que los dos polígonos !Jan coincidido por supc:rposicion;
luego S01l iguales.

ESCOLIO 1.0 Nótese que dos polígonos superponibles,' se pueden des
componer en el mismo número de triángulos iguales y colocados del
mismo modo. .

. . . n (n-3)
. ESCOLIO 2.° Todo pohgono de n lados; trene n ángulos y ----'-

2
diagonales. Los lados, los ángulos y las diagonales son elementos del
polígono. Si examinamos el enunciado del teorema anterior, vemos, que
los elementos que se suponen iguales, al suponer la igualdad de los
-n - 2 triángulos en que se hallan descompuestos los dos polígonos, son
tres elementos del primer triángulo supuesto igual, y dos de cada uno
de 1"os demás, es declr

3 + 2 (n - 3) = 3 + 2n - 6 = 2n - 3

. Del exámen de 0tros casos de igualdad, se deduce que se necesitan
siempre 2n - 3 elementos iguales en cada caso de igualdad d\:l poli
gonus, lo que nos conduce á establecer, que se necesita suponer 2n - 3
elementos iguales en cada caso de igualdad de polígonos. . ,
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CAPíTULO IV

PROBLEMAS

PROBLEMA XX

u ~ Hj8. Construir un triángulo, dados dos lados by c.
c;ÁD. / O (fig. I53)y el ángulo comprr!lld"do A. (1)

::;obr~ la recta. indefinida. AB, se toma una parte AB igual
á c. uno de 108 lad.os dados. se eonliltruye un ángulo BAO
igual al állgulo dado A, y. se toma desde A en el otro lado
Ulla parte Aü igual á b. Se unen los puntos 0, B, por una rec
ta; y tendremos el triángulo ABO, que satisface las condicio
nes dtol problema.

Este proble¡na, es posible cualquiera que sea el valor de
los datos.

PROBLEMA XXI

]59. Construir 1m triángulo, dados un lado c (fig. 154)
Y los dos ángulos A, B, adyacentes á dzcho lado.

~lJble Ulla recta indefinida, se toma. una parte AB, igual
al larlo d&do c; por los puntos A y B se trazan rectas, que

.forlllan con AR dos ángulos; uno CA B igual á A, yotro t\ Be
igual á B. Se prolongan 'elltas rectas ha~ta. que s~ corten, y
el tri ángulo ABO, será el triállgulo pe! dirlo.

Este probltoma es imposible, rouando la suma de los ángu
los dados es igual 6 mayor que dos rectos.

PROBLEMA XXII

]60. Constt'uit' un triángulo, dados dos ángulos y el
lado opuesto ti unp de los ánl[ulos dados.

(1\ Ordinariamente se representan los tre;; ángulos del triángulo,
por las letras A, B Y e, y sus lados respectivamente opuestos, por las
a, lJ y c. Angulo comprendido entre dos lados, es e l formado por ellos,
Angulos adyacentes á un lado de un triángulo, son los que tienen su
Té'rlice en los extremos de este lado.



PROBLEl\IA XXIII

PROBLEMA XXIV.

. Hallando el OtfO ángulo, suplemento de los dados, queda
reducido este Cl1S0 al antel'iol'.

8'1GEOMETRÍA

191. Construir un lriállgulo dados los tres lados a, b
.Y c. (fig. 155)

Sobre UDa recta inrlefinidll. se toma una paJIta AR igual á
UDO de los lados c. Hacielldo centro en A con UlI radio igual
á otro de los lados b, SH trl1za UII oHCt> inll.·finido, y con un
radio igual al terCt'r lado a, hacit'llllo centro en B, se traza.
UD arco que corte al anterior ,ya. trazado. SI:! ulle el punto de
intt'rlleccion °COIl los A Y S, Y t... ndrelllos el tl'ián gulo ABO,
cuyos lados son respeetiva.mellte i~ua.les á los dados.

1'.ste problema es illlPOllilllH, ('lhtl\llu uno de los lados dados
es mayor que la suma de los otros dos.

162. Conslruir U1Z Iriál1gulo, dados dos l:zdos a y b
(fig, Hi6)y el állgulo Á, opuesto á uno de dichos lados

Por el t'xtrt'OIo A de la 'ecta illdt'lillicfa AB, Se trrlza la
AO, que fOI'me con la antt'l'Íor, UII .állgul(, igual al d/tdo. Se
toma ell esta rt'cta, ulIa pal'tl:! .\0 igual 1>1 lado b adY/tcellte
al áltgulo dllllo, y ahora hitClt'ntlo centro ell 1"1 t'xtremo O del
lado b con un radio a, igual /tI lacio opuesto, Se traza un
arco, que cortará á la ,·ectil. ill'l ..fillícia A13 en el punto R. Se
traza la rt'cta CU, y tenrlrt'mos cOlIstl'uido el triállgulo ABO,
que satí~face las c.ondiciont's elel problema.. .

/

DISCUSION. Distinguiremos en 'este problema tres casos:
1.° Cua'ndo el ángulo dado A es obtuso. 2 ° Cuando el ángulo dado

A es recto. 3.° Cuando el ángulo dado A es agudo.
. Primer ca~o: Cuando el ángulo dado A (fig. 157) es obtuso, es nece

sario, para que el problema sea posible, que el lado opuesto a, sea ma
yor que el adyacente b; yes claro, que siguiendo la construccion antes
expuesta, haéiendo centro en e, extremo del lado adyacente b, con un
radio a mayor que b, forzosamenle el arco trazado cortará al lado AB
en un punlo B más distante que A, del pie O de la perpendicu ar ca,
á la AB. Luego siempre se podrá com:truir un triángulo CAB, que sa-·
tisfaga las cundiciones. del problema. Además solo se podrá construir
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un triángulo CAB, que sátisfaga el problema, porque la circunferencia
cuyo radio es a, y, cuyo centro es C" solo cortará á la AB en otro pun
to B', y el triángulo C B'A, aunque tiene dos lados CA y éB' respeéti
vamente iguales á b Y á a, el ángulo opuesto al lado B'C = a, no es
el ángulo dado A; sino su suplementario, y por consiguiente dicho trián
gulo e B'A, no es solucion del problema,

Segundo caso: Cuando el. ángulo dado A (fig, 158) es recto, exije
tambien la posibilidad del problema, que sea a > b. Siguiendo la cons
t'J:uGcion expuesta al prineipio; hadenclo ~entTo en C extremo del la
adyacente b, con un radio a, mayor que b, el arco cortavá fO,rzósam
á la AB, en un punto B, y tendremos un triángulo e ,que satisface' el
problema. Ahora, del mismo modo que en el ca terior, se fOTlnará
otro triángulo C B'A; cuyos lados CA, y CB' sori respectivamente 'ig,da,,
les á b Y á a 'lados dadm¡, y el ángulo CAB' suplemento .del dado &.
Pero siendo A rectol su- suplemento támbien se¡;á recto, de modo que
el triángulo B'CA tiene dos lados CA, y CW, iguales á los ditdos, y el
án¡¡ulo CAB' opuesto al CH' igual al ángulo dado A. -

Tercer caso: Cuando el ángulo dado A sea agudo, el lado opqesto a
podrá ser mayor, menor ó igual que b, ',. . .

Si q, > b, siguiendo la construcciqru primera (fig. 159), se vé. fácil
mente, que el pl'oblema es siempre posible, y no tiene más que una so-
lucion, el triángulo CBA, .

Si a = b, siguiendo la misma construccion, 'fig. 160) se vé tamQien,
que el problema es posible, y que no tiene más solucion, que el trián-
~~U~ ..

Si a < b, vemos fig. 1611 que si a es mayor que la perpendicula,r
CO, siguiendo 11!- misma con;:¡truccion, se formarán dos triángulos CAB,
y CAB', que satisfacen el problema, de manera que resultan dos solu
ciones.

Si el lad'o opuesto a es igual á la perpendicular CO, hanaremos, siL
guiendo la misma construccion, el triángulo CAO, única solucion del
problema. .

y por fin, si el lado dado a es menor que la perpendicular f.O, ten-'
dremos, que si haciendo centro en. C, extremo del lado,adyacente b, ,con
l,ln racHo a (Iadp opuesto) trazamos un arco, éste no puede cOrtar ni
tócar á lit recta AB, y por consiguiente el problema es irripos~ble'"

PROBLEMA XXV

163. CO:lslruir un p<1ralelógramo, dados dos lados
ay b,y el ángulo eOl1ip,'mdzdo M. (fil{. l6<!),

Tráct'se Ulla recIa UU igua.l. á ,UliO lie los lados a, por el _
extrt'I1lo e, de é:;ta fórmpst' un állgulo ACO, jgu~1 al, ángulo
dallo M; dl'jsde. t'l vértir.tl e tómese en t'llll.do VA, una parte
CA igual al otro lado b Ahora, hacienlio centro: en A y D .

. con radiOS respt'ctivamt'nte igualt's á a y á b, trácense dos
ai'cos y desde ell'unto de interseccion 13 de estos arcos, trá-
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eense las rectas BA y BO; y tenltremos el paralel6gramo pe·
dido. .

ESI1IJLIO. Obsérvese. que el rombo queda determinado,
con los dos elem~nti)s, un lado y un ángulo, 6 las dos dia·
gonales, El reetángulo, con dos !lutos, 6 con una liíagonal y
el ángulo que forman las diilgonale~; yel cuadrlldo, con un
solo elem~nl{). un lado 6 Ulla fliltgollal.

Pup-den, st'gun f'sto, prop"n ... rse los sigu.ientes problemas,
cuya resolucion omitimos, porque el lector la hallará con fa
eiJidad. . .

Construir un rom.~o dados Ulllado y un ángulo,
Construir un ,'ombo, dai.1S l.7s diagon:lles .
Constl'uir un rectállgulo, d.:tdos dos lados IZO opuestos.
(}0I1strl~ir un rectángulo, d:d - el ángulo que fOP'man

las dia{l;onales.'y 1.1 IOIl{l;itld de éstas, - ,
Constl'uir un cuadr.ldo, Jado un' lado.
Construir un cuadrado, dada la diagonal, -

PROBLEMA XXVI

164-. Construir un polígono idéntico. á otro dado
ABCDE (fig. 1(3)

Desde los Vél'ti(lt's A, B, e, o, E, del polígono dado, trá
Cf'nse las rectas AA', BB', CC', ~E' y DD', igua.lp-s y pa.ra
lelas entre sí,. únansP. ol'dellailll.lIlellte por medi" rle rectas,
los puntos A' y B', B' y e', C' y D', D' y (i;', ffi' Y A'; Y ten
dremos el pollgono,.A 'B'C'l) ffi' idéntico al dado,

En ef.. rto; si superponemos, pll" superposiciop directa el
polígono A'1j'C·l)'F., sobre t'1 ABCDE, const'g)í1remos facH
mt'lIte que coincidan, por t""el' todos'sus lados y ángulos
respt'ctiva y ord.. nadame\lte igualt's.

OrRA CONSTRUCcrON. S...a t'1 polígono dado ..\ BI~ O'R, (figu
ra 164) Plil'll. construir otro idélltieo, se le neseompone en
triángulos por medio de las diilgnnales AC y AD; y despnes
se cOllstruyen sucesivamente los triángulos A'H'\:', A'C'I)' y
A'O'E', iguales á los tdángulos dt'1 dado y colocado>! 11el mis
mo modo, y tendremos hl polfgo~IO A 'B'C'O'E' que coincidirá
efectivamente con el dado por superposicion directa,
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PROBLEMA XXVII

90

. 165. Construir unpolí{?ollO igual á otro dado ABrDE,
(fig. 165) dados U11 lado AB r las distancias de los extr.e
mos de este lado. á toios los demás vértices del políg01lO.

TOOlltllrlO sobre una recta illfl .. fillltia, Ulla parle A' B' = A B~

se determinan por m¡.dio de la constrllccion de un triángul~

cuunl10 se dan los tres lados, (161) los puntos e', D' y Ii;'; se
un¡.n por mt'dio de'rectlls lo~ puntos B' y C', e' y D', O' Y E',
E' Y A', Y quedará construido el polígono A'B'O'U'E' idénti·
co al darlo. .

En efecto;. es fácil hacer coincidit' los polígonos por super
posiciono

,
"

"
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DE LA SEMEJANZA DE LAS FIGURAS

CAPÍTULO -r
DE LAS LíNEAS PROPORCIONALES

166. Sabemos (83) que el ángulo central y su arco co- i.I
rJ'esponrliente, son cantirlarll's c\t'pelldielltes la una de la otra, J.o,
y que esta dt'pendencia es dI'! prol'orcionalirl.ád (86); es d~cir,
que si A y B son dos ángulos celltl'ales, y A' Y B- sus arcos
cOITt'spondientes trazados con el mi.smo radio, se verificará.
la pro¡rorcion

En genel'al, si ras mllgniturles geométricas, 1\1 y M' son
proporcionlllmf'nte depenrtielltt's la' una de .la otra (AIgebl'a
260), dos valores A y B de M, y otros dos valor'tos A' y 11~ de
M' I't'SIlt'ctivlImente correspondientts á los primeros, forma
rán la proporcion (AlgebJ'll. ~6 1).

A A'
n=Ir

A B'
6 T= A'.

segun que las magnitudes M y M' sean directa ó inversa
mente proporcionales.
. A,hora si medimos A y B con. 11\ unJdad V, y A I Y B' c'on
la unidad V' correspondiente á v., y. llamamos a y b, a' y b~
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los númel'os que respectivamente miden dichas cuatro.mag·
nitudes, tendremos la propol'cion

a a'
b -T' 6

a
b

b'
'al

Ob~érveo:;e que en éstas, los tér'minos son núrrip.I'os ab~tl'ac

tos, y por consiguiente suje~os á las ,leyes del gálcnlo, y que
en las proporciones '

A
B

Al
__o

B' ,
;\

B Al

sus términos no son números. CUilllllo hablemos de operacio·
nes del Clálculo con mag'nitu'ies g...ométdcas, líneas, sup... rfi.·
eies 6 cuerpos geométl'icos, deb~ sobreentenderse, que no se
calcula con dicha.s magnitu'les; sino con los núm~ros que las
mi~en, y que se llaman respectivamente longitudes, áreas y
volúmenes.

167. Las distancias de un punto cualquiera sit;uado en una recta
AB (fig. 166) á los puntos A y B, se llaman segmentos de 11). distanda
AB. Si el punto está situado en N entre los A y B, lós segmentos AN y
NB se llaman aditivos porque,

'AN + NB = BA

, Si el punto está situlldo en N', ni) comprendido entre A y B, los seg
mentos N'A y N'B se llaman sustractivos, porque

N'A - N'B = AB

Si' imaginamos que el punto Ñ se mueve sobre AB desde A hasta B'
NA '

la razon -- de los dos segmentos aditivos, vá creciendo-de una'
NB

manera continua desde cero hasta el infinito.
En efecto; cuando N está en A, tend~'é~os

NA

NB

NA
Al moverse N, deSde A hasta B, el numerador de la razon -ÑB' ,cre-

ce de una manera continua, y'el denominando NB decrece del mismo
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modo; luego dicha razon crece de una manera Continua; y cuando N
está en B, tendremos

NA AB
--=--=:::>0

NB O

NA
Además, puesto que la razon --, crece de una manera continua

. NB
NA

desde cero al infinito, á cada valor particular de NB corresponde

una posicion única del punto N.

, TEOREMA XC

~ J- 168. Si se toman partes iguales-en lma recta AB, (figu
. ta(l67)y por los puntos de division se tratan rectas para
lelas entre sí, que COl'ten á otrctl'ecta cualquiera eo; las
partes interceptadas en ésta por las paralelqs, son iguales
entre sto - .

En efecto; trazando las MR y PR' paralelas á la CD, se
forman los triángules MN l.{ y2QR', que son iguales, por estar
comprendidos en @i .segundo caso de igualdad de triángulos~

pues tienen ~IN = .PQ; NMR = QPR' y MNR = PQR', de
donde RM = PR';

pero MR = M'N'} , '
PRo = P'Q' luego M'N' = P'Q'.

y como se probada del mismo modo que M'N' es igual á.
cualquiera otra de las partes interceptadas en la CD, resulta.
que todas éstas son iguales. C, c. E. E.

TEOREMA XCI

t i69. Si tres pal'alelas ltlM', NN' PP' (fig. 168) cortan
á dos l~ectas cuálesquiel"a AB y CD, los segmentos QR,
RS, interceptados en la p,'i1nera P01" dichas paralelas, son
directamente proporcionales dIos segm.e'ntos- correspOli
tjientes, Q'R'. R'8', inter.ceptados en la segunda., ',)
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Distinguiremos dos casos: l." Qlle los llegmentos 'QR yRS'
sean conmensurables. 2.° Que dichos segmentos sean incon
mensurables.

Primer caso: Suponiendo· que la medida\ comull' de estos
dos segmentos esté contenida tres v'eces en el QR y cinco

., en el RS, y dividiéndolos· respectivamente en tres y cinco
partes iguales, cada Ulla de 'estas partes será igual á la me
dida comun. Si se tom,a ésta como un.idad para medir ambos
segmentos QR y RS, las medidas de éstos serán .los números
3 y 5; Y como (ArH. 313), la r;ll.zon· de dos cantidades;' es igual
á la de los números que las miden, será

QR '3
RS = 5' (1)

Ahoí'a, si por lospijñtos de'division se tr'azall paralelas á
Bit', interceptarán en la CU .pll.rtes iguales 'entre sí segun
el teo.rema anterior', y Q' R' YR'S', quedarán respectivamente
dividid'os en 3 y 5 partes iguales, 'Si tomamos ulla de estas
partes COñl0 unidad para medir los segmentos Q'R' y R'S'
tendremos' ,

Q'R' .r 3.
(2)

R'S' - --
[)

Luego
QR Q'R'

RS - -R'S'

Segundo caso: Si los segmentos QR, RS, (fig, 169) son inconmensu
rables; suponiendo dividido el RS en n partes iguales, y colocando l:j.
.enésima parte de RS, todas las veces que se pueda sobre QR, empe
zando por R, y suponiéndo~a contenida m veces, es decir, suponiendo
·que el mayor número de enésimas de RS contenidos en QR, sea' m, el
extremo de la última enésima, caerá en un punto T próximo á Q, pues
to que QT ha de ser menor que dicha enésima parte de RS,

Trazando ahora por T, la TT' paralela ó RR' puesto que segun el caso
.anterior . . ' . .

TR TIR'

RS = RIS'.

"-si TR contiene m veces la enésima parte de RS, T'R' contendrá tam
·bien m veces la e1'l.ésima parte. dé R'S'.

Si á c.ontinuacion de T tornamos TH igual á una de dichas enésimas,
'Q estará comprendido entre T y Hj y si por H, trazamos la' paralela
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m+l
n

q'R'
< R'S' <,n n

, y
m+l mm QR

~< RS <
será (Arit. 343),

,EH' á QQ', tambien Q' estará comprendido entre T' y H' Y siendo H'T'
igual á la enésima de,H'S', Q'T' ser~ menor que dicha enésima parte.
Ahora á manera que n aume'nte, T se acerca á Q y T' á Q' pudiendo
llegar,á ser QT y Q'T' menor que cualquier cantidad dada; es decir que
'TR, y T'R' son variables, cuyos respectivos límites son QR y Q'R' Y
tambien los límites de las variables iguales

TR T'R'
--=--

RS R'S'

QR Q'R' '
:serán'respectivamente RS' R'S' "y como en estas razones se pue-

Je establecer la limitacion

QR Q'R'
--=-- e.C.E.E.

RS R'S'

COROLARIO' 1.0 De la anterior pl'oporcion se deducen las

QR RS -
'Q'R' - R'S' ,

QS Q'S'
QR Q'R' ,

QS Q'S'
RS - R'S'

COROLARIO 2.° Sivariasparalelas MM', NN', PP', QQ'
.cortan á dos rectas cualesquiera AB,'y eD; la ra,on de
los segmentos correspondientes es constante; es decir que

MN 'NP PQ MP
M'N']= N'P' - P'Q' =1 M'P'

. '170. ESCOLIO, Puesto que el cuadrilátero QQ' SS' (figu
ra 169) es un trapecio, el teol'ema XOI puede euuncial'se
diciendo:

~ t Toda paralela RR"á las bases de im trapecio, que corta
á sus lados no paralelos QS, Q' S', divide á és,tos en p-'lr-
tes proporcionales. .
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TEOREMA XCII

1.°, t 171. Si una recta RR'; (fig. 169) divide en partes pro
p07'cionales, á los lados 110 p:t.r'llelos QS, Q'S' de un tra
pecio QQ' s' sS' , dicha I'ecta RR' es paralela á las bases del
trapecio.

En efecto; puesto que RR' divide'en partes proporcionales.
las rectas Q~, Q'S', tendremos

QR

BS
Q'S'

R'S'

Pero segun el teol'ema él 69) si po'r R trazamos una para":'
Jela á las bases QQ' SS', esta paralela debe pasar por el
punto único de Q'S' que la divide en partes...,.cuya razon sea

igual á ~~, y como por hipótesis este punto es el punto

R', la paralela pasará por H. y R' luego RR' es paralela
lÍo las bases. O. C. E.,E.

S'- t COROLARIO, La recta RR' (fig. 170, bis) que une los pun
tos medios R, R' de los lados IZO paralelos QSy Q'S', del
trapecio QQ' S'S, es igual á la semisuma de sus bases.

En efecto; trazando por R la MM' paralela á Q'S', y pro
longando la QQ hasta que encuentre á la MM', se fOl'marán
los triángul08 RQM, y RSM', iguales por tener

lado QR = lado RS, por construccion. ,
ángulo MRQ = ángulo SRM', por opuestos por el vértice',
ángulo MQlt = ángulo RaM', por alternos internos.

La igualdad de estos triángulos nos dá,

MQ = SM'.

Además segun el teorema anteriol', ,RR' es paralela á. las
bases del trapecio: De todo esto se deduce

I

RR' = MQ' = MQ + QQ' y RR' = M'S' = SS' - SM'

ó RR' = MQ +'QQ', 'y RR' = SS' - SM'



RR' + RR' = MQ + QQ' + SS - SM' = QQ' + SS',

QQ' + SS'
ó2RR··=QQ'+.SS·, óporfin RR'= 2'

C. O. E. E.
172. Puesto que un tl'iángulo ABO (fig. 171) puede con

siderarse como un trapecio. en que una de las basés es AO,
y la otra se ha reducÍllo á cero, pueden desde luego estable
cerse los dos siguientes teoremas.

I
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Sumando ordenadamente estas igualdades, será

97

TEOREMA XCIII

Toda paralela lv1N. á uno de los lados AO del tr..iángu.
lo ABe; (fig. 171). que corta á los otros dos, ABy Be, di
vide á éstos, en partes proporcionales.

Es decir 1 qne

BM BN
(1)-- --

MA NO

de esta proporcion se deducen (Alg. 56).

BM+MA BN+NC BA Be
(2)-

1 ó BM --
BM . BN BN

Y
BM+MA BN+NC BA BO

(3)- ,ó MA --
MA . NO NC

TEOREMA X.CIV

~~ 1- Si una recta MN (fig. 171) divide en partes proporcio
nales. á los lados BA y BO del triángulo ABO, dt'cha
resta MN, es paralt!la al tercer lado AG. .

Este teorema es recíproco del anterior.
7

I
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TEOREMA XCV
I

'.

173.' La bisectriz de un qngulo 'interno ó externo de un tridngu
lo, divide al lado opuesto, en dos segmentos aditivos ó susfractivos,
proporcionales d los otros dos lados del tr.idngulo. _

Pl'imer caso: Sea ABC (lig. :L72) el triángulo, y BD la bisectriz del
ángulo interno ABC. Prolongando el lado AB hasta M, donde encuentra
á la CM paralela á la bisectríz BD, tendremos en el triángulo AMC (172)

, DA . BÁ
OC = BM;

pero como e~ el triángulo MBC, por ~er el' ángulo

BCM = CBD, y el BMC = ABO; Y el:CBD = ABO
I '

será BCM = BMC, luego BM = BC.

Sustituyendo en 'la anterior proporcion, BM por BC, será,

DA BA-nc'= BC(l)

Luego la bjsectriz BD, divide 'allado opuesto AC, en dos segmentos
aditivos DA y OC proporcionales á los lados BA, Be. _

Segund9 caso: Trazarido la bisectriz BO' dei ángulo externo CBM,
prolongándola hasta que -encuentre la prolongacion del lado AC en O',
y trazando la NC paralela á la bisectriz BD', en el triángulo ABO', ten-
dremos l'

BA
NB-

,)

D'A

D'C

Pero en el triángulo NBC se: tiene

ángulo BNe = ángulo MEO'
ángulo BCN = ángulo CBD'.

Siendo los segundos miembros iguales, lo serán los primeros, y por
consiguiente NB .....:. BC. _ "

Sustituyen~o NB por BC en laproporcion anterior, será

D'A BA
n-;c. -= Be (2)

Luego la bisectriz BD', divide alIado AC, en dos segmentos sustrac-
tivos D'A y D'C propo,rcionales á los lados BA y BC.' C" C. E. E. - _

ESCOLlO. De las proporciones (1) y \2) se deduce lf siguiente:

DA _ D'A '
-- --

OC D'C



.ti.
Segun esta proporcion, los puntos D y D' dividen la distancia '1\;:, en

dos segmentos aditivos DA y DC, proporcionales á los dos segmentos
~ustractivos D'A, y D'C. . .

Los puntos D y D', dividen armónicamente la recta AC, ó tambien
.D y D' son puntos conjugados armónicos, con respecto á la recta AC.

CAPÍTULO II

DE LA SEMEJANZA DE LOS- TRIÁNGULOS'

( -ePI ó7
174. Dos triángulos ABO, A'B'C' (lig.· 173) que. tienen (N, d\

sus ángulos 'respectivamente iguales (A=A', B=B', C:=O')
. (AB BC AC)

Y sus lados proporCIOnales - ---
A'B' B'O' A'C'

son semejantes.' ,
Obsérvese que los dos lados de cada razon, se oponen á

:ángulos respectivamente iguales de los triángulos.
Lós ángulos igudes A y A', By B', e yU'. son ,ángulos

homólogos, y los lados AB y A'B', Y BO y 'íl'O', AO y A'O"
opuestos á ángulos respectivamente iguales, son lados homó
logos. La razon de. dos lados homólogos, es la razon de la se-
'mejanza de los triángulos. .

TEOREMA XCVI

175.. Si se traza una paralela MN (fig. 174) á uno de los
wdos AC de' un triángulo ABe, que corte á lo.~_otros dos lados,
-el triángulo parcial que resulta MNB, es semejante al total
ABe.

En efecto; los tl'iángulos ABO y MBN. tienen el ángulo B
~omun, y por ser paralela MN á AO (46)

ángulo BAO = ángulo BMN
ángulo BOA = ángulo BN M.

Es decir que tienen sus ángulos. respectivamente iguales.
Además,,(Teorem.a XCIlI,-propol'cion (2)

BA-·· BO
BM - BN (1)



100 GEOMETRíA

Será

Trazando ahora la MP paralela á BC, tendremos (Teore
ma XCIII, pl'oporcion (3)

BA AO
MB = PO

pero como pe = MN (48)'.

. BA AO
. MB = MN(2)

De las proporciones (1) Y(2) se deduce

~-~-~3)
BM - BN -MN (

Es decir, que dichos triángulos tienen tambien sus lados
proporcionales.

Luego el triángulo parcial BMN y el total ABC son seme
jantes. C. C. E. E.

TEOREMA XCVII

176.' Si dos triángulos ABO y A'B'O', (fig. 175) tienen dos
ángulos irespectivámente iguaJes (B ='B'"A = A 'J; dichos
triángulos son semejantes. .

En efecto; tomando en BA una parte BM igual á 'B'A', Y
trazando por M la NM paralela á AC, el triángulo parcial
BMN, es semE'jante al total BAC.

Pero los tdángu!os BMN y B'A'C' tienen:

ángulo B = ángulo B' por hipótesis
lado BM = lado B'A' por construccioll

y ángulo' BMN = ángulo B'A'C', \

por ser ambos iguales al ángulo A, el BMN por correspon
diente. y el B'A'CJ, por hipótesis.

De donde los t1'Íángulos B' A'C' y BMN, son iguales; y
como éste es semejante al BAO, B'A'C', tambien lo será.
C. C. E. E.
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Además por hipótesis tenemos

177. Si dos triánqu,los ABC y A'B' O' (fig. 175) tienen un
ángulo igual (B = B'), Y proporcionales los dos lados que lo

forman (:~, = :~,); dichos t1'iáng~los son semejantes.

En efecto; tomando en BA ona pal:te BM igual á' B' A'. y
-trazando la MN paralela á Al', el triángulo parcial BMN.
será semejante al total BAC, de donde se deduce que,

AB' Be
BM = BN (1).,

BO
- ---(2)
::- B'Ú' '

GEOMETRíA

AB
A'B'

y por construccion BM = A'R'.
Las proporciones (1) y (2) tienen pues, los tres primeros

términos igualt's, por lo que el cuarto tambien l? será; es
decir HN = B'C'. '

Ahora los triáÍlgulo~ BMN y B'A'C' tienen

ángulo B = ángulo 8'~ por ,hipótesis
lado BM = lado BIA'. por construccion

y lado BN = lado B'C', porque se acaba. de dtlmos
traro Los triángulos S'kO' y SI;JN son pues iguales, y éste
es sem..jante al ABe; lu ..go los triángulos BAe y B'A'C',
son semejantes. C. c'. E. E,

TEOREMA.IC

17'8.. Si dos triángulos ABe,.y A'B'C' (fig. 175), tiener,t
. (BA Be·

sus tre.'! lados res'l1ectivamenteproporcicnales -- = -B ~
:r B'A' '(J'

AC) d' l ., 1 .A'C' ,.~c,ws tr~angu os son semejantes.
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En efecto; tomando en AB una pat'te BM igual á B'A'. Y
trazando la MN pat'alela á AC, el triángulo parcial BMN.
será seml-'jll.llte al total ABO.

De donde se deduce que

DA SC
Ma-=B"N-

Por hipótesis tenemos

AC
MN

(1).

BA BO
B'A' B'O'

Comparando las proporciones

BA BO BA
BM = BN' ,y B'A'

sO(

= B'e"
se vé que tienen i~uales los tres primeros términos, lueg()

-
BN = B'O'.

Comparando tambien las propol'ciones

BA
BM

Ae BA
= MN Y B'A'

. AC

A'C'

pupsto que tienen tam.bien iguales los tl'es primeros términos
será

MN =A'O'

Ahora los triángulos BMN y ~'B'C(; tienen

BM = s'A' por construccion
BN = S'C(por haberlo demostrado¡

y NN = A'C', tambien por haberlo demostl'ado¡

lopgo los triángulos A'B'C' y BMN son igullles; pero éste es
sem..jante al ABe..:. lupgo el A'B'C'tan.bi.. II lo sl-'rá. C. C. E E.

179. SPguII lo establecido (174) dos triángulos que tienen
sus állgulos rt'spectivamente iguales, y sus lados proporcio-
nales son semtjantes. .
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Pero si examinamos los tt'oremas XCVII, XCVIII Y IC,
vemos, que basta supont't; dos di:' las alltel'iores condiciones
para que forzosamellte Se verifiquen las demá~, es decir, para
que los triángulos St'all selllt'janlf's.

[(stas distilltas cOlldjciolles f;1,(,ficientes para que dos trián
gulos sean sem...jllllt.es. dt'terlllínan los casos generales de se
mejanza de triángulos que son tres, y pueden enuncil.l.rse de
aCUt'rdo c~n los allt.eríort's t ...ol'emas, dICIendo:

Dos triángulos bon semejrlntf.s:
l.o Cuando tienen dols ángulos respectívame.nte iguales.
2.° Cuando tienen un ángulo igual, y proporcionales los

dos lados que lo forman .
. 3° Cuando tienen los 'tres lados respectivamente propor-

cionq1es, .
Conviene ob¡:;el'val' que las condiciones para la semejanza

de dos triállguJos !l01l dos, y para la igualdad son tres, y que
la igualdad de triángulos, toS un caso particular de semejanza
en que la razon -de los lados homólogos toS uno,

- COROLARIO 1.° Dos táángulos rectángulos que tienen un
.ángulo agudo del uno igual á un ángulo agudo del otr(J, son
semPj'rlntes.

CIJ~OLARIO 2.° Dos triángulos rectángulos, que tienen la
.hipotenusa y un careto proporciona.les, son semejantes.

COROLAHIIl 3 o Dos tnángulos que tienen sus lados respec
tivamente pf},ralelo.'1 Ó perpendiculares, son semejantes.

En t'fl'cto; llamemos A, R, C, á los t.reS ángulos de uno de (PA~2kN:.5.
los tl'iá,ltgulfls, y ,\', n' C' á los del otro, y supongamos que
los lados per Jellllwulares Ó ¡IIU alt'los, st'!\n. re!lpt'ctivlI.mt'nte
los del ángulo A á 108 dt'1 A'; los del ángulo B á los del E', Y
los del állgulo C á los dt'l, C',

'Si sllpollemos que los trt'S ángulos A, B, C, son respecti
vamente suplementarios á los A', B' C', será.

.A + A' = 2 rectos
B +'B' = 2 rectos
e + c' = 2 rec~os

lo que es imposible porque la .suma de los seis ángulos de los
dos triángulos, valdl'ia seis rectus.
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Si· suponemos los ángulos A y A' iguales, y los B B' Y
O' C' suplementarios, será

. A = A"
B + B' = 2 rectos
e --¡- C" = 2 rectos,

10 qUA es impo~ibJé. porque la suma de los seis ángulos de
los dos tJ'iángulos valdria más de cuatro rectos.

Solo es pues posible

A = A'
B=8'

luego los triángulos gerán sewt>jantes. C. C. E. E.

180. CONSECUENCIAS MAS IMPORTAN'IES DE LA SEMEJANZA
DE TRIÁNGULOS.

TEOREMA e

En lo~ triángulos semf'jnntes ABO, A'B' O' (figuras 176 y
177) en que se toman por b,tIi(:¡; los lados homóln!l(Js AO'!I ..4.' O',
éstas son proporcionales tÍ las alturas FD '!I }JD'.

En t'ft'cto; de la. sewt'jallza de los triángulo::! BAC y B'A'O',
se deduce

AC

A'C'

AB
- A'B'

(1 ),

y de la semejanza de los triángulos rectángulos BAD, B'A'D'.

BD
B'D'

AB
A'B'

(2)

Pero como estas dos proposiciones tienen una razon co
mun, tendremos

AC RD

A'C' - B'D"
C. C. E. E.



181. Si desde un punto A (fig. 0178) parten las rectas AB,
.AG, AD, A E, AF, que cortan á dos paralelas BF, Il'F', las
partes de éstas intercept.adas por las rectas que parten de A,
son proporcionales.

En eft'cto; de la semt'j<tnza de los triángulos ABO y 0\ B'C',
ACD y AC'D', ADIDy AD'E', AEF Y AE'F', se deduce la
siguiente serie de razones iguales.

GEOMETRíA l'. =

Be AC CO AO DE AE oRF

B'O' = A'C' = C'O' = A'D' = O"E' = A'E' = E'F'

Y de estas

BO CO
~--

B'U' . C'D'

DID EF
--=--,0. C.E. E.
U'I!'.' E'F'

1,82. P,'oyeccion de un punto A, (fig. 179) sobre una ,'ec
ta M ,es el pie A' de la perpendicular AA', bajada. desde
el punto A á la recta ,MN.

ProYt'ccion de una ,'pcta limitada. DE, sobre otra MN, es
la parte D' E' de la M N, cOlllprendida entl'e las proyeccione s
de los extremos de la recta DE.

TEOREMA Gil

183. Si desde el vértice A del án,qulo recto de un triángulo
rectángulo (fig. 180) se bojl" una perpendicular AD á la hipo
tenusa Be, se verifica,

1.° Que la perpendicular A D, es media proporcional entre
los segmentos BD y De de la hipotenusa.

2.o Que cada cateto es medio proporcional, entre la hipote-
nusa y e.l segmento correspondiente. .

3.o Que los cuadrados de los caletos, son proporcionales á
los segmentos correspondientes de la hipotenusa.

4 o Qup el cuadrado de la hipotenusa, es igual á la suma
de los cuadrados de los catetos.



1.o Los triángulos parciales ADR. ADJ, son rpctánKu
los y sem..jantt's entre sí, pOI' tt'npr sus lacios respectivamen
te perpenlliculares. Compal'ando lados homoLógos, podremos
formar la propol'cion

que df'mueslra el primel' teoreJII8 .
2.° El triángulo IJarcial S Des rf'ctángulo y tiene el án

gulo IIguoo B comuo coo el total; luego e:.tos dos triángulos
son 8elll~jante8.

Talllbien el parcial ADC tiene 1'1 ángulo agudo O comun
con el total, lUt'go tllDlbien estos triáugulos son sempjantes.
Tenemos pues, que los triángulos parciales ABD y ADe son'
senil-jilotes al tOlal.

De la semejanza del triángulo total y del parcial ADB, se
deduce,

Be AB
AB = SO (1),

Y de la semejanza del total y del parcial ADO resulta

HC _ AO (2
AC - De \)

Estas proporciones rlt'tnupstl'an pI sl'gundo teorema.
3 o De llis proporciones {I) Y(2) se deduce

1
-2

)
BA = BO X BD.

(3 -2

AC = BC X DC.

y dividiendo ordenadamente estas dos igualdades será

-2

AC

BO'X SD

BO X De

y simplificando la segunda razon, tendl'emos



-2 -2 -2
Ó Be = AB + AC (4),
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-2
AO

DC
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-2

AB = Be . BD
-2 ~

AO = BO. De'
-2
BC = Be . Be se deduce

BD
- -D' Ó

~J-2
AO

que demuestran el ~ercer teorema.
4.° Sumando ordenadamente las igullldades (3) resulta.

que demuestra el cuarto tporpmll, conocido en la ciencia con
el nombre de TEOKEMA DE PITÁGORAS.

COROLARIO f: De las igualdades (3)

y la
-2 -2 -2

AB AU Re
-:::---- - ---- -- ------'--
Be . BD Be . Qe BC . BO

y dividiendo los denominadores de estas tres fracciones por
BU, será

-2

AA---BU

lo que traducido alle.nguaje v,ulgar expresa, que

Los cuad"ados de los tres lados de un triángulo rectángulo
BA. n, son P"opQ1'cionales á lus proyecciones de dichos ladcs
sobre la h'p()tenusa B (J. .

COROLARIO 2.° Conocido el valor numérico de dos lados
de un triángulo rectángulo, puede determinlll'se el valor del

-2 -2 -2
tercer lado; pues de' la fórmula (4) BU = AB + AO se de
duce
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BC =VAB
2 + Aü2

AB= VB02
_ ¡a2

C l / -2 -2
A =V BC - AB

COROLARIO 3.° Si rlesde el punto A (fig. 181) de la cir
cunfel't'lIcia 0, se trazan las cuerdas Ae y ARque pasan por
los extremos del diámetro Be, se for'mluá el triállgulo rec
tángulo B :\C¡ y si llhora trllzllmos desde el vértice A la per
pendicular AD al diámetro BC, como la hipotenusa Be
de este triángulo f'S un diámetro, y los catetos AH y AC son
cuerdlls, podl'emos establect'Í'.

l.' Que si desde un punto A de una circunfer'encia se tÍl'a,
una pel'pendicular á un diámetro BO, la pt-~rpendicular es
media proporcional entre los segmentos BO y BO del diá
metro.

2.° Que si desde el extremo B de un diámetro Be, se tra
za una cuerda BA, ésta eH lDt'did. proporcional entre el diá·
metro BC, y la proyeccion BO, de la cuerda sobre el diá
metro.

3.° Que si df'sde un punto A de una circllnfel'encia se
tl'aZ¡¡¡n 1M. cuerdas AB, AO á los extremos de un diámt'tro
BC,~errlasson PI'0pol'cionales á sus proyecciones BD
y DC sobre el diámetro.

COROLARIO 4.° Puesto que !lpgun se desprende del CÓI'O

lario 1.0 en el triángulo AcB (fig. 18~) se tiene
- 2 -2 -2
AO Be AB=--' = ..._-j
AM MB AB

tendremos tambien
--2 -2 -2. -2
A~ AB AD AB

AP =AB Y AN = AH
Y por consiguiente

-2 -2 -2
A~ AD AC
--=---=--
AP AM AM

I .



Pero en el tl'iángulo rectángulo BAO, tendremos

lo que traducido al lenguaje vulgar significa, que si por el
extremo A de un diámetro se tiran varias cuel'das AD. AE,
A'C. los cuadros de estas cuerdas. son -proporcionales á sus
proyecciones sobre el diámetro AB. '

184. En un triángulo cualquiera ABe (fig. 183), el cua
drado de un lado BC, opuesto á un ángulo agudo A, es 'igual
á la suma de los cuadrados de ,los otros dos lados, menos el du
plo de uno de éstos por la proyeccion del otro sobre éste.

En efecto; blljando la perpendicular BO, en el triángulo
rectángulo BDC, se verificará que .

]09GEOMETRíA

TEOREMA GIII

-2 -2 -2

BO = AB -:. AD (b)

DC = AC - AD,

--2 -2,-2

BC = BD + OC (a)

Además,

-2 ( )2 -2 -2
Y DO , AC - AD = AC - 2 AO . AD .:F-k'[)', Ce) ....

-2 -2
sustituyendo ahora en la igualdad (a) los valores de BD y OC ;
(a) y (b), tendremos

-2 -2 -2 -2 -2

BC = AB - AD + AC - 2 AC . AD + AD'

y simplificando" será
-2 -2 -2

BC = AB + AC - 2 AC . 'AO. C. C,' E,. E.

TEOREMA GIV

185. En un triángulo obtusángulo ABe (fig. 184) e.l cua
drado del lado BC opuesto al ángulo obtuso A, es igual á la--
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'1 ...

'suma de los cuadrados de los airas dos lados, mas el duplo de
uno de éstos, por la proyeccion del otro sobre éste.

En efecto; bajando la altul'll. BD, en el triángulo rectángulo
BDC, se verificará que

-2 -'2 -2

. ' BC = BU + DC (n); ,

pero en el triángulo rectángulo BOA, tendl'emos

-2 -2 -2

BD = AH - AO (m).

Además DC = AC + AD

y DC
2

= (AC +ADt =,'AC
2 + ~ AC . AD + AD (v)

'Hustituyendo ahora en la igualdaa (n) los valores de
-2 -2

BD Y DO (m) y (p), tendremos

-2 ~ -2 -2 ~

Be = AS - AD + AC + 2 AC . AD + AD

y simplificando será

-2 -2 -2

BC = AB + AC + 2 AC . AD.. C. C. E. E.

COROLARIO. Del teúrema de' Pitágoras y los dos anterio
res se deduce, que en un triángulo,

El cuadrado de un lado opuesto á un ángulo recto ES IGUAL

á la suma de los cuadrados de los otros dosj el cuadrado del
lado opuesto á un ángulo agudo, es MENOR que la suma de lOE:
cuadrados de los otros dos. y el c1.tadrado de un l.ado opuesto á
un ángulo obtuso, esj MAYOR que la suma de los cuadrados de
los otros dos, y recíprocamente.

TEOREMA CV

186. Si desde un punto M (fig. 185) situado dent1'0 de un
círculo. se trazan dos cuerdas AB y DOj las p(~rtes en que M
divide á cada cuerda, son recíprocamen~ proporcionales.



En efecto; trazando las DA y BC, resultan los t'riángulos
MDA YMBC, que son 'semejantes pot tener

ángulo A' = ángulo e
y ángulo D = ángulo B

por inscriptos que compl'enden el mismo arco.
Comparando lades homólogos, es decir', lados opuestos á

'ángulos respectivamente iguales, tendremos

,/
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MI\.

MC
MD

MB
(a) C. C. E. E.

. TEOREMA CV-I

.187. Si desde un punto M (fi~. 1R6) situado fuera de un
.circulo. se trazan las secantes MA, Me, que terminan en los
$egundos.puntos de interseccionj estas secantes son inversamen
te proporcionales á sus segmentos externo$,

En efecto; trazando la. DA y BC, resultan dos triángulos
MDA y MBC, que son semejantes por tener

ángulQ M comun
ángulo A = ángulo C

por inscriptos que abraza.n el mismo al'co'.
Comparando lados homólogos, tendremos

MA MD .
MC = MB (b) C. C. E. E.

COROLARIO. Estos dOR últimos teoremas, están compren-
didos en el siguiente .

Si desde un punto M.(fig.aB 185 y186) setrasansecantes tÍ
un círculo, los productos de las distancias de M tÍ los puntos

, de interseccion con. la circunferencia en cada secante, son
iguales.

Es decir, que

MA • MB = Me . MD.
, I
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COROLARIO, Si imaginamos que la secante MO, (fig. 186)
gira al redt'dor del punto fijo M, apal'tándose de MA. los
puntos D y C de intel'seccioll. se van aproximando, hasta
que se confunden en E; y como el teorema anterior es inde
pendi€nte del valor de la cuerda OC. sel'á vel'dadel'o aunque
esta cuel'da sea cero, y MD se convierta en ME. Podremos
pues sustituir en la proporcion (b) MD Y Me por ME y re
8ultal'á

MA
ME

ME
-

MB

Esta proporcion puede tambien deducirse de la semejanza
de los triángulos MAE y MBE,

Luego,
Si de.~de un púnto fuera de la circunferencia se trazan una

tangente yun(L secante que termine en el segundo punto de
interseccion, la tangente es media proporcional entre la secante
y el segmento externo.

CAPíTULO III

DE LA SEMEJANZA DE LOS POLíGONOS

188. Se dice que dos polígonos ABCD1!j, A'B'C'D'E' (fi
gura 187) son 8EMEJANTES c1wndo, tienen los ángulos respecti
va y ordenadamente iguales (A = A', B = B', c.= C',
D = D', E = E) Y los lados adyacentes á estos ángulos iqua-

(
AB BU De

les, respectivamente proporcionales A B = -C = D C" .no' . ,
DE AE)

= D'E' = A'E'
Los éingulos A y A', By B' . . respectivamente igua-

les, y colocados en el mismo órden, son ángulos homólogos,
los vértices de los ángulos homólogos son vértices homólogos,
y los lados AB y A'B', BC y B'C' ... ,ad;yacentes á estos
ángulos iguales, que unen vértices homólogos, son lados ho
mólogos.



TEOREMA CVII

Razon de semejanza de dos polígonos semejantes, es la
-' AB

razon de dos lados homólogos --'
A'B'

189. Del mismo modo que en la foIemejanza de triángulos
(17!1); en los polígonos, basta. suponer algunas ne las condi
ciones establecirlas en el pálTafo antet'Íor, para que forzosa.":
mente se vel'Ífiquen los demás.

Estas distintas condiciones suficientes, para que dos polígo
nos sean seml:'jantes, determinan los casos de semejanza, de
polígonos. El exámen de estos casos de semejanza, ofrece
aquí poco interés, por lo que nos limitamos á considerar solo
el siguiente

, I
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Dos polígonos ABeDE, A'B' C'DI E', (fig. 188) compuestos
del mismo número de triángulos ABe, GAD, DAE Y A'B'O',
C'A'V', D'A'E', respectivamente semejantes y semeiantemente
dispuestos, son semejantes.

En efecto; de la semejanza de los triángulos de dichos po-
lígonos se deduce, .

ángulo ABO = ángulo A'WO'

por ser ángulos homólogos de triángulos semejantes;

ángnlo BCD ' ángulo B'C'D'

por componerse cada uno, de dos ángulos homólogos de trián·
gulos respectivamente semejantes. Lo mismo' puede decirse
respecto de los demás ángulos de los polígonos.

Estos tienen .pues sus ángulos, ordenada y respectiva-
mente iguales. .

Además, de l~ semejanza de los triángulos Si deduce
tambien;

AB

A'B'

AO

A'O'

BO AC

B'O'
- ,

A'C'

CD AD

CID' -
A'D'

8
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AD
A'D'
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DE

D'K'

A-E

Observemos que en estas tres series de razones, la última. .
r.azon de cada una, es la pl'imera de la siguiente; de modo que
todas estas ¡'azones son iguales, podl'emos pues, suprimiendo

. las razones de las diagonales establecer la siguiente ser~e:

AB
A'B'

BC

B'C'

OD . DE AE
C'D' = -DE' ~ AE' (a)

Los polígonos tienen pues tambien sus lados respectiva
y ordenadamente proporcionales; luego son semejantes.
C. O. E. E. I

TEOREMA CVIII

190. Si dos polígonos' ABCD.E, A'B'O'D'E' (fig. 188)
son semejantes, pueden descomponer5e en el mismo número de
triángulos semejantes, y .semeJantemente di9puestos.

En efecto; descomponiimdo .dichos polígonos en triángulos
por medio. de rliagonales trazadas desde: dos vértices homó
10gos A y A', tendremos que los triángulos ABO y A'B'O',
son semejant~s; puesto 'que tienen (179, 2.")

ángulo ABC = ángulo A'B'e'l ' -
AB Be por la semejanza de los

Y = polígonos,
A"B . B'C'

,Los triángulos AOD y ~'C'D; tambien son semejantes,
puesto que tienen

ángulo ACO = ángulo A'.0'D'

porque

ángulo ÁCO = ángulo. Be D - ángulo BOA' Y
ángulo A'O'D' = ángulo B'C'D' - ángulo B'C'A'

y siendo iguales los segundos miembros, tambien lo serán los
primeros.
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~-- =--
A'O' CID'

~uesto que de la semejanza. de los triángulos ABe y A'B'O'
se ded uce .

115

AC eo
A'C' = C'D'
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Adeniás

191. Los perímetros de dos palígonos semejantes
ABCDT?, A'B'C'D'E' (fig, 1~8) son proporcionales á los
lados homó/ogos.

En efecto; puesto que dichos polígonos son semejantes,
tendremos

AB BO eD DE EA
A'B' = B'O' , =~ = O'E' - E'A'

Y por Gonsiguiente (Algebra 62)

AH + Br; + 00 + DE + EA = ~ O.a.E.E.
A'B'+ B'O' +O'D' + D'E' + E'A' A'B'

COROLARIO. 1ambien los perímetros de dos polígonos
-semejmztes. son prop01-ciona/es á dos diagonales homólo
,gas. porqüe éstas /0 son á dos lados homólogos.

Lu~go segun el segundo caso, (179) dichos triángulos son
-semejantes. Del mismo modo se demostraria la semejanza de
~os demás triángulos.

Luego el teorema es verdadero.

'B'C' C'D'

y de estas d08 proporciones resulta
I '

AO OD

BO AC

B·q A'C'
y de la, semejanza de los polígonos

BO 00
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CAPÍTULO IV

PROBLEMAS

PROBLEMA XX VIII

192. Dividir una recta en ltll. mtmero cualquiera de-
partes iguales. .

PltIM(j;RA CONSTRUCCION. Propongámanos dividil' la recta.
AB (fig. 189) en cinca partes iguales. ~ara conseguido. bas
tal'á trazar por nno de los extremos A, de dicha recta AB, la.
inilefinida AC, tomar desde Aen la. AO con una abertul'a de
compás arbitraria cinco partes iguale's; unir el extremo j dé' la
última division con el.extremo B de la recta dadayor mE'dio
de la f B, Y trazar ahol'a por los puntos e, d, C, b, paralelas
á f B que corten á la AB; con Jo que ésta quedará dividida

(en cHIco partes iguales. (168) ,
SEGUNDA CONSTRUCCION. Para dividir la recta AB (figura..

190) en cinro pal'tes iguales, se trazan desde los e~tremos,

A y B de la recta dada, las indefinidas ;1\ D Y BO, paralelas.
\ entre sí y dirigidas en sentido contl·ario. Oon una abertur~

cualquiera de compás, se toman cinco partes iguales en cada
un;l. de las rectas AD y BO, empezando respectivamente por'
A y B, Ae une un extremo A de la recta dada, con el extre-,
1110 A' de la última pa'rte tomada sobre una de las paralelas
BO, se unen ahora con· rectas los puntos a y a', b y b', e yr
e' . ...•. y la AB quedará dividida por estas rectas en cinco
partes iguales.

En efecto, las figuras AA'aa', aa'b'b ..... son paraleló-,
Igramos; de .modo que las rectas AA', aa', bb', cc', dd' SOI1

'paralelas; luego (168) dividirán á la AB en partes iguales.'
TERCERA CONSTRUCCION. Pará dividir la recta AB (figu

ra 191) en siete partes iguales, se toman sohre la indefinida
MN, con una abertura arbitraria de compás, siete partes.
iguales. Sobre QP se construye el triángulo ,equilátero QOP,.
se une O con los puntos de ,division de la QP, se toman so-o
bre OQ y OP las partes OA' y 08', iguales á la recta dad&.,
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AB. se traz!i la A' H', Yésta, que será igual á la A B, quedará
-divillida en siete pa.rtes iguales.

En efecto; A'B' les paralHl1I fÍ.MN (172), por lo que el trián·
:gulo OA 'B' semejante al OPQ. será como este equilátero. y
1101' consiguiente -\ 'B' = ().l.' = AB. Además las rectas q,ue
pal'ten de O. dividirán á la8 QP y A'B' en pal'tes prupur
~ionliles ( 181); luego la A' U' ha quedado dividida en siete
partes iguales.

193. Dividir una rec!.:l eIt pa1'les proporcionales á
~lras rectas dadas.

Pl'opon~ál/lonos dividir la recta AB (fig. 192) en tres
q¡artes proporcionales, á la8 n"ctas P, N, M.

Para conseguirlo, se tl'aZit por uno de los extremos A de
la. rt'cta dada, la indl'fini<ia A C. Se toman sobre ésta, empe
:zanl!o rlf"sde A, las distancia8 ·\P', P'N' Y N'M', respl"ctiva·
'IDl'lIte ignll.\t's á las rectas rlarlas P, N. M. Se unen con una
rec! 11. InI', el ex tremo B dI' Ia recta dada con el t'xtn'mo M'
'~e la última distancia tomada en la AC; se trazan pOI' los'
puntos N' y p. las llaralellls á HM', N'R, Y P'Q, Y ten,h'e
mos, q ne las partes AQ. QR Y RB en que ha q utldarlo rli vi
dida la AB,' son proporciunales á las rectas dadas puesto
-qUe (169, COl'. 2.°)

~Q_=_~= RB
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AP' P'N'

C. C. E. E.

PROBLEMA XXX

194. Hallar una cl{art:e proporcional á tres rectas
¿crd,1S. . .

PltIMERA CONSTRUCCION. Propongámonos hallar una cuar
ta pr0l'0l'cional á las tres rectas ~, N, P, (fig. 1.93), es decir
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hallar una recta x que forme con las tres dadas, la siguiente-
proporcion: "

1\1.

N

p

x

Para consE'guirlo, se traza. un ángulo cualquiera B\C~·

, Sobre uno de sus lados, y desoje el vértice, se toma una par-'
te A'M', igual á la recta dada M, á continuacion se toma.
otra par,te M'N' igual á N, subl'e el otro lado y desde el vér
tice se toma tambien lá parte r\ P', igual á la tercera. recta P.
Se une al extremo M' de la pdmera parte tomada, con el
extremo p' de la terce/'a, por medio de la recta M'P'. se tra
zan la N'x paralelá á M' P', y la P'x será la cuarta propor
cional pedida.

En efecto; sabemos (17.1) que

AM'

M'N'

AP'
=--,

P'X /

y sustituyeudo en esta proporcion las rectas dadas, será

M P
N =~

SEGUNDA CO~STRUCClON. Se toma desde el vértice, sobre
uno de los'lados AC del ángulo ABe (fig. 194), AM' igual á.
la primera recta M.. sobl'e el mismo lado, y desde A la parte
AN' igual á N, Y sobre AB. y dt'sqe A, la pa.rte AP' igual á
la tercera recta P. 8e une· M', t'xtremo de la primera con P"
extremo de la tercera. se trazil por N' extremo de la segun
da la N'x paralela á la 1\1' P', y Ax será la. cuarta proporcio
nal pedida; puesto que (172)

AM'
AN'

AP'
-

Ax
6

M

N
P

Ax

TERCERA CONSTRUCCION,. Se toma desde el punto A de la.
AC (fig. 195), una parte A M' igual á M, sobre la -misma una
parte AN' igual á N, desde M, y con una direccion cual-o
quiera que no se confunda con AC, s~ t.raza la M'P' igual á,
la tercera recta dada P. Se traza por A y p' la indefiuida
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p

N'x .

Halla?' llna media pr:op01'cional entre dos rectas

AB, Y por N' la paralela N'x á la ~'I'P'. La N'x será la cuar
ta proporcional buscada; PUtsto que (175)

AM' 'M'P' M
- 6

AN' N'x . N

PROBLEMA' XXXI•,
] 95. Hallar una tercera proporcional á dos rectas

dadas
h:s dE'ciJ' hallar una recta x tal, que con las dos dadas M y

N forme la siguiente proporcioll

M N
N x

Como se vé, este problema es el caso particular del ante
rior', en q:le N t'S t'1 término mt'dio de una proporcion conti
nUa. ~e resolverá pUtS, como el anterior.

,PROBLEMA XXXII

]96.
dadas.

PRIMERA CON~TRUCCION. Propollg~monos hallar una me
dia proporciollal entre las rectas M y N (fig. 196). Para con
sf'guirlo. so'bre la' !'f'cta inrietiniria A B, St' LOma Ulla part~ AC
igual á M, Y á continuación una parte eB igual á N. Sobre
la AB COf.lO diámt'tro se traza una semicircunferencia, SH le
vanta por e una perpendicular á la AB, prolonga'\a hasta
que encuentre la semicircullferf'IlCia, y esta pt'rpendicular Cx,
será la media proporcional, puesto que (l83, COI'. 3.° 1.0)

AC

xC
xC

- CB
6

M

xU

SEGUNDA CONSTRUCCION Sobre la recta indefinirla AM'
(fig, 197) se tOllla AM' igual á la recta mayor M. y .~N'

igual á la menor N. Sobre AM' COlno diámetr0, se traza ur¡a
semicircunferencia, se leyanta pOI' N' la perpendicular N'x á
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la AM' hasta quP. encuentre la semicir'cunferencia. se traza
la Ax, y. ésta será la. media proporcional pedida; pnesto
que (183, COI'. 3.° ~.o)

A\1'

Ax

Ax

AN'

Ax
N

PROBLEMA XXXIII

197. DiiJidzr una recta AB (fig. 198) en medra'y ex-
trema raron. (1) \ \

Para cOII:,;eglllrlo, por uno rlelos extremos B de la recta
darla, Se levanta Ulla perW'nrlit'ular' RO á di.clÍa recta AB, é

. igual á ~u mit'\d H>l.l:l~ndl) centro po 0, y con un radio BO,
setra7,auncirculo que será tangl:lnt~ á.laAB. ,se traza la
secante .-\ (:, que pa"et. por el otro t'xtremo A de la recta dada
y el c!'ntro d!'\ círculo, SI-' toma en la .\ n desrle i\, una parte
Ax ignal á AD, Y el punto x dividirá la recta dada. AH; en
meciia y t'xtrema razono .

En 'efecto; tenemos (187, COI'. 2°)
/

AC AB
--- --, AB

l
1\ D

de donde (Algebra 56, 2.'')

kC - AR AB- AD
AB - Ó

AU

AD Bx
-- -- ÓAB AD

.AH AD-- = -- 6 pOI' fin
AV.' Bx

AB Ax
Ax Bx .

(1) Dividir una recta en media y extrema razon, es dividirla en dos
segmentos tares, que el mayor 'sea m~dio proporcional entre el menor
y la recta completa.

/
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PROBLmu, .XXXIV

l2i

. I,t-

198 Construir un (ri~nguIO' sefn'e}Gl1te á otro da'do
AB r; (fig 199) . '

Sobre una rpcta;A'B' trá('!"~e laA'C', que forme. con la an
teriol'-un ángulo S'A'(:' ig-uitliil S.\C dd triángulo (lalio.
Poi' el otl'O extremo 13' se Il'liZil. la C'B;, .qUl" formé con la
A'S' un ángulo A'S'C' igual,¡ll AH!:, yel triállgulo A'B'e'

'será el busciido, pUllto qu~ ti ne los dos ángúlos A' y B' res
pectivamente iguales á Jos A y B. ', .

PROBLEMA XXXV ,

199.' COIlstruh' Ull pO/f({OIIO' semd.mte .á Otl'O d:zdo
-A BCDE.(fig. ~OO) sobre UlL1 rect:z d"ida A\E', tOJJZ.ida
como lado homólogo de! '-do AE del poliKOllo d.i.to.

Sobre la ,'eda diid-t :\ 'I<.l'" s~ f:on"ti'uyé UII tria,ngulo
A'~'lJ.(, semp}mte al AliJD ,\ ... 1 p'¡fgollo. d1j.do. So,bre A'D' :o;e
eOrlstruye el tl'iállgnlo A'IH:', :o;~III>-'i'lIltt'l al ,ADI) dd polí
150110' darlo; y sobre ve', ""'-C~lIlstl·uye.el triállgulo A'e'B',
seml"j;lIlte al~ AeB dH~polÚ{f1I\" '\;¡f\ll. '8egun estii COIl,truc
cion IO,s'polfgonos, A¡ B'C'U' 8' .y AHe 1) H;, están COIII pll>-'stoS
delmislllO' 11 (1111 e1'0 de tl'¡anglllq, selnej;rntes y/sHIIIPjantl"lOt-In-

, te rti"puestos: iuego'(LX9) d vll'e'O', esséml-'j~lIte al tlarlO.
. ESCOLIO. Si se qlli~l'e COII~l.nlil' un poligollO sellJ"jil.llt~ á

<>tl'O dado ABC[)~, y CUYiL eaZOIl de senifjiilíza sea. la. razon
m,,· . .

de dos rectas -- se buscará pl'imerame:Jte un lario' A' B'
In" , . -

homólogo de otro i\'B riel poíf~'()no dado. Esto se COI)st'g"nirá
hallandó un'a cuarta" propor(,~olla.l 'á l~s rectas m; ny A,B,
puesto que el proble~¡j. eXJge que

, .. ~ .

-m ,AS

n, =" A'W'

Hallll.do AtB" se emplea.la construccion anterior.
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·CAPíTULO V

DE LOS POLÍGONOS REGULARES

,

200. Un polf~ono l'stá in.~cripto·fJn ·un círculo. Ó un cír
cu.lo está circunscripto á un polígono. cuando todos los vérti
ces de éstp, están 1'11 la circunferencia.. Los lados del polí
gono, !1on cuerdas dt'l l'Írculo

H polígono ASeDE (fig. 20 1) está inscripto en' el círcu
lo O.

Un polígono está circunsc1·jpto á un círcnlo, 6 un círeulo
está inscripto eú un políg l )I\O, cua ndo todos los lados del po
lígono son tangl'ntes d... 1 círculo.

El polígono A.'B'C·D'B> t'stá circunscripto al circulo O.
Po/ígono re.quta1~, es 1'1 qne tiene t.odos sus lados y todos'

sus ángulos iguales. Polígono r~gula)' es pues un polígooo-_
equiáugulo y equilátero.

TEOREMA ex
201. Dos pO/~tr0llOS regulares del mismo núlnero de

lados, son semejantes.
En f'fl'cto; pUt'sto que ti ... npn el mismo númel'o de J,tdos

(154) 111. suma de todos los ál.gulos del ono, es igual á la suma
de .todos los ángulos d...1 otro; y como además constan dt'l
mismo número de ángulos igualt's (164, COI'. 1°), dicho:, polí
gonos st'rán pquiángulos. Además la razon entre un lado de
uno de los polígono~, y un lado del otro polígono es cons
tant... ; 'es dt'cil' que tienen los lados proporcionales. LUt'go son
sernt'jantes. (11'<1'<)

En gt'nel'al. línea qUt'brada Ó oligonal rf'gulay, es la que
tielJe todos los lados y todos los 'ngulos iguales.

TEORE A eXI

202. Si se divide una ~ltCLtI~fere11cia O (fig. 201) en
tres ó más partes iguales, 1/ por los puntos de ,division,



A, 'E, e, D se trara/? cuerdas, resulta un polígonO'
ABCD /I.'F regular inscripto

En f'fecto; este polígono tiene todos los lacios iguales,
(63, 1.°) Y t.o:Jos los ángulos iguales tambien, (HP); luego es
regular y los \'értic.es están en la circunferencia, luego es ins
cripto.

COROLARIO. PUf'sto que una circunferencia puede consi-·
derarse divirlida en un número cualquiel'll, de partes iguales ...
existen polígonos regulares de Hn número cualquiera de lados.
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TEOREMA CXII

203. /?i so! divide una cil'cullfel'encia O' (fig. 201) e/l'

tres ó más pal'tes iguales, y por los puntos de divlsiorr
M, N, P. Q se t1·ap.ll t.mgPl1tes, 1'esulta un polí-
gono regular circunscriplo A' B' C' ....

. En ..fecto; este polígono tie'ne todos los ángulos iguales
(A' = B·=C·=D· .... ) (94)

Ad"más. lo! triángulos SAo \i • .MB'N, NO'P .... tipnen
los lados SYI, MN, NP .. iguales (03. 1.0), é iguales tambiell'
los ángulos A'S\1 = A'MS = H'\IN = B'NM .... (91) ad
yacentes á estos lados; Iut'g" .\ icho~ triángulos son iguales
(l31, 2:) é isósceles, (119) Y por consiguiente tendremos ..

SAo = A'M = MB' . S'N = NO' = C,p = PD' ..... ,

de donde

A'B' = B'O' = r: D' = C'D' .....

De modo que son iguall's tambien los lados del polígono.
Si pUe!' t'l políg9no A'B·C·U· .... que result.a es t'quián

gulo y ..quilátero. es Ull polígono regular, y como sus lados:
son tangentes, es tambien cir<:ullscripto. C. O. K E.

TEOREMA CXIII /
204. Si el1 un polígono regular ABCIJEF (fig. 203}

se traran las bisectrices de los Ú1lffulos. y se levantCl1l per
pendiculal'es á los lados por sus puntos medios, todas las-
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.bisectrices y todas las perpeniiculares, cOlzcurren en un
mismo pUlllo O.

EII et....cto; trazando las bisectrices de dos ángulos cll ... les
~uiera cOlIseclltivos A y B, é:;tas se encontraráll' fOl'znSitmen
te en un punto O, Uniendo t'ste punto.O, con t'l vértice
~onSt'cutivo C. tendremos. dos tl'iángulos üAB y OBC, que
tienen, el lado OB comun,

lado AB = lado BO
y ~ngulo ABO = OBO,

,
por ser BO bisectriz (lel ángulo B E"tos dos triángulos son
pues iguales é isósct'les amuos. pues lo es el OAB.

Siendo el OBe isósutlies, será

ángulo OBe = ángulo OCB

.Y sienrlo OBl! mitad del B, sp?cí OCB mitad dl'l C.
LUt'go CO es 1" bisE:'ctl'iz dt'1 Illlgulo e, é igual á OB. Del

mismo modo, se demostraria. qn .... UD, OE, OF..... !Ion bi
-sectrices de los ángulos D, E, Ji'. , ... y que son igllal ...s.

Tudas las bisectri~es de 101l ál.gulos del polígOIlO n-guIar
ABeD ... , . concurren pu ..s á 1I11'mil:lmo punto U que equi
-dista de lus vél·tices de dicho 1'.. 1í~ono.

Ahora una perpendicular PO"I ... vanta~a en el punto llIt'dio
-de UII lado l'ultlqult'ra CD, palla pur todos los puntos t'quillis
tantt's de e y D, (24, COI'.); lu.,gu vasará por °que es UIIO de
-elloll. Lo lIIismo puede decirse dc llis demás pel'pendicu'lares ..
NO, MO. SO ...

Ad... llIás todos los tri~ngulos r'ectángulos AOM, ~lOB,

BON, ~OC. . . .. son igua I... ~; IUt'go tendrán iguales los
-catetos hOlllólogos OM, O~, OP, ....

'l'utlas IdS perpendiculares á lus ]¡lrlOS del polígono l't'gu lar
ABCD, , ... trazartas por !lU,; puutos medios. concurrell PUHS
á un mismo puntó O. que f'qul,lista Ob cticl.los lados. (j. C E. E.

200. El punto O, rtono~ COIII:UI'ran tortas las l>isectrice~ de
los án~ul()s rte un polí~ono rt'gulal', y todas las perpendicula
res l... vantadas en los puntos llIe,lios de sus ladus, se llama
centro del polígono,

El ct'ntro de un polígono regulilr equidista de sus vértices.
El centro de un polígono regular equidista. 'de sus lados.

•



Radio de un polígono regular, es la recta qu'e une el centro-
con ·uno de sus vértices. .

Apotema 'de.,un polígono regular, es la recta. que une el
.(:entro -con el punto medio de uno de sus lados.

O A, O B, OO. . . .. son radios del polígono

aM, ON, OP ..... son apotemas del poltgono

Una línea quebrada, cuyos lados y ángulos son iguales, es
una línea quebrada ·regular.

Dos ó más lados con·tiguos de un polígono regular, forman
una línea, quebrada reqular; . . '

.Así ABeDE (fig. 20B), es una línea quebrada regular.
206. COROLARIO: Todo polígono 1'egular, se puede ins

cribir en un círculo,f circu1lscr:ibir á otro.
En eft'eto; puesto que el punto 0, centro del poltgono re

g.ula¡· A Be D'..... equíd·ista de todos los yértices; si hacemos I
centro en Oy con. una abertu¡'a de compás OC igual al radio:
del polígono trazamos una circunfere:lcia, ésta pasará por
todos los vértices A, B, C. D ..... , y tendremos el polígono·
inscripto en ~l círculo.

Si hacemos ahora centro en O y con un radio igual á ON
apotema del polígono, trazamos una circunfel'encia, ésta pa
sará por los puntos M, N, P, Q... , y tendremos el polígono-
circunscripto al círculo. '

COROLA RfO: ¡jos perímetros de dos polígonos, regula
res del mismo nzímero de lados A/JODE. A'B'lJ'D'E' ..
(fig. :¿04). son proporcionales á sus radios f apotema.
-""'En efecto; los triángulos AüB. A'O'B', son tlemt'jantes,.

por tener
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ángulo OAB = O'A'B'
ángulo OBA = O'B'A

MO
- M'O' , (180)

AB

A:B'
(b)

QA
O'A'A'B'

(a)

de donde

AB.'

-Pero los polígonos son tambien semejantes y por serlo, sus
perímet¡'os serán proporci0!1ales á sus lados homólogos; es
decir (llamando P al perímetro. del primero, y P' al del se
gundo):

, / .



S pOI' tener las proporciones (a), (h), (e) la razon comun
AB

---, será
A'B'
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P AB

p' A'B'
(e)

p
p,

OA

OtA'

MO
M'O'

C. C. E. E.

207. Se llama línea convexa, .la que no puede sel' cOl'tada
iJor una recta; más que en dos puntos.

TEOREMA CXIV

Toda linea cerrada que envuelve á una convexa cel'rada, es mayor
,que ésta,

Es evidente, que bay infinitas líneas que encierran la porcion de
plano ABCDE (fig. 205). Nos proponemos demostrar· que la línea con-
-vexa ASCDE es la menor de todas. .

En efecto; sea MNOPQ, una cualquiera 'de éstas, diferente de la
.ABCDE, y por consiguiente que envuelve ésta.

Trazando la ST que no corte á la ABCDE, tendremos evidentemente

STOPQ < MNOPQ,

-y lo mismo se podrá decir de todas las demás que enéierran la super
ficie dicha, excepto de la ASCDE. Es decir, que ASCDE, es entre las in
-finitas que encierran la mencionada porcion de plano, la única que no
admite otra menor; luego ella es la menor; y por lo tanto toda línea
-cerrada que envuelve á la convexa ABCDE es mayor que ésta..

TEOREMA CXV

208. Si se dividen en dos partes iguales los arcos AB, Be, en,
.(fi,g. 206) COrl'espondientes á los lados de un poligona regulal' inscrip
to ABeD........, y se tl'azan las cuerdas de los arcos parciales que l'e
-sultan, se formará un nuevo poligono regular inscl'ipto de doble nú-
mero de lados que el antej·iol·. .

En efecto; siendo el polígono ASCO........ regular é inscripto, los ·arcos
AB, BC, CO serán iguales, y tambien lo serán los arcos AM, MB,
'EN, NC , mitades de los anteriores.
. Si trazamos las cuerdas de estos últimos, tendremos un polígono re

.gular inscripto (200), y de doble número de lados que el anterior, por
<cuanto la circunf~renciaha quedado dividida por los puntos A; M, B,

•
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209. Sí se dividen en dos partes iguales' los arcos !J1'N', N'S',
-S'P',..... (fig. 206) comprendidos po.r los ángulos de un polígono re-
,guIar. circunscripto A' B' C' D' , y por los puntos de division
,B", C", D", E"........ se trazan tangentes, se formará un nuevo polígo
no '1'egular, circunscripto'de doble número de 1t;t40s que el anterior.

En efecto; los arcos M'B", B"N', N'C", C"S'... :...., son todos iguales,
por ser mitades de arcos iguales; luego (201) las tangentes trazadas por
los puntos de division M', B", N', C". s':....... formarán un polígono re
_guIar. Además como cada arco M'N', N'S', S'P........ se ha dividido en
dos partes iguales, la cii'cunferencia ha quedado dividida en doble nú
mero de partes iguales, y el número de lados del nuevo polí.gonó, será
,doble que el número de lados del primitivo. "

COROLARIO. El perímetro del polígono A'B'C'D'........ circunscripto,
á una circunferencia O' es mayor que ésta, y mayor tambíen que el
perímetro del polígono circunscripto de doble número de lados.
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:N, C ;en doble número de partes iguales, que lo estaba por los
puntos A, B, C, D C. C. E. E. .

COROLAElIO 1.0 El peJI~ímetro de un polígono ABCn ínscrípto
r -en una circunferencia O, es menor q1te ésta. Y el perímetro de un po-

lígono inscripto ABCD es menor que el' perímetro del polígono ;-,
-inscripto AMBNC de doble número de lados que el anterior. (_ '-. O /

..,..; COROLARIO 2.° 'Si imaginamos una serie de polígonos 1-egulares
inscriptos en un círculo, construidos como se indica en el anterior
teorema; es decir tal.es, que cada uno tenga doble número de' lados
.que el anterior, obtendremos poligonos, cUYQs perímetros 'van cre
cienclo, y que ;son siempre menores que la círcunferencia~ Como 1 07
podr¡3mos prolongar la serie de estos polígonos indefinidam-ente, lle
garemos á divisiones de la circunferencia menores que cual(luier
cantidad dada y von mayor razon á poligoños, cuyos lados, sean
.tambien menores que cualquier cantidad dada. Cuando el número
de lados del polígono inscripto, sea infinito, se habrá confundido
-con la circunferencia.

COROLARIO 3.° Es' facil de descubrir, qul!i' la apotema OH (fig. 206),
,del polígono regular inscr.ipto ABCD, es menor que la apotem(l-
OK del polígono regular inscripto BNCS de doble númer.o de
lados qu"e el anterior, y que en todo polígono regúlar 'inscrípto, la
apotema es menor que el radio. De aquí se deduce, que los' apotemas
de los polígonos 1'egular ínscriptos, van creciendo á manera que se
duplica el nú¡nero de sus lados, y que cuando el número de éstos sea

·infinito; la .apotema Y. el radio son iguales.
Resulta pues que '
La círcunferencia es el límite de los perímetros de los polígonos

regulare¡¡ insc1-iptos, cuyo número de lados se vá duplicando indefi
-nidamente. .

La circunferencia se puede considerar como un 'polígono regular
,d!l infinito fi,úmero de lados.,
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TEOREMA CXVII

210. Si se dividen en dos pat·tes iguales los at"cos AB, BO, OD......
(fig. 202) cOt'respondientes á los lados de ~tn poligono l'egular inscrip
to ABeD......., y se trazan las tu'ngentes de los puntos de divisio1~

M, N, O, P........ se (ol'mará un poligono regular ci1'cunscripto
A'B:O'D'........ del mismo número de lados que el anterior. '

En efecto; siendo iguales los arcos AB, BC, rD........ tambien serán
iguales, arcos 111N, NO, OB.......; de modo que los puntos M, N, 0, P........
dividen en partes iguales la circunferencia 0, por consiguiente (201) las
tangentes trazadas por estos puntos, formarán un polígono regular cir
cunscripto. Además los puntQs M, N, 0, P......... dividen la circunferen
cia en el mismo número de partes iguales que los A, B, C, D.......; luego
el polígono circunscripto A'B'C'D'........ ~e compone del mismo número
de lados que el inscrip.to ABCD .........

COROLARIO 1.0 Los polígonos A;BOD y A'B'O'D', tienen sus la-
dos AB y A'B'; Ba y B'O'j OE y O·D' respectivamente pat"alelosj
puesto que BO y B'()' son perpendiculares á ON, Y lo mismo puede
decirse de los demás lados. .

COROLARIO 2.° Puesto que los tres puntos O, B, B' equidistan de
M y N, extremos de fa MN, los tres estarán situados en -la perpen
dicular que pasa por el. punto medio de la MNj es decir; que el cen
tro O y los dos vértices B y B' están en una misma recta. Lo mismo
puede decirse de los puntos'O, O, O'j ODD'........

TEOREMA CXVIII

-- 211. Dos circunferenez"as cualesquiera, son proporez"o-
na/es d sus radios respectivos. .

En efecto; llamando C y C' á dos circunferenciaos cuales
quiera y R, R', á sus l'a.dios respectiv.os .. tendremos (20'co
rolario) puesto qUe (208 COI'. 3.") toda circunferencia puede
considerarse como un polígono regular de infinito número de
lados.

e
R

C'
- R'

COROLARIO l.o De la anterior propol'cion se deduce

e C'
-

2R 2&'
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= 7f,

'Es dl'cir, que la ..azon ¡fe una cil'cunfel'encia y SIl diáme
tro. es la miillmll pbra tortas IliS circullft'rencias, pUeS O y C'
son dos eh cUllftH'~ncias cualesquiel'a, Podremos pues sentar
que '

La rarnn de la circunferencia al diámetro. es un 1tÚ
mero COIlSla71te,

Este número se representa por 7f, y es inconmensura
ble; (1)

e
,2R

Estudiaremos despues el' modo de calcularlo aproximada
mente,

COliviene conocer los signientes valores:

7f

1
-- 3'14159 2653~ .

-- 0'31830 98861 .

Log. 7f = 0'49714 98726 ... , , ..

COROLARIO 2.0 De la fórmula

e
Ca)

2R
= 7f,

se deduce C = 27fR. (b)

e
R =--. (e). 27f

La fórmula (b) expresa, que conocido el radio, se halla
la longitud de la circunferencia. multiplicando el doble de
la longitudYiel radio, por el núme7'o 7f

La fórmula Ce) expresa, que conocida la circunferen
cia, se halla la longitud del radio, multiplica1Zdo la mitad

1
de la longitud de la 'circunferencia. por el número 7f

COROLARIO 3.0 La fórmula

e = 2 7f R erepresa

(1) Segun demostró Lambert en 1761.
9



que l:t 100lgitud de tod.l h cirCltllfl"'ellcia (arco de 3600),
es igual par:l.U7¡ r:zdio R, á 2'1f H; de donde

longitud de la semicircunfe,·enci.:¡ (arco 180")' = '1f R Y

l
. '1fH

ongztud del arco 1.° = --
ItlO
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Si llamamos L á la longitud de un arco de n grados, ten
dremos

y

L=

n=

R-

'1f R n

180
lbO L
'1fR

1.80 L
'1fn

(p)

(q)

(r)

FÓr·mnlas con las que se calcula UIla. cualquiera. de las cau
tidades L, n, 1t, conociendo las otras dos .

TEOREMA CXIX

- 212. Dos arcos cOI'respondiellte-s á ángulos iguales.
(1) son proporcionales á sus radios.

Sl"'an dos arcos A y A', corr·espo.llllíp.nte .cada uno de ellos
á un ángulo de n grados, y sean l{ y R', sus radios respecti
vos; digo que

. A A'

R= R'

En efecto; puesto que (86) en un Illismo círculo ó en cír
culos iguales, los ángulos centrales son. proporcionales á sus
arcos correspondientes, tendremos

. ángulo de n grados

3600

(1) Estos arcos se llaman arcos'semejantes.

/

11
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Ae

2'7l'R' '
Ae

2'7l' Re'

GEOMETRíA

ángulo ele n gl'arlos
360°,

A

CAPíTULO VI

214. Inseribir' un t1'¡ángulo ,'eguicw ó ,equilátero en
un círculo.

Dividil'emos la circunferencia en seis partes iguales (figu
t'a 208) AD, DB, BC. , ... como para. inscdb~ll \lO exágono

PROBLEMA XXXVII

A A'
R - R' . C. C. E. E.

·E~ta proposicion pUAde tambi"n enuncia.rse diciendo:
Dos arcos semejantes, son p,·opo.rcionales á sus radios.

213. Inscribir un exágono regular en un círculo.
Supongamos resudt,> el prollll"nl1\ (lig. 207). 'rraza.ndo pOI'

~os extrt'UlOS de uno de los lados A H, del exágono inscl'ipto,
lo:> radios OA, OR, tendremus t'l triál:gulo OAB, en el que
-el ál1glllo O vale 60°, por sel' d arco A8 la sexta parte de la
-eircunfl"rencia. Los otros dos ángulos juntos OAB y OBA.
valdrán 180° - 60° = l~on; y como dichos dos ángulos son
iguales, cad~ uno v~ldrá tambj..·n 60°, El triángulo AOB,
·es pues equiángulo y por con~iguieote equiláte'ro;

luego AB lado del exágono es igual al radio.

Sp,gun esto, si llevamos seis veges consecutivas el radio
-como cuerda sobre la cil'cunferencia, ésta quedl1rá dividida
en seis arcos iguales, Trazll.udo las cuerdas de estos al'COS,
tendl'emos el exágono regular inscripto.

'\

-de donde
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regular; Jos al'cos duplos ele f'stos, A8, BF, FA, son caña uno
la terc~ra parte rle la circnnf,·,·ellcia. Trltzll.llrlo sus cuerdas
tendl't'mos el triángulo rrgu!;,r inscripto ABF

COROLARIO t.: Trazanrlo el tliállleU'o AC de uno de los.
vértices rlel triángulo, y unitmrlo. pOI' meelio de la Be, el ex
tremo e del diámetro, con otro vérlice B de dicho trJángufo;
se habní. flll;lDlillo el triángulo rectángulo ABU. Ahora segun
el teorema de Pitágoras será

AB = VA~2 - Bll;

Y como AC es un d'iámetro, y BO es igual 'al ra'dio, repre-
sentando á éste por R, tendremos . .

V . \/- V·-. 2 2 '2
A~ = 4R -/ R = ,3R = R 3;

. es decir que '. ../

_/_ AH '\ .. /_
AB = Rv 3 ~ ~ = v 3

. COROLARIO 2.° Observemos qQe los 'puntos B y F, equi
distan de los extremos del rarlio 00, luego BF divide ·al ra
dio OCl, en dos partes iguales, es dt'cir que la apotema OM
del tl'Íángu lo equilátero inscripto A8F, es igual á la mitad
del radio de la circunferencia

COROLARIO 3.° Si trazamos la OP que une el punto medio
de AO y el punto medio de BO, OP será paralela, é igual á
la mitad de AB. (175) Luego, la apotema del exág0no regular
inscripto, es igual á la mitad del lado del triángulo equiláte
ro inscripto, Llamando a á esta aRQtema, será

a=tR·Y3'

PROBLEMA XXXVIII

21lS. Inscribir un cuadrilátero regular ó un cuadrado
en un círculo. . .

Trazando dos diámetros DB r AO (fig. 209) perpendicula-



res entrt' l'í¡ los cuatro ángulos cuyo vértice es 0, sprán rec
tos y pnr lo tanto iguale~; 811'; arcos cl)rre~pOllJtit'II't.t'S, AB,
BC, CIJ, DA. sl-'l'án tambipn igllitl ..s, Trazll.ncln pups Ills cUer
das d.. t'sros aI'COS, ttmdremos el c;uadrado ABCD inscriv~o

,en el d"(~ulo.

COIlIlLAll[O. En el ~rjáll~lllo rectángulo AÜB, segun el
teorema de I'itágol'll.s, teudr",ulos

J

GEOMETRíA

AB = VA0
2 + -OB

2

y como AO Y O B son radios, será

·'
/' ]33

ESCOLIO, Obsél'Vf'Sf', que el 1itlio rld triángllll) equilátero
y el el... I ('U1\I1!:'ldo inscriptos, son' iucoumelt:~ul'ables con el
rádio dd círculo.

I

PROBLEMA XXXIX

'216. Inscribir un decdgono regular en un cí1·culo.
Supongamos í"fig, 210), que AB sta el lado del decágono regular ins

~rip'to, Trazando los radios OA y OB, Y la bisectriz AC del 'ángulo A, .
tendremos, que ' . "

. 360°
ángulo O = - - = 36°

10
,de donde

ángulo OAB + ángulo OBA = 144° Y

ángulo OAB = 72° ángulo OBA = 72°,

Y por ser AC, bisectriz de A, será

áng~lo OAC = ángulo CAB = 36°.

'Resulta pues, que en el triángulo OCA,
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y en el triángulo CAE

es decir que

GEOMETRíA

oc = CA,

CA = AB;

OC = CA = AB.

Ahora segun el teorema XCV,

AO OC.. OB
-- = - - o bien --

AB CB OL:

OC

CB

que expresa que OC es la parte mayor del radio dividjdo en media y
extrema razon (197), y como l.0 es igual á AB lado del decágono, resul
ta que

El lrufo del ilecágono regular inscrip~o. es igual á la parte mayor
del radio, didrlido en media y extrerna razono

Para resolver pues, este pf'(lbl"ma, se dividirá el radio en media y
extrema razon, y llevando la parte I1layor diez veces consecutivas como,
cuerda sobre la circunferenda, ésta quedará dividida en niez arcos
iguales, y trazando las cuerdas de estos arcos, tendremos el decágono
regular inscripto,

COROLARIO. Inscripto un decágono regular en un círl:ulo, se inscri-
birá fácilmente en pentágono regular.

PROBLEMA XL

217. Inscribir un pentedecágono regula1' en un cú'culo,
Tomemos la ,;exta parte de la eireunfeseneialrazando una cuerda AC:

igual al radio digo 211), desde el extremo e del arco AC, con un radi().
Be i{tllal al lado del decágono rl'{tu lar in~criplo, tomemos el arco BL: que
será igual á la décima parte de la circunferencia.

Ahora

arco AB = arco ABC - arco BC

Ó arco AB = +de la circunferencia - -to- de la circunferencia,.

y verificá:ndo la sustraccion del segundo miembro será

1
arco AB = - de la circunferencia..

15

La cuerda AB. será pues el lado del pentedecágono regular inscrip
to. Llevando esta cuerda quince veces consecutivas sobre la circunfe
rencia, ésla quedará dividida ton quince partes iguales, y trazando las
cuerdas de estos arcos, tendremos \;1 pentedecágono regular inscripto.

ESCOLlO. De los teoremas CXV y CXVJ, se deducen fácilmente pro-



cedimil'ntos para inscribir ó circunscribir un pfllígono regular de do
ble número de lados, que 011'0 ya inscripto ó circun~cripto.

y como sabemos ya inscrihir en un circulo, un triángulo, un cuadra
do, un pentágono, un t'xágono, un d..cágono y un pentedecágono regu
lares. podremos inscribir y Circunscribir en un círculo, polígonos re
gulares de

GROMETRÍA ]35

218. Dado ella,do de 'Un pol1gono rey'Ular in."cripto, calcular el
lado "el polígono regular de doble nlÍ,mero. ele lados, inscripto en el
mismo circulo. .

Sea MN lil<. 211) un larlo de un polígono regular inscripto de n la
dos. Trazando el rarlio 01', pernendicular á la cuerda MN, ésta y el arco
corre~poDdi"nJe MTN, quedarán divididos en dos partes' iguales por
dicho radio (58). Sej!un tosto, la cuerda ~1T, será el lado del polígono
regular inscripto de 2n ladús. Se trata pues, de hallar el valor de MT
en funcion /le MN y /lel radio.

Pueslo que el ángulo MOT es forzosamente agudo, en el triángulo
MOT tendremos \184)

MT
2 = :Mü2 + '10

2
- 20T. OS.

Poniendo en esta igualdad R en vez de MO y OT será

1dT
2 = R

2 + R
2

_ 2 . R . OS

de donde

MT == V R
2 + R

2
- 2R . OS

MT = V2R2
- 2R . OS (a);

llero en el triángulo MaS

OS = V R
2

..i. MS
2

Ó

ó
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y sustituyendo este valor de OS en la fórmula Ca), tendremos

MT= V2R2 ..-C2R.1 /R2 _ M~2 = V2R2_2R'./~MÑ!
V. 4 V 4

~ VR(2R-2:~:~') ,VR(2R- V4R'-l>lN') y

haciendo MN = L YMT' = L', será

fÓl'mula que resuelve el problema propuesto. '

Ij'f 41 PROBLE~IA XUI

219. Daño el lai/.o ñe un polígono regular inscripto, calcular el
lado ñel polígono ·regula?· del m·i:smo número de lacios, y circunscrip
to al mismo círculo.

Sea MN (fig. 211) un lado de un polígono regular in!'cripto, de n la
dos. Por r, punto medio del arcn correspondiente MTN, tracemos la
tangente PTe, y prolonguemos los rarlios 0.\1 y ON, hasta que encuen
tren á diC'ha tangente, PQ será un lado del polígono regu ar circunscrip
to de n lar1os.

Se trata pues, de hallar el valor de PQ, en funcion rle MN y del radio.
En los .triángulos semejantes POQ, MüN; tomanrlo PQ y MN por bases,

sus respectivas alturas serán TO y :sO; segun lo dicho \180 I será

de donde
PQ

MN

PQ

ro
SO'

MN ro
--S-o-'

yponiendo R en vez de ro, será

PQ = MN~ (K)¡
SO

pero segun lo dicho en el párrafo anterior,

SO =' / R2 MN
2

V - -4,-



Sustituyendo este valor de OS en ia fÓrmula (K), será

, ... j' ·n l • li .

" ,
, I
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MN. R

2 MN
2

R --
4

MN. R

MN R
~--

Vm2-=-MÑ2

2
V 4R

2
_ MN'

¡ ,

(d),L"=

/ ,

y sustituyendo L en vez de MN y L" en v~z de PQ será

2L. R

V4R
2

- L
2

fórmula que resuelve el ploblema prvpuesto.

" PROBLEMA XLIII

220. Calcular el valor de '7i (1)
,Si en la fórmula la) (209 cor.,2)

. I

2R

hacemos R 1 se convierte en

e
7f <'-2-'

,

Lo que nos aice que 7f, es igual d la mitad de la circutlferencia
~uando el ~(.ulio es igual d la unidad.

Todo se reduce pUt:S, hallar valores aproximados en esta mitad de,
la: cil·cunrert:nda. ,

Sabt:mos (206) que los perím~tros de los polígonos reg.ulares inscrip-,
tos,. crecen á medIda -qut: se va du,plicanrlo el número de sus lados,
aproximándose á la cireunferencia que t:S límite de aquellos perímelros.,
El valor pues de cada uno de eslos perímelros, será un, valor aproxi-'
mado de la circunferencia, y tarnbit:n el valor de cada semi¡1er,ím~lro
será un valor, aproximado de la semicircunferencia, es -decir, un valor;
aproximado de 'TT, cuando R = 1.

/

,1/ D"llIosTrado que 7f es un número inoonmensurable, 8010,s8 pueden hallar
SUB valores aproximadus. ---- .
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Ahora sabemos que el lado del cuadrado inscripto es igual á v'7
y del e~ágono regular inscripto ,es igual á H, ó tomando R por uni
dad.

Lado del cuadrado = V 2
Lado del exágono = 1

por consiguiente

Semiperímetro del cuadrado inscripto· = 2 V 2 = 2'8284.....
Semiperímelro d~l exágono regular incripto = 3.

Lo que nos dá los dos números 2'8284 y 3; valores más ó menoS'
aproximados de '11".

Pero por medio de la fórmu.la (b) (21"8), sustituyendo en ella en vez'dé,
L, 3, Y uno en vez de H, hallaremos el valor del lado del dodecágono
regular inscrirlo, y mulliplicando esle valor por seis, mitad del número-
de lado~, hallaremos el semi perímetro de dicho polígono, que será un
valor de '11" más aproximado que 31 semiperímel'ro del exágono regular
inscripto.

lIel mismo modo que del semiperímetro del exágono, hemQs pasado·
al st"miperírrietro dd dod ..cágono; \?asa,relJlos del semiperímelL'o de éste

. al del polígono de 24, 4~, !W. ..'.. lados; y del st:miperím~tro de'! cuadra
do al riel polígono de 8, 16, 32, 64....... lailos.

Valores todo~, cada vez más aproximados de '7(.

Vt" rifit:ando los cálculos necesarios, se llega á los siguientes resul-·
tados:

Número de lados SemiporÍlIlelros SemiperÍlIletros

6..: .
12 ..
24 ..
48 .
96 ..

19:d ..

3'00000
3'10582
3'13262
3'lilgñ5
3'14103
3'141.45

4, .
8 ..

16 ..
32 , '
64 .

128 .

2'82842
3'06146
3'12144
3'13654
3'140~3

3'14127

Ahora por medio de la fórmula ~d) (219', conociflo el lado ile un po~

Iígono r..gular inscripto, podemos ltelerminar el del po14gono regular-
circllnsc,ripto del mismo número de lados que el anterior, y por consi •
guiente el semiperímt:lro del polígono circllnsr.ripto.

Hadendo los cálculos necesarios se obtiene ;l'14188, v3!lor del semi-o
perímetro del polígono regular circunscripto de 192 lados.

Tenemos pues '

Se~iperímetro del polígono regular inscripto de 192 lados = 3'14145
Semiperímetrodel'polígono regular circunscr·ipto de 192 lados = 3'14188·

Y ,como (209 coro y 208 coro 1.0). .,"
La circunferencia es menor que el perímetro de todo polígono cir-'
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I

cunscripto y mayor que el perímetl'o de todo' polígono insc,tipto, ten
dremos

'1f > W14145
'1f < n'14í88

Por consiguiente

'1f = 3'14,1

con menos error de una milésima,
Se comprende sin dificull¡¡.d, que se puede hallar un valor de '1f tall1

aproximado como se quiera, (1)

PROBLEMA XLIV

221. Rectificar la circ1m¡"orencia.
En la ciJ'(~lIl1f"l·... ncia O (ti!{ 21f') se trazll.la rneroa EH,.

igoual <11 radio, el diám.. tro A B 1'''' p..nclicular á dicha ('ut'l'da
EH y la t.allg..nte del lllllilo A limitacla en e pOI' la I',olon
gacioll ti .. I ratiio üE. lJ..~d .. e 1''' tOlllan l'UCt'!'iVlllIl"lItt'. y en,
dil't~ccillll d.. ev, trt's lltclill~.. ~ .. une el t'xtrt'1II11 Il 0..1 últi
mo rarliu con ..1 ..xtremo 13 el .. \ di;ím.. tl'o AB, y teIlOl't'IIlOl4 la
recta BI l, aproximadalliente igual á la. seluiclI ClIa ferencia.
rectUicllda.

En efecto; de la semejanza de los triángulos OAC, OFE, se deduce

.CA AO
- =---

EF FO

de donde

y como

CA = AO. EF
FO ~

FO = i R V 3" (214 coro 3.°)

R.iR 'RV-g
CA=----= .lR v¿- 3

será.

(1) Arquimedes partiendo del exágono, y deteniéndose en los poligonos ins-·
10

oriptos y cir<luns<lriptos de 96 lados, halló que '1f está. comprendido entre 3 ---;¡¡
ro 10 ~

Y ¡¡ -w .El valor 8 70 = -7- muy us~do, excede á '1f ~n menos de medil10

855
milésima. Adriano Meaio calculó la razon llil' cuyo error es menor que me-

4il1o millonésima.



.BD = R . 3'141533,

valo.r que se diferencia de l e = 7( R . R. 3'141592, en 0,000059.
I

R (9 - YB)
3

= R .' 3'141533, de donde

GEOMETRíA

BD = V;'::;;¡ = V4R2 + ( R (9 ~~v' 3) t
R V120 - 18 v' 3 .

3

140

CA
. R Y"3_

Pero AD = CD ~ = 3R -
_ 3

Ahora en el triángulo rectángulo flAD, tendremos

"

..
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LIBRO IV
AREAS QE LAS FIGU·RAS PLANAS

CAPíTULO 1

AREAS DE LOS POLíGONOS

222. Area de una figura, es la medida de su éxtension'
superficial¡ es df'cir, el número que f'x¡lft'sa la razon elltl'e la
superficíe de la. figura que se mide, y la unidad adoptada como-
medida. / .

La unidad 'para medir una' !luperficie, debe ser ot'ra super
ficie, y conviene que tenga la figura de cuadrado.

Las unidades superficiales adoptadas, son el metro cuadra
do, el pié cuadrado, la lf'gull. cuadrada; etc~¡ es decir, cuadra-
dos cuyos lados son unidades linealf's. . .

Un cuadradb cuyo lado es una unidad lineal, es pues, una
unidad superficial,

Si qUel'emos medir una figbra sU.perficial, comparándola
directamente con el cuadrado unidad, tropezaremos con difi
cultades casi insuperables, por lo que búscaremos otro proce
dimiento, st'gun el cual, para hallal' las ár6as de las figuras·~

bastal'á medir líneas. '
Dos figuras que tienen la misma. área, son equivalentes.

- TEOREMA CXX

. 223" Las sU'i.'Jerfiqies de dos rectángulos ABOD, A'B'C'D'
(fig. 213) de bases iguales (BO = B'O')¡ son proporcionales tí
sus alturas AB yA'B'. '
- Distinguiremos dos casos: 1;°· Que las alturas AB y A lB' ,.
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ilean conmensurables. 2.° Que di~has.alturas sean inconmen
ilurabl~s.

Primer caso: Suponiendo' qlle la medida comun de estas
-dos alturas, e~té contellldlt cin(~o veces en la AB. y cuatro en
la A'B'. Y di vitliénd(llas respecLi v~men te en cinco y cuatro
¡partes iguales, cada una de estas partes será. igual á la me
-dida cOlllun. _

Si se toma ésta como unidad para· medir' ambas alturas
AS Y A'S' t las med·ida~ .de ésta serán los números cinco y
·cuatro, y como (Arit. 34~~), la lazan de dos cantidades es la.
clDisma que la de los números que las miden, será· I

AB 5
A'B = -4- (1).

Ahora si por los puntos de division, se tl'azan paralelas á
130 en elpl'imel' rectángulo, y á B'C' en el spgundo, ambos
rectángulos quedarán divirtid0s en rectángulos paJ1ciales
todos superponibles. Si tomamos uno de estos rt'ctángl,los
-.parciales por unidad' para lllertir los rectángulos ABCD,
A'B'C'D', 'tendremos pOI' la misma razoll que antes

ARpD. 5
(2)--

A'B'C'D' 4

<Luega (Arit. 55)
ABCD AB /.

A'B'C'D'
-

A'B'

Segundo caso: Si los rectángulos ABCD, A'B'C'¡j' (fig. 214) cuy¡¡.s ·ba
-,ses son iguales, tienen las alturas AB, A'B', inc·onmensurables, pode
m<fs suponer dividida la A'B' en n partes iguales; y poniendo la enési

·'I'I1-.a parte de A'B' todas las veces que se pueda sobre AB empezando
por B, y suponiéndola cont~nida m veces;· es decir, suponiendo que el
mayor número de enésimos de· A'B', contenidos en AB, sea m, el extre-
·mo de la última enésima, caerá en un punto P próximo á: A; puesto que •
PA, ha de ser menor que dicha enésima parte de A'B'. Trazando ahora
por P, la PQ, paralela á AD, formaremos un rectángulo PBCQ, que tiene
su base igual á la del A'B!C'D', y su altura BP conmensurable con 'la
·altura B-A'. Segun el caso anterior tendremos

BPQC BP
A'B'C'D' - J B'A' , -

, Si á ':ontinuacion de P tomamos PP' igual á la enésima parte de A'B',
.trazamos la P'Q' paralela á AD, y prolongamos la CD hasta Q', for-
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:uiaremos un rectángulo P'Br:Q' que se encuentra respecto del A'B'C'D',
-en el mismo caso que, el B,PQC, por consig!.lÍente tendremos

BP'Q'C BP'
----- =-

A'B'C'D' B'A'

'Ahora, á medida que n crece, P y,P' se acercan á A, Ylas PQ y P'Q'
,á AD, de Ulía manera indefinida. De modo que AS, es el límite superior
-de la variable BP, y ~l inferior de la variable BP', y tambien AB~D, es

• -el límite superior del rectángulo PBCQ y el inferior del P'BCQ'.
Adem'ás, '\,

'BP' m + 1
. B'A' n

m BA m + 1
Juego < -A'B" < (a)

n n

Tambiep

BPQC m BP'Q'C m + 1
A'B'C'b' A'B'C'D'

,=n, n

Luego

tn ABCD m+l
--:;;- < A'B'C'D' < (b)

n

Las limitaciones (a) y (b1, prueban (Aritmética 343)"que

ABCD AB
-~--=--. C. C. E. E.

A'B'C'D' A'B'

COROLARIO. Puesto que en dos rectángulos A Be O,'
A' B'C' D' (fi~. 214=) pueden tom;trse indistintamente por bases
-ó alturas AB y Be; A'B' y B'C'.• ponr'f'ITlos Sf'nt;tl' que

Las superficies de dos rectángulos ABaD, A'E'C'D' de al-'
.turas iguales (B O = B' O') son proporcionales á sus baIJes
BA y F'A'.

La base y. -la altura de un rectángulo, reciben el nombre
-comun de dimensiones.

TEOREMA CXXI

,224. Las superficie,<; de dos rectángulos cua,lesquieraABQD,
A'E'C'D' (fig. 215), son propor:cionales á 'los productos de sus
~ases por sus respectivas alturas. .
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En efecto; construyamos un tercer rt:ctángulo A"B"C"O''.
que tenga su base igulll á la rl ...1 primero (R"C" = Be), y sn
altura igual á la dd st'gullclo (A"B" = A'H·).

Segun el teorema anteri'or tendremos .,
,ARCO

AnB"C' !J"

AB
- ---, Y

A"B"

A "B"C"D"

A'n'C'D'

multiplicando orqenadamente estas dos proporciones, resulta
,

A BCD X A "B"C" D" A B X B"C"

A"B"CuD" >< A B'C'IJ' - A"fi" X B'O' .

Suprimiendo en los dos términos de la pl'Ímei'a razon el
facto/' COOlUI1 A"B"C" DU, y poniendo en la st'gunda en vez
de B"C" su igual BC, y en VeZ de A"B" su igual A' B será.

ABCO AB X BC
# - -_---:--:...-_-

A'B'C'D' 'A'S- X B'O',

TEOREMA exxlI

C.C. E. E, (1)

225. El área de un rectángulo es igual al producto de su
base por su altura.

En t:ft'cto; sea A BCD (fig. 216) u,n rectángúlo, cuya área
queremos determinar, y abed, el cuadrado adoptado como
unidad superficial'.

Segun el teorema anterior, tendremos la proporcion

ABOO BC X BA-
(a).

abed be X ba

Pero el primer miembro de esta igualdad, es la rasan entre
la superficie 'del rectángulo ABCO. y el cuadrado unidarl
abedj luego e~te primer miembro es el área del dicho rectán·
gulo. ~

Ahora, si en el segundo, miembro. tomamos por unidad li
neal para medir las líneas BC. BA, be, ba, el lado del cua-

(1) No debe perderse de vista, que AB, BC, A'B', B'C', repres!'lntan
los números a:bstractos que resultan de medir estas lineas con tina
misma unidad lineal.

"
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drado unidad abcd, este segundo miembro se convierte en
BCX BA
----- = BO X BA, es decir,' el número abstracto1.1 ..
que resulta d~ multiplicar los números Be y BA, C. C. E. E.

Luego el, á1'ea de un rectangulo, es igual al producto de los
númm'os que representan su base '!J su altura, medidas con el.
lado de la unidad supel'ficial,

Lo qne se expreS¡i brevemente diciendo: '. , .
. El área de' un rectdng'ulo, es igual' (J,l producto de su' base,

pOI' su altura'. ,
COROLAIÚO. El área de un cuadrado, es igual á la segun-:

da potencia de su lado.
Por eso á la segunda potencia de un número, se le llama

tambien cuadrado. . '
Tambien suele llamarse rectángul'o al producto de dos llÚ'·

meros. "

)
I

TEOREMA CX'XIII
, <

; 226. El área de u1'f paralelógramo ABeD' (fig. 217), es.
igual al producto de su base De por su altura BN. .
, En efec~o; tl'aZoando -desde los vértices A y B. las perpélh

diculares AM y BN á la base DO. y prolongando ~sta hasta,
M, se forman lós tdángulos AMI}, BNe iguales (132-4.°),

"':por ser rectállgulos y tener Al) = BC y AM = BN (4S).
. Ahora, si del trapecio (\MCB, se ql!ita el tdál!gul0 AMO,

queda el paralelogramo dado A.BOO,. y si de 'dicho tl'apecio
se quita el triángulo ENO,. queda el rectángulo AMNB, de'
donde ' 1

paralelógramo ABCO equiv-álente al rectángulo AMNB.

Además
p,ero

DO = MN,

, -
área del rectángulo AMNB " MN X BN.;

Luego
área 4el paralelógl'amo ABeD = MN X BN ;= DG X DN. .

. . - '.':. j _: ';

C. C. E. m. .
, 10

/
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'TEOREMA CXXIV

T =ta.b

, ,

/

\

. 227. El át'ea de un triángulo ABe (fig. 218), es igual á
la mitad del producto de su base A 0, por su altura EN.

En efecto; trazando por el' vél'tice B la BU paralela al
lado opuesto AO, y por el Vél'tice O la eD paralela al lado
opuesto AB, dichas paralelas se encontrarán en un punto D,
y tendremos el p~ralelógramo AEDO' del que es mitad el
tl'ián~ulo í\.BC.· .

Ahora

. área del paralelógramo ABDO = AC X BN.
I i • •

Luego

ár~a del' triá,ngulo ABO = t AO X E3N. O. C. E. E.

228. CORÓLARIO 1.° Dos paralelógramos de bases y altu-
ras iguales, son equivalentes. .

,COROLARIO 2. 0 Dos triángulos de hases y'alturas iguales,
son equivalentes.

COROLARIO 3.° Las áreas de dos triángulos cualesquiera,
son proporcionales á IOj:l prod.uctos de s'us bases por s~ altu
ra.. Si tienen sus alturas iguales, sol1 proporcionales á sus .'
bases; y-si tienen sus bases iguales, son proporcionales á sus
bases. .
.' En efecto; lll;\mando T y T' á la área de. dos tl'iángulos

cuyas b~ses ,y alturaS respec'tivas so,o a, b y a', b', ,será
I

de dondé

si a = a' será

'1 si b = bl será

T' = !ál.b',

T a.b
~ = al.b';

T b
-=--
TI b'

T a
-=- \
T' al

..



229. El área de un trape,cio ABCD (fig. ! 19), es í,qual á
la semisuma de ,~us bases t (DO +AY), por su altura BR.

En efecto; trazando la diagonal DB, se forman los dos
triángulos ADB y DBC. Ahora

área ADB = t AB.DS
área BDO = t DC. BR.

Suma:ldo ordenadamente estas dos igualdades, será

área del trapecio ABCD = t AB. DS + t DO. BR.

Pero (48) DS = BR.

Sustituyendo DS por BR en la igualdad anterior, ten
dremos

área del trapecio ABCD = t AB . BR + t DC. BR

= t (AB :+- DC) BR, '

ó área del trapecio ,ABCn = t (AB + nO). BR.

o. C. E. E.
COROLARIO. Puesto que (171 cor,) MN = t (AB + DC);

tendremos área del trapecio ABeD:-= MN. BR, luego
El área de un trapecio es igual á la recta que une los pun

tos medios de los lados no paralelos, por la altura.

"

GEOMETRíA

TEOREMA CXXV

147

- TEOREMA CXXVI .

2~10. El área dé un polígono regular ABCDEF (fig. 203),
es igual íÍ la mitad del producto. del perímetro,por la apotema.

En efecto; trazando desde el centro O del polígono todos
sus radios,. quedará descompuesto en tantos triángulos OAB,
OSO, OCD..... iguales todos entre sí, como lados tiene el
polígono. Ahora el área de uno cualquiera de dichos trián
gulos OAB es igual á t AB X OM.

El' área 'ael polígono A BODEF será igual á la ,su~a de las
áreas de los triángulos en que se ha descompuesto, es decir,
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área ABCDEF =i AH. MO +iBC. NO +! en. PO .....

Pero las apotemas MO, NO, PO..• :. son todas iguales, de
modo que será .

ái'eá ~BODEF =! AB ..1"10 +i Be. MO +i en. MO ......

y-sacando en el segundo miembro fuera de un paréntesis el
factor comulI i MO, será -

área ABCDF = ! MO (AB +Be +eD ....) ,
,

Llamando P al perímetro, y a á la apotema, será

áraa de un polígono regular =! P X a. (k) C. C. E. E.

COROLARIO. Para hallar el área de· un polígono irregu-
lar, bastará descomponerlo en triángulos, y sumar las áre.as
de estos triángulos.

CAPÍTULO Ji
ÁREAS DE LA~ FIGURAS CIRpULAR'ES

231. La po'rcioR de círculo comprendido entre un arco
AB (fig' 221) Ylos radios OA y DB.. que pasan por los ex
tremos de dícho al'CO, es un 'sector circular.

La porcion de círculo' compnmdida' entre UD árcO' AB, y su
cuel'da AB, es un segmento circular. . .

La porcion de círculo comprendido entre dos cÍl'cunfel'eu
cilioS concéntricas, es una corona circular.

La porcioll de corona circulal' limitada por dQS radios OA
y QB, es un trapecio cirC1-,lar.

TEOREMA CXXVII

2'32,. El área de .un círculo, es igual á la :mliad del pro-
ducto de la'circunferencia por el radio. .
.' En efeéto; puesto que (208 COI'. 3.°) la circunferencia se

puede considerar como un polígono regular de infinito núme-

•
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ro de lados, su área se detel'minal'á del mismo modo que la
del polígono regular. . ' "

Bastará sustituir en la fórmula (k) (23(,) en ve.z del·perí
metl'l) P, la circunferencia e, y en vez de la apotema a, el
radio R (puesto que (208 COl'. 3:) la apotema es igual al ra
dio cuando el polígono regular tiene un número infinito de
lados.) -, " . ,

Sel'á pues

. , área del círculo = te. R. C. e. E. E.

COROLARIO. Sustituyendo en esta fÓl'rnula en vez de e,
su valor 2'7l' R (211-cor. 2.°) será

área del círculo = t. 2 '7l'\R. R = '7l' R
2

Yllamando A. al área del 'circulo será,

A = '7l' R
2

(h)

fórmula· que II~S dá tamtlién

/R V+
TEOREMA. CXXVIII

233. El área de un SECTOR circula1' MON (fig. 211), es igiial d la
mitad del producto de su aroo MN, por el radio ON.

En efectQ; discurriendo como ~n los párrafos (84,85 y 86), demostra
ríamos, que dos sectores circulares, cuyos arcos tienen el misme radio,
son proporcionales á estos arcos; suponiendo un círculo Ü y un se~tor

MüN .cuyo radio com~n es üN, tendremos

ál~ea d'el círculo Ü circunferencia del círculoü

área del sector MüN arco MN I

Mulliplicando los dós terminos de la segunda razen, por t üN ser;í.
1 ' t I

área del drculo Ü _ circunferencia del círculo Ü X t üN

área del sector MüN - a:rco MN :x t üN

Pero'los numeradores de estas dós fracciones'son iguales; luego for
zosamente lo serán los denominadores; es decir que

~rea del sector MüN = tarco MN' X üN.. C. G. E. ,E,
/

/

/

.J
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TEOREMA exxlx

,234. El área de un SEGME1'i:rO circular ABR (fig. 207) es igual al
producto 4e la mitad del radio OB, por el exceso de su arco ARB,
sobre AP, mitad de la cuerda de un 'arco duplo. '. ,

En efecto; el segmento ABR, es igual al sector ARBO, menos el trián
, gulo AOBj es decir

área del segmento ARB = arco ARB X :t OB - AP X t OB, '

'ó ¡irea del segmento ARB .:.... t Of,l (arco ARB - AP), Y como

AP = t AF será

área del segmento ARB = t OB (arco ARB - t AF). C. C. E. E. (1)
I

COROLARIO. ,Facilmente se deduce de lo expuesto, que el área de una
corona circular, es igual á la diferencia de las áreas de los círculos
concéntricos; y que el área' de un trapecio circular es igual á la dife
rencia de los sectores correspondientes.

')

CAPíTULO III
I

COMPARACION DE LAS ÁREAS

TEOREMA exxx

235. ,., Las areas de dos triángulos ABe '!J. DEC (fig. 222)
que tienen un ángulo cornun G, son proporcionales á los pro
ductos AO. BO'Y De. EC, de los lados que en, cada trián
gulo, forman el ángulo cornun.
. ' En efecto; tl'azando la AE, tendremos los triángulos ABC

y AEO, que tienen la misma altura, por lo que (228 COI" 3.°)
serán proporcionales á sus bases BO y EC, es decir que será

área ABa
área AEC

BC
- E'C-·

(1) La longitud del arco, da.to necesario para hallar el área del sector, se de
tel'minará fácilmen,te conocidu el radio y el nÚmero de grados, por medio de la
f~rm1+la (p) (2H COl'. 3,0) .
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AO
-- DC'

I

Pero los triángulos AEC y. DEO que tienen tambien la. '
misma 'altura, serán igualmente pl'oporcionales á sus bases
AC y DC. es decir que será

área AEC
área DEC

Multiplicando ordenadamente estas dos proporciones, ten
dremos

C. C. E. E.

BC.AO
EC.DO

área ABC X' área ARC
área AEC X área DEO

y simplificando el pl'imer miembro será

,área ABO BC.AC
-,

área DEO EC. DC

TEOREMA CXXXI

236 .... Lflsáreas de dos l1'iánguJos semejantes ABe 'Y AIE'OI
(fig.as 176 y 177), son proporcionales á los cuadrados de sus
lados homólogos. .

En efecto; de la semeja.nza de los triángulos ABOy AIB'O',
se deduce -

AC AB
----

A'B' '

y de la semE'janza de los tdángulos. rectángulos,. ABO Y
A'B'D', se deduce igualmente

'BD 'AB
----'--- -

B'DI A'B'

Multiplicando 'ordenadamente estas dos proporciones y to~

mando la mitad d.e los dos primeros tél'minos de la propor·
ciou que resulta, será

t AO.BD

t A'C'.B'D'
C. O. E. E.
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TEOREMA CXXXII

237. \ Las áreas de df)S polígonos semejantes ABODE,
-A'B'O'D'E'¡ (fig. 200) son proporciónales á los czeadrados de
sus lados homólogos.

En efecto; descomponiendo los polígonos en el mismo nú
mero de tl'iángulos semejantes. y semejantemente dispuestos
(190), trazando diagonáles desde los vértices homólogos A y
A' , tendremos (236)

ál'ea ABe BC
2

=
área A'B'O' 8'0,2

área ACD OD
2

área A'O'D'
-

O'D,2

área A DE DE
2

área A'D'E'
-

D'E,2

y como las segundas razones son iguales. lo son todas las de
estas proporciones; y por consiguiente será

ál'ea ABe

área A'B'O',

ál'ea ACD
ál'ea A'O'D'

área ADE

área A'D'E'

13C2

B'0,2 -

6

'Pero de esta- serie de razones iguales 8e deduce (Alg. 62)

área. AIBe + ál'ea ACD. + área ADE 802

-
área A'B'O' + áreá A'O'D' + área A'D'E' 8'0,2

área del polígono. ABODE BC
2

-
----------- - _-_" (m)_ C. O_ E. m.
área. del polígono A' B'U'D' E' B'C'·

COROLARIO, Las áreas de dOb polígonos semejantes, son pro
porcionales á los cuadrados de sus diagonales homólogos.



En efecto; de la semeja.nza de los triángulos A:BC y A' B'C',
se deduce
I

'y como esta proporcion y la pro.porcion (m) tienen una razon
comun, se podrá formar la siguiente

153

=--,
B,0,2

I J

BC
---, Ó
B'c'

AC
A'C'

~rea del polígono ABODE

área del polígono A' S'C'D' E'
---- C. O.E. E.

TEOREMA CXXXlII

Ca)

238. ... Las áreas de dos polígonos regulares semejantes
ABODE y A'R"C'D'E' (fig. ':W4), son proporcionales á los
cuadrados de sus radios y á los cuadrados de su~ apotemas.

En efecto; de la semejanza de estos polígonos se deduce

á.re,a del po}.fgono ASCDE Ai32

área del poligo'no A'B'C'D'E - A'B,2

I
Yde la semejanza de los triángulos AOM y A'O'M',

A0
2

OM
2

(e)
O'M,2

De la semejanza ~e los triángulos semejantes AOB y A 'O'B'

AB2 A62

A'a,1a = A i O,2' (b)

Pero las razones de las tres proporciones (a), (b) y (e), son
todas iguales, hlego tendremos

área del polígono A BCD

área del polígono A 'B'C'D'

C. C. E. E.
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TEOREMA CXXXIV

239. Las áreas de dos-círculos, son proporcionares á los
cuadrados de sus radios.

Sean e y C' dos círculos, y R, R', sus radios respectivos,
tendremos

área de e = 7f R
2

área de C' = '71' R,2

de donde

.1

área de e '71' R
2

área de C' -
'7I'R'z

área de C R2

área de C'
- R,2 .

ó

C. O.. E. E.

240. Dos sectores circulares, cuyos arcos son semejantes, son bl.m
bien semejantes.

Dos segmentos circulares cuyos areos son semej¡mtes, son tambien
semejantes.

. /

TEOREMA CXXXV

Las dreas dI', dos sectores cit'culares semejantes, son proporciona-
les d los cuadrados de sus radios. .

Sean T y T' dos sectores circulares semejantes, A y A' sus arcos
respectivos, y R, R' los radios de estos arcos. Tendremos (233) ..

, -
área T'= t·A . R, área T' = t A' .R' de donde

área T
área Te

A ..R

A'.R'
(a)

Pero como los arcos A y A', son ta~bien semejantes, 'será

A R
A' R'

(b)



Multiplicando ordenadamente estas 'dos proporciones y simplificando,
resulta

área T

área T'

GEOMETRfA

C. C. E. E.
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TEOREl\IA CXXXVI

241. Las dreas de dos segmentos circulares semejantes .ABO,
A'B'O' (fig. 220), son proporcionales d los cuadrados de sus radios
OB,O'B'.

En efecto; por ller semejantes los sectores OACB, O'A'C'B', tendremos

áreaOACB OB2
=---

área O'A'C'B' O'B,2

y por ser semejantes los triángulos AOB y A'O'B', tendremos

, área AOB OB~
=--

área A'O'B' 0'B,2

De estas dos proporciones se deduce

área OACB

área O'A-C'B'

áreaAOB

área A'O'B'
y de esta'

área OACB - área AOB

área O'A'C'B' - área NO'B'

de donde

área ABe
área A'B'C'

/

área OACB

área O'A'C'B'

e. C. E. E.

TEOREMA CXXXVII

242. \ El cuadrado construido sob1'e la hipotenusa OB (figu
ra 223) de un triángulo rectángulo CAB, es equivalente á la
suma de los cuadrados construidos sobre los catetos AB y A C.

En efecto; construyendo cuadrados sobre la hipoteuusa Y
sobre los catetos del triángulo réctángulo ABC. y trazando
desde A la pel'pendicular AP á la hipotenusa, y prolongando
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.diGha perpendicular hast.l:lt Q. el cuadrado CB~R. construido
sobre la: hipotenusa, ha quedad~dividido pn l?s dos rectán·
gulos PBEQ y PCRQ. rrrazando las rectas CD y AE se for
man los trlá~gulos CBD y ABE, que .son iguales por tener
ef" .

ángulo eBD '= ángulo ABÉ

que se componen ambos de un recto; más el ángulo ABC,
además el " . I

lad'o BD = lado AB

, Y lado BC = lado BE,

pOI' lados de un mismo cuadrado. Ahora, "el área del triángu
lo C13U es equivalente á la mitad del área. del cuadrado
BÓSA, por tener ambos la misma base y la misma altura.
y por la misma razon, el área del triángulo ABE equivalen-

¡ te á la mitad del área del rectángulo PBEQ, luego el área
del cuadrado ABDS és equivalente al área del rectángulo
PBEQ.

Del mismo modo se demostraria, que el área del cuadrado
ACZT, es equivalente a,l área del rectánguJo CPQR; por
consiguiente, la sUma ~e 'las ár.e~s de los dos rectángulos

. PBEQ Y PQRC q'ue componen juntos /el cuadrado CBIDR,
construido sobre la hipotenusa. es equivalente á la suma de
las ál'eas de los dos cuadra,dos SDBA y TACZ, construidos
sóbl'e los catetos. C. C. E. E.

,OTRA DEMOST)l.AClON: Sea CAB (lig. 224) un triángulo rectángulo.
Tomando ·en la prolongadon del cateto AB, una parte BD igual al otro
cateto AC, y levantando por El una perpendicular DE á la BD, cuya
perpendieu1ar 'Sell. igual al' cateto AB, tracemos la recta ·EB. Levantan-
do ahora por los puntos C y E per.pendiculares respectivamente á
.Ias Be y BE, dicbas perpendiculares se encontrarán en un punto F,
habiéndose fO)'mado el cuadrado CBEF cuyo lildo es igual á la hipote- ....
nusa BC del triángulo CAB. Trac.emos ahora la FK perpendicular á AD,

•Ylas CG y EH perpendicúlares ambás á la FK. Facilmente se deduce
.de esta cQnstruccton, que CAB, BDE, FRE Y FGC, son cuatro triángulos
rectángulos iguales, y que CBEF, CGKA y HEDK, so~ cuadrados cuyos
lados son respectivamente la hipotenusa CB, y los catetos AC, y AB.

Ahora, si del pentágono total CFEDI\, quitamos los triángulos CAB
y BDE, gueda el cuadrado CFEB construido sobre la hipotenusa CB; y
si del mismo pentágono total, quitamos los triánguJos CGF y FHE, que
dan los cuadrados CGKA, y HEDK, cuyos lados son los catetos del
triángulo CAB. -

, . Lueg,o queda probado que el cuadrado construido sobre la hip0tenu-
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sa del tdángulo rectán'gul0 CAB, es equivalente á la suma de los cua
drados constl1lidos sobre los catetos. /

COROLARIO 1.0 El polígono construido sobre la hipotenusa de un
triángulo rectángulo, es equivalente á la suma de los polígonos cons
truidos sobt'e los catetos, si los t'res poligonos son semejantes, y ade
más la hipotenusa y los catetos, son lados respectivamente homólo
gos CJ,e los polígonos.

Zn efecto, sean ·a, b y c la hipolenusa y los catetos de un triángulo
rectángulo; P, P' P", las áreas de los polígonos que tienen las condi
ciones del enunciado.

Por ser semejantes dichos polígonos, tendremos (237)

P

~

de aquí se deduce (Algebra, 62)

P"
c?

P' -1- P" P

b2 + c? a2 .

Pero (183) los denominadores de estas dos fracciones iguales, son
iguales; luego forzosamente serán iguales los numeradores; es decir
que

P = P' -r P" C. C. C. C.

COROLARIO. El circulo cuyo radio es la hipotenusa de un. triángu
lo rectángulo, es equivalente, á la suma de los círculos cuyos ra,dios
són resp~ctivamente los catetqs dé dícho triángulo.

En efecto; sean R, R', R", la hipotenusa y los catetos de utl triángulo
rectángulo, las áreas de los círculos cuyos radios sean R, R', R" serán
'lf R 2, 'lf R' 2, 'lf R" 2, Ahora es evidente que

'lfR'2

, R,2
; pero de aquí se deduce

y como R,2 + R,,2 = R 2 (183),

'lfR 2 ='lfR,2+7z'R,,2 C.C.E.E.

TEOREMA CXXXVIII

será

243. "El cuadrado construido sobre la suma de dos rectas, es
!3quivalente, á la suma de los cuadrados construidos, sobre cada una
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de dichas rectas, más el duplo del rectángulo constr,uido sobre las
mismas. . '.

En efecto; sean AB y CB, (fig. 225) estas. dos re<;tas. Construyamos
sobre su suma AC, al cuadrado AGEC; tracemos la BF perpendicular á
AC y tomando AH = AB; tracemos la HD paralela á AC. .

Del exámen de la figura se deduce facilmente la verdad del· enun
ciado.

244. El cuadrade construido sobre la diferencia. de dos rectas, es
equivalente d la suma de los cuadrados construidos sobr¡¿ cada una
de dichas rectas, menos el duplo del rectdngulo construido sobre las
mismas.' "

En efeeto; seaú AC y Be (fig. 226) estas dós rectas. Construyamos
sobre la mayor AC el cuadrado AGEC, y sobre .la menor BC el cu~dra

do BeLF. Tomemos GH igual á la menor y traGemos l:¡. lID perpendi
cular á AG,. pl'olonguemos ahora la BF hasta R, y tendremos que
AHRB, es el. cuadr¡¡.do ~onstruido sobre la diferencia de las dos rectas
AC y Be, y" que los rectángulos GEDH y RDLF están construidos sobre
dichas dos reclas. AG y BC.

Del exámen de la figura se deduc~ facilmente la verdad de~ enun-
ciado: . .
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245, El rectdngulo construido sobre la suma y la diferenci~ de
dos rectas, es igual d la diferencia de los cuadrados construidos
sobre dichas dos .rectas: .

En efecto; sean AB y BC dos rectas, (fig. 227) sobre la AC, suma de
dichas rectas, construyamos el rectángulo AHDC, cuyos lados sean AC
suma de las rectas, y AH diferencia de las mismas; Prolonguemos AH
y CD, de modo AG y CE sean iguales 'á la recta AB, tracemos la GE, y
por el punto B, la BFperpendicular á la AG. Tendremos, que el rectán
gulo GFOH es igual al rectángula FECB, por tener ambos los lados
contiguos iguales respectivamente.á AB y á BC.

Del exámen de la' figura,· r~sulta

HD'CA -:- H;OBA +. 0DCB = HOBA ~ FECB - FEDO

y como FECB = GFOH será

. RDCA :::;= ROBA '"!- ,GFOH - FEDU = GFBA .- FEDO

•

Luego RDCA = GFBA -:- fEDO. C. C. E. E.
...........
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CAPíTULO IV

PROBLEMAS

PROBLEMA XLV

159

,

246. ' Reducir un polígono ABanE (lig. 228) á otro equi
valente que tenga un lado menos.

Tráeese una diagonal BD, que forme tl'iángulo con dos lados
del polígono, por el vértice e, trácese una paralela á la dia
gOlJal BD; prolónguese el lado ED, hasta que encuentre á
dicha paralela, y únase el punto de inters€ccion H con el
vérticp B. El polígono ABRE es el polígono pedillo.

En efecto; los triángulos BVO y BDH. son equivalentes
por tener la-misma base y la misma altura; luego

ARDE +BCD = ABDE +BHD, ó ABODE = ABHB;.

C. C. E. E.
COROLARIO. La constroccion anterior nos conducirá fa

cilmente á resolvel' el siguieJte problema:
Reducir un polígono cualquiera á un triángulo equivalente.

,PROBLEMA XLVI

247. \ Hallar un cuadrado que sea eqteivalente á un trián
gulo dado ABO (lig. 229).

Llamando x alIado del cuadrado que se busca, tendremos

x2 = t AC.BO Ó x2 = AO.t BO,

Igualdad que expresa, que x es una media proporcionll1
entre los factol'es AC y t BO. La construccion será la ex
pue!lta (196,2.· construccion). Hallaremos el punto M, me
dio de la altura BO. Desde' M tomal'emos en la pl'olongacion
de BO, una parte MN igual á la base AC del triángulo. So-



'bre MN co.mo diámetro. trazaremos la semicircunferencia
MRN trazaremos la 'M'R, y esta recta será el lado del cuadra·
do que se busca, ~unto que (183, COl'. 3.°,2.°)

MR2 = MN.Mü ó 'MR
2

= AC X t OB.
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COROLÁRIl>.· La const¡'uccion anterior nos conducirá fa
cilmente á '¡:esolver los siguientes problemas:

Hallar !tit-cuadrado quesea equivalente á un paralelógramo,
á un trar/'eéiIJ, á un ppl1gon-q,1·egular,• •' I

Bastará hallar una:uiedia proporcional entre 10d dos facto
res del áre~ de .cada -'~ila'de estas figuras; y esta med.ia'" pro
porcional será: el lado .del cuadrado' equivalente.

Para halla¡' un'cuadhd!> equiv:aJente á un polígono irregu~
lar, se reducirá previamente á tr.jáu'g'ulo equivalente y des
pues Be reducirá este triángulo á cuadrado.

'Y"

, ,

<PJlOBLEMA XLVII
:- ."

/

248. Hallar u~icuadr~do equivalenté á un círculo dado.
Este problema d~·-la cuadratura del círculo, no se puede

resolver con exactitud.; porque no se conoce el procedimiento
para hallar una recta exactamente igual á la circunferencia.
rectificada; pero puede hallarse aproximadamente constru
yendo una media proporcional, entre el valor aproximado de
la semicircunferencia rectificada (221),' y el radio. Este me
dio proporcional, será el lado delcuadrado aproximadamente
de igual ávea que el círcula dado. .

PROBLEMA XLVIII
.-'

249. \ Halltw un cuadrado igual á la suma de otros dos
dados.

La resolucion de este p¡'oblema; $e deduce facilmente del
teorema CXXXVIL Bastará construir un tri~ngulo rectán
gulo. cuyos catetoR sean respectivamente iguales á los lados
de los cuadt'ados dados. La hipotenusa del triángulo cons·.
truidosel'á el lado del cuadrado suma.'



El discípulo descubrirá facilmente la resolucion de los si-
guientes problemas: . - .

_ 1. o Hallar un cuadrado igual á la diferencia de otros dos
dados. .

2. o Hallar nn cuadrado, duplo, trtplo, etc. que otro dado:
3. o Hallar ten cuadrado cuya área sea la mitad que la de

otro dado.
4:. o Dados dos polígonos semejantes, hallar otro semejante '

á los dados, y cuya á1'ea sea igual á la suma ó á la diferencia
de las áreas de dichos polígonos ..

5, o Hallar un círculo, cuya área sea -igual á la suma ó á
la diferencia de otros dos dados.

GEOMETRíA lAl

PROBLEMA XLIX

250. ' Hallar un cuadrado cuya razon con otro dado ABon,
(fig. 230) sea igual á la razon de dos rectas dadas m y n.

Sohre una. reeta indefinida, tomemos dos partes, MO y
OP, una á continuacioll de otra, é iguales respectivamente
á las rectas dañas m y n. Sobre MP como diámetro, tra
cemos la semicircunferencia MNP. Por O levantemos la
perpendicular ON al diámetro MP, hasta que encuentre en
N á la semicirr.unferencia. Unamos N con M y P. Desde N
tO,memps en el cateto NM, NQ igual á AD lado del cuadrado
dado, Por Q tiremos la QS paralela al diámetro MP, Y NS,
será el lado del cuadrado que. se busca.

En efecto; sabemos (183, 3.0
) que

:&iN2
MO

Np2 OP

Ahora de la semejanza de los tl'iángulos MNP y QNS se
deduce

MN
2 NQ2

de donde
Np2 NS2

NQ2 MO
6 bien--- -

NS
2 OP

11
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N"Q2 _~
NS2 n

y como NQ2 es igual al cuadrado dado, será

ABeD m

n

. Luego el cuadrado NHT8 construido sobre NS. es el cua
drado pedido.

El discípulo deduciÍ'á facilmente de esta construccion el
procedimiento para resolvel' los siguientes problemas:

1.0 Construir un polígono semejante á otro dado, y cuya
razon con éste sea la de las rectas m y n. .

2.e Construir un círculo cuya razon con otro dado sea la
recta de las rectas m y n.



SEGUNDA ~PARTE

GEOMETRÍA DEL ESPACIO

LIBRO I
DE LOS PLANOS

CAPíTULO 1

PERPENDICJJLARES y OBLíCUAS Á UN PLANO

- 251. Aunque un plano es (6) una superficie ilimitada,
pha representarlo sob~'e el papel ó el encerado, se considera
sol9 una parte de él, comunmente en forma de paraleló-
·gramo. .

Sabemes (6), que si una recta AB, (fig. 231), tiene dos
puntos A y B comunes con el .plano MN, toda la recta está

. situada' en dicho plano.
Se concibe fácilmente una recta (fig. 232) que atraviese'

un plano PQ. En este caso la recta 110 tiene más que un pun
to 0, com un con el plano PQ. (1)

Tambien se concibe sin dificultad una recta EF (fig. 233)
Y un plano RS, tales, que no tengall ningun punto coman,
aun suponiéndolos ilimitados.

(1) Los planos representados en las láminas, se suponen transpa
rentes, y las lineas que no de»erian verse sin esta supollicion, se seña-
lan .con puntoll. .. .
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Vemos pues. que una recta y un plano, puede tener tres
posiciones distill tas.

1.a Cuando la recta tiene todos sus puutQs en- el' planq
(fig. 231). .

2. 8 Cuando la recta y el plan'o no tienen máS que un
punto comun (fig 232). En esté!- posiciou la recta y el plano
son secantes,'y el punto comun se llama pié de la recta.

3.' Cuando la }'ecta y el plano nq tiene ningun punto co
mun (fig: ~33). En esta posicion, la. recta y el plano son pa
ralelas.

TEOREMA CXLI

252. Tres puntos A, B, e, (fig. 234) no situados en línea
.recta, determinan la pp.sicion de ~n plano. I

La demostraciori d,e este, teorema exige ·proba.r, que por
dichos tres puntos siempre puede pasal' un plano,.y que no
puede, pasal' nJás que uno. ' .

Imaginemos ·un plano que pase porl<:l. recta indefinid'a AB,
que une los puntos A y B. Es evidente; que' él plano inde
finido que pasa por la recta AB, girando al rededo'r de'esta
recta, pasará' por todos los puntos del espacio; habrá pues
una posicion de dicho plano que contendrá al punto. G, y
.puesto que además pasa ·por la recta' AB en todas. sus posi
ciones; los tres puntos A, B YC, estarán en,este plano, Luego
.po.r los tres puntos A, By C, sjempre puede pasar ~n plano.

Supongamos ahora que por dichos .tr.es puntos. A, B, C,
pasaR dos planps distintos. Tl'acemos en uno de dichos pla·
nos las dos rectas indefinidas AC y. BC que'se cortan en C,
y que dividen á dicho plano en cuatro ángulos.

Puesto que la recta AC tiene dos pun~os A y C en ambos
.planos, toda ella estará situada en ambos planos; y como
la Be tiene dos puntos B"y C en ambos planos, toda blla se ha
llar~ tambien en ambos planos.

Ahora todo punto sit-uado en el plano don4e se trazaron
las rectas AC y BC, estará ó en estas rectas indefinidas, en
cuyo caso estará en ambos planos por estado las dos rectas,

',6' estará fuera de dichas rectas, en E por ejemplo. Trazando.
-por E)a recta ER que forme .con la C:¡r un ángulo ERO
menor que el suplemento ·del DeR, cortará á las dos rectas

...
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,cn y CF, y los puntos .H y H estarán en los dos pI/anos; y
por consiguiente toda la recta H R, Y el ~unto E de esta rec
ta. estará en ambos planos. Es decir, que todo punto situado
en uno de dichos dos planos estará forzosament~ en el otro.
A mbOli planos se co~funden, pues\ en uno solo.~ por
tres pUtilos no situados en línea recta, nO' puede O¡. ",.máS
qtie un plano. ' .

COROLARIO Lo ' Dos 'rectas que se cortan determinan' la
posicion de un plano. .

COROLARIO 2.° ,Dos rectas paralelas determinan la ¡Josi;
e¡:on de un plano ~ "

COROLARIO 3.° , La 'interseccion de dos planos PQ y MN
(tig. 235) es una línea recta AH, pues de lo contrario, dichos
pl~nos tendrian tl'es púntos .éomunes no' situados en linea
recta, y por consiguiente'se confundirian en nn solo plano.

COROLA~IO 4.° Si 2tna recta AB (fig. 242) resbala sobre
otra MN de modo que en"toda,! las posiciones AB, A'B', .
A"Be< ..,.. que toma en su movimiento permanezca paralela á
su primera posicion AB, engendra un plano. '
. ·En efecto; los planos AB B'A', AB B"A'" AB B"'A"' ..'.
que pasan por ,AB, y por cada una de las posiciones que
o,c!lpa esta recta ál resbalar sobre la MN, pasan por las AB y
MN, luego, (COI.': 2.°) todos estos planos se confunden en uno
solo; y por, consiguiente la AB en su' movimieuto engen-
dra un plano, ¡ ,

EscoL1<O. ?or una 'reCta cualquiera AB (fig. 236) pue
den pasal' infini,tos planos AE, AD,' AC, AF\ .... y por 'u~

puñto P de la AB se pue~a. trazar en cada, plano" una per:
pendicular á dicha recta. " , '

Sean p~, PR, PQ, PR..... estas perpendiculal:es.
\ Luego por un pqnto P de una recta' AB" se pueden trazar
á' ésta infinitas perpendicl\lal'es en el espacio. '

Debe 'observarse; que el1 (lada plano que pasa por la recta
AB, no sé puede traz,ará ésta, por. un punto P situado en ella,
mús que una sola perpendicular, (9) .

253. Sí uua recta que tiene' un solo ,punto comun con un
plano, es perpendicula 1.' á todaR las rectas sit,uadas en este
plalio; y que pasan por este'punto, dicha recta es, perpendicu:
lar'al' plano, y éste perpendicular á la recta.
, Recta oblicua á un plano es la que tien~ un solo punto co
mun con él, y no e.s perpendicular á dichl:l plano.

,-
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. Si una recta A O (fig. 237) que tiene_ un solo punto Ocomun
con un plano MN, es perpendicular á dos rectas cualesquiera
OB y Ol) que pasan p01' O Y están en dicho plano, será tam
bien perp'indicular á otra recta cualquiera OC, que pase por
O, Y esté situada en el mismo plano.

En efecto; tr1J,zanuo la BD secante de las tres rectas OB,
OC Y on, prolongando la AO hasta A' de modo que A'O,
sea igual á AO, y uniendo 10s puntos de interseccion B, O Y
D, con A y A', tendremos los triángulos BAD y BA'D que
son iguales por tener el lado BD COmJlll,

el BA ~gual al BA',
por oblicuas cuyos piés se apartan igualmente del pié O de la
perpendicular; y el

AD igual al A'D,
por la misma razono Además los triángulos ABO y A 'BO
tambien son iguales por tener el lado HO comun,

BA = BA'.
Y ángulo ABO = á'ngulo gBC'

pOlo la igualdad de los tl'iángulos kBD y A'BD. De aq uí re
sulta CA = CA'; es df:cir, que e equidista de A y A'; Ycomo°tambien equidista de Ay ..\', 00 será perpendicular á AO,
Ó AO perpendicular á OO. O. O. E. E.

COROLARIO. Puesto que lo que se ha demostradQ para la
recta OC, se demostr'aria del mismo modo pal'll.,cuaJquier otra
recta que pase pOI' O y esté en el plano MN, resulta que

Si una "ecta que tiene un solo punto comun con un pla
no, es perpendicular á dos que p'a~an por su pié en el
plano, es perpendicular á este plano.

: TEOREMA CXLlII
I

:¿54. El lugar geométrico de todas las perpendz'cula
res traiadas por' un pitillo á una recta, es el plano per'
pendz'cutar á esta ,'ecta por dz'cho punto.



En efecto; sea el plano MN (fig. :238) perpendicular á la
recta AB en el punto O. Vamos'á probar:

1.· Que toda recta OP situada en el plano MN y que pasa
por el pié 0, de la recta A B, es perpendicular á la AB.

2.° Que toda recta OQ, que pasa por O, y no está situa
da en el piano MN, no es perpendicular á la recta á AB.

La pl'imera proposicion se deduce de lo dicho. (253)
Para demostl'ar la segunda., contl'aria á la primera. haga

mos pasar un plano por las ABy OQ, Y sea OQ' la intersec
cion de este plano con el MN. 'rendremos que las rectas OQ,
OQ' y AB, están situadas en un mismo plano. .

La OQ' es perpendicular á la AB, porque pasa. por O, y
está en el plano MN¡ lueg~ la OQ no puede ser perpendicular
á la AB.

S{pues, todas las rectas que ,pasan por el pié O de ld .A.R,
Y están en el plano MN, son perpendiculares á la AB, y todas
las que no están en el plano MN y pasa por °no son perpen
diculares á la AB; el plano MN perpendicular por O, á la
.A.B, es ellug'ar geométrico de {as perpendiculares á AB por
el punto O.

En virtud del principio (82) se pueden establecer las si
guientes proposiciones recíprocas de las anteriores:

l.' Toda perpendicular OQ á la AB, por el punto O
está. situada en elplano MN perpendicular á la ABpor O.

2.° Toda recta OQ' que pasa por O, y no es perpen
dicular á la AB, no está en el plano MN pe1pendicular a!
á dicha recta en O.

GEOMETRíA Í67
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255. P07' un punto O. (fig. 237) situado en un plano
MN, siempre se puede tra{ar d éste una pe1pendicular,y
no se puede tra{ar. mas que .una ..

Tracemos en el plano MN, una recta BD, que no pase por
0, desde ° una perpendicular OC á la BD, por e la CA
perpendicular tambien á BD, Y que forme el ángulo agudo
OCA. Ahora, si en el plano OCA se traza la OA perpendi
cular á 00, dieha recta OA será perpendicular al plano MN.

En efecto; prolongando AO hasta A', de modo que A'O,
sea igual á AO, Y unieado C y un punto D de la BD, con
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A Y A', como BD es perpendicular á ca y CA; será tambien
perpendicular al plano AOC, por lo que dicha recta. BD, será
tambien perpendicular á CA' (253). Tend¡'emos, que 10d

triángulos rectángulos ACD, y A'CD, que tienen el cateto
CD comun y el AC igual al A'C, serán iguales; seráu pues
iguales sus hipotenusas AD y A'D, de 'donde DO será per
pendicular (24 cor.) á AA'. Si pues AA' ó Aa es perpendi·
cular á la. OC y OD, lo será (253) al plano MN. .

Luego por un punto situado en un plano, siempre se
puede tratar una perpendicular.

Aho¡'a, si por el punto O (fig. 239) suponemos dos perpen
dicula.res OA y OB aJ plano MN, dichas rectas serán ambas
.perpendiculares á la inte¡'seccion ó traza PQ del plano de
las OA y OB con el MN; lo que es imposible. (9)

Luego por -un punto situado en un plano, no se puede tra
zar á éste más que una perpendicular.

TEOREMA GXlV

- 256. ~ Por un punto A, situado fuera de un plano MN,
{fig. 237), sz'empre se puede tratar á éste, una pe'''Pmdz'cu
lar,.y no se puede tratar más que una.

Tracemos la AC perpendicular á ·una recta BD, situada en
el plano MN. POI' e y en el plano MN. tracemos la CO per
pendicular tl:lmbien á BD; ahora en el plano de las AC y ca
.tracemos la AO perpendicular á ca. Esta será perpendi
cular al plano. Lo que se demuestra lo. mismo que el teore:
ma anterior.

Luego por un .punto fuera de un plano, siempre se puede
trazar á éste 'una perpendicular.

Ahora, si por el punto A' (fig. 239) suponemos dos per
pendiculares A'O' y A'O" al plano MN, dichas' rectas, se
rán tambien perpendiculares (253) á la interseccion O'O".del
plano de las NO' y A'O" con el MN, lo qne es imposible.

Luego por un punto situado fuera de un plano, no se puede
trazar á éste más que una perpendicular.

TEOREMA CXlVI

''257. Si desde un punto A' (fig. 239) situado fuera del
plano MN se tiran á éste la perpendz'cular AIO' .Y una
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259. \ Si desde un punto Al situado fuera de un plano
MN, se lraran á éste las oblícuas, AIO" y A'H cuyos
piés O"y H distan desigualmente del pié O' de la perpen
dicular, la oblicua A'B cuyo pié dista más, es la mayor.

En efecto; en los. planos A '0'0". A ca H, tenemos los trián
gulos A'O'Ü" A'O"H. Tomando O'T igual á 0'0", y tra
zando la TA" será

oblícua cualquiera A'O'(; la perpendicular, es más corta
que la oblícua.

En efecto; en el plano A(0'0". tenemos el triángulo rec
tángulo A'O'O", cuya. hipotenusa A'O" es mayor que el ca-
teto AIO'. C. O. E. B:.

258. 8i desde un punto A' (fig. 239) situado fuera del
plano MN, se traran á éste la perpendicular A'O' y las
oblícuas A'O", AT. cuyos piés equidistan del pié O, de la
perpendicular; dichas oblícuas son iguales,

En efecto; en los planos A'O'O" y A'O'T, tenemos los
triángulos rectángulos A'O'O" y A ~O'T, iguales. Luego las
hipotenusas A.'O' y A'T, serán iguales. C. C. E. E.

y como

tendremos

A'H > A'T

A'T AIO"

A'H> A'O". C. C. E. E.

ESCOLIO. Los recíprocos de estos tres últimos teoremas,
son verdaderos, y se demuestra como sus análogos X, XI Y
XU, de la Geometría plana. .

COROLARIO 1.°, La distancia de un punto á un plano es
la perpendicular trar.ada desde dicho punto al plano.

COROLARIO 2.° Desde un punto situado fuera de un
plano, se pueden tirar á éste. infinitas oblícuas iguales.y
el lugar geométrico de los piés de estas obHcuas, es la



170 GEOMETRÍA.

(258)

AB será perpendi-
\ ")',/~. v,

circunferencia cuyo centro es el pié de la perpendicular
y cuyo radio es la distancia del pié de la perpendicular
al pié de una de' las oblícuas iguales. I

TEOOEMA CXLlX.Je. t,~ ~ 1~",,,,"'l.wJ.rN.l

260. Si desde el pié O (fig. 240) de la A Operpéndicu
lar al plano MN, se traia una perpendicular OB á una
recta cn situada en dicho p'lano MN;, la 4B tra'{ada des
de B á un punto cl{alquiera A de la OA; es perpendicular
á la CD. ;pe.

En efecto; tomando BD igual á M, y uniendo e y D con
O y A; tendremos OD = OC (16) Y

AC = AD
Si pues, A y B equidistan de e y D,

cular á:.QD. C. C. E. E. ;. ~~c

CAPÍTULO II.", ,

PARALELrSMO '1tN EL ESPAero

TEOREMA Cl

, I

261. Por un punto C (fig. 241) cualquiera del.espacio, no
situado en la recta AB, se puede trazar una paralela á ésta,

,y no se puede trazar más que una. .
En efecto; dos puntos A y B de -la, recta AB, y el punto e,

determinan la posicion de un plano, (252); por el punto e y
en este plano, siempre se puede trazar á la AB, una paralela
MN (33). Ahora cualquiera otra rectá HP que pase pOI' e,
si está eh el plano de las AB y )1N, 110 puede (33) ser pa
ralela á ,AB, Y si no est~ en el plano A'BC, BP es secante
á este plano; de modo que las AB y EpI! no están en un mis
mo plano; luego no son paralelas (30).

TEOREMA CL!

262. Si dos rectas A O Y CB (fig. 243) son pirpendicu
lares á un plano MN; dichas rectas son paralelas entre st".
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En efecto; unamos los. dos piés de estas perpendicu¡'are's,
por medio de la recta OB, tracemos, en el plano MN la f)E
perpendicular á la OB, unamos B con un punto' A de'la AO.
y tendremos que las tres rectas CB, Aa y OB son perpendi
culares á la DE por el punto B,., La.CB por ser perpendicu
lar. al plano,' laAB, en virtud de 'lo, dicho (260), Y la OB
por construccion. Estas tres perpendiculares estarán si
tuadas en un mismo pláno (254) yen' este plano está la AO;
de modo que las AO' y CB, están situadas en un mismo pla
nO Y·l:ldemás son perpendiculares á la OB (131); lUf.go son
paraleJas entl:e sí. 'C. C. E. E. '

TEOREMA CUI
1 _--..' (

26~. 'Si dos rectas AO'y eH (fig, 243) son paralelas
.. entre sí, y una de ellas A O es perpendicular al plano MN,

la otra será tambien perpendicular á dicho plano.
. En efecto; si la BC no fuese perpendicular al plano MN,
po'r el punto B podríamos ~razar otra que lo fuese, que seria
paralela á ,la AO segun' el teorema anterior, y tendríamos
por el punto B dos paralele '. AO lo que es imposible.
Luego la CB será forzosame ' perpendicular al plano MN,

,COROLARIO: S,i un plano es erpertdicular á una 1'ecta,
es 'tambien pe.rpendicular á todas las paralelas á esta r~cta.

/'

l'EOREMA CUII

264.' Dos planos PQ.Y jViN ·(fig. 244) perpendiculares
una recta AB, son.par(llelos entre sl.

En efecto; ::si dichos planos se encontraran, podr·ian trazar
se desde un punto C de la arista comUll, las rectas CA' y CB

.. situadas respectivamente en los planos ~N" y PQ, y por con
siguie'nte (253) perpendicujar.es á la AB, lo que es impo.
,sitIe.

TEOREMA CUV

·265..... Si 'un plano CB'(fig. 245) corta á otros dos para
telos MN'y PQ; las intersecciones AB. CD de éstos, con
el plano secante, son paralelas entre sí.

I



En efecto; si las intersecciones A B Y OD, no fnesen para·
lelas, se encontrarian puesto que están en un mismo plano,
yen este caso se encontrarian tambien los planos MN y PQ
que contienen dichas intersecciones, lo que es imposible,
puesto, que por hip6tesi~, dichos planos son paralelos.
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TEOREMA CLV

~66. Si dos rectas AB,y'OD(fig. 246) son paralelas en
el espacio á una tercera MN; dichas rectas ABy CD, son
paralelas entre sí.

,En efecto; si imaginamos un plano perpendicular á l¡¡ MN,
éste será tambien perpendicular á la AB y CD (263); de
modo que las AB y CO, serán perpendietdares á dicho plano;
luego (262) serán paralelas entre sí.

TEOREMA CLVI

267. Si una recta AB (fig, 247) es,paralela á otra DO
situada en un plano MN, se"á tambien paralela á este

,plano.
En efecto; si la "AB, no fuese paralela al plano MN. corta

ria á este. plano, y el punto comull entre la AB y el plano
MN, ha de estar p,'ecisamente en el plano de las paralelas
AB y CO, que es donde está la AB, y como el plano MN y
el de dichas paralelas. no tienen más puntos COmUl)eS que
los situados en la DO, el punto comun entre la AB y el pla
no MN, forzosamente habia de hallarse en la DC, lo q'ue es
imposible. pues suponemos paralelas las AB y De,

TEOREMA CLVII .

268. Si la recta AB (fig. 247) es paralela al plano
MN,y por un punto D de este plano se trara la 1)0para
lela á la AS; la 1"ecta GD estará situada en el plano MN.

En efecto; la interseccion del plano MN, con el plano de
las paralelas AB y CD, pasará por D y estará situada en el
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plano MN. Ahora esta interseccion está situada en el plano
de las paralelas AB y cn, y no puede encontrar á la AB por
ser ésta paralela al plano MN; de modo que dicha intersec
cion es paralela á la AB y pasa pOI' D; Ycomo por O no
puede pasar más que una paralela á la AB, dicha interseccion
coincidirá con la. DC paralela á la AB por hipótesis. Lue
gó CD está situada. en el plano MN.
,. COROL~ltIO. Si una recta HP (fig. 248) es paralela á
dos planos que se cortan; es paralela tambien á la inter
seccion MN de dichos planos.

En efecto· segun el teorema anterior, si por el punto M se
traza una p'aralela á la HP, dicha paralela, estará á la vez

.en el plal)o MB y en el NA; lU,ego se confundirá con la in-
terseccion MN. '.

TEOREMA CLVIII

269. Si dos ángulos CAE. O'A'B' (fig. 249) situados
en planos diferentes, tienen sus lados respectivamente pa
raleLosy dirigidos en un mismo sentido; dichos ángulos
son igualesy están situados en planos pm·alelos.

Toma.ndo AO igual á A'C', y AB igual á A'B', trazando
CB y C'B', y uniendo por medio de recta8 los puntos A, B Y
O, respectivamente con los A', B', e', tendremos (143) AA'
igual y paralela á las 00' y BB'; de donde CC' y BB' sun
iguales tambien y pal'alelas; y por consiguiente CB igual y
paralela á C'B'. Resulta que los triángulos ABC y A'B'O'
tienen sus tres lados respectivamente iguales; luego los ángu
los homólogos CAB y C'A'B' son tambien iguales.

Además lós planos OAB y C'A'B' son paralelos, porque
el plano paralelo al. A'B'C' trazado pOI' A, debe pasar pre
cisamente par B y C.

270. Proyeccion dé un punto ~obre un plano, es el pié de
la perpendicular trazada desde el punto al plano.

Ptoyeccion de una línea sobre un plano, es la línea forma
da por las proyecciones de los puntos de dicha línea sobre
el plano.

La proyeccion del punto A (fig. 250) sobre el plano MN:',
es el punto A'.

La proyeccion de la recta AB) sobre el plano MN, es la
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línea formada por los puntos A'b'a'B', proyecciones respec-
tivas "de 10R pun'tos A a, b, B de la rec~a AB. (

TEOREMA ClIX

271.' La proyeccion de una recta AB, $obre un plano
'MN, es una líl1e{! recta,·

En efecto; las' rectas AA'. aa', bb' BB' ..... por ser per
pendiculares al .plano MN, son par:>..lelas entre sí, y segun
(2()2, COl', 3.~) están situadas todas en nn mismo plano; de
modo que ·Ia proyeccion de la AS sobre MN, formada por las
proyecciones de los puntos de la AS sobre dicho" plano, es
precísanlente la interseccion'del plano AB' ~on el MN; luego
es una línea recta. .

COROLARIO. Como una recta queda determinada con dos
de sÍls puntos,'la proyecciof,l,de la recta AS,.sobre el. plano
MN, se hallará, determinando las proyecciones A' YB', ' de
los extremos A y B de dicha recta, y uniendo pOi' medio de
una recta los puntos A' YB'.'

El plano 'que contiene á una recta AS, y á la proyeccion
A'B', se llama plano proyectante, y el plano MN, sobre el
que se proyecta la recta AS, se llama plano 'de proyeccion.

272. Angulo de una recta AB,~fig. 251) con un plano
MN, es el ángulo agudo 'BAC, que forma dicha recta con' su
pI:oyeccioI). Ae sol;>re el plano. .

TEOREMA CLX

El ániuli5'1f~oque7~~~a la recta AB con su proyec
cion A (J sobl'e el plano MN, es -menoi' que el formado por
dicha r2c[a AB~ con cualquiera otro..-AD, qué pasa por su
pié A en dicho plano. \' __

En efecto; tomando AD igual á AC, y uniendo B con D..
será ,BD > Be (257); luego (130) en los triángulos B~C f
BAD, el ángulo. BAD opuesto alIado BD, será mayor que
el BAe opuesto alIado Be. C. e. E. E.

Angulo de dos rectas AB y CD (fig. 252) que no se cortan
en el ~spacio, es el ángulo f) EF fOl'D;lado por una de ellas
CD y la EF paralela á la otl'a AB, y trazada. por un punto

,E qe'l~\primer8t'CD,¡ ,
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CAPíTULO IlI.

ÁNGULQS DIEDROS Y POLIEDROS

273. Dos planos NA y MB (fig. 248) que concurren en
la MN, forman un ángulo diedro. Los dos planos NA YMB
son las caras, y la recta MN comun á las dos caras, es la
arista de dicho ángulo. Este se expresa diciendo, ángulo
AMN B, es decir, con cuatro letras, una en cada cara y las
'dos de la arista en medio.

Las dos caras del ángulo AMNB, se consideran indefinida·
mente prolongadas. '

Angulo diedro, es pues. la sepa7"acion Ó abertura de
dos planos que se encuentran en una recta.

Dos ángulos (iiedros que coinciden al 8uperponerlos, son
iguales. ,

Los ángulos CABD y DA BE (fig. 236) que tie'nen la aris-
ta A.B, y la cara AD comunes, y las otras dos caras AO y ~

AE, á diferente lado- de la cara comun AD, se liaman con'
tiguos 6 adyacentes.

Cuando un ángulo diedro, no tiene su arista comun con
ningun otro, se le puede designar con las dos letras de, su
arista solamente. Así el ángulo AMNB (lig. 248) se expresa
tambien diciendo ángulo' MN. .

ESCOLIO: Haciendo sobre los ángulos diedros, las mismas
consideraciones que se hicierhn en la geometría plana (8)
deduciremos que
... Un plano es perpendicular á otro, cuando forma con él
dos ángulos diedros adyacentes iguales. Oada uno de estos
ángulos acJ.yacentes iguales, es un ángulo died7"0 recto.

Los ángulos MPQR y NPQR, (lig. 257) son rectos.,
Un plano es oblícuo á otro, cuando forma con él dos

ángulos adyacentes desiguales, de los que el uno que
es mayor que un recto se llama obtuso, .Y el otro que es
menor que un 7"ecto, se llama agudo.

De los ángulos adyacentes PMNS y SMNQ (fig. 248 bis)
el primero es obtuso y el segundo es agudo. El plano MS es
oblícuo al QP.. /

Por una recta QP, 'situada en un plano MN, (fig. 257)
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" no se puede tra{ar á éste más que un plano perpendicu-
lar Pl{ ,

70dos' los ángulos diedr'os rectos son iguales, Angulos
, diedros complementarios, son dos ángulos cuya suma es

igual á un recto; y ángulos dz'edros suplementarios, dos
ángulos cuya suma es igual á dos rectos:

Si dos ángulos diedros adyacentes, tienen sus caras no comu
nes en un mismo plano; bon ~uplementarios, y recíprocamelfl.te.

La suma de todos los ángulos consecutivos, que se pueden
formar al rededor de, una adsta, situada en un plano, y á un
mismo lado de éste, es igual á dqs rectos.

La suma de tl"dos los ángulos consecutivos, que se pueden for
mar al rededor de una arista comun, es igual á' cuatro rectos.

A ngulos opuestos por l,a arisla, son tos que tienen las caras
del u.no prolongaciones de las caras- deZ otro,

Los angulos MABQ (fig, 23ó), y PABN, son opuestos por
la arista, '

Dos ángulos,diedros opuestos por la arista, 'son igu~les,

PLANO BISECTOR de un diedro, es el qúe lo divido en dos
iguales. , ,

274. Angulo rectilíneo correspondie,nte á un diedro AH
(fig. 254) es el MüN, formado por las dos perpendiculares'
MO y NO á la arista AB, por un mismo punto O de ésta y
situadas una en cada plano,

TEOREMA GLXI

Si dos ángulos diedros OBAD y C'B A'D' (fig', 25~), son
iguales, sus rectilíneos cm'respondientes MON y M'Q'N" tam
bien serán iguales.

En efecto; haciendo coineidir los diedl'os iguales e'A'B' O'
Y CABO, de modo que el punto O' caiga sobre el 0, fOl'ZO-
'samente coincidirán las perpendiculares O'M' con OM y O'N' -
con ON (9); luego lQs ángulos rectilíneos M'O'N~ y M0N
son iguales. O, C. E. E. "

TEOREMA- GLXII

275. " Si los ángulos rectilíneos M'O'N' y MON (fig. 254),
son iguales; los diedros C'B'A'D' Y' CBAD, tambien serán /
iguales, '
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En efecto; haciendo coincidh' losánguios rectilineos igua
les M'O'NI y MON, coincidirán forzosamente las aristas AlB'
Y AB. (255) Y tambien las cal'as A'D' con la AD, yla AICI
con la Ae, (252, coro 1,°); luego los ángulos diedros el Bl A'D'
YCBAD, son iguales. C. C. E. E.

COROLARIO. Si los ángulos diedros MPQA (fig. 257), Y
NPQA son rectos, sus rectilíneos correspondientes HOA y
.A. O T tambien son rectos.

En efecto; segun el teorema CLXI, si dichos diedros son
iguales, sus rectilinios correspoLidientes tambiell lo serán,
pOI' consiguiente los adyacentes HOA y AOT, situados en
el plano HTA son iguales; luego son rectos, e. e. E. E. 1-

TEOREMA CLXIII

276. \ Dos ángulos died,'os CBAD y C'B'A'D' (fig. 255),
son proporcionales á sus ángulos "ectilíneos correspondientes
PMQ y P'M'Q'.

En esta demostracion distinguiremos dos casos:
1.0 Que los ángulos rectilíneos PMQ y P'M'Q' sean con

mensurables. 2.° Que sean incollmensul'ables.
Primer caso: Suponiendo que la medida comun de los án

gulos PMQ y P'M'Q' sea el ángulo PMH y que esté conteni
do cuatro veces en el PMQ y tres en el P'M'Q'¡ si dividimos
el primero' en cuatro partes iguales, y el segundo en tres,
cuatro será el número que mide el ángulo PMQ, y tres el que
mide al ángulo P'M'Q', si tomamos pOI' unidad dicha meditla
comun; y como (Arit. 343) la razon de dos cantidades, es la
de los números que las miden con la misma unidad, será

(1)
PMQ

P'M'Q

4
= ---a'

Si tl'azamos ahora los planos ABR, ABR, ASS, pOI' la aris
ta AB, y las rectas MH. MR, M:3; y los planos A'B'H',
A'B'R' por la arista A'B' y las rectas M'H'. M'R', el die
dro DABC habl'á quedado dividido en cuatro partes, y el
D'A'B'C' en tres partes todas iguales.

Tomando por medida una de estas partes, cuatro será el
12



178 GEOMETRÍA

D'A'B'C'
(2)

número qne mide al diedro DA BO, y tI'es el ;que mide al.
n'A'B'C', y (Arit. 343)

DABC

Como las proporciones (1) Y(2), tienen una razon comun,
tendremos

DABO PMQ
-

D'A'B'C' P'M'Q'
C. C. E. E.

Segundo caso: Que los rectilíneos POQ y PIO'QI-_ sean
inconmen~urables. Este caso se d~muestra empleando los
mismos razonamientos, que en el párrafo (86)

.... COROLARIO. La medida de un ángu,lo diedro, es la misma,
-que la de su ?'ectilíneo con·espondiente.

En efecto; si el ángulo CABO (fig. 256) se quiere medir
tomando por unidad al recto C' AIBID', su medida será el
número abstracto expresado pOI' la razon

CABD
C'A'B'D'

Ahora trazando los MOP y M'O'P' reetilíneos cMrespon
dientes á dichos diedros, tendremos (276)

OABD MOP

C'A'B'D' M'O'P'
\

Pero el primel' miembro de esta igualdad, es la medida (jel
diedro CABD, tomado pOI' unidad el diedro recto; yel-segun
do la medida del MOP, (rectilíneo correspondiente al diedro
CABD) tomado por unidad el ángulo rectilíneo recto.
_ Luego la medida de un diedro es la misma que la de su
rectilíneo correspondiente.

TEOREMA CLXIV

277 . Si una recta A O (fig. 257) es perpendicular á un
plano MN, todo plano PR que pase por dicha recta, se"á tam
bien perpendicular al plano MN.
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En efecto; tt;azando en el ·plano MN la HT pel'pendicular
~ la arista PQ pOI' O pie de la pel'pendicular AO, se forma
rán los ángulos BOA y TOA rectos (253, 274) Y r~ctiJílleos

-<:o1'l'espondientes á los diedros adyacentes MPQR y NPQR;
luego (275) éstos serán ig-uales y pOI' consiguiente rectos
-(2'/3 esc.); de modo que el plano PR es pel'pendicular al MN.
'C. C. E. E. .

TEOREMA CLXV
. ., . .

27~. - Si dos planos :lf,V fJ PR (fig 257) son-Pelpendicula
·res entre sí, 'Y por un punto O de su interseéc"ion, se traza una
perpendicular OA á u.no de los planos MN, dicha perpendi-
-cular estará situada en el plano P /l. . ..

En e'fee o; si,trazáramos en el plano PR, una perpendicular
á la arista 'PQ P'Ol' el- punto O, 'dicha perpendicular formaria

, con la OT el rectilíneo correspon.dien'te al diedro recto
NPQR; seria pues. perpe'ndicular al plano MN; lu'ego (255) se

. confundiría con la OA; y por consiguiente ésta estará en el
,planoPR. O. e. E. E. .
... UOROJJARIO. Si dos planos OQ y OH (fig, 258) que se coro
¡tan, son perpendiculares á tm tercero MN; la interseccion OA
,de los primeros, es perpendicular al terCB7'O MN.

En efecto; si por el punto O, se levantú una. perpendicular
al plano MN, é~ta estará situada, segun el teol'emá anterior.
en los dos~lanos OQ y OH, luego se confundirá con su in-
terseccion OA. .

279. Tres planos. AOC, AOB y BOa (fig. 263) que concu
Tren en un punto O, forman un 'ANGULO TRIEDRO. Los planos
ADa, AOB y BOa, son sus caras ó ángÚlos planCJs.. Las rec
tas OA, OB, 00, intersecciones de las caras, son las aristas,
'los diedros formados por las caras son los ángulos diedros
·del t~ieQI'Q, y el punto O, CGlTIun á las tres ca'ras es el vél'ti
-ee del tl'Íed'ro.

Este se e~presa por hi letra ° del- vértice seguido de las
~ 1etras A, B, e, sit.nadas una. en cada arista, ó ta.mbien .solo

con la O 1eti'a del vértice. . '
Varios planos AOB, BOa, COD, DOF y F0A, que eon

-curren en un punto O (fig. 259) forman un ángulo poliedl'o 6
un 'ángulo sólido .. Los planos AOB, BOa. , son sus caras

/
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í

Ó ángulos planos. Cada cara corta á las dos caras contiguas.
Las rectas OA, OB, OC ..... intersecciones de las caras son
las aristas, los diedros fOI'l~ados por las caras consecutivas
son los ángulos diedros del poliedro, y el punto ° comun á
todas las caras es el vértice del ángulo poliedro. Este se ex
pl'esa por la letra del vértice 0, seguida de las letl'as de las.
aristas A, B, c... " situadas una en cada arista, ó tam bien
solo COIl la 0, letra del vél'tice. '

Los ángulos poliedros pueden ser convexos ó cóncavos.
Cuando la seccion de la superficie de un ángulo poliedro.

por un plauo que corte á todas sus aristas es un polígon(}-
convexo, el poliedro es convexo; y cuando dicha seccion es
un polígono cóncavo. el poliedro es cóncavo.

Aquí solo nos ocuparemos de los poliedros convexos.
PIaDo diagonal de un ángulo poliedro, es el plano que pasa

por dos aristas no situadas en la misma cara.
El ángulo tl'Íedro es el más sencill@ de los ángulos po

liedros.
Si desde una arista de un ángulo poliedro se trazan planos

diagonales á las demás aristas, quedará descompuesto en
tantos ángulos triedros como caras tiene el ángulo poliedr(}
menos dos. Si desde una recta' interior al ángulo poliedro, y
que pase por el vértice de éste, se trazan planos á todas las
aristas, el ángulo poliedro queda dividido en tantos triedros
como caras tiene.

Dos ángulos triedros que pueden coincidir por superposi-
cion, son iguales. •

Dos ángulos triedros, en los que la!! aristas del uno son
prolongaciones de l~s aristas del otro, son siméMcos.

Dos ángulos triedros en los que los ángulos planos de ca:da
uno, son suplementos respectivamente de los ángulos diedros
del otro, son suplementarios.

TEOREMA GLXVI

'280. En todo ángulo tri-edt,o OABC (lig. 260), un ángulo
plano cualquiera A Oe, es menor qué la suma de los otros dos
AOB y BOO; y mayor que su diferencia.

Suponiendo que el ángulo AOC, es mayor. que cada un(}
de los otros dos del tl'Íedro '0, (pues en otro caso el teorema



110 exigida demostracion), tomemos en él una parte DOC
igual al BOC, tracemos la recta AC que cortará á la OD,
tomemos OB igual á 00, Yunamos por medio de rectas el
punto B con los A y O. Los triángulos noc y BOC, que
tienen el lado OC común, OD igual á OB Y el ángulo oOe
igual al BOC serán iguales, y por consiguiente tendrán igua
les los lados homólogos CD y CB. Ahora en el triángulo ACB.
tepdremos
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AC < AB + Be

restando del primer miembro de' esta desigualdad De, y del
segundo BC, que son rectas iguales, resultan

AD < AB.

. Pero los triángulos AOD y AOB, tienen AO comun, 00
y OB iguáles, y segun se acaba de probar AB mayor qua
AD; luego (130) tendl'emos

ángulo AOD <: ángulo AOB,

Ail.adiendo al primer miembro de esta igualdad DOC y al
segundo BOe. que son ángulos iguales, resultan

AOC < AOB + BOC

que demuestra la primera palte del teorema,
La segunda se deduce facilmente de ésta. (115)

TEOREMA CLXVII

281.' La suma de todos los ángulos planos de un dngulo
poliedro convexo O (fig. 261). es menor que cuatro rectos,

Trazando un plano que corte todas sus aristas, ~as inter
secciones de este plano con la~ caras del polígono, formarán
el polígono convexo ABCDE.

Llamando n al número de caras del ángulo poliedro, el po
lígono formado por las intersecciones del plano secante, ten
drá tambien n lados. Uniendo un punto interior O' de dicho

:' polígono, con sus vértices. se formarán n triángulos cuyo
vértice' comun es O', y cuyas bases son respect.ivam~nte las



mismas que las de los n ~riángulos cuyo vértice comun es O;
'bases que son los)ados del polígono ABCDE.

Ahora si en los triángulos cuyo vértice comun es O, lla
mamos V á la suma de los ángulos de sus vértices, y H á la
suma de los ángulos de sus bases; y en los triángulos cuyo
vértice comun es O', llamamos tambien V, á la sUllla de los.
ángulos de SU:i vértice~, y B' á la suma de los ángulos de
sus bases, tendremos .
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B+V = B'+V'

Pero, spgun el teorema anterior, en 'cada uno,de los tl'ie
dros A, B, C..... las sumús de los dos ángulos de los trián
gulos cuyo v.értice comun es O, es mayor qne la suma de los.
dos ángulos de los triángulos cuyo vértice comuu es O', Y
que concurren á formar con los anteriores los respectivos.
triedros; tendremos pues en la igualdad '

B + V = B' + V'

B'>B';

luego forzosam~nte será

V< v'
y como

V, = 4 rectos,
resulta

v < 4 re,ctos. C. C: E. E.

COROLARIO. La suma de los tres ángulos planos de UI)
triedro es menor que cuatro·.rectos.

TEOREMA ClXVIII

282. , Si desde un punto O' (fig, 262) 8ituado en el interior
de un triedro O, se trazan las rectas O'A', O'B', 0'0' rebpec
~ivamente perpendiculares á las tres caras de dicho triedro, el
triedro O'A'B'C' determinado por dichas perpendiculares, y el'
triedro primitivo O, son suplementarios.

En efecto; sean A', B' Y C' los piés de las' perpendiculares.



trazadas desde O', y AA', Y AB'; BB' Y BO', CC' y 'CA', las
intersecc~ones de las caras dl}l tl'Íedro O' con las del trie
dro O.

El plano A'O' B' será pel'pendicular (277) á los planos'
AOe y AOB, y por consiguiente (278 cor.) la arista OA será
perpendicular al plano A'O'B', el ángulo A'AB' será pues
el rectilineo correspondiente al diedro cuya arista. es DA; y
en el cuadrilátero AA'O'B', que tiene los ángulos A' y B'
rectos, los O' y A serán suplementari08; luego el ángulo pla
no A'O'B', es !!uplementaJ'iú del diedl'o OOAB,

Del mismo modo se demostl'aría que los otros dos ángulos
planos del triedro O' son suplementarios respectivamente de
los Otl'OS dos diedros del triedro O. .

Ahora, siendo la arista OA perpendicular al· plano A'O'&'
é igualmente la arista 00 perpendicular al plano A'O'O' y
la arista OB perpendicular tambien al plano B'O'O'; en el
cuadrilátero AOCA', los ángulos A ye son rectos, por lo que

. los O y A' serán suplemental'Íos, y como el A' es ell'ec,tílí
.n~o correspondiente al diedro cuya arista es A'O', resulta
que el ángulo plano COA es suplementario'deldiedro AA '0'0.

Del mismo modo se demostraria que los otros dos ángulos
planos del triedro O, son suplementarios resp~ctivamente de
Jos otros dos diedros del tl'Íedro O' .

Luego los triedros O y O' son suplementarios.
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TEOREMA CLXIX
..

283, La suma P.e los tres ángulos diedro..~ de un triedro, es
mayor que dos rectos y menor que seis.'

Rn ~fecto; llamando A, B Y e, á los tres diedros de un
triedro, y a, b y c á los ángulos planos de un triedro suple
mentario al primero, segun el teorema anterior, tendremos

I

A + a = 2 rectos

B + b = 2 rectos

e + e = 2 rectos de donde

A + B + C = 6 rectos - (a + b + c) .

• Ahora,yuesto que (~81.cor.)



a- + b + c < 4 rectos
> cero

forzosamente se deduce de la anterior igualdad, que

> 2 rectos
A + B + O < 6 rectos.
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G. O. E. E.
284. Dos ángulos triedros, que pueden coincidir por su·

perposicion, son igu~lesf
I

TEOREMA CLXX

'.2 ~4- Si dos triedros O y 0 1
, (fig,. 263) tienen un ángttlo diedro

igual (OA = O'A'), respectivamente iguales las caras que lo
forman (A OC = A 'OIC y AOB = A'O'B) y además colo
cados del mismo modo, dichos triedros son iguales.

En .efecto; colocando los triedros O y 0 1 de modo que coin·
cida el ángulo plano A'O'C' con el AOO, la cara A'O'B'
caerá sobre la AOB, por la igualdad de los diedros A'O' 'y
AO, y como además el ángulo plano A'O'B' es igual al AOB,
la arista O'B' coincidirá con la OB, de modo que han coin
cidido las tres aristas; y por consiguiente han coincidido las
caras y los ángulos diedros de los triedros.

TEOREMA CLXXlI

285. Si dos triedros O y O' (fig. 263) tienen una cara igual
(AOC = A'O'C'), iguales respectivamente, los diedros adya
centes á dichas caras (AO = A' O', CO = C' O') y colocados
del mismo modo, dichos triedros son iguales.

En efecto; colocando los triedros O y O' de modo que coin·
cida el ángulo plano A'O'O' con el AOO, la cara A'O'B'
caerá sobre la AOA, por la igualdad de los diedros A'O' y
AO; y la cara B'O'e'. caer4 tambien sobre la BOO por la
igualdad de los diedros O'C' y OC, Y por lo tanto la arista
O'B' coincidirá con la OE; tIe modo que han coincidido las
tres aristas, y por consiguiente han coincidid~ las caras y )0
ángulos diedros de los triedros.
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TEOREMA CLXXII
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286. Si dos triedros O y O' (fig. 264) tienen las tres Cllras
del uno respectivamente iguales á las tres caras del otro (A OO
= A'O'C', AOB = A'O'B'. BOO = B'O'O') y colocadas
.del miSmo modo, dichos triedros son iguales.

Si demostráramos que estos"triedros tienen los diedros AO
y A'O' iguales, como por hipótesis las caras que forman es
tos diedros son respectivamente iguales, tendríamos probada
la igualdad de los triedros propuestos, en virtud de lo demos
trado (284).

Para esto, tomemos en las aristas de dichos triedros las
partes OA, OB, 00, O'A', O'B', O'C', todas iguales. Una
mos en el triedro O los puntos A, By °por medio de rect~;

y hagamos lo mismo en el triedro O' con los puntos A',. B' Y
e'. Tendremos

triángulo AOB = tl'Íángulo A'O'B'

triángÚlo AOC = tl'Íángulo A'O'C'.

triángulo BOC = tl'Íángulo B'O'e',

y ·de estas igualdades deduciremos la igualdad de los trián
gulos ABC y A'B'O' (131,3.")

Ahora, tomando AM igual á A'M', Y trazando por M y M'
respectivamente los planos NMP YN'M' p, perpendiculares el
primero á la arista AO, y el segundo á la. al'Ísta A'O'; NMP
y N'M'P' seran los rectilíneos correspondientes respectiva
mente á los diedros ~O y A'O'. .

El plano NMP, cOJ'tará pJ'ecisamente los lados AB yAC,
porque los ángulos AMN y A~JP son rectos, y los NAM y
'PAM son agudos, Por la misma razon el plano M'N' p' cor .
tará á los lados A'B' Y AoC'
: AdeQlás tenemos

triángulo AMN = triángulo A'N'M'

triángúlo AMP = triángulo A'M'P'

por ser rectángulos y tener iguales los catetos AM y A'M',
Y los ángulos agudos en A y en A', de donde
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y tambien
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MN = M'N' t
MP = M'P,' >

AN = A'N'}
AP = A'P'

(a)

•

Pero como además tenemos

ángulo CAB = ángulo O'A'B'

resulta que los triángulos PAN y P'A'N', son iguales, de·
donde

NP = N'P'.

Ahora de esta igualdad y de las igualdades (a)· se deduce
que el triángulo NMP es igual al N'M'P', y por consiguiente-

\ ángulo NMP = ángulo N'M'P'. . "

Pero ~omo estos son los rectilíneos correspondientes á 108
diedros Aa y A 'O', resulta que éstos tambien·son iguales;
y por consiguie,nte queda demost.rado..el teorema.•

'TEOREMA GLXXIII

287. Si dos triedros tienen los tres ángulos diedros del uno,
respectivamente iguales á los del otro, y colocados del mismo
modo, dichos triedros son iguales.
~n efecto; dos ángulos triedros suplementarios de los pro

puestos ,serán iguales por tener sus tres cal'as respectiva,
mente iguales (279) y si son iguales tendrán tambien igua
les sus ángulos diedros; luego las caras de los propuestos se
rán iguales respectivamente por suplementos de diedros res
pectivamente iguales; luego los ángulos triedros propuestos
serán iguales. (286) : ' ,

ESCOLIO. Ob~ervemos que los triedros simétricos OA BO
y OA 'B'O' (fig. 265) no pueden en general coincidir por su
perposicion, pues haciendo girar el OC'B'A'" al rededor de
MN bisectriz del ángulo A'OC, de modo que el ángulo C'OA'
coincida con el AOC como los diedros OA' YOC no· son
iguales, y tampoco lo son los OC' y OA, la arista OB' no coin-
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cidirá con la 08; y por consiguiente los triedros simétricos
no son en general igualp.s. Pero si estos triedros fuesen isós
celes. es decir si los diedros Aa y ca fuesen iguales. y por
consiguiente lo fuesen tambien OA' YOC', entonces al g'irar
OA'B'C' al rededo"l' de MN, al coincidir C'OA' con AOC la..
arista OB' coincidiria tambien con OB, y lmtonces dichos
triedros serian superponibles y pOl' lo tanto iguales.

I
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LIBRO II
DE Lós CUERPOS GEOMÉTRICOS

CAPíTULO 1

DE LOS POLIEDROS

§ I.-De los poliedros en general

288. Un cuel'po geométrico limi~ado en todos sentidoS'
por planos, ES UN POLIEDRO.

. Al limitarse estos planos unos á otros, determinan poJí~o-

nos que son las caras del poliedro, y cuyo conjunto es su su
perficie.

Las caras del poliedro, forman ángulos poliedros cuya~

v'értices, aristas y ángulos diedros, son los vértices aristas y
ángulos diedros del poliedro. Un poliedro se expresa con Jas·
letras de sus vértices.

Diagonal de un poliedro~ es la recta que une dos vértic'e~
que no están en una misma cara.

LQs poliedros' se clasifican segun el número de sus ·caras;.
pero reciben nombres particul&ol'es los siguientes:

El poliedro de cuatro caras se llama tetraedro
)) seis» exaedro
)) . ocho octaedro
» doce» dodecaedro

\ • veinte. icosaedro

El poliedro cuya superficie no puede sel' cortada por una
recta en más de dos puntos. se llama conv.exo.

Poliedros iguales, son los que pueden coincidir por super
posiciono
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Los elementos que coinciden en la superposicion' de do s
;poliedros iguales, se llaman homólogos.

Poliedros semejantes, son los que tienen sns ángulos die.
'dros respectivamente iguales y colocados en el mismo órden,
y además semejantesrespectivamen.te las caras adyacentes á
dichos diedros. ,

Los elementos que se corresponden en dos poliedros seme-
jantes, se llaman homólogos,

El conjunto de las caras de un. poliedro es su superficie.
Area de nn poliedro, es la medida de su superficie.
Volítmen de/un poliedro, es la medida de sn magnitud.

, ~ 11.-De las piráfnides

289. Un poliedro OABOD, -(lig. 266) cuyas caras SOIl, un
'P()lígono cualquiera ARCD, y vados triángulos OAB, OBO,
-DCD, ODA, que tienen un vértice comun O, ~ llama PIRÁ·
.MIDE. .

. El polígono ABOD es la base, y las demás caras triangu
lares son las caras laterales. El vértice comun de los trián
,.gulos laterales, es el vértice ó cúspide de la pirámide,

La perpendicular OP. b'ajada desde el vértice á la base, es
~la altura de la pirámide. , .

Las pirámides se clasifican en triangulares, cuadl'angula
res, pentagonales, exagonales, etc., segün que la base es un
'Ídángulo, un cuadrilátero, un pentágono, un exágono, etc.

La pirámide triangular, se llama tambien tetra~dro.

La pirámide SMNQRT (lig 266) cuya base es un polígono
.'regular, y cuyas aristas laterales SM. SN, SQ. SR, ST,
son todas ig~ales. es una pirámide regular. La altura. ~Z de

. <uno de los tl'iángulos laterales se llama apotema de la pirá·
mide. .

La pOI~cion de 'pirámide comprendida entre la base y un
,plano que corta todas las aristas laterales, 'se llama pirámide
.trítncada ó tronco de pirámide.

TEOREMA CLXXIV

_ 290. Si se corta una pirámide OA.BCD (fig. 266) por un
.plano A'B'C'D' paralelo á la base ABCD, se verifica:

,/
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1.0 Que las aristas laterales '!J todas la~ rectas que bajan
desde el vértice á la base, quedan divididas por el plano' secan
te, en partes propOt·cionales.

2.° Que la base ABeD y la seccion A'B'G'D', paralela á
la base, son polígonos semejantes. .

3.°. Que las áreás de la base y de)a seccion paralela á
-2 -2

ésta, son proporcionales á los cuadrados PO '!J P' O de sus
distancias al vértice O.

En efecto:
1.0 De-la semejanza de los triángulos

ODA y OD'A'

ODC y ODIO'

OCB y OC',B'

OBA y OS'A'

OAP y OA'P'

resulta

AO AD . OD

OA'
-

A'D'
-

OD'

OD DC OC

OD'
-

D'C'
- OC'

00 CB OB (K)- =
OC' e'B' OB'

OB AS OA

OB' - A'B' - OA'

OA AP OP

OA'
-

A'P'
-

OP' )

Dedonde OA = OD = 00 = OB = OP
OA' OD' OC' 08' OP' .

C. O. E. E. .
2.° Los polígonos ABCQ y A'B'O'D', tienen sus ángulos

respectivamente iguales (269); y además tienen los lados
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proporcio nales, puesto que de las series de razones iguales (K)
se deduce

Luego son semejantes. C. O. E. E.
3.° De lo dicho (237) se deduce

área ABOD
área A'B'O'D'

AW
- --2

A'R'

AB
-

A'B'

Be
- B'O'

DO

D'C'

AD
A'O'

Pero como (E)

AB op'
---,---,-- = -- será
A'B' OP'

AB2

--2
A'B'

O. O. E. E.

y por consiguiente

área ABCn 6P2

área A'B'O'O' - Op.2·

291. Si dos pirámides SMNQRT, OABOD (fig. 266) tie
nen las alturas iguales (SR = OP) las áreas de sus respec
tivas oase$ son proporcionales á las áreas de las secciones
M'N'Q'R'T", A'B'O'D', paralelas á dichas bases yequidis
tantes de ellas.

En efecto; segun el teorema anterior. tenemos

área MNQRT SH2

área M'N'Q'R'T' - SH,2

área ABOD Op2
y

área A'B'O'D' - Op,:!

y como por hipótesis

SH = OP y HH' = PP'

será tambien

SH' = Op'
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de modo -que las segundas razones de las anteriores ~ropor

ciones son iguales; y pOI' consiguiente, podremos formal' la
siguiElnte proporcion

ál'ea MNQRT

área M'N'Q'R'T

área ABeD
- área A'B'O'D' ',' C. O. E, E.

j

COROLARIO. Si dos pirámides S.MNQRT y OABOD,
(fig. 206) de iguales altu:ras(SH = OP) tienen tas bases eq~ú·

valentes, las secciones M'N'Q'R'T', A'B'C'D' paralelas á di
chas bases, y equidistantes de ellas, tambien serán equivalentes.

En la anterior pro~orcion{a) los antecedentes son iguales,
luego forzosamente lo serán los consecuentes" O. O. E. E.

{a)

'~ Ill.-De los p1'ismas *1 ¡,~ ,;,)~

29~. Un poliedl'o AD' (fig.267) cuyas caras son: dos polí
gonos ABOD E, A' B'C'D'E', iguales y para:lelos, y varios P!L
ralelógl'amos AE', ED', .... , se llama PRISMA. ~

Las dos caras iguales y paralelas, se llaman bases, y la
distancia elltre ,éstl¡\s, altura.

Los. pl'Ísmas SE' clasifican en triangll1ares, cuadrangulares,
pentagonales ..... , segun que sus bases sean triángulos,
cuadriláteros pentágonos. . . . . ' . .

'Las rectas AA', BB', CO'.,: .. que'unen los vértices de
un,a. base con los de la otra, se Ila.man 'aristas laterales. Cuan
do éstas son perpendiculares á las bases, el prisma es recto,
y las caras laterales ~on rectángulos; ''y cuand son oblicuas
á )as bases, el prisma es oblícuo, y las caras latel'ales, no son
rectángulos. /
, Un pt'Ísma AC' (fig: 278) cuyas bases son paralelÓgramos.
se llama PARALELEPípEDO, En éste, todas las cal'as son para-
lelógramos. I .

Un p~ralelepípedo, que tiene por bases dos rectángulos y
además. es recto, se llama paralelepípedo rectángulo.

Dn paralelepípedo rectángulo, cuyas bases y caras latera-
les son cuadrados, se llama CUBO. -

Todas las caras del cubo son cuadrados .iguales, y por
. consiguiente serán tambien iguales todas sus aristaS'.

. '.
lB



.8eccion -recta de un prism~. es la secci~~ perpendicul~r á
las aristas laterales. . .

La¡ poi'cion de prisma comprendida entre uria de las bases,
y un plano oblicuo á ésta, se llamá p"isma truncado Ó tronco'
de prisma.

-194 .
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TEOREMA CLXXV

293. ~ Si dos prismas rectos AD' y MP' (fig. 267) tienen
las bases y las alturas iguales, (A'B'C'D'E' = M'N' O'P'Q'

. y A'A = M'M), son iguales.~ - ./. . - -
E)n efecto; POt;lÍElIldo el prisma AD', sobré el MP', de modo

que la ba:se A"B'C'D'E' del primero se confund'a con la base
M'N:'O'P'Q' del segundo, las aristas A'A, B'B, 0"0 ... ;' to-
marán la ..misma ,direccion que las aristas rvi"M, N'N, 0'0 .
(255), Y, como además 'son iguales. los vértices A, B, c .
eoincidirán con los ·M. N. o ..... y por co-nsiguiente los
prismas habrán coi.ncidido. - O. c. E. E.

TEOREMA CLXXVI

~94. \ Si 'se corta un pri:Jma A'e (fig. 268) por un plano
paralelo á las bases,la seccion que resztlta,A"B"C"D", es igual
-á las bases. . . '. .

En efecto; los polígonos ABCD y A"B"O'~'D" tienen sus
lados y sus ángulos res~ectiva y. ordenadamente iguales.
luego son iguales. c. c. E. E.-

CAPÍTULO II !t.
DE Los9UERPOS REDONDOS

~ l.~Del cono y del cilindro de revolucion

295. Si imaginamos qU'e el tl'iángúlo Tectál1gulo' AOB
_ {fig. 269} gira.a} l'ededordel cateto AO hasta volver á tomar

su .posicion primitiva. despues de b:a:ber dado una vuelta
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-completa, veremos que este triángulo ha engendrado en su
movimiento de rotácion un cuerpo géométl'ico. Este cn el'po
se ,llama CONO DE REVOLUCION.

En este movimiento de rotacion del triángulo rectángulo
AOB, el cateto 08, enganara una figura plana (254) en la
que B equidista en todas sus posiciones del punto O; por

\consiguiente el cateto QB engendra. un cÍl'culo, que es la base'
,del cono. .

La hipotenusa AB, engendra una superficie cunfa" que' es
la superficie lateml del cono.. '
. El cateto fijo AO, eje al rededor del' cual. ha girado el

I tl'iángqlo AOB, es'la altura del co~o .
. El extremo A 'de la altura ~s el vértice Ó cÚ8pide d'el,cono.

La hipotenusa ,del triángulo generador en cualquiera de
;sus .posiciones, se llama lado 6 apotgma .del cono. AS, AO,
AC, son apotemas del ceno,' .

Cono truncado ó trozo de cono, es la porcion del éono com
·prendida entre la base, y un plano que corta todos los lados
-del <:ono ..

TEOREMA CLXXVII
, .

296. Si se corta un c.ono AOO (fig. 269) por un plano pa
-ralelo á'la base, la seccion e'B'D' que. resulta, e6 un circulo,
cuyo centro está en el eje.del cono.

En efecto; de la 'sem.ejanza de, los'triángulos .

~OU y AO'B'
AOO y AO'D'
AOC y' AO'C'

'résultan las proporciones

'" AO OB
AO' ,= O'B'

AO 00

AO' =, O'D'

.AO .OC
AO' = O'C'

.'
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Todas estas Pl'opol'ciones tien~n iguales respectivamente
los tres primeros tél'lninos, luego los CUll.I'tOS términos serán
iguales; es decir, que tendremos, '

O'Il~ '" O'D' = o,é, .....
Luego la seccion C' D'B' es un~ figul'a plana, cuyos puntos.

O', D', B',. . .. equidistan del. O' situado en el eje. Luego.
dicha seccion es nn círculo cuyo centJo ~está en' el ,eje del
cono. C. C. E. E. ' .'

297. Plano tangente' á un cono, es el det~r,minado por una,
tangente á su base y el lado que pasa ,.POI; el punto de tan-
gencia. - ",

El plano AST (fig. 269) es tangente al cono ACOB. "
Si se inscribe en la base de un cono un polígono regular"

y se haeen pasar planos p.or el vértice del COIIO, y cada uno,
de los lados del' polígono inscl'Ípto', tendremos u~a pirámide
regular inscripta al cono.

Si se circunscribe á la base de ~n cono de revolucion un
,polígono regular, y se hacen pasar\planos por el vértice del
cono ycada 'uno de los lados del polígono circunscripto, ten
dremos una pirámide regular circunscriJp.ta al cono.
'.,Es . evidente' que la supe'dicie latera.l del cono, es mayol~

que la superficie lateral de la pirámide inscripta, y menor que
la superficie lateral de la ptrámide cil'cunscl'Ípta.

Si tenemos una pirámide regulal' de 12 lados inscripta en
un cono, é inscl'Íbimos en la base de éste on polígono l'egu
lar de 212 lados (206), y trazamos pl~nos por el vértice del
cono y.los lados de este polígono, tendremos una pirámide
regular de 212 caras laterales inscripta en el cono.

Es evidente que el área lateral de la pirámide regular ins·
cripta de 212 caras laterales, es1mayor que el área lateral de
la pirámide regular inscripta de 12 caras laterales, y me·nor ,
que el área lateral del 'cono. .'

Ahora si imaginamos una sel'Íe de pirámides regulares
.inscriptas en un cono del modo que se ha dicho, en que se van
duplicando el número de sus caras laterales, obtendremQs
pirámi.des, cuyas super.ficies laterales van. creciendo, y que
son siempre menores que la superficie lateral del cono. Como
podremos prolongar la sevia de estaR pirámides indefinida
mente. resulta que la superficie lateral del cono, es el límite i

.<\e las 'supel'ficies laterale~ de, las pi~ámides regula.-res ins-
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<Jriptas, y cuándo el número de caras laterales de la pirámide
inscripta sea infinito, su su-perficie lateral se lJabrá confunrti
'do con la del cono, y la base poligonal de la pirámide se ha
brá confundido tambien con la base circulal' del cono.

De donde resulta que
El cono de revolucion se. puede considerar' como una- pirá

mide regular de infinito n,ítmero de caras laterales.
- La misma Ilonclusion obtendríamos partiendo de la pirá
mide !'eguJal,' circunscripta.

298, Si imaginamos que el rectángulo O'OBA (fig. 270)
'gira al rededor del lado 0'0, hasta volver ,á tomar su posi
cion primitiva despues de haber dado una vuelta completa,
veremos que este rectángulo ha engendrado en su movimien
to de rotacion un cuerpo geométrico .. Este cuerpo se llama
CILINDltO DE REVOLUCION.

En este mo\'imiento de rotacion del rectángulo OtOBA, .Ios
.1adQs O'A Y OB engendran dos figuras planas en las que A
y B equidistan respectivamente en todas sns posiciones de
los puntos O' y O; por cQn&iguiente los lados OlA y OB en
gendran dos círculos que son las bases del ctlindro.

El lado AB engendra una superficie cnrva que es la super-
ficie lateral del cilindro. .

El lado fijo 0'0. eje al rededor del cual ha girado e) rec
tángulo 0'0 BA, es la ·altura' del cilindr'o.

El lado AB en cualquiera de sus posiciones, es el lado del
.cilindro.

TEOREMA CLXXVIII

_ 299. Si se corta un cilindro AlJ (fig. 270), por un plano
paralelo á las,bases, la seccion D'e'B' que resulta, es un cír
{Julo igual á dichas bases, y cuyo centro está en el eje del ci
ündro.

Rn efecto; tendremos (254) que las distancias D'O", 0'0",
B'O", están en un mismo plano y son todas iguales á ÜB,
luego la seccion D'C'B' es un círculo igual á las bases, y

''Cuyo centro está en O". C. O. E. E. .
300. Plano tangente á un cilindr:o, es el determinado por

una tangente á una de sus bases, y el lado que pasa por el
punto de contacto. '

El plano RQC es tangente al cilindro AD.
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_Si se inscribe en una de las basE:s de un cilindro de revo
'lncion un polígono regular, yse hacen pasar planos perpen
·diculares. á dicha base por los lados del polígono, diqhos pla-
nos encontrarán á la otra. base, y tendremos un prisma regn
lar inscripto al cilindro.

Si se circunscribe á la base de un cilindro de revolucion Ul}

polígono regular, y se 'hacen .pasar planos perpendiculares á.,
d.icha base por los lados del p<Jlígo.no. dichos planos encon-
trarán al plano de la otra base, y tendremos un prisma re-
gular circunscripto,al polígono. '\

Es evidente que la superficie lateral del cilindro, es mayor'
que la superficie lateral del prisma- inscripto, y menor qne la_ ./
superficie lateral del prisma circllnscripto.

Si tenemos un prisma regular de n lados 'inscripto en un
cilindro, é inscribimos en una de las bases ~e éste, un polí
gono regular de ;;n lados (206) y trazamos planos perpendi
culares. á esta base por los lados de este polígono. dichos.
planos encontrarán al plano de la otra base, y ,tendremos un..
prisma regular inscripto en el' cilindro de 2n caras laterales.

Es'evidente que el área lateral del prisma regular inscrip
to de 2n caras laterales, es mayor que el área la,teral del pris
ma regular inscripto de n caras laterales, y menor que el área..
lateral del cilindro, ,

Ahora, si imaginamos una serie de prismas regulares ins-
cr,iptos en un cilindro del modo que se ha dicho, en que se
van duplicando el número de sus caras laterales, obtendre
mos prismas cuyas superficies laterales van creciendo, y que
son siempre menores que la superficie lateral del' cilindro,
Como podremos prolongar la serie de estos prismas indefini
damente, resulta que la superficie latE:ral del cilindro, es el
límite de las superficies 'Iaterales de los prismas regulares
inscriptos, y cuando el número de caras laterales del prisma
inscripto sea infinito, su superficie lateral se habrá confun
dido con la del cilindro, y las bases poligonates del prisma se
habrá!1 confundido tambien con las bases circulares del ci
lindro,

De donde resulta que
'- El cilindro de revolucion se puede considerar como un pris-·
ma 1'egular de infinito número de caras laterales,
, La' misma conclusion obtendríamos partiendo del prisma.

'regular circunsc·ripto •.
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301. Siimaginamos que el semtcírcuio ACB(fig. 271) gira.
aLrededor del diámetro AS, hasta volver á tomar su posi
cion primitiva despuE'.$ de haber dado una; vuelta completa,
veremos que este semicírculo ha engenj)'ado en su movi
mient.o de rotacian un cuerpo geométrico. Este cuerpo se
llama ESFERA. ,

En este movimiento de rotacion del semicírru.lo, la semi
circunferencia ArB engpndra una snperficie curva; cuyos
puntos equidistan del punto O centro del.semicíl'culo. Esta'
superficie ,se llama supet'fiCie esférica.' ..

El centro O del semicírculo generador es el centro qe la
esfel'a, y la distancia de un p.unto cualquiera de la superficie
~sférica al centro de la esfer'a, se llama 1'adio de la esfera y
es igual al radio del 'emicírculo generador.

Es evidente, que todo punto del espacio cuya distancia al
centro O de la .esfera es igual. al radi'o OA de ésta, está en
superficie esférica, todo punto del espacio cuya distancia 111
centro D de la esfera es mayor que el radio O A, está fuera de
la esfera, y to~o punto del espaéio cuya distancia al centro O
de la esfera menor que el radio OA, está dentro de la esfera,
de donde resulta que

La superficie esférica es ellu-ga1' geométrico de los puntos
equidistantes de uno fijo,

,. El lliámetro AB del semicíreulo generador se llama eje de
la esfera, y los extremos A y B del eje son los p'olos de la
esfera,

Diámetro de una' esfera, es la recta que pasando por el
centro, está limitada por la super ficie esférica.

Todos los diámetros de una esfera son iguales.
Todo diámetro de una esfera es doble que el radió.
Si dos esferas tienen los radios iguales, so~ iguales.

TEOREMA CLXXIX

302. Si se corta una esfera' O (fig: 27"1) por'un plano, la
seccion que resulta es un círculo.

f.



En efecto; si el plano es el AHB que pasa pOI' el c~ntro de
.la esfera, resulta que en dicho plano se encuentran el centro
de la .esfera y la interseccion d.e la superficie !3sfériqa con di
cho plano; y como .los puntos de' esta interseccion son puntos
de la superficie esfél'Íca, equidistan del centro de la esfera,
dicha intersección es pues un círculo cuyo Qentro es el de la'
esfera. .

Si el plano es eJ...SHQ que no pasa por el centro de la es
fera, tl'azando la OP perpendicular desde O c~lltro d.e la es
fera á dicho plano, y uniendo los puntos S~ R, Q. , " de la
interse~cion'en tl'e el plano y l~ superficie esférica. con O, las

, oblícuas OS, OR, OQ, . ,. serán iguales por radio:'! de la es
. fel'a, por lo que las distancias SP, RP. QP .. , serán tambien

iguales, luego dichl!- interseccion es un círculo, cuyo centro
es la proyeccion del centl'o de la esfera sobre la seccion,
,.- COROLARIO 1.0 En el triángulo rectángulo POS, tendre-
mos que PO < OS, y en la igualdad ' .

, .
--2 -2 ---2
PS = OS - PO

á medida que PO disminuye crece PS, y cuand.o PO es igual
á cero, PS = OS. De donde resulta que en la seccioll de un
plano que pasa por el centro de la esfera, el radio de la sec
cion es igual al de la esfera, (valor máXimo del radio de la
seccion de un plano y una el'lÍera); y cuando el plano no pasa
por el centr'o de la esfera, el radio de la secciou es menor que
el de la esfera. .;

La seccion de un plano que pasa por el centro, se llama
círculo máximo, .

La seccion de un plano que no pasa por el centro de la es
fera, es un círculo menvr .-

COROLARIO 2.° Si dos círculos menores equidistan del
centro de la esfel'a, S01% iguales,

Si dos drculos me1tOl·.!S no equidistar¡. del centro de la
\ esfera, el que dista menos es el mayor.

303. Todo dréulo máximo divide á la esfera .en dos
partes iguales, puesto que son superpotZt'bles.

Una recta secante á una esfera. no _puede tener con la
superficie esférica más que dos puntos comunes, porque
dicha secante y el c~rculo máximo determinado por ésta y el
centro de la esfera, no pueden tener más que dos puntos co
munes.

200 GEOMETRíA
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Polos de un círculo de la esfera. son los extremos del dÍá
metro perpendicular al plano de dicho círculo. A y B(fig. 272),
:son los polos nel círculo CEO. ' '

TEOREMA GLXXX

\ Los pun.tos 0, E, D . ... de la circunferencia de un cír
.culo de la esfera O (fig. 272) eqúidistan de uno cualquiera
de sus polos Ay B.

En efecto; las distallcias del polo A á los puntos C. E. D...
-son oblícuas cuyos piés se apal'tan igualmente del pié P de la.
perpelld,icular OP, IUf'go son iguales. '

Lo mismo puede decirse del polo B. C. C. E. ~.

COROLARIO. Los arcos de círculo máximo AC, AE, AD...
-comprendidos entre el polo A y el círculo CED, son igua-
les. (64)

y lo mismo sucede con los arcos Be, BEy BD, compl'en
-didos entre el otro polo B y el cÍl'culo C8D.

Auoq ue tódo círculo de la esfera tieue dos polos, si se tra
ta de un círculo menOl' CDE, y no se determina de cual de
,los dos se·trata. entiéndase que nOR refel'imos al polo A más

, próximo del círculo.
Distancia polar de un círculo CED, es la recta. AD que vá

-de.sde el 'p0'1o á un punto cualquiera de dicho cí,'culo.
Radio esférico de un cú'culo CEO. es el ar~o AD de cír

<lulo má~imo, .que vá desde el polo á un punto cualquiera de
<iicho círculo. .

304. Plano tangente á una esfera, es el que tiene un solo
!mnto comun con la esfbra.

TEOREM~ GLXXXI

. Todo plano RS (fig:~n2) tangente á una esfera O, es
perpéndicular alt'at;iio 00 del punto de contacto.

TEOREMA GLXXXII

Todd plano RS perpendicular al. radio OB, que pasa
po,- el extremo de éste, es tangente á la esfe,-a.

; -
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OOROLARIO. ·Por un punto de una esfer.a, se puede tra
iar á ésta un plano tangente, y no se puede traiar más
que.uno.

Estas proposi«(iones. se demuestran fácilmente recordando
lo dicho (61 y 62)

ESCOLIO. El radio de un punto de la esfera, se llama nor
mal á la esfera en este punto

El radio OB es la normal á la esfera en el punto B.

TEOREMA CLXXXIII
. ;/

300. Cuatro puntos A, B, e, D, (fig. 273) que no están
en un mismo plano, determinan una esfera.

Para demostrar este teorema probaremos: 1.0 que por los
cuatro puntos A, B, O, D, siempre puede pasar una. esfera.
·2.~ qne no puede pasar más que una.

1.o Si levantamos pOI' P, centro de la circunferencia cir
cunscripta. al triángulo ABe, la perpendicular PO al plano
ABe, y por Q centro .de la. circunferencia circunscripta al
triángulo ABD, la perpendiculal' QO al plano ADB; estas
perpendiculares se encontrarán. En efecto; uniendo R punto
medio de AB, cuerda comnn, con P y Q centros de dichas
circunferencias, será A B perpendicular ú las RP y RQ, por
lo tanto al plano PRQ, y por consiguiente ,el plano PRQ,
perpendicular á los planos ABe y ARD. (277) Pero las QO,
PO, son perpendiculares respectivamente á. los planos ABV
y ABe, en los puntos Q y P, de las ari!:ttas RQ y RP; lllego
las QO y PO, están situadas en el plano PRQ (278). Pero
dicha rectas QO y PO son respectivamente perpendiculares,
á la RP y. RQ que se cortan y están en s'u plano; luego la
QO y PO se cortarán tamhie-n. Ahora el punto q de in
terseccion, pOI' pertenecer á la QO equidista de A, B Y D,
Y por pertenecer á la PO equidista de A, B Y e, O equidista

.pues de los cuatro puntos A, B, e, D, y por consiguiente la·
esfera cuyo ce,ntl!o sea O y cuYo radio. sea OA, pasará por los
cnatro puntos dados; luego pOf íos puntos A, B, O, D, siem
pre puede pasar una esfera.
_ 2.0' Si suponemos que por lqs cuatro puntos A, B, e, D,
pasara otra esfera, el plano ABe produciria en' esta esfera
una seccion circular' cuyo centro será P, y la perpendicular
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PO á dicha seccioll por su centro P, pasará por' el centro d&
dicha esfera; porque pasa por todos los puntos equidistantes
de la circunferencia de dicha secciono POl··las mismas razo
nes, la perpendicíl1ar QO á la seccion que el plano ABO pro
duce en la esier~, y que pasa tambien por el centro de la
seccion, pasará tambien pOl' el centro de la esfera. O es pues
tambien el centro de esta l:!egl1nda esfera, y 0.-\ su radio. Si
pues esta segunda esfera tiene el mismo centro y el mismo
radio que la primera, estas dos esferas no son más que una.
luego por los cuatro puntos A, B, C, D, no puede pasar más'
que una esfera. .

Si l{)s cuatro puntos dados están en un mismo plano y en
una circunferencia·, por dichos puntos podrán pasar infinitas
esferas cuyos centros estarán situados en la perpendicular
levantada al plano de los cuatro 'puntos, por el centro de la
circunferencia que pase por ellos. .

Si los cuatro puntos' están situados en un mismo plano,
pero no en una circunferencia, no pasará por dichos cuatro-.
puntos una esfera, porque si suponemos que pasara, la. sec
cion del plano de dichos cuatro puntos y la' esfera, no siria
nn círculo.

306. Dos arcos de círculo máximo CA y DA (fig. 274) que
concurrf'n en un punto A, forman un ángulo esférico. Los d.os
arcos CA y DA son los lados del ángulo, y el punto A co- '
mun á los dos 'lados es el vértice.

El valor de un ángulo esférico CA O, es el del rectilíneo
, MAN, formado por las tangentes MA y NA á cada uno de
los lados CA y DA, trazadas por el vértice A. (1)

Observemos que el ángulo MAN, es el rectilíneo cort'es-
"}>ondiente al diedro CABO, cuyas caras son los círculos ACB
y ADB; por consiguiente la medida ne un ángulo esférico es
la del diedro formado por los planos que pasan por los lados
del ángulp esférico. .

Tres arcos de círculo máximó AC, CD, AD, que limitan
una porcion de superficie esférica, forman un triángulo esfé
rico. Cada uno de los lados de un triángulo esférfco, es m.enor
que una semicircunferencia de círculo máximo. . .

(1) En general ángulo de dos curvas, que pasan.por un mismo pun
to, es el ángulo que forman sus respectivas tangentes trazadas por el
punto comun. ' ,



En el triángulo esférico AeD, los lados son los arros AO,
CD, AD; lo~ ángulos son los ángulos esfél'Ícos CAD, ADO,
ACD, y los vértices los puntos A, e, D. donde se cortan los
lados,

307. Si se unen los tres vértices del triángulo AOD con
.el centro O de la esfera, se fOl'ma un ángulo triedro OAOD,

El triedro OAOD y el triángulo esférico AOD, son respec
tivamente correspondientes, yen ellos se verifica, que los lados
del triángulo esférico, son ,'espectivamente las medidas de
las caras del triedro, y que los ángulos del triángulo esféri-.
co y los· respectivos ángulos diedros del triedro, tienen la
misma medida,

De aquí se deducen fácilmente, las siguientes propiedades de los
triángulos esféricos, análogas á las de los ángulos triedros.

En todo triálngulo esférico, un lado cualquiera es menor que la
.suma de los otros dos, y mayor que Stt diferencia.

La suma de los tres lados de un triálngulo esférico, es men01'que
una circunferencia máxima.

La suma de los tres dngulos dI', un t1'idng·ulo esférico, es mayor
.que dos rectos y meno1' que seis. I

Un tridngulo esférico, puede trmer dos, ó los tres dngulos rectos, y
·tambien dos ó los tres dngulos obtusos.

El triángulo esférico que tiene un ángulo recto, se llama rectálngulo,
-si tiene dos ángulos rectos birectdngulo, y si tiene los tres ángulos
rectos t1'irectdngulo. Los ángulos no rectos de un triángulo esférico,
-se llaman ángulos oblicuos. En el triángulo esférico rectángulo, los

. lados que forman el ángulo recto se llaman catetos, y el lado opuesto
al ángulo recto hipotenusa.

Dos tridngulos esféricos ABO, A'B'O' (lig. 275) de una misma esfe
ra ó de esferas iguales, son iguales.

1.° Ouando tienen un dngulo igual (A = A'j Y respectivamente
iguales y colocados del mismo modo, los lados que los forman
{AO = A'O', AB = A'B').

2.° Ouando tienen un lado igual (AO = A'O') y 1'espectivamente
iguales y colocados del mismo modo lQs dngulos adyacentes d dichos
lados (A = A',·O = O'.)

3.° Ouando tienen.los ú'es lados respectivamente iguales y colo
eados del mismo modo. (AB = A'B', AO = A'O', BO = B'O'.)

4.° Ouando tie1)en los tres angulas respectivamente iguales, y co
iocados del mismo modo. (A = A', B = B', O= O').

305. La porcion de esfera limitada por tres Ó más a,rcos de círculo
máximo es un polígono esférico.

204 GEOMETRíA

TEOREMA CLXXXIV

Un lado .cualquiera DE (lig. 276) de un poligono esférico ABODE,
e~ menor que la suma de todos los demds. .
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En efecto; sabemos (307) que

DE < DA + AE

DA < DC -1- CA

AC < CE +BA

Sumando órdenadamente estas desigualdades, tendremos

DE + DA + AC < DA + AE + DC + CA -¡-- CB + BA 'r

simplificando, será

DE < AE -t- AB + CB -1- CD.

TEOREMA CLXXXV

C. C. E. E.o

308.' La linea más corta que se puede trazar sobre una superficie
esférica, entre dos P'W)'ttos M, N (fig. 276) situados en ella, es el menor'
de los arcos MN del círculo máximo que pasa por dichos puntos.

En efecto; .
Sea MN el menor arco del circulo máximo que pasa por M y N, Y

MQN, una curva cualquiera situada sobre la superficie esférica y que
une los puntos M'y N. .

Siendo MPQRN una porciún de polígono esférico inscripto en la curva
MQN, tendremos segun se acaba de demostrar .

MN < MP +- PQ + QR + RN.

Pero, aumentando el número de lados de la parte de polígono es-
férico inscripto APQRN, sus lados tienden hácia' cero, y el límite del
segundo miembro de la desigualdad anterior, será la curva AQN.

Luego el arco de círculo máximo MN, es menor que cualquiera otra
curva que situada sobre la superficie esférica, pasa por My N. C. C. E. E_
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ÁREAS Y VOLÚMENES

DE LOS CUERPOS GEOMÉTRICOS

CAPÍTULO 1

ÁREAS' DE LOS POLIEDROS

309. 4.1"ea de un poliedro (28~) es la suma de las áreas
-de sus ca.ras.

En lª,~~irámide y en el prisma, se distinguen el área late
ral, srtmá de las áreas de las car!is laterales; y área total,
:suma del área lateral más el área ,~e la base ó las bas.es.

Esto facilita la determinacion del át'ea de estos poliedros"

TEOREMA: CLXXXVI

310. "El á1"ea lateral de una pirámide regular SMNQRT
{fig. 266), es igual al producto del semiperímetro dlj s~ base
MNQRT. por su apotema SZ. .

En efecto; el át:,ea lateral de esta pit'ámide, es la suma de
las áreas de los triángulos SMN, SNQ, SQR.... isósceles é
iguales entre sí (289), es decir, (teniendo en cuenta que to-
das las apotemas de la pirámide son iguales). .

Area lateral de la} ,
pirámideSMNQRT =t M~.SZ+tNQ.SZ+tQR.SZ.. ".

Ó

área lateral de la} , .' . ,
'.' 'd SMNQ'RT = t (MN + NQ + QR." ... ) SZpnamI e . .
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Llamando P al perímetro de la base de la pirámide, y A á.
la apotema de la pirámide, será

. áJ'ea lateJ'al de una pirámide regular = i P. J\. . (K)

C. e, E. E.
COROLA RIO. Para _hallar el áJ'ea t.otal de una pirámide

regular, bastará sumar el área lateral, con el área de la base~

y como la ba~e es un polígono regular, tendremos (230)

á~e:~ t~tal de una} = t P. A+ t p, a = t P (A + a),
pwanude regular '

;

TEOREMA CLXXXVII

311.\ El área lateral de una pi?'ámide regular truncada .de
bases parg'zelas, EB' (fig, 266.bis), es igual al producto de la
semisuma de los pet'ímetros de las dos bases (t (ABCDE"
+ A'B'C'D'E'») porla altura MM', de uno de l.os lrapeci()s.
laterales. '

En efecto; puesto que todas las caras laterales son trape
cios iguales, y el área de uno cualquiera de estos trapecios.
es igual (229) al producto de la semisuma de sus bases por
su altuJ'a, tendremos

áreaEAA'E' = t(EA +- E'A'),MM'

y como todas las alturas de los trapeci08 laterales son igua
les, será

área lateral del trozo de pirámide EB' = t(EA +E'A') MM~

+t(AB + 4'B') MM' + t (Be + B'C')MM' ....
de donde

área lateral del trozo de pirámide EB' = t (EA + AB
+ BC .... + E'A' + A'B' + B'C' .... ). MM',

Y llamando P .al perímetro de la base mayor, p' al de la base
menor yA' á la altura com un de los trapecios laterales, será.

área lateral del trozo de ph'ámide EB = t (P + P,) . A·'.(a;}

C. C. E. E.
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ESCOLIO. Si por el punto medio E" de una de la~ aristas
laterales, trazamo.s Íln plano paralelo á-las baEes' de la pIrá
mide, laseccion A"B"C"D"E", ¡;;erá lin polígono s~m'ejante, á
las bases, y'sll perímetro. 'será igual á la semisuma de los pe-

,rímetros,de dichas bases (i 71-cOl'.); de modo ~ue llamando
pie -al perlmet~o de esta seccion paralela á las bases, s'erá

t (P -1- p') ='P",

y sustituyendo len la fórmula ·a'nterior (x) P'.' en vez de'
t (P + p.), se,r~

área lateral'de EB = P".A'.
Luego; ,
El área 'latera'l de una pirámide regular trün~ada de ·ba- 

ses par,alelas. e8 igual al producto del pe~ímetro de la sec~i01í

par,alela á las bases y equi(liseante de éstas, por la' altura de,
, una cara lateral. ' .

Para hallar el área total de una pirámide truncada regular
de bases paralelas, bas'tal:a afiadir al área laleral, las áreas
~~M~ , J

, .
TEORE~A GLXXXVIII

312. " El área lateral de un prisma' cualquiera A G (figu
1'a 277)'e.s 'igual al producto de una de sus aristas la,tetales OF,
por el'perímetro de la seccion recta (1) KRT8,

En efecto; el área llJ,teral de este prisma, es la suma de las
áreas deJos paraleló;gratnes,CFGD, DGHB, BREA, AEFC;
es decir; ,.'. , '

área lateral de AG = CF:ST + DG. TJ:t + BH.RK
+,AE.KS;

y como todas las aristas laterale$ son iguale's, tendremos

área lateral de AG = CF. ST + CF. TRo+ CF . RK
+CF.KS ó

área lateral de AG = CF (ST +.TR +RK + KS).

(1) SecciQn recta de un prisma, es la; producida por un plano que,
corta al prisma.perpendicularmente á'sus aristas laterales. '

14
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"

Pero CF es una adstll ]~te,ral, y la·suma.

ST +TR + RK + KS

. ( es ,e.l perímet~o de .la seccion recta, ;''esulta pue~, que
El área lateral de un pri~ma, es igual aJ pr.oducto de una de

las I arist(ls "laterales, por ¡el pertrn;etro de la seécion .recta.
·C. 0, E.E., .'. " "

• COROLARIO. El área later.al de un prismá recto, es igual á
una de lq.s aristas laterales, por' el perímetro de, una. de las
bases. 'Ci "

Para,hallar el &rea total' de ilñ' prisma" bastará ~1'l.ádir al
área. lateral., las áre,as de las dos báses. '"

,1 .... l,.-

'l.

CAPíTULO II. ,
\

~REAS D~ LOS/CUERPOS REDONDOS

~

TEOREMA CLXXXIX
. )

. 313. El área lat(3ral ,de- un . cono" de revolucion AH D,
(fig. 269) es igual á la mitad del producto de la circunferen-
cia de su base" pór su lado. '.. '.

En efecto; puesto 'qué el coni> de r-evolucion se puede con
sidera'r (297) ,COmO una pirámide regular de infinito número
de'caras, laterales, su ',área lateral se det~rmill'ará de~,mismo

modo que la de la pirá:mide regul.ar. " . '
Bastará sustituir en.la fÓI'muLa (K) (3IO), en vez del perí

metro,P, la circunferencia e,'Y en vez.de 11). ..apotema A, el
lado L'del cono.'.

Será pues

área lateral Ilel cono = t O.'L = '71'RL (8).

COROLARIÓ . Para 'hallar- el área total de un cono' de revo
·lucion, bastúásumar el áre'.a'lateral con"el área 'de la base,
y ,como la base es un círculo, tendremos (2.32:.cor.). .

área to.tal de'l cOn'o'=.'7l'B,f:J +'7l'B.
2
= '7l'R (L + R).
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(a).

\
Y como

314. El área lateral de un cono trunca~o de revol,ucion
.EIC (fig. 279¡ es igual al_producto de la sent'tsuma de las cir
-cunjerencias de la.~ bases, por el lado.

En efecto; trazando la CD perpendicular al lado Ae, é
igual á la circunferencia O' rectificada, uniendo A con D y
tl'azando la O' DI paralela á la CD.' comparando los lados de
.Ios triángulos semejant~s ACD y AC'D', t-endremos

AC CD

AC' O'D'

Ahora. de la semejanza de los triángulos AOO y AO'C',
(resulta tambien ~

AC OC
Ó bien

A'O'
-

0'0'

AC 2'7l'00

.A O' 2'7l'0'C'
(b)•

Pero las dos proporciones (a) y (b) tienen iguales respecti-
vamente los tres primeros términos, luego será .'

'O'D' ~ 2'1!'O'0' (e).

Además tenemos

área ,del trián~~lo ACD = t'üD.CA

área lateral' del cono ABe' _ t 2'7l'od. CA

CD = 2'7l'OC

los segl,lU'dos miembros de estas dos igualdades son iguales,
Juego tambien lo serán los primeros, es decir,

área del triángulo AOD = área lateral del cono ABC. (m)

Del mismo modo ,se démostral'á puesto que tambien (c)

C'D' = 2'7l'0'0' que

área del trIángulo AD'C' = área lateral del C?DO AB'C·. (~).
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Restando ordenadamente las iguáldades (m) y (n), resulta

área del trapecio C'D = área lateral del trunco de cono B'C.
Pero

área del trapecio C'D = t (CD + CID'). CC'.

Sustituyendo en esta igualdad en vez de área del trapeci(}
C'D, su igual área lateral del tronco de cono B'C, y en vez.
de CD y O'D', respectivamente 2'7f00 y ~'7fO'C' será

área lateral del} B'O = t (2'7f00 + 2'7f0'0'). 00'
tronco de cono . .

Llamando 'R y R' Y L respectivamente á las OC, 0'0', Y
OC', y simplificando será '

área lateral,del tronco de cono B'O = ('7fR +.~R') L~

C. C. E: E.
COROLARIO 1.o Trazando la seccion O" paralela á las ba

ses O y O' d,el tronco de cono y equidistante de ellas, yen el
trapecio O' D, la <t"D" paralela á las bases y equiaistante d.e
ellas, tendremos

át'ea del trapecio C'D = O"D". CC' -eh)
Pero I

O"D" = 2'7f0"C"

Sustituyendo en la igualdad (h) en vez de área del trape
cio C'D, su igual área lateral del tronco de cono B'O, y en
vez de O"D" y CO' respectivamente 2'7f0"0" y L, será

área lateral del tronco de cono B'O = 2oirO"C". L.

Llamando R" al o"e" será

área lateral del tronco de cono B'O = 2'7fR" .L.

COROLARIO 2.° Para hallar el lit'ea total de un cono trun
eado, bastará anadir al área lateral, las ár~as de sus dos ba
ses, es decir, que

. .

::::0t~~a~o~¿}B'O = ('7fA + 1tR')L + '7fR
2

+ '7fR'~' Ó

á,rea total del trozo de cono B'C = 21tR". L + '7fR
2 + '7fRc2
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315. El,áretl lateral, de un cilindro de revolucion AD
(fig. 2,70) es igual al producto de la circunferencia de su base,

por su lado. , \ '
En efecto; pqesto que el cilindro de revolucion se puede

consideral' (300) como un prisma recto regular de infinito
número de caras laterales, su 'área lateral se determinará del
mismo modo que la del prisma rect'o. Bastará sustituir
(31~, COl'. ) en vez' del perímetro de una de las bases, la cir

-cunferencia de una de las' bases del cilindro, yen' vez de una
de las aristas laterales, el lado del cilindro; será pues llaman
-do e á la circunferencia de una de sus bases y L alIado.

~rea lateral del ,Ci-}=, eL = 2'7l'R. L. (x)
hndro de revoluclOn ' ,

COROLARIO. Para banal' el área total de un cilindro de
'revolucion, bastará sumar el área lateral, con las áreas de las
,dos bases, y como las bases son circulares, será

-área tqtal del Cil~n~}= 2'7l'RL + 2'7l'R2 . ' 2'7l'R (L + lt)
-dro de' revoluclOn ' \

ESCOLIO. Puesto que (205) lín&a 'quebrada regul'ar; es la
-que tiene sus lados y sus ~Ilgulos iguales, demostraríamos'
~mpleando los mismos razonamientos que en la: demostracion
del teorema CXln (204), qUé"

Si se trazan las bisectrices de los ángulos de ,una: línea
-fluebl'ada regular,_ y se l~vantan perpendiculares en lo~ pU'n
tos medios de sus lados, todas las b,isectl'ices y todas las per- '
pendiculares concurren en un mismo punto, Este punto eS,
~l centro de la línea quebrada regular _ .

Las rectas que unen el centro con los vértices son los ra
.dios, y las que unen dicbo centro con los puntos medidos de
los lados son las dpotemas de la línea quebrada regular. To·
-dos los radios son iguales, y todas las apotemas son iguales.

TodaJínea quebrada 'l;egular, será pues inscriptible y cir
-eunscriptible; y los radios y apotemas de la línea quebrada.
regular, son respectivamente los radios de· los círculos cir1
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cunscripto é inscripto. y el centro comun de e~tos c1rcu1"os es
el centro de la línéa quebrada poligon~l. "

En una línea, quebrada r,egular inscripta, los arcos corres
pondientes á sus lados, podrán 'n'o ser partes alícuotas en la
circunferencia, en una p'Orcion de perfmetro de polígono re
gu~ar inscripto, la;; arcos correspondientes"á sus lados, son
forzosamente partes alícuotas de la circunferencia.~

/ Toda porcion, de perimetro de un polí'gono regular, es.una
línea, quebrada poligonal. . . ' , , -
. Sector poligonal, es -la porcioñ de, plapo limitad9 por l1!la ti, h
]fnea quebrada regular y .Ios dos ,radios trazados d'esde eL
centro de esta línea á sus extremos"

EmpÍe3ndo los mismos' razonamientos expuestos en el p~-
nafo (308) S!'l de~ues~ra que '\

Un arco cualquiera,. se puede considerar 'Gomo una línea
poligonal regular de infinito, número de lados.

Si el arco AC '(fig. 2,86) gira al rededor· del diámetro MN;
hasta dar una vuelta completa, engendrará una, parte qe su
perficie esférica que se llama zona esférica.

Las c.ircullferencias descritas por los extremos A y. e, del
arco, generador, son las bases de la zona, y la. proyeccion
RS de dicho arco sobre el eje, es la. altura de la zona. '

Si uno de los extremos M, del arco generador AM está en
el eje, se engendra una zona que tiene ,nna sola bas~ AB que
es lá circunferencia descrita por el otvo extremo A. Esta
zona que tiene una sola base, se llama casquete esférico.

TEOREM.A CXCII

'316.' El área a'e la 'Superficie engendrada por la base AB
de un triángul.o i,~ósceles.AO.B (fig.as 280, 281, 282) al gira,.
al rededor de una recta EJ situadafuem d-el triángulo" en el
plano de éste y pasando por su vértice, e8 igual al product.o de
la proyeccion de dicha base.AB sobre la rect(J, EJ, por una
circunjerencia cuyo radio sea la altura del triáng'/!-lo. '

Dist,inguhemos', tres casos: 1.0 Que la liase AB (fig: 280)
del triángulo, !lea paralela' al eje EJ. 2.° Que la bas~ AB
(fig. 281) del triángulo, sea oblicua al, eje EJ, y no tenga
ningun punto comun con éste; y 3." que 1'80 base AB (figu-
ra 282) tenga un extremo A en el eje EJ. .
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Primer caso. El área de la superficie engendl'ada:por la
base ~B (fig. 280), es el área lateral de un cilindr:o de revo
lucion cuya~ bases tienen los radios iguales á la altura ca,
ycuyo lado ,es la base AB del triángulo. Tendremo,s, pues,.

> área superficie}
. engendrada por ,AH = AB.2 'lf OC = MN.2 'lfOC.

C. C.' E. ~. . /, I

, Segundo caso. El área de la superficie engendr/!-da por
la base AH (fig. 281) es, el área lateral 'de un cono tl'üncado
!le bases 'paralelas. Tendremos, p~es (314 COl'. l°).

área superficie engendrada por AB '- AB .2 'lf cR (a)
, .~ ~

I Ahora, de la semt>janzll: de los t.riángulos (179' COI'. 3:6 )_

ABS y OCR, se deduce ', .
AB ÁS . A'B . MN
-- = -- ó -- = -- de dónde

OC C~' OC CR '

AB.CR=MN.OC.

Sustituyendo en la igual~ad (~resulta
\

áre,a engendrada por AB = MN:~ 'lf OC. C. C. E. E.

Tercer ca.so. El área d!lla superficie engendrada .por la
. base AB (fig: 282) es el área lateral de un cono de revolu
, cion, cuya base ti~n'e por radio la l~ecta. BS. Tendremos, pues

área superficie'~ngendradapór AB = AB. 'lf BS

pero como

de donde

..

BS =2CR, será
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sustituyendo en la igua,ldad (b), resulta

ál'ea superficie engendrada por AB = AS. 2. '7l' OC.

C. C. E. E.

TEOREMA CXCIII

317. El área de la superficie engendrada por ltt línea que
brada regular ABODE (fig. 283) al girar al redeljor del eje
El. (que pasa por el centro ~e la circunferencia inscripta en
dicha linea qu~brada, estáJ;ituado en el plano de ésta, '!I no la
corta),. es igual al producto de la proyeccion PQ de la genera
triz sobre el eje, por la árqunfer.encia inscripta en dicha gen~-
ratriz. '. .

En efecto; la superficie eng~ndrada por la línea quebrad:a
ABCDE, es igual á la suma de las superficies engendradas
por su~ lados AB, l?~ CD, DE. Pero (316)

área superficie '~ngendrada 'por AB = PH.2'7l' üM
» »' lO )) BC=.HT.2'7l'OM

]) )) CD = TS. 2 '7l' OM
)) '. DE=SQ.2'7l'OM.

Por consiguiente

área superfiCie}ABCDE = (PH+HT+TS+SQ)'2'7l' OM Ó
engendrada por

área supo ~Dg .. po¡'·ABCDE = PQ.2'7l' OM. C. C. E. E.

COROLARIO 1.0 Como al arco AB (frg. 284) se le puede
considerar como una l~nea quebrada regular de infinito nú
mero de lados, si imagi:n.amos que gira al rededor del diáme·

\ tro EJ, el área'de la 'I§uperficie engendrada será, segun el
teorema antedor, igual al produ'eto PQ. 2'7l'OA. Pero el arco
A B pn su movimiento engendra una z'ona esférica cuya altu
ra es PQ. Luego

El área de una zorifL esférica, es igual al producto de su
altura. por .la circunferencia. de círculo máa;imo.

COROLARIO 2° Tambien fundándose en' los mismos razo
namientos del. corolario antedor, el área de la superficie en
gendrada por el arco AS, (fig. 285) al girar al' rededor del

, "

- I
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diámetrQ AS, 'sel'á igual al producto AP. 2'7TAO. Pero el ar
eo AH en su movimiento engendra un,casquete esférico, cuya
alturá es AP. ,

Luego
El área de un casquete l!Sférico, es igual al producto de 8U

.altura por la circunferencia ?le círculo máximo.

TEOREMA CXCIV

3 I8. El área de la superficie esférica es igual, al producto
de su diámetro por la circunferencia de círculo ?náximo.

En efecto; el área de la 'sQperficie engendrada porla semi
eircll·nferencia EABJ (fig. 284) al girar al rededor de su
diámetro EJ, es igual al producto de su proyeccion EJ s9bre

- -el diámetro. por la cireu nferencia de círculo máximo; puesto
que toda semicircunferencia puede considel'arse como una
línea quebrada regular de infinito número de ladoR. Pel'o
-eomo al git;ar la semicircunferencia al rededor de su diáme· '
tro, engendra una superfiei~ esférica, tendremos que el

Area de la superficie esférica es igual, al producto de su diá
metro, por la circunferencia de círculo máximo. C. O. E. E.

COROLARIO 1.0' Puesto que el diámetro es igual á 2R, Y
{a circunferencia de, círculo máximo es igual ;í. 2'7TR, será

área superficie €!sférica = 2R.2'7TR = 4'7T~2. (a)

OOROLARIO 2. 0 De la fórmula anteriGr·se deduce, que el
área de la superfici~ esférica es el cuádruplo del área de un
eírculo máximo.

y tamhien, llamando D al diámetro de un círculo máximo,
será' .

área de la superficie esférica = '7T D2

Es decir, que el área de la superficie esférica es igual, al
área de un círculo de doble radio que la esflira.

CAPíTULO JII
VOLÚMEN DE LOS POLIEDROS

) .
319. Volúl1ien . de un cuerpo es la medida de s~ exten-

síon (1); es decir, el nú~ero que ex·presa la razon entre la

/.



extension1del cuerpo'que se mide, y la unidad adoptada como-
medida. . , .

La unidad para medir la extension de un cuer.po, conviene
que tenga la figura de cubo.

Las unidades de volúmen adoptadas, son el metro cúbico.
el pié cúbico, la legua cúbica, etc.; es decir, cubos cuya arista.
sea una unidad lineal. .

Un cubo cuya arista .es. una unidad lineal, es pues, una uni-
dad de volúmen, ó uma unidad cúbica. .

Si queremos medil' la extension de los cnerpos comparán
dola directamente con el cubo unidad, tropezaremos con' difi
cultades insuperables, pOI' lo qqe 'buscaremos otró procedi
miento,' segun el cual, para hallar los volúmenes de los ·cuer
pos Qastará medir líneas.

Dos cuerpos qne tienen el mismo volúmen, son equivalentes.

.2.18 , 'GEOMETR;tA

TEOREMA CXCV

320. Dos para~elepípedos rectángulos MC y M'C' (fign
-ra 287) cuyas bases·,A (J y .LL' C' son tguales, son.proporcionales:
á sus alturas MA y M'A'. .' I

Distinguiremos rtos casos: 1.0 Que las alturas MA y M'A'
sean conmensurables' 2.° Que dichas alturas sean inconmen
surables.

Primer caso: S1:lponiendo que la .medida comnn de ...estás
alturas esté cOlitenida 'cnatr'o veces ~n la AM, y tres en la,
A' M', y dividiéndolas respectivamente en cuatro y tres p~r

tes ignales, cada una de estas'partes será igual á la medida.
comun. <

Si se toma ésta como nnidad para medir ambas altUl~as
MA y MIN, lás medidas de éstas serán los números cuatro y
tres, y como (Arit. 3~·3) la razon de dos cantidades es la
misma que la de los números que las miden, será

AM '4
M'A' =3 (1)'

'Ahora si por los puntos de division se trazan planos para
lelos á la base AC en el paralelepípedo Me, y á la báse A 'C',
en el paralelepípedo M'C', ambos paralelepípedos quedarán.
divididos en paralelepípedos rectángulos parciales, todos su-
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perponibles. Si tomarnOd uno de estos paralelepípedos parcia-o
les por unidad para medir los paralelepípedos Me y M'C'.
tendremos por la misma razon que antes

MO 4
M'O' = 3' (2)

Me
Luego (Art. 55) M'C'

MA
M'A'

C. C. E. E.

Segundo caso: Cuando las alturas MA y M'A' son incon
. mensurables, se demuestra empleando los mismos razona-

mientos que el pd.rl'afo (223). -
ESCOLIO. En un paralelepípedo rectángulo MC, las tres

aristas AB, AO, AM que parten de un vértice 'A, son las
tres dimensiones del paralelepípedo; las bases de los MC y
M'C', quedarán pues determinadas, respectivamente, por las
dos dimensiones AB y AD. A'S' y A 'D'. Segun ésto, el teo
rema anterior podrá enunciarse tambien diciendo,

Dos paralelepípedos rectángulos M (J 'Y M' e' que tienen (JO

munes dos dimensiones, rAB = A'B', AD = A'D') son pro...:
porcionales á sus terceras dimensiones AM y A'M' .

TEOREMA CXCVI



220' GEOMETRíA

Multiplicando ordenadamente estas proporciones, será

P.P"
P·I.P'

B.O
- B'.C!'

y simplificando la primera razon, resulta

P B.C

P' B'.O'
C. C:E. E.

ESCOLIO., Como la dimension comun A, puede tomarse
-como altura, y-entonces los productos B~e y B'. C', de, ,las
,otras dos dimensiones, son las ál'eas de las respectivas bases
de los paralelepípedos; el teorema anterior. puede ,tambien
en unciarse di~ielldo

J)os paralelepípedos rectángulos, que tienen la altura co
mun, son proporcionaleb á las áreas de sus bases.

TEOREMA CXGVII
, "

322. Dos paralelepípedos rectángulos cualesquiera, P y pi
{fig. 289) son proporcionales á los productos de .sus tres dimen
$iones A.B. O Y AI.B', C'

Sean los P, P', P" tl'es paralelepípedos rectángulos en que,
A, B O son las dimensiones de P
A', W, C' son las dimensiones de P'
A', B, C son las dimension~s de p"

Como se vé, p" tiene las dos dimensioñes B y e comunes
-con P, y la dimension A' coml1n con el P'.

En virtud de los dos teoremas anteriol'es, tendremos

P A ,p, B.C
-p-,-, = -A-'' Y -p-, = -B-"-.C-'--· •

Multiplicando ordenadamente estas proporciones, será.

P.pi. A.B.C

pet. p' - A'. B' ~ C' ',
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y simplificando la primera razono resulta.

p A.B.C

P' - A'.B'.C'·
C. C. E. E.

ESCOLIO. Como los productos B.C y E.C. son'respecti
vamente las áreas de la3 bases de los paralelepípedos P y P' r

el teorema anterior puede tambien enunciarse, diciendo
Dos paralelepípedos rectángulos cualesquiera, son proporcio-·

nales á los productos de las áreas de sus ba·ses pM' S1lS alturas.

TEOREMA CXCVIII

323. El volítmen de un paralelepípedo rectángulo, es igual
al producto de sus tres dimensiones.

En efecto; sea P (fig. 290) un paralelepíp.edo rectángulo r

que se quiere medir, y Q el cubo que se toma como unidad
de medida ..

Puesto que el cubo, es un paralelepípedo rectángulo, ten
dremos (322)

P A.B.C . (v)
Q= a.b.c

6·
" A.B.~

volumen de f! = l. l. 1

Ahora. puesto que el cubo Q el'! la unidad para medir la
extension de P, si tomamos la arista a de dicho cubo', como·
unidad lineal para medir las rectas A, B, e, a, b, e, y si lla
mamos tambien A, B, yC á los números que expresan las·
medidas de las tres dimensiones de P, tomando por unidad
la arista de Q, tendremos, que la igualdad (v) se convierte
en la igualdad

. volúmen de P = A.B.C. C. .c. E. E~

COROLARIO. Como el producto B. C, es el área de la base
del paralelepípedo P, y A es s'u altura, podremos enunciar el
teorema anterior, diciendo

El volúmen de un paralelepípedo rectángulo, es igual al pro-
ducto del área de 5U base por su altura. .

COROLARIO. El volúmen de un cubo es igual, á la tercera·
t
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potencia de su, a.rista, puesto que el cubo es un paralelepípedo
. r~ctáng:Ilo. cuyas tres dimensiones son iguales.

De aquí proviene el llamar cubo de un número á su tercera
.potencia. .

TEOREMA ele

324. El volúmen de un paralelepípedo recto es igual, al
,pro.ducto del área de su base por- su altura. - .

En efecto; sea el paralelppípedo recto NT (fig. 291),. cuyas
bases no son rectángulos. Trazando desde los vértices D y O

. -de la base inferior del paralelepípedo N'r, las perpendicula
res DA y CB á la prolongacion del lado ST, tendremos el
-rectángulo ABOD equivalente al pa.rajelóg¡'amo STCD (226)

Si ahora. se levanta:l planos perpendiculares á dicho rec
tángulo por sus cuatro lados hasta que, encuentrp al plano
OQ, se formará el paralelepípedo rectángulo NB.

Trazando las PQ y BS, se habrá construido un prisma
trapecial rectp, cuyas bases son los trapecios ATOO,' Y
MRüN, y tambien se han constl'Uido dos prismas rectos
triangulares, uno, cuyas bases son los triángulos ASD y
MQN, Y el otro cuyas bases son los triángulos TOB y RüP;
prismas triangulares que son superponibles (293) y por con-
-siguiente iguales. . '

Ahora si d~l prisma trapecial NT, se quita el primer pris
ma triangular NS, queda el paralelepípedo dado NT; y si
·del mismo prisma trapecial se quita el otro prisma trian
gular OT, queda el paralelepípedo rectángulo NB. Luego

el paralelepípedo NT es equivalente al NB;

y además estos dos paralelepípedos tienen, las alturas iguales
y las b!loses equiva.lentes. ,

Pero el volúmen del paralelepípedo NB es igual al produc
to del área. de sn b'.lRé por su altura; luego el ~"(rel púale
lepipedo NT será igual tam bien al producto. del área de su
base por su altUl·a. C. C. E. E.

TEOREMA ee

325. Dos paralelepípedos que' tienen una 'base comun, é'
iguales las alturas, son equivalentes.
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Desde luego se descuOl'e., que~ teniendo una base cómun, y
las alturas igJlales, las bases no comunes estarán forzosa
mente en, un mismo plano paralel9 al de la base comun ..

Distingui-remos dos, casos: l. o Que las bases no Qomunes,
-estén: comprendidas ~ntre dos par/!-lelas_ 2.0 Que las bases no

~ '(lOmUnes, llG estén comprendidas e)ltre dos ,paralelas. 
Primer caso. Sean los paralelepípedos N B Y NT' (fig. 291)

·que tienen la base CQIDun NO, y las, base¡¡; no comunes ME
y Q'r· comprendidas entre las dos p-aralelas' MR Y A'r.

DisculTiendo del mismo modo que al demostrar el teorelila
anterior, demostraremos que dichos P!1Talelepíp-edos NB y.
NT son· equÍ'val.entes, con lo que queda demostrado. el pri-
mer caso. .

Segundo caso. Sean los paralelepípedos AM y AN (fig. 292)
·qQe tienen la ba~e' comun AB, Y las otras dos bases üM y
RN en' un mismo plano y e-n una po~icion cualquiera. Si
prolongamos'los lados DM y üE hasta que corten á las pro-

'longaciones' de los lados. RG y FN, se formará un par~leI6

:gramo HP igu~l á,la base' de los paralelepípedos primiti':
vos AM y AN. Ahm'8; uniendo por medio de rectas los. cuatro 
vértioies' de la· base, .e,omnn A B, .con los cuatro vértices dél

'.paralelógramo HP,. tenJremos un tercer paralelepípedo AP,
-equivalente á cada uno de Jos anteriores AM y AN, en virtud
-dé lo demostrado 'en el primel' caso .. Luego los dos paralele-
píp~dos AM y ~'N son equivalentes. C. C. ~ . .ID.

I

TEOREM'A CGI
1

326. El volúmen de un paralelepípedo cualquiera 'AN
{fig. 292) es iguaZ ,a) producto del área de su base por su, al-

..t-ura. . .
En 'efecto; suponiendo recto al paralelepípedo A M. Y ade

más que las bases üM y RN están en un mismo plano, los'
,paralelepípedos AN Y AM, serán equivalentes' segun lo de
mostrado en 'el teorema anterior.

Pero el volúmen del paraielepípedo .recto AM es (324)
jgual al producto del área de sú base por su altura, luego el
volújDen del paralelepíped,o equivalente AN (que ~ielle la.
misma base' y la. misma altura que el A.M), será tambien
igual al producto de ~u ba~e_ por su altura. O. C. E. E,o

./ ,
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TEOREMA CCII

327. El volúmen de un prisma triangular es igual, al pro 
dueto del área de su base por su altu1"a.

Distinguiremos dos casos: l.o Que el pri~ma sea recto.
2.0 Que el prisma sea oblícuo.

Primer caso: Sea el pl'isma triangular recto ABDMNP
(fig. 293). Trazando las BC y DO paraielas respectivamente
á los lados AD y AB, tendremos el paralelógraul-O AC; y
levantando por dichas paralelas los planos 80 y DO perpen-

,1 diculares al plano AC, sus inte¡'secQiones con el plano MNP,.
serán las rectas NO y PO, Y resultará el paralelepípedo rec
to ·MO. Añora este paralelepípedo se compo'ne de los dos
prismas triangulares ABDMNP y DBQNOP, iguales ~ 93), Y
por consiguiente el ABDMNP, será mitad del paralelepípe
do Me. Además el prisma ABDMNP y el paralelepípedo MC,
tienen la misma altura AM y la base ABD del primero, es
mitad de·la base ABOD del segundo.

Pero

volúmen del paralelepípedo Me = área A~CD X AM, luego
~olúmen del prisma ABDMNP = t área ABOD X AM. ó
volúmen del prisma ABDMNP = área ABD.AM. e.c.E. E.

1 ,

Segundo caso: Sea el prisma triangular obÍícuo ABDMNP'
(fig. 294) Y construyamos el paralelepípedo Mu de doble base
y de ignal altiúa que el anterior. El paralelepípedo oblicuo
Me, se compone de los dos prismas triangulares oblícuos
ABDMNP y BDONOP, que no sou superponibles en general.

Para tiemostrar su equivaleneia. prolonguemos las cuatro
caras laterales del paralelepípedo MO, y el plano diagonal
PB; po~ el punto H de la prolongación de la arista MA. tra
zarem.~s la seccion rect(l. HT; desde H tomemos una distl;L'Il
cia Hpa igual á MA, Y tracemos otra seccion recta ~R,
con lo que se ha formado el páralelepipedo ¡'ecto HR com
pnesto de dos prismas triangulares rectos é iguales. y dos
prismas triangulares truncados MNPHZL y ABDP'sQ á un
lado del plano diagonal PQ; y otro~ dos pr~smas triangulares .
truncados P~OZTL y DBCQRS al otro lado del plano 'dia
gonal PQ, y los prismas cuadrangulares truncados MT y AR.

{
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Ahora. si suponemos que elpl'isma AH. se 'qluave de ma-'
nera qne los :cuatl'o vértices P', Q. R. S. recorran respecü
vamente las distancias P'E, QZ. wr yRL; los paralelógra
mos P'QR~, HZTL, habrán 90incidido, y tambien los ABCD
YMNül'. .

Además el prisma triangular trunca.do SQRDRC, se habrá
<{onfundido con el LZ'rPNO; y tambien el P'QSc\ Bu y el

. H~LMN P habrán coincidido,
Resulta ,pues,

'prisma SQRDW~ = pl'isma LZTPNO, y
prisma P'QSA ~O = pl'isma HZL'INP.

Rbstando de los dos mienlbl'os de.la. primera igualdad, e.l
prisma triangular truncado LZTDJ3C qu'eda

prisqta SQRLZT equivaiente al prisma BCDNOP, (s)

y restando de los dos miembros de la segunda igualdad, el
prjsma triangular truncado HZLA BO, queda

prisma P'QSHZL equivalente al prisma ABDMNP. (t)

Pero como los dos pl'imeros miembros de las equivalencías
(s) y (t) son iguales. los segundos miembros serán equivalen-
tes; luego '

El prisma tl'iangular ABDMNP. será mitad del para
lelepipedo Me, y como el volúmell de éstA es igual al área
de la base ABCD por su altura, el volúmen del prisma trian·
guIar .ABD1\1NP, que es mitad del anterior, será el área de
su ba~e ABD por su 'altura, C: C. E. E.

TEOREMA CCIII '

3,28. EI1/o/zimen de un prisma cualquiera es igual a/' .
producto del área de su base por sU altura,

En efecto; Sea el prisma LO (fig. 295). Descomponiénllolo
en prismas triangulares pOI' medio de planos diagonales tra-

. zados desde una arista AL. tendl'emos que la suma de los vo-'
lúmenes de los prismas triangulares en que se ha descompues
to, será igual al volúmen del prisma total DL. Pero éste y lós
prismas parciales tienen la misma altura. y la base ABCD-E

15
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del tota.l, es igual á la suma de las bases ABe, ACO, ADE
d~ los parciales. Sumando pues las expresiones' de los volú
menes de los pl'ismas parciales, ysacando fuer'a de un parén
tesis la altura, 'f¡\CtOl' comun de los sumandos, resultará

vo!.. del pl'isma LD = área de su base por su altura.

C. é. El. ID. . _
COROLARIO.- Dos prismas de bases equúJale,ntes'y altu- .

ras iguales, SO'1Z equivalentes, _

" .-1,1. -' TEOREMA-CCIV ,-'
t. 329. Dos tetraedros OABOy O'A'B'C' (fig. 296) cu

yas bases A Bey A'B' e' son equivale.ntesy cuyas alturas
son iguales, son equ~·valentes.

En efecto; supongamos que las bases ABO y A'B'C' están
en un mismo plano, y desde un punto H' de este plano levan·
témosle la perpendicular R'R igual á la altura de los tetl'ae
dros. Si dIvidimos la perpendicular H'H en partes iguales, y
trazamos planos por los puntos' de división, que COl'ten á los
tetr~edros y sean paralelos al plano de sus bases, se habrán
producido en l,os dos tetraedros secciones triangulares 1'es
pectivamente,equivalentes; (291 cor.) es de'cir,

seccion MUE equivale~te á la M' D',E'
» NFG 11 N'F:G'
]). PLR » P'L'R'

Ahora si trazamos por DE, FG, LR, planos para:lelos á la
al'i~ta OA, y por O'E' F'G' L:R' planos paralelos á la 'aris~a

O'A( se formarán prismas tl'iangulares inscl'iptos en Jos te
traedl'os, y respectiva~ente equivalentes (328 cor.) los ins-

. cl1iptos en el tetraedro OABe á los inscriptos en el O' A 'B'O',
y por consiguiente la su.ma de los pl'imeros igual á lai s.uma
de los segundos. ',¡' .

Pero á medida que aumente el núml;~ro"de los prismas ins
criptos, su suma crece acercándose al tetrae.dro respectivo; y
c9mo el número de dichos prismas puede ser tan grande como
se desee, cuando sea infinito, la suma de los prismas inscrip
tos en cada tetraedro se habrá confundido con éste; 'j' como
dichas sumas son siempre equivalentes en todos los grados de
su magnitud, los tetraedros tambien serán equivalentes.
O. O. E. E.

,/

( .
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TEOREMA CCV

227

330. El volúmen de un tetraedro, es igual al teroio
.del producto del area de su base poto su altura.

En efecto; sea el tetraedro A BOD (fig. 297), trazando por
-el vértice A, las AF y AE iguales y paralelas ,respectiva
mente á las CD y OB, Y uniendo por medio de rectas E y F,
E Y S, F y O, habremos ·construido el prisma triangular
EAFBOD de iguales .base y altura que el tetraedro Pl'O
¡puesto.

Pero este prisma triangular, se compone del tetraedro
ABCn, mas la pirámide cuadrangular ABDFE. Si hacemos
pasar un plano por A, B,F, esta pirámide cuadrangular queda.
-dividida en los dos tetraedros 'ABFE, y ABDF, equivalentes
-(3~9). Además los dos tetraedros BEAF y ABCD, son tam-
bien equivalentes (329). .

De aquí resulta que el prisma. triangular EAFBCD se
·compone de los tres letraedros equivalentes, ABCD, BAEF y
ABOF; por consiguiente el tE:traedl"O propuesto ABOD será
la tercera parte del prisma E -\FBCD, de igual base é igual
altura.' Pero el volúmen del prisma EAFBCD, es igual al
:producto del área de su base pOI' su altUl'a; luego el volúmen
·del tetraedro ABCD, será igual al tercio del p~oducto del
-área de su base por su altura. O. O. E. E.

TEOREMA CCVI

331. El volúmen de una'pirámide cuatquiera es igual
.al tercio del producto del área de su base por su altura.

En efecto; sea la pirámide OABCDE (fig. 298), descom
poniéndola en tetraedros por medio de planos diagonales tra
zados desde una al'ista lateral üA, tendremos qt;le la suma
-de los volúmenes de los tetraedros en que se ha descompuesto
la pirámide propuesta, es igual'al volúmen de ésta. Pero la
virámide propuesta y los tetraedros en que se ha descom
puesto tienen la misma altul'a, y la base ASeDE de aquélla.
'tlS igual á la suma de las bases ABC, AOD, ADE de los
tetraedros. \

Sumando pues las expresiones de los volúmenes de los



· ~28 GEOMETR.íA.

tetraedros y sacanQO fuera de un páréntesis, la altura factol~

comun de los sumandos, resultará, que el volúmen de una pi·
rámide es igual al tercio del área de su base por su altura.
C.C. E. E.

TEOREMA CCVII

332. El volúmen de un tebraed~'o truncado de bases paralelas es
igual, al tercio del. producto de su altura, por la suma de las dreas.
de sus bases y de la media proporcional entre ellas.

En efecto, sea el tetraedro truncado de bases paralelas ABCDEF'
(fig. 299). Trazando los planos DCF y DCB, quedará descompuesto en
los tres tetraedros CDEF, C;DAB y CDBF.

Trazando la CG paralela á la arista BF y uniendo G con los dos vér
tices D, y B se habrá formado el tetraedro GDBF que tiene la base.
DBF comun con el CDBF, y la misma altura, pue:: los vértices C y G de·
dichos tetraedros están en la CG paralela al plano BDF. De modol que
estos tetraedros, el CPBV y el GDBF son equivale.ntes.

Por consiguiente el 'tetraedro propuesto ACBDEF, es equivalente á la.
suma de los tres tetraedros CDEF, CADB y GDBF. _'

Trazando ahora la GH paralela á DE, tendremos que las áreas de los
triángulos GDlf y GHF por tener la misma altura, serán proporcionales.
á sus bases. (227, COI'. 3.°) .

área GDF. DF ..
= -- (a)

áreaGHF HF·

\ Y como tambien los triángulos DEF y DGF tienen la misma altura sus·
áreas serán proporcion.ales á sus bases; y será .

Pero las segundas razones de' las proporciones (a) y (b) son iguales,.
por ser la HG paralela al lado DE del triángulo FDE, luego las primeras.
razones formarán proporcion, y será : ...

área DEF

área DGF

áreaGDF

área GHF

de donde

área DEF

áreaDGF
(c)

área GriF2 = área GHF X área DEF (d).

Pero GHF = A~B sustituyendo·

en la igualdad anterior; en 'vez de área GHF su igual área ACB, resulta..

áre¡¡, GDF
2 = área ACB. X ár.~a DEF. (m)
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Observemos que los tres tetraedros CDEF, DACB y BDGF, cuya suma
-es equivalente al tetraedro propuesto ABCDEF, tienen la misma altura
·que éste, y además

la base del CDEF es DEF (base mayor del tetraedro propuesto)
la base del DACB es ACB, (base menor del tetraedro propuesto)
la base del BDGF es DGF (media proporcional entre las dos bases

.:anteriores) (m)

Si hacemos

DEF = b, Y ACB = b',

'Y llamamos a á la altura comun de todos estos tetraedros será

1 1 1 4/-
'Volúmen tetr. ABCDEF = 3 a.b + 3 ab' + 3"" a V bb'

'Volúmen tetr. ABCDEF = +a (b + b' + YW). c. C. E. E.

.TEOREMA CCV 111

ó

333. El volúmen de una pirámide truncada de bases paraletaS
~s igual, al te·rcio del producto de su altura por la suma de las áreas
de sus bases y de la media proporcional ent~'e ellas. '

En efecto; sean las pirámides OACDE y VMNP (fig. 300) de bases
~quivalentesy alturas iguales. Si trazamos las dos secciones A'C'D'E' y
M'N'P' paralelas á sus respectivas bases, y equidistantes de ellas, ten
-dremos (291 cor.) que las secciones A'C'D'E' M'N'P, son equivalentes, y
-como las alturas OL y VS de las pirámides parciales son iguales, re-
:sulta.

Vol. OA'C'D'E' = Vol. VM'N'P'. (a)

Pero tambien
Vol. OACDE = Vol. VMNP. (b)

Restando ordenadainente de la igualdad lb) la igualdad (a) será

Vol. pirám. trune. A'D = Vol. pirám. trunco M'P. (el

Ahora, llamando b, b' Ya respectivamente á la base mayor, base
lmenor y altura de la pirámide truncada M'P, será (332)

1 4/-
Vol. pirám. trunco M'P = 3 a (b -r b' + V bb') (d)

Pero como (e) las pirámides truncadas ND y M'P' son equivalentes,
'Y además tienen las alturas iguales' y sus respectivas bases equivalen
tes, sustituyendo en la igualdad '(d) volúmen de la pirámide truncada
.A'D en vez de volúmen de la pirámide truncada M'P, tendremos '.

Vol; pil'ám. trunco A'D = +a (b + b' + V b~' ). C. C. E. E.
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TEOREMA CCIX

334. El volúmen de un prisma t1'iangula1" t1'uncado es igual, al'
tercio del producto del át"ea de una de sus bases, por la suma .de las
perpendiculat'es bajadas á esta base, desde los vértices de la otra.

En efecto; sea el prisma triangular truncado ABFECD (fig. 301), tra-·
zando los planos EFC y EFB quedará descompuesto el prisma en los
tres tetraedros FEDC, FECB y FABE. Si trazamos ahora los planos
BED y ADC, se formarán los tetraedros FEDC, AEDC y BEDC, que tie-·
ne.n la base comun EDC y cuyos vértices son F, A YB.

Examinando la figura se descubre facilmente, que el tetraedro FEBC.
es equivalente (329) al BEDC, y que el FBAE es tambien equivalente
(329) al AEDC.

Resulta pues, que

prismaABFECp es equival. á tet.o FEDC -¡- tet.o AEDC + tet.e BEDC.

Luego (330) el volúmen del prisma ABFECD es igual al tercio del
producto del área EDC por la suma de las distancias á la base EDC de
los tres vértic~s F, A YB. C. c: E. E.
• COROL,ARIO. El volúmen de un prisma truncado cualquiera, se halla-o
rá descomponiéndolo. en prismas truncados triangulares, y sumando·
los volúmenes de éstos.

ESCOLIO. Si desde un punto interior de un poliedro cualquiera se
trazan planos á todas sus aristas, quedará descompuesto en pirámides
cuyas bases serán las caras del poliedro; y como toda pirámide se pue
de descomponer en tetraedros, resulta, que todo poliedro se puede des
componer en tetraedros. De aquí se deduce que el volúmen de un po-
liedro cualquiera se hallará sumando los volúmenes de las pirámides
ó tetraedros en que se haya descompuesto.

CAPíTULO IV'

VOLÚMENES DE LOS CUERPOS REDONDOS

3 1.- Yolümenes del cono y del cilindro

TEOREMA CCX

335. El vo!zimen de un cono de revolucion es igual, al
tercio del producto del área de la base del cono por su
Altura ..

En efecto; puesto que el cono de revolucioJl se puede con-
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sideral' (297) como una.pirámide regular de infinito ilúmero
de caras laterales, puede aplicarse al cono de .revolucion lo"
demostrado (a:~I) para una pirámide cualquiera. \

Llamando A á la altur'a de un cono de revolucion, y R al
. radie de su base, será

Vol. de un cono de rev.
/

TEOREMA Céxl

336. El volúmen de u(t copo truncado de 1'evolucion es igual, al
tercio del producto de su altura, PO)' la suma de las á1'eas de sus
bases y de una media proporcional entre ellas.

Puesto que un cono de revol,ucion, puede considerarse (297) como
una pirámide; puede. aplicarse al cono, lo demostrado. (333) para la pi
rámide OACDE (fig. 300), Y puesto que alli se demostró (igualdad c) que
el volúmen de la pirámide trunql.da A'D es igual al volúmen del tetrae
dro truncado, M'P puede admitirse (puesto que un c'ono puede conside
rarse como una pirámide) que

El volúmen de un cono truncado de revólucion, es igual al volúmen
de un tetraedro truncado de bases paralelas, cuyas bases son equiva- ,
lentes respectivamente á las del cono truncado, y cuya altura es igual
á)a de éste. . . .

Si lJamamos pues b, b' respectivamente á·las áreas de. las bases ma
yor y menor del cono y del,tetraedro,truncado equivalente, y a' á la al
tura comun, será

Volúmen cono trunco debases.paralel¡¡.s . ~- (b + b' + Vbb' )

Si llamamos R al radio de la base mayor del cono, y r al radio de la
base menor, la igualdad anterior se transforma en

Vol. cono tt'un~. bases~aral~ " -+ a (7TR
2

+ 'T(r2+ ,1'T(R.2 'T(r2 )-ó

1 (2 2 )Vol. cono trunco bases paralela = 3' a'T( R -¡- r -t R.r

TEORE'MA CCXII
,

337. El volúmen de un cilindro de revolución, es igual
al productp del área de su base por su altu1'a. '. -

En efecto; puesto que el cilindro de revolucion puede con
,siderarse. (SOO) como un prisma regular de infinito número
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de caras laterales, puede aplicarse al cilindro de revol ucion
lo demostrado (312, cor.) para un prisma recto cualquiera.

Llamando A á la altura de un cilindro de revolución, y R
al radio de la base, será

vol. da un cilindro rev. = '1t Rl! A.

~ 11.-Vobtmen de la esfel'a

338. Sea EABJ (fig. 284) un semicírctil9, AOB un sec
tor circular y PQ la proyeccion del arco AB, (base del ,sector
circular) sobre el diámetro EJ. Si gira dicho semicírculo al
rededor del diámetro EJ hasta dar ulla vuelta completa, en
gendra una esfera.

El arco AR, engendra una zona esférica, que tiene por
bases los dos círculos, cuyos ,'adios son las perppndiculares
AP y BQ. .

El sec.:tor circula.r AOB engendra un cuerpo que se llama
sector esférico, cuya base es la' zona engendrada por' el
arco AB.

El cuadrilátero ABQP. (cuyo lado AB es un arco) engen·
dril. un cuerpo que se llama segmento esférico, cuyas bases
son los dos círculos paralelos engendrados por AP YBQ, y
cuya altura es la distancia entre las bases. ~

De estas consideraciones resulta que
SECTOR ESFÉRICO, es el cuerpo 'engendrado por un sector

circular que gira al rededor de un diámetro exterior á su
superficie. La -r0lZa engendrada por el arco del sector cir/
cular generador, es la base del sector esférico. ,

_SEGMENTO ESFÉRICO, es la porciOlI de esfera comprendi
da entre dos planos secantes paralelos. Los círculos deter
minados por los planos secantes, son las bases del seg
mento esférico;.r la distancia entre las bases es la altura:

Si uno de los planos secantes es tangente á la esfera, una
de las bases se reduce á un punto, y entonces el segmento
tiene una sola base.

TEOREMA CCXIII

339. El volúm.m del cuerpo engendrado por un trián
gulo OAB (fig. 302,303, 304, 305) al girar al rededor de

J I
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una recta EJ situada en el plano del triángulo, fuera de
éste'y que pasa por su vértice,' es igual al producto del J) J ~ •

drea engendrada por la base AB, multiplicada porX -:r
.altura OH.

Distihguiremos.tres posiciones del triángulo generador.
1.8 Cuando' uno de los lados del triángulo generador coin-

,ci<i'e con el eje EJ, (fig. 302 Y 303). .
2. 8 Cuando ningun lado del triángulo genel'ador coincide

·con el eje, y la base es oblicua á éste. (fig. 304)
3.8 Cuando la base del triángulo es paralela al eje. (figu

rl!. 305).
Primera posiciono Trazando la A R perpendicular al eje,

(fig. 302). se forman los dos triángulos J'ectángnlos ARO y
ARB; por consiguiente al girar el triángulo OAB.... se engen
-dra un cuerpo compuesto de dos conos de revolucion, cuya
·base comun tiene por radio la perpendicular AR, ycuyas al
turas son las OR y RB. Segnn esto tendremos

1 - 2
vol. eng. por OAR = 3" OR.'7l' AR.

1 ~

vol. eng. por BAR = 8 RB.;r AR.

-de donde
1 -2 1 - 2

vol. eng. por OAB = S OR.'7l' AR + 3" RB.'7l'AR
. 1 '--2

=a'7l'AR. OB

. --2 1
vol. eng. por OAB = '7l' AR. 8 OB (a)

Ahora trazando la altura OH del triángulo OAB, y siendo

OB.AR = AH.OH

por expresar ambos miembJ'os de esta 'igualdad el doble ~el

área del.triángulo OAB; si sustituimos en la igualdad (a)
~n vez del pI'oducto OB.AR su igual, AB.OH, resulta

O ' 1vol. eng. por AB ='7l'AR.AB. 3" oa
ó vol. en~. por OAB = área eng. pOI' AB. +OH

C. C. E. E.
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..:

Si como en ia (fig. 303) la perpendicular AR cae fllera del
triángulo OAB, la demostracion es la misma que se acaba de
exponer, sin más diferencia que en vez de ser 'el cuerpo en
gendrado por OAB igual" á la suma de los dos conos de revo
lucion engendrados por los triángulos OAR y BRA, es igual
al cono engendrado por el triángulo BRA menos el engan-
drado por OAR. . .

Segunda posiciono Prolongando la base AB del triángu
lo generador (fig. 304) hasta que encuentre en S al eje, y tra
zando la altura OH del triángulo; tendremos que segun lc>
demostrado para la primera posicion;

vol. eng. por OAS -..:... área eng. por A,S:-}OH

vol. .eng. por OBS ,área ,eng. por BS. +. OH perc>

vol. eng. por OAB = vol. eng. por OAS - vol. eng. por OBS,

y será

vol. eng. por OAB =-= área eng. por AS.+OH

- área eng. por BS. +OH

ó
vol. eng. por OAB = (área eng. por AS.

- área eng. por BS) +OH

Ó por fin

vol.eng. porOAB=áreaeng.por AB.+OH. C. C. E. E'.

Tercera posiciono Trazando la altura OH 'del triángulo
OAB (fig. 305) Y lasAR y BT perpendiculares al eje, el
cuerpo engendrado por el triángulo 0,.\ B, será igual al cilin
dro engenprado por el rect.ángulo RABT menos la suma de
los conos engendrados) por los triángulos ARO y BTO.

Pero
--2 . --2

vol. eng. por RABT = '1l'AR. AB = '1l'OH. RT (a)

y
--21

Vl.0l. eng. por ARO = '1l'OH. aRO

-21
vol. eng. por BTO = '1l'OH 30T 1
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Sumando estas dos igualdades, será
. -21

vol. eng. por ARO + vol. eng. por BüT = '1TOH 3 R!. (b)

Restando ordenadamente la igualdad (b) de la igualdad
(a) resulta

--2 .. 2 1
vol. eng. por GAB = '1TOH. RT - '1TOH··8-RT

--22
= '1TOH. 3RT.

Ó

voL eng. por AOB= 2'1TOH,RT.+ OH; = 2'1TARAB.+OH

Pero 2'1TAR. AB, es el área engendrada por la ba
AB, y + OH es el tercio de la altura del triángulo OAB.

Luego
1 .

.vol. eng. porOAB = área engendrada por AH X ""3 OH.

TEOREMA CCXIV

El volítmen del cuerpo engendrado por el .<lector poligonal
OABCDE (fig. 283) al girar al rede.dor del eje EJ q~te pasa
por el centro de la circunferencia inscripta en dicha línea que
brada, está situado en el plano de ésta y no la corta; es iguttl
al producto del área engendrada por la línea quebrada regulm'
ABCDE, m~tltiplicadapor el tercio del radio de dicha circun
ferencia inscripta.

En efecto; el volúmen del cuerpo engendrado por el sector
poligonal OABCDE. es igual, á la suma de los volúmenes de
los cuerpos engendrados por los triángulos ,oAB, üBe, OCD
y UDE. Pero

vol. eng. por OAB = área eng. por AB I +-.OM

» » ,)1 OBC = área eng. por Be -:Jl{ ~ OM

» » »OCD = área en~. por üD' +üM

~ » ~ ODE = área eng. por en +OM

Por consiguiente, sumando ordenadamente 'estas igual
dades, tendl'emos
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"Vol. del cuerpo eng .} . ,;1.

por üABODE. ,=Al'eaeng.por ABGDE ~ 3 0M ., .

O~ROLARIO. Como ~l arco AB (fig. 284) se le puede con
-sideral' como una línea quebl'ada regular de infinito número
de lados, si imaginamos que 'el sector circular gira al rede
dor del diámetro EJ, el' volúmen del sector circular engen
·drado,. será segun el teorema anterior igual al producto

.. . 1 .
área engeildr!lda P01' AB X T üA;

,pero AH engendn una zona..
Luego
El volúmen de un sector esférico es igual al producto

.del área de la -tona que le sirve de bCise, por el tercio. del
radz'o de la esfer·a.

TEOREMA CCXV

340. . El volúmen de la esfera es z'gual al producto del
.área de su superftde por el lerdo de su. radz·o.

En "efecto; puesto que un semicírculo EABJ (fig. 284,) se
puede considerar como un sector cir-cular, una: esfera 0,
puede conside~¡use 'como un sector esférico en el que la zona
.que. 'le .sirve de base es 1110 superficie esférica. Aplicando lo
dicho en el corolario antel'Íor t!lndremos .

vol. eng. por el semicír. EABJ = área eng. EABJ ,; EO ..

Luego el volúmen de una esfera O, es igual al área: de su
:superficie por el tercio de sli radi.o. O. C. E. É.

OOROLARIO l. o' Puesto que el ,área de la esfera es igual
-{318, COl;.) á 4'7l'~2 tendremos.

" 2 !l ' ,(vol. de la eSiera = 4'7l'R -3- R u

4
vol. de la esfera = '3 '7l'R3

~

lJOROLARIO 2." Sustituyendo en l/l. fórmula 'anterior D
diámetro de 'la esfera en vez de 2R,' tendremos

\ ,
. 1 3

vol. de la esfera = a'7l'D



LIBRO IV

DE LA SEMEJANZA DE LOS CUERPOS GEOMÉTRICOS

-DE LOS POLÍGONOS REGULARES

CAPíTULO 1

SEMEJANZA DE LOS POLIEDROS

. 341. Puesto que (288) poliedros semejantes son los que·
tienen sus ángulos diedros respectivamente iguales y coloca
dos en el mismo orden, y además semejantes respectivamente
las caras adyacentes á dichos diedros, resulta que los polie
dros semejantes tienen sus ángulos poliedros respectivamente
iguales,. por cuanto tienen sus ángulos planos y ángulos die
dros respectivamente iguales y colocados en el mismo orden.
Podremos pues, sentar que,

Poliedros semejantes son los que tienen BUS ángulo~ polie'
d.ros iguales, y además las caras. respectivamente seme
jantes.

, TEOREMA CCXVI-
p . .

Si se corta una pirámide OABC]) (fig. 266) por un pla
no A'B'C'])' paralelo á la base ABOD, la pirámide'
OA'E' C'D' que resulta, es semejante á la propuesta. \
'. En efecto; estas dos pirámides tienen semejantes las bases
ABCD. A'S'O'D', (290.-2.°). y tienen tambien semejantes.;

,las'caras laterales AOB y A'O'B', BOe y B'O'O'... .
Además el ángulo poliedro 0, es comuo para ambas, y,

ttiedro A = tl'iedro A'
triedro B = triedro B'
triedro O = triedro C'
tr.iedro D = triedro n'

por tener respectiva-mente iguales s~s tres, ángulos ¡planos.-
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Si pues tienen iguales los ángulos poliedros respectiva
mente y semejantes la.s caras, son semejantes. O..C. E. E.

TEOREMA CCXVII

342.... Si dos tetraedros OABC,' O'A'B'O' (fig. 306) tienen
dos caras del tmo t'espectivamente semejantes á dos caras del

. otro (OAB semejante á O'A'B', Y OA O sel}?ejante á OcA' C')
é iguales los diedros que forman estas caras (diedro OA =
diedro O'A'), dtchos tetraedros son semejantes.

En efeCto; supel'poniendo el diedro O' A', sobre su igual
OA de modo que O' caiga sobre O, y A' en D entre Oy A; las
aristas 0'8' y O'C' caerán sobre las OB y 00, y los puntos
A', B' YC' tomarán respectivamente las posiciones D. E yF,
de manera que el tetraedro o.'A'B'O' habrá tomado la posi
cion ODEF'.

Pero como por hipótesis O'A'B' y OAB son flemejantes, y
tambien lo son O'A'C' y ÜAO, resultará que los triángulos
ODE y OAB son semejantes. y tambien lo son los ODI!' y
OAC, por consiguiente (172) DE será paralela á AS, Y DF
á AC; de demde el plano EDF será pal'alelo al BAC, y (341)
el tetl'aedro ODEF será semejante al OABO; luego los te
traedros OASC y O'A'B'C' serán semejantes. C. C. E, E.

TEOREMA CCXVIII

343.• Las áreas de las bases ABO, A'B'O' (fig~ 306) de
dos tetraedros semejantes OABe, O'A'B' e' , son propm'ciona
les á los cuadrados de ¡as alturas OM. O'M' de dichos tetrae-
aros. f

En efecto; si tomamos en la arista OA del tetraedro
OABC, una parte OD, igual á O'A' arista del tetraedro
O'A'B'C', homóloga á la. OA; y por el punto D trazamos el
plano DEF paralelo á la base ABO el tetraedro ODEF par
cial que resulta es (341) semejante al total OABC, é igual
(28~ al O'A'B'C'.

Pero (290 3.°)

área ABO

áreaDEF
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0.0. E.E.----
área A'B'C' . M'0,2

y como los tetraedros ODEF, O'A'B'O', son iguales, tendrán
iguales sus alturas OP y O'M', Y la.s áreas de sus bases.
Sustituyendo en la pl'oporcion anterior, tendremos

área ABC M0
2

y

será

(b)

(a).

Luego

eomo

COROLARIO. Segun lo demostrado (290. 1.0) tendremos la
proporcion (fig. 306)

OM OA
-OP OD

üP=O'M, }

üO=O'A'

OM OA
-

QM' O'A'

Además segun el teorema anterior

área ABe 5M2

área A'B'C' O'M,2

área ABO ~

área A'B'O' - O'A,2

De las proporciones (a).y (.J) se deduce que
En dos tetraedros semejantes las alturas son proporcionales

<Í las aristas homólogas, y las áreas de sus bases, son prop()r
cionales á lo~ cuadrados de sus aristas homólogas..

TEOREMA CCXIX

344. ' Si dos poliedros ..ABCDEF. ..A'B~C'D'E'F: (fig. 307)
. se componen del mismo número de tetraedros respectivamenfe

semejantes y semejantemente dispuestos, son semejantes..
En ~fecto; suponiendo

AFEO semejante á A'F'E'D'
AFDO semejante á A'F'D'O'
BADO semejante á B'A'O'C
f
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se descubre' facilmente examinando la figura, que los polie
dros totales, tienen todas sns caras respectivamente semejan
tes, y todos los·ángulos diedros re~pe~tivamente iguales, lue·

, go dlchos poliedros serán semejantes.

TEOREMA CCXX

345. Si dos poliedros ABCDEF, A'B' C'D'E'F' (fig. 3ü7}
son semejantes, pueden descomponerse en el m'ismo número de
tetraedros semejantes y semejantemente dispuestos.

En efecto; trazando los planos ,diagC!nales AFD·y ADO,
A' F'D' Y A'D'C'; resultarán ambos poliedros descompuestos
en tetraedros; y examinado la figura se descubre facilmente
que de la semejanza de los poliedros se deduce la semejanza,
de los respectivos tetraedros.

TEOREMA CCXXI

, La razon de las aristas hornóloflas de dos poliedros semejan-
tes, es constante. \ ,

En efect~; puesto que dos aristas homólogas cualesquiér~

AD y A'D', pertenecen á dos caras distin~as contiguas res
pectivamente semejantes, la razon, de AD y A'D', serál~
misma que la de otras dos aristas homólogas pertenecientes.
á dichas dos caras, y por co'nsiguiente igUal tambien á la ra"'·
zon de otras dos aristas h0mólogas cualesquiera.

TEOREMA CCXXII

346. \ Las áreas de dos poliedros seme/antes, son proporcio-
nales á los. cuadr.ados d!3 sus aristas homólogas. .

En efecto; sean P y p' dos poliedros semejantes

A, B-, oC, las caras de P.
A'B'O' las caras respeétivamente homólogas de p'
a y a' dos lados homólogos' de las caras A yA'
byb' »» » ByB'
e y e'.... »»» O ~ C'
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Puesto que son semejantes laR caras homólogas de los po-
liedros P y P', tendremos (237) _.

área A a2 área B b
2 ál'ea O c

2

área A' =~, área B' = -b,2' área O' =~(K)a e
Pero como a y a'. b Y b' e y c', son aristas homólogas. y

su razon es constante (Teor. OCXXI) será
2 b2 2a 'c

área A + área B + área O...
área A' + área B' + ár.ea el.,.

2
área P a

--- - --
,2 b,2 ,2

a e
De donde

área A área B área e
área Al -

área B' - área C'

y

-----
área p' 2

a'

2
a

- ,2
a

2
a

Ó-
a,2

e. e, E. E.

y,

TEOREMA eeXX1I1
347. Loa volúmenes de dos tetmedros semejantes OABO,

O'A'B'O', (fig. 306) son proporcionales á los cubos de sus
at'istas homólogas

En efecto; Sabemos (343 cor.) que
---2

área ABe OA
área A'S'O' - O'A,2

üM OA
O'M' - O'A"

Multiplicando ordenadamente estas dos proporciones, y
multiplicando por+ los dos primeros miembros será

área aBC. ~ OM üA3 vol. üABC OA
3

l' =-3' Ó vol. O'A'B'C' -O'A,3'
áreaAB'C's.O'M' O'A'

C. C. E. E.
16



348. Lo'] volúmenes de dos poliedros semejantes, son pl'O
poreionales á los cubos de sus a"istas homólogas.

En efecto; sean P y p dos poliedros semejantes, ysuponga.
moslos descompuestos en el mismo número de tetraedros se
mejantes y sem('jantemente dispuesto!!.

Sean T, T', T".. o los tet ..aedl'os que componen el poliedro
P, y t,·t', t" ... los respectivamente semejantes que compo
nen el p.

A, B, C.. , ya, b, e... llÍs aristas homólogas de T y t
A' ,B',C'oo. ya', b', e' •.. las aristas homólogas de T' y t'
A", B", C"... y a", b", e" ... las aristas homólogas de To' y t"

Y supongamos además que A y a !'lean aristas hOQlólogas de
p yp.

Segun el teorema anterior tendremos

vol. T A8 vol. T' A ,8 vol. T" A ,,8

-vol. t = a8 ; vol. t' - a,a; vol. to< = a,,3·

242 GEO~ETRíA

y puesto que las segundas razones de estas proporciones
son iguales, será

vol. T vol. Te
vol. t - vol. te

vol. 1'"
- vol. te,

A8

•• , - 3
a

ó

vol. T + vol. T' + vol. Ti' ...
vol. t + vol. t· + voL t".o'

•
vol. P.
vol. p.

AS
=-3'

a

A
3

= 3' bien
a

. Co C.E•.E.

CAPíTULO II
SBMEJANZA DE LOS CUERPOS REDONDOS

349. Se llaman conos semejantes, los engendl'ados por
triángulos semejantes.
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Se llaman cilindros semejantes, los engendrados por rec
tángulos semejantes.

Todas las esferas son semejantes.

TEOREMA CCXXIV

Las áreas laterales de dos conos semejantes, son proporcio
nales á los cuadrados de sus' alturas, á los cuadrados de los
radios de sus bases y á los cuadrados de sus lados.

En efecto; sean A, R, Y L, la altura, el radio de la base
y el lado de un cono de revolucion, y A', R', L', la altura,
el radio de la base y el lado, de otro cono de revolucion
-semejante 12.1 primero.

Puesto, que sus respectivos triángulos generadores son
-semejantes, sel'á

R A 'L
--=-'-=--
R' A' L'

De esta serie de razones iguales se deducen las proporciones

'7T R A

'7TR' A'

multiplicándolas ordenadamente, tendremos

'7TRL A2

,'7TR'L' = A,2

'7TRL A
2 R2 L

2

'7TR'L' = A,2 = R.2 = L.2

TEOREMA CCXXV

y tambien

c. e.E.E.

350 Las áreas laterales de dos cilindros semejantes, son
proporcionales á los cuadrados de sus alturas y á los cuadra
dos de los radios de sus base.'!.

En efecto; sean A, R Y L, la altura, el radio de la base y



si multiplicamos ordenadamente las dos últimas pl'oporcio
I nes tendremos

serlÍl

de donde-

C. C. E. E.
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L A
-L' = A"

2'71'RL A2

2'71'R'L' = A,2' Y puesto que

A
2

R
2

A,2 = R,2

2'71'RL A
2 R2

2'71'R'L' = A,2 = R,2 .

244

el lado de un cilindro de revolucion, y A', Re L', la alturar
el radio de la base y el lado de otro cilindro -de revolucion
semejante al primero.

Puesto que los rectángulos generadores son semejantes y
las alturas y los lados son iguales en cada dlindro, será

R A
°R' =10
2.71-R A

y como

TEOREMA CCXXVI

351 Las áreas de dos esferas son propOt'cionales á los cua--
drados de sus radios. o

En efecto, sean R y R'. los radios de dos esferas E y E'.
Tendremos

Area E = 4'71'R2

Area E' = 4'71'R ,2

C. O. E. E.

Dividiendo ordenadamente estas igualdades, y simplifican
do el segundo miembro del resultado, será

Afea E R2

Area E' = R,2 .
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352 Los volúmenes de dos conos semejantes, son proporcio
nales á los cubos de sus alturas, á los cubos de los radios de sus
JJases y á los cubos de sus lados. ~

En efecto; será A, R, L, la altura, el radio de la base y
el lado de un cono de revolución; yA', R', L', la altura, el
radio de la base y el lado de otro cono de revolucion seme
jante al primero.

Puesto que los respectivos triángulos generadores son se
mejantes, tendremos

R A . L

R~ = A' =If'
ll'azones igualés deduciremos

It3 A3 L3

--------- -1\,3 A,3 LI3

. '1l'R2 R2

y de esta sél'Íe de

Ca)'

R3

= -3-' Y según la série de
R'

----- (b) .
'1l'R,2. R,2

A R
(c)--'-

A' R'

Multiplicando ordenadamente las proporCiones (b) Y (c), y
multiplicaado por+los dos primeros términos ·de la propor
oCion que resulte, tendremos

1 2
-3- '1l'R A

2- '1l'R,2 A'
3.

razones (a) será
_
1 '1l'R~ A 3 3
S ,AS R L
----=--=-----
2. '1l'R,2A, A's R,3 L's .
s .

e.C.E. E.



353 Los volúmenes de dos cilindros semejantes, son propor
cionales, á los cubos de sus alturas. y á los cubos de los radios de
sus bases.

En efecto; sean A, R la altura y el radio de la base de un
cilindro de revolucionj y A', R' la altura. y el radio de la.
base de otro cilindro de revolucion semt>jante al primero.

Puesto que los respectivos rectángulos generadores son
semejantes, tendremos

A R
~= R' Ca)

RS ' AS

R's = Al8 (b)

'7TR
2 R2

'7TR,2 = R.2. (e)

Multiplicando ordeuadamente las proporciones (a) y (e)
tendremos
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cion (b) será

GEOMETRíA
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'7TR2 A AS RS

'7TR,2 A' = A's = R's

TEOREMA GGXXIX

C. C. E. E.

354: Los volúmenes de dos esferas, son propor.cionales á los:
cubos de sus radios.

Ea efecto; sea R y Re, los radios de QOS esferas E y E'
Tendremos
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C. O. E.E.

Dividiendo ordenadamente estas igualdades y simplifi
candf¡ el segundo miembro de la igualdad que resulta, será

vol. E. R
3

vol. E'. = R,3 =

CAPíTULO nI
DE LOS POLIEDROS REGULARES

355. POLIEDR03 REGULARES, son los que tienen iguales y
regulares todas sus caras, é iguales todos sus ángulos diedros.

TEOREMA CCXXX

NfJ pueden existir mns que cinco poliedros regulares convexo.~.

En efecto; sabemos (281) que la suma de todos los ángu
los planos de un ángulo poliedro convexo es menor que cua
tro rectos, y que el triedro es el más sencillo de los ángulos
poliedros; por consiguiente los ángulos poliedros de un po
liedro Gonstará lo menos de de tres ángulos planos, cuya
suma debe ser menor que 360·.

Como además las caras de los poliedros regulai'es son p0
, iigonos regulares. los ángulos poliedros de cada poliedro es
tarán formados por tres Ó más ángulos de polígonos regula-
res iguales. .

Ahora

Angulo de tl'iángulo regular = (iO°
Angulo de cuadrilátero regular ó cuadrado = 90·

Angulo de pentágono regular = 108·
Angulo de exágono regular = 1200

Resulta pues de todo lo dich0, que
Se puede formar ángulo poliedro con tres áng'ulos de

tl'iángulo regular, porque su suma) 80°, es menor que 3600
•

El poliedro correspondiente es el tetraedro regular (fig. 30S)
Se puede formar ángulo poliedro con cuatro ángulos de

triángulo regular, porque la suma 2400, es menor que 360°.
fl poliedro correspondiente es. el octaedro regular (fig. 309).



Se puede fOl'mar ángulo poliedro con cinco ángulos de
triángulo regular, porque su suma 300', es menor que 360°.
El poliedro correspondiente E'S el icosaedro regular (fig. 3l0).

La suma de seis ángulos d~ triángulo regular es igual á
360°, luego no se puede formar ángulo poliedro con más de
cinco ángulos de tdángulo regular.

Se puede formar ángulo poliedro con tres ángulos de cua
drado. porque su suma 270°, es menor q~le 360'. El poliedro
correspondíente es el exaedro ó cubo (fig. 311)

La suma de cuatro ángulos de cuadrado, vale 360°; luego
no se puede formar ángulo poliedro con más de tres ángulos
de cuadrado.

Se puede formal' ángulo poliedro con tres ángulos de pen
t~gono regular, porque su. suma 3240 es menor que 3600

•

El poliedro correspondiente es el dodecaedro regula?' (fig. 312)
La suma de cuatro ángulos de pentágono regular vale

424° mayol' que 360; luego no se puede formal' ángulo po
liedro con m.ás de tres caras de pentágono l'egulal'.

La suma de tres ángulos de exágono regular vale 360°;
luego no se puede formar ángulo poliedro con ángulos de
exágon9 regular.

y puesto que el val01' del ángulo de un pol1gono regu
lar crece con el número de lados, resulta, que no se puede
formar ángulo poliedro con ángulos de polígonos regulares
de más de cinco lados.

POI' consiguiente no puede haber más poliedros regulares
que los cineo siguientes:

El tetraedro regular, que consta de cuatro caras triangu
lares, cuatro vértices y seis aristas. (fig. 308)

El octaedro ?·egular. que consta de ocho caras triangula
res, seis vértices y doce aristas. (fig. 309) .

El icosaedro regular, que consta de veinte caras triangu-
lares, doce vértices y treinta aristas. (fig.310) .

El exaedr.o ó cubo, que consta de seis caras cuadrangula-
res, ocho vértices y doce al'istas. (lig.311) (

El dodecaedro, que consta de doce caras pentagonales,
veinte vértices y t¡'eintl aristas. (fig. 312)

248 . GEOMETRíA



TRIGONOMETRÍA RECTILÍNEA

PRELIMINARES

1. Al examinal' (geometría 131) los casos gdllerales de
igualdad de triángulos hemos visto, que un triángulo queda.
determinado cuando $e conocen tres de sus seis elementos,
siempre que entre los elementos conocidos haya un lado.

En virtud de esta determinacion se han propuésto y se
han resuelto los problemas XX, XXI. XXH y XXIII.
(Geometría),

Estos problemas están comprendidos en el siguiente pro
blema general:

Conocidos tres elementos que determinen un triángul", ha
llar los otros tres.

Este problema de la resolucion de los triángulos, que
constituye el objeto de la TR.IGONOMETRÍA. no se resuelve

. con la necesaria exactitud por los procedimientos gráficos
empleados en la GEOMETRíA, por lo que se ha acudido al cál
culo algebl'aico. Pero como el establecer ecua~iones que ex
presen relaciones entre los lados y los ángulos de un trián .
gulo presenta grandes dificultades. se han introducido, para
obviar este inconveniente, las líneas trigonométricas, que se
relacionan con los lados de los triángulos mediante ecuacio
Des sencillas, y que sirven además para determinar los án
gu�os.

LA TRIGONOMETRíA tiene, pues, por objeto la resolucion de
los triángulos por medio del cálculo algebraico.

Se divide en r:ectilínea y esférica, segun que trata de la
resolucion de los triángulos rectilíneos ó de los triángulos
esféricos.
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situado en el origen del arco, y el diámetro prolongado que'
pasa por su extremo.

SECANTE trigonométrica de un arco es la distancia enl?"e
el centro y el extremo de su tangente.

HENOVERSO de un arco es la parte de diámetro compren
dida entre el pie del seno yel origen del arco.

En este tratado solo nos ocuparemos del seno y de la tan
gente.

3. . El arco MB que sumado con el A B dá un cuadran te.
es el complemento del arco A B.

BL seno del arco BM, complemento del AH, es el COSE

NO del arco AB, y como AL es igual á SO, SO es tambien
el coseno del arco AB; MK tangente del arco MB, com
plernento del A B, es la COTANGENTE del arco A B.

En general:
Arcos complementarios son dot' at·cos que sumados dan un

cuadrante. Cada uno de estos arcos es el complemento del
otro.

CQ!lEKO de un arco el, el seno de su complemento. ó la dis
. tancia entre el pie del seno y el cenit·o.

C(\TAl'GENTE de un arco es la tangente de su complemento.
Las palabras seno, coseno, tangente y cotangente, se ex

presan abreviadamente sen .. cos., tang., coto
4. Si prolongamos el seno BS hasta que encuentre á la

eh'cunferencia en otro punto E, veremos (Geom ...fl9) que

BS = SE,"

Y que arco AB = arco AE, de donde se deduce

BAE= 2 BA·

Y BS= t BE
Luego, .
El seno de un arco. es igual á la mitad de la cuerda del

a?'co duplo.
5. La aplicación del cálculo algebráico nos conduce

considerar en los arcos y en las líneas trigonométricas, ade
más de su valor, su afeccion cualitativa; es decir, que los
arcos y las líneas trigonom étricas serán positivos Ó negati
vos.

Consideramos como positivos los arcos gue partiendo de
A. punto de origen, crecen en el sentido ABMO ..... ; y COID()
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situado en el origen del arco, y el diámetro prolongado que'
pasa por su extremo.

SECANTE trigonométrica de un arco es la distancia erlt,-e
el centro y el extremo de su tangente.

HENOVERSO de un arco es la parte de diámetro comp"en
dida entre el pie del seno y 'el origen del arco.

En este tratado solo nos ocuparemos del seno y de la tau
gente.

3. El arco MB que sumado con el AB dá un cuadrante,
es el complemento dtl arco A B.

BL seno del arco BM, complemento del AH, es el COSE
NO del arco AB, y corno AL es igual á SO, SO es tambien
el coseno del arco AB; MK tangente del arco ¡"lB, com·
plernento del A B, es la COTANGENTE del arco A B.

En general: .
Arcos complementarios son do~ arcos qtte sumados dan un

c',¿admnte. Cada uno de estos arcos es el complemento del
otro. .

CQ~EKO de un arco eb el seno de su complemento, ó la dis
. tancia entre el pie del seno y el cenlro.

C(\TAl\GENTE de un arco es la tangente de su complemento.
Las palabras seno. coseno, tangente y cotangente, se ex

presan abreviadamente sen .. cos., tang., coto
4. Si prolongamos el seno BS hasta que encuentre á la

circunferencia en otro punto E, veremos (Geom ....59) que

BS = SE,-
y que arco AB = arco AE, de donde se deduce

BAE= 2 BA

Y BS= t BE
Luego,
El seno de un arco. es igual á la mitad de la cuerda del

arco duplo.
5. La. aplicación del cálculo algebráico nos conduce á

considerar en los arcos y en las líneas trigonométricas. ade
nlás de su valor, su afeccion cualitativa; es decir, que los
11 reos y las líneas trigonométricas serán positivos ó negati
vos.

Consideramos como positivos los arcos !lue partiendo de
A, punto de origen, crecen en el sentido ARMO..... ; y como



negativos los que partiendo de A, punto de origen, crecen
·en sentido inverso, es decir, en el sentido AEPD.....

Los arcos en su crecimiento no tienen limite.
Consideraremos como positivas las líneas tl'Ígonométricas

<que tengan la misma direccion que las de un arco positivo
menor que un cuadrante; y como negativas las que tengan
direccion contral'Ía,

Segun esto, son positivas el seno BS, lá tangente AT, el
coseno SO y la cotangente MK, líneas tl'Ígonomé'tricas del
arco AH positivo y menor que un cuadrante; y sel'án nega
tivas las líneas trigonométrieas que respectivamente tengan
dh'eccion contraria. .

6. Si partiendo de A, origen de los arcos, tomamo~ un
arco A B mayor que ceTO y menor que un cuadl'ante, su
-complement') será el arco +HM, puestG que (*)

<+ AB) + (+ BM) = 90·
Segun las definiciones dadas, las líneas tdgonométricas

del arco AB son:

•
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J;lS, el seno
AT, la tangente
SO. el coseno
MK. la cotangente

Si el arco AB Cl'ece acercándose á un cuadrante, observa
'Ternos examinando la figura, que aumentan el seno y la tan-.
gente, disminuyendo el coseno y la cotangente.

Cuando el arco AB continuando en su crecimiento llega á
8er igual al cuadrante AMB, su s'eno es iguªl al radio, Sil

tangente es infinita, J su coseno Ysu cotangente son iguales
á C~9.

Si partiendo de A origen de los arcos tomamos un ~rco

AMC mayor que un clll\drante y menor que dos, su comple
m~nto será el arco - MO, puesto que

<+ AMC) + (- Me) = 90°.

Segun las definiciones dadas, las líneas trigonométdcas del
arco AMe son:

(*) El origen de los arcos complementarios es M; siendo positivos
los que se cuenta.n en el sentido MB, y negativos los que se cuentan en
el sentido Me.
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CS', ·el seno
, AT', la tangente
S'O. el coseno
MK', la cotangente

Si el ar'co AMe continua creciendo. entre uno y dos CUa-'
drantes, observaremos examinando la figura, que disminuyen
el seno y la tangente, y crecen el coseno y la cotangente.

Cuando el arco llega á su el AMN. igual á media cir
cunferencia. el seno y la tangente son iguales á cero/'el co·,
seno es igúal al radio y la cotangente es infinita.

Si partiendo de A, pilnto de origen, tomamos el arco
AMND, mayor que dos cuadrantes y menor que tres, su
complemento será el arco - MN D, puesto que

(+ AMND) +(- MND) = 90°.

Segun las definiciones dadas, las líneas trigonométricas
del arco AMND son:

DS', el seno
AT, la tangente
OS'. el coseno
MK, la cotangente

Si el arco AMND continua creciendo, en'tre dos y tres
cuadrantes observaremos, examinando la figul'a, que au
mentan el seno y la tangente. y disminuyen el coseno y
la cotangente.

Cuando el arco llega á ser el AMNP, igual á tres cua
drantes. su seno es igual al radio, su tangente infinita, y
su cosen'o y su cotangente son iguales á cero.

Si partiendo de A, ¡Junto de orig~n. tomamos el arco·
AMNPE mayor qüe tres cuadrantes y menor que cuatro"
su complemento será - MNPE, puesto que

(+ AMNPE) + (- MNPE) = 909
•

Segun las, definiciones dadas, las líneas trígonométdcfis
del arco AMNPE, son:

ES.' el seno
AT', la tangente
SO. el coseno
MK', la cotangente



Si el arco AMNPE continua creciendo, entre tres y cua
tro cuadrantes observaremos, examinando la figura, que
disminuyen el seno y la tangente, .y que aumentan el coseno
.Y la cotangente,

Cuando el arco llega á ser el AMNPA, igual a-eüatrd
-cuadrantes, el Sino y la tangente se reducen á cero, el cose
no es igual al radio y la cotangen te es infinita.

Si el arco AB, menor que un cuadrante, disminuye hasta
reducirse á cero, confundiéndose el extt'emo B con el 0l'Í
.gen A, su complemento set'á el cuadt'ante + MBA puesto que

cero + (+ MBA) = 90°

Las líneas trigonométricas del arco cet'O serán, el seno y
la tangente iguales á cet'O, el coseno igual al radio y la co
tangente infinita.

7. ESCOLIO. Conviene observar, que si aíladimos á cual
-quiera de los arcos considerados en esta discusion llna Ó
más circunferencias, las líneas trigonométricas permanecen
las mismas; porque el Ot'igen y el. extremo dé los arcos, que
se diferencian en llna Ó más circunfel'ehcias, son los mismos,
De modo que un arco dado no tiene más que un seno, una
tangente, un coseno y una cotangente; pero una cualquiel'i.t
ne estas líneas trigonométt'icas corresponde á un número
indefinido de arcos. De esta.consideracion resulta, qne si a
·es un arco cualquiera positivo menor que llna circunferencia,
puesto que 2'7l' es el valor de una circuníet'encia cuan
do el radio es igual á uno; 2k'7l' + a, ·será la expresion ge·
neral de todos los al'COS que tienen los mismos extremos
-que' el al'CO a, siendo k cero ó número entet'O pesitivo ó
n,egativo. POt' consiguiente todos los arcos comprendidos eh
la expresion 2k'7l' + a, tienen las mismas .Iíneas trigonomé
tricas,

8. Examinando la figura,y teniendo presente lo, dicho, (5)
veremos que los al'COS comprendidos entre O" y 90·, tienen er
seno, el coseno,- la tangente y la cotangente positivas.

Los arcos comprendidos entre 900 y 1800 tienen el seno
positivo, y la tangente, el coseno y .la'cotangente negativas,.

Los arcos comprendidos entre 1800 y 270~ tienen el seno y
-el coseno negativos, y la tangente y la cotangente positivas·,

Los arcos comprendidos entre 270· y 360' tilmen el coseno
positivo, y el seno, la tangente y la cotangente negativas .

254 TRIGONOMETRíA
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Además los valores de la~ líneas trigonométricas de Jos
-arcos 0°, 90°, 1~0·, 270· y 360' son los que se expresan en la
,giguieute tabla:

Aroo 0° Arco 90° Arco 180° Aroo 2700 Arco 360°

sen 0 +R 0 -R 0.
-{;os +R O -R O +R.
tang O +::XJ O +::XJ 0.
cot.· +::XJ O +::XJ O +::XJ.

S11.- Relaciones entre las líneas de dos arcos iguales 'JI de
signo contrario, de dos arcos complementarios, 'JI dos arcos
suplementaribs.

9. Si desde A (fig. 313) punto Qe ol'igen, tomamos en la
-circunferencia dos partes iguales AB y AE, éstos serán dOd
arcos iguales y de signo contrario. El complemento del arco
positivo + AB. será +MB; y el complemento del arco ne
gativo - AE será +MAE.

Trazando las líneas trigonométricas de dichos arcos+ AB y - AE. segun las definiciones dadas, tendremos

Del arco + AB Del arco - AE

sello + BS - ES
-coseno + OS .. _ + OS
tangente + AT - AT'
cotangente + KM - K'M

Y observando que

triángulo BSO = triángulo SEO
tr,iángulo TAO = triángulo T'AO
triángulo KÜM = triángulo K'OM

·resulta

(*) En los si~nos de ambigüedad, el superior corresponde á los án-
.gulos crecientes, y el inferior á los decrecientes. .
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Que VOS 'arcos + AB y - AE iguales y de signo cúntrario,
"tienen sus líneas 'trigoiwmétri.cas iguales y de s1:gno contrarior ' ,

excepto el coseno que e5 l:gúdl y del mismo signo en ambos arcos.
De modo, que siendo.+ a y - a dos arcos iguales y de

sigrro contrario. segun lo que se acaba de demostrar, set:á .

sen. a = - sen. (- .a)
coso a'== coso (- a)
tang.a' = - tang.(- a)
co~. a == - c,ot. (- a)

y

sen. (- a) = - sen. a .

coso (- a) = coso a
tang(-- a) = - tang.a
wt. (-~=-wt. a',

10. De las defi'niciones dadas (3) se deduce, que siendo a '
. un arco, '(900

- a) es su complemento. y que el complemen
to de (900 + a) es - a. Por consigüiente será

sen, (900 - a) = COSo a

tang.(900 - ti) =, coL \a
coso (906 - aj == sen. a
coto (900 - a) = tang.a

sen. (90 0 + a) = coso (-:- a) = COSo a
tang.(90° + a) -:- coto (- a) = - coto a
COSo (900 + a) = sen. (- a) == ~ sen. a
coto (900 + a) = tang.(- a) = - tang.a

11. Si desde el punto B, extremo del arco AB, trazamos
la cuerda BO paralela 'al diámetro AN, los arpos AB ,Y CN
serán iguales. ¡

Ahora AMC Y CN son suplementarios; luego tambien lo
serán los arcos AMO Y AB. Trazando las líneas trigoriomé~

tricas de estos arcos, y segun las definiciones d'adas (2 Y3),
tendremos .
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y observando que
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Del arco AMe

TRIGONOMETRíA

Del arco AB
, \

resulta que ,
Los arcos' AB y AMO, qtle son suplementarios, tienen las

líneas trigonóméh'icas iguales y de signo contrario, excepto el
seno que'es igual y del mismo signo en ambos arcos.

Siendo a y (1800
-:- a) dos arcos suplementarios, segun lo

que acabamos de demostrar, será

triángulo HOS = triángulo casi
triángulo T Aa := triángulo TI AO
triángulo KMO = triángulo K'MO..

sen. a = sen. (180 0
- a)

'cos.' a = ~ eos. (180 0
....:.... a)

tang.a = - tang,(lSOo - a)
cot.' a = - coto (1800

- a)
I

. Esto puede tambiEm demostrarse por medio de las siguien
tes transformaciones:

sen. (1800
- a) = sen: (900 +WOO-a») = c~s. (,(90°,~ n»)

.~~ coso (90" ~ a) = sen. a. >-' •
, .. \' . ,.

COS, (] 80° - a) = coso {90G + (90°-a») = sen. (-(90· - a»)
= - sen (90° - a) = - COS. a.

tango (180" -a)= tango (900 +(900 -a») = cot.(-(90'- a»).
= -.:... cot, (90· - a) = - tango a. '

coto (180° -a) = cot.(90·+(90"-a»)=tang.(-(900_(~»)

'= - tango (90° - a) = '- coto a.

, sen ' : + BS.. ' ", + es'
cos + OS -- ,OS'
tang +' A:T - AT'
cot + MK ".. - MK'
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~,111 -Relaciones enl1'e las líneas trigonométt'icas de un a1'CO.

12. Trazando el seno, el coseno, la tangente y la cotan
gente de un arco cualquiel'a AB (fig. 313) tendremos el trián
gulo rectángulo BSO, y segun el teorema de Pitágoras

Bd = BS
2 + OS2

Llamando a al al'co' AB, Y observando que BO es el radio,
BS el seno y SO el coseno delll.rco AB, 111. igualdad antel'ior
puede transformarse en

'R2 2+ 2 1= ¡¡en, a cos. a ()

De la semejanza de los tl'iángulos T AO Y BSO se dad uce
la proporcion

BS
SO

AT

AO

y como AT es'la tangante del arco AB, y AO es el radio,
tentlremos que la propol'cion anterior se puede transformar
en

tango a .

R

tang.a =

sen.a

cos,a

R . sen.a
cos.a

(2)

de donde

,

De la sémejanza de los triángulos KMO y BSO, se dedu
ce la pl'oporcion

KM
MO

OS
SS

J como KM es la cotangente del arco AS, y OYes el radio,
tendremos que la proporcion antel'ior se puede tl'ansfol'mal'
en

coto a

R

cos, a

sen. a
de donde
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coto a = -----
R.cos.a

sen.a
(3)

De la semejanza de los triángulos 'rAO y KMO, se dedl1
<ce la pl'opol'cion

KM OA
OM AT

'que segun lo dicho puede tl'ansformarse en

coto a R
R tang.a

R2 = tango a. coto a (4)

De la fórmula (2) se deduce

de donde

R~ . sen.:lI a

cos.2 a

~ de esta
R~

R2 + tang.2 a = ---
cos.2 a

(5)

(6)R2 2+ coto a = ---2--
sen. a

Vel mismo modo se deduce de la fórmula (3)

RC,

ESCOLIO. Las fórmulas

seo.2 a + cos. 2
a = R2

R.sen.a
tang.a = ----

coso a

R. COSo a
cot.a =

sen. a
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en las que entran las cuatro cantidades, sen. a, cos. a .
tang a. cot. a además del I'ariio, forman un sistema determi~

.Dado de ecuaciones conocienlio el radio y cualquiera de las·
otras cantidades. Por cOlJsiguiente dadas el radio y cUal
'luiera de las lílleas trigonométricas, se pueden determinal~

las demás.
13. Si en las fÓl'mnlas (J), (2), (3), (4), (5) Y (6), dedu

cidas en el párrafo anterior. tomamos R por unidad para
medir todas las líneas que entran en ellas, se reducirán ID
estas más sencillas

sen,2 a + cos.2a = 1
serl.a

tango a = ---
·cos.a

coso a .
cot.a = ----

sen. a

tang, a cat. a = 1

, 2
1 +tang. a=

2t + coto a =

sén 2 a
1

Si se quiere restablecer el radio en estas fórmulas, es de
eir si se quiere tomar por unidad para medir las líneas que
entran en ellas una unidad diferente de R. bastará sustituir
en dichas fórmulas, en vez de sen, a, coso a, tango a. cot'. a~

sen. a COS. a tang. a .cot. a
respectivamente R R R R

§. 1 V.-·Fórmulas de las líneas trigonométrieas de la s~tma

y de la difereneia de dos areos

14, Sean (lig. 314) AB = a, y Be = b, dos arcos posi..'
"ivos, cuya suma A Be sea menor que un cuadrante: Tra
zando los radios OA y OB, Y'las BM yep perpendiculares
á OA, y lit. es perpendicular á OB sel'án
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(K}

BM = sen. a
MO = coso a
es = sen. b
OS = coso 1;

CP = sen. (a + b)
OP = coso (a + b).

Trazando además desde S, la SQ pel'pendicular á la
:y la SN perpendicular á la AO, tendremos

ep,

BO BM
OS - SN

80 OM Y

- --
OS ON

sen. (a + b) = CP = CQ +QP = CQ + SN
coso (a + b) .:.... OP = ON - NP = ON - SQ

sen. (d + b) = CQ +SN } (H)
coso (a + b) = üN _. SQ

Ahora como el triángulo OBM es semt>jante al OSN, y al
SQC (Geornetda 175, y 179 COl'. 3."), podremos establecer
.las siguientes proporciones.

BO BM
-- -es SQ

BO OM
-- -es CQ

Sustituyendo en ellas los valores (K) y haciendo R = 1,
::se convielten en

sen. a 1 sen. a
coso b - SN - SQsen. b

y
1coso a coso a

coso b
-

ON CQgen. b

Pero de estas últimas propol'ciones se deduce

SN = sen. a . coso b; SQ = sen. a. 1)... b
ON = coso a . cos'o b; CQ = coso a . sen. b

Sustituyendo ahora estos valol'es en las igualdades (H)
O'esulta
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(7) sen. (a + b) = sen.a.Cos. b+ cos.a.sell.b
(8) coso (a + b) = cos. a. coso b - sen. a. sen. b

Pero como estas fórmulas solo se han demostrado para el caso par-
ticular en que a y b son positivos y su suma (a +b) es menor que un.
cuadrante, vamos á probar que son ciertas para dos arcos cualesquiera.

1.0 Supongamos que los arcos a y b son positivos menores que un..
cuadrante, y cuya suma (a + b) es mayor que un cuadrante.

~i llamamos a' y be, á los atcos respectivamente' complementario¡¡.
lie a y b, será

a -¡- a' = 90°, b +- b' = 90°, Y (a + b) 4- (a' + be) = 180°

Y puesto que

a -l- b > 90° será ~,+ b' < 90°.

De lo dicho (101 y (1.1) Y segun las fórmulas (7) y (8) se deduce,

sen. (a + b) = sen. (a' + b') = sen. a' coso b' + coso a' sen. b'
= coso a . sen. b 4- sen. a coso b . sen. a . coso b + coso a . sen'. b

de donde

sen. (a +b) = sen. a . coso b +coso a sen. b.

Del mismo modo

coso fa +b) = - coso (a' +- b') = - rcos. a' . coso b' - sen. a' sen. b'~
= sen. a' sen. b' - coso a' coso b' = coso a . coso b - sen. a . sen. b.

lie donde

COSo (a -f b) = COSo a . coso b - sen. a . sen. b.

Luego las fórmulas (7) y (3) son verdaderas, para dos arcos ay b, .
menCires que un cuadrante, y cuya suma (.a + b) es mayor que Uft
cuadrante.

2.° Suponiendo verdaderas las fórmulas (7) y (8) para dos arcos·
cualesquiera a y b, si añad~mos 90° á uno de dichos arcos, tendremos

sen. (ca -1- 90°) +- b) = sen. (90° + (a + b)) = coso (- (a + b)
= coso (a -1- b) = coso a . coso b - sen. a sen. b =

sen. (90° - a) . coso b - coso (90° - a) sen. b

= sen. (90° + a) . COl'. b + coso (90° -r /1,) sen. b

i> bien

sen. (a + 90°)+ b)=sen: (a + 90°) coso b +- coso (a + 90°) sen. b (1)

Del mismo modo
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coso «a + 90°) + b) = coso (90° + (a + b» = sen. (- (a + b\)
= - sen. (a + b) = _. sen. a coso b - coso a sen. b

= - coso (90° - a) coso b - sen. (90° - a) sen. b
= coso (a + 90°) . coso b - sen. (a + 90°) . sen. b

ó bien

cmj. (a + 90Ó)+ b)=-cos. (a +90°). coso b- sen.(a+90°) sen. b (2)

Las igualdades (1) y (2) prue.ban que si suponernos ciertas Jasfórmu
,las (7) y (8) para dos arl;OS cualesquiera, lo serán tambien si se aña
'den 90 á uno cualquiera a de Ic.s arcos. Pero hemos demostrado
que son verdaderas en el caso en que a y b son cada uno menor que
un cuadrante; luego lo serán para los arcos (a + 90°) y b, (a -\- 2.90°)
Y b, (a +3.90°) Y b..... (a +n. 90°) Y b. Y como lo que se ha dicho con
respecto á a, es aplicable al arco b, resulta que

Las fórmulas (7) y (8) son ve1'dade1'as para dos arcos positivos
cualesquiera. .

3.° Suponiendo verdaderas las fórmulas (7) y (8) para dos arcos
cualesquiera a y b, si restamos 90° de uno de dichos arcos b, tendre
mos

sen. \a + (b - 90°») = - sen. (90° - (a + b)) = - coso (a +b)
= - coso a . coso b + sen. a sen. b

= - coso a. sen. (90°'- b) + sen. a . coso (90° - b)
= coso a sen. (b - 90°) + sen,. a coso (b - 90°)
= sen. a coso (b - 90°) + coso a sen. lb - 90')

ó bien

sen. Ca -¡- b - 900~) = sen. a coso (b - 90°) + coso a sen. (b - 90°) (3)

Del mismo modo

COSo (a + (b -'90°,) = coso (!:10° - (a + b)) = Sin. (a + b)
= seu. a coso b. + coso a sen. b

--:- sen. a sen. (90° - b) + coso a coso (90° - b)
= - sen. a sen. (b - 90°) + coso a coso b - 90°)
= coso a . ,s:os. (b - 90°) - sen. a sen. (b - 90°)

ó bien

COSo (a + (b - 90°)) = ~oS. a coso (b - 90°) - sen. ",. sen. (b - 90°) (4)

Las igualdades (3) y (4), prueban que si supoqemos ciertas las fór
mulas (7) y '(8) para dos arcos cualesquiera,' lo serán tambien, si se
restan 90° de uno cualquiera de dichos arcos. Pero hemos demos
trado que son verdaderas para el caso en que a y b, son menores
que un cuadrante, y tambien para el caso en que a y b, son dos ar
cos positivos cualesquiera; lUego lo serán para los arcos a y (b - 90')
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a y h -2 . 90°), a y (h - 3 . \)0°)...., a y (h - n . 90°). Pero lo di(:ho
para el arco h, es aplicable. para el arco a. '. .

Luegó, .
Las fórmulas (7) y (8) son vel'daderas, pq,ra dos arcos cuales

quiera a y b,. 1tnO positivo y otro negativo, ó los dos negativos.
De toclp'lo dicbo r~sulta que dichas. fórmulas (7) y (8)'S08 generales.

15. Siendo dichas f<hmulas generales, tendremos

sen. (a - b) = sen. (a + (- b»)
= sen; a. coso (- b) + ·cos. a sen. (- b)

= senfb'cos. b - cos~ a sen.·b ó
'c'

I sen. (a - b) = sen. a cos b ~ cos.. a sen. b

Del mismo modo

coso (a - b) = cos·.('a'+ (_.~)) .
= coso a coso (- b) - sen. a.sen .. (- b)
~ coso a . coso b + sen. a sen.,b ó

C?s. ((.1. '-- b)= coso a cos, b + sen. a . sen. b

Tenemós pues las fÓl'mulas .

(9) sen (a - b) = sen. a. éos. b - coso a. sen. b
(lO) coso (a - b)' COSo a. coso b+sen. a. sen. f

generales tambien pal'a dos al'cos cualf'¡;;quiera a y b.
Resulta pues. que lJor medio de las fórmulas (7), (8), (9)

Y (10) se pueden determinar el seno '!J el coseno de la suma y
de la diferencia. de dos arcos, conociendo, el'seno y ·el coseno
de dichos arcos. . ( .

16. Puesto que(l3) :
sen. ~

. tang. a .""-----'-
COSo a'

tendremos que

sen. (a+ b)
tang·. (a+b)= cos (a+b)

..

sen. a COSo b+ c'oS. asen. b

- COSo a cos b- sen. 'a sen: b
. .

sen. a cos .. b

COSo ti coso 17

COSo a cos b

coso a coso b

+
cos a sen. b

coso a coso b '

sen. a sen b'

coso a coso b



17. Si en las fórmulas (i).y (8) hac~mos b = a, tendre
mos

§. V.~Fórmulas de las líneas trigonométricas de los arcos
múltiplos y submúltiplos de un arco.

será
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col. a= ~---
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tango a + tango b
-

1 - tango a tango b

Ahora puesto que (13)

tang.a cot.a = 1

tang. a· + tango b
(! 1) tang. (a + b) = ---==-------=----~~

1. - tttng. a tango b

Del mismo modo se deduce que

tang. a - tango b
(12). tango (a - b)"= ----=-------

1 + tango a. tango b

sen. (a + a) = sen, a coso a + coSo a StH). a
coso (a + a) ...:..- coso a . coso a - sen. a sen. 'a

de donde '
sen. 2a = '2 sen. a COSo a (15)

coso 2a = cos.2 a - sen.2 a (~6)

de donde

tang. i:t

1 - tang.. a tango b
(13) coto (a + b) = -------~

tango a + tango b

1.+ tango a tango b
y (14) coto (a - b) = .tango a _ tango b

De donde resulta qi¡,e por medio de las fórmulas (11), (12).
(13) Y (14), se pueden determinar la tangente y la cotangente
de la suma y de la diferenc.ia de dos arcos, conociéndo la tan
gente y la cotangente de dichos arcos.



.266 '1')tiGONOMETaíA

I

P&r medio de estas fórmulas, conocidos el seno y el coseno
de un arco, se pueden detenninm' el seno y el coseno del arco
duplo.

18. Si en las fórmulas (i 1) Y (13) hacemos b = a, ten
d.'emos

2 tango a -

tango '2a =
11

(17)
- tango a

1 . 2

coto 2a =
- tango ¡;z

(18)
~ tango a

. Por medig de estas jÓ1'wulas, conocida la. tangente de un
arco se deter.minan la tangente y lr¿t cotangente del arco duplo.

19, Si sumamos ordenadamente las f'ól'mulas (7) y \9>
Y 13.8 (~) Y (10) tenrll'emos .

. .
sen. (a + b) + Sen. (a - b) = 2 sen. a COSo b
COSo (a + b) + cos (a - b) = 2 cos, a cos, b.

Si hllcemos ahora b = na, en estns últimas igualdades, de
duciremos facilm~nte las siguientes tórmulas llamadas de
Simpson,

,sen. (n + 1) a = 2 sen, a coso na + S!'!l\: (n - rra t(19)
coso (n + 1) a = 2 cos, a cos na - cOS. (1:1 - 1) a f

Por mea~'o de las que,' .conocidos. el seno y el coseno de un
arco, se dete1'minan los .senOti y 'co,~enos de los áreos mí¿ltiplos
de dicho .arco. .

20. ,Si en la fórmula (1) (despues de hace¡¡' R = lr! en las fór-.
mulas (f5) y (16), 'hacemos 2a = A, se convertirlin en

l = sen.2 '1- A + IlOS.
2 ! A (20)

sen. A =·2 sen. ! A '. coso ~ A (21)

"coso A -: cos.2 t A - sen.2 l A (22)

sumando 'f restando ordenadamente" las (20) y. (22) resulta
. .

1.+ coso ~ = 2 cos.2 ! A

1 - coso A = 2 sen.2 ! A.

'f de estas
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sen. lA =-+- V
cos.lA=-+- V

1- coso A

2

1 +- coso A

2

(23)

(24)

POt' medio de estas fÓl'tn'Ulas, se p'Ueden halla¡' el seno y el COSillU?
de la mitad de 'Un arco, conocido el coseno de dicho arco.

Sumando y restando ordenadamente las igualdades (20) y (21) re
sulta

1 + sen. A = (sen. l A+ coso ! A):!.

1 - sen. A = (sen. l A - coso t A}

de donde

sen. ! A + coso ! A. = ± V1 + sen. A

sen. ±A - coso t A = -+- V1 - sen. A

de donde

sen, ! A = -+- V 1'+ sen. A =±;: V 1 - sen, A (25)

coso ! A = -+- V 1 + sen. A + V 1 - sen. A (26)

P01' medio de estas fÓl'm'Ulas, se pueden hallar el seno y el cose
no de la mitad de 'Un arco, cMlOciendo el seno de dicho al'CO.

Dividiendo ordenada,mente las fórmulas (23) y (24) resulta

y

(25) tang.! A = -+- \/ 1 - cos.. A
, 1 + coso A

cut~ A = -+-.Vi 1'-¡-- coso A
1 - coso A

(26)

Po¡: medio de estas fórmulas se pueden hallal' la tangente 'Y lcr
cotangente de un arco, conociendo el coseno de dicho arco.

21. De las fórmulas .

sen. (a + o) = sen. a coso 0+ coso a sen. o
coso (a + o) = .cos. a coso o - sen. a sen. o
sen. (a - o) = sen. a cos.o - coso a sen. o
coso (a - o) = coso a coso lJ +sen. a sen. o

se deduce



22. Tambien puede transformarse en producto la suma del seno
'-con el coseno de un arco.

En efecto;

,si ·sustituimos en las igualdades anteriores estos valores de a + b,
{}, -- b, a y b, tendremos,

. .
F6rmulas que transfot;man en producto la suma y la difet'encia

de los senos y de los cosenos de dos arcos. " '
ESCOLIO. Dividiendo ordenadamente la 1.a y la 2.a de estas fórmu

las resulta

ó

q(28)

A-B

2
0=,

tango ! (A + B)

tango ! (A - ~)

, y

TRIGONOMETRíA

a=.

sen. A + sen. B
sen. A - sen. B

sen. A + sen. B = 2 sen.
A+B A-B

· coso
2 2

sen. A _ sen. B = 2 coSo
A +B A-B

· sen.
2 2

(27)
A+B A-,B

COSo A+ coso B = 2 coso · coso
2 ,2

JA+B A-B
coso B - coso A = 2 sen. · sen.

? 2

268

sen..(a +O) + sen. (a - O) = 2 sen. a coso o
sen. (a + o) - sen. (a - o) = 2 coso 'a sen. o
coso (a + o) + coso (a - o) = 2 coso a coso Jj

, c·os. :a - o) - cos. .ca + o) = 2 sen. a sen. o

Si hacemos a +o= A, a - o= B.,

, será

sen., A + coso B = seó. A + sen. (90° -:- B)

= 2 sen. (450 + A -; B ). cos, (450 '-~~ B )

de donde

( A-B) ( A+B) "sen.A+:os.B=2sen. \45°+ 2 . coso 45° - 2 (29)

Puesto que
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sen. A sen. B
tango A+ tango B = ---- +--- =

coso A coso B

tendremos

sen. (A + B)
tango A+ tango B = ----'----'--'-

coso A . coso B

.,. tambien deducirem0s facilmente

269

sen. CA +B)
coso A . coso B

(30)

sen. (A - B)
t.ang. A - tango B = ------

coso A . coso B
(31)

DE LAS TABLAS TRIGONOMÉTRICAS

CAPÍTULO n

08"

B"P"B'P'
----
. OB'

BP

OB

son todas iguales resulta, que la razon enl1'e el seno y el ra-
dio, de un arco cualquiera corre.~pondiente á un ángulo, tiene
un valor constante. Si llamamos SENO DE UN ÁNGULO Á ESTE

VALOR CONSTANTE, dado el valor de un ángulo queda detet'
minado el valor de su seno, y recíprocamente conocido el..

23. Para poder aplicar á la rp.solucion de los triángulos
las líneas trigonométricas, se necesita que éstas y los ángulos,
correspondiente8 se puedan determinar respectivamente, es
decir, que dada la medida de un ángulo, queden determi'na-
das sus líneas trigonométrica!!, y recfpl'ocam'ente, dado el
valor de una línea trigonométrica, se puedan detel'minaí'
la medida del ángulo correspondiente.

Si trazamos (fig. 315) los arcos AB, A'B', A"B"..... co
rrespondientes al ángulo 0, y los senos BP, B'P', B"P".....
de dichos arcos, vemos que á dicho ángulo cOl'l'esponden va
rios arcos, y por consiguiente v.arios senos; pero observando·
que las razones

Las fórmulas (30) y (31) trasforman tambien la suma y la dife-·
rencia de las tangentes de dos arcos, en expresiones bien dispuestas.
para el cálculo loga1·ítmico. . .
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valor del seno de un ángulo, queda determi,nado el valor de
-éste.

ESCOLIO. Obsérvese sin embargo, que para que un án·
.:gulo quede determinado por el seno, es preciso sabel' ,si el

,- ángulo es agudo ú obtuso; pues dos ángulos suplementarios
tienen el mismo seno. (H)

Puesto que el radio es arbitl'ario, se adopta para mayor
sencillez el radio igual á uno, y en esta suposicion tendre
mos qne

SENO DE UN ÁNGULO, es el nü¡nero abstracto que expresa la
-razon, entre el seno y el"radio uno, del arco cqrrespondiente.

Extendiendo á las demás líneas tl'Ígonométricas lo dicho
del seno de nn ángulo, diremos tambien que COSENO, TANGEN
TE Y COTANGENT¡'¡ DE UN ÁNGULO son los nllmeros abstractos
fJue eX/:Jresan las rafones entre el coseno, tangente, co
.tangente, r el radio U/lO, del arco correspondiente;

Resulta pues, que conoeida la medida. de un ángulo, que
·dan determinadas sus lineas trigonométricas, y reciproca
mente, conocida una. línea trigonométrica, puede determi
narse la. madida del ángulo cOI'l'ei'lpondiente.

Pel'o conviene además, que dada la medida de un ángulo
·se hallen fácil y rápidamente sus líneas trigonométdcas; y
recíprocamente, que dada una líliea tl·igonométrica. se -pueda.
tambien hallar del mismo modo la medida del ángulo corres
,pondiente.

Esto se consigue por medio de las tablas trigonométricas.
Esta.s tablas contieneu los arcos desde 0° á 90·, en PI'O

.gresión aritmética. formando columna, y á la derecha de ca
da arco, yen fila, las liueas trigonométricas correspondien
tes.

Estas tablaa se llaman naturales.
GeneJ'almente, para facilital' los cálculos, en vez de los

yalores de las lineas t1'ÍgonOlllétI'icas,se ponen sús logarit
'mos. Las tabla.s con esta sustitucioll, son las generalmeu te
usadas y 8e llaman artificiales. _

24. CONSTRUCCION DE LAS TABLAS TRIGONOMÉTRLCAS. Pro
pongámonos construil' unas tablas trigonométricas' de los
arcos.

0·,1',2',3',4' ..... 90',

-es decil', unas tablas en que los arcos empezando por cero
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·crezcan en progresion aritmética de minuto en minuto ha~tn

90·, Y suponiendo el l'adio igual á uno.
Observemos que una vez determinado el valol' del seno

-del arco 1', pueden calcularse sin maS datos, todas las líneas
trigonométricas de todos los arcos de las tablas que no!! pro
ponemos constl'Uir.

En efecto; de las fórmulas (F) (párrafo 13) se deduce

. c~s.1' = V1 - sen,2 l'

.Y conocides el sen. l' 'J el cos. l' teudremos tambieu

ta1lg.1' =
sen. 1"
cos.l'

coso l'
Y cot.I'= ---

sen.l'

Ahora por medio de las fórmulas (15), (16) ~allaremos.

'primero

sen."9..= 2 sen. l' cos 1', Y coso 2' = cos.2 l' - sen.21'

.y despues haciendo en las (19)

~= 3', n = 4', n= S' .....

-determinaremos los valores de los senos y cosenos de todos lo~

al'COS, y conocidos éstos se 'lalcularán sin dificultad los de
las demás líneas tl'igonométricas. . ,

Pero notemos; que bastará hallar los senos, cosenos, tan
.gentes y cotangentes de los al'CO~, comprendidos entre O~

y 4So, pOI' cuanto los arcos comprendidos entre 450 y 90·
'8on los complementos de los aotedore!l; y por consiguiente
los senos, cosenos, tangentes y cotangentes de los arco~

-comprendidos entre 0° y 45° SOIl respectivamente loscosenos,
senos, cotangentes y tan¡entes de los arcos comprendidos
entre 45° y 90· .

Además, por medio de las tablas que contengan las líneas
trigonométricas de los arCOS desde O· á 9ú" se podrán hallar
í'ácilmente las líneas trigonométricas de los arcos compren·
didos en 90· y 180·, por cuanto éstos serán suplementos de
los anteriores, y sabemos que los valores absolutos de las
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líneas trigonométricas de dos arcos. suplementarios son
iguales., .

2fj. Puesto que conoeido el val-or del sen. l' pueden cal
cular~e los yalores de. todas las líneas tl'igonométricas de
las tablas, vamoS á determinar dicho valor. Para esto ne
cesitamos demo~tl'ar ant...s las siguif'ntes proposiciones:

1.°' Todo arco AB (fig. 316) positivo t menor que ·un
cuadrante, es mayor que su seno BPy menor que su tan
gente AT.

En efecto, tenemos.

RP <: AB < ASB;

luego

arco ASB > . PB

El área del sector OAB, e3 menor que el área del trián-'
gulo OAT, es decir . & )

t AO X AS < t AO X AT

de donde AS ~ 1
arco ~< tailg. AT. C. C. E. ,E. !

2,- El seno de un arco, positivoy menor c¡ue mI cua- !
' drante, es mqyor que la dljerencia entre el arco corres-
p 011diente, y la cuarta parte del cubo de este mismo arco.

En efecto; siendo a un arco positivo y menor que un cua
drante, tendremos segun se acab!¡\ de demostrar

ta.ng. t a > t a de donde

sen. t a > .1. a Ó
.~ sen. t a > tacos. t a;

coso t a

multiplicando los dos miembros de esta última desiguald'
por 2 coso t a, será .

2sen.l'acos.ta>ta2cos.2 ta· Ó

sen. a > a cos.2 t a y t.amqien

sen.a>a(1-sen.2 ta) Ó

sen. a> a - a sen.2 t a

, .
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Pero puesto que sen. a < a

sen. a> a -a-o (+)2

273

ó

a3

sen. a > a - -- .
4

Esto supuesto, pasemos á calculal' el sen. 1'.
Sabemos que

e. e.E. E.

e
-----:---'-- = 'lf Y haciendo R = 1

2R

e
2

y por consiguiente

arco 1800
;-: 3'1415926535 89 ...

'6

arco l' = - 0'00029 08882 08 <0'0003
180 X 60

(arco 1,)3
Y < 0'00000 00000 07 luego

4

sen. l' > 0'00029 08882 08 ... - 0'00000 00000 07 ó
sen. l' > 0'00029 08882 01 ....•

De modo que tenemos

sen. l' < 0'00029 08882 08
sen. l' > 0'00029 08882 01

Y como estos dos valores tienen 11 cifras decimales comunes,
será

sen. l' = 0'00029 08882 20

con menos error de nna unidad decimal del orden undé
eimo.

Ahora segun hemos dicho, las fórmulas

cOS. t' = V1 - sen.2 l'

lS
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"

sen. 2' = 2 sen. l' coso l'

coso 2' = cos.2 1- - sen.2 l'

dan los valol'es del coso l' Y de los senos y cosenos del
arco 2'.

Para hallar el seno y coseno del arco 3' tendremos
(fol'. 7 y~) haciendo a = 2' Y b = l'

sen. 3' = sen 21 coso 11 +coso 2' 8en l'
coso al = coso 2' coso l' - sen. 2' sen. l'

Y así sucesivamente, hasta Ilegal' al arco de ~5°

Conocidos los senos y cosenos, se hallarán fácilmente las
tangentes y cotangentes.

Conocidas las líneas trigonométricas, se hallarán sus loga
l'itmos y tendremos fas tablas que ordinariamente se usan.

Juzgamos inutil entrar el}. más detalles, pues solo nos he
mos propuesto indicar un procedimiento elemental, por el
oUal se pQdrian construir las tablas. Estas se construyen en
la práctica por Otl'OS pl'ocedimientos más expeditos, que no
:son de este 1ugar.

26. Por medio. pues, l1e unas tablas tl'igouométricas se
pueden resolver fácilmente estos dos problemas:

1.0 Dado un ángulo de un tl'iállgulo, hallar el valor de
I!t,US líneas trigonométricas.,

2.0 Dado el ~alor de una línea trigonométrica, determi
n~r la medida del ángulo correspondiente.

Las reglas para resolver estos problemas las encontrará
~l lector en cualquiera de las tablas publicadas. Nosotros le
recomendamos las de Vazquez Queipo donde hallará dichas
reglas, que omitimos aquí para evital' inútiles repeticiones.

CAPíTULO III
DE LA RESOLUCION DE LOS TRIÁNGULOS

§.I Fórmulas para la resoluci01I de los tri~ngulos

27. Tratemos ahora de hallar ecuaciones que expresen
las relaciones que existen entre las líneas tl'igonométricas
.(le los ángulos, y los lados de los triángulos.
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Sabemos (Geometría, 48&), que (fig. 317) en el trián
:gulo ABO,

B0
2

= A0
2 + AB

2
- 2 AO . AD

Si designamos los ángulos de este triángulo por A, B Y O,
letras de sus tres vértices, y por a, b y c, los lados respec
1ivamente opuestos á los ánguloi! A, BYe, la igualdad ante
·lior se convierte en

a2 =b2 + c2
_ 2b. ~D. (g)

Trazando con Uf} radio 1 el arco MN correspondiente al
~ngulo A, AP será el coseno de este ángulo.

Ahora, de la comparacion de los triángulos semejantes
.ABD y AMP, resulta la proporcion

AM
AS

·de donde

AP

AD
ó

e

coso A
AD

AD = e . coso A;

'sustituyendo en la igualdad (g) en vez de AD su valor, será

a2 = b2 + c2
- 2bc coso A (y)

Del mismo modo (Geometría, 185) (fig. 318) en el trián
~ulo obtusángulo ABO

B<l = 60
2 + AB

2 + 2 A O • AD

Y designando tambien los ángulos por A, B Ye, y los lados
respectivamente opuestos por a, lJ y c, la igualdad anterior
-se convierte en

a" = 02 + c2 + 2 b . AD (1)

Trazando con un radio 1 el arco MN cOl'respondiente al
:ángulo A', AP será el coseno de este ángulo.

Ahora, de la comparacion de 'los triángulos semejantes
.ABD y AMP, resula la pl'oporcion

AM AP-AB AD



y como el coseno AP del arco MN es negativo será

1 - coso A

a2 = b2 + c2
_ 2bc coso A. (x)

Las fórmulas (x) (y), nos permiten establecer, que
jll cuadrado de un· lado cualquz'et'a (1) de un triángulo>

es igual á la suma de los cuadrados de los otros dos~ me
nos el doble producto de éstos por el coseno del ángul~
comprendido.

Aplicando esta proposicioR á los tres lados del triángulo,.
tendremos

·
AD = - c.ros. A.

Sustituyendo en la igualdad (j) en vez
será

de AD, su valor-

AD
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c
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de donde

a2 = b2 + c2
- 2bc. coso A (m)

b2 = a2 + c2
- 2ac . coso B (n)

c2 = a2 + b2
- 2ab . coso e (p)

Sistema de ecuaciones que ponen en relacion los lados:
con los cosenos de los ángulos de un triángulo cualquiera;: .
y por consiguiente que resuelve el problema de la trigano
metr1a.

28. Aunque los triángulos podrían resolverse con las ano
teriores ecuaciones, conviene deducir otras mejor dispuestas·
para el cálculo.

Sumando y restando ordenadamente las ecuaciones Cm) y'
(n), tendremos

c = b cos. A + a coso B
a2

- b2 = C (a coso B - b coso A )

"

¡
I

(1) Aunque el lado se oponga á Un ángulo recto 'es tambie n cierta>
esta proposicion, pues si en la igualdad (re) ponemos coso 900 en vez d~·.

f:0l!l. A; tendremos

a2 = b2 + c2 _ 2bc coso 900 = b2 + c2 - 2bc.o.

é . a2 = b2 +e2
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Multiplicando éstas ordenadamente, y dividiendo por e 1&·
'~cuacion que resulta, será

a2
_ b2 = a2 cos.2 B _ b2 cos.2 A, de donde

a2
_ a2 cos.2 B = b2

_ b2 cos. 2 A,

::J a2 (1 - cos.2 B) = b2 (1 - cos.2 A), y () )

a2 sen.2 B= b2 sen.2 A, y extrayendo la. raiz cua
·drada. de ambos miembros

a sen. B ---:- b sen. A

sen. A sen. B

de donde

a b

resulta que
ca

-----

J como del mismo modo puede demostrarse la proporcion

sen. A sen. C

sen. A sen. B sen. e
----- -

a b c
(h)

Lo que demupstra que,
En todo triángulo. los senos de los ángulos son propor

~ionales á los lados opuestos.
De la. serie de razones (h) se deduce

a
--=

b

sen. A

sen. B
, y de esta propol'cion

a+b
a - b

sen. A + sen. B.

sen. A - sen. B

Pero teniendo presente la. fórmula (28) será

a + b tang. t (A + a)
a - b tango t (A - B)

~ .(q)

fórmula que expresa, que
En todo tn'ángulo la suma de dos lados es á la dtfe

rencia de los mismos, como l'a tangente de la semisuma de



, los ángulos opuestos á dichos lados, es á la tangente de la:
semidlfet'encia de dichos ángulos.

De la fórmula
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2 b2 2 ''lb Aa -= +c - c coso

se deduce sucesivamente

,. (2)cos', A =
b2 + ,2 _ a2

'2bc

b2 + e2 _a2

1 - coso A = 1-'-----
2be

2 '"a - fb - c)-
\ .2

t. ~ , .
sen, 2 A =

2 2 2
2bc-b -c +a

'2bc

(a + b - c) Ca - b + c)
'2be

'2be

De la igualdad (2) se deduce

(p - b) (p - c)

be

2 (p~ c) . 2 Cp - b)
'2be

(a + b - e) (a - b + e)
2be

2 sen.2 t A =

y por fin

, . sen. t A =i I CP - b) 'CP - e) (r)
V be

Si hacemos a + b + e = 2p, la anterior igualdad se
convierte en

de donde
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'b2 + 2 2C -a
1 + COSo A = 1 + ---2-bc---

y de esta

(a+b+c)(b+e-a)
2 cos.2 t A = --'-----'--2b-e----'--

y haciendo a + b+ e = 2p la igualdad anterior se eonviel'-
~@ I

y por fin
p (p - a) /;1'

be
cos.2 1 A =

2bc + b2 + c2 __ a2
.

2be
(a + b+e) (b + e - a)- ---'----'------'----'-----'---

2bc
de donde

') 2 ~ A
~ coso 2 =

cos.1 A = l / p (p - a) ($)
V be

Dividiendo ordenadamente las igualdades (r) y (s) resulta

tango 1 A = l / (p - b) (p - e) (l)
V p(p - a) .

Aplicando las fórmulas (r), (s) y (l) á los tres ángulos de
un triángulo, tendremos los tres sistemas de fórmulas si
guientes'

, sen. 1 A = V(p-b) (p-e)

be

(M) sen. 1 B . V(p-a) (p-e)

ac

sen. 1 e = V(p - a) (p - b)
ab



c

sen. e-----
b

c

b

t 1 A V(p - lJ) (p - c)ang'"2" =
P (11- a)

sen. C

\

', b = a sen. B }
(1) de donde

. c = a sen. C
----

a

1

a

sen.
Si en ----"-

,a
hacemos A = 90" resulta

1 sen. B

\
(P) \ tang.tB= l / (p-a)(p-c)

I
v p (p - b)

. tang. t e = V' (p - a) (p -- b)
p (p- c)

Con las fórmulas (h), (q) Y cualquiera de estos tres últi·
. mos sistemas preparados para el cálculo logarítmico, se pue
de resolver el problema de la trigonometría.

29. Pero estas fórmulaR, al aplicarse á la resolucion de
los triángulos rectángulos, pueden hacerse más sencillas.

En efecto; suponiendo A . 90· (1) la fÓl'mula fundamen-
tal (m) (27) se reduce IÍ. '

2 b2 2a = +c.
sen. B

(1) En los triángulos rectángulos se ha convenido en representar el
ángulo recto por la letra A, y los agudos por las B y C; y por consi
guiente por a la hipotenusa y por b y e los catetos.

•
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y como siendo A = 90°, B + C = 90° será
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a

a

coso C

b

coso B

e l b = a cos. C't(2) de donde
e = a coso B

Dividiendo ahora ol'denadamente las fórmulas

a.sen. B = b } a.sen. C = e }a.cos. B = e
y las

a coso C = b

tendremos

tango B= _bl de donde
1 +(-

, . e tango B
(3). . e 1

+~tango e = --
tang.U -b

Las anteriores transformaciones nos permiten establece l'

que en todo triángulo rectángulo, suponiendo R = l se ve-
rifica' (l), (2), (3) que .

}.o Uno es á la hipotenusa, como el seno de un ángulo
agudo, es al cateto opuesto.

2.° Uno es á la hipotenusa como el coseno de un ángulo
agudo, es al cateto adyacente.

3.° Uno es á la tangente de uno de los ángulos agudos,
como el cateto adyacente es al cateto opuesto.

ESCOLIO. Las anteriores fórmulas, pueden deducirse di
·rectamente comparando los triángulos semeja.ntes

ABe y BMP Y los ABe yRBQ (fig.319).

§. 11.- Resolucion de los triángulos reclángu 1os .

30. En los triángulos rectángulos. como el ángulo tecto
tiene un valor conocido; baRtarán dos datos, entre los cuales
haya un ángulo. para determinar el triángulo. Por consi-

•
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(párrafo 29)
e
b

De la fórmula

goiente, en la resolucion de estos tl·ió.ngulos pueden ocurrir
los cuatro casos siguientes:

1.0 Resolver un triángulo dados los dos catetos.
2.· Resolver un triángulo dados la hipotenusa 'JI un cateto.
3.o Resolver un triángulo dados .un cateto 'JI un ángulo

agudo.
4.0 Resolver un triángulo dados la hipotenusa 'JI un án

gulo agudo.
Primer caso. Dados los dos catetos b 'JI e, hallar la hipo

tenusa a 'JI los ángulos B 'JI C.

1
------

tango B

deduciremos

b
tango B =-

e

y tomando los logaritmos de los dos miembros, será

log. tango B = log. b + comp. log. e

lo que nos dará el valor de B.
Para hallar e, tendremos

e = 90· - B.

Falta determinar el valor de la hipotenusa a.
Este puede deducirse de la igualdad a2 = b2+ c2

de doude

Pero como esta fórmula no está dispuesta para el cálculo
logarítmico, será preferible deducir su valor de la

1-- -
a

sen. B

b
(párrafo 29)

de donde
b

a=----
sen. B

Y tomando los logaritmos, será



TRIGONOMETRíA 283

log. a = log. b+ comp. log. sen. B

con lo que queda resuelto el triángulo.
Segundo caso. Dados la hipotenusa a, y el cateto b, hallat·

el otro cateto c, y los ángulos agudos B y O.
El valor de e se deduce de la fórmul~

a2 = b
2 + c2

de la que se tiene

e = vi Ca + b) Ca - b)

Y tomando lo~ logaritmos, será

log. e = log. Ca + b) + log. (a - b)
2 '

El va.191' del ángulo B, se deduce de la fórmula

1 sen. B

de donde
a b

. b
seo. B=-

a

(pár.29)

y tomando los logaritmos

log. sen. B = log. b + comp. log. a;

.y por fin e = 90" - B.
Obsérvese que si el seno S hallado detel'mina al ángulo B,

es porque sabemos que es agudo.
Tercer caso. Dados el cateto b y el ángulo agudó B, hallar

el otro ángulo agudo e, la hipotenusa a y el otrt¡ cateto c.
Sabemos que

e = 90·- S,

igualdad que determina el valor del ángulo C.
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Para hallar el de la hipotenusa a, emplearemos la f6rmula
{párrafo 29)

sen. B

a b
de donde

b
a=---

sen. B

y tomando los logaritmos, sel'á

log. a =·log. b + comp. log. sen. B

qne nos qá el valor de a.
El valor de e se deduce de la fórmula (pár. 29)

1 e
-tango B b

de donde
b

c=---
tango B

y tomando los logal'itmos, sel'á

log. e = log. b + comp. log. tango B

que nos dá el valor de C.

Cuarto caso. Dados la hipotenusa a y el ángulo agudo B,
hallar el ángulo e y los catetos b y c.

Para hallar e tenemos

e = 90° - B.

coso B
---- de donde e = a coso B--=

El cateto e se determinará por medio de la fórmula (pá
rrafo 29)

1

a e

y tomando los logaritmos, será

log. e = log. a + log. coso -B,

que nos dá el valor de c.
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El cateto b se determinará por la fórmula

sen. B
--:b-- de donde b = a sen, B

y tomando los logarit.m0s, será

log. b = log. a + log. sen. B

que nos'dá el valor de b.

285

§, 111.-Resoludon de l08 triángulos oblicuángulos

sen. B

31. En la resolueion de estos triángulos pueden ocurrir
los cuatro casos siguientes:

l.o Resolver un triángulo dad08 un lado y dos ángulos. .
2.0 Resolver, un triángulo dados dos lados y el ángulO'

comprendido.
3.° Resolver un triángulo dados dos lados y el ángulO'

opuesto á uno de ellos. . .
4.0 Resolver un triángulo dados los tres lados.
Primer caso.. Dados el·lado a y los ángulos B y e, hallar'

el ángulo A y los lados b y C.
El ángulo A lo deduciremos de la igualdad

A = 1800
- (B + C)

y de las fórm ulas (párrafo 29)

sen. A

a

sen. A

b

sen. C
•

---------
a e

c=

a sen. B
sen. A

a sen. e
sen. A

y tomando los logaritmos, será.

se deducen
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log. b = log. a + log. sen. B+ comp. log. sen. A
log. e = log. a + log. .sen. e+ comp. log. sen. A

Segundo caso. Dados lo~ dos lados a, b, y el ángulo com
,prendido 0, hallar el lado e y los ángulos A y B.

Desde luego tenemos la suma de 108 ángulos que se buscan,
pues .

A+B=180° - e
Ahora, de la fÓl'mula (q) (pálTafo 28)

a + b tango t (A + B)
-

a - b tango i (A - B)

deduciremos

tango ~ (A _ B) = ---.:(a_-_b~)._ta_n-=.g---=.i:......:('---A_+'------B~) _
a+b

de donde

&og. tango i (A - B) = log. (a-- D) + log. tango t (A +B). .
+ comp. log. Ca + b) ,

~ue nos dá el valor de t (A - B); Y por con8i~u!e~te ten
dremos

A = i (A + B)+ t (A - B)
B = i (A + B) - t (A - B)

El lado e lo hallaremos valiéndonos de la f6rmula

sen. A-----
a

sen. e
e

de donqe e = a sen. e
sen. A

~ lomando los logaritmos

log. e = log. a -t-log. sen. e + comp. log. sen. A.

-eon lo que queda. resuelto el triángulo.
Tercer caso. Dados dos lados a, b, yel ángulo A opuesto

·al primero, hallar los otros dos ángulos B, 0, '!I e/lado C.
Para: hallar el ángulo B, emple¡¡.remos la fÓl·mula.
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sen. A sen. B
-

a b

b . sen. A
sen.B = -----

a

287

de donde

Pero debemos observar, que dos ángulos suplementarios
tienen el mismo seno. y por consiguiente en general el valol'
del sen. B no determina al ángulo B, no sabiendo de ante
mano si B es agudo ú obtuso.

Hi el ángulo dado A es obtuso ó recto, el ángulo B es forzo
samente agudo. y por consiguiente sen. B determina al ángu
lo agudo B.

Si A es agudo, puede suceder que sea

a>b
a<b
a -= b.

Si a > b, el ángulo agudo A será mayor que el ángulo B;
luego éste será' tambien agudo, y por lo consiguiente sen. B
determina el valor del ángulo agudo B.

Si tl"< b, será el ángulo A menor que el ánglllo B; y por
lo tanto el ángulo B, podrá tener dos valores, uuo el corres
pondiimte al sen. B. hallado en las tablas, y Otl'O el suplemen
tario de éste.

Además la fórmula

sen. A

a

sen. B

b

ó b . sen. A = a . sen. B (D)

nos dice; que si a es mayor que b. sen. A, es decit' mayor
que la perpendiculal' CO (fig. 161) (29 fOI'. (1)) forzosa
mente sel'á sen, B < 1; y por consiglliente el p,'oblema ten
drá dos soluciones. el triánglllo ACB en el que B es aglldo,
y el triángulo ACB' en que B' es obtuso.

'Si a es igual á b sen. A, es decir á la perpendicular ca,
entonces la igualdad (D) exij~ que sea sen. B = 1, Y pOI'
eonsiguiente B = 90°.
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La única solucion del problema en este caso es el trián
gulo rectángulo OAO.

Si por fin, a es menor que b sen. A; es 'decir menOl' que la
perpendicular CO, la igualdad (O) exije que sen. B > 1, lo
que expresa que el problema es imposiblE\.

Oomo se vé, esta discusion está de acuerdo con la estudia
da en la Geometría (162).

Determinado el ángulo B, en su único ó en su doble valor,.
hallaremos

e = 1800
- (A +B),

de donde
ea

-----

que dará. uno ó dos valores para O, segun que B tenga uno ó
dos valores.

Para hallar el lado e, emplearemos la fórmula

sen. A sen. O

a.sen.O
e= sen .4

que dará uno ó dos valores para el lado e, segun que O ten
ga uno ó dos valores.

Cuarto caso. Dadot: los tres lados a, b, c, hallar los tre~

ángulos A, B, O.
Para resolver este caso, podremos emplear cualquiera. de

los tres sistemas de fórmulas (M), (N) (P), (párrafo 28)
Si empleamos el primero, tendremos

• / (p - b) (p - e)
sen.! A=y be

• .1. V(p - a) (p - e)san. "2' B-=
ae

sen.!e ='1 / (p- a) (p - b)
Y ab

y tomand(l) los logaritmos será
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~ log. (p- b) + lag. (p - c)+ comp.lag. b + comp.log. e
log.sen.~ A = 2

~ log. (p -a)+log.(p -e) + comp.log.a+comp.log.c
log. sen. ~ B = 2.-

~ log. (p- aj+log.(p-b) + cltmp.log. a ;-comp.log. b
log.sen.~ e = 2

•

q~e nos darán los valores de t A, t B, t e, cuyos duplos se
rán los valol'es de los tres ángulos del triángulo.

32. Los elementos que determinan un tl'iánguI9. bastan
para determinar tambien su área, y ésto nos conduce á pro
poner y resolver los siguientes problemas:

1.. Hallar el área de un triángulo ABe (fig 3'20) dados
los dos lados b; c '!I el ángulo comprendido A.

Si bajllmos la eD altul'a del triángulo ABe, tendremos

área ACB = t AB X OD

Pe~o (29)

y

eD = b sen. A

AB = e

Sustituyendo estos valores en la igualdad primera, será

área ABe = t be sen. A

que resuelve el problema.
2.° Hallar el área de un triángulo ABe dados el lado c '!I

los dos ángulos A '!I B.-
De la fórmula

sen. B sen. '0
b - e

se deduce
e sen. B e sen. B

b=
sen. e -

sen. (A + B)

Sustituyendo este v~lor de b, en-la igualdad

área ABe = t be sen. A

re'sulta
19
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e2 sen. A .sen. B
área ABO .= -------=-:

2 sen. (A + B)

que resuelve el problema.
3.° Hallar el área de un ángulo ABe dados los lados a y

b, Y el ángulo .A..
Tenemos segun el primer problema

área ABC = ab.sen. C

2
ab sen. (A + B)

2

y como B se deduce de la proporcion

sen. A sen. B
-----

a , b

en funcion de los datos a, b y A, la fórmula.

área ABO = ab sen. (A + B)
2

dá el área del triángulo sin más datos que a, 1i y A.
4.o Hallar el área de un triángulo ABO dados los tres

lados a, b, c.
Tenemos (28) (M) Y (N)

•

sen, t A = l / (p - b) (p - c)
, \f be

2 coso ! A'= 2 V/ p (p - a)
be

Multiplicando ordenadamente estas igualdades, resulta

2 Vp(p-a)(p-b)(p~c)
sen. A = 2 2

b e

y sustituyendo este valor de sen. A en la fórmula

área ABO . toe sen. A será
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área ABe = V p (p - a) (p - ó) (p - e)

que 1'8suelve de pl'oblema.

EJERCICIOS..

291

ELEMENTOS
de un triángulo reotángulo

a= 8926'975m

Ó = ?701'81m

e = 4513 l ó5m

B = 59° 37'41"
C' = 30(') 22' 19"

,.

ELEMENTOS
, de un triángulo obliouán&,ulo

a = 3043'17m

fJ = 5610'43m

e =,4216'9m

A = 32° 17' 37"
B = 990 56' 52"

e = 47° 45' 31"

El lector podrá ejercitarse proponiéndose la resolucion
de todQs los casos, con los anteriores valores, y comproban
do despues los resultados

Fin d~ la .JIlri~ánom~tría
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ERRATAS PRINCIP ALES
-----

Pág. Linea Dice Debe decir

11 11 C'O' CC'
14 . 22 levantado levantada
23 14 AB: es paralela AB es paralela
25 14 B'A'C' B'AC'
28 36 (37) (38)
30 2 (56) (15)
31 35 15yl6ylos 15. 16y 17 ¡ los

19 y 20 18, 19 Y 20
32 ::!5 ÜN' O'N
37 2~ (65.) (69)
48 28 Este punto P E8te p'unto P,

y el 0, por por
56 17 (62) (190) coro 2.-)
68 9 Y 10 ABO sobl'e el A'S'e' A'B'O' sobre el ABO
71 35 yel sobre el
75 1 (29) (46.3.')
75 2 Y Be y BU (29)
81 25 FB, FA, FC, FD FB,FO,FD
93 18 PR'=P'Q PR' = P'Q'

102 20 NN = A'~' MN = A'O'
104 17 DD' B'D'
109 3 cuadros cuadrados
122 12 ° O'
127 6 Y 11 (205) (207)
137 9 (209 cor. 2.') (211 coro 2.°)
137 17 (206) (208 coro 3. '}



Pág. Línea Dice Debe decir

158 15 BCLF BCZF
158 18 RDLF RDZF

, 165 6 poner pasar
166 19 ABC' A'BC
]66 32 trazadas por un punto trazadas á una rect&

á una recta por un punto dado
en ella

167 26 perpendicular á a' dicha pel'pendicular á dicha
169 9 AT A'l' .
169 19 A'OH A'O'H
170 10 DO BO
170 27 HP' HP
171 24 perpendiculares perpendiculares á
192 1-4: T" T'
208 29 EB EB'
209 10 EB EB'
216 '7 EJ FJ
222 31 área volúmen
224, 12 (393) (293)
224 31 Y34 P P'
233 ,3 multiplicada por la multiplicada por el

tercio de la
235 25, 26, 27 Y28 + X
237 3 pólígonos poliedros
237 23 A'O'B', B'O'C' A'OB', B'OC'
238 25 sus las
238 32 (287) (288)
245 7 fíe de
247 29 ángulos de los ángulos
248 17 4240 4320

248 19' en de
1 2 . 1260 15 1+tg.2a= sen,2a

1+tg. a= 2
COSo a



Pág. Linea Dice Debe decir

2
1 1

269 16 l+cot. a = 2 1+cot.
2
a=

sen.2aCOSo a
267 18 (25) (25 bis.)
267 18 (26) (26 bis.)
267 1 coto A coto i A
271 13 sen.! sen. 2'
271 15 4=3',n=4',n=5' a= 1'. n=3',n= 4'.n=5'
272 13 arco ASB > sen. PB arco ASB > PB
272 16 i Aü X ASO iAOX A8B
272 18 arco AOS < tg.AT arco ASB < AT
277 5 (3) (F)
277 17 proporcion pl'oporcion (Alg. 56 COl'. 3.°)
278 8 2 sen. i A 2 sen. 2 i A

283. 20 sellO B seno de B
285 19 (párrafo 29) (párrafo 28 (h»
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