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PRELIMINARES

e

1. Si consideramos un cuerpo cualquiera, un libro por

que ocupaen el espacio, es su extension.

- Lia extension, puede separvarse mentalmente de las demds
ropiedades de un cuerpo. Un cuerpo ast concebido sin mas
ropiedad que su extension, se llama Cuerpo geometrico. :
‘En todo cuerpo se pueden distinguir, su Jongitud 6 lar'g_o’
titud 6 ancho y sua grueso, que se llama tambien pro-

Zf“ didad 6 altura.
ey, longitud, la latitud y la profundadad toman el nombre
~ genérico de dimensiones . : ‘

ste libro que consideramos, lo- mismo que otro cuerpo
lquiera, estd limitado 0 sepa.rad.o del espacio indefinido -

'S del cuerpo que limitan, sino mentalmente.
as caras las concebimos con solo dos dimensiones, lo#-
titud, siendo nula su profandidad 6 grueso. '

ndo nulas la latltud y la profundldad ‘."»

jemplo, vemos que ocupa un lugar en el espacio. Este lugar

ces las concebimos con una sola dimension: '
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Estos puntos, los concebimos mentalmente sin ningune
dimension, y se denominan puntos matemdaticos.

Bl punio matemdatico, es pues el limite de la extension, y por
consiguiente no tiene nada de largo, nide ancho, ni de grueso.

Los puntos se sefialan en el papel con lapiz 6 tinta, y se
designan por una letra escrita al lado del punto. Asi (fig." 1.%)
se expresan los puntos A, B, C.

2. Procediendo de un modo inverso, podemos & partir
del punto, reconstruir mentalmente el cuerpo geométrico.

[maginemos que el punto se mueve, dejando rastro de las
posiciones que va ocupando en su movimiento; tendremos
engendrada la linea. Imaginemos que la linea se mueve de-
jando rastro de las posiciones que va ocupando en su movi-
miento, y tendremos engendrada la superficie. Imaginemos

. por fin que la superficie se mueve dejando rastro de las dis-
tintas posiciones que ocupa, y tendremos engendrado el cuer-
po geométrico.

3. Los cuerpos geométricos, lag superficies y las lineas, son
tres clases distintas de extension: de tres dimensiones, de dos
dimensiones y de.una sola dimension respectivamente.

La extension limitada, se llama figura. Todas las figuras
se pueden concebir engendradas por el movimiento de un
punto.

GEOMETRTA es la ciencia que tiene por objelo, el estudio de la
EXTENSION. ;

4. Todos conoeen la linea reciw. Su figura puede repre-
sentarse por un hilo tirante. :

Lia linea recta puede definirse diciendo, que es el camino
mdas corto entre dos puntos.

Tambien refiriéndose & su generacion por medio del punto,

‘puede decirse que lfnea recta es la que tiene todos sus puntos
en unw misma, direccion.

Todas las lineas rectas, se consideran indefinidamente
prolongadas.



or los mismos puntosA B, 6sta se confundird con la pm-
era; luego por dos puntos cualesquiera A, B, puede pasar
iempre una recta, y no puede pasar mds que una: De donde
educe que, dos puntos determinan la posicion de una

3 pues si tuvxesen mas de un punto comun coincidirfan
2 su extensién, y no formarfan mds que una sola recta,
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recto de una regla bien construida; si este borde coincide con
la superficie en todas la posiciones en .que se le aplica, la su-
perficie es plana.

A todo plano se le supone plolongado indefinidamente.

Superficie curve, es la que no tiene ninguna parte plana.

Superficie quebrada, es la que se compone de varios planos
diferentes. 5 :

Superficie mixta, es la que se compone de parte plana y
parte curva.

La Geometria se divide en plana y del espacio.

Geometria plana, es la que trata de las figuras cuyos pun-
tos estdn situados todos en un mismo plano.

La Geometria del espacio, se refiere 4 las figuras, cuyos
puntos no estdn todos en un mismo plano.



PRIMERA PARTE

GEOMETRIA PLANA

E LIBRO I

BEVLASTEINEAS

CAPITULO I

DE LA LINEA RECTA Y DE LOS ANGULOS

S

§ I — Perpendiculares y oblicuas

i’ “ 7. Dosrectas AO y OB (figura 6.*) que -concurren en
i un punto O, forman un dngulo.Las dos rectas A O, y OB, son
los lados del angulo, y el punto O, comun & los dos lados,
es el vértice. Este dngulo se expresa diciendo, dngulo
A O B, es decir, con tres letras, una en cada lado, y la del
vértice; poniendo ésta enfre las otras dos.
Los dos lados, del dngulo A O B, parten- del vértice O, y
se prolongan indefinidamente.
Angulo, es pues la separacion o abertura de dos reclas,
que se encuentran en un punto.
Los éngulos CD B, y EDF, (fig. 7.% que tienen el vértice D
-y un lado D E comunes, y 1os otros dos lados CD y DF, 4 di-
. ferente lado del DE comun & ambos, se ]lamdn contlvuos 6
adyacentes. y ¢

o
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Cuando un auoulo no tiene su vértice comun con nin-
gun otro, se le puede designar con la letra del vértice sola-
mente: Asf el angulo AOB (fig.* 6.%) se expresa tambien di-

_ciendo, dngulo O.
Si consideramos fijos el lado A O (fig.> 7.* bis) y el vértice
O del dngulo AIO B, y suponemos que el otro lado BO gira
apartdndose del lado AQ, y tomando sucesivamente las posi-
ciones OB’, OB, OB, es evidente que dicho dngulo crecera’
en este movimiento de una manera continua.
8. Si por el punto O de la recta A C (fig.2 8) se traza la
recta O B. se formardn dos dngulos adyacentes (7) que tienen
los lados no comunes OC y O'A, sobre una misma recta. Si
suponemos que el lado comun O B, gira al rededor del vértice
comun O, acercandose al lado .0 A, el dngulo BO A dismi-
nuird de una manera contfnua, y llegarda 4 anularse, cuando
B0, se'confundan con A O; Siahora suponemos que gira en
sentido inverso, es decir, separdndose de OA, el dngulo
BOA desde cero crecera de una mansra continua; y es evi-
dente que & manera que en este movimiento crece el angulo
- AOB, mengaa el BO (; que si al principio del movimiento,
el dngulo BOA, es mucho menor que el COB, 4 manera
que O B se separa de O A, la diferencia entre estos dos angu-
_Jos disminuye y llegard el dngulo BOA 4 ser mayor que el
BOC, y que éste se anulard cuando O'B se confunda con
OC. Si pues en este movimiento del dado OB, el 4dngulo
BOA pasa de menor cue el COB 4 mayor qus el COB,
forzosamente habra una posicion wnica de la recta BO, en que
los dos dngulos COB,y BOA seran iguales. Cuando la
recta O B, tienen esta posicion segun la cual los dos dngulos
A OB,y BOC son iguales, se dice que la OB es perpendi- :
cular G la CA, vy enfonces Zos dos an, Julos AOB y BO2 sondn-
gulos rectos.

¢ Resulta, pues, que

Una recta es perpendicular a otra, cuando . forma con ella
dos dngulos adyacentes iguales, cada wno de estos dngulos
adyacentes iguales, es un cmgulo recto.

Una recta es oblicua ¢ otra, cuando: forma con ella dos
angulos adyacentes desiguales, de los que el uno. que es mayor
que un recto se llama obtuso, 1y el otro: Qe e menon U un
recto se llama agudo.

-
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TEORENA |

9. Por un punto cualquiera O de una recta CA, (figura 9)
puede trazar & ésta mas que una perpendicular O B.
Porque segun hemos dicho (8); solo hay una posicion de la
cta O B, que forme con la OA dos angulos adyacentes C OB ;
0 A 1guales

TEOREMA 11

. Todos los dngulos rectos son iguales.

Sean CO (figura 10) perpendicular 4 AB, y C’0’ perpendi-
sular 4 A’B’, digo que los dos dngulos re ectos cuyo vértice
s O, son ignales 4 los otrog dos rectos cuyo vértice es O’.
En efecto, superponiendo estas dos figuras de modo que
coincida con O y la recta A’ B’ se confunda con AB,
ecta. O’C’, coincidird forzosamente con la O, por
e ambag son perpendiculares & la recta tnica, que han
ormado al coincidir las A’B' y A B; y por un punto de una

ular (9).

. Esta demostracion es general, porque es aplicable 4 todos
los dngulos rectos.

‘Qon dngulos complementarios, dos dngulos cuya suma es
gual 4 un recto; y dangulos suplementarios dos angulos cuya
uma es igual 4 ‘dos rectos.

- TEOREMA 111

%( ; ll St dos cmgulos adyacentes, tienen los lados no comunes

40 y OB (fig" 11) en una misma recta, son suplementarios..
Si gel lado comun, OC fuese perpendicular 4 la recta AB,
a proposicion seria evidente. Si OC es oblicna 4 AB,
~se formarian dos dngulos desiguales, uno agudo B O C y otro
btuso A O C. Trazando la D O perpendicular 4 A B, DO
aerd dentro del dngulo obtuso A O C;y tendremos que
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AQOC escede al recto AOD en el dngulo DOC, y 4 COB,
le falta ¢l mismo DOC para ser igual al recto DOB;
luego AOC + COB=2 rectos, y por consiguiente AQC
y COB son suplementarios. ;

TEOREMA 1V

\io 12.  Sidos angulos adyacentes AOC y COR (fig." 11) son
’ suplementama, los lados no comunes A0y, OB estcm en usnc
MISMa recta.

En efecto, el dangulo formado por OC y la prolongacion
de AQ, debe ser suplementario del AQC (Teorema III) y por
lo tanto igual al BOC, luego dicha prolongacion debe coinci-
dir con OB;luego AO y O B, estdn en una misma recta. -

Corolario 1.° Si dos dngulos contiguos 6 adyacentes
AQOB y BOC, (fig.® 13) n o tienen los lados no comunes AO
Yy OC en una misma recta, no son suplementarios; por-
que si lo fueran, AO y OC estarian en una misma recta.

NOTA: Las lineas auxiliares que se emplean para las
demostraciones, se marcan con trazos cortos.

Corolario 2.° * La suma de todos los dngulos consecutivos
que pueden formarse al rededor del punto O (fig." 14), pero
situados 4 un mismo lado de la recta AB, es igual 4 dos
angulos rectos; puesto que se tiene ev1dentemente

AOC+ COD -+ DOE + EOF - FOB=AOE - EQOB=2
rectos

“Cerolario 3.° . Lia' suma de todos los dngulos consecutivos
AOB, BOC, COD, DOA que se pueden formar al rede-
cor del punto O (fig.® 15) es ignal 4 cuatro rectos; pues si
prolongamos uno cualquiera de los lados BO, hasta B’ segun
el corolario anterior, la suma de los 4dngulos formados al
rededor de O, y cada lado de BB' valen dos rectos: Luego
la suma en los formados 4 ambos lados, valdrd cuatro rectos,
y los formados 4 ambos lados de BB’ componen plecisamente
los formados al rededor del punto O.

Corolario 4.° Si una recta CO (fig.® 16.) es pexpendl
cular 4 otra AB, ésta es perpendicular tambien & la CO;
pues si prolongamos 4 CO hasta C, los dngulos adyacentes
COB, y BOC’ son suplementarios, y siendo el COB rec-
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to lo serd tambien el BOC’, luego OB 6 AB, que forman
‘con la CC” dos dngulos iguales, serd perpendicular 4 éste.

TEOREMA V

~ 13. Por un punto C situado fuera de la recta AB (figura
 17), siempre se puede bajar G esta recta una perpendicular, y
no se puede bajar mds que unna. :
En efecto; doblando la figura por la recta AB, el punto
©, tomard la posicion C’, y uniendo G y C’ por la recta COC’,
los 4ngulos COB y BOC’ serdn iguales, porque coincidirén,
si doblamos de nuevo la figura por AB; es decir, que las rectas
OB y C'C’ son perpendiculares, 6 lo que es lo mismo CO es
perpendicular 4 AB. -
. Ademds, cualquiera otra recta CM trazada desde el punto
- C 4la AB, tomara al doblar la figura por AB una posicion
I MQ, ycomo lalinea CMC’ no puede ser recta por serlo la
. @GO, los dngulos adyacentes CMB, y B M(’ que son igua-
~ les no son suplementarios por no tener los lados CMy MC
~ (12 cor.) en una misma recta, y por consiguiente CMB no
- es recto, y la CM no es perpendicular 4 la AB; luego por el
~ punto C solo se puede bajar 4 la AB una perpendicular.
* Porun punto A. (fig:® 20)de una recta AD se puede tra-
| zar 4 ésta una sola perpendicular AB, y varias oblicuas AM,
AN, AP. -
- Por un punto A (fig.2 21) situado fuera de una recta CD,
~ s8e pueden bajar 4 ésta una sola perpendicular AB, y varias
 oblfcuas AN, AM, AP ... :
- Los puntos P, B, M, N, se llaman respectivamente pies
de las distancias AP, AB. AM, AN.
- Bisecrriz de un dngulo, es la recta que lo divide en dos
- partes iguales. Asi, siendo (fig * 18) AOC igual COB.
GO serd la bisectriz del dngulo AOB.
Los angules que como los AOB y COD (figura 19) tienen
los lados del uno prolongaciones de los lados del otro,
- se llaman dngulos opuestos por el vérlice.
.~ Los dngulos AOCy DOB son tambien opuestos por el
. Vértice.

22X
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TEOREMA VI

14.  Los dangulos opuestos por el vértice, son iquales.

En efecto; los dngulos AOB, COD (fig." 19) opuestos
-por el vértice, tienen el mismo suplemento BOD (11) luego
son iguales.

Corolario Siuno de los cuatro dngulos que forman dos
rectas que se cortan es recto, lo serdn los cuatro; y siuno de
dichos cuatro angulos no es recto, no lo serd ninguno.

- TEOREMA VI

15.  Si desde un punto A (ig.* 23) fuera de una recta N,
se traza & ésta la Unica perpendicular A B, y wuna oblicua
cualquiera A C, la perpendicular es mas corta que la oblicua.

BEn efecto, doblando la figura por NM, de modo que A
tome la posicion A’, las ABy AC, tomardn respectivamente
las posiciones A’B, y A’C. Pero ABA’ es (12) una linea recta,
y ACA’, es una linea quebrada; luego (4) ABA’<TACA’ 6 lo
que es lo mismo 2 AB<72 AC, y dividiendo por 2 los miem-
bros de esta desigualdad, resulta AB<ZAG, conforme con el
teorema enunciado.

TEOREMA VIII

16. Si desde un punto A (fig. 24) situado fuera de una
vecta MN, se bajan & ésta la perpendicular AB, y las dos obli-
cuas ACy AD, cuyos pies Cy D equidistan del pie B de la
perpendicular, dichas oblicuas seram iguales.

En efecto; doblando la figura por AB, la BC tomard la di-
reccion BD, por ser rectos los dngulos en B; y C caerd sobre
D, por ser iguales las distancias BC y BD; permaneciendo
fijo el punto A, y habiendo coincidido los C y D, coinciden
las oblfcnas AC y AD, y por consiguiente son iguales.
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TEOREMA 1X -

" 17. 8 desde el punto A (fig * 25) situado fuera de la recta
N, se bajan G ésta la perpendicular A B, y las dos oblicuas
Cy AD, cuyos pies Cy D distan desigualmente del pie B
la perpendicular; la oblicua AD, cuyo pie dista mds, es
la mayor. ,

En efecto; trazande por C la perpendicular CE 4 la MN,
- yprolongdndola hasta que encuentre & la AD, tendremos
- AC<<AE-}EC (4) y como EC<TED (15) serd AC<CAE-4ED,
6 AC<<AD conforme con el enunciado.

TEOREMA X

- 18. 8 desde un punto A (fig.> 23) situado fuera de la
recta DN, se trazan las rectas ABy AC,y la AB es mads
corta: que cualquiera otra AC, que vaya desde el mismo punto
A, d la recta MN, AB es perpendicular ¢ MN.

tin efecto; si AB no fuera perpendicular & MN, se podria
trazar desde A, unaque lo fuese, y por serlo, serfa mds
corta que la AB, contra lo que se supone de que AB es mas
corta que todas; luego la A B no puede dejar de ser perpen-
~dicular & la MN.
Este teorema es reciproco del teorema VII.
- Corolario: La distancia de un punto 4 una recta, es la
perpendicular trazada desde aquél &4 ésta, puesto que dicha
perpendicular es mds corta que cualquiera otra recta trazada
desde dicho punto & la recta.

TEOREMA XI 2+

- 19. . Trazando desde un punto A (fig." 24) fuera de una
recta, MN, una perpendicular AB y las dos oblicuas AC y
AD; si éstas son iguales, sus pies C y D equidistardn del. pie B
de la perpendicular. :



14 (GEOMETRfA o

En efecto; si las distancias CB y BD mno fueran iguales,
lag oblicuas AC y AD, serfan desiguales (17) contra lo que
se supone, es pues imposible que CB y BD no sean iguales.

Este teorema es reciproco del teorema VIII

Corolario. Desde un punto & una recta, no se pueden tra-
zar tres rectas iguales; porque es imposible que los pies de és-
tas equidisten del pie de la perpendicular.

TEOREMA Xl

20. Si desde un punto A (fig.® 25) situado fuera de una
recta MN, se trazan G ésta la  perpendicular AB,y las dos
oblicuas desiguales ADy AC; el pie de la mds larga AD
dista mds del pie de la perpendicular.

En efecto: si BD no fuese mayor que BC, AD no serfa
mayor que AC (17) contra lo' que se supone; luego es im-
posible que BD no gea mayor que BC.

Este teorema es el reciproco del teorema IX

TEOREMA XIII

21.  Todo punto A, (fig® 26) que se halla en la perpendicu-
lar AB, levantado & la MN en su punto medio B; equidista
de los extremos M y N de esta recta.

En efecto; las distancias AM yAN son igunales por serlo
las MBy NB. (16)

TEOREMA X1V

22. Todo  punto C (fig. * 27) situado fuera de la AB, per-
pendicular a la MN por su punto medw B, no equidista de
los extremos M y N de esta recta.

En efecto, trazandola EN, tendremos (4) que CN<<CE-EN
y como (21) EN = EM, serd CN<CCE 4 EMV 6 bien.

CN<CM:
Conforme con el enunciado. ‘
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TEOREMA XV

23, Todo punto A (fig.* 26) que equidiste de los extremos de
la recta M N, se halla en la perpendicular A B, levantada
4 la M N, en su punto medio B.

En efecto; si A, no estuviese en la perpendicular A B, no
equidistarfa de M y N (22) contra lo que se supone: luego es
imposible que A no esté en la recta A B.

Este teorema es reciproco del XIII.

TEOREMA XVI

24.  Todo punto C, (fig.* 27) que no equidista de los extre- .
mos de la recta MN, no estd en la perpendicular A B G la
MN, trazada por el punto medio de ésta.

En efecto; si C estuviera en la A B, equidistarfa de My N

- (21) contra lo que se supone; luego es imposible que C esté

en la recta AB. :

Corolario. Resulta, que los puntos de la A C (fig.* 28)
perpendicular 4 la M N que pasa por su punto medio B, tie-
nen la propiedad comun y exclusiva, de equidistar de los ex- ¢
tremos My N.

La recta AB es el lugar geométrico de los puntos equidis-
tantes de My N. »

TEOREMA XVII 1

25.  Zodo punto D situado en la bisectriz. AD (fig.t 29)
del dngulo BAC: equidista de los lados de este angulo.

En efecto, trazando las MP y MQ, distancias del punto M
4 cada uno de los lados del angulo, y doblando la figura por
la bisectriz A D; el lado AB caerd sobre el AC; laperpendicu-
lar MP, tomara la direccion MQ porque desde el punto. M,
no se puede trazar mas que una perpendicular & la AC, y por
lo tanto el punto P, que pertensece 4 las rectas MP y AB, caerd
sobre el Q que pertenece 4 las MQ y AC. MP ha coincidido
con MQ; luego M equidista de los lados AB y AC, conforme

~ con el enunciado
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TEOREMA XVII

26. Todo punto M (fig.2 30) situado jfuera de la bisectriz
AD del dngulo B A C, no equidista de los lados deeste cmguln

Trazando las MP y MQ, distancias del punto M 4 cada
uno de los lados del dngulo, digo que PM es menor que MQ.
En efecto trazando la OR perpendicular 4 AB,y unien-
do Ry M por medio de larecta RM, tendremos.

P M<<R M (15)
RM<CRO+OM (4) y como B 0=0Q seri
. RM<<QO+O0OM, 6 RM<<QM
Linego con mds razon sera

PM<MQ

Conforme con el enunciado.
Este teorema es contrario al X VIIL,

’ TEOREMA XIX

27. Todo punto M (fig.* 29) equidistante de los lados A B
y AC del dngulo BAC, estq situado en la bisectriz de este
angulo.

Porque si no estuviera situado en la bis=ctriz, no eqmdls-
tarfa (26) de los lados del 4ngulo; luego el punto M, por equi-
distar de los lados del angulo no puede dejar de estm en la
bisectriz.

BEste teorema es reciproco del XVIL

( TEOREMA XX -

28. Todo punto M (fig.* 30), que no equidista de los lados
ABy ACdel dangulo BAC; no eski situado en la bzaecmz
de este dngulo.
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; Porque si estuviera en dicha bisectriz, equidistarfa (25) de
" los lados del dngulo, contra lo que se supone; luego el punto
M, por no equidistar de los lados del angulo no puede ‘estar
‘en la biseotriz, conforme con el enunciado.
Este teorema es reciproco del XVIII y contrario al XIX.
- 29. Coronario. Resulta pues que los puntos de la bisec-*
triz AD (fig.* 29) del 4ngulo BAC; tienen la propiedad comun
 y exclusiva, de equidistar de los lados de  dicho dngulo.

La bisectriz. AD es el lugar geométrico de los puntos
equidistantes de los lados del angulo BAC.

§ II.fParaZélas

)0 30.  Dos rectas sitnadas en un mismo .plano, que no se
/. encuentran por mds gue se prolonguen, son paralelas.
HEsta definicion, no nos d4 ningun medio de comprobar que
dos rectas son paralelas porque no podremos p!olongarlas
- indefinidamente.

TEOREMA XXI

31. Dos rectas AB y CD, (fig® 31) perpendimlares @ une
tercera rectw MN, son par alelas enire $i,

En . efecto; las rectas AB'y CD, no se encontrarin por

mis que se prolonguen pues suponiendo que se encontrasen,
desde el punto comun 4 las dos rectas, tendriamos tmzadas}
dos perpendiculares 4 la MN, lo que es imposible.
© 32  PoSTULADO DE EUCLIDLS 83 dos rectas AB y CD
(figura 32) cortan 4 la MY, la AB perpendicularmente y la
10D obizcuamente, dichas dos rectas mo son paralelas. :

Esta proposicion se admite como evidente.

TEORENA XXl

33.  Por un punto . situado fuera de'la w’ctd AB, (figu-
ra 33) se puede trazar G ¢sta una sola paralela.
\ % : % 2
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. Primeramente probaremos; que por- el punto M siempre
podr4 pasar una paralela 4 la AB.
_ En efecto; tracemos por M la M N°perpendicular 4 AB, y
la CD perpendicula‘.r a MN.Tendremos que las AB y CD son
- perpendiculares 4 la MN; luego (31) CD es paralela 4 AB,
y ademds pasa por M Ahora para probar que por M no pue-
'de pasar otra paralela 4 AB, observemos que cualquiera otra
recta C’ D’ que pase por M, serd oblicua 4 la MN, y por con-
siguiente, segun el postula,do de Euclides, la C’ D’ no puede
ser paralela 4 Ja MN.

TEORENA XXl

. 34, Sidosrectas CD y AB (fig.2 34) son paralelas, toda
recta. LN perpendicular & una de ellas, CD lo serd tambien
@ la otra AB.

Eu efecto; la MN no puede ser paralela a AB. (33) Tdmpoco
MN puede ser oblicua 4 AB(32); luego forzosamente serd MN
perpendicular 4 AB; _buesto que dos rectas situadas en un
plano, no pueden ser mds que paralelas, oblicuas 6 perpen-
dlculares

TEOREMA XXIV

35. 8¢ dos rectas CD y AB (fig.* 35) son paralelas, toda
recta MN, que corta ¢ une de ellas. CD, corta & la otra AB.

En efecto; si MN no cortara d AB, por el punto O pasarian
dos paralelas 4 AB, lo que es imposible.

TEOREMA XXV

36. Dos rectas ABy COD, paralelas & una tercera MN,
son paralelas entre st (ﬁg & 36) , : !

En efecto; las AB y CD no pueden encontrarse, porque si
. 86 encontraran, por el punto comun 4 ambas; temhmmos dos
paralelas & la recta MN, lo que es imposible.
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TEOREMA XXVI

37. Dos rectas MN y OP (fig.2 37) respectivamente per-
pendwulares @ las paralelas AB y CD, son paralelas entre sé.
~ En efecto; OP por ser pexpendlcula,r a CD, lo serd tam-
bien 4 AB f34), seran, pues, MN y OP: perpendlculares a
AB, luego serdn pamle]as S

TEOREMA XXVII

38. Dos rectas O* A’, O’ B’ (fig * 39) respectivamente per-
pendiculares & las no paralelas OA y OB, no son paralelas.
En efecto; si suponemos que las O’ A’ y O’ B’ son parale-
~ las, en virtud del teorema XXVI, las OA y OB serian tam-
bleu paralelas, lo que es contrario 4 lo supuesto en el teore-
ma; lnego )’ A’y O’ B’ no pueden ser paralelas

39. La rectsa MN (fig.* 38) que corta & otras dos rectas
AB y CD, se llama secante 6 transversal.

La secante MN forma con las rectas AB y CD ocho dngu-
los: cuatro que tienen el vértice en 0 (1, 2, 3, 4) y cuatro
que tienen el vértice en 0 (5,6, 7, 8).

Los 1, 2,7 y 8, se llaman angulos externos, y los 3, 4, 5
y 6, inbernos.

Los angulos 3 y 6, internos, situados 4 diferente lado de
la secante y no adyacentes, se llaman alternos internos.

Los 4 y 5 son tambien alternos internos.

Los angulos | y 8, externos, situados 4 diferente lado de
~ la secante y no adyacentes, se llaman alternos externos.

Los 2 y 7 son tambien alternos externos.

' Log angulos 1y 9, el uno externo y el otro mterno situa-
dos al mismo lado de la secante y no adyacentes. se 1laman
correspondientes. Tamblen son conespondlentes 3y7,2y6
iy 8.

Sl
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TEOREMA XXViII

40. Si dos rectas AB y CD, (fig.® 40) cortadas por une:

secante MN, forman dos dngulos alternos internos iguales, di-
chas rectas son paralelas.

En efecto; si los dos dngulos alternos internos 1 y 2 son-

iguales, 1 serdn tambien sus suplementarios 3 y 4; y hacien-

do girar la porcion de plano BPQD alrededor de O, (punto:

medio de la distancia QP) de modo que OQ se confunda con

OP, QD coincidira con PA por la igualdad de los angulos:

2y 1; y PB con QC, por la ignaldad de los dngulos 3 y 4.
Ahora bien; si suponemos que las rectas AB y CD se en-:
cuentran, por ejemplo, 4 la derecha de la secante, en virtud
de la anterior superposicion, se encontrardn tambien a la
izquierda de la secante; es decir, que las dos rectas AB y CD
tendrian dos puntos comunes sin confundirse, lo que es un

absurdo. Dichas rectas, pues, no pueden encontrarse; 1ue00~ ;

son paralelas

41. -CoronarIo 1.° Si dos rectas AB y CD (fig." 41)]01*-‘

man con la secante dos angulos alternos externos iguales, serdn
paralelas.

En efecto; si los anorulos 1 y 8 son ignales, tambien seran:
iguales 4 y 5 (14), alternos internos; lueoo segun el teorema
anterior, las rectas AB y CD serdn paralelas.

42.  CoROLARIO 2.° i dos rectas AB y CD (fig.* 41) for-
man con la secante N dos. dngulos correspondientes iguales,
serdn paralelas.

in efecto; si dos angulos correspondientes cualesquiera

1y 5, por ejemplo, son iguales, como 1 es ignal 4 4 (14),
5 y 4 serdn tambien iguales; Iuego, secun el teorema  ante-
rior, las rectas AB y CD serdn paralelas.

43. CoronaRr10 3.2 & dos rectas AB y 0D (fig.® 41) for- .
mam con la secante N dos dangulos internos de un mismo lado

- de lo secante suplementarios, dichas rectas seran paralelas.

En efecto; si suponemos que 3 y 5 son suplementarios,
como 4 es suplemento de 3; 4 y 5 serdn iguales, por ser
ambos suplementarios de 3; y como 4 y 5 son alternos in-
ternos, las rectas AB y CD serdn paralelas.

B R >
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44 CoRroLARIO 4.0 Si dos rectas AB y CD (fig.* 41) for-
aman con la secante MN, dos a,nqulos externos de un mismo lado
de la secante suplementm i0s, serdn paralelas.

" En efecto; si suponemos que 2 y 8 son suplementarios,
- como 1 es suplemento de 2, seran 1 y 8 iguales; pero 1 y 8
- .son alternos externos; luego (41) las rectas AB y CD serdn
. paralelas.

TEOREMA XXIX

. 45.  Dos rectas paralelas ABy CD (fig.* 42), cortadas por

- una secante MY, forman angulos alternos internos iquales.

En efecto; si suponemos que las paralelas AB y CD, no

- forman con Ia secante MN dngulos alternos internos iguales;

- es decir, si suponemos que los dngulos BPN y CQM son des-

. iguales, podremos trazar por el punto P una recta RS que

. forme con la secante el angulo SPN igual al CQM; pero en-

. tonces, segun lo dicho, (40) la RS seria paralela 4 CD;y
~ tendrfamos por el punto P trazadas dos paralelas 4 CD lo
que es imposible (33). Luego las paralelas AB y CD forma-

ran con la.secante MN dngulos alternos internos iguales:

Este teorema es reeiproco del XXVIIIL.

46. Del teorema XXX, se deducen ficilmente los si-

guientes corolarios:

 Dos rectas paralelas cortadas por una secante, forman con

-esta

1.° Angulos alternos externos igunales.

2. Angulos correspondientes iguales.

3.° ~Angulos internos de un mismo lado de la secante su-

. 4.2 Angulos externos de nn mismo lado de la secante su-

: 'plementarlos

. Estos corolarios son respectivamente proposiciones reci-
procas de los corolarios del teorema XX VIII.

- TEOREMA XXX

47, Todos los puntos de una recta AB, equidistan de su
Paralela CD (fig.* 43).
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En efecto; sean dos puntos M y N de la recta AB: trace-
mos las perpendiculares MO y NP, 4 la paralela CD, que
serdn (18) las distancias de M y N 4 la CD. Tracemos ahora
desde Q, punto medio de la distancia MN, la QR perpendi-
cular & CD. Si doblamos la figura por QR, QB tomari la
~ direccion QA, por ser rectos los angulos en Q (10); y por
ser QN — QM, el punto N caera sobre el punto M.

Ahora, como las MO y NP, son tambien perpendlculdles
4 AB (13), NP caera sobre MO; de modo que el punto P, ha
de caer en algun punto de la MOj; pero como los angulos en
R son rectos, la RD, tomara la direccion RC, de modo que P
ha de caer en algun punto de la RC; es decir que P, debe
caer 4 la vez en la MO y en la RC; luego forzosamente
caerd sobre 0, y NP serd ignal 4 M O.

Como M y N, son dos puntos cualquiera de la AB, resulta’
que fodos los puntos de la AB equidistan de CD y tambien
todos los puntos de la CD equidistan de AB. .

CororarIo. 82 una recta AB (fig.® 43), tiene todos sus
puntos equidistantes de otra recta CD, dichas rectas son para-
lelas, puesto que nunca se enconfraran.

TEOREMA XXXI

-48. ' Las partes de paralelas interceptadas por dos para-
lelas, son iguales.

En efecto; si las paralelas EF y GH (fig.® 45) se cortan
por las dos paralelas AB y CD, digo que las partes MO y
NP de las primeras 1ntexceptadas por las dos segundas, son
iguales. Trazando las distancias MQ y NR entre las para-
lelas AB y CD, los drgulos OMQ y PNR son iguales por ser

Jriei angulo BMO=4ngulo BNP (46 cor. 2.9)
P dngulo BMQ=4ngulo BNR. R

Superponiendo la figura RNP, sobre la QMO de modo que
NR y MQ que son iguales (47) coincidan; la recta NP caerd
sobre MO, RP sobre QO, y por consiguiente P caeri sobre
0. Han coincidido N con M,y P con O; luego NP=MO,
conforme con el enunciado
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TEOREMA XXXII /‘*

( 49. Si la recta AB (fig* 46) es paralela 4 la CD, y
distancia entre ambas es DN, la AB es el lugar geometrzco
de todos los puntos situados sobre la CD, y cuya distancia
ésta es DIN.

En efecto: la distancia de un punto cualquiera de la AB
4 la CD, esigual 4 MN. (47)

demas la distancia de un punto cualquiera KO K que
no estd en la AB, es evidentemente mayor ¢ menor que
MN: Resulta pues, que todos los puntos de la AB, tienen la.
"propiedad general y exclusiva de que su distancia 4 la CD,
es igual 4 MN; luego AB, es el lugar geométrioo de todos les
puntos cuya distancia 4 CD es MN.

CororarIo. 8@ una recia AB (fig:* 4") tiene dos puntos
- M y N equidistantes de otra recta CD, AB; es paralela & CD.
En efecto; si las distancias MR, y NS de los puntos
M y N 4 la CD, son igunales; dichos puntos M y N, pertene-
cen, segun el teorema anterior 4 la paralela & CD, que’
dista de ésta lo mismo que dichos puntos; luego (4) la AB
~que pasa por M y N, es paralela 4 la CD.

50. ‘Escorto. Si desde el punto M (fig.* 48) s1t,uado en la
AB, paralela 4 CD, se trazan a ésta la perpendicular MN
y ]as oblicnas MN’, MN”, MN”", MNIVMN V... observaremos
yune 4 manera que los pies N’, N*, N"‘,N[V, NY ... de
las oblicuas, se alejan de N, pie de la perpendicular MN; los
‘dngulos 1, 2, 3,4, 5... internos disminuyen y por consi-
-~ guiente la posicion "de dichas oblfcuas se va aproximando &
la posicion de la paralela AB; y como las distancias
#ENNY NN, NN, NNIV. NNV .. pueden llegar 4 ser ma-
~ yores que cualquier cantldad dada. 'y siempre que erecen -
dichas distancias los dngulos 1, 2, 3, 4, 5... y sus alternos
internos respectivos, disminuyen y por con&gmente la_posi-
cion de las oblicuas se aproxima i la paralela AB; puede
- considerarse 4 ésta, como la posicion limite de las sucesivas
~ Dposiciones de las oblIcuas .y entonces el dngulo limite de los
S 2,3, 4,5 tendrd un valor nulo; puede pues admitirse que
dos rectus paralelas Jorman un angulo cero, cuyo vértice estd
en el mﬁmto

JAr
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TEOREMA XX XIII

51.  Dos angulos Z’AC’ DA (fig? 49) cuy Joé lados son.

respectivamente paralelos y dirigidos en el mismo sentido, son

- aguales.

En efecto; ambos d4ngulos BAC y B’A’C’ son ignales al
- "B'MC por conespondlentes luego dlchos dos angulos Seran
; lgudles entre si.

TEOREMA XXXIV

52. Dos dngulos BAC, B'A’C’ (fig.* 50) que tienen . sus
lados respectivamente paralelosy dcrzgzdos en sentido contrarco’
- som iguiales.
. Bnefecto; prolongando los lados B'A’ y C’A” hasta N y M
lespectlvamente tendremos que BAC=MA’N, en virtud del
teorema anterior; y B'A’C’=MA‘N, por opuestos por el vér-
tice; luego BAC:B‘A‘C‘. conforme con el enugciado.’

TEOREMA XXXY

3. Dos dngulos BAC y BA*C* (fig.* 51) que tienen sus
lados respectivamente paralelos y dirigidos los AB y A‘B* en

. el mismo sentido, y Zos AC y A“C-en sentido contrario; son

suplementarios.

En efecto; prolongando el lado C‘A‘ hasta M, serd
BMA‘:BAC (51); pero el B'A‘C‘ ¢s suplementario del
BMA*, luego su ignal BAC tambien serd suplementario
del B'A“C:. SRR

. 4. Podremos, pues. sentar que

Dos (’mqulos que tienen sus lados apspectwamente pamleloe

~ som iguales 6 suplementarios. .

JESSSSMPEINEGS =2,



{ GEOMETR{A )

TEOREMA XXXVI

55.  Dos dangulos que tiecnen sus lados respectivamente per-
endiculares, son iguales 6 suplementarios. '
Sea el dngulo BAC, (fig.* 52) si por un punto. cualquiera
‘0, trazamos las dos rectas QS perpendicalar al lado AC,
y PR perpendicular al lado AB, dichas perpendiculares for-
aran los tnicos cuatro dngulps cuyo vértice estd en O, y
ienen sus lados perpendiculares 4 los lados del dngulo BAC.
Vamos 4 probar que de dichos cuatro dngulos, dos son igua-
- les y los otros dos suplementarios al BAC.
~ Bn efecto; haciendo girar el dngulo BAC, de modo que el
ado BA tome la posicion B’A perpendicular & la primitiva,
'AC tomard precisamente la posicion AC’, perpendicular &
su posicion primitiva AC. Bs evidente que B’A%C’ es igual
4 BAC; pero.B’AC’ es igual 4 dos de los cuatro dngulos for-
ados al rededor de O, y suplementario de los otros dos (54);
uego su igual BAC serd tambien igual 4 dos de los formados
al rededor de O, y suplementario de los otros dos, conforme
on el enunciado. ;

CAPITULO II

DE LA CIRCUNFERENCIA

§ I.—De las rectas en la circunferencia

56. CIRCUNFERENCIA DE CfRCULO O simplemente CIRCUN-

RENCIA, es una linea curva (fig.* 53) cerrada y plana, cu-

\yos puntos equidistan de ofro interior O, llamado centro. 3
Lia recta que une el centro con un punto cualquiera de la

unferencia, se llama ranro. OA, OB, OC, son radios.
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La recta que pasando porel centro une dos puntos de la
circunferencia, se llama p1AmMETR0. La recta COB es un
didmetro.

De la definicion de mrcunferenua se deduce que

La distancia entre un punto cualquiera de la circunferen-
cia y el centro, es igunal al radio.

La distancia entre un punto M situado fuera de la circun-
ferencia y el centro O, es mayor que el radio.

La distancia entre un punto N situado dentro de la éir-
cunferencia y el centro O, es menor que el radio.

Luego

La czrcum‘erencm es ¢l LUGAR GEOMETRICO de los puntos,
cuya distancia al centro es igual al radio.

Todos los radios de una circunferencia son iguales.

Todos los didmetros de una circunferencia son lguales

Todo didmetro es la suma de dos radios.

Dos circunferencias que tienen el mismo radio, son super-
ponibles, y por consiguiente iguales.

La porcion de plano, limitada por la circunferencia, se
llama cfrcuLo.

Una porcmn cualqulela de cn'cunferenma se llama ARrco.

Una porcion ADB (fig.” 54) de circunferencia, es un arco.

Toda recta AB que une dos puntos de nna clrcunferencla
- 86 llama cuerda.

Todo didmetro es, pues, una cuerda.

Toda cuerda AB, divide 4 la circunferencia en dos arcos
ADB y ASB. De modo que la cuerda AB, une los extremos
‘del arco ADB y los del arco ASB.

Se dice que la cuerda subfiende al arco cuyos extremos
. une, é inversamente el arco estd sublendido por la cuerda
que une sus extremos.

De donde se deduce, que toda cuexda AB subtiende dos
arcos ADB y ASB, que juntos componen toda la circun-
ferencia.

- SECANTE es una recta indefinida, que corta en dos puntos
4 la circunferencia.

La recta HQ es una secante.

TANGENTE es Una recta indefinida, que tiene un sxolo punto
comun con la circunferencia.

La recta RSP es nna tangente.
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TEOREMA XXXVII

57. En todo circulo, un diametro CD (fig.* 55) es mayor
que cualquiera otra cuerda ADB:

En efecto; el didmetro CD es igual 4 la lfnea quebrada
BOA y ésta es mayor que la cuerda AB; luego CD es mayor
- que AB conforme con el enunciado.

TEOREMA XXXVIII

58. Un dzametro cualquiera de una circunferencia, divide
& éstay al circulo en dos partes iguales.

En efecto; si doblamos (fig." 56) la figura por el diametro
CD. e] arco CAD coincidira forzosamente con el CBD; pues
de lo contrario los radios no serian iguales.

Las dos partes ignales de plano CDA y CDB, se llaman
semicirculos, y los dos arcos iguales CAD y.CBD semieir-
_cunferencias. '

. Corovrarro. Toda cuerda (fig.* 57) que no pasa por el centro,
dwide G la civcunferencia y al civculo en dos partes desiguales.
En efecto; trazando por el extremo B de la cunerda AB el
diametro BC, que divide 4 la circunferencia y al circulo en
dos partes iguales, resulta evidente que el arco BFUA es
mayor que media circunferencia; y el arco ADB menor que
_media circunferencia; y tambien la-porcion de plano BACF
mayor que un semlcirculo -y la porcion BAD menor que un
semicirculo.

~ Aunque cada cuerda corresponde & dos arcos, se entiende
que corresponde al menor, cuandono se dice lo contrario.

TEOREMA XXXIX

' 59. Todo didmelro AB. (fig.® 58) perpendicular a4 una
cuerdy CD, divide & ésta y & los dos arcos que la misma sub- _
 Uiende en dos partes iguales.

(
\
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En efecto; doblando la figura por el didmetro AB, coineci-
dirdn la semicircunferencia ADB con la ACB (58), y la rec-
ta RD con la RC (10); y por consiguiente D caerd sobre C;
luego serd RD=RC, arco CA=—arco AD y arco CB=arco BD,
conforme con el enunciado.

Otra demostracion:

Las dos oblicuas OC y OD, que son l‘d.leS de un mismo
cfrculo, son ignales; luego sus piés C'y D (19) se apartardn -
llgualmente del pié R de la per pendlcular luego CR=RD
Ademds, AB es el lugar geométrico (24 cor.) de todos los
puntos equldlstantes de C y D; luego AC=AD,  por consi-
guiente los arcos AC y AD serdn iguales, y lo mismo suce-
derd con los arcos CB y BD.

Escorro. Conviene observar que la recta AB, satisface las
cinco condiciones siguientes: pasar por O, R, A y B, centro
~del circulo y puntos medios respectivamente de la cuerda -
CD, y de los avcos CAD y CBD, que son cuatro condiciones;
y la quinta ser perpendicular & CD.

Bs facil demostrar, que si una recta satisface dos de estas
cinco condiciones, satisfard forzosamente las otras tres, por-
‘que dos de ellas determinan la recta.

CoroLarIO: Kl didmetro perpendicular & una cuerda; es ¢l
lugar geométrico de los puntos medios de las cuerdas para—
lelas 4 ésta.

TEOREMA XL

€ 60. Tres puntos 4, B, C, (fig.* 59) que no estdn en linea
‘recta, determinon uno cwczmjerencza

Debemos, pues, probar: 1 ®que por los tres puntos A B, C
‘no s1tuados en una recta, siempre puede pasar una circun-
ferencia, y 2.° que no puede pasar mas que una.

1.° En efecto; uniendo uno cualquiera. de dichos puntos
B con los otros dog A y G, por medio de las rectas BA y BC,
y trazando por M y N puntos medios de dichas dos rectas las
respectivas perpendiculares MK y NR, éstas forzosamente
-se encontrarian, por ser perpendiculares & dos rectas que se
cortan (37); ahora el punto de interseccion O, por perte-
necer 4 la MK, equidista de A y B (21)'y por pertenecer 4
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NR equidista de B y C; luego O equidista de A, B y C; si

amos una circunferencia precisamente pasard por los
untos A, B y C;luego por estos tres puntos siempre puede
sar una circunferencia.

2.° Toda circunferencia que pase por los puntos A, B,C,
drd su centro en O, porque toda perpendicular levantada

MK y NR son perpendiculares 4 las cuerdas AB y BC por
us puntos medios, su tnico punto O de interseccion serd el

nga su centro en 0, tiene por radio cualquiera de las dis-
ancias OA, OB, OC: Luego todas las circunferencias que
asan por A By C tienen el mismo centro y el mismo radio;

uego se confanden en una sola.

en una recta, no puede PASAr UNQ czrcunferencm porque 1o

i

‘ niendo que el punto O tuviese esta propledad resultaria el
absurdo de que las tres distancias OA, OB y OC, serian
ignales. (19 cor.)

i"mas de dos puntos comunes.\ .

TEOREMA XLI

. 6l.  Zoda tangente AB (fig.* 61) @ una circunferencia, es

perpendwulw al radio OD del punto de contacto.

. En efecto; OM es menor que cualquier otra recta OH
“trazada desde el centro O 4 la tangente AB, por estar M en

la circunferencia, y H fuera de la circunferencia.

lar 4 O M; conforme con el enunciado.

TEOREMA XLI

 pasa por el e:m emo de éste, es tangente G la circunferencia.

mos pues, centro en O y con un radio OA, OB i 00

el punto medio de una cuerda, pasa por el centro y como

entro. Ademds toda circunferencia que pasa por A, By Cy .

- CoroLARIO. Por lres puntos A, B, C4 (fig.* 60) situados

‘existe ningun punto que equidiste de' A, B y C; pues supo-

Una recta, no puede pues -tener con una circunferencia

62. \ Toda perpendacular AB al radio O (fig." 61) que >I
A

Luego (18) 0 M es perpendicular 4 AB, 6 AB perpendlcu- 5

o

el LW

Q

s

N

a
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En efecto; todos los puntos de la recta AB, excepto M
estdn 4 una distancia de O mayor que el radio OM,%(36) es
decir que todos los puntos de AB son exteriores & la circun-
ferencia escepto el punto M que estd en la misma circunfe-
rencia; luego AB es tangente, conforme con el enunciado.

C Este teorema es reciproco del anterior
Cororario. Por un punto dado en una circunferencia, se
| puede trazar 4 ésta una tangente y nose le puede trazar mas
| que una; porque por el extremo del radio que pasa por dicho
| punto siempre se puede trazar una p-rpendicular 4 dicho

| radio, y no se puede trazar mas que una.
= Escorto. El radio de un punto de la circunferencia, se
! llama tambien normal 4 la circunferencia en este punto. Asf
OM (fig.* 61) es la normal 4 la circunferencia en el punto M.
‘En general, normal 4 una curva cualquiera en un  punto
de ella, esla perpendicular por dicho punto 4 la tangente

correspondiente.

Todas las normales 4 una cxrcunferencna pasan por el

L centro. /

4
[

/

TEOREMA XLHI

¢

63. En un mismo circulo 0 en circulos iguales se verifica:

1.°  Que si dos arcos son iquales, las cuerdas tambien son
iguales. :
© 2% Que si dos arcos son desaguales, corresponde al arco
mayor la cuerda mayor.

1.0 En efecto; si suponemos iguales los arcos ACB y
MNP, (fig." 62) é 1gudles tambien los efrcalos () y O su-
perponiendo estos circulos de modo que M y K extremos
del didmetro MK, coincidan respectivamente con A y H, ex-
tremos del AH, y que el arco MNP, caiga al mismo lado del
didmetro AH, que el arco ACB, forzosamente el punto P
coincidird con el B, habrian coincidido pues, los extremos
M y P de la cuerda MP con los extremos A y B de la cuerda
AB; luego las dos cuerdas MP y AB que subtienden arcos
iguales, son iguales.

(1) Se suponen arcos que no excedan de una semicircunferencia.
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Del mismo modo, si suponemos iguales los arcos RST y
B, que pertenecen al mismo circulo O, las cuerdas RT y
ue los subtienden tambien serin iguales; pues segun
amos de demostrar AB=MP y tambien RT=MP; luego
RT. ~
- Si suponemos iguales los circulos Oy O¢ (ﬁg 63) y
| arco CDF del segundo _mayor que el ANB del primero,
digo que la cuerda CF serd mayor que la AB.
Bn efecto: superponiendo el circulo O sobre el O’, de modo
que-Ay K extremos del didmetro AK, coineidan x'espectlva-
~ mente con C y G, extremos del CG, que el arco AB caiga al
~ mismo lado del didmetro CG, que el arco CDFE, el punto B
era precisamente en un punto D, situado en la circunfe-
neia entre C y F. Trazando ahora los radios OD y OF,
tendremos las desigualdades CS+SD>CD; O‘S++SF>0¢ F
sumdrdolas ordenadamente, resulta CF40‘D>CD-4OF y
restando del primer miembro el radio 0D y del segundo el
radio O°‘F, resulta CF>>CD 6 CF>AB, conforme con el
“enunciado.
Del mismo modo, si suponemos en el mismo circulo
O, HML>>ANB; como de lo que acabamos de demostrar se
deduce HL>>CD; siendo €D=AB, tendremos, HL>AB con-
forme con el enunciado.
Bscorto. Estas dos proposiciones son conftrarias.

1

TEOREMA XLIV

- 64.  En un mismo circulo 6 en circulos iguales, se vertfica:
1.9 Que si dos cuerdas son iguales, los arcos que subtien-
den tambien son iguales.

tienden tambien son desiguales, correspondiendo & la cuerde
mayor el arco mayor. (1y

Estas dos proposiciones confrarias entre si, son respecti-
Vamente reciprocas de las anterioves (63), y se demuestran
razonando del mismo modo ,que al demostrar los teoremas
15y 16 y los 19 y 20.

(1) Considerando el arco menor de media circunferencia.

2.°  Que si dos cuerdas son desiguales, los arcos que sub-.
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TEOREMA XLV

5. En un misno circulo 6 en circulos iguales, se verifica:
O Que si dos cuerdas son iquales, equidistan del centro.

®  Que si dos cuerdas son desiguales, la menor dista mds
del centro.

1.° Suponiendo igunales los circulos O y O’ (fig.* 64) &
iguales tambien las cucidas AB y €D, digo que sus distan-
ciay OM y O:N, al centro respectivo serdn ignales

En efecto; superponiendo el cireulo O* sobre el O, de modo
que coincidan los centros y las cuerdas CD y AB (64), forzo-
sameute coincidirdn las perpendicnlares O'N y OM (13), y
el punto N caerd sobre ‘M; luego las distancias O‘N y OM
serdn 1guales

Del misme modo, si suponemos lguales las cuerdas ABy
EF del mismo cireulo 0O, sus distancias OM y OK al centro
0O, tambien serdn iguales; pues segun se acaba de demostrar,
siendo CD=— ABy CD= EF, serd O‘N= MO y O:N=O0K;
luego OM=0K.

2.2 Suponiendo iguales los cirenlos O y O (fig.* 65 )y la
cuerda AB menor que la CE, digo que la distancia OM sera
mayor que la distancia O‘N.

En efecto; tomando desde C un arco CD 1gual al AB, el
punto D caerd entre Cy B, y la cuerda CD sera.igunal 4 la
AB; y segun se acaba de demostrar, sera OM=O0*‘P; pero
0P>0'Q y 0'Q>0N*(15). Luego OM>O‘N.

Del mismo modo, suponiendo en el mismo circulo O, la
cuerda ST mayor que la AB, digo, que la distancia OM serd
mayor que la OH; pues segun se acaba de demostrar, siendo
CD igual & AB, y por consiguniente menor que ST, serd
O‘P>0H, y como O‘P=0M serd tambien OM>0H.

HEscorro. Estas dos proposiciones son contrarias.

6
1
2.

TEOREMA XLVI

66.  En un mismo circulo 6 en circulos iguales, severifica. |
1.°  Que si dos cuerdas equidistan del centro, son iguales. -
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Que st dos cuerdas no egmdwtan del centro, la que mas
, es la menor.

stas dos proposiciones contrarias entre sf, son respeeti-
te reciprocas de las anteriores, y se demuestran razo-
ido del mismo modo, que al demostrar los teoremas XV y
, ylos X1X y XX.

- TEOREMA XLVII

Los arcos de una czrcszep encia, mterceptados por dos

 Que 1as dos pa.ralelas sean secantes.
 Que sean nna secante y una tangente
~ Que sean dos tangentes.

: fecto trazando el dlametro EF, perpendicular 4 dichas
lelas, los arcos CAE y DBE serdn ignales (59), y tam-
serdn los AE y BE; se venﬁcana pues,

arco CAE — arco DBE.

arco AE := arco BE.
‘_ hdo ordeﬁadam_ente estas dos igualdades. sefzi:
Ji'cb CAE — arco AE = arco DBE — arco BE,
6 arco CA = arco BD,

me con el enunciado.
Si la secante CD y la tangente KL son paralelas,
,.l didmetro EF del punto de countacto ¥, EF serd

i las tangentes IJ y KL son paralelas, trazando los
0s FO y EO de los respectivos puntos de contacto, dichos

~ Silas secantes AB y CD (ﬁg 2 66) son para]elas los

';‘QS rpendlculares 4 ambas tangentes paralelas ¥ que .

G

i,
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recta; EF es pues, recta, y pasa por el centro; luego es un
didmetro y por consiguiente

Arco ECKF = arco EDF,

- conforme con el enunciado.

§ IL.—-Posiciones de dos circunferencias en un plano

68. Puesto que tres puntos que no estdn en linea recta,
determinan la posicion de una circunferencia, dos circunferen-
cias no pueden tener tres puntos comunes sin confundirse;
pero pueden tener dos puntos comunes (fig.* 69)en cuyo caso
se llathan secantes.

Sentado esto, examinemos las posiciones relativas que pue-
den tener dos circanferencias en un plano.

69. Estas son cinco:

L. Circunferencias exteriores (fig. 67).

2.* Circunferencias tangentes exteriores (fig.* 68).

3.* Circunferencias secantes (fig.* 69)

4.* Circunferencias tangentes interiores (fig.* 70).

5. Circunferencias interiores (fig.2 71). -

TEQREMA XLVII

70. 8¢ dos circunferencias (fig * 69) son secantes, la dis-

tancia de los centros 00, es perpendicular G la cuerda co-

mun AB.
En efecto; 0 y O¢ por ser centros respectivos de las dos

clrcunfelenmas, equidistan de A y B, puntos comunes de las
mismas; luego (24 cor.) la recta O O° es perpendicular 4 la
cuerda comun A B.

TEOREMA XLIX

T1.  8i dos civeunferencias son tangentes (figuras 68 y 70),
el punto de contacto se hallard en la recta que une los centros.

En efecto; si suponemos que el punto de contacto se ha-
llase fuera de la recta O O, por ejemplo en B, trazando por

i e Ll ab R
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as dos circunferencias, tambien lo serd C, de modo que dichas
ircunferencias tendran dos puntos comunes B y C; luego

TEOREMA L

- T2, Sidos circunferencias (figs. 68 y 70) tienen un punto
- comun A situado en la recta 00, que une los centros, dackas
- circunferencias serdn tangentes.

- En efecto; puesto que tienen un punto comun, no pueden
- ser exteriores ni interiores; si probamos ademds que no pue-
den ser secantes, quedard demostrado que son tangentes. No
pueden ser secantes, porque si suponemos que tienen otro pun-
 to comun B ademis del A, uniendo B con los centros resul-
tard en la figura 68

0A - AO* = OB -+ BO

_pues ambos miembros han de ser la suma de los radios y
dicha igualdad es imposible (4); y en la fig.* 70

OA = O‘A + 00 (a);

DEro como suponemos que B es punto comun 4 las dos cir-
cunferencias, serd OA = OBy O‘A = O‘B, sustituyendo
~enla 1gua.ldad (a) tendremos

OB—-OB—I—OO‘

tambien imposible. Luego el teorema queda demostrado.
Este teorema es recfproco del teorema X LIX.

- 73. Corornario. Si dos circunferencias tienen un punto
comun en la recta que une los centros, y situado entre los cen-
tros, las circunferencias son tangentes exteriores (fig:* 68); y
cuando el punto comun estd en la prolongacion de la recta que
une los centros, las circunferencias son tangentes interiores
(figura 70).

TEOREMA LI

.‘74 Si dos circunferencias son exteriores (fig.2 67), la dis-
tancm de los centros 00’ es mayor que la suma de los radios.
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En efecto; puesto que son exteriores, todos los puntos de
la circunferencia (¢, estin fuera de la circunferencia O; de
modo que la distancia de B al centro O, es mayor que el
radio AQ; es decir, que OB > 04; anadiendo 4 los dos
miembros de esta desigualdad BO‘ serd

OB 4 BO* > 0A -+ BO*
6 00‘ > 0A + BO¢,

conforme con el enunciado.

TEOREMA LII

75. Si dos circunferencias son tangentes exteriores, la dis-
tancia de los centros es igual ¢ la suwma de los radios (fig.* 68).

En efecto puesto que (71) el punto de tangencia ha de
estar en la linea de los centros, y (73) entre estos, serd
00‘=0A + AQ.

TEOREMA LIII

76. 8idos circunferencias (fig.* 69) son secantes, la dis-
tancia de los centros, es menor que la suma de los radios, y
mayor que la diferencia. :

1. En efecto; puesto que los dos puntos de interseccion
han de estar fuera de la linea de los centros, uniendo uno de
dichos dos puntos, A por ejemplo, con los centros O y OFf
resultard (4) 00 << OA + AOQ-.

2.° Ademds como tambien (4)

AO‘ 4 00 > 0A4,
restando de ambos miembros de esta designaldad AO‘ resulta
00‘ > 0A — AOY,

conforme con el enunciado.

TEOREMA LIV

77.  Sidos circunferencias son tangentes interiores (fig.* 7.0),
la distancia de los centros es igual & la diferencia de los radios.
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En efecto; puesto que (73) el punto de contacto ha de estar
situado en la prolongacion de la distancia de los centros, sera

00 = OA — A0~

TEOREMA LV

78. 8 dos circunferencias son interiores (fig.* 71), la dis-
tancia de los centros es menor que la diferencia de los radios.

En efecto; puesto que las eircunferencias son interiores, si
prolongamos la QO¢ distancia de los centros en el sentido de
Of centro de la interior, hasta llegar & B punto de la exte-
rior, el radio de esta OB se compondra de Q0¢ (distancia de
los centros) O°‘A¢ (radio de la 1nter10r) y AB; luego la dife-
rencia de los radios es OO mas AB; es decir que la distancia
de los centros O0f es manor que la diferencia de los radios,
conforme con el enunciado.

<

TEOREMA LVI

79. St la distancia de los centros de. dos circunferencias
(figura 67) es mayor que la suma de los radios, dichas circun-
ferencias serdm exteriores.

En efecto; dichas circunferencias no pueden Ser TANGEN-
TES EXTERIORES, porque en este caso la distancia de 'los cen-
tros esigual 4 la suma de los radios; ni SECANTES, porque en
este caso la distancia de los centros es menor que la suma
de los radios y mayor que su diferencia; ni TANGENTES INTE-
RIORES, porque en este caso la distancia de los centros es
igual 4 la diferencia de los radios; ni INTERIORES, porque en
este caso la distancia de los centros es menor que la diferen-
cia de los radios; y como dos circunferencias situadas en un
plano no pueden tener mas que cinco posiciones (65); ha-
biendo probado que las’que tienen la distancia de los centros
mayor que la suma de los radios, no pueden ser tangentes ex-
teriores, ni secantes, ni tangentes interiores, ni interiores,
FORZOSAMENTE Serdn exteriores, conforme con el enunciado.

80. Escorro. El anterior teorema es reciproco del LI;
Y conviene observar, que los teoremas LII, LI, LIV y LV
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tienen tambien sus respectivos reciprocos, cuyo enunciado

se deduce ficilmente de cada uno de los respectivos directos,

y cuya demostracion es analoga 4 la del teorema LVI.
Dichos reciprocos se enunciardn del modo siguiente:

RECIPROCO DEL LII

St la distancia de los centros de dos circunferencias, es igual
@ la suma de los radios, dichas circunferencias serdn tangen-
tes exteriores.

RECIPROCO DEL LIII

Si la distancia de los centros de dos circunferencias, es menor
que la suma y mayor que la diferencia - de los radios, dichas
circunjerencias serdn secantes.

RECIPROCO DEL LIV

Si la distancia de los centros de dos circunferencias, es igual
“a la diferencia de los radios, dichas circunferencias serdn tan-
gentes interiores. .

RECIPROCO DEL LV

Sila distancia de los centros de dos circunferencias, es menor
que la diferencia de los radios, dichas circunferencias serdn in-
teriores.

Todas estas proposiciones recfprocas se demostraran facil-
mente como el teorema LVI.

81. HBscorio 2.° Podemos, pues, establecer:

1. Para que dos circunferencias sean EXTERIORES, Se ne-
cesita y basta que la distancia de los centros sea mayor que la
suma de los radios.

2.° Para que dos circunjferencias sean TANGENTES EXTE-
RIORES, Se necesita y basta que la distancia de los centros sea
tgual & la suma de los radios.

3.2  Para que dos circunferencias scan SECANTES, se mnece—
sita y basta que la distancia de los centros sea menor que la
suma y mayor que la diferencia de los radios.
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4.0 Para que dos circunferencias sean TANGENTES INTE-
RIORES, se necesita y basta que la distancia de los centros sca
igual G la diferencia de los radios.

5.9 Para que dos circunferencias sean INTERIORES, se ne-
cesita y basta que la distancia de los centros sea menor que la
diferencia de los radios.

82. Escorio 3. Si examinamos los cinco teoremas (74, 75, 76, 77
v 78) y sus respectivos reciprocos, veremos que en los teoremas direc-
tos, se hacen todas las hipdtesis posibles sobre las posiciones que pue-
den tener dos circunferencias en un plano. Dos circunferencias situadas
en un plano, no pueden ser en efecto, (68)mds que exteriores, tangentes
exteriores, secantes, tangentes interiores ¢ interiores, y en cada una
de estas posiciones, la relacion entre la distancia de los cenfros v la
magnitud de los radios es distinta y excluye todas las demds; es decir,
que supuesta una de las cinco posiciones de las dos circunferencias,
forzosamente se verificara una relacion entre la distancia de los centros
v la magnitud de los radios, con exclusion de todas las otras relaciones
entre la distancia de los centros v la magnitud de los radios, de mane-
ra que en cada uno de los cinco teoremas directos, la conclusion es
GENERAL para todos los casos en que se verifica la hipétesis, y ExcLu-
sivA de estos casos; luego siempre que se verifique la conclusion, se
verificard la hipotesis; es decir, que los reciprocos forzosamente son
verdaderos.

Asi, por ejemplo. En Topos los casos en que las circunferencias son
tangentes exteriores, la distancia de los centros es igual 4 la suma de
los radios, y soLo y EXCLUSIVAMENTE cuando sean tangentes exteriores,
la distancia de los centros es igual 4 la suma de los radios; porque en
ninguna de las otfras cuatro posiciones posibles, la distancia de los
centros es igual 4 la suma de los radios.

Luego siempre que la distancia de los centros sea igual 4 la suma de -
los radios, las circunferencias seran tangentes exteriores.

Podemos, pues, sentar como principio general, que siempre que como
en este caso, se hagan sobre un sujeto fodas las hipétesis posibles, vy
cada una de estas hipétesis conduzea a una conclusion diferente, y que
excluya 4 todas Jas demds, los reciprocos son verdaderos y por con-
siguiente, puede excusarse su demostracion.

5 En2tal caso se encuentran los teoremas reciprocos parrafos 21 y 23,

y 27. ;

§ III. Medida de los dngulos

83. El dngulo AOB (fig® 72) cuyo vértice estd en el
centro de la circunferencia O, se llama dngulo central, y el
arco AB, comprendido entre los lados de dicho dngulo, es su
arco correspondiente en dicha circunferencia.
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Si haciendo centro en el vértice O (fig.2 73) del dngu-
lo MON, se trazau los arcos AB, A’B', A”B”, A’’B’” con los
1eqpect1vos radios OA ,0A7, OA”, OA’” dichos arcos son
todos correspondientes al angulo MON; de wmodo que todo
angulo tiene un numero indefinido de arcos correspondientes
porque el vértice es centro de un nimero ilimitado de cir-
cunferencias. Para designar pues, uno de los arcos corres-
pondientes 4 un angulo es preciso determinar el radio de
dicho angulo.

Si imaginamos que O B (fig." 72) uno de los lados del an-
gulo AOB, gira al rededor de O aproximindose al CA hasta
confundirse con él, tomard sucesivamente las posiciones
Ob, Ob’, Ob” 04, y el dngulo ivd disminuyendo hasta
anularse. Al mismo tiempo, el arco correspondiente en esta
circunferencia va sucesivamente disminuyendo, hasta quedar
tambien reducido 4 cero.

Si por el contrario el lado OB gira al rededor del punto O
separdndose del lado AQ, tomard sucesivamente las posicio-
nes OB’, OB, el dngulo aumentard y el arco correspondien-
te de dicha circunferencia aumentard tambien.

El angulo central y cualesquiera de sus arcos correspon-
dientes son pues cantidades que dependen la una de la otra,
(Algebra 258) porque toda variacion de la una, lleva consigo
una variacion de la otra.

Examinemos ahora si esta dependencia, es dependencia
proporcional. :

TEOREMA LVII

84.  Sidos dngulos AOB.y 4'O'B’ (fig." 14) son iguales,
SUS arcos cowespondient@s trazados con el mismo radio CD y
O’ D’ tambien seran iguales.

En efecto; saperponiendo el dngulo A’O’B’ sobre el AOB
de modo que coincidan los vértices O y O, el lado O’B’ con
el OB y el O¢A* con el OA, el punto D’ caeré forzosamente
sobre D, y el C’ sobre C; luefro los arcos C‘D‘ y CD, traza-
dos con el mismo radio y cuyos extremos coinciden, coinci-
dirdn en toda su extension.
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TEOREMA LVIII

85. Sidos arcos CD y CD (fig." T4) trazados con el
mismo radio son tguales, sus dngulos centrales correspondient es
COD y COD’ tambien serdn iguales.

En efecto; superponiendo el centro O¢ sobre el O, y el punto
C¢ sobre el C, el punto D¢ forzosamente caerd sobre el D,
por la igualdad de los arcos; luego los dngulos C‘O‘D‘y
COD, habrar coincidido conforme con el enunciado.

Este teorema es reciproco del anterior.

TEOREMA LIX

86.. - Dos dngulos centrales AOB y A‘O'B’ (fig.® 75) son
proporcionales & sus arcos correspondientes MN y M'N* traza -
dos con el mismo radio.

En esta demostracion conviene distinguir dos casos:

1.° Que'los arcos sean conmensurables. 2.° Que los arcos
sean inconmensurables.

Primer caso: Suponiendo que la medida comun de los arcos
MN y M’N’ sea MR, y que esté contenida 3 veces en el arco
MN y 4 en el M'N’, 3 serd el nimero que mide al arco MN,
y 4 el que mide al M'N’, si tomamos por unidad dicha me-
dida comun; y como (Arit" 343) la razon de dos cantidades
es la de los nimeros que las miden con una misma unidad,
sera :

MN 3

—

M'N 4

~ Si unimos ahora los vértices O v O’ con los puntos de di-
vision de los arcos respectivos, el angulo AOB gquedard divi-
dido en 3 dngulos y el A’0’B’ en 4, todos iguales (85). Si to-
mamos el dngulo parcial MOR por unidad, los ntimeros 3 y 4
serdn los que midan respectivamente los dngulos AOB y
A’0'B’ y (Arit.* 343) tendremos
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AQREEIERS
: AN B
AOB MN :
1 = lg.?
T N (Alg.* 55)

conforme con el enunciado.

Segundo caso: Silos arcos MN y M¢ N (fig. 76) son inconmensura-
bles, podemos suponer dividido el M¢ N¢ en % partes iguales; y colocan-
do la enésima parte de M‘ N* todas las veces que se pueda sobre MN,
empezando por M, y suponiéndola contenida m veces; es decir, supo-
niendo que el mayor nimero de enésimas de M‘ NY, contenidos en MN,
sea m; el extremo de la altima enésima, caerd en un punto R, préximo
4 N, puesto que RN, ha de ser menor que dicha enésima parte de
M¢ N¢ A medida que crece %, R se acerca a N, porque disminuyendo la
enésima de M* N¢, disminuird {ambien el arco RN y su éngulo corres-
pondiente RON, vy como podemos hacer & = tan grande como que-
ramos; la enésima de M N¥, yla de M‘ O° N¢ llegardn 4 ser tan pequenas
como se desee, y RN y RON podrdn ser menores que cualquier can-
tidad dada. ;

De manera que MR es una cantidad variable que & medida que au-
menta 7, crece, acercdndose & su limite MN, y tambien AOR, es una
cantidad variable que & medida que aumenta # crece acercindose 4 su
limite AOB. Ahora, puesto que MR contiene m veces la enésima parte
de M‘ N, serd

MR';__m. MN m MN m—+1
MNCn MNe n MN  n

]

de modo que tenemos la limitacion
MN m+1
N¢N¢ = n

Pero tam bien MOR contiene m veces la enésima parte de N¢ O° B
Tuego :

SR
n

_E,OR S MON m MON m—+1
MEQENS T i R SO SN => n ' MO‘N n
tenemos pues la limitacion
m ' MON m—41
R T g

luego (Arit.2 343)
MON _ MN

© MCOSNY  MN¢’

" conforme con el enunciado.
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87. Cororario. Un dngulo y cualquiera de sus arcos
correspondientes, tienen la misma medida.

Si el dngulo AQB (fig.* 77) se quiere medir tomando por
unidad el A*O‘B¢, su medida serd el nimero abstracto (en-
terg, éxgccionario 6 inconmensurable), expresado por la razon

A'O‘B¢
el mismo radio los arcos AB y A‘B¢, correspondientes res—
pectivamente al dngulo que se quiere medir, y al dangulo uni-
dad, tendremos

. Pero, segun el teorema anterior, si trazamos con

AOB AB
A‘O‘B°  A‘B

El primer miembro de esta igualdad, es la medida del dn-
gulo AOB, tomando por unidad el A*O‘B¢; y el segundo es
Ja medida de su arco correspondiente AB, tomando por uni-
dad el arco A‘B¢, correspondiente al angulo unidad A<0‘B¢y
trazado con el mismo radio que el AB. Para medir, pues, un
angulo, bastara trazar uno de sus arcos correspondientes, y
con el mismo radio el arco correspondiente al angulo adop-
tado como unidad, hallar la medida del primero de estos
dos arcos tomando por unidad el segundo, y esta medida sera
precisamente la del dngulo que se queria medir.

88. La unidad adoptada para medir los dangulos, es el
dngulo recto; por consiguiente la unidad para medir arcos,
serd el arco correspondiente al recto, que es la cnarta parte
de la circunferencia y se llama cuadrante. @

Para facilitar la medida de los arcos, se divide cada cua-
drante en 90 partes igunales que se llaman grados; cada gra-
do en 60 partes ignales que se llaman minutos, cada minuto
en 60 segundos, cada segundo en 60 tercios, etc. Como al

1 s ,
arco un grado, (—— de cnadrante), corresponderdi—— del an-
gulo recto;si se divide al recto en 90 partes iguales, cada una

de éstas se llaman tambien grados angulares, cuyos arcos
correspondientes, son grados de cuadrante. Del mismo modo

(1) Puesto que si se traza en un circulo dos didmetros perpendicula-
res se forman 4 4ngulos rectos, sus arcos correspondientes serdn
iguales; luego 4 cada recto cogesponde la cuarta parte de la circunfe-
Tencia 6 sea un cuadrante.
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cada grado.angular se divide en 60 minutos, cada minuto
angular en 60 segandos; y sus arcos correspondientes son
respectivamente minutos y segundos de cuadrante.

Para averiguar, pues, los grados, minutos, segundos, etcé-
tera de un dngulo, bastard hallar los grados, minutos y se-
gundos, ete. de uno cualquiera de sus arcos correspondientes.
Hsto se consigue facilmente con un instrumento llamado se-
micireulo graduado ¢ transportador, cnyo uso se explicard en
el préximo capitulo. .

El valor de los dngulos 6 de los arcos se expresa escri-
biendo el signo o, 4 la derecha y en la parte saperior del ni-
mero de grados, el signo ¢, 4 la derecha y en la parte su-
perior del niimero de minutos, el signo ¢, 4 la derecha y en
la parte supzrior del de segundos, etc. Asi, por ejemplo, un
angulo 6 un arco de 34 grados, 5 minutos, 17 segundos, se
expresa

angulo 0 arco de 34° 5¢ 17

Puesto que un cuadrante tiene 90°, toda la circunferencia
tendrd 360° y media circunferencia 180"

En el sistema métrico, el enadrante se divide en 100 gra-
dos que se expresan 100g, cada grado en un 100¢y cada
minuto en 100, etc. Esta division se usa poco; y sera facil
reducir nn arco expresado en la division antigna ¢ sexagesi-
mal, 4 su equivalente de la division centesimal, y reciproca-
mente (Arit * 404).

89. Angulo inscripto, es el que tiene su vértice en la cir-
cunferencia, y sus lados son dos cuerdas.

El d4ngulo AOB (fig.2 78) es un angalo inscripto.

TEOREMA LX

El dngulo inscripto, tiene la misma medida, que la mitad del
arco comprendido entre sus lados.

En esta demostracion conviene distinguir tres casos:
1.” Cuando el centro del circulo estd en uno de los lados
del dngulo. 2.° Cuando el centro estd dentro del dngulo, y
3.° Cuando el centro estd fuera del dngulo,

Primer caso: Sea el d4ngulo inscripto (fig® 79) BAC, cuyo
lado AB pasa por el centro O. T¥azando el didmetro MN
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paralelo al otro lado AC, tendremos el d4ngulo BAC igual al
central BON por correspondiente de éste; y como la medida
del BON es la misma que la del arco BN (87), la medida de
su igual BAC tambien serd la misma que la del arco BN.
Pero los arcos BN y MA son iguales, por tener el mismo
- radio y corresponder 4 los dos dngulos ignales BON y MOA
(84), y como el arco MA es igual al CN por estar intercepta-
dos por dos rectas paralelas, serin BN = NCy BN = & BC;
luego la medida del dngulo inscripto BAC serd la misma que
la del arco & BC, conforme con el enunciado

Segundo caso: Sea el dngulo inseripto BAC (fig.* 80). Tra-
zando el didmetro AM que pasa por el vértice A, como el
centro del circulo estd dentro del angulo BAC, éste quedari
dividido en los dos dngulos BAM y MAC, que son inseriptos
y estdn comprendidos en el caso anterior. La medida del
BAM sera la del arco & BM, y la del MAC serd la del arco
4+ MC; luego la medida de la suma de estos does angulos, que
es el dpgulo BAC, serd la suma de las medidas de log arcos
+ BM y & MC, 6 lo que es lo mismo, la medida del arco

3 (BM + MC) — % BC,

conforme con el enunciado.

Tercer caso: Sea el dngulo inscripto BAC (fig.* 81). Tra-
zando el didmetro que pasa por el vértice A, como el centro
del cireculo estd fuera del dngulo BAC, tendremos

angulo BAC == angulo BAM — dngulo CAM.

Pero, segun el primer caso, la medida del dngulo BAM es
igual 4 la del arco & BM, y la del éngulo CAM es igual 4 la
del arco 4 CM; luego la del dngulo BAC, diferencia entre
éstos, sera la medida del arco ¥ BM menos la medida del arco
%+ CM, es decir, la medida del

arco 4 (BM — CM) = arco 4 BC, -

conforme con el enunciado.

90. Corolarios: 1.0 Todos los dngulos inscriptos BAC,
BA‘C, BA“C, BA“C (fig.* 82), que comprenden el mismo
arco entre sus lados, son iguales.

2.° Todos los 4ngulos inscriptos, BAC, BA’C, BA“C,
BA“C (fig.* 83), cuyos lados pasan por los extremos de un
didmetro, son dngulos rectos.
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3.° El lagar geométrico de los vértices A, A‘ A‘, A«¢
(ﬁgulaq 82 y 83) cuya medida es la del arco 4 BC 6 un
+ BMOC respectivamente, es un arco de cireulo.

TEOREMA LXI

91. EIl dngulo BAC (fig.2 84) cuyos lados son una tan-
gente y una cuerda, que concurren en un punto de la circunfe-
rencia, tiene la misma medida que la mitad del arco AC com-
prendido entre sus lados

En efecto; trazando el didmetro AM que pasa pox el vér-
tice VA, tendremos que el dangulo BAQC es igual al dngulo
BAM menos el angulo CAM; y como BAM es recto, su me-
dida sera la de un cuadrante ¢ la delarco & ACM, y la del
CAM serd la del areo + OM; luego la medida del dngulo BAC
serd la del arco 4 ALM menos la del arco 4+ CM, es decir,

la del arco
+ (ACM — CM) = { AC,

conforme con el enunciado.

TEOREMA LXII

92. El angulo BAC (fig." 85) cuyo vértice esti en la cir-
cunferencia, y cuyos lados son una cuerda y la pmlongacion de
otra, tiene la misma medida que el arco MAC, semisumae de los
arcos MA y AC, que subtienden dichas cuer. dus.

Bn efecto; la suma de los dnguios suplementarios BAC 'y
CAM, tiene por medida la de un arco igual 4 la mitad de la
cirecunferencia; pero el MAC, tiene por medida la del arco
3 MC; luego la medida de su suplementario BAC, serd el arco
mitad de la, circunferencia menos arco 3 + MG, es decir £ MAC
conforme con el enunmado

TEOREMA LXIHI

93. El angulo BAC (fig." 86); cuyo vértice estd situado
entre el centro y la circunferencia, tiene la misma medida que

e
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' la semisuma de los arcos BCy MN interceptados por sus lados
rolongados.
En efecto; trazando por N la cuerda NP paralela al otro
ado MC, tendremos

angulo BAC = dngulo BNP

pero la medida de éste es la misma que la del arco 3+ BCP, y
como CP = MN, (67), serd

3 BCP =  (BC 4 MN)

es decir, que la medida del dngulo BNP es la del arco
1 (BC--MN); luego tambien serd la medida del dngnlo BAC,
. conforme con el enunciado.

TEOREMA LXIV

94. El dngulo cuyo vértice estd situado fuera de la
\ circunferencia, y sus lados son dos secanles, una secante
.y una tangente, J dos tangentes; tiene la misma medida,

. que la semidiferencia de los arcos interceplados por los
lados del dngulo

En esta demostracion, conviene distinguir tres casos: Pri-
mero. Cuando los dos lados del &ngulo son secantes. Seguudo.
Cuando uno de los lados es secante y el otro tangente, y ter-
cero. Cnando los dos lados son tangentes.

‘Primer caso: Sea el angulo BAC (fig * 87), trazando por
M la cuerda MP paralela al otro lado AC, tendremos

angulo BAC = dngulo BMP.
Pero (89) la medida de éste es la del arco
4 BP = % (BC — PC) = % (BC — MN).

Luego tambien serd la medida del dngulo BAC la misma
que la del arco ¥ (BC — MN), conforme con el enunciado.

Segundo caso: Sea el dngulo BAC (fig.* 88); trazando por
N la cuerda NM paralela al otro lado AC, tendremos

dngulo BAC = dngulo BNM.
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Pero (89) la medida de éste, ‘es igual al arco & BM, y como
%+ BM={ (BMC — MOQ) = § (BMC — NC) (67)

la medida del dngulo BNM, yla de suigual BAC, serd la
misma que la del arco & (BMC — NC), conforme con el enun-
ciado.

Tercer caso: Sea el dngulo BAC (fig.® 89) trazando por el
vértice A, la secante AM; tendremos

dngulo BAC = dngulo BAM -} dngulo MAC; N

y como la medida del dngulo BAM es la misma que la del
arco § (BM — BN), y Ja medida del dngulo MAC, es la mis-
ma que la del arco £ (MC -— NC); la medida del dngulo BAC
serd la misma que la del arco

3 (BM—BN)+ 4 (MC — NC) = % (BMC — BNC),
conforme con el enunciado.

CAPITULO III

PROBLEMAS

PROBLEMA I

98.  Por un punio dado, tragar una perpendicular d
una recta dada.

En este problema se distinguen cuatro casos particulares:

Primer caso: Cuando el punto dado O (fig.* 90) estd situa-
do en la recta dada AB, y ésta es ilimitada.

Tomando 4 uno y otvo lado de O dos distancias iguales
OM y ON; y haciendo centro sucesivamente en M y N con
un radio mayor que la mitad de la distancia en los centros
M y N, trazaremos dos arcos que se cortaran precisamente en
un punto P situado fuera de la linea de los centros MN.

Este punto P y el O, por equidistar de M y N, (23) esta-
ran sitnados en la perpendicular que pasa por O, punto medio
de la distancia MN; luego PO es la perpendicular pedida.
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Segundo caso: Cuando €l punto dado O, (fig.* 91) estd si-
tnado fuera de la recta dada AB, y ésta es ilimitada.

Haciendo centro en el punto dado O, con un radio mayor
que la distancia de O & la recta A B, trazaremos un arco que
cortard 4 esta recta en estos dos puntos M y N. Si hacemos
ahora centro sucesivamente en estos dos puntos, y con un radio
mayor que la mitad de la distancia MN, trazamos dos arcos,
éstos se contardn en P, fuera de la linea de los centros. Este
punto P y el O, equidistan de M y N: luego (23) la OP es
la perpendicular pedida.

Tercer caso: Cuando el punto dado O (fig.* 92) situado en
la recta dada, la limita en el sentido AQ.

- Tiremos la ON de modo que forme un dngulo agudo con
_la recta dada. Haciendo centro en un punto N de la ON
tracemos una circunferencia con un radio NO, que pasara
por el punto dado O, y por otro punto M de la recta dada.

Tracemos ahora el didmetro MP, y unamos el extremo P
de este didmetro, con el punto dado O por medio de la recta
PO. Esta serd la perpendicular pedida; porque el édngulo
inseripto MOP es recto (90 cor. 2.%)

Cuarto caso: Cuando el punto dado O (fig.* 93) estd sitna-
do fuera de la recta dada, limitada por B en el sentido AB.

Haciendo centro en el punto dado O, con dos radios des-
iguales, tracemos dos arcos gue corten & la recta AB en dos
puntos N y M. Haciendo ahora centro en N y M con los ra-
dios NO y MO respectivamente, tracemos dos arcos que se
cortardn precisamente en un punto P situado fuera de la li-
nea de los centros. Unamos los puntos O y P por medio de
la recta OP, y ésta serd la perpendicular pedida, porque (23)
los puntos N y M equidistan de O y P.

EscoLro. El primer y el tercer caso de este problema,
pueden tambien resolverse con la escuadra y el semicir-
culo graduado. El exdmen de estos instrumentos y las indi-
caciones del profesor, enseflardn el procedimiento mds ficil y
claramente que ninguna explicacion escrita.

PROBLEMA II

96. Dividir una recta AB (fig.* 94) en dos partes iguales
por medio de una perpendicular.
! 4
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Con un radio mayor que la mitad de AB, y haciendo cen-
tro en A y B sucesivamente, tracemos dos arcos que se cor-
tardn en dos puntos M y N situados fuera de la linea de los
centros. Unamos los dos puntos M y N por medio de una
recta MN, y ésta serd la perpendicular 4 la AB y pasard por
su punto medio (24 cor.)

PROBLEMA III

97. Dado un dangulo AOB (fig.® 95), trazar su bisectriz.

Con un radio cualquiera OM, se traza el arco MN corres-
pondiente al dngulo dado.. Haciendo centro sucesivamente
en M y N con un radio mayor que la mitad de la cuerda MN,
se trazan dos arcos que se cortaran en D. La recta OD es la
bisectriz pedida. :

En efecto; la DO es perpendicular 4.1a cuerda MN, y pasa
por su punto medio; luego (59 esc.) divide al arco MN en dos
partes ignales; y por consiguiente los dngulos centrales AOD
y DOB (85) son iguales.

PROBLEMA 1V

98. Dadas dos rectas AB y CD (fig." 96) trazar otra recta
cuyos puntos equidisten de las dadas.

Trazando la MN secante 4 las AB y CD, y las bisectrices
de los cuatro dngulos interiores que forman estas rectas
dadas, con dicha secante, el punto O interseccion de las des
bisectrices de un lado, y el O¢ interseccion de las dos bisectri-
ces del otro lado de la secante equidistan (25) de las rectas
AB y CD, luego (27) pertenecen 4 la bisectriz del 4ngulo que
formarian las AB y CD si se prolongasen; y-como dos puntos
determinan una recta, la O‘O¢ es dicha bisectriz; es decir, el
lngar geométrico de los puntos equidistantes de las AB y CD.

Cororarro. Las tres rectas BA, DC y O‘O‘ concurren en
un mismo punto, si se prolongan suficientemente.

BEscorro. Si AB y CD son paralelas entre sf, lo son tam-
bien 4 la 00",
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PROBLEMA V

99.. Por un punto 4 (fig." 97) dado en una recta AB,
trazar otra recta que. /owne con. la pnmera un. dngulo igual

4 otro dado MOP.

Haciendo centro en el vértice O del angulo dado MOP y
con un radio cualquiera OM, se traza el arco MP. Con el
mismo radio OM, y haciendo centro en el punto dado, se
traza 4 partir de S situado en la recta dada un arco inde-
finido. Se toma la cuerda del arco MP, y con un radio igual
4 esta cuerda y haciendo centro en S, se traza un arco que
cortard al anterior en I), y uniendo D con A, tendremos el
angulo DAS igual al dade MOP, porque SUs arcos corres-
pondlentes son 1gua1es (85).

PROBLmuA’VI

100.  Por un punto A (fig.* 98) situado fuera de una rec-
. ta DB, trazar otra recta que forme con la primera un angulo
dgual & otro dado MOP.

Por un punto cnalquiera S de la recta dada DB, tracemos
(99) un dngulo RSB igual al dado MOP. Por el punto dado
A, tracemos la AT paralela 4 RS; y el dngulo ATB sera el
angulo pedido (46).

PROBLEMA VII

101.  Dados dos angulos ABC y MOP (fig.* 99) trazar
wn dngulo igual & la suma, y otro igual d la diferencia de los
angulos dados.

Haciendo centro en los vértices O y B y con un mismo
radio, tracemos los arcos RS y TL. Haciendo centro en un
punto cualquiera Hde la recta indefinida £Q, tracemos el arco
indefinido FN. Tomando ahora la distancia LT y haciendo
centro en F, tracemos un arco que cortara al indefinido en’
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G, y con un radio igual & la distancia RS y haciendo centro
en G, tracemos dos arcos que cortardn al indefinido en J y K.
Trazando JH y HK, tendremos el dngulo JHF igual & la
suma de los dados, y el KHF igual 4 la diferencia de los
dados

La construccion de un angulo igual & la suma de ofros
dos, nos conducira facilmente 4 la construccion de un angq]o
duplo triplo, cuadruplo..... y en general multiplo de otro./

PROBLEMA VIII

102. Por un punto dado A (fig." 100) lrazar und pamlela
G la recta dada BC.

Primera construccion: Tracemos por el punto A, la per-
‘pendicular AM 4 la recta dada BC; ahora tracemos otra per-
pendicular PR & la MA por el punto A. La PR esla paralela
pedida (31). -

Segunda construccion: P01 el punto dado A (ﬁg a 101) tra-
cemos una recta cualquiera ADM, que corte & la dada BC.
Ahora tracemos por el punto A una recta PA, que forme
con la AM un dngulo PAM = AMC (99) la recta PR es la
paralela pedida (40)

PROBLEMA IX

103. - Por un punto 4 (fig.® 102) trazar una secante & las
paralelas MN y PQ, cuya parte interceptada entre dichas
paralelas sea igual & una recta dada RS

Haciendo centro en un punto cualqmera H de una de las
paralelas MN, con un radio ignal 4 la recta dada RS, tra-
cemos -un'arco que cortard 4 la otra paralela en dos puntos
Jy K. Unamos J y K con H, por medio de las rectas JH y
KH, y trazando la AL par alela 4 HEK, y AL* paralela 4 HJ,
tendlemos que la AL y AL resuelyen ol problema (48%).

Discuston: @ Observemos que este problema se resuelve

(1) Discutir un problema en Geometria, es lo mismo que en Alge~
bra, determinar los distintos valores de las incognitas, cuando los datos
pasan por todos los valores posibles.
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: por la recta AL, y tambien por la ALY es decir, que estas

dos rectas satisfacen las condiciones exxgldaq por el enume~
rado del problema. Se han descubierto, pues, dos soluciones
al resolyerlo.

El punto dado A, puede tener tres posiciones distintas;
fuera de las paralelas, en una de las paralelas, y entre las
paralelas. El procedimiento @ seguido, es aplicable en todos
estos casos.

Observemos, que la recta dada RS, puede ser mayor que
la distancia entre las paralelas, igual, y menor que dicha
distancia.

En el primer caso, se obtienen, como se ha visto, dos so-
luciones.

En el segundo caso, cuando la recta dada RS (fig.* 103)
es igual 4 la distancia entre MN y PE, empleando la misma
construccion que en el caso anferior, veremos que haciendo
centro en un punto H, situado en una de las paralelas MN
con un radio RS; como RS esigual 4 la distancia entre ambas
paralelas, el arco serd tangente 4 la otra paralela PE en un
punto J, de modo que la AL tinica paralela que se puede tra-
zar por el punto dado A 4 la HJ es la que resuelve el
problema. Este no tiene, pues, mds que una solucion.

Por fin, si suponemos RS menor que la distancia entre
ambas paralelas, empleando el mismo procedimiento que
antes, nos encontramos con que si hacemos centro en un
punto H¢ de una de sus paralelas, con un radio menor que la
distancia entre ambas, el arco CD, no tocard 4 la otra para-
lela, y por consiguiente, el procedimiento que en los casos
anterviores nos conducfa 4 la resolucion del problema, no

‘nos d4 ahora ninguna solucion, y es evidente, que en efecto

el problema no tiene ninguna solucion 6 es dmposible, por
cuanto se pide trazar una secante tal, que la parte inter-
ceptada entre las paralelas, sea menor que la distancia entre
ambas paralelas.

PROBLEMA X

104. Dada una circunferencia 6 un arco, hallar su centro.
Sean la circunferencia ABC y el arco AB (fig.* 104).

bty > ¥
(1) Este procedimiento grifico, con que se resuelve el problema,
con la regla y el compds, se llama construccion.
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Sefialando en una y otro respectivamente los tres puntos
A, B, Cy A¢B¢C% y trazando las cuerdas AB y BC, A‘B‘y

B‘Ct, si levantamos perpendiculares en los puntos medios de

dichas cuerdas, dichas perpendiculares pasardn por los res-
pectivos centros, (69 esc.) Lirego los puntos de interseccion
O y O¢ serdn los centros buscados.

PROBLEMA XI

105.  Medir un dngulo dado A OB (fig.* 105).

Coldquese €l transportador como indica la figura, y el ni- .

mero de grados sefialados por M en el limbo del instrumento,
que es la medida del arco NM, correspondiente al dngulo
dado, serd la medida de éste.

PROBLEMA XII

106.  Medir un arco dado (fig.® 106).

Trazando los radios OA y OB, tendremos el angulo AOB
cuya medida’es igual 4 la del arco AB (87). Busquemos la
medida del a’mgulo AOB, siguiendo el procedimiento empleado
en el problema anterior, y esta medida serd Ja del arco AB.

PROBLEMA XIII

107. Trazar una circunferencia que pase por tres puntos
dados A4, B, C (fig.* 107).

Uniendo dichos puntos por medio de las rectas ‘AB y BC,
y levantando en los puntos medios de éstas, las perpendicu-
lares PO y QO, el punto O de interseceion de estas perpen-
diculares equidistard (60) de los puntos dados A, B, C,. Ha-
ciendo centro en O, con un radio OA, trazaremos la_circun-
ferencia pedida.

Discusion: Desde luego se descubre, que este problema
es imposible cuando los tres puntos dados A, B, C, estin en
linea recta (fig.* 108) (60 cor.) y la construccion lo manifies-

R Sy :I'iv-i

SR
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ta, pueslas dos perpendiculares PO, QO¢, levantadas en los
puntos medios de las rectas AB y BC, no pueden encontrarse.

Si los tres puntos dados, no estdn en linea recta, el pro-
blema tiene siempre una solucion, pues (fig.* 107) las dos
‘perpendiculares & las AB y BC, siempre se encuentran en
0, y O es el @nico punto que equidista de A, B, C.

PROBLEMA XIV

108.  Dividir un arco AB (fig." 109) en dos partes iguales.
Trazando la cuerda AB y a ésta una perpendicular MN
por su punto medio, el punto M, de interseccion entre el arco
dado AB y la perpendicular MN en el punto medio del arco
dado (59 esec.)

PROBLEMA XYV

109. Qobre una distancia dada AB (fig.* 110), trazar un
I arco capaz de un dngulo dado MOL. ©
Sobre la recta AB, tracemos un dngulo HAB igual al dado
MOP; levantemos Ia perpendicular AC 4 la AH por el ex-
tremo A dela dada AB, y la perpendicular SC 4 la ‘AB por
su punto medio. Haciendo centro en el punto C, interseccion
de las dos perpendiculares y con un radio CA, tracemos una
circunferencia que pasara por los extremos A y B de la recta
dada. El arco AB es el pedido. '
En efecto; el dngulo HAB igual al dado, tiene la misma
- medida (91) que cualquiera dngulo ARB inscripto en el
arco ARB.

PROBLEMA XVI

110.  Por un punto dado, trasar una tangente & una cir-
cunferencia dada.

(1) Axrco capaz del dngulo dado MOP vy trazado sobre la recta AB,
es el arco ARB, que pasa por A y B, satisfaciendo la condicion de
que todo d4ngulo ARB inscripto en dicho arco, es igual al dado MOP. _
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Distinguiremos dos casos:

1.0 Que el punto dado esté en la circunferencia.

2.2 Que el punto dado esté fuera de la circunferencia.

1. Para trazar una tangente 4 la circunferencia O (figu-
ra 111) que pase por el punto A situado en ésta, bastard
tirar la perpendicular MN al radio OA del punto de contac-
to (62).

2.° Para trazar una tangente 4 la circunferencia O,
%ﬁg.“ 112) por el punto A, situado fuera de dicha circun-
erencia, se une el punto dado A con el centro O de la cir-
cunferencia dada, por medio de la recta A(Q. Sobre esta
recta, tomada como diametro, se describe otra circunferen-
cia AMN, y las rectas AM y AN, trazadas desde A 4 los
puntos 3 y N de interseccion de las dos circunferencias, son
tangentes 4 la circunferencia dada O; puesto que los éngu-
los OMA y ONA inscriptos en la circunferencia auxiliar
son rectos (62), y OM y ON son radios de la circunferencia
dada. (20} Cov e

Otra construccion. Haciendo centro en A (fig.? 113), se
. traza un arco indefinido que pase por el centro O. Ahora,
haciendo centro en O con un radio igual al didmetro de la
circunferencia dada, se trazan dos arcos que corten al an-
terior en dos puntos B y (. Se trazan las cuerdas OB y OC,
y las dos rectas AN y AM, trazadas desde el punto dado A
4 los puntos M y N, son tangentes que satisfacen las condi-
ciones del problema; puesto que AM y AN son respectiva -
mente perpendiculares 4 los radios OM y ON, y pasan por
los extremos de éstos. (59 esc.)

L

PROBLEMA XYVII

111.  Trazar una circunferencia que sea tangente & la recta
AB en el punto T (fig.* 114) y que pase ademds por un pun—

to M.

Puesto que, segun las condiciones del problema, la circun-
ferencia que se ha de trazar debe ser tangente 4 la recta AB
en el punto T, la perpendicular TO & la AB, trazada por
el punto T, forzosamente ha de pasar por el centro de la cir-
cunferencia que se busca (61). Como ademds esta circunfe-
rencia ha de pasar por el punto M, la recta TM, que tiene

SRS

RS2
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~ dos puntos en la circunferencia, serd una cuerda. La perpen-
dicular HO, levantada en el punto medio E de la cuerda TM,
tambien ha de pasar por el centro de dicha circunferencia (59).

Si, pues, las dos rectas TO y HO forzosamente han de pa-
‘sar por el centro de la circunferencia que se busca, el pun-
to O de interseccion serd el centro, y el radio serda OT. Si,
pues, con un radio OT, haciendo centro en O, trazamos una
‘circunferencia, ésta satisfara las condiciones del problema.
Fécilmente se descubre (fig.2 115) que si el punto M estd
situado en la recta AB, que ha de ser tangenfe & la circun-
ferencia que se busca, el problema es imposible, porque la
eircunferencia que pasa por dos puntos T y M de la recta AB,
- 10 puede ser tangente 4 ésta, como exige el problema. La
construccion tambien nos indica esta imposibilidad, pues la
perpendicular TO 4 la recta dada, y la perpendicalar HO® por
el punto medio de la cuerda TM, son paralelas.”

PROBLEMA XVIII

112.  Trazar wna circunferencia que sea tangente @ otra
~ dada O (fig." 116) en el punto A, y que pase ademdas por. el
~ punto B.

Puesto que la circunferencia que se busca y la dada O han
de ser tangentes en A, este punto de contacto estard en la
linea de los centros (’71) luego el centro de la que se ha de
trazar, estard en la reecta determinada por los puntes O y A.
Pero ademds la circunferencia ha de pasar por el punto B.
Si pasa por A y B, la recta AB serd cuerda de la circunfe-
rencia pedida, y por lo tanto la per pendicalar HO® levan-

tada en el punto medio de AB, pasard (59) forzosamente por
el centro de dicha circunferencia. Bl punto Of, interseccion
de las OA y HO¢, serd el centro de la cncunfexeucla pues en
ambas estéd situado. Haciendo centro en O con un radio O‘A,
trazaremos una circunferencia que satisfara las condiciones
del problemd.

. Fdcilmente se descabre que si el punto.B (ﬁrr*l 117) se
“halla situado en la tangente BQ del punto A, el problema es
imposible, por cuanto el radio AQ y la pexpendlculcu trazada
por el medio de la AB, que debe ser cuerda de la circunfe-
rencia que se pide y en cuya interseccion debe hallarse el

!



58 GEOMETRTA

centro, son paralelas. Fuera de este caso el problema es po-
sible. Si el punto B se encuentra como en la figura 116 &
distinto lado de la tangente PQ que la circunferencia dada,
las circunferencias serdn tangentes exteriores; y si el pun-
to B se halla como en la figura 118 al mismo lado que la
circunferencia dada, las circunferencias serdn tangentes in-
teriores.

113. Trazar una tangente G dos circunferencias dadas.

Sean O y O’ (fig.* 119) las dos circunferencias dadas. Con
un radio igual 4 la diferencia de los dos radios de las cireun-
ferencias dadas, tracemos una circunferencia auxiliar con-
céntrica con la . Desde O’ centro de la otra tiremos (110)
las tangentes O'E y O’H, 4 la circunferencia auxiliar. Trace-
mos los dos radios OE y HO de los puntos de contacto E y
H, y prolonguémoslos hasta que encuentren en Ay B 4 la
circunferencia dada Q. Tracemos ahora los dos radics O‘C

O’D perpendiculares respectivamente 4 las tangentes.

O’E y O'H; y trazando por fin una recta que pase por A y C,
y otra por B y D, estas dos rectas serdn las tangentes pe-
didas.

En efecto; AE y CO’ son iguales y perpendiculares 4 O’E,
luego (49 cor.) los puntos A y C pertenecen 4 la paralela 4
O’E, cuya distancia 4 ésta es AE, AC es pues paralela 4 EQ’ y
por ello perpendicular & los radios OA y O’C, y pasa por los
extremos de éstos; luego AC es tangente 4 las dog circunfe-
rencias dadas.

Del mismo modo se demuestra que DB es tambien tangente
comun 4 las dos circunferencias dadas, de modo que las rec-
tas AC y DB son dos soluciones del problema.

Sien la (fig® 120) se traza una circunferencia auxiliar
concéntrica con la O, y con un radio ignal 4 la suma de los
radios de las dos circunferencias dadas O y O’; y desde el
centro O se trazan las O’E y O'H, tangentes & la circunfe-
rencia auxiliar; se tiran despues los radios OE y OH de los
puntos de contacto de dichas tangentes; se trazan el radio,
(O’D perpendicular 4 la tangente O’E, y el radio O’C perpen-
dicular 4 la ofra tangente O’H, las rectas AD y CB, que
unen respectivamente Jos extremos de los radios OA y O’D,
y los extremos de los radios OBy O’C son tambien tangentes,
comunes 4 lag dos circunferencias dadas.

En efecto; OE y DO” son perpendiculares 4 O’E, ademéds

e
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'AE es ignal 4 DO’; por consiguiente. A y D equidistan de la
O’E, y la DA que pasa por A y D, es paralela & O’'E, (49)
y por ello perpendicular 4 QA y O’D radios de las circunfe-
‘rencias dadas y pasa por los extremos de estos radios; luego
“AD es perpendicular comun 4 las dos circunferencias; y por
la misma razon CB es tambien tangente comun 4 las dos cir-
cunferencias. '

" Este problema tiene, pues, cuatro soluciones; es decir, que
~ se pueden trazar cuatro tangentes comunes 4 dos circunfe-
rencias dadas; dos exteriores (fig.* 119) y dos interiores (fi-
gura 120). :

CororArIo. Facilmente se descubre, que la linea de los
~ centros de dos circunferencias, es el lugar geométrico de todos
los puntos equidistantes de las tangentes comunes 4 dichas
circunferencias; y por consiguiente que el punto de intersec-
cion de las tangentes internas y el de las externas, cuando
éstas no son paralelas, estd en la linea de los centros.






 LIBRO Il

DE LOS POLIGONOS
CAPITULO 1
DE LOS TRIANGULOS

"§ i.'—_l’ropiedadés de los tridmgulos

114. Si unimos por medio de una recta los puntos By C
(fig.* 121) situados respectivamente en los lados ABy AC del
angulo- BAC, habremos limitado una porcion de plano por
- medio de las tres rectas AB, AC y BC.

- designa por las tres letras A, B, C sitnadas en los puntos de
~ interseccion de dichas tres rectas.

Las tres rectas que forman el tuangulo ABC, se llaman
lados del tridngulo, y los tres dngulos A, By C formados
porlos lados, son los dngulos del triéngulo.

Cada uno de los lados, es opuesto al dngulo formado por
los otros dos lados. El lado BC, es opuesto al angulo A y re-

ciprocamente.
- Base del tridngulo ABC es uno cualqulera de sus lados,
y altura la perpendicular trazada 4 la base desde el vértice
del dngulo opuesto. Siendo AC ‘la base, BD es la altura del
tridngulo ABC..

- Perfmetro 6 contorno del tridngulo ABC, es la suma de
- sus tres lados

D )

Esta porcion de plano asf limitada, es un tridngulo, que se =~
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Dos vértices cnalesquiera A, C del tridngulo, estan unidos
por una recta, que es el lado AC, y una quebrada ABC, for-
mada por los otros dos lados.

Como todo lo dicho del tridngulo ABC, es aphca.ble 4 un
* triangulo cualquiera, tendremos que

TrIANGULO, es una porcion de plano limitado por tres rectas.

LADos, son las rectas que lo forman, y A\IGULOS los forma-
dos por los lados.

BasE de un tridngulo, es uno cualqmem de sus lados

ALTURA de un tridgngulo, es la perpendicular trazada G la
base 0 & su prolongacion desde el vértice del dngulo opuesto a

la base.

' PERIMETRO, de un tridngulo, es la suma de sus lados. :
TRIANGULO EQUILATERO, es el que tiene los tres lados iquales .
TRIANGULO ISOSCELES, el que tiene dos lados tguales; y TRIAN -

GULO ESCALENO, el que tiene (0s tres lados desiguales.

TEOREMA LXV

115. En todo tridngulo ABC (fig.* 121) wn lado cual- =
quiera, es menor que la suma de los otros dos, y mayorque
su diferencia.

La prlmera parte de esta ptoposwlon es ev1dente, pues (4)
el camino mds corto entre dos puntos, es la recta que los une,
y por conSJgulente

AB< BC 4 AC
AC< AB -+ BC
BC < AC-+AB

‘La segunda parte es consecuencia de los primeros; pues
las desigualdades

AB-RC AR AB>AO——BC
AC> AB — BC
BC> AC — AB

se deducen facilmente de las anteriores.
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TEOREMA LXVI

116. La suma de los tres dngulos de un tridngulo, es igual
& dos dngulos rectos.

En efecto; prolongando el lado AC (fig.® 122) del tridngu-
1o ABC, basta E, y trazando desde el vértice C, la CD para-
lela al lado opuesto AB; tendremos que :

angulo a -+ dngulo b 4 dngulo ¢ = 2 rectos
v(l2 cor. 2.%); pero como (45)

angalo b = 4ngulo &
i y-(46) : . dngulo ¢ = 4ngulo #,
tendremos {

angulo a -} angulo d + angulo f = 2 rectos,

~ conforme con el enunciado.

Corornario 1.2 Kl angulo externo ) BCE, es igual 4 la
suma de los dos internos no adyacentes A y B y por consi- -
guiente mayor que cualquiera de ellos.

-CoroLarIo 2.2 La suma de dos dngulos de un trlangulo,
es el suplemento del tercero.

CoroLARIO 3.° Si dos tridngulos tienen dos 4ngulos res-
pectivamente iguales, forzosamente tendran los tres dngulos
respectivamente iguales.

CoroLarIo 4.° Un 4ngulo no puede tener mis de un 4n-
gulo recto, ni mds de un dngulo obtuso; y tiene siempre dos
angulos avudos ¢

Un trlangulo que tiene un 4ngulo recbo se llama #ridn-
gulo rectdmgulo, en el que el lado opuesto al angulo recto, es
la hipotenusa, y los otros dos lados, son los catefos.

Un triangulo que tiene un 4dngulo obtuso, se llama obfus-
dngulo.

Un tridngulo que tiene los tres dngulos agudos, se llama
acutangulo.

Los tridngulos obtusdngulos y acutdngulos, reciben la de-
nominacion comun de tridngulos oblicudngulos.

(1) Angulo externo de un tridngulo, es el founa.do por un lado y la. .
prolongacion de otro.
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TEOREMA LXVIi

117. Si dos lados AB y BC (fig.* 123) de un tridn -
gulo ABC, son iguales; los dngulos opuestos & dichos lados,
tambien son iquales.

Bn efecto; trazando desde el vértice B, la perpendicu-
lar BD al ]ado opuesto AC;-D pié de esta perpendlcular debe
equidistar (19) de los vértices A y C. Doblando ahora la
figura por dicha perpendicular, DA tomaré la direccion DC,
por ser iguales los dngulos en D, y A caerd sobre C, por ser
iguales las distancias DA y DC; si A coincide con C, BC coin-
cidird con BA; luego el dpgulo C habrd coincidido con el
A y por consiguiente

angulo C = dngulo A,
conforme con el enunciado.

TEOREMA LXVII

118. Sz dos lados AB y BC de un trmngulo ABC (figu-
ra 124) son desiguales, el angulo C opuesto al lado mayor. AB,
serd mayor que el dngulo 4 opuesto al lado menor BC.

En efecto; tomando desde B en el lado mayor BA, una
parte BD 1gua1 al Jado menor BC, y trazando la DC, tendre-
mos, segun el teorema anterior,

dngulo BDC = 4ngulo BCD.
Pero (116 cor. 1.°)
~ 4ngulo BDC > é4ngulo A
luego con mds razon
dngulo BCA, 6 dngulo C > dngulo A,

conforme con el enunciado.

119. Los teoremas reciprocos de estos dos tltimos, son
verdaderos en virtud del principio (82).

Cororario 1.” Todo tridngulo equildtero, es tambien
equiangulo.
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Coronario 2.° Del teorema LXVII y su reciproco, se de-
duce, que la altura BD (fig. 123) de un tridngulo isésceles, es
bisectriz del dangulo B opuesto & la base AC, y que la altu-
ra BD de un tridngulo isésceles, satisface 4 las cuatro condi-
ciones siguientes: Pasa por el vértice B, pasa por el punto
medio D de la base, es perpendicular 4 ésta, y es bisectriz del
angulo B; y como dos condiciones determinan una reeta, cuan-
do una recta satisface dos de dichas condiciones, cample for-
zosamente las otras des.

TEOREMA LXIX i

120. Si dos triangulos ABC y ABC: (fig.2 125) tienen un
lado comun AB, vy estin dispuestos de modo, que el ABC en-
vuelve al ABC’, se verificard, que la suma de los lados AC
y BC no comunes del tridngulo envolvente, es mayor que la
suma de los AC* y B no comunes del triangulo envuelto.

En efecto; prolongando AC’ hasta encontrar en D al la-
do CB, tendremos

BD + DC* > BC:
DC + CA > DC* + C¢a,

sumando ordenadamente estas dos desigualdades y suprimien-
do en ambos miembros DC* resulta

BC + CA > BC*+ C‘A

12]1. TriANeULO INSCRIPTO en un circulo, es el que tiene

. sus tres vértices en la circunferencia. En este caso, e‘ clr-

culo estd circunscripto al tridngulo.

TRIANGULO CIRCUNSCRIPTO & un circulo, es aquel cuyos
tres lados son tangentes 4 la circunferencia. En este caso el
circulo estd inscripto en el tridngulo.

En la (fig." 126) el tridngulo ABC estd circunscripto al
circulo O, y el circulo O inscripto en el tridngulo ABC. El
tridngulo A‘ B¢ C¢ estd inscripto en el cfrcalo Of, y el circu-
lo O¢ circunscripto al tridngulo A<B¢ C¢.

5
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TEOREMA LXX

122.  Todo tridngulo, se puede inscribir en un circulo, y
circunscribir & otro.

En efecto: 1.0 Puesto que (60) por tres puntos que no
estdn en linea recta, siempre se puede hacer pasar una cir-
cunferencia, siempre podremos trazar una circunferencia que
pase por los tres vértices de un tridngulo.

2.° Si trazamos (fig 127) las bisectrices BO y AO, de
dos angulos cualesquiera A y B del tridngulo ABC, estas dos
bisectrices forzosamente se encontraran, (46 3.°) en un punto
0, y éste equidistard (29) de los tres lados del tridngulo. Si
con la distancia OD de O a un lado cualquiera AB del tridn-
gulo, tomada como radio, y haciendo centro en O, se traza
una circunferencia, ésta serd tangente 4 los tres lados del
tridngulo (62), y por consiguiente el tridngulo ABC estari
circunseripto al cireculo 0. €. C. B. E. (1)

Escorro: Si desde un punto C (fig." 127) exterior 4 una
circunferencia O, se trazan dos tangentes CM y CN; las dis-
tancias CM y CN desde el punto C 4 los puntos de contacto
M y N, son iguales; puesto que en el tridngulo CMN, los 4n-
gulos en M y en N son igunales. (91)

§ II.—Igualdad de los tridngulos.

123.  Superponer dos figuras, es poner 6 imaginar que se
pone, la una sobre la otra. :

Cuando al superponer dos figuras, se confunden eu una
sola, se dice que coinciden, y por consiguiente que son
iguales. :

La superposicion, es el principal procedimiente empleado
en Geometria para demostrar la igualdad de las figuras.

Para los efectos de la superposicion, se distinguen en cada
figura dos caras, la anterior y la posterior.

Cuando la cara posterior de una figura, se aplica sobre la

(1) En adelante, la frase conforme con el enunciado, la escribire~
mos abreviadamente asi C. C. E. E.
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anterior de otra, la superposicion es directa, y cuando se
aplican las dos caras anteriores 6 las dos posteriores, la su-
perposicion es inversa,

Segun la clase de superposxclon empleada las ﬁwuras igua-
.les se dividen en #dénticas, si coinciden por superposicion di-
recta, y siméfricas si coinciden por superposicion inversa.

Cuando se quiere demostrar la igualdad de dos figuras por
medio de la superposicion, conviene distinguir dos clases de
elementos. Unos cuya coincidencia puede verificarse siempre
en virtud de la hipdtesis del enunciado, y otros que dada la
coincidencia de los primeros y las condiciones supuestas en
las figuras, necesariamente deben coincidir, si las figaras son
iguales. En la necesidad de la coincidencia de estos tltimos,
estriba la fuerza de la demostracion.

La verdad de esta doctrina, puede comprobarla el lector
examinando los teoremas anteriores, en que se ha empleado
la superposicion; y al reflexionar sobre ella, podrd aplicarla
con mayor facilidad y exactitud en los siguientes teoremas.

124. Dos tridngulos que coinciden al superponerlos son
iguales.

‘Los elementos (lados y dngulos) que coinciden en la super-
posicion son iguales, y se llaman komalogos.

Si dos tridngulos tienen los tres dngulos y los tres lados
del uno respectivamente iguales 4 los tres dngulos y los tres
lados del otro, y se superponen convenientemente, coinciden y
por consiguiente son iguales.

TEOREMA LXXI

135. Si dos triangulos ABC y A‘BC (fig.* 128) tienen
un dngulo del uno igual & un dangulo del otro (A = A*) y los dos
lados que forman el primero respectivamente iguales & los dos
lados que forman el sequndo (AB — A‘B*, AC = A‘O’); di-
chos tridmgulos son iguales.

En efecto; superponiendo el A‘B‘C‘ sobre el ABC de
modo que A* C se confunda con AC, y el punto B‘ caiga al
mismo lado de AC que el punto B, lo cual puede verificarse
siempre, el lado A ‘B tomari necesariamente la direccion AB,
por la igualdad de los dngulos A y A% y el punto B¢ caerd
sobre B, por la igualdad de los lados A‘B‘ y AB. De modo
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que las tres vértices A<, B¢, C¢, se han confundido respectiva-
mente, con los A,B,C, y por conswulente los tridngulos han
comc1d1do y son 1guales C.C E E

TEOREMA LXXII
g N\!‘

126. Si dos tridngulos ABC y ABC:, (fig.* 128) tidnen
wun lado del uno igual & un lado del ofro (AC = A°C*), y res-
pectivamente iguales los dngulos. adyacentes & dichos lados
(A= 4, C= C"), dichos triagngulos son iguales.

En efecto; superponiendo el tridngulo ABC, sobre el
A‘B‘C‘ de modo que A'C‘ se confunda con AC. y el punto B¢
caiga al mismo lado de AC, que el punto B, (lo cual puede
verificarse siempre), el lado A‘B necesariamente tomara la
direccion AB por laigualdad de los angulos A y A¢, y el C‘B¢
tomard la direccion CB, por la igualdad de los anguios C’ y C,
Y por consiguiente B‘ caerd precisamente en un punto del
lado AB, y tambien en un punto del lado CB; luego forzosa-

mente se confundird con B. De modo, que los tres vértices

A‘B‘CY se han confundido respectivamente con los A, B, C,
y por lo tanto han coincidido los tridngulos.

TEOREMA LXXill

127. 8i dos tridngulos ABC, A'B'C* (fig.* 129) tienen
wn dngulo B > B, y los lados que forman el dngulo B res-
pectivamente iguales & los que forman el dngulo B (AB =
At B, BC = B*'C’), se vertficard que el lado' AC, opuesto al
dngulo mayor B, serd mayor que el lado A‘C‘; opuesto al
dngulo menor BE.

Bin efecto; colocando el tridngulo A’B’C¢ sobre el ABC, de
modo que A’B’ coincida con su igual AB, por ser el dngu-

lo B > B; el lado B'C¢ tomard una posicion intermedia en--

tre BA, y BO y el vértice C¢ caerd en D’, D” 6 D',

De modo gue el tridngalo A’B’C¢ tomard una de las tres
posiciones, ABD’, ABD”, ABD”’

En la primera posicion tendremos:

BO +0OC > BC, y AO + OD’ > AD¢
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Sumando ordenad\men'te estas desigqaldades, sera
- ~AC+ BD' > BC + AD’

y lest'md’d del primer miembro BD’, y del segundo su igual
BC, quedara

ZIAC = ADL GTAC S ARG

C.C. BE.E.
HEn la segunda posicion, es evidente que

AC > AD*6 AC > AC“ -

CJC. B. E.
Y en la tercera posicion, tendremos (120\

AC + CB > AD* 4 D“B,

y 1eqtando del primer mlembro BC, y del segundo su igunal
DB, quedu

s OGN
) . ACE > PAY (e

C. C. E. E.

128. kxaminando los dos teoremas LXXI y LXXIII se
descubre, que son dos proposiciones eontrarias, y por consi-
guiente (82) las recfprocas son verdaderas. Podremos pues
admitir sin demostracion los dos siguientes teoremas. :

TEOREMA LXXIV

8i dos tridngulos ABC y A B:C* (fig. 128) tienen respecti-
vamente iguales dos lados del uno & dos lados del otro (AB =
A‘B) (AC = A'C), yel tercer lado BC del uno igual tam-
bien al tercer lado del otro B (", el dngulo A opuesto al pri- .
mero, serd igual al A*, opuesto al sequndo.
* CoroLnarto. 8¢ dos tridngulos ARC, y A‘B'C¢ (fig. 130)
tienen respectivamente iguales los tres lados del uno & los tres
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lados del ctro; (AB = A'B', AC = A‘C‘, BC = B'(") di-
chos triangulos son iguales,

Puesto que segun el teorema anterior, tienen el dngulo A
del uno, ignal al A del otro, es decir, que tienen un angulo
del uno igual 4 un dngulo del otro (A = A), é ignales res-
pectivamente los lados que forman el dngulo A, y los que
formen el dngulo A¢ (AB = A'B¢, AC = A‘C) segun el teo-
rema LXXT son tridngulos iguales.

129. Este corolario puede demostrarse tambien directa-
mente.

Sean en efecto los tridngulos ABC y A‘B‘C‘ (fig. 130) en
los que suponemos

AC = A‘C
AB = A‘B’
BC — B'C:¢

Colocando el tridngulo A‘B'C< de modo que A‘C‘ coincida
con su igual AC, y que B‘ caiga en B‘‘, 4 distinto lado de
At que B, y uniendo B y B* con Ia recta BB‘‘, tendremos
(24 cor.) que AC es perpendicular & BB en su punto me-
dio O. Doblando ahora la figura por AC¢, OB tomard la di-
reccion OB, por ser rectos los angulos en O, y B coincidira
con B, por ser O punto medio-de BB¢. Habran pues coinci-
dido los tridngulos ABCy AB“C, y como AB“C esel A‘B‘C*
resulta que los tridngulos ABC y A‘B‘C* son iguales.

C. C. E. E.

TEOREMA LXXV

130. 8i dos triangulos ABC A‘ B* C* (fig. 131) tienen
dos lados del uno respectivamente iguales & dos lados del otro
(AB=A'B*, BC=D:("), y ¢l tercer lado del primero mayor
que el tercer lado del segundo (A C << A°C"), el angulo B opuesto
al lado mayor AC, serd mayor que el B opuesto al lado
menor A C*.

Este teorema es reciproco del LXXIII, y por ¢énsiguiente
verdadero.

131. De lo expuesto en este pirrafo se deduce, eviden-
temente, que dos tridngulos cuyos seis elementos, tres lados .
y tres dngulos, son respectivamente iguales, coinciden cuando
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se superponen convenientemente, y por consiguiente son
iguales. Pero si examinamos los teoremas LXXI, LXXII, y
el corolario del teorema LXXIV, vemos que basfa suponer
iguales respectivamente, tres de los seis elementos de dos
tridngulos, para que dichos tridngulos coincidan, debiendo
notar que entre los tres elementos que se suponen iguales,
hay siempre un lado.

Estas distintas condiciones suﬁozentes para que dos tridn-
gulos coincidan, se llaman en Geometria casos generales de
tgualdad de tridngulos que son tres, y pueden ennmerarse
brevemente diciendo:

Dos triangulos son igunales:

1.© Cuando tienen un dngulo igual, é iguales los lados
que lo forman.

2.2 Cuando tienen un lado igual, é iguales los dos cmgulos
adyacentes a dicho lado.

3.° Cuando tienen los tres lados tquales.

Demostrada la igualdad de dos tridngulos, se puede afir-
mar la de los dngulos y lados homélogos.

132. Cuando dos tridngulos son rectdngulos, como tienen
siempre un dngulo igual, el niimero de condiciones suficientes
es solamente dos. De modo que los casos de igualdad de los
triangulos, rectingulos, son los siguientes:

Dos tridngulos 1ectangulos soxn iguales: :

1.2 Cuaando tienen los dos catetos respectivamente iguales.

2 .° Cuando tienen la hipotenusa y un angulo agude res-
pectivamente iguales.

3.° Cuando tienen un cateto y un dngulo agudo iguales; y

4.° Cuando tienen la hipotenusa y un cateto respectiva-

mente iguales.

Los tres primeros casos, estin comprendidos en los casos
generales, per lo que no necesitan demostracion.

Para demostrar el cuarto caso: Supongamos (fig. 132)
BC = B:C'y BA = B*A‘.

Superponiendo el tridngnlo A*B‘C*; y el ABC, de modo
que BfA‘se confunda con BA. y C¢ caiga al mismo lado
de BA que C; A‘C* tomara la direccion AC, por la igualdad
de los angulos Ay A5 y como B‘C¢ y BC serédn oblIcuas é
iguales, se separardn 1gualmente del pié A dela perpendlcu-
lar BA; luego C¢ caerd sobre C ¥ por consiguiente los tridn-
gulos coincidiran.
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CAPITULO 1II

DE LOS CUADRILATEROS

133. La porcion de plano limitada per las cuatro rectas
AB. BC, CD, DA, (fig 133%) es un cuadrilitero, que se de-
signa por las cuatro letras A,B, C,D, expresadas ordenada-
mente, de modo que cada dos letras counsecutivas, pertenez-
can 4 la misma recta.

« Las cuatro partes AB, BO, CD, D\, de las rectas, que
forman el cuadrildtero A3 CD, se llamn lados del cuadri-
latero, y los cuatro dngulos, A, B, C, D, formados por dichos
lados, son los cuatro dugulos del cuadrildtero.

Los lados.AB y DC que no tienen ningun punto comun,
son lados opuestos, y los AB y BC que tienen un punto co-
mun, son lados contiguos. '

- Los dngulos B y D que no tienen ningun lado comun, son
dngelos opuestos, y los B y C que tienen un lado comun BC
son dngulos contiguos.

Base de un cuadrilitero ABCD, es uno cualquiera de sus
lados, y altura es la perpendicular BM trazada 4 la base
desde el vértice B mds alcjado de la base. :

Perimetro 6 contorno, es la suma de sus cuatro lados.

La recta BD que une dos vértices no contiguos, se lla-
ma diagonal.

TEOREMA LXXVI

134. La suma de los cuatro dngulos A,B,C,D. (fig. 134)
de un cuadrildtero ABCD, es igual & cuatro dngulos rectos.

En efecto: trazando la diagonal AD, tendremos los dos
tridngulos ACD y aBD, cayos seis dugulos, componen jus-
tamente los cuatro del cuadrildtero; pero (116) la suma de
los seis dngulos de dichos tridngulos, esigual 4 cuatro rec-
tas; luego la de los cuatro 4angulos del cunadrildtero, serd
igual tambien 4 cuatro rectos. C. C. E. E.

135.  Cuadrildtero inscripto-en un circulo, es el que tiene
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sus cuatro vértices én la circunferencia. En este caso el
circulo estd circunscripto al cuadrildtero.

« Cuadrildtero circunscripto & un circulo, es aquel cuyos
cuatro lados son tangentes al circulo. En este caso el circulo
esia inseripto en el cuadnlatero
- En la (fig. 135), el cnadrilitero ABCD, 'estd inscripto en
el crculo O, y el eirculo O circunscripto al (,uadrllatelo
ABCD; y el cuadrildtero A*B‘C*D:* estd circunseripto al cir-
culo O* y éste inscripto en el cuadrilitero A<B‘C‘D¢.

o
TEOREMA LXXVII, f\

136 En todo cuadriltero amcmplo, ABCD, (fig. 135)
los dngulos opuestos son sup/ementm 208.

En efécto; los angulos Op}ﬂK’tOﬂ A"y C, por ser inscriptos,
é interceptar entre sus 1400s respectivamente los ar 'COS
BCD y BAD. que componen-toda la circunferencia, (59) tie-
nen por medida media civeunferencia; luego son suplemr-nta,-
rios. Lo mismo sucede con los otros éngulos opuestos B y D;
luego el teorema es verdadero.

TEOREMA LXXVIil

- 137. 8i los dngulos opuestos de un cuadrilitero ABCD
(fig. 136) son suplementarios, la circunferencia que pasa por
tres cualesquiera de sus vertices A,B,C, pasard forzosamente
por. el vértice D.

i efecto; supongamos que en el caadrilitero ABCD se
verifica

angulo A - dngulo C := 2 rectos
6 éngulo B - dngulo D = 2 rectos

Si hacemos pasar una circunferencia por los tres vértices
A, B, yC, lo cual siempre es posible, forzosa.mente ha de
pasar por D.

Qupongamos que D quede fuera de la circunferencia,y que
ésta corte 4 la recta AD en el punto D¢, Trazando la Gy,



74 (GEOMETRIA

el cuadrilitero ABCD¢ estard inscriptoen la cirennferencia
¥ por consiguiente segun el teorema anterior, el dngulo B sera
suplemento del AD*C; pero por hipétesis, el dngulo B, es su-
plemento del ADC; luego los dngulos AD‘C y ADC deberdn
ser iguales Pero esto es imposible (116 cor. 1.%); luego el vér-
tice D, no puede quedar fuera de la circunferencia. Del mis-
mo modo se probaria que no puede quedar dentro y pasar
por D punto de la recta AD¢. Si pues el vértice D, no pue-
de quedar fuera ni dentro de la circunferencia, estard en la
circunferencia. C. C. E. E
Este teorema es reciproco del anterior.

TEOREMA LXXIX

138. Ewntodo cuadrilatero MNPQ (fig. 137) circunscripto
@ un circulo, la suma de dos lados opuestos es igual & la suma
de los otros dos (MN + QP = MQ -+ NP.)

En efecto; sabemos (122 escolio) que

MB = MA
NB:NC{
QD = QA
PB=—CPE:

Sumando ordenadamente estas cuatro igualdades, tendre-
mos

MB -+ NB - QD + PD = MA 4 NC + QA -+ PC,
de donde
MN + QP = MQ-{—NP. C.C.E.E.

TEOREMA LXXX

139. Todo cuadrilitero ABCD (fig. 138) en el que se ve-
rifica que la suma de dos lados opuestos, es igual 4 la de los
otros dos (AB -+ CD = AD —+ BC(), se puede circunseribir &
un circulo.

En efecto; trazando las bisectrices de los dngulos A y B,
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as se encuentran %é) en un punto O, equidistante de los
ires lados AB, AD, y B©. Si trazamos pues, una circunfe-
‘encia, cuyo centro sea O, y cuyo radio gea la distancia OR,
de O, 4 uno cualquiera de dichos tres lados, éstos seran tan-
“oentes 4 la circunferencia trazada.

Pero ésta, forzosamente ha de pasar por S extremo de la
istancia de O, al lado DC; porque si suponemos que pasara
or el punto T .de dicha. distancia, y situado dentro del cua-
~ drildtero, trazando la HQ paralela al lado DC, tendremos el
* cuadrilitero ABQH, circunseripto al cireulo O; y por lo de-
ostrado en el teorema directo se verificara,

AH 4 BQ = AB -} HQ;
ero por hipétesis tenemos
AD + BC=AB 4 DC.
Restando ordenadamente de esta igualdad la anterior, sera
k- HD 4 QC = DC — HQ
" do donde DC = HD +HQ + QC

. lo que es imposible. (4)
- Del mismo modo se probaria que no puede la circunferen-
~ ciacortar 4 la pc-rpendlcula.n O3 en un punto exterior al cna-

140. El cuadrilatero ABCD {fig 139) en el que Tos lados
opuestos no son paralelos; (AD no es paralelo 4 BC, ni AB es
paralelo & DC;) se llama frapezoide.

4 El cuadrilitero A‘B*C:D‘ en el que los lados opuestos
_ A‘B‘y C-'D¢son paralelos, y los otros dos A’C‘y B D¢, no
lo son, se llama {rapecio.

El cuadrilitero A“B“CD* en el que los lados opues-
tos A‘“B'‘y CD¢* son paralelos, y los otros dos A¢*C** y
B“D* lo son tambien, se llaman paralelogramo.

Resulta pues,

Que los cuadrildteros se dividen en trapezoides, trapecios y
paralelogramos.

Trapezoide es un cuadrildtero, en el que ningun lado es pa-
ralelo & otro.

drildtero, luego pasard por S. C. C. E. E. S
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T'rapecio, es un cuadrildcero, que tiene dos ldados opuestos
paralelos, y los otros dos no lo son.

Paralelogramo, es un cuadrilitero, en el que los lados opues-
tos son paralelos.

. Bl paralelogramo & su vez se divide en romhoids que tiene
dos lados mas largos que los otros dos, y cuyos angulos no son
rectos; rombo que tiene los cuatro lados iquales, y cuyns angu-
- los mo son rectos; rectangulo que tiene dos lados. mas largos que
dos otros dos, y cuyos angulos son rectos; y cuadrado que tiene
dos cuatro lados iguales, y cuyos angulos son rectos.

TEOREMA LXXXI

141. Todo cuadrildtero, ABCD, (fig. 140,) cuyos lados
opuestos son iguales (AB.= (D, AD = BC) es un para-
delogramo . ;

En efecto; trazando la “diagonal DB, se forman los tridn-
gulos ADB y CDB iguales, por tener un lado comun DB, é
iguales respectivamente los ot 08 dos (48). De la igualdad de
estos tridngulos se deduce

dngnlo ABD = 4ngulo CDB.
angulo ADB = angulo DBC; luego (40)

AB es paralela 4 DC, y AD es paralela 4 BC; y por consi-
guiente (140) el cuadrildtero ABCD, es un paralelogra-
mo. C. C. E. E.

TEOREMA LXXXII

142 Todo cuadrilitero ABRCD (fig. 141) cuyos cingulos
opuestos sen iguales, (A = (. D = B) es un paralelogramo.
En efecto; sabemos (134) que

A + B + C 4 D = 4 rectos
¥y puesto que por hipétesis se tiene

Al S @

D = B.
serd 2A + 2B = 4 rectos
; 2A + 2D = 4 rectos
6 L A 4+ B = 2 rectos
A 4 D = 2 rectos
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onde (43) AD es paralelo al BC, y AB es paralelo 4 DC.
nego el cuadrildtero ABCD es un paralelégramo.

.~ TEOREMA LXXXIII

En efeeto; trazando la diagonal DB, se forman los tridn-
los ADB y DCB iguales, pues AB — DG, DB es comun y
dngulo ABD es igual al dngulo BDC.

De la igualdad de estos tridngulos se deduce,

dangulo ADB = angulo CBD.

Liuego (40) el lado AD es tambien panalelo al BC, y por lo-
nto el cuadrilitero ABCD es un paralelégramo, conforme
| con el enunciado.

TEOREMA LXXXIV

144. Todo cuadrildtero ABCD (fig. 142) cuyas diagona-
s se cortan en su punto medio, es un paralelogramo.
Puesto que se supone DO = OB; y AO = OC; los tridn-
ulos AOB y DOC seran iguales (131 1.°) y tendrdn

dngulo ABO = édngulo CDO
'~ de donde - AB ser paralela 4 DC.

Pero tambien serdn iguales los tridngulos AOD y BOC
3 que tendrdn

angulo CAD = éngulo BCA
_ de donde AD serd paralela & BC

- Luego el cuadrildtero "ABCD es un paxalelégramo confor-
'; e con el enunciado.
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TEOREMA LXXXYV

145. En todo pardlelégramo ABCD (fig. 142) las diago-
nales AC y BD, se cortan por su punto medio.

En efecto; los tridngulos AOB y DOC, son iguales por
tener ,

AB = DC
angulo OAB = dngulo OCD
angulo ODC = angulo ABO.

Luego serdn
0A = 0C

0D = OB

C.C.E. E.

Este teorema es reciproco del aaterior.

146. CoroLARI0.—S7 por el punto O (fig. 143) de inter-
seccion de las dos diagonales AC y BD de un paralels-
gramo ABCD, se traza una secante MN; las partes OM y
ON comprendidas entre O y el perimetro del paralelo-
gramo, son iguales. :

Esto se deduce facilmente de la igualdad de los tridngulos
AOM y CON. :

El punto O interseccion de las dos diagonales de uv para-
lelégramo, se llama centro del paralelégramo.

Centro de una figura es el punto que divide en dos partes
iguales, 4 toda secante que pase por dicho punto, y esté limi-
tada por el perfmetro de la figura.

147. Facilmente se demuestra que ;

Las diagonales de un romboide son desiguales y se
cortan oblicuamente.

Las diagonales de un rombo son desiguales y se cortan
perpendicularmente.

Las diagonales de un rectdngulo son iguales y se cor-
ton oblicuamente.

Las diagonales de un cuadrado son iguales y se cortan
perpendicularmente.
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Y reciprocamente (82)
Todo paralelogramo cuyas diagonales son desiguales

. se corlan oblicuamente, es un romboide.

Todo paralelogramo, cuyas diagonales son desiguales

Ly se cortan perpendicularmente, es un rombo

Todo paralelogramo, cuyas diagonales son iguales y
se cortan oblicuamente, es un rectangulo . _

Todo paralelogramo, cuyas diagonales son iguales y
se cortan perpendicularmente, es un cuadrado.

148. De lo dicho (136, 137, 138, 139, se deduce que

El romboide no es inscriptible, ni circunscriptible al
circulo. :

El rombo es circunscriptible; pero no inscriptible en
el circulo. .

El rectdngulo es inscriptible, pero no circunscriptible
al circulo

El cuadrado es inscriptible y circunscriptible al circulo.

149. Haciendo aplicacion de lo dicho (123,) sobre la'su-
perposicion de las figuras, podemos establecer, que,

Dos cuadriliteros que coinciden al superponerlos son igua-
les, y los lados y dngulos que coinciden en la superposicion,
se llaman homélogos.

Es evidente que los elementos homdlogos (lados y dangulos)
de los cudrildteros iguales, son tambien igunales.

Si dos cuadrildteros, tienen sus ocho elementos (cuatro
lados y cuatro dngulos) respectivamente iguales y colocados
en el mismo 6rden; son evidentemente superponibles, y por
consiguiente ignales.

Lo mismo que en los tridngulos, basta suponer ignales
algunos de los ocho elementos de los cuadrilateros, para que
forzosamente sean superponibles y por consiguiente iguales.

Las distintas condiciones suficientes para que dos cua-
drildteros sean superponibles, (1) son los casos de igualdad
de cuadrildteros. Su exdmen carece de importancia, por lo
que lo suprimimos. -

150. Es facil demostrar que

1.0 Dos romboides ABCD, A‘B'C‘D: (fig. 144) que
tienen un dngulo igual (dngulo ABC = dngulo AB‘C*)

(1) Al decir que dos figuras son ‘supeipombles, se quiere expresar,
que pueden coincidir por superposicion.
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éiguales los lados que forman este dngulo, (48 = A‘B,
BC = B*(.) son superponibles.

2.° Que dos rombos ABCD A*B'C:Ds (fig. 145) que
lienen un dngulo igual fdngulo AB( = dngulo A*B*C)
é igual un lado (A8 — A‘B") son superponibles.

3.° Que dos rectdngulos ABCD, A°B*C*D* (fig. 146)
que tienen dos lados contiguos iguales (AB — A‘B,
BC == B*C*} son superponibles

Que dos cuadrados ABCD, A‘BC D (fig. 147)

que tienen un lado igual (AB = A‘B*) son superponibles.

CAPITULO 111

DE LOS POLIGONOS EN GENERAL

151. La porcion de plano (fig. 148) limitada por las rec-
tas AB, BC, CD, DE, EF, FA, es un poligono.. Estas
rectas son los lados del pO]lO‘ODO (1). Angulos de un poligo-
no, son los formados por dos lados consecutivos del poligono.

Para designar un poligono, se expresau ordenadamente
las letras situadas en los vértices de sus dngulos (vértices del
poligono), de modo, que cada dos letras consecutivas indi-
quen puntos de un mismo lado.

El poligono (fig." 148) se expresa diciendo poligono
ABCDEF.

Contorno 6 perz’metro de un poligono, es la suma de
sus lados.

Base de un poligono, puede ser uno cualquiera de sus .
lados, y altura, es la perpendicular bajada 4 la base, desde
el vértice mis distante de dicha base.

Los poligonos se clasifican segun el nimero  de lados, y
reciben los nombres de

triangulo si tiene tres lados
cuadrilatero > » cuatro lados
pentdgono » » cinco lados

(1) _En rigor los lados del poligono, no son las rectas indefinidas que
lo !imitan, sino las partes AB,BC,CD... de'dichas rectas indefinidas.
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. ex4gono si tiene seis lados
eptdgono » » siete lados
octégono » » ocho lados
enedgono - DI » nueve lados
decdgono » » diez lados,
dodecégono 5 » doce lados
pentadecigono » » quince lados

los demds no tienen nombre especial y se denominan, poli-
gono de trece lados, de catorce lados, ete. ete.

Un poligono se llama convexo, cuando su perimetro no
puede ser cortado por una recta en mds de dos puntos, y
concavo cuando su perimetro, puede ser cortado por una
recta en mas de dos puntos.

El poligono ABCDEF (fig. 148) es convexo, y el ABC
DEF (fig. 149) es céncavo.

En el poligono convexo, todos los 4ngulos son sahentes,y
en el concavo, uno 6 mds dngulos son entrantes.

El dngulo C del poligono céneavo ABCDEF (fig. 149) es
entrante, y comprende todo el espacio angular, que necesita
recorrer el lado CB en el sentido que indica la figura, para
confundirse con el lado CD.

En esta obra solo estudiaremos los pohgouos CONVEXO0S.

152. Diagonal de un poligono, es la recta que une dos
vértices no consecutivos

Las rectas FB, FA, FC, FD, (fig. 148) son diagonales.

TEOREMA LXXXVI

En un poligono de n lados, el mimero de dmg onales que
n(n—3)

2

En efecto; desde cada vértice del poligono se pueden tra-
zar n — 3 diagonales; y como hay n vertices, se podrdn tra-
zar n (n — 3) diagonales; pero como cada diagonal une dos
vértices del poligono, cada dos dlngllaleS se confunden; lue-
go el nimero de diagonales distintas serd la mitad de » (11—3)
CoCUR e,

153. Un poligono se puede descomponm en tantos tridn-

6

se pueden (razar es
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gulos como lados tiene el poligono, y tambien en tantos tridn-
gulos como lados tiene menos dos.

Trazando desde un punto O inteérior del poligono, ABCDE
(fig. 150) las rectas OA, OB, OC, OD, OE 4 todos.los vér -
tices, resultardn tantos tridngulos'como lados tiene el poli-
gono. _

Trazando desde un vértice F del polfgono ABCDEF (figu-
ra 148) las diagonales FB, FC, FD, 4 todos los vértices me-
nos 4 los dos contiguos A y E. resulta descompuesto el poli-
gono en tantos triangulos como lados tiene menos dos.

TEOREMA LXXXYVII

154. La suma de los dngulos de un poligono cualguie-
ra ABCDEF, (fig 148) es igual d tantas veces dos reclos,
como lados tiene el poligono menos dos.

En efecto; descomponiendo este poligono en tantos trian-
gulos como [ados tiene el poligono menos dos, la suma de los
angulos de todos éstos n — 2 tridngulos, sord (116)n — 2
veces dos rectos, y como la suma de los dngulos de estos
tridngulos, es precisamente igual 4 la suma de los dngulos
del poligono, resnlta que esta suma es igual 4 tantas veces
dos rectos como lados tiene el poligono menos dos

Llamando S 4 la suma de los dugulos de nn poligono de 7
lados, y tomando el angulo recto por unidad, serd

S=m—2)2

CororArIo 1.° En un poligono equidngulo, llamando A al
valor de un dngulo cualquiera del poligono, serd

(n—2)2
o

A —

CoroLARIO 2.° De la formula
S=(mn—2)2 :

se deduce facilmente, que:
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La suma de los dngulos de un tridngulo = 2 rectos
id. id. de un cuadrildtero == 4 rectos
Cid id. de un pentigono = 6 rectos

~ y asi sucesivamente.
Y tambien

angulo de un tridngulo equidngulo = 60°
id. cuadrilatero equidngulo = 90°
id. pentdgono equidngulo = 108°
id. " exdgono equidngulo = 120°

gtc., ete. \

Escorio: Examinando la férmula
=)0
e (n ) ;
n

vemos que A es funcion de n, es decir, que el valor del 4ngulo de un po-
ligono regular, depende del nimero de lados del poligono. Para apreciar
las alteraciones que en el valor de A producen las variaciones del va-
lor de %, haremos las siguientes transformaciones: :

99 o — 4 4
o (n—2) Ll =92 — ——: de donde
n n %

i
E )
Si suponemos en esta formula que 2 aumenta, disminuir4 el valor de
S : 4 el
la fraccion —, que es el sustraendo de la resta 2 — —; v si dismi-
n n

nuye el sustraendo, aumentara el resto A.
Luego si aumenta el namero de lados de un pohorono regular, aumen-
ta el valor del angulo.

4
_ Ademas, segun dicha férmula, por muy grande que sea n, Ttendré

algun valor, por consiguiente A serd menor que 2 rectos. .

Luego el valor del angulo de un poligono regular, aunque aumenta &
medida que es mayor el namero de lados, no puede llegar 4 valer dos
dngulos rectos.

Angulo externo de un poligono, es el formado por uno de
sus lados y la prolongacion de otro contiguo al primero.
CDM es un dngulo externo del poligono ABCDE. (fig. 151).
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TEOREMA LXXXYVIII

. 155. Sise pro/ongan los lados de un poligono AB(C DF
(fig. 151) todos en el mismo sentido, la swma de los dngu-
los ewternos formados, es igual d cuatro reclos.

En efecto; cada dngulo extetno es suplementario del in-
terno adyacente; la suma pues de los angulos internos y ex-
ternos del poligono, serd n veces dos rectos, es decir, que el
nimero de rectos de esta suma estard expresado por 2#z; qui-
tando de esta suma la de los internos (# — 2) 2, serd )

M — m—22=2n—2n+4=4

Luego la suma de los dngulos externos de un poligono, es
igual 4 cuatro rectos.

Cororario. Un poligono no puede tener mas de tres an-
gulos agudos; porque si.los tuviera, la suma de los externos
valdria més de cuatro rectos, contra lo que se ha demostrado.

156. Poligonos iguales, son los que pueden coincidir
por superposicion; es decir, los que son superponibles. *

Dos poligonos superponibles, tienen respectivamente igua-
les, y colocados en el mismo drden, los lados y los dngulos.

Los lados, y los dngulos, de dos poligonos iguales, que
coinciden en la superposicion, se llaman homélogos. De modo,
que los dngunlos homdlogos de dos polloonos lguales son res-
pectivamente iguales.

Dos poligonos, que tienen sus lados y sus dngulos respec-
tivamente iguales, y colocados en el mismo 6rden, son evi-
dentemente superponibles 6 iguales.

Asf como hemos visto en los tridngulos, que basta suponer
iguales algunos de sus elementos, para que forzosamente lo
sean los demds; en los poligonos en general, basta tambien
suponer ignales algunos de sus elementos, en ciertas condi-
ciones, para que los demas lo sean forzosamente. De modo,
que cuando se suponen ciertas condiciones en parte de los
elementos de dos poligonos, éstos son superponibles.

Las eondiciones suficientes, para que dos poligonos sean
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.‘superponibles, constituyen los cases de igualdad de poli-
- gonos. . 47 : :

. Bl exdimen de estas condiciones carece de importancia, por
~ Jo que prescindimos de é] limitdndonos 4 considerar solo el
.~ siguiente caso de igualdad de poligonos.

3

TEOREMA LXXXIX

157. Dos poligonos cualesquiera ABCDEF, A BC-D*
E‘F (fig. 152) descompuestos en el mismo mimero de

iridngulos iguales y colocados del mismo modo, son

1guales.

.~ En efecto; superponiendo los tridngulos iguales A‘FE¢,
AVYE, coincidirdn los tres vértices A¢, F* y E* del primero,
respectivamente con los vértices A, F, E del segundo. Ha-
biendo coincidido A‘con A, y E con E, eomo los tridngu-
los DAE y D A‘E“son iguales y estdn colocados del mismo
modo, el vértice D¢ caerd precisamente sobre D Del mismo
modo probarfamos que C* caerd’ sobre C, y B sobre B; de
modo que los dos poligonos han coincidido por superposicion;
luego son iguales.

Escorio 1.° Notese que dos poligonos superponibles, se pueden des-
componer en el mismo nimero de tridngulos iguales y colocados del
mismo modo.

; 5 ’ n (n—3)

Escorio 2.° Todo poligono de # lados; tiene » dngulos y ———
diagonales. Los lados, los dngulos y las diagonales son elementos del
poligono. Si examinamos el enunciado del teorema anterior, vemos, que
los elementos que se suponen iguales, al suponer la igualdad de los
# — 2 tridngulos en que se hallan descompuestos los dos poligonos, son
tres elementos del primer tridngulo supuesto igual, y dos de cada uno
de los demds, es decir s

34+2mn—8)=3-+2n—6=2n—3

" Del exémen de otros casos de igualdad, se deduce que se necesitan
siempre 2% — 3 elementos iguales en cada caso de igualdad de poli-
gonos, lo que nos conduce a establecer, que se necesita suponer 2n — 3
elementos iguales en cada caso de igualdad de poligonos. '
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CAPITULO IV
PROBLEMAS

PROBLEMA XX

158. Construir un Iridngulo, dados dos lados b y c,
(fig. 153) y el dngulo comprend.do A. (1)

Sobre la recta indefinida AB, se toma una parte AB igual
d c, uno de los lados dados, se eonstruye un dngulo BAC
igual al dngulo dado A, y se toma desde A en el otro lado
una parte AC ignal 4 5. Se unen los puntos C, B, por una rec-
ta; y tendremos el tridngulo ABC, que satisface las condicio-
nes del problema.

Este problema, es posible cualquiera que sea el valor de
los datos.

PROBLEMA XXI

159.  Construir un tridngulo. dados un lado c (fig. 154)
¥ los dos dngulos A, B, adyacentes d dicho lado.

Sobre una recta indefinidz, se toma una parte AB, igual
al lado dado c; por los puntos A y B se trazan rectas, que

forman con AB dos angulos; uno CAB igual &4 A, y otro ABC

igual 4 B. Se pmlonvan estas rectas hasta que se corten, y
el tridngulo ABC, serd el tridugulo perdido.

Este problema es imposible, cuando la suma de los angu-
los dados es ignal 6 mayor que dos rectos.

PROBLEMA XXII

160.  Construir un tridngulo, dados dos dngulos y el
lado opuesto d uno de los angulos dados.

(1) Ordinariamente se representan los tres angulos del tridngulo,
por las lefras A, B y C, y sus lados respectivamente opuestos, por las
a, byec. Angulo complendldo entre dos lados, es el formado por ellos.
Angulos adyacentes 4 un lado de un trmngulo, son los que tienen su
vértice en los extremos de este lado.
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. Hallando el otro dngulo, suplemento de los dados, queda
- reducido este caso al anterior.

PROBLEMA XXIII

161. Construir un lridngulo dados los tres lados a, b
¥ c. (fig. 155)

Sobre una recta indefinida se toma una parte AB igual 4
uno de los lados ¢. Haciendo centro en A con un radio igual
4 otro de los lados &, se traza un arco ind-finido, y con un
radio igual al tercer lado a, haciendo centro en B, se traza
un arco que corte al anterior ya trazado. Se une el punto de
interseccion C con los A y B, y tendremos el tridngulo ABC,
cuyos lados son respectivamente iguales a los dados.

keste problema es imposible, cuando uno de los lados dados
es mayor que la suma de los otros dos. :

PROBLEMA XXIV.

162. Construir un tridngulo, dados dos lados a y b
(fig. 156) y el dngulo A, opuesto d uno de dichos lados

Por el extremo A de la recta indefinida AB, se traza la
AC, que forme con la anterior, un dngulo igual al dado. Se
toma en esta recta, una parte AC ignal al lado b adyacente
al dngulo dado, y ahora haciendo centro en el extremo C del
lado & con un radio g, igual al lado opuesto, se traza un
arco, que cortard a la recta indefinida AB en el punto B. Se
traza la recta CB, y tendremos construido el tridngulo ABC,
que satisface las condiciones del problema.

Discusion. Distinguiremos en este problema tres casos:
1.° Cuando el éangulo dado A es obtuso. 2° Cuando el dngulo dado
A es recto. 3.° Cuando el dngulo dado A es agudo.

“Primer caso: Cuando el dngulo dado A (fig. 157) es obtuso, es nece-
sario, para que el problema sea posible, que el lado opuesto @, sea ma-
yor que el adyacente b; y es claro, que siguiendo la construccion antes
expuesta, haciendo centro en (, extremo del lado adyacente b, con un
radio @ mayor que b, forzosamente el arco trazado cortard al lado AB
en un punto B mds distante que A, del pie O de la perpendicu ar CO,
4 la AB. Luego siempre ‘se podrd construir un tridngulo CAB, que sa- -
tisfaga las condiciones del problema. Ademads solo se podra construir
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un tridngulo CAB, que satisfaga el problema, porque la circunferencia
cuyo radio es @, y cuyo centro es C, solo cortara 4 la'AB en otro pun=
to B v el tria’mgulo C B‘A, aunque tiene dos lados CA y CBf respecti-
vamente iguales 4 b vy 4 a, el angulo opuesto al lado B‘G = @, no es
el angulo dado Aj; sino su suplementauo v por consiguiente dicho tridn-
gulo C B‘A, no es solucion del problema.

Segundo caso: Cluando el angulo dado A (fig. 158) es recto, exije

tambien la posibilidad del problema, que sea a > b. Siguiendo la cons— G

truccion expuesta al prineipio, haciendo centro en C extremo del lado
adyacente b, con un radio @, mayor que b, el arco cortara forzosaménte
dla AB, en un punto B, y tendremos un m;ingulo CAB, que satisface el
problema. Ahora, del mismo modo que enel cas g teum se formard
otro trlangulo C B‘A cuyos lados CA, y CB¢ son' respectlvamente igua-
les 4 by 4 a lados dados v el dngulo CAB suplemento del dado A.

Pero siendo A recto; su- suplemento tambien serd recto, de modo que
el tridngulo B‘CA tiene dos lados CA, y CBY, iguales 4 los dados, y el
angulo CAB‘ opuesto al CB‘ igual al angulo dado A.

Tercer caso: Cuando el angulo dado A sea agudo, el lado opuesto «
podrd ser mayor, menor 6 igual que b. !

Si @ > b, siguiendo la construccion primera (ﬁg 159), se vé facil-
mente, que el problema es siempre posible, y no tiene mas que una so-
]uclon, el triangulo CBA.

Si @ = b, siguiendo la misma constlucmon fig. 160} se vé tambien,
que el ploblema es posible, y que no tiene mas soluclon, que el trian-
gulo, CAB.

Sia < b, vemos fig. 161) que si & es mayor que la perpendlcular
CO, sloulendo la misma construeccion, se formaran dos triangulos CAB,
Y. CAB‘, que satisfacen el problema, de manera que resultan dos solu-
ciones.

Si el lado opuesto @ es igual 4 la perpendicular CO, hallaremos, si<
guiendo la misma construccion, el tridngulo CAO, anica solucion del
problema.

Y por fin, si el lado dado @ es menor que la perpendicular CO, ten-
dremos, que si haciendo centro en C, extremo del lado adyacente b, con
un radio a (lado: opuesto) trazamos un arco, éste no puede cortar ni
tocar 4 larecta AB, y por consiguiente el problema es imposible.

/

PROBLEMA XXV

163. Coustruir un paralelégramo, dados dos lados
ay b, y el dngulo comprendido M. (fig. 162).

Trdcese una recta G igual 4 uno de los lados a, por el
extremo C, de ésta formese un dngulo ACD, igual al dngulo
dado M; desde el vértice C tomese en el lado CA, una parte
CA igual al otro lado & Ahora haciendo centro en A y D,
-con radios respectivamente ignales 4 a y 4 b, tracense dos
arcos y desde el punto de interseccion B de estos arcos, tra-
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cense las rectas BA y BD; y tendremos el paralelégramo pe -
dido.

Escorro. Obsérvese, que el rombo queda determinado,
con los dos elementos, un lado y un dngulo, 6 las dos dia-
gonales. El rectingulo, con dos lados, 6 con una diagonal y
el dngulo que forman las diagonales; y el cuadrado, con un
solo elemento. un lado 6 una diagonal.

Pueden, segun esto, proponerse los siguientes problemas,
cuya resolucion omitimos, porque el lector la hallara con fa-
cilidad.

Construir un rombo dados un lado y un dngulo.

Construir un rombo, dadas lis diagonales

Construir un reclangu/o dados dos lados no opuestos.

Construir un recldngulo, dad- el angulo que forman
las dzagonales v la longitud de éstas. -

Construir un cuadrado, dado un laa’o

Construir un cuadrado, dada la diagonal. -

PROBLEMA XXYVI

164. Counstruir un poligono idéntico. d oiro dado
ABCDE (fig. 163)
Desde los vértices A, B, ¢, D, E, del poligono dado, tra-

- cense las rectas AA, BB, C¢¢ EE: y DD¢, iguales y para-

lelas entre sf, inanse ordenadamente por medio de rectas,
los puntes Ay B, By C', C:y D, D'y E, B y A'; y ten-
dremos el poligono, A‘B'C:D) E* idéntico al dado.

lin efecto; si superponemos, por supenposlcmn directa el
poligono A* B:CD* Ei, sobre el ABCDE, consegulremos facil-

~ mente que coincidan, por tener todos sus lados y angulos

respectiva y ordwnaMmante iguales.
OTRrA CONSTRUCCION. Sea el poligono dado ABCDE, (figu-
ra 161) para construir otro idéntico, se le des('ompone en

5 triangulos por medio de las dl.ngunales ACy AD; y despues

se construyen sucesivamente los tridangulos A‘B'e:, A‘C*'D y
A‘D'E, iguales 4 los tridngulos del dado y colocados del mis-
mo modo, y tendremos al poligono A‘B‘C‘D‘E‘ que coineidira
efectivamente con el dado por superposicion directa.
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PROBLEMA XXYVII

- 165.  Construir unpoligono igual d otro dado ABCDZ,
(fig. 165) dados un lado AB y las distancias de los extre-
mos de esle lado. d todos los demds vértices del poligono.

Tomando sobre una recta indefinida, una parte A'B' = A B,
se determinan por medio de la construccion de un triangulo
cuando se dan los tres lados, (161) los puntos C', D* y E'; se
unen por medio de rectzs los puntos Bty C¢, ¢y D¢, D‘y E,
Bty A, y quedard construido el poligono A‘B‘C:D‘E* idénti-
co al dado. '

En efecto; es ficil hacer coineidir los poligonos por super-
posicion.




LIBRO IIT

DE LA SEMEJANZA DE LAS FIGURAS

CAPITULO 1
DE LAS LINEAS PROPORCIONALESV

- 166. Sabemos (83) que el dngulo central y suarco co-
rrespondiente, son cantidades dependientes la una de la otra,
y que esta dependencia es de proporcionalidad (86); es decir,
que si A y B son dos dngulos centrales, y Ay B- sus arcos
correspondientes trazados con el mismo radio, se verificard
la proporcion

AiA
B e

En general, si las magnitudes geométricas, M y M¢ son
proporcionalmente dependientes la una de la otra (Algebra
260), dos valores A y B de M, y otros dos valores A® y 3¢ de
M:* respectivamente correspondientes 4 los primeros, forma-
ran la proporcion (Algebra 261).

A Af A B¢

S 6 =

Bl Bt B A

segun que las magnitudes M y M¢ sean directa 6 inversa-
mente proporcionales.

Ahora si medimos A y B con la unidad V, y A‘y B con
la unidad V* correspondiente 4 V, y llamamos a y b, a‘y b¢



92 GEOMETR{A

los niimeros que respectivamente miden dichas cuatro mag-
nitudes, tendremos la proporcion

a at a b¢

h) a‘

(Obsérvese que en éstas, los términos son nimeros abstrac-
tos, y por consiguiente sujetos 4 las leyes del cdlculo, y que
en las proporciones !

e i
BH 2R TR it

A A Bt

+

sus términos no son niimeros. Cuando hablemos de operacio-
nes del edleulo con magnitudes greométricas, lineas, superfi-
cies 6 cuerpos geométricos, deb= sobreentenderse, que no se
calcula con dichas magnitudes; sino con los nimesros que las
-~ miden, y que se Hlaman respectivamente longitudes, dreas y-
volimenes.

167. Las distancias de un punto cualquiera situado en una recta
AB (fig. 166) 4 los puntos A y B, se llaman segmentos de ia distancia
AB. Si el punto esté situado en N entre los A y B, los segmentos AN y
NB se llaman aditivos porque,

AN + NB = BA

Si el punto estd situado en NY, no comprendido entre A y B, los seg-
mentos N‘A y N‘B se llaman sustractivos, porque

N‘A — N'B = AB

Si imaginamos que el punto N se mueve sobre AB desde A hasta B?

la razon de los dos segmentos adilivos, va creciendo-de una

manera continua desde cero hasta el infinito.
En efecto; cuando N estd en A, tendremos

NA (0}

NB. . AR

=0 : +

N
Al moverse N, desde A hasta B, el numerador de la razon NB scre= -

ce de una manera continua, y el denominando NB decrece del mismo
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modo; luego dicha razon crece de una manera continua;y cuando N
estd en B, tendremos

NA AB

NA
Ademds, puesto que la razon NB crece de una manera continua

desde cero al infinito, 4 cada valor particular de corresponde

una posicion tGnica del punto N.

. TEOREMA XC

2 i 168. St se toman partes iguales en una recta AB, (figu

A

-

e AR
>

a(l67) y por los puntos de division se (razan rectas para-
lelas entre si, que corten d otra recta cualquiera CD; las
partes inlerceptadas en ésta por las paralelas, son iguales
entre st. ' ,

En efecto; trazando las MR y PR¢ paralelas 4 la CD, se
forman los tridngulos MNR y PQRF, que son iguales, por estar
comprendidos en ei segundo caso de igualdad de tridngulos,
pues tienen MN = PQ; NMR = QPR* y MNR = PQR, de
donde RM = PR :

pero MR = M‘N¢
PR¢ = P:Q
Y como se probarfa del mismo modo que M‘N¢ esigual &

cualquiera otra de las partes interceptadas en la CD, resulta
que todas éstas son igunales. C. C. E. E.

} luego M‘N¢ = P‘Q.

TEOREMA XCI

Y 169. Si tres paralelas MM*, NN* PP (fig. 168) cortain
d dos rectas cualesquiera AB y CD, los segmentos QR,
RS, interceptados en la primera por dichas paralelas, son
directamente proporcionales d los segmentos correspoi-
dientes, Q'R*, R*S*, interceptados en la segunda.

CENE)
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Distinguiremos dos casos: 1.° Que los segmentos QR y RS
sean conmensurables. 2.° Que dichos segmentos sean incon-
meunsurables.

Primer caso: Suponiendo que la medida comun de estos
dos segmentos esté contenida tres veces en el QR y cinco
en el RS, y dividiéndolos respectivamente en tres y cinco
partes iguales, cada una de estas partes serd igual 4 la me-
dida comun. Si se toma ésta como unidad para medir ambos
segmentos QR y RS, las medidas de éstos serdn los nlimeros
3y 5, y como (Arit. 343), la razon de dos cantidades, es ignal
4 la de los nimeros que las miden, serd

R 3

Ahora, si por los puntos de division se trazan paralelas 4
RR¢, interceptardn en la CD partes iguales entre sf segun
el teorema anterior, y Q°R¢y R*S¢, quedardn respectivamente
divididos en 3 y & partes iguales. Si tomamos una de estas
partes como unidad para medir los segmentos Q‘R‘y RS
tendremos

<R{ 3
= =
QR o2 QcR.
Luego Re. = RS

Segundo caso: Si los segmentos QR, RS, (fig. 169) son inconmensu-
rables; suponiendo dividido el RS en % partes iguales, y colocando la
enésima parte de RS, todas las veces que se pueda sobre QR, empe-
zando por R, y suponiéndola contenida e veces, es decir, suponiendo
que el mayor nimero de enésimas de RS contenidos en QR, sea m, el
extremo de la altima enésima, caerd en un punto T proximo 4 Q, pues-
to que QT ha de ser menor que dicha enésima parte de RS.

Trazando ahora por T, la TT‘ paralela 6 RR‘puesto que segun el caso
anterior - e

TR T‘R¢

RS  RES

si TR contiene m veces la enésima parte de RS, T‘R¢ contendrd tam-
bien m veces la enésima parte de R‘S‘,

Si & continuacion de T tomamos TH igual 4 una de dichas enédsimas,
Q estard comprendido entre T y H; y si por H, trazamos la paralela




GroMETRIA : 95

HH 4 QQ’, tambien Q¢ estard comprendldo entre T y H' y siendo H‘T¢
igual 4 la enésima de RS, Q°T‘ serd menor que dicha enésima parte.
Ahora 4 manera que n aumente, T se acerca 4 Q y T 4 Q¢ pudiendo
llegar & ser QT y Q'T“ menor que cualquier cantidad dada; es decir que
TR, y T‘R‘ son variables;cuyos respectivos limites son QR v Q°R‘ y
tambien los limites de las variables iguales

TR _ T®
RS P RS
serdn‘respectivamente Q— Q B y como en estas razones se pue-
RIRSHESRST
de establecer la limitacion
m QR m 1 m Q'R¢ m—+ 1
S e S e e e S e

serd (Arit. 343),

QR i QlRl
K = R‘s‘ . C-VC. E. E.
CoronArIO 1.° De la anterior proporcion se deducen las
1 QR . RS
4 QR LRSS
E
;. QS i Q‘S‘
: QR. T QR
QS Q¢
RSE== /RIS
: Cororarro 2.° Sivariasparalelas MM‘, NN‘, PP", QO
cortan d dos rectas cualesquiera AB, y CD; la razon de
los segmentos correspondientes es constante; es decir que
MN v NEe T POa e ME
MN* 47 NP+ PQF ' MP

170. Escornro. Puesto que el cuadrildtero QQ¢ SS* (figu-
ra 169) es un trapecio, el teorema XCI puede enunclarse
diciendo: :

ge Toda paralela RR* d las bases de un trapeczb, que corta
d sus lados no paralelos QS Q S¢, divide d éstos en par-

tes proporcionales.
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TEOREMA XCIT

W+ 171, S una recta RR¢; (fig. 169) divide en partes pro-

st

porcionales, d los lados no _p:lr"zlelos QS. QS de un tra-
pecio QQ° §°8¢, dicha recta RR* es paralela d las bases del
trapecio.

En efecto; puesto que RR¢ divide en partes proporcionales.
las rectas @3, QS¢, tendremos

QR o QGS‘
RS = SRBC
Pero segun el teorema (169) si por R trazamos una para-

Jela 4 las bases QQ° SS¢, esta paralela debe pasar por el
punto tinico de Q'S¢ que la divide en partes cuya razon sea

igual & , ¥ como por hipé6tesis este punto es el punto

RS
R¢, la paralela pasard por Ry R¢luego RR* es paralela
4 las bases. C. C. E..E.

Cororarro. La recta RR: (fig. 170, bis) que une los pun-
tos medios R, R* de los lados no paralelos QS y Q'S*, del
irapecio QQ* S'S, es igual d la semisuma de sus bases.

En efecto; tr azando por R la MM* par alela 4 Q3¢ y pro-
longando la Q Q hasta que encuentre 4 la MM, se formardn

los tridngulos RQM, y RSM®, iguales por tener

lado QR = lado RS, por construccion.
dngulo MRQ = angulo SRM:, por opuestos por el vertlce
dngulo MQR = dngulo RSM¢, por alternos internos.

La igualdad de estos triingulos nos da,
MQ = SM-.

Ademds segun el teorema anterior, RR¢ es paralela 4 las
bases del trapecio. De todo esto se deduce

RR¢ = MQ‘ = MQ -+ QQ‘ y RR¢ — M‘S* = S§¢ — SM*
6 RR‘= MQ+ QQ‘, v RR* =SS+ — SM"
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Sumando ordenadamente estas ignaldades, serd

RR' + RR* = MQ + QQ‘ + SS — SM‘ — QQ° -+ SS¢,

-“ ¢ S8«
B 6 9RR-— QQ‘ 4SS, 6porfin RRe— T SS

2
C. C. E. E.

172 Puesto que un tridngulo ABC (fig. 171) puede con-
siderarse como un trapecio. en que una de las basés es AC,
y la otra se ha reducido 4 cero, pueden desde luego estable-
cerse los dos siguientes teoremas.

TEOREMA XCIII

Toda paralela MN, d uno de los lados AC del lridngu-
lo ABC (fig. 171), que corta d los otros dos, AB y BC, di-
vide d éslos, en partes proporcionales.

Es decir, que !

BM BN
3 - 1
Ma NC M
P de esta proporcion se deducen (Alg. 56).
BM{MA  BN+4NC  BA _ BC ®
BM S BNG =2 BMUSEREE BN
y
BM +MA ~ BNA NC 5 BA L BE ®)
MA S NC ’° MA = NC

TEOREMA XCIV

72+ 8t una recta MN (fig. 171) divide en partes proporcio-
nales, d los lados BA y BC del triangulo ABC, dicha
resta MN, es paralela al tercer lado AC. :
Este teorema es reciproco del anterior.
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TEOREMA XCV

173.  La bisectriz de un dngulo interno 6 externo de un tridngu-
lo, divide al lado opuesto, en dos segmentos aditivos 6 sustractivos,
proporcionales d los otros dos lados del tridngulo.

Primer caso: Sea ABC (fig. 172) el triangulo, y BD la bisectriz del
angulo interno ABC. Prolongando el lado AB hasta M, donde encuenlra
4 la CM paralela 4 la bisectriz BD, tendremos en el tridngulo AMC (172)

DA BA

DC. BN
pero como en ¢l tridngulo MBC, por ser el dngulo
BCM = CBD, y el BMC = ABD; v el.CBD = ABD

sera BCM = BMC, luego BM = BC,
Sustituyendo en‘la anterior proporcion, BM por BC, ser4 -
DA BA
ool e

Luego la bisectriz BD, divide al lado opuesto AC, en dos segmentos
aditivos DA y DC proporcionales 4 los lados BA, BC.

Segundo caso: Trazando la bisectriz BD¢ del dngulo externo CBM,
prolongéndola hasta que encuentre la prolongacion del lado AC en D,
g trazando la NC paralela 4 la bisectriz BDY, en el tridngulo ABDY, ten-

remos

DA/l BA
DC = NB

Pero en el tridngulo NBC se tiene

4ngulo BNC — 4ngulo MBD*
angulo BCN = angulo CBD*.

Siendo los segundos miembros iguales, lo serdn los primeros, y por
consiguiente NB = BC. ;
Sustituyendo NB por BC en la proporcion anterior, serd

Luego la bisectriz BDY, divide al lado AC, en dos segmentos sustrac-
tivos DA y D‘C proporcionales 4 los lados BA y BC.' C. C. E. E.
Escovio. De las proporciones (1) y i2) se deduce la siguiente:
DA DA

DC DC
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3 P
Segun esta proporcion, los puntos D y D¢ dividen la distancia AB, en
dos segmentos aditivos DA y DC, proporcionales 4 los dos segmentos
sustractivos DA, y D‘C.
Los puntos D y D¢, dividen armoénicamente la recta AC, 6 tambien
D y D° son puntos conjugados arménicos, con respecto a la recta AC.

CAPITULO 1II

DE LA SEMEJANZA DE LOS TRIANGULOS

174. Dos tridngulos ABC, A‘B‘C‘ (fig. 173) que tienen
sus 4ngulos respectivamente ignales (A =A‘, B=B', C:=C")
AB BC AC )

~ y sus lados proporcionales ( = =

ASBf e i BO! ALEy
son semejantes.-
Obsérvese que los dos lados de cada razon, se oponen 4
4angulos respectivamente ignales de los tr 1angulos
Los dngulos iguzles A y A¢, By B¢, C y C¢, son dngulos

homologos, y los lados AB y A‘BY y BCy B‘C‘, ACy A‘C*-

opuestos 4 dngulos respectivamente iguales, son lados homo-
logos. Lia razon de dos lados homélogos, es la razon de la se-
mejanza de los tridngulos.

TEOREMA XCVI

175. - Si se traza una pamlela MN (ﬁg 174) & uno de los
tados AC de un tridngulo ABC, que corte G los otros dos lados,
el tridngulo parcial que resulta MNB, es semejante al total

BC.

En efecto; los tridngulos ABC y MBN, tienen el dngulo B
comun, y por ser paralela MN 4 AC (46)

dngulo BAC = dngulo BMN
dngulo BCA = dngelo BNM.

Es decir que tienen sus angulos respectivamente iguales.
Ademds, (Teorema XCILI, proporcion (2)

BA BC
BiL. = BN Y

Nr

A,
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Trazando ahora la MP paralela 4 BC, tendremos (Teore-
ma XCIII, proporcion (3)

BAS T AG
MBIl &0 PG
pero como PC = MN (48).

) . BA AC
Seré, ST N (2)
De las proporciones (1) y (2) se deduce

BAL S BC L AC )

BM = BN =~ MN

Es decir, que dichos tridngulos tienen tambien sus lados
proporcionales.

Luego el triangulo parcial BMN y el total ABC son seme-
jantes. C. C. B. E.

TEOREMA XCVII

176. 8@ dos mangulos ABC y A‘B‘C’ (fig. 175) tienen dos
dngulos respectivamente iguales (B = B‘ A = A'); dichos
triangulos son semejantes.

En efecto; tomando en BA una parte BM igual 4 B‘A‘, y
trazando por M la NM paralela 4 AC, el tridngulo parcial
BMN, es semejante al total BAC.

Pero los tridngulos BMN y BA‘C* tienen:

angulo B = dngulo B¢ por hipétesis
lado BM — lado B‘A¢ por construccion
y angulo BMN — dngulo B‘A‘C‘,

por ser ambos iguales al dngulo A, el BMN por correspon-
diente, y el B‘A‘CY por hipétesis.

De donde los tuangulos B¢a‘C¢ y BMN, son 1guales, y
como 4ste es semejante al BAC, B‘A‘Ct, tamblen lo serd.
C. C BB

]
it
Y
2
|
2
E
7

|
,
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TEOREMA XCVill

177. i dos triangulos ABC Y A‘-B‘O‘ (fig. 175) tienen un
- dmgulo igual (B = B'). y proporcionales los dos lados que lo

forman( A ); dichos tridngqlos son semejantes.
a En efecto; tomando en BA una parte BM igual 4 B‘A¢, y
- trazando la MN paralela & AC, el tridngulo parcial BMN,

serd semejante al total BAC, de donde se deduce que,

AB BC
BM ~ BN ().
Ademds por hipétesis tenemos
: AB BC
= 2),
Al,Bc 5 Bnut ( )

y por construccion BM = A‘B-.

Las proporciones (1) y (2) tienen pues, los tres primeros
términos iguales, por lo que el cuarto tambien lo serd; es
decir BN = BC*. !

Ahora los tridangulos BMN y B‘A‘C* tienen

dngulo B = angulo B¢, por hipétesis
lado BM = lado B'4¢, por construccion
y lado BN = lado B:Ct, porque se acaba de demos-
trar. Los tridngulos B‘A‘C* y BMN son pues iguales, y éste
es semejante al ABC; luego los tridngulos BAC y B A‘CY,
son semejantes. C. C. E. E.

TEOREMA. IC

178. Si dos triangulos ABC, y A‘B‘C* (fig. 175) tienen
BA BC

B4 B

sus tres lados respectiwamente proporcicnales

AC : 3 L
o ) , dichos tridngulos son semejantes.
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En efecto; tomando en AB una parte BM igual 4 BA¢, y
trazando la MN paralela a AC, el tridngulo parcial BMN,
serd semejante al total ABC.

De donde se deduce que

B R
MB i UBNY e aNINE
Por hipétesis tenemos
BAH -0 BC v JAD
BtA¢ BT BtC( P A.Ct :
Comparando las proporciones
BA R BC BAGe 1 BOS
BMlE =3 BN AT B
se vé que tienen iguales los tres primeros términos, luego
BN = B‘C:.
Comparando tambien las proporciones
BA Y NC S Ba e
BM _ MN ° BA AT

puesto que tienen tambien iguales los tres primeros términos
serd,

MN — A‘C!
Ahora los tridngulos BUN y A‘B¢C¢; tienen

BM = B*A‘ por construccion
BN = B*C‘por haberlo demostrado;
y NN = A‘C¢, tambien por haberlo demostrado;

luego los tridngulos A‘B‘C¢y BMN son iguales; pero éste es
gsemejante al ABC, luego el A‘B‘C* tambien loserd. C.C.E E.

179. Segun lo establecido (174) dos tridangulos que tienen
sus dngulos respectivamente iguales, y sus lados proporcio-
nales son semejantes.
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Pero si examinamos los teoremas XCVII, XCVIII y IC,
. yemos, que basta suponer dos de las anteriores condiciones
para que forzosamente se verifiquen las demds, es decir, para
_que los tridngulos sean semejantes.

Estas distintas condiciones suficientes para que dos tridn-
gulos sean semejantes, determinan los casos generales de se-
mejanza de tridngulos que son tres, y pueden enunciarse de
acuerdo con los anteriores teoremas, diciendo:

Dos tridngulos son semejantes:

1.©  Cuando tienen dos dngulos respectivamente iguales.

2.0 Cuando tienen un dngulo igual, y proporcionales los
dos lados que lo forman.

3.° Cuando tienen los tres lados respectwamente Propor-
cionales.

Conviene observar que las condiciones para la. semejanza
de dos tridngulos son dos, y para la igualdad son éres, y que
la igualdad de triangulos, es un caso particular de semejanza
en que la razon de los lados hom6logos es uno.

- CorovLARrIO 1.2 - Dos iridngulos rectangulos que tienen un
angulo agudo del uno igual & wun dngulo agudo del otro, son
semejantes.

CoroLario 2. Dos triangulos rectdngulos, que tienen la
hipotenusa y un cateto proporcionales, son semejantes.
CoroLAKIO 3 ° * Dos tridugulos que lienen sus lados respec-
tiwamente paralelos 6 perpendiculares, son semejantes.
En efecto; llamemos A, B, C, & los tres angulos de uno de (Pagil«.ﬂfi.
 los tridngules. y A, Bt C* & los del otro, y supongamos que
los lados perpendiculares 6 paralelos, sean respectivamente
los del dngulo A 4 los del A% los del angulo B 4 losdel B', y
los del angulo C 4 los del C.
Si supouemos que los tres dngulos A, B, C, son respecti-
vamente suplementarios 4 los A, B¢ C, serd

A - A¢ = 2 rectos
B 4 B = 2 rectos
C 4 C¢ = 2 rectos

i i B [

lo que es imposible porque la suma de ]os seis 4ngulos de los
dos tridngulos, valdria seis rectos.



6 )
Ve S AN

104 GEOMETRfA

Si suponemos los dngulos A y A* iguales, y los B By
C* C* suplementarios, serd

= A
B -+ B‘ = 2 rectos
C —+ Cf = 2 rectos,

lo que es imposible, porque la suma de los seis dngulos de
los dos tridngulos valdria mds de cuatro rectos.
Solo es pues posible

AR AN
Bi— B¢

luego los tridngulos geran semejantes. C. C. E. E.

180. CONSECUENCIAS MAS IMPORTANTES DE LA SEMEJANZA
DE TRIANGULOS.

TEOREMA C

En los triangulos semejantes ABC, A‘B:C* (figuras 176 y
177) en que se toman por bases los lados homélogos ACy A*C-,
éstas son proporcionales d las alturas RD y B D"

En efecto; de la semejanza de los tridngulos BAC y B*A‘C,
se deduce

AC AB

= ]
ac — ap

y de la semejanza de los tridngulos rectangulos BAD, B‘A‘D¢.

BD AB
B‘D¢ = A‘B

Pero como estas dos proposiciones tienen una razon co-
mun, tendremos

AC BD
= . S0 DY D13
AC BD C.C. E
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TEOREMA CF

181. 8 desde un punto A (ﬁg. '178) parten las rectas AB,
AC, AD, AE, AF, que cortan & dos paralelas BF, B F, las
partes de éstas interceptadas por las rectas que parten de 4,
son proporcionales.

En efecto; de la semejanza de los tridngulos ABC y A B<C¢,
ACD y AC:D, ADEy AD'E‘, AEF y AE‘F¢, se deduce la
siguiente serie de razones iguales.

BC- v AG 0Dy A O BRI VAR E Bl

BC T AC = C:D¢ e A'D¢ Nt D E¢ T AB: = E:F¢

y de estas
BC CD DE EF EC
e = — . . . E- E-
BiGisigr CrDs DK E*F¢ Gl

152. Proyeccion de un punto A, (fig. 179) sobre una rec-
ta MV, es el pie A¢ de la perpendicular AA€, bajada desde
¢l punto A 4 la recta MN.

Proyeccion de una recta limitada DE, scbre otra MN, es
la parte D*E¢ de la MN, comprendida entre las proyecciones
de los extremos de la recta DE.

TEOREMA ClI

183. 8¢ desde el vértice A del dangulo recto de un tridngulo
rectangulo (fig. 180) se baja una perpendicular AD G la hipo-
tenusa B(, se verifica .

1.°  Que la perpendicular A D, es.media proporcional entre
los segmentos BD y DC de la hipotenusa.

2.°  Que cada cateto es medio proporcional, entre la hipote-
nusa y el segmento correspondiente.

3.°  Que los cuadrados de los catetos, son proporcionales
los segmentos correspondientes de la hipotenusa.

4°  Que el cuadrado de la hipotenusa, es igual & la suma
de los cuadrados de los catetos. i
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P
En efecto;
1.° Los triangulos parciales ADB, ADZ, son rectingu-
los y semejantes entre sf, por tener sus lados respectivamen-
te perpendiculares. Comparando lados homolégos, podremos
formar la proporcion

que demuestra el primer teorema.

2.° El triangulo pareial BA D es rectingulo y tiene el an-
gulo agudo B comun con el total; luego estos dos tridngulos
Son semejantes.

Tambien el parcial ADC tiene el dngulo agudo C comun
con el total, luego tambien estos tridngulos son semejantes.
Tenemos pues, que los tridngulos parciales ABD y Al)(J son
semejantes al total.

De la semejanza del tnangulo total y del parcial ADB, se
deduce,

BC = AB 1
AB ~ BD (),
'y de la semejanza del total y del parcial ADC resulta
BC AC
=
AC DC

Estas proporciones demuestran el segundo teorema.
3° De las proporciones (1) y (2) se deduce

—>
BA = BC x BD.
3)§ —2 &

AC = BC x DC.
y dividiendo ordenadamente estas dos ignaldades serad

T

AB BC X BD
2 1
AC BC X DC

y simplificando la segunda razon, tendremos
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e i ) 2
AB BD . AB AC
= D0 BD g1 DG

—2
AC

que demuestran el tercer teorema.
- 4° Sumwando ordenadamente las igualdades (3) resulta,

. —a2  —2

" AB 4-AC — BC XBD - BC XDC=BC(BD+DC)=BC’
: v e e =2

6 BC =AB -+ AC (4),

3 que demuestra el cuarto teorerha, conocido en la ciencia con

el nombre de TEOKEMA DE PITAGORAS.
CoroLArIo 1.° De las ignaldades (3)

AB — BC . BD
: E)g — {00 DMC' :
yla : B—C2= BC . BC  se deduce
W5 18 L3
ABL e A RO

BO . BD oy G D C e B0 TR0

y dividiendo los denominadores de estas tres fraceiones por
BC, serd ,

—2 —2 =7
ABFre = AGS W BO

BD DC BC

lo que traducido al lenguaje vulgar expresa, que

Los cuadrados de los tres lados de un lridngulo reclangulo
BAC(, son proporcionales G lus proyeccmnes de dichos lados
sobre la hrpotenusa B

CororLar1o 2.° Conocido el valor numérico de dos lados
de un triangulo rectangulo, puede determmarse el valor del

~ tercer lado; pues de la férmula (4) BC = AB -+ AC sode-

duce
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C—'\/AB 4 X6

AB:\/—

AG—\/BC L

Coronar1o 3.° Si desde el punto A (fig. 181) dela cir-
cunferencia O, se trazan las cuerdas AC y AB que pasan por
los extremos del didmetro BC, se formara el tridngulo rec-
tangulo BAC; y si ahora trazamos desde el vértice A la per-
pendicular AD al didmetro BC, como la hipotenusa BC
de este tridngulo es un didmetro, y los catetos AB y AC son
cuerdas, poduemos establecer,

1.° Que si desde un punto A de una clrcunfenencla se tira
una perpendicular 4 un didmetro BC, la perpendicular es
media proporcional entre los segmentos BD y BC del dia-
metro.

2.° Quesidesde el extremo B de un didmetro BC, se tra-
za una cuerda BA, ésta es media proporcional entre el did-
métro BC, y la proyeccion BD, de la cuerda sobre el did-
metro.

3.° Que si desde un punto A de una circanferencia se

trazan l}‘g cuerdas AB, AC 4 los extremos de un didmetro =

BC,: ctierdas son proporcionales 4 sus proyecciones BD
y DC sobre el didmetro.

CoronarIo 4.°  Puesto que segun se desprende del coro-
lario 1.° en el tridngulo ACB (fig. 182) se tiene

2 o] Cplr |
ACIRT BT ABI
AM MB AB’
tendremos tambien
o —2 =2 =2
AE ~ AB AN AB
] AP AB AN AB
y por consiguiente
=g i) ==a
AR AD;: - . AC
AP AM ~ AM
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" lo que traducido al lenguaje vulgar signiﬁca, que si por el
- extremo A de un didmetro se tiran varias cuerdas AD, AE,
~ AC, los cuadros de estas cuerdas, son proporcionales & sus
- proyecciones sobre el didmetro AB.

TEOREMA ClII

184. En un tridngulo cualquzem ABC (fig. 183), el cua-
. drado de un lado BC, opuesto 4 un dngulo agudo A, es igual
4 la suma de los cuadrados de los otros dos lados, menos el du-
- plo de uno de éstos por la proyeccion del otro 9obre éste.

E En efecto; bajando la perpendicular BD, en el tridngulo
. rectiangulo BDC se verificara que

— pa— & Pe— 2 >
BC = BD + DC (a)
Pero en el tridngulo rectangulo BAD, tendremos

2N i 2 ;
BD = AB — AD (b)
Ademds, DC = AC — AD,

: R g
y DG =(AC — AD) = AC — 2 AC . AD 4°AD". (c) *

: olvie—g
sustituyendo ahora en la igualdad («) los valores de BD y DC ;
(@) y (b), tendremos ,

e e 3 =2 ol Tzl
BC = AB — AD +AC —2AC. AD 4+ AD
y simplificando, sera '

S =) o2
BC = AB + AC —2AC. AD. C. C. E. E,

TEOREMA CIV

185. En un tridngulo obtusangulo ABC (fig. 184) el cua-
drado del lado BC opuesto al dngulo obtuso 4, es tgual 4 la
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‘suma de los cuadrados de los otros dos lados, mas el duplo de
uno de éstos, por la proyeccion del otro sobre éste.

En efecto; bajando la altura BD, en el tridngulo rectdngulo
BDC, se verificard que

=0 e
‘ + BC =BD 4+ DC (n); -
pero en el tridngulo rectingulo BDA, tendremos
e b Gl N
BD = AB — AD (m).
Ademds DC = AC 4 AD

—2 Y S ) =0
yDC — (ac-; AD) —"AC 4. 240 “AD £ AD (n)

‘Sustituyendo ahora en la igualdad (») los valores de

T 2
BD y DO (m)y (p), tendremos
== e =2 —2 e
BC = AB — AD + AC +2AC. AD+ AD
y simplificando serd

=2 = =)
BC-— AB AC -2 AC . AD.; C:G.E. E.

Coronarro. Del teorema de Pitdgoras y los dos anterio-
res se deduce, que en un triangulo,

El cuadrado de un lado opuesto & un dngulo recto ES 1GUAL
6 la suma de los cuadrados de los otros dos; el cuadrado del
lado opuesto & un dngulo agudo, es MENOR que la. suma de los
cuadrados de los otros dos, y el cuadrado de un lado opuesto G
un angulo obtuso, es) MAYOR que la suma de los cuadrados de
los otros dos, y reciprocamente. &

TEOREMA CV

186. Si desde un punto M (fig. 185) situado dentro de un
circulo, se trazan dos cuerdas A y DC; las partes en que M
dwide G cada cuerda, son reciprocamente proporcionales.

g
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* En efecto; tr azando las DA y BC, resultan los trlangulos
MDA y MBC que son semejantes por tener

dngulo A'= dngulo C
y  éangulo D = dngulo B

. por inscriptos que comprenden el mismo arco.

Comparando lados homélogos, es decir, lados opuestos a
~4ngulos respectivamente ignales, tendremos

5 MA MD : :
6 i B GCEB

TEOREMA CVI :

2

-187. 87 desde un punto M (fig. 186) situado fuera de um
cireulo, se trazan las secantes MA, MC, que termenan en los
sequndos. puntos de interseccion; estas secantes son inversamen-
te proporcionales & sus segmentos externos.

En efecto; trazando la DA y BC, resultan dos tridngulos
MDA y MBC que son semejantes por tener

angulo M comun
angulo A = dngulo C

por inscriptos que abrazan el mismo arco.
Comparando lados homélogos, tendremos

MA MD ;
MG M (b C.C.E.E.
Cororario. Estos dos tltimos teoremas, estan compren -
didos en el siguiente '
St desde un punto M (fig.2s 185 y 1806) se trazan secantes d
un circulo, los productos de las distancias de M & los puntos
de interseccion con la circunferencia en cada secante, son
sguales.
Es decir, que

MA . MB = MC . MD.
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Cororarto. Si imaginamos que la secante MC, (fig. 186)
gira al rededor del punto fijo M, apartdndose de MA, los
. puntos D y C de interseccion, se van aproximando, hasta
que se confunden en E; y como el teorema anterior es inde-
pendiente del valor de la cuerda DC, serd verdadero aunque
esta cuerda sea cero, y MD se convierta en ME. Podremos
pues sustituir en la proporcion (b) M) y MC por ME y re-
sultard

MA ME

ME =~ MB

Esta proporcion puede tambien deducirse de la semejanza
de los trlangulos MAE y MBE.

Luego,

Si desde un punto fuera de la circunferencia se trazan una
tangente y una secante que termine en el sequndo punto de
enterseccion, la tangente es media proporcional entre la secante
y el segmento externo.

CAPITULO III

DE LA SEMEJANZA DE LOS POLIGONOS

188. Se dice que dos poligonos ABCDE, A‘B‘C‘D‘E* (fi-
gura 187) son SEMEJANTES cuando, tienen los dngulos respecti—
va y ordenadamente iguales (A = A, B = B, C.= (',
D= D', E = E) y los lados adyacentesd estos dngulos igua-

; e AB 150) DC
les, respectivamente proporcionales ( e T
DE AE )

D'E* A‘E
Los dngulos A y A, By B¢ . . . . respectivamente igua-
les, y colocados en el mismo 6rden, son dngulos homologos,
los vértices de los dngulos homélogos son vértices homélogos,
y los lados AB y A‘Bt, BCy B‘C‘ . . . .adyacentes 4 estos
angulos iguales, que unen vértices homélogos, son lados ho-

mologos. 3
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Razon de semejanza de dos poligonos semejantes, es la
AB
A‘Bf

189. Del mismo modo que en la semejanza de tridngulos
(179); en los poligonos, basta suponer algunas de las condi-
ciones establecidas en el parrafo anterior, para que forzosa-
mente se verifiquen los demds.

Estas distintas condiciones suficientes, para que dos poligo-
nos sean Semejantes, determinan los casos de semejanza de
poligonos. El exdmen de estos casos de semejanza, ofrece
aqui poco interés, por lo que nos limitamos 4 considerar solo
el signiente

razon de dos lados FLomdlogos

TEOREMA CVII

Dos poligonos ABCDE, A*B*'C*'D'E", (fig. 188) compuestos
- del mismo nimero de tridngulos ABC, CAD, DAE y A'B*(¢,
CA‘D:, D'A‘E", respectivamente semejantes y semejantemente
dispuestos, son semeyantes
En efecto; de la semejanza de los tridngulos de dlChOS po-
ligonos se deduce

dngulo ABC = dngulo A‘B‘C¢
por ser éngulos homélogos de triingulos semejantes;

dngnlo BCD = 4ngulo B‘C‘D*
por componerse cada uno, de dos 4ngulos homélogos de tridn-
gulos respectivamente semejantes. Lo mismo puede decirse
respecto de los demds dngulos de los poligonos.

Estos tienen pues sus dngulos ordenada y respectiva-

mente iguales. s
Ademis, de la semejanza de los tridngulos se deduce

. tambien;

AB i BO e G
A RO A G
AC - 90D, ¢ AD

AT TGP T A
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AD DE AE
ATDE DA A B

Observemos que en estas tres series de razones, la tltima -
razon de cada una, es la primera de la siguiente; de modo que
todas estas razones son iguales, podremos pues, suprimiendo
las razones de las diagonales establecer la siguiente serie:

AB BC oD DE AE @
= == o =y a

A‘B B:C¢ SO D Y DE: . AR

Los poligonos tienen pues tambien sus lados respectiva

y ordenadamente ploporcwnales luego son semejantes.
C.C. BE. E.

TEOREMA GVIII

190. Si dos poligonos ABCDE, A‘B‘CDE (ﬁv 188)
som semejantes, pueden descomponerse en el mismo niymero de
tridngulos semejantes, y semejantemente dispuestos.

En efecto; descomponiendo dichos poligonos en tridngulos
por medio de diagonales trazadas desde dos vértices hom6-
logos A y Af, tendremos que los tridngulos ABC y A‘B:Ct,
son semejantes; puesto que tienen (179, 2.%)

angulo ABC = 4dngulo A‘B‘C* :
AB BC por la semejanza de los
Y: = poligonos,
AR R !

Los tridngulos ACD y A‘C‘D, tambien son semejantes,
puesto que tienen

dngulo ACD = dngulo AC‘D¢

~ porque

angulo ACD — dngulo BCD = angulo BCA y
angulo A‘C‘D‘ = dngulo B‘C‘D* — angulo B‘C‘A°

y siendo iguales los segundos miembros, tamblen lo seran los
primeros.
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AC i (0]0)
ACLE G

puesto que de la semejanza de los tridngulos ABC y A‘B‘C¢
se deduce -

Ademds

B@i AC
BC. L AG

'y de la semejanza de los poligonos
BC CD
BiGE i GD:

y de estas dos p;‘oporciones resulta
’ AC T IED
A Gl

Luego segun el segundo caso, (179) dichos tridngulos son
gemejantes. Del mismo modo se demostraria la semejanza de
los demds tridngulos.

- Liuego el teorema es verdadero.

TEOREMA CIX

191. Los perimetros de dos poligonos semejantes
. ABCDE, A'B‘C‘D‘E* (fig. 188) son proporcionales d los
dados homdlogos,
En efecto; puesto que dichos poligonos son semejantes,
. tendremos

AB - BG 0 CDV L DE: L EBA
3 KRy T O B WO T DR A PR
by por consiguiente (Algebra 62) e
- AB BC CD DE BA AB

S BUTIOD DR = C.C.E.E

AB ‘4 BC'+CD‘+ DE  E‘A« ~ A‘Bf

. Coronarto. Tambien los perimetros de dos poligonos
. Semejantes, son proporcionales d dos diagonales homdlo-
. .gas, porque éslas lo son d dos lados homologos. :
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< CAPITULO IV

PROBLEMAS

PROBLEMA XXVIII

192. Dwwidir una recta en un. nilmero cualquiera de
partes iguales.

PRIMERA CONSTRUCCION. Propongdmonos dividir la recta.
AB (fig. 189) en cinco partes iguales. Para conseguirlo, bas-
tard trazar por uno de los extremos A, de dicha recta AB, la
indefinida AC, tomar desde A en la AC con una abertura de-
compds arbitraria cinco partes iguaies; unir el extremo f de la
lltima division con el extremo B de la recta dada por medio-
de la f B, y trazar ahora por los puntos e, d, ¢, b, paralelas-
4 f B que corten 4 la AB; con Jo que ésta quedard dividida.
en cinco partes iguales, (168)

SEGUNDA cONSTRUCCION, Para dividir la recta AB (figura.
190) en cinco partes iguales, se trazan desde los extremos.
A y B de la recta dada, las indefinidas ‘AD y BC, paralelas.
entre si y dirigidas en sentido contrario. Con una abertura
cualquiera de compdas, se toman cinco partes iguales en cada
una de las rectas AD y BC, empezando respectivamente por:
A y B, se une un extremo A de Ja recta dada, con el extre-
mo A de la ultima parte tomada sobre una de las paralelas
BC, se unen ahora con rectas los puntosa y a, b y bf, ¢y

R y la AB quedard dividida por estas rectas en cinco
partes iguales.
En efecto, las figuras AA‘aa‘, aa‘db..... son paraleld-

gramos; de modo que las rectas AA‘, aa', bb', cc', dd' son.
paralelas; luego (168) dividirdn 4 la AB en partes iguales.
TERCERA CONSTRUCCION. Para dividir la recta AB (figu-
ra 191) en siete partes iguales, se toman sobre la indefinida
MN, con una abertura arbitraria de compds, siete partes
ignales. Sobre QP se construye el tridngulo equildtero QOP,
se une O con los puntos de division de la QP,se toman so-
bre 0Q y OP las partes OA¢ y OB, iguales 4 la recta dada
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AB. se traza la A‘B¢, y ésta, que serd igual 4 la AB, quedara
- dividida en siete partes iguales.

En efecto; A‘B* es paralels 4 MN (172), pov lo que el tridn-
¢ gulo OA‘B' semejante al OPQ. serd como este equildtero, y
- por consiguiente A‘B¢ = ()3* = AB. Ademds las rectas que
- parten de O, dividirdn 4 las QP y A‘B‘ en partes propor-
- cionales (181); luego la A‘B* ha quedado dividida en siete
partes ignales.

PROBLEMA XXIX

193. Dividir una recta en partes proporcionales d
olras rectas dadas. » :

Propongdmonos dividir la recta AB (fig. 192) en tres
ppartes proporcionales, 4 las rectas P, N, M.

Para conseguirlo, se traza por uno de los extremos A de
la recta dada, la indefinida A C. Se toman sobre ésta, empe-
-zando desde A, las distancias AP, P*N¢ y N‘M*, respectiva-
mente ignales 4 las rectas dadas P, N, M. Se unen con una
recta BM‘, el extremo B de la recta dada con el extremo M*
e la dltima distancia tomada en la AC; se trazan por los
pantos N¢y P- las paralelas & BM¢, N'R, y P'Q, y tendre-
mos, que las partes AQ, QR y RB en que ha quedado divi-
dida la AB, son proporcionales 4 las rectas dadas puesto
que (169, cor. 2.%)

SAQ 5 QR mB
APT = PNT N

6 MG e
P N

PROBLEMA XXX

194. Hallar una cuarta proporcional d ires rectas
dadas. ) :

PRrIMERA cONSTRUCCION. Propongdmonos hallar una cuar-
ta proporcional 4 las tres rectas M, N, P, (fig. 193), es decir
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hallar una recta z que forme con las tres dadas, la signiente
proporcion:
M P

N X:

Para conseguirlo, se traza un 4dngulo cualquiera BAC.
Sobre uno de sus lados, y desde el vértice, se toma una par-
te A:M¢ igual & la recta dada M, 4 continuacion se toma
otra parte M‘N‘ igual & N, sobre el otro lado y desde el vér-
tice se toma tambien la parte A P*, igual 4 la tercera recta P.
Se une al extremo M‘ de la primera parte tomada, con el
extremo P¢ de la tercera, por medio de la recta M‘P¢, se tra—
zan la N'x paralela & M‘P¢, y la P‘x serd la cuarta propor—
cional pedida.

En efecto; sabemos (172) que

AM: AP v

MN ~ Px’
y sustituyendo en esta proporcion las rectas dadas, serd
M P
N o, Bx

SEGUNDA CONSTRUCCION., Se toma desde el vértice, sobre
uno de los lados AC del dngulo ABC (fig. 194), AM® igual &
la primera recta M, sobre el mismo lado, y desde A la parte
AN igual 4 N, y sobre AB. y desde A, la parte AP¢ igual &
la tercera recta P. Se une M°¢, extremo de la primera con P¢
extremo de la tercera, se traza por N* extremo de la segun-
da la N'x paralela 4 la M‘P‘, y Ax serd la cnarta proporcio-
nal pedida; puesto que (172)

AM: AP¢ M P

= G

AN¢ AX N Ax

TERCERA CONSTRUCCION. Se toma desde el punto A de la.
AC (fig. 195), una parte AM* igual & M, sobre la misma una
parte AN¢ igual & N, desde M: y con una direccion cual-
quiera que no se confunda con AC, ss traza la M‘P* igual &
la tercera recta dada P. Se traza por A y P* la indefinida
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AB, y pbr N¢la parale‘la N'xdla M‘P‘. Lia N‘x serd la cuar-
ta proporcional buscada; puesto que (175)

AMS: 5 Mebs 6 Mes 2P

AN = N«x N s N

PROBLEMA XXXI

195. Hallar una tercera proporcional d dos rectas
dadas ,
~ Es decir hallar una recta z tal, que con las dos dadas M y
N forme la siguiente proporcion

M N

No %
Como se vé, este problema es el caso particular del ante-

rior, en que N es el término medio de una proporcion conti-
nua. e resolverd pues, como el anterior.

PROBLEMA XXXII

196. Hallar una media proporcional entre dos rectas
dadas.

PRIMERA coNsTRUCCION. Propongdmonos hallar una me-
dia proporcional entre las rectas M y N (fig. 196). Para con-
seguirlo, sobre la recta indefinida AB, se toma una parte AC
igual 4 M, y 4 continuacion una parte CB igual & N. Sobre
la AB como didmetro se traza una semicircanferencia, se le-
vanta por C una perpendicular & la AB, prolongada hasta
que encuentre la semicircunferencia, y esta perpendicular Cx,
serd la media proporcional, puesto que (183, cor. 3.° 1.%)

AC xC 5 M xC
xC CB xC N

SEGUNDA coNsTRUccION  Sobre la recta indefinida AM:
(fig. 197) se toma AM:® igual & la recta mayor M.y AN
igual 4 la menor N. Sobre AM¢ como didmetro, se traza una
semicircunferencia, se levanta por N* la perpendicular N‘x 4
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la AM‘ hasta que encuentre la semicircunferencia, se traza
la Ax, y ésta serd la media pxopoxcxoual pedida; puesto
que (183, cor. 3.° 2.9)

AN AR M s

Ax AN Ax N

PROBLEMA XXXIII

197. Dividir una recta AB (fig. 198) en media y ex-
trema razon. (1)
Para (,ouwgmrlo por uno de los extremos B de la recta
dada, se levanta una perpendicular BO 4 dicha recta AB, é
_igual 4 su mitad Haciendo centro en O, y con un radio BO,
se traza un cireulo que serd tangente a la AB. Se traza la
secante A(C, que pasa por el otro extremo A de la recta dada
y el centro del circulo, se toma en la N3 desde A, una parte
Ax ignal 4 AD, y el puuto z dividird la recta dada AB, en
media y extrema razon :
En efecto; tenemos (187, cor. 2°)

AC AB
A
de donde (algebra 56, 2.%) // :
AC - AB I='AB—AD 4
AB AD

4D ;

AB AD

% R ¢ por fin
Wl
Ax Bx

(1) Dividir una recta en media y extrema razon, es dividirla en dos
segmentos tales, que el mayor sea medio proporcmnal entre el menor
y la recta completa
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PROBLEMA XXXIV

198 Construir un tridngulo semejante d otro dado
ABC (ig 199)

Sobre una recta A‘B¢ tracese la A‘C¢, que forme con la an-
terior-un angulo BfA‘C* igual al BAC del tridngulo dado.
Por el otro extremo B¢se traza la C‘B’, que torme con la
A‘B‘ un dngalo A*B:C¢igual al ABU, y el tridngulo A‘B:C*
serd el buscado, punto qu= ti ne los dos dngulos A* y B* res-
pectivamente iguales 4 los A y B.- '

PROBLEMA XXXV

199.  Construir un .poligono semeiante a otro dado
“ABCDE (fig. 200) sobre una recta dada AE", tomada
como lado homslogo del l1do AE del poligono daio.

Sobre la recta dada AYS:, se constraye un tridngulo
A‘BDY semejante al ABD del poligono dado. Sobre A D se
construye el tridngulo A1) C:, semejante al ADC del poli-
gono dado; y sobre A‘C* se construye el tridngulo A‘C‘BY,
semejante al ACB del p()|lw)|m dado. Segun esta construc-
cion los poligonos A‘ BCDE y ABCDK, estdn compurstos
del mismo nimero de tridngulos semejantes y. br-uw]anmnen-
e dispuestos; luego (1589) ol vl CeD?, es semejante al dado.

Esconro. Si se quigre construir un pol(trono semejante &
otro dado ABCDE, y cuya vazon de semejanza sea la razon

de dos rectas ——, se buscard primeramente un lado A¢B¢
v ;

homélogo de otro AB del poliw‘ono dado. Esto se conseguird
hallando una cuarta proporcional 4 las rectas m, ny AB,
puesto que el problexﬁd eXige que

m _  AB

N BAVRCE

I

Hallado A‘B¢, se emplea la construccion anterior.
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CAPITULO V

DE LOS POLIGONOS REGULARES

200. Un polfgono esta inseripto-en un cireulo, 6 un efr-
culo estd circunseripto & un poligono, cuando todos los vérti-
ces de éste, estin en la circunferencia. Los lados del poli-
gono, son cuerdas del circulo

I'1 poligono ABCDE (fig. 201) est4 inscripto en el cfreu-
lo O.

Un poligono estd circunseripto & un cireunlo, 6 un circulo
estd inscripto en un poligono, cuando todos los lados del po-
ligono son tangentes del circulo.

El poligono A‘B‘C:D'E: esta circunscripto al efreulo O.

Poligono reqular, es ¢l que tiene todos sus lados y todos °

sus angulos iguales. Poligono regular es pues un poligono
eqmanvulo y equildtero.

TEOREMA CX

201. Dos poligonos regulares del mismo niimero de
lados, son semejantes.

En efecto; puesto que tienen el mismo nimero de lidos
(154) la suma de todos los dr.gulos del uno, es igual a la suma
de todos los dngulos del otro; y como ademds constan del
mismo nimero de dngulos iguales (154, cor. 1 °), dichos poli-
gonos serdan equidngulos. Ademds la razon entre un lado de
uno de los poligonos, y un lado del otro poligono es cons-
tante; ‘es decir que tienen los lados proporcionales. Luego son
semejantes. (18K) ]

En general, linea quebrada 6 pohgonal rﬁgula.r es la que
tiene todos los lados y todos los ,angulos iguales.

|

TEORE%A CXI

202 St se divide una czrcszer encia O (fig. 201) en
ires 6 mds partes iguales, ] por los puntos de dwzszon
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AN B G se trazan cuerdas, resulta un poligono
ABCDLF regular inscriplo

En efecto; este poligono tiene todos los lados iguales,
63, 1.°) y todos los dngulos iguales tambien, (89); Inego es
regular y los vértices estdn en T cil'cunferencia, luego es ins-
eripto.

CororLARTO. Puesto que una circunferencia puede consi-
derarse dividida en un nimero cualquiera de partes iguales,
existen polfgonos regulares de nn nimero cualquiera de lados.

TEOREMA CXll

203. 7 s2divide una circunferencia O° (fig. 201) en
ires 6 mds partes iguales, y por los puntos de division
MNP S O sy se fragan lmgmtes, resulta un poli-
gono regular circunscripto 4° B¢ C'..

En efw :t0; este poligono tiene todos los angulos iguales-
(At = =i fa iy i(91)

Adema>, los tnanoulos SA‘M, MB‘N, NCP.... tienen
los lados SM, MN, NE lg’ll«tlt*s (63, 1.%), 6 wuales tambien
los angulos ASM — A‘MS = BN = BNM. ... 91) ad-
yacentes a estos lados; luego dichos tridngulos son iguales
(181, 2.%) é is6sceles, (119) y por consiguiente tendremos

SA¢— A‘M = MB¢ = B‘N = NC* = C‘P = PD"..... i
de donde

A‘BE—="B'0 =GP ="CD =5

De modo que son iguales tambien los lados del poligono.

Si pues el poligeno A‘B*C:D*.... que resulta es equidn-
gulo y equildtero, es un poligono regular, y cowo sus lados
son tangentes, es tambien circunseripto. C. C. E. E.

1

TEOREMA CXIIT

204. Sien un poligono regular ABCDEF (fig. 203)
se trazan las bisectrices de los dngulos, y se levantan per-
pena’zculares d los lados por sus puntos medios, lodas las
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bisectrices y todas las perpendiculares, concurren en un
mismo_punto O.

En ef-cto; trazando las bisectrices de dos dngulos cuales-
quiera consecutivos A y B, éstas se encontrardn forzosamen-
te en un punto O. Uniendo este punto.O, con el vértice
consecutivo C, tendremos- dos tridngulos OAB y OBC, que
tienen, el lado OB comun,

lado AB = lado BC
y édngulo ABO = OBC,

A}
por ser BO bisectriz del dngulo B Estos dos tridngulos son
pues iguales é isésceles ambos, pues lo es el OAB.
Siendo el OBC isésceles, serd

angnlo OBC = dngulo OCB

y siendo OB mitad del B, serda OCB mitad del C.

Luego CO es la bisectriz del angulo C_é igual & OB. Del
mismo modo, se demostraria. que OD, OE, OF. . ... son bi-
sectrices de los dngulos D, E, K. ... y que son iguales.

Todas las bisectrices de los dngulos del poligono regular
ABCD..... concurren pues & un mismo punto O que equi-
dista de los vértices de dicho pnligono.

Ahora una perpendicular PO, l-vantada eu el punto medio
de un lado cualquiera CD, pasa por todos los puntos equidis-
tantes de C y D, (24, cor.); lurgo pasard por O que es uno de
ellos. Lo mismo puede decirse de las demds perpendiculares
NQ, MO, SO... .

Ademds todos los tridngulos rectingnlos AOM, MOB,
BON, NOC..... son iguales; luego tendran iguales los
catetos homélogos OM, ON, CP... ..

Todas las perpendiculares a los lados del poligono regular
ABC =% trazadas por sus puntos medios, concurren pues
4 un mismo punto O, que eqaidista de dichos lados. C.C E.E.

205. El punto O, donde concurran todas las bisectrices de
los angulos de nn poligono regular, y todas las perpendicula-
res levantadas en los puntos medios de sus lados, se llama
centro del poligono.

El centro de un poligono regular equidista de sus vértices.

El centro de un poligono regular equidista de sus lados.

VA
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Radio de un poligono regular, es la recta que une el centro-
con uno de sus vértices.

Apotema de un poligono regular, es la recta que une ek
centro-con el punto medio de uno de sus lados.

OA, OB, OC..... son radios del poligono
OM,ON, OP..... son apotemas del polfgono

Una linea quebrada, cuyos lados y dngulos son iguales, es
una linea quebrada regular.

Dos 6 més lados contiguos de un poligono regular, forman
una linea quebrade reqular:

Asi ABCDE (fig. 203), es una linea quebrada regular.

206. Cororarto: Todo poligono regular, se puede ins-
cribir en un circulo, y circunscribir @ olro.

En efecto; puesto que el punto O, centro del poligono re-
gular ABGDE equidista de todos los vértices; si hacemos'
centro en O y con una abertura de compds OC igual al radio
del poligono trazamos una circunferencia, ésta pasard por
todos los vértices A, B, C, D..... , Yy tendremos el poligono
inscripto en el circulo.

Si hacemos ahora centro en O y con un radio igual 4 ON
apotema del poligono, trazamos una circunferencia, ésta pa-
sard por los puntos M, N, P, Q.. .. y tendremos el poligono-
circunscripto al circulo. ‘

CoroLar1o: Los perimetros de dos poligonos regula-
res del mismo mniimero de lados ABCDE, A‘B'C‘DE",
(fig. 204), son proporcionales 4 sus radios y apotema.

- En efecto; los mangulos AOB A‘O‘B¢, son semejantes;
por tener
dngulo OAB = O‘A‘B"
angulo OBA = O‘B‘A -
de donde :
AB OA AB MO
(a) A‘B¢ QLA (b) A“B¢ MO¢ ! (180)

Pero los polIgonos son tambien semejantes y por serlo, sus
perimetros seran proporcionales 4 sus lados homélogos; es
decir (llamando P al perimetro del prlmero y P¢ al del se-
gundo).
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Shane i
B o Eame

y por tener las proporciones (a), (b), (¢) la,- razon comun
AB

L serd
A‘Bf
% P 0A MO
et L AR o i G SR
P OA" Mov o

207. Se llama linea convexa, la que no puede ser cortada
Por una recta; mas que en dos puntos.

TEOREMA CXIV

Toda linea corrada que envuelve d una convexa cerrada, es mayor
-que ésta.

Es evidente, que hay infinitas lineas que encierran la porcion de
plano ABCDE (ﬁg 205). Nos proponemos demostrar que la linea con-
vexa ABCDE es la menor de todas.

En efecto; sea MNOPQ, una cualquiera ‘de éstas, diferente de la
ABCDE, y por consiguiente que envuelve ésta.

Trazando la ST que no corte & la ABCDE, tendremos evidentemente

STOPQ < MNOPQ,

v lo mismo se podra decir de todas las demds que encierran la super-
ficie dicha, excepto de la ABCDE. Es decir, que ABCDE, es entre las in-
finitas que encierran la mencionada porcion de plano, la fnica que no
admite otra menor; luego ella es la menor; y por lo tanto toda linea
-cerrada que envuelve 4 la convexa ABCDE es mayor que ésta.

TEOREMA CXV o A

. 208. 87 se dividen en dos partes iguales los arcos AB. BC, CD,
(fig. 206) correspondientes d los lados de un poligono regular inscrip-
0 ABCD........ , Y se trazam las cuerdas de los arcos parciales que re-

-sultam, se formard un nuevo poligono regular inscripto de doble mi- -

mero de lados que el anterior.

En efecto; siendo el poligono ABCD........ regular é inscripto, los arcos
AB, BC, CD........ seran iguales, y tambien lo serén los arcos AM, MB,
BN, NCio , mitades de los anteriores.

Si trazamos las cuerdas de estos altimos, tendremos un pohgono re-
gular inscripto (200), y de doble namero de lados que el anterior, por
-cuanto la circunferencia ha quedado dividida por los puntos A, M B,

PO SRR i |
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NGB -en doble nimero de partes iguales, que lo estaba por los
puntos A, B, C, D........ C. C. E. E.
2 CoroLario 1.° Kl perimetro de wn poligono ABCD........ mscripto
‘1’_[-_ en una circunferencia 0, es menor que ésta. Y el perimetro de un po-
" ligono inscripto ABCD........ es menor que el perimetro del poligono
 nscripto AMBNC...... de doble nivmero de lados que el anterior. (265)
.~ Cororario 2.° Si imaginamos una serie de poligonos regulares
. amscriptos en un circulo, construidos como se indica en el anterior
teorema; es decir tales, que cada uno tenga doble nivmero de lados
que el anterior, obtendremos poligonos, cuyos perimetros vaw cre-
ciendo, y que son siempre menores que la circunferencia (205). Como
_podremos prolongar la serie de estos poligonos indefinidamente, le-
garemos d divisiones de la circunferencia menores que cualquier
cantidad dade y con mayor razon d poligonos, cuyos lados, sean
fambien menores que cualquier cantidad dada. Cuando el nimero
de lados del poligono inscripto, sea infinito, se habrd confundido
con la circunferencia.

CororLARIO 3.° Es facil de descubrir, que la apotema OH (fig. 206),
-del poligono regular inscripto ABCD........ ¢s menor que la apoltema
OK del poligono regular wnscripto BNCS........ de doble nivmero de
lados que el amnterior, y que en todo poligono regular imscripto, la
apotema es menor que el radio. De aqut se deduce, que los” apotemas
- de los poligonos regular inscriptos, van creciendo & manera que Se
duplica el mimero de sus lados, y que cuando el mimero de éstos sea
amfinito; la apotema y el radio son iguales.

Resulta pues que

La circunferencia es el limite de los perimetros de los poligonos
regulares inscriptos, cuyo nuwmero de lados se vda duplicando indefi-
-nidamente.

La circunferencia se puede considerar como wn poligono regular
-de infinito mimero de lados. ;

.‘/v

TEOREMA CXVI

209. Si se dividen en dos partes iguales: los arcos M'N, NS,
SPe..... (fig. 206) comprendidos por los dngulos de un poligono re-
gular circunscripto A° B¢ C Dr......., y por los puntos de division
B Gl DS RS se trazan tangentes, se formard ww nuevo poligo-
no regular, circunscripto de doble nimero de lados que el anterior.

En. efecto; los arcos M‘B¥, B¥N¢, N‘C¥, C“S-........ , son todos iguales,
por ser mitades de arcos iguales; luego (201) las tangentes trazadas por
los puntos de division M¢, B, N, C¥. S....... formardn un poligono re-
gular. Ademds como cada arco M'N‘, N‘S¢, S‘P........ se ha dividido en
dos partes iguales, la circunferencia ha quedado dividida en doble né-
mero de partes iguales, y el nimero de lados del nuevo poligono, serd
‘doble que el nimero de lados del primitivo.

CororArio. El perémetro del poligono A‘B‘CD\........ circunscripto
g wna circunferencio O° es mayor que ésta, y mayor tambien que el
perimetro del poligono circunscripto de doble wimero de lados.

2.0%
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TEOREMA CXVII

210. Si se dividen en dos partes iguales los arcos AB, BC, CD......
(fig. 202) correspondientes d los lados de un poligono regular inscrip-
to ABCD......., y se trazan las tangentes de los puntos de division
M, N, O, P.... se formard un poligono regular circunscripto
AYBLOYDS del mismo nimero de lados que el anterior.

En efecto; siendo iguales los arcos AB, BC, FD....... tambien serdn
iguales, arcos MN, NO, OB.......; de modo que los puntos M, N, O, P........
dividen en partes iguales la circunferencia O, por consiguiente (201) las
tangentes trazadas por estos puntos, formaran un poligono regular cir-
cunscripto. Ademas los puntos M, N, O, P......... dividen la circunferen-
cia en el mismo namero de partes iguales que los A, B, C, D....... ; luego
el poligono circunseripto A‘B‘C‘D* se compone del mismo nimero
de lados que el inscripto ABCD........ .

Cororario 1.° TLos poligonos ABCD...... y A‘B‘C'D’, tienen sus la-
dos AB y A‘B': BC y B‘C‘; CD y C'D-........ respectivamente paralelos;
puesto que BC y BC* son perpendiculares d ON, y lo mismo puede
decirse de los demds lados.

CoroLARIO 2.° Puesto que los tres puntos 0, B, B¢ equidistan de
M y N, extremos de la MN, los tres estardn situados en la perpen-
dicular que pasa por el punto medio de la MN; es decir,; que el cen-
tro O y los dos vertices B y B* estdn en una misma recta. .o mismo
puede decirse de los puntos 0, C, C5; ODD-........

TEOREMA CXVIII

~ 211. Dos circunferencias cualesquiera, son proporcio-
nales a sus radios respectivos.

En efecto; llamando C y C* & dos circunferencias cuales-
quiera y R, R, 4 sus radios respectivos, tendremos (204 co-
rolario) puesto que (208 cor. 3.°) toda circunferencia puede
considerarse como un poligono regular de infinito nimero de
lados. :

G T
BT IR

CoroLARIO 1.° De la anterior proporcion se deduce
Ui O
PRE I ORY:
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Es decir, que la razon de una circunferencia y su didme-
tro, es la misma para todas las circunferencias, pues Cy C*
son dos citcunferencias cualesquiera. Podremos pues sentar
que

La razon de la circunferencia al didmetro, es un ni-
mero conslante,

Este nlimero se representa por =, y es inconmensura-
ble; (1)

(©)
e e )y 545
; 2R

Estudiaremos despues el modo de calcularlo aproximada-
mente,

Conviene conocer los signientes valores:

7w = 314159 26535......

1
— = 031830 98861....
Log. w# = 049714 98726.......

CoroLARIO 2.° De la férmula

2(:1 sl )
se deduce Qr=12in R " (D)
R=——

: 2@

~ La formula (b) expresa, que conocido el radio, se halla
la longitud de la circunferencia, multiplicando ¢l doble de

la longitud del radio, por el niimero =

 La formula (c) expresa, que conocida la circunferen-

. cia, se halla la longitud del radio, multiplicando la mitad

de la longitud de la circunferencia, por el niimero
Cororario 3.° La formula
: C=27R ewpresa

(1) Segun demostré Lambert en 1761.
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que 11 longitud de toda 1 circunferencia (arco de 360°),
es tgual para un radio R, d 2= R; de donde

longitud de la semicircunferencia (arco 180°) == R y
7 R

180

longitud del arco 1.° =

Si llamamos L 4 la longitud de un arco de » grados, ten-
dremos .

7 Rn

L= oncn (»)
. 180 L
180 L

R aEa )

Férmulas con las que se caleula una cualguiera de las can-
tidades L, », R, conociendo las otras dos. /o

TEOREMA CXIX

T 212. Dos arcos correspondientes d dngulos iguales,
(1) son proporcionales d sus radios.
Sean dos arcos A y A¢, correspondiente cada uno de ellos
4 un angulo de » grados, y sean R y R*, sus radios respecti-
vos; digo que
: A Ac

Rii i TR

En efecto; puesto que (86) en un mismo circulo 6 en eir-
culos iguales, los angulos centrales son. proporcionales 4 sus
arcos correspondientes, tendremos

dngulo de 7 grados A

360° = onRE

(1) Estos arcos se llaman arcos semejantes.
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angulo de nz grados AT
36005 . I T
«de dond e el 6
g FrR e 2 R
A Af
= G G R S
R R«

Esta proposicion puede tambien enunciarse diciendo:
Dos arcos semejanles, son proporcionales d sus radios.

CAPITULO VI
PROBLEMAS

PROBLEMA XXXYVI

213. Inscribir un exdgono regular en un circulo.

Supongamos resuelto el problema (fig. 207). Trazando por
dos extremos de uno de los lados A B, del exagono inscripto,
Jos radios OA, OB, tendremos el tridegulo OAB, en el que
el dngulo O vale 60°, por ser el arco AB la sexta parte de la
-circunferencia. Los otros dos dngulos juntos OAB y OBA
valdrdan 180° — 60° = 120" y como dichos dos dngulos son
iguales, cada uno valdrd tambien 60°. El tnangulo AOB,
es pues equidngulo y por consiguiente equilatero;

lnego AB lado del exdgono es igual al radio.

Segun esto, si llevamos seis veces consecutivas el radio

<como cuerda sobre la circunferencia, ésta quedard dividida

en seis arcos iguales. Trazando las cuerdas de estos arcos,
tendremos el exdgono regular inscripto.

PROBLEMA XXXYVII

214. Inscribir un tridngulo regular ¢ equildlero en
un circulo.

Dividiremos la circunferencia en seis partes iguales (ﬁgu-
ra 208) AD, DB, BC..... como para inscribir un exagono
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regular; los arcos duplos de estos, AB, BF, FA, son cada uno
la tercera parte de la circunferencia. Trazando sus cuerdas
tendremos el tridngulo regular inseripto ABF

Cororarto 1.° Trazando el didmetro AC de uno de los
vértices del tridngulo, y uniendo por medio de la BC, el ex-
tremo C del didmetro, con otro vériice B de dicho tridngulo;
se habrd formado el tridngulo rectangulo ABC. Ahora segun
el teorema de Pitagoras serd

\/AL B0

y como AC es un didmetro, y BC es ignal al radio, repre-
sentando 4 éste por R, tendremos v

AB:\/4R2—R2:\/3R2 =R\/3 ;

_es decir que

AB

=R3 o—E—¥V3

CoroLarIo 2.° Observemos que los puntos B y F, equi-
distan de los extremos del radio OC, luego BF divide al ra-
dio OC, en dos partes iguales, es decir que la apotema OM
del triangulo equildtero inscripto ABF, es igunal 4 la mitad
del radio de la circunferencia

CoroLARrT0 3.° Si trazamos la OP que une el punto medio
de AC y el punto medio de BC, OP serd paralela, ¢ igual i
la mitad de AB. (175) Luego, la apotema del exdgono regular
inscripto, s igual 4 la mitad del lado del tnangulo equildte-
ro inseripto. Llamando a 4 esta apotema, serd

=1 RA3

PROBLEMA XXXVIII

218. [Inscribir un cuadrildtero regular ¢ un cuadrado

en un ctrculo.
Trazando dos didmetros DB y AC (fig. 209) perpendicula-
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res entre sf; los cuatro angulos cuyo vértice es O, serdan rec-
tos y por lo tanto iguales; sus arcos correspondientes A B,
BC, CD, DA, serdn tambien ignal-s. Trazando pues las cuer-
das de estos arcos, tendremos el cuadrado ABCD msonpto
.en el cfrculo,

CoroLarro. En el tridangulo rectingulo AOB, segun el
teorema de Pitdgoras, tendremos

AB = \/A_(f + 05",

y como AO y OB son radios, serd

ll

AB:\/R—}-R m\/zR

" es decir que
AB

=R\/2_6 T=\/2

~ EscoLto. Obsérvese, que el lado del tridngnlo equilitero
y el del cuadrado inscriptos, son 1ucoumenamablcs con el
radlo del circulo.

= /41,

PROBLEMA XXX[X

A\ i
V¥ v

216. Inscribir un decdgono regulafr en un circulo.

Supongamos \fig. 210), que AB s¢a el lado del decégono regular ins-
cripto. Trazando los radios OA y OB, y la bisectriz AC del angulo A -
tendremos, que

Sl o 360°
angul = - —=36°
ngulo O 10 :
-de donde :
dngulo OAB - 4ngulo OBA = 144° s

angulo OAB — 72°  é4ngulo OBA = 72°,
y por ser AC, bisectriz de A, sera :
4ngulo OAC = édngulo CAB = 36°.

‘Resulta pues, que en el tridngulo OCA,
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0C = CA,
y en el tridngulo CAB
CA = AB;
es decir que
0C = CA = AB.
Ahora segun el teorema XCV,

AO (0] &5 bi OB oC
e — e OShTen — —
AB CB oc CB
que expresa que OC es la parte mayor del radio dividido en media y
extrema razon (197), y como (O es igual 4 AB lado del deedgono, resul-
ta que

El lado del decdgono regular inscripto. es igual & la parte mayor:
del radio, dividido en media y extrema razon.

Para resolver pues, este problema, se dividird el radio en media y
extrema razon, y llevando la parte mayor diez veces consecutivas como
cuerda sobre Ja circunferencia, ésta quedard dividida en oiez arcos
iguales, y trazando las cuerdas de estos arcos, tendremos el decagono
regular inscripto.

CororArIo. Inscripto un decégono regular en un circulo, se inscri--
bird ficilmente en pentédgono regular.

PROBLEMA XL

217. Imscribir un pentedecdgono reqular en un circulo.

Tomemos la sexla parte de la circunlesencialrazando una cuerda AC
igual al radio (fig. 211), desde el exiremo C del arco AC, con un radio-
BC igual al lado del decdgono regular inscripto,tomemos el arco BU que-
serd igual 4 la décima parte de la circunferencia.

Ahora

arco AB — arco ABC — arco BC

1 1
6 arco AB = o de la circunferencia — o de la circunferencia,

y verificando la sustraccion del segundo miembro sera
1 i 2
arco AB = 15 de la circunferencia.

La cuerda AB, sera pues el lado del pentedecdgono regular inscrip—
to. Llevando esta cuerda quince veces consecutivas sobre la circunfe-
rencia, ésla quedard dividida en quince partes iguales, y trazando las
cuerdas de eslos arcos, tendremos ¢l pentedecagono regular inscripto.

Escorio. De los teoremas CXV y CXVI, se deducen facilmente pro-
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cedimientos para inscribir 6 circunseribir - un poligono regular de do-
ble nimero de lados, que ofro ya inscripto 6 circunscripto.

Y como sabemos ya inscribir en un circulo, un tridngulo, un cuadra-
do, un penldgono, un exégono, un decégono y un pentedecdgono regu-
lares. podremos inscribir y circunscribir en un circulo, poligonos re-
gulares de

12, 24, 48, 9.
8, 16, 32, 64....
1020, 1 250, 180 %, =,
30, 60, 120, 240.......
lados.

i PROBLEMA XLI

218. Dado el lado de un pohgono reqular inscripto, calcular el
lado el Jpoligono regular de doble mivmero de lados, inscripto en el
mismo circulo.

Sea MN fig. 211) un lado de un poligono regular inscripto de = la-
dos. Trazando ¢l radio OT, perpendicular & la cuerda MN, ésta y el arco
correspondiente: MTN, quedardn divididos en dos partes‘iguales por
dicho radio (58). Segun esto, la cuerda MT, serd el lado del poligono
regular inscripto de 2n lados. Se trata pues, de hallar el valor de MT
en funcion de MN y del radio.

Pueslo que el dngulo MOT es forzosamente agudo, en el tridngulo
MOT tendremos (184)

MT" = MO" + 10" — 20T . 0S.
Poniendo en esta igualdad R en vez de MO y OT serd
i MT° =R 4+ R’ — 2.R.0S
de donde

MT = \/ R® 'R* — 2R . OS 6

— V2R —2R.0S (a)
pero en el tridngulo MOS '
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y sustituyendo este valor de OS en la férmula (), tendremos

MT — \/2R~ —9R. \/ \/23- — 2R \/ RN

= \/R(zR—2.l/_ZR;—‘_m§) =\/R(QR— \/QE{T——M-?) v

haciendo MN = L y MT‘ = Lf, sera

L \/R(2R e ) ) ®)

formula que resuelve el problema propuesto. -

/f © PROBLEMA XLII

219. Dado el lado de un poligono regular wnscripto, calcular el
lado del poligono regular del mismo nwimero de lados, y circunscrip-
to al mismo circulo.

Sea MN (fig. 211) un lado de un poligono regular inscripto, de » la-
dos. Por T, punto medio del arco correspondiente MTN, tracemos la
tangente PTC, y pro]onguemos los radios OM y ON, hasta que encuen-
tren 4 dicha tangente, PQ serd un lado del poligono regu ar circunscrip-
to de = lados.

Se trata pues, de hallar el valor de PQ, en funcion de MN y del radio.

En los tridngulos seme_]ames POQ, MON; tomando PQ y MN por bases,
sus respectivas alturas serdn TO y S0; segun lo dicho (180) serd

PQ TO
S de donde
: MN . TO
ey
y poniendo R en vez de TO, ser4
MN . R
PO e (K

. SO
pero ségun lo dicho en el péarrafo anterior,

SO = 2 MN
4

ool
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Sustituyendo este valor de OS enla f6rmula (K), serd

e NN . R o MN . R
\/ T (/4R — MY
i \/ R
& MN . R IR R
- s ‘\/ 4R’ — MN '\/ 4R2 ke MN
Sl eree e s :
v sustituyendo L en vez de MN y L en vez de PQ sers
2L . R
Lif— (@),

\/ ARZ SRS

férmula que resuelve el problema propuesto.

PROBLEMA XLIII

220. Calcular el valor de 7 (1)
i en la formula (@) (209 cor. 2)

- G
T
hacemos R — 1 se convierte en
C
7= — >
Dn )

Lo que nos dice que 7, es igual dla mitad de la circunferencia
cuando el radio es igual d la unidad.

- Todo se reduce pues, hallar valores aproximados en esta mitad de:
]a circunferencia. :

Sabemos \206) que los perimetros de los pohgunos regulares inscrip-;
tos, crecen & medida que se va duplicando el ntmero de sus lados,
aproximéndose 4 la circunferencia que eslimite de aquellos perimetros.
El valor pues de cada uno de estos perimetros, serd un valor aproxi-
mado de la circunferencia, y tambien el valor de cada semiperimetro
serd un valor. aproximado de la semicircunferencia, es decir, un valor:
aproximado de 77, cuando R = 1. ?

{1) Dumosirado que 7 es un numero inconmensurable, solo se pueden hallar
sus valores aproximados.
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Ahora sabemos que el lado del cuadrado mscrlpto esigual a.*v 2
y del exdgono regular inscripto es igual 4 K, 6 tomando R por uni—
dad.

Lado del cuadrado = \/ 2
Lado del exdgono = 1

por consiguiente

Semiperimetro del cuadrado inscripto = 2 \/ a2 = 298284.....
Semiperimetro del exdgono regular incripto = 3. 3

Lo que nos da los dos nameros 28284....... y 3; valores més 6 menos:
aproximados de . ‘

Pero por medio de la formula (8) (218), sustituyendo en ella en vez de
L, 3, y uno en vez de R, hallaremos ¢l valor del lado del dodecdgono
regular inscripto, y mulliplicando este valor por seis, mitad del nimero
de lados, hallaremos el semiperimetro de dicho poligono, que sera un

valor de # mads aproximado que 3, semiperimetro del exagono regular-

inscripto.

Del mismo modo que del semiperimetro del exdgono, hemas pasado-
al semiperimetro del dodecdgono; pasaremos del semiperimetro de éste
al del poligono de 24, 48, Y6. ... lados; v del semiperimetro dcl cuadra—
do al del poligono de 8 16, 32, 64....... lados.

Valores todos, cada vez mds aproximados de 7.

Verificando los caleulos necesarios, se llega 4 los siguientes resul-
tados: :

Nimero delados  Semiperimetros Nimerodelados  Semiperimetros
3400000 L 282842
310582 8t mis 306146
313262 fgHnei e 342144
341395 B2 3113604
314103 314033
3414145 3414127

Ahora por medio de la formula (&) (219, conocido el lado de un po~
ligono regular inscripto, podemos determinar el del poligono regular

circunscripto del mismo ntimero de lados que el anterior, y por consi-

guicnte el semiperimetro del poligono circunseripto.

Haciendo los cédlculos necesarios se obtiene 3414188, valor del semi-
perimetro del poligono regular circunscripto de 192 lados.

Tenemos pues

Semiperimetro del poligono regular inscripto de 192 lados = 314145
Semiperimetrodel poligono regular circunscriptode 192 lados = 314188

Y como (209 cor. y 208 cor. 1.°).
La circunferencia es menor que el perimetro de todo poligono cir-
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. cunscripto y mayor que el perimetro de todo poligono inscripto, ten-
- dremos
7 > 314145
7 < 314188
Por consiguiente
7 = 3141

con menos error de una milésima.
Se comprende sin dificultad, que se puede hallar un valor de 7 tamr
aproximado como se quiera. (1)

PROBLEMA XLIV

221. Rectificar la circunferencia.

En la circunferencia O (fig 212) se traza la cuerda EH,
igual al radio, el didmetro A B prerpendicular & dicha cuerda
EH y la tangente del punto A limitada en C por la prolon-
gacion del radio OE. Desde C se toman sucesivamente, y en:
direccion de CD, tres radios. Se une el extremo ) del ulti-
mo radio con el extremo B del didmetro AB, y tendremos la
recta BD), aproximadamente igual 4 la semicncuaferencia
rectificada. A

En efecto; de la semejanza de los tridngulos OAC, OFE, se deduce

CA AO
EF  FO
de donde
AO . EF
CA= ————
FO
Yy como - FO=3%R V3 (2l4cor 30 serd
o ROERAE O RS
SRR
(1) Arquimedes partiendo del exdgono, y deteniéndose en los poligonos ins-
criptos y circunscriptos de 96 lados, hallé que 7 est4 comprendido entre 3 T
- 10 10 22 ;s
y3 ~70 " El valor 8 T = _'i— mny usgdo, excede & 7 en menos de medin

2 365
milésima. Adriano Mecio caleulé la razon 113 ) °Uyo error es menor gque me~
dia millonésima.
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RV 5% R(O—V3)

Pero AD = CD — CA = 3R — =
- 3 3

Ahora en el tridngulo rectdngulo BAD, tendremoﬁ

Bl \/[\T?,2 SAD: \/432 + (_R'!(g_-v 5) )2
3

RVi0—18 V3 _g . 3141533, de donde
- .
BD =R . 3‘141533
valor que se diferencia de ¥ C = 7 R = R 3‘141592 en 0‘000059

SHETERYS
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LIBROIV  /,

AREAS DE LAS FIGURAS PLANAS

CAPITULO 1

AREAS DE LOS POLfGONOS

222. Area de una ﬁgura es la medida de su extension

superficial; es decir, el ndmero que expresa la razon entre la
superficie de la ﬁgura que se mide, y la unidad adoptada como
medida.

La unidad para medir una superficie, debe ser otra super-
ficie, y conviene que tenga la figura de cuadrado.

Las unidades superficizles adoptadas, son el metro cuadra-
do, el pié cuadrado, lalegua cuadrada, etc.; es decir, cuadra-
dos cuyos lados son unidades lineales.

Un cuadrado cuyo lado es una unidad lineal, es pues, una

unidad superficial.

Si queremos medir una fighra superficial, compardndola
~ directamente con el cuadrado unidad, tropezaremos con difi-
cultades casi insuperables, por lo que buscaremos otro proce-
dimiento, segun el cual, para hallar las dreas de las figuras,
bastard medir lineas.

Dos figuras que tienen la misma, area, son equivalentes.

TEOREMA CXX

- 228.  Las superficies de dos rectdngulos ABCD, A‘B‘C‘D*
(fig. 213) de bases iguales (BC = B‘C'); son proporcwnales (/7
sus alturas AB y A'B¢.

- Distinguiremos dos casos: 1.°- Que las alturas AB y A‘B,
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-sean conmensurables. 2.° Que dichas alturas sean inconmen-
surables.

"~ Primer caso: Suponiendo que la medida comun de estas
-dos alturas, esté contenida ciuco veces enla AB. y cuatro en
la A‘Bt. y dividiéndolas respectivamente en cinco y cuatro
partes iguales, cada una de estas partes serd igual 4 la me-
dida comun.

Si se toma ésta como unidad para medir ambas alturas
AB y A‘B:, las medidas de ésta serdn los niimeros cinco y
-cuatro, y como (Arit. 343), la razon de dos cantidades es la
amisma que la de los nimeros que las miden, serd

AB 5
B g D-

Ahora si por los puntos de division, se trazan paralelas 4
BO en el primer rectangulo, y & B:C* en el segundo, ambos
rectangulos quedaran divididos ‘en rectdngulos parciales
todos superponibles. Si tomamos uno de estos rectingulos
parciales por unidad  para medir los rectingulos ABCD,
A‘B'C‘D¢, tendremos por la misma razon que antes

ABCD 5
—_— 2
A‘BC‘D* 4 @
ABCD AB
) 1 A\ —
Luego (Arit. 55) AECDT . in

Segundo caso: Si los rectdangulos ABCD, A‘B‘C‘D’ (fig. 214) cuyas ba-
ses son iguales, tienen las alturas AB, A‘B‘, inconmensurables, pode-
mods suponer dividida la A‘B¢ en % partes iguales; v poniendo la enési-
ma parte de A‘B¢ todas las veces que se pueda sobre AB empezando
por B, y suponiéndola contenida m veces; es decir, suponiendo que el
mayor namero de enésimos de A‘B‘, contenidos en AB, sea m, el extre-
mo de la Gltima enésima, caerd en un punto P préximo & A; puesto que
PA, ha de ser menor que dicha enésima parte de A‘B‘. Trazando ahora
por P, la PQ), paralela 4 AD, formaremos un rectangulo PBCQ, que tiene
su base igual 4 la del A‘B‘C‘DY, y su altura BP conmensurable conla
altura B'A‘. Segun el caso anterior tendremos

BPQC BP
ABGD L. BAS

' Si 4 continuacion de P tomamos PP‘igual 4 la endsima parte de A‘B,
trazamos la P‘Q¢ paralela & AD, y prolongamos la CD hasta Q¢, for-
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‘maremos un rectingulo P‘BCQ* que se encuentra respecto del A‘B‘C‘D¢,
-en el mismo caso que el BPQC, por consiguiente tendremos
BPQC BP¢

TABCDS = ROt
Ahora, 4 medida que n crece, P y P¢ se acercan 4 A, y las PQ y P‘Q¢
.4 AD, de una manera indefinida. De modo que AB, es el limite superior
de la variable BP, y el inferior de la variable BP¢, y tambien ABUD, es

¢l limite superior del rectangulo PBCQ vy el inferior del P‘BLQ*.
Ademis, :

BES g, BP - om 1
B R ABAUET
: m BA m 4+ 1
luego S =S _A‘B‘_ﬂ.’ =& TR (@)
Tambien :
BPOC 14 i BPQC  m + 1
ABCD = ARG Al
Luego
m ABCD m—+ 1
—— s b
n = A‘B‘C‘D* = n ©
Las limitaciones (@) y (b), prueban (Aritmética 343) que
D
il = ap SN GG ENE:
A‘B(CIDK A‘B‘

CoroLarto. Puesto que en dos rectingulos ABCD,
A‘B‘C*D¢ (fig. 214) pueden tomarse indistintamente por bases
6 alturas AB y BC, A‘B‘ y B‘Ct, podremos sentar que

Las superficies de dos rectingulos ABCD, A" B'C'D* de al-
turas iguales (BC = B‘(:) son proporcionales G sus bases
Bd y B4°. .

La base y la altura de un rectdngulo, reciben el nombre
-comun de dimensiones.

TEOREMA CXXI

224. Las superficies de dos rectingulos cualesquiera ABCD,
A‘B'CD¢ (fig. 215), son proporcionales & los productos de sus
bases por sus respectivas alturas.
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En efecto; construyamos un tercer rectangulo A B«GeDY,
que tenga su base ignal 4 la del primero (B*C* = BC), y su
altura igual 4 la del segundo (A"B* = A‘B").

Segun el teorema anterior tendremos

ABCD AB A“B“C“D B“C«
AB'C'DY ~ AB*’ Y ABCD  BC
multiplicando ordenadamente estas dos proporciones, resulta
ABCD x A“B*C*D“  AB X B“C
A“B“C“D* X A B‘CDf A“B* X B'C¢ °

Suprimiendo en los dos términos de la primera razon el
factor comun A“B“CD*, y poniendo en la segunda en vez
de B“C* su igual BC, y en vez de A“B‘ su igual A‘B sera

ABCDy ;-0 AB X BC
ABO‘D: - T AR S BOE S

C.C.E.E. (1)

TEOREMA CXXII

225. El area de un rectingulo es zgual al producto de sw
base por su altura.

En efecto; sea ABCD (fig. 216) un rectdngulo, cuya drea
queremos determinar, y abed, el cuadrado adoptado como
unidad superficial.

Segun el teorema anterior, tendremos la proporcion

ABCD =~ BC X BA -

e Y

Pero el primer miembro de esta igualdad, es la razon entre

la superficie del rectingulo ABCD, y el cuadrado wnidad

abed; luego este primer miembro es el drea del dicho rectdn-
gulo

Ahora, si en el segundo miembro, tomamos por unidad li-

neal para medir las lineas BC, BA, be, ba, el lado del cua-

(1) No debe perderse de vista, que AB, BC, A‘B‘, B‘C{, representan
los ntmeros abstractos que resultan de’ medlr estas lmea.s con una
misma unidad lineal.
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~ drado uﬁidad abed, este segundo miembro se convierte en.
BC x BA ot
T BC X BA, es decir, el niumero abstracto

que resulta de multiplicar los nimeros BCy BA. C.C. E. E.

Luego el drea de un rectangulo, es igual al producto de los
niymeros que representan sw base y sw altura, medidas con el
lado de la wnidad superficial.

Lo que se expresa brevemente diciendo:

El drea de wn rectangulo, es igual al producto de su Dase.
por su altura. .

CoroLARIO. Kl drea de un cuadrado, es igual a la sequn-
da potencia, de su lado.

Por eso 4 la segunda potencia de un numero, se le llama
tambien cuadrado.

Tambien suele llamarse rectingulo al producto de dos ni-
MEros. '

TEOREMA CXXIIl -

- 226. Ei drea de wn paralelogramo ABCD (fig. 217),‘ es
igual al producto de su base DC por su altura BN.

- En efecto; trazando desde los vértices A y B, las perpen-.
diculares AM y BN 4 la base DC, y prolongando ésta hasta:
M, se forman los tridngulos AMD, BNC iguales (132-4.9),
por ser rectingulos y tener AD = BC y AM = BN (48).
~ Ahora, si del trapecio AMCB, se quita el tridngulo AMD,
queda el paralelégramo dado ABCD y si de dicho ttapeclo
se quita el triéngulo BNOC, queda el rectingulo AMNB, de:
donde

paralelégramo ABCD equivalente al rectdngulo AMN B
Ademas DC = MN,
pero /
area del rectdngulo AMNB = MN X BN,
Luego

irea del paralelégramo ABCD = MN x BN = DG X BN,
Co€ B E.

10
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TEOREMA CXXIV

227. El area de un triangulo ABC (fig. 218), es igual &
la mitad del producto de su base AC, por sw altura BN.

En efecto; trazando por el vértice B la BD paralela al
lado opuesto AC, y por el vértice C la CD paralela al lado
opuesto A B, dichas paralelas se encontrardn en un punto D,
y tendremos el paralelégramo ABDC del que es mitad el
tridngulo ABC.

Ahora

drea del paraleldgramo ABDC — AC X BN.
Luego :
drea del tridngulo ABC =4 AC X BN. C.C. E. E.

228. Coronario 1.° Dos paralelégramos de bases y altn-
ras iguales, sen equivalentes.

CororarIo 2.° Dos tridngulos de bases y alturas iguales,
son equivalentes.

CororArIo 3.° Las dreas de dos tridngulos cualesquiera,
son proporcionales 4 los productos de sus bases por su altu-
ra. Si tienen sus alturas iguales, son proporcionales 4 sus
bases; y si tienen sus bases iguales, son proporcionales 4 sus
bases. ,

. En efecto; llamando Ty T¢ 4 la drea de dos triangulos
cuyas bases y alturas respectivas son a, b y af, b, sera

T=%ab
Pe——Ligiine:
14 a.b
de donde Tor b‘;
sia = a‘serd —E—-:—b—
3 Tc bc
_1 a

ysib=1>0 soré,
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TEOREMA CXXV

229.  El drea de un trapecio ABCD (fig. 219), es igual a
la semisuma de sus bases ¥ (DC + AB), por su altura BR.

En efecto; trazando la diagonal DB, se forman los dos
tridngulos ADB y DBC. Ahora

iarea ADB= 1 AB.DS
area BDC =1 DC.BR.

Sumando ordenadamente estas dos igualdades, sera
area del trapecio ABCD — 4 AB.DS + 4 DC.BR.
Pero (48) DS /= BR;

Sustituyendo DS por BR en la igualdad anterior, ten-
dremos

drea del trapecio ABCD =4 AB.BR + % DC.BR
=4 (AB + DC) BR,
6 area del trapecio ABCD = % (AB +4 DC).BR.

C.C.E. E. '

CoroLArIo. Puesto que (171 cor,) MN = 4 (AB+ DC);
tendremos drea del trapecio ABCD —= MN. BR, luego

El area de un trapecio es igual 4 la recta que une los pun-
tos medios de los lados no puralelos, por la altura.

TEOREMA CXXVI

280. El area de un poligono reqular ABCDEF (fig. 203),
es tgual & la mitad del producto del perimetro, por la apotema.

En efecto; trazando desde el centro O del poligono todos
sus radios, quedard descompuesto en tantos triingulos OAB,
OBC, OCD..... iguales todos entre sf, como lados tiene el
poligono. Ahora el drea de uno cualquiera de dichos tridn-
gulos OAB esigual 4 § AB X OM.

El 4rea del poligono ABCDEF serd igual 4 la suma de las
dreas de los tridngulos en que se ha descompuesto, es decir,



148 GEOMETRIA
drea ABCDEF =4 AB .MO 4+4BC.NO-+3CD.PO....
Pero las apotemas MO, NO, PO..... son todas iguales, de

modo que serd
irea ABCDEF =} AB. MO + 1 BC. MO 44 CD . MO.....

y-sacando en el segundo miembro fuera de un paréntesis el
factor comun 4+ MO, seri :

drea ABCDF = £ MO (AB + BC 4 CD....)
Llamando P al perimetro, y « 4 la apotema, sera
drea de un poligono regular =4 P X a. (k) C. C. E.E.

Cororarro. Para hallar el drea de un poligono irregu-
lar, bastard descomponerlo en tridngulos, y sumar las dreas
de estos tridngulos. A

CAPITULO 1I

AREAS DE LAS FIGURAS CIRCULARES

231. La porcion de circulo complendldo entre un arco
AB (fig 221) y los radios OA y OB, que pasan por los ex-
tremos de dicho arco, es un sector cz'rcular

La porcion de circulo comprendida entre un arco AB, y su
cuerda AB, es un segmento circular.

La porcion de circulo comprendido entre dos circunferen-
cias concéntricas, es una corona circular.

La porcion de corona circular limitada por dos radlos 0OA
y OB, es un trapecio circular.

TEOREMA CXXVII

232. El drea de un circulo, es igual & la mitad del pro-
ducto de la circunferencia por el radio.
~ En efecto; puesto que (208 cor. 3.°) la circunferencia se
puede considerar como un poligono regular de infinito nime-
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ro de lados, su drea se determinard del mismo modo que la
del poligono regular. ;

Bastard sustituir en la formula (%) (230) en vez del peri-
metro P, la circunferencia C, y en vez de la apotema a, el
radio R (puesto que (208 cor. 3.°) la apotema es igual al ra-

dio cuando el poligono regular tiene un nimero infinito de
lados.) !

Sera pues
area del cfrculo= % C.R. C. C. E. B.

CororarIo. Sustituyendo en esta férmula en vez de C, -
su valor 27 R (211-cor. 2.°) serd

drea del circulo = +.27 R.R = = R’
y llamando A, al drea del circulo serd,
A=aR @

férmula que nos di tambien
R = \/ £
3

TEOREMA. CXXVIHI

233. Bl drea de un sECTOR circular MON (fig. 211), es igual d la
mitad del producto de su arco MN, por el radio ON.

En efecto; discurriendo como en los parrafos (84, 85 y 86), demostra-
riamos, que dos sectores circulares, cuyos arcos tienen el mismo radio,
son proporcionales & estos arcos; suponiendo un circulo O y un sector
MON cuyo radio comun es ON, tendremos

area del circulo O circunferencia del circulo O

area del sector MON arco MN

Multiplicando los dos términos de la segunda razon, por % ON serd

area del circulo O circunferencia del circulo O X % ON

area del sector MON arco MN X + ON

Pero los numeradores de estas dos fracciones son iguales; luego for-
zosamente lo serdn los denominadores; es decir que

area del sector MON = % arco MN X ON.. C, C.E.E,
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TEOREMA CXXIX

234. ' El drea de un SEGMENTO circular ABR (fig. 207) es igual al
producto de la mitad del radio OB, por el exceso de su arco ARB,
sobre AP, mitad de la cuerda de un arco duplo.

En efecto, el segmento ABR, es igual al sector ARBO, menos el tridn-
gulo AOB; es decir

area del segmento ARB l= arco ARB X %+ 0B — AP X * 0B,
0 érea del segmento ARB = % OB (arco ARB — AP), y como
AP — } AR . sera
4rea del segmento ARB = & OB (arco ARB — % AF). C.C.E.E. (1)

CororARIO. - Facilmente se deduce de lo expuesto, que el area de una
corona circular, es 1gual 4 la diferencia de las dreas de los circulos
concéntricos; y que el area de un trapecio circular es igual & la dife-
rencia de los sectores correspondientes.

CAPITULO III

COMPARACION DE LAS AREAS

oF

TEOREMA CXXX

235. = Las areas de dos tridmgulos ABC y DEC (fig. 222)
que tienen un dngulo comun O, son proporcionales G los pro-
ductos AC.BC y DC. EC, de los lados que en cada tridn-
gulo, forman el angulo comun.

En efecto; trazando la AR, tendremos los tridngulos A BC
y AEC, que tienen la misma altura, por lo que (228 cor. 3.°)
serdn proporcionales & sus bases BC y EC, es decir que serd

area ABC BC
drea AEC RGN

{1) La longitud del arco, dato necesario para hallar el area del sector, se de-
terminara facilmente conocxdu el radio y el niimero de grados, por medxo de la
formnula (p) (211 cor, 3,9)
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) /
Pero los tridngulos AEC y. DEC que tienen tambien la
misma altura, serdn igualmente proporcionales & sus bases

AC y DC, es decir que sera

drea AEC AC
irea DEC _ DC
Multiplicando ordenadamente estas dos proporciones, ten-
dremos
drea ABC X area AEC BC.AC
L EOPO

area AlKC X darea DEC

y simplificando el primer miembro sera
 area ABC BC.AC 3
area DEC T EC.DC . C.C. E . E:

TEOREMA CXXXI

236." Lasdreas de dos triangulos seme]antes ABC y A‘B'C"
(fig.2s 176 y 177), son proporcionales & los cuadrados de sus

lados homologos.
En efecto; de la semejanza de los tridngulos ABCy A‘B‘C

se dedncs
AC AB

AEe i A
de la semejanza de los tridngulos rectdngulos, ABD y

y
A‘B<D¢, se deduce ignalmente
‘BD AB

BDU. . AR

Multiplicando ordenadamente estas dos proporeiones y to-
mando la mitad de los dos primeros términos de la propor-

cion que resulta, serd
AC.BD .

¥ LU e o

'% A‘C‘.B‘D‘ A‘B‘ :
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TEOREMA CXXXII

237." Las dreas de dos poligonos seme;antes ABCDE,
“A‘B'C‘D‘E¥; (fig. 200) son proporcionales ¢ los cuadrados de
sus lados homologos'

En efecto; descomponiendo los poligonos en el mismo nii-
mero de triéngulos semejantes, y semejantemente dispuestos
(190), trazando diagonales desde los vértices homélogos A y
A<, tendremos (236)

area ABC 5 BC>
drea A‘B‘C¢ BC

drea ACD i cD’
drea A‘C'D¢ C'D2

area ADE () DE’ :
drea A‘D'E° ~—  pge

y como las segundas razones son iguales, lo son todas las de
estas proporciones; y por consiguiente serd

drea ABC drea ACD ~ 4rea ADE BC?

drea A‘BC¢  drea A‘C'D¢ drea A‘D‘B* BC

Pero de esta serie de razones iguales se deduce (Alg. 62)

drea ABC 4 drea ACD - frea ADE  BC
drea A‘B‘C + drea A‘C‘D* + drea A'D'E* [l
irea del poligono ABCDE B S CCEE
drea del poligono A‘B‘C‘'D*RE¢ B'Ce 1)

% Corornarto. Las dreas dedos poligonos semejantes, son pro-
porcionales G los cuadrados de sus diagonales homélogos .
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© En efecto; de la semejanza de los tridngulos ABC y A‘B‘CY,
.8/9 deduce
b :

AG FBE AR Y BE

¢ (w2 —_— EOETEEES L)
A© B¢ A‘C‘2 : B‘C‘2 »

~ y como ésta proporcion y la proporcion (m) tienen una razon -
- comun, se podrd formar la siguiente

avea del poligono ABCDE ACQ”

7 =———— C.C.BE.E.
area del poligono A‘B‘C‘D*E¢ ACH ,

TEOREMA CXXXIII

238. "Las dreas de dos poligonos regulares semejantes
. ABCDE y A‘B‘C'D‘E* (fig. 204), son proporcionales d los
 cuadrados de sus radios y & los cuadrados de sus apotemas.
En efecto; de la semejanza de estos poligonos se deduce

drea del poligono ABCDE AB®

drea del poligono A‘B‘C‘D‘E & A B2 @

De la semejanza de los tridngulos semejantes AOB y AO‘B¢

: AR - AC o

f y de la semejanza de los tridngulos AOM y AO‘M¢,

E A0 on

i 2 e 2 (C)

p) A‘Oa O‘M‘ .

Pero las razones de las tres proporciones (a), (b) y (¢), son
I todas iguales, luego tendremos

drea del poligono ABCD ] A0 % oM’
drea del poligono A‘B'C:D* — A92 oM~

C.C. E. E.
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TEOREMA CXXXIV

239. " Las dreas de dos circulos, son proporcionales & los
cuadrados de sus radios. .

Sean C y C* dos circulos, y R, R, sus radios respectivos,
tendremos

5 2
areade C = «#R

- 2
drea de C* = & R*

de donde
ireadeC =R’ o
dreade C¢ ~  _ Rp&
area 'de C R

L : oy ol ol
area de C* R‘2 < : .

240.  Dos sectores circulares, cuyos arcos son semejantes, son tam-
bien semejantes.

Dos segmentos circulares cuyos arcos son semejantes, son tambien
semejantes.

TEOREMA CXXXYV

|

Las dreas de dos sectores circulares semejantes, son proporciona-
les d los cuadrados de sus radios.

Sean T y T¢ dos sectores circulares semejantes, A y A sus arcos
respectivos, v R, R¢los radios de estos arcos. Tendremos (233)

dreaT'— %A .R, dreaT‘—% A°. R de donde

area T IS A.R
oo Y
Pero como los arcos A y A¢, son tambien semejantes, serd
A R
= (D)

A R¢
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k Multiplicando ordenadamente estas dos proporciones y simplificando,

. resulta

drea T R2
o e e T R

drea T¢ R?

TEOREMA CXXXVI

241. Las dreas de dos segmentos circulares seMejantes ABC,
A‘B‘Co‘ (fig. 220), son proporczonales d los cuadrados de sus radios
(BE

En efecto; por ser semejantes los sectores OACB, O‘A‘C‘B, tendremos
drea OACB 0B®
drea CACB* G Re
y por ser semejantes los tridngulos AOB y A‘O‘B, tendremos
drea AOB 082
drea AOB* R
De estas dos proporciones se deduce
area OACB S drea AOB doiest
drea OCA'CB* = drea A‘OBf et
area OACB — édrea AOB  drea OACB 0B
drea OAC'B¢ — drea AOB* = drea OACB* ~  gpd
de donde
_ dreaABC 0B C.CEE
grea ABC . gER

TEOREMA CXXXVII

942." El cuadrado construido sobre la hipotenusa CB (figu-
ra 223) de un triangulo rectingqulo CA B, es equivalente & la
suma de los cuadrados construidos sobre los catetos ABy AC.

En efecto; construyendo cuadrados sobre la hipotenusa y
sobre los catetos del tridngulo réctingulo ABC, y trazando
desde A la perpendicular AP 4 la hipotenusa, y prolongando
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dicha perpendicular hasta Q, el cuadrado CBER, construido
sobre la hipotenusa, ha quedado dividido en los dos reectdn-
gulos PBEQ y PCRQ. Trazando las rectas CD y AE se for-
man los tridngulos (,BD y ABE, que son iguales por tener
el

dngulo CBD = édngulo ABE

que se componen ambos de un recto, mds el dngulo ABC,
ademds el

lado BD = lado AB
y Jado BC = lado BE,

por lados de un mismo cuadrado. Ahora, el area del tridngu-
lo CBD es equivalente &4 la mitad del area del cuadrado
BDSA, por tener ambos la misma base y la misma altura.
Y por la misma rvazon, el drea del tridngulo ABE equivalen-
te 4 la mitad del 4rea del rectdngulo PBEQ, luego el drea
“del cuadrado ABDS es equivalente al drea del rectangulo
PBEQ.

Del mismo modo se demostraria, que el drea del cuadrado
ACZT, es equivalente al drea del rectingulo CPQR; por
consiguiente, la suma de las dreas de los dos rectangulos
. PBEQ y PQRC que componen juntos el cuadrado CBER,
construido sobre la hipotenusa, es equivalente 4 la suma de
las dreas de los dos cuadrados SDBA y TACZ, construidos
sobre los catetos. C. C. E. E.

OTrA pEMOSTRACION: Sea CAB (fig. 224) un tridngulo rectdngulo.
Tomando en la prolongacion del cateto AB, una parte BD igual al otro
cateto AC, vy levantando por D una perpendicular DE 4 la BD, cuya
perpendicular sea. igual al cateto AB, tracemos la recta-EB. Levantan-
do ahora por los punfos Cy E perpendlculal es respectivamente 4
Jas BC y BE, dichas perpendiculares se encontrardn en un punto F,
habiéndose formado el cuadrado CBEF cuyo lado esigual 4 la hlpote—
nusa BC del tridngulo' CAB. Tracemos ahora la FK perpendlculal a AD,
y las CG y EH pelpendlculales ambas 4 la FK. Facilmente se deduce
de esta construccion, que CAB, BDE, FHE y FGC, son cuatro tridngulos
rectangulos iguales, vy que CBEF CGKA y HEDK, son cuadrados cuyos
lades son 1espect1vamente la h1potenusa CB, v los catetos AC, y AB.

Ahora, si del pentdgono total CFEDA, quitamos los triz’mgulos CAB
y BDE, queda el cuadrado CFEB construido sobre la hipotenusa CB; y
si del mismo pentdgono total, quitamos los tridngulos CGF y FHE, que-
dan los cuadrados CGKA, y HEDK, cuyos lados son les catetos del
triangulo CAB.

Luego queda probado que el cuadrado construido sobre la hipotenu-
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sa del tridngulo rectdngulo CAB, es equivalente 4 la suma de los cua-

. drados construidos sobre los catetos. /

Cororario 1.° El poligono construido sobre la hipotenusa de un

3 tridngulo rectdngulo, es equivalente d la suma de los poligonos cons-

truidos sobre los catetos, si los tres poligonos son semejantes, y ade-
mds la hipotenusa y los catetos, son lados respectivamente homdolo-

- gos de los poligonos.

on efecto, sean @, b y ¢ la hipotenusa ylos catetos de un tridngulo
rectangulo; P, P P las areas de los poligonos que tienen las condi-
ciones del enunciado.

Por ser semejantes dichos poligonos, tendremos (237)

P P( P“
P e
de aqui se deduce (Algebra, 62)
PK S P“ T P
52 1 ¢ o

Pero (183) los denominadores de estas dos fracciones iguales, son
iguales; luegd forzosamente seran iguales los numeradores; es decir
que

P—P‘+P% C.CCC

CoroLARI0. Bl circulo cuyo radio es la. hipotenusa de un tridngu-
lo rectdngulo, es equivalente, d la suma de los circulos cuyos radios
son respectivamente los catetos de dicho tridngulo.

En efecto; sean R, R¢, R%, la hipotenusa y los catetos de uh {ridngulo
rectangulo, las dreas de los circulos cuyos radios sean R, Rf, R® serdn

ar R2, 7 R2, #R“%., Ahora es evidente que -

7 R? 7 R 7 R42 .
: = R 2 = i ; pero de aqui se deduce
R R :
7 R2 + @ R Thi 7 R?
Rx2 SY Ru2 0 R2 2
¥ como R2 +R“? =R? (183), serd

#R2=aR2 +7R“? C.CEE

N

TEOREMA CXXXVIII

248.> Bl cuadrado construido sobre la suma de dos rectas, €s
equivalente, d la suma de los cuadrados construidos, sobre cadw une
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de dichas rectas, mds el duplo del rectdangulo construido sobre las
MISMAS,

En efecto; sean AB y CB, (fig. 225) estas dos rectas. Construvamos
sobre su suma AC, al cuadrado AGEC; tracemos la BF perpendlcular &
AC y tomando i AB, tracemos la HD paralela & AC.

‘%el examen de la ﬁgura se deduce facilmente la verdad del enun-
ciado.

TEOREMA CXXXIX

244" El cuadrade construido sobre diferencia de dos rectas, es
equivalente 6 la swuma de los cuadrados construidos sobre cada unw
de dichas rectas, menos el duplo del rectangulo construido sobre las
MISHAS. : ‘

En efecto; sean AC y BC (fig. 226) estas dos rectas. Construyamos
sobre la mayor AC el cuadrado AGEC, y sobre .la menor BC el cuadra-
do BCLF. Tomemos GH igual & la menor y tracemos la HD perpendi-
cular 4 AG, prolonguemos ahora la BF hasta R,y tendremos que
AHRB, es el ecnadrado construido sobre la diferencia de las dos rectas
AC y BC, v que los rectangulos GEDH y RDLF estdn construidos sobre
dichas dos rectas AC y BC.

Dei examen de la figura se deduce facilmenie la verdad del enun-
ciado.

TEOREMA CXL

245,  Hi rectdngulo construido sobre la suma y la diferencia de
dos rectas, es igual ¢ la diferencia de los cuadrados construidos
sobre dichas dos rectas.

En efecto; sean AB y BC dos rectas, (fig. 227) sobre la AC, suma de
dichas rectas, construyamos el rectingulo AHDC, cuyos lados sean AG
suma de las rectas, y AH diferencia de las mismas, Prolonguemos AH
y CD, de modo AG y CE sean 1guales 4 la recta AB tracemos la GE, vy
por el punto B, la BFperpendicular 4 la AC. Tendremos, que el rectin-
gulo GFOH es igual al recténgulo FECB, por tener ambos los lados
contiguos iguales respectivamente 4 AB y & BC.

Del exdamen de la figura, resulta

HDCA = HOBA — ODCB = HOBA -+ FECB — FEDO
y como FECB = GFOH sera
‘ HDCA = HOBA =+ GFOH — FEDO = GFBA .— FEDO
Luego HDCA = GFBA — FEDO. C.C.E.E.
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CAPITULO IV

PROBLEMAS

PROBLEMA XLV Ky ik

246." Reducir un poligono ABCDE (fig. 228) d otro equi-

. valente que tenga un lado menos.

Tracese una diagonal BD, que forme tridngulo con dos lados

del poligono, por el vértice C, trdcese una paralela 4 la dia-
. goual BD; prolonguese el lado ED, hasta que encuentre 4
dicha paralela, y tnase el punto de interseccion H con el

vértice B. El poligono ABHE es el poligono pedido.
En efecto; los tridngulos BI)C y BDH, son equlvaleutes
por tener la misma base y la misma altura; luego

ABDE + BCD = ABDE 4 BHD, 6 ABCDE = ABHE.

C. C. E. E.

CoroLario. La constroccion anterior nos conducird fa-
cilmente 4 resolver el siguierfte problema:

Reducir un poligono cualquiera & un tridngulo equivalente.

PROBLEMA XLVI

247." Hallar un cuadrado que sea equivalente ¢ un tridn-
gulo dado ABC (fig. 229).
Llamando 2 al lado del cuadrado que se busca, tendremos

22— P AC B0 0t =—"AC T BO;

Tgualdad que expresa, que z es una media proporcional
entre los factores AC y & BO. La construccion serd la ex-
puesta (196, 2.* construccion). Hallaremos el punto M, me-
dio de la altura BO. Desde' M tomaremos en la prolongacion
de BO, una parte MN igual 4 la base AC del tridngulo. So-
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bre MN como didimetro, trazaremos la semicircunferencia
MRN trazaremos la MR, y esta recta serd el lado del cuadra-
do que se busca, punto que (183, cor. 3.2, 2.%)

MR*:= MN.MO ¢ 'MR®= AC X} OB.

7 CoroLARIO.  Lia construccion anterior nos conducird fa-
cilmente 4 resolver los signientes problemas:

Hallar 4in cuadrado quesea equivalente d un paralelogramo,
& un trapeéio, G un poligono.regular .

Bastard hallar una media proporcional entre los dos facto-
res del drea de cadauna de estas figuras; y esta media pro-
porcional serd el lado del cuadrado equivalente.

Para hallar un’cuadrado equivalente 4 un poligono‘irregu-
lar, se reducird previamente 4 tridngulo equivalente y des-
pues se reducira este tridngulo & cuadrado.

T

~PROBLEMA XLVII

248.% Hallar wn-cuadrado equivalente & un circulo dado.

Este problema de-la cuadratura del civculo, no se puede

resolver con exactitud; porque no se conoce el procedimiento
para hallar una recta exactamente igual 4 la circunferencia
rectificada; pero puede hallarse aproximadamente constru-
yendo una media proporcional, entre el valor aproximado de
la semicircunferencia rectificada (221), y el radio. Este me-
dio proporcional, serd el lado del cuadrado aproximadamente
de igual drea que el circulo dado.

PROBLEMA XLVIII

; 349.\ Hallar. un cuadrado igual & la suma de ofros dos
ados.

La resolucion de este problema, se deduce facilmente del
teorema CXXXVII. Bastard construir un triangulo rectin-
gulo, cuyos catetos sean respectivamente iguales 4 los lados
de los cuadrados dados. La hipotenusa del tridngulo cons-
truido serd el lado del cuadrado suma.

]
1
-
:
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El discipulo descubrird facilmente la resolucion de los si-
~ guientes problemas: o ‘
.~ 1.° Hallar un cuadrado igual & la diferencia de otros dos
- dados. ; : -
~ 2.° Hallar un cuadrado, duplo, triplo, etc. que otro dado.
w 3.° Hallar un cuadrado cuya drea sea la mitad que la de
otro dado . -
~ 4.° Dados dos poligonos semejantes, hallar otro semejante -
& los dados, y cuya drea sea igual @ la suma o0 & la diferencia
de las areas de dichos poligonos. -
w 5.° Hallar wn circulo, cuya drea sea igual d la suma 6 G
\ la diferencia de otros dos dados.

PROBLEMA XLIX

250. ~ Hallar un cuadrado cuya razon con otro dado ABCD,
(fig. 230) sea igual @ la razon de dos rectas dadas m y n.
Sobre una reeta indefinida, tomemos dos partes, MO y
OP, una 4 continuacion de otra, é iguales respectivamente
4 las rectas dadas my n. Sobre MP como didmetro, tra-
cemos la semicircunferencia MNP. Por O levantemos la
.~ perpendicular ON al didmetro MP, hasta que encuentre en
- N 4 la semicircunferencia. Unamos N con M y P. Desde N
- tomemos en el cateto NM, NQ ignal & AD lado del cuadrado
~ dado. Por Q tiremos la QS paralela al didmetro MP,y NS,
sera el lado del cuadrado que se busca.

En efecto; sabemos (183, 3.°) que

2

. MN° MO
. NP2/ 1. OP
g" Ahora de la semejanza de los tridngulos MNP y QNS se
. deduce
| N
p e de donde
‘ NP NS
T2
—NQ = Ho 6 bien

Ns? (0 3

11
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2

NQA D S
N Al
y como NQ es igual al cuadrado dado, seré
ABCD m
NSEA T

_ Luego el cuadrado NHTS construido sobre NS, es el cua-

drado pedido. :

El discfpulo deducirad facllmente de esta construccion el -
procedimiento para resolver los siguientes problemas:

1.0 Construir un poligono semejante @ otro dado, y cuya
razon con ¢ste sea la de las rectas m y 1.

2.2 Construir un circulo cuya razon con otro dado sea la
recta de las rectas m y n.




SEGUNDA PARTE
GEOMETRIA DEL ESPACIO

LIBRO 1
DE LOS PLANOS

~ CAPITULO I

PERPENDICULARES Y OBLICUAS A UN PLANO

251. Aunque un plano es (6) una superficie ilimitada,
para representarlo sobre el papel 6 el encerado, se considera
solo una parte de él, comunmente en forma de paralels-
gramo. ‘

Sabemos (6), que si una recta AB, (fig. 231), tiene dos
puntos A y B comunes con el plano MN, toda la recta esta

" situada en dicho plano.

Se concibe ficilmente una recta (fig. 232) que atraviese
un plano PQ. En este caso la recta no tiene mas que un pun-
to O, comun con el plano PQ. (1)

Tambien se concibe sin dificultad una recta EF (fig. 233)
y un plano RS, tales, que no tengan ningun punto comun,
aun suponiéndolos ilimitados.

(1) Los planos representados en las ldminas, se suponen transpa-
rentes, y las lineas que no deberian verse sin esta suposicion, se sefia~
lan con puntos,

Ao
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Vemos pues. que una recta y un plano, puede teuer tres
posiciones distintas.

1.* Cuando la recta tlene todos sus puntos en el plano
(ﬁo' 201)

2.2 Cuando la recta y el plano no tienen mds que un
punto comun (fig 232). En esta posicion la recta y el plano
son secautes, y el punto comun se llama pié de la recta.

3." Cuando la recta y el plano no tiene ningun punto co-
mun (fig. 233). En esta posicion, la recta y el plano son pa-
ralelas.

TEOREMA CXLI

252. Tres puntos 4, B, C, (ig. 23+) no situados en linea
recta, determinan la posicion de un plano.

La demostracion de este teorema exige probar, que por
dichos tres puntos siempre puede pasar un plano y que no
puede pasar mas que uno.

Imaginemos un plano que pase por la recta 1ndeﬁn1da. AB,
que une los puntos A y B. Es evidente, que el plano inde-

finido que pasa por la recta AB, girando al rededor de esta

recta, pasard por todos los puntos del espacio; habrd pues
una posicion de dicho plano que contendra al punto C, y
puesto que ademads pasa por la recta AB en todas sus posi-
ciones, los tres puntos A, B y C, estardn en este plano. Luego
por los tres puntos A, B y C siempre puede pasar un plano.

Supongamos ahora que por dichos tres puntos A, B, C,
pasan dos planos distintos. Tracemos en uno de dichos pla-
nos las dos rectas indefinidas AC y BC que se cortan en C,
y que dividen 4 dicho plano en cuatro dngulos.

Puesto que la recta AC tiene dos puntos Ay C en ambos
planos, toda ella estard situada en ambos planos; y como
la BC tiene dos puntos B y C en ambos planos, toda ella se ha-
1lara tambien en ambos planos.

Ahora todo punto situado en el plano donde se trazaron
las rectas AC y BC, estard 6 en estas rectas indefinidas, en
_cuyo caso estard en ambos planos por estarlo las dos rectas,
-6 estara fuera de dichas rectas, en E por ejemplo. Trazando.
por E la recta ER que forme con la CF un dngulo ERC
menor que el suplemento del DCR, cortara &4 las dos rectas
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‘CD y CF, y los puntos H y R estardn en los dos planos; y
por consiguiente toda la recta HR, y el punto E de esta rec-
* ta estara en ambos planos. Es decir, que todo punto situado
en uno de dichos dos planos estara forzosamente en el otro.
Ambos planos se confunden pues; en uno solo. Lue 0_por
tres puntos no situados en linea recta, no puede oner mas
~ que un plano.

CororarIo 1.0 Dos 'rectas que se cortan determinan la
posicion de un plano.

CoroLARIO 2.° - Dos rectas paralelas determinan la posi-
cion de un plano. : Jos

CoroLARIO 3.° - La interseccion de dos planos PQ y MN
(fig. 235) es una linea recia AB, pues de lo contrario, dichos
planos tendrian tres puntos comunes no situados en linea
recta, y por consiguiente se confundirian en un solo plano.

Cororar1o 4.° Si una recta AB (fig. 242) resbala sobre
otra MN de modo que en todas las posiciones AB, A‘B:,
ASBY, - que toma en s movimiento permanezca paralela 4
S przmem posicion AB, engendra un plano.

En efecto; los planos AB B¢A¢, AB B“A‘‘, AB BerAse,
que pasan por AB, y por cada una de las posiciones que
ocupa esta recta al resbalar sobre la MN, pasan por las ABy
MN, luego (cor. 2.%) todos estos planos se confunden en uno
solo, y por consiguiente la AB en su movimieuto engen-
dra un plano. : ‘

Escorro. Por una reeta cualquiera A B (fig. 236) pue-
den pasar infinitos planos AE, AD, AC, AF..... Yy por un
punto P de la AB se pueda trazar en cada plano, una per-
pendicvlar 4 dicha recta.

Sean PS, PR, PQ, PH. . ... estas perpendlculares.

Luego por un punto P de una recta AB, se pueden trazar
4 ésta infinitas perpendiculares en el espacio.

Debe observarse, que en cada plano que pasa por la recta
AB, no se puede trazar4 ésta, por un punto P sitnado en ella,
mds que una sola perpendicular. (9) .

253. Si una recta que tiene un solo punto comun con un
plano, es perpendicular 4 todas las rectas situadas en este
plano, y que pasan por este:punto, dicha recta es perpendicu-
lar-al plano, y éste perpendicular 4 la recta.

Recta oblicua 4 un plano es la que tiene un solo punto co—
mun con él, y no es perpendicular 4 dicho plano.
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TEOREMA CXLII

. Si una reeta AO (fig. 237) que tiene un solo punto O comun
con un plano MN, es perpendicular & dos rectas cualesquiera
OB y 0D que pasan por O y estin en dicho plano, serd tam-
bien perpendicular G otra recta cualquiera OC, que pase por
0. y esté situada en el mismo plano .

En efecto; trazando la BD secante de las tres rectas OB,
OC y OD, prolongando la AO hasta A* de modo que A‘O,
sea igual 4 AQ, y uniendo los puntos de interseccion B, Cy
D, con A y A¢, tendremos los tridngulos BAD y BA‘D que
son iguales por tener el lado BD comun,

el BA igual al BA¢,

por oblfcuas cuyos piés se apartan ignalmente del pié O de la
perpendicular; y el

AD igual al AD,

por la misma razon. Ademds los tridngulos ABC y A‘BC
tambien son iguales por tener el lado BC comun,

BA — BAf,
y dngulo ABC = édngulo ABC

por la igualdad de los tridngulos ABD y A‘BD. De aquf re-
sulta CA = CAS es decir, que C equidista de A y A% y como
O tambien equidista de A y A¢, OC serd perpendicular 4 AO,
6 AO perpendicular 4 OC. C. C. E. E.

Cororarro. Puesto que lo que se ha demostrado para la
recta OC, se demostraria del mismo modo pava cualquier otra
recta que pase por O y esté en el plano MN, resulta que

St una recta que tiene un solo punto comun con un pla-
no, es perpendicular d dos que pasan por su pié en el
plano, es perpendicular d este plano.

TEOREMA CXLIII

254. El lugar geométrico de todas las perpendicula-
res lragadas por un punlo d una recta, es el plano per-
pendicular a esta recta por dicho punto.
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En efecto; sea el plano MN (fig. 238) perpendicular 4 la
recta AB en el punto O. Vamos 4 probar:

1. Que toda recta OP siteada en el plano MN y que pasa
por el pié O, de la recta AB, es perpendicular 4 la AB.

2.° Que toda recta OQ, que pasa por O, y no estd situa-
da en el piano MN, no es perpendicular 4 la recta 4 AB.

La primera proposicion se deduce de lo dicho. (253) :

Para demostrar Ja segunda, contravia & la primera, haga-

" mos pasar un plano porlas AB y 0Q, y sea OQ° la intersec-

cion de este plano con el MN. Tendremos que las rectas 0Q,
0Q‘ y AB, estdn situadas en un mismo plano.

La OQ¢ es perpendicular 4 la AB, porque pasa por 0, y
estd en el plano MN; luego la OQ no puede ser per pendlcular
a la AB.

St pues, todas las rectas que pasan por el pié O de la AB,
y estan en el plano MN, son perpendiculares 4 la AB, y todas
las que no estdn en el plano MN y pasa por O no son perpen-
diculares 4 la AB; el plano MN perpendicular por O, ¢ la
AB, es el lugar geométrico de (as perpendiculares & AB por
el punto O.

En virtud del principio (82) se pueden establecer las si-
guientes proposiciones reciprocas de las anteriores:

1.° Toda perpendicular OQ d la AB, por el punto O
estd situada en el plano MN perpendicular d la AB por O.

2.° Toda recta OQ‘ que pasa por O, y no es perpen-
dicular & la AB, no estd en elplano MNpe:pendzcular al
d dicha recta en O.

TEOREMA CXLIV

955. “Por un punto O, (fig. 237) situado en un plano
MN, siempre se puede trazar d éste una perpendicular, y
no se puede lragar mas que una. .

Tracemos en el plano MN, una recta BD, que no pase por
O, desde O una perpendicular OC 4 la BD, por C la CA
perpendicular tambien 4 BD, y que forme el dngulo agudo
OCA. Ahora, si en el plano OCA se traza la OA perpendi-
cular 4 OC, dicha recta OA serd perpendicular al plano MN.

En efecto; prolongando A hasta A, de modo que A‘O,
sea igual 4 AO, y uniendo C y un punto D de la BD, con
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A y A, como BD es perpendicular 4 CO y CA; serd tambien
perpendicular al plano AOC, por lo que dicha recta BD, serd
tambien perpendicular & CA‘ (253). Tendremos, que los
tridangulos rectangulos ACD, y A‘CD, que tienen el cateto
CD comun y el AC igual al A‘C, serdn ignales; serdn pues
iguales sus hipotenusas AD y A‘D, de donde DO serd per-
pendicular (24 cor.) 4 AA‘. Si pues AA‘ 6 AO es perpendi-
cular &4 la OC y OD, lo serd (253) al plano MN.

Luego por un punto situado en un plano, siempre se
puede trazar una perpendicular.

Ahora, si por el punto O (fig. 239) suponemos dos perpen-
diculares OA y OB al plano MN, dichas rectas serdn ambas
perpendiculares & la interseccion 6 traza PQ del plano de
las OA y OB con el MN; lo que es imposible. (9)

Luego por un punto situado en un plano, no se puede fra-
zar 4 éste mas que una perpendicular.

TEOREMA CXLV

256. 7 Por un punto A, situado fuera de un plano MN,
(fig. 237), siempre se puede trazar G éste, una perpendicu-
lar, y no se puede trazar mas que una.

Tracemos la AC perpendicular & una recta BD, situada en
el plano MN. Por Cy en el plano MN, tracemos la CO per-
pendicular tambien & BD; ahora en el plano de las AC y CO
tracemos la AO perpendicular 4 CO. Esta serd perpendi-
cular al plano. Lo que se demuestra lo, mismo que el teore-
ma anterior.

Luego por un punto fuera de un plano, siempre se puede
trazar 4 éste una perpendicular.

Ahora, si por el punto A° (fig. 239) suponemos dos per-
pendiculares A‘O¢y A‘O¢ al plano MN, dichas rectas, se-
ran tambien perpendiculares (2563) 4 la interseccion O‘O¢¢, del
plano de las A‘O¢ y A‘O con el MN, lo que es imposible.

Luego por un punto situado fuera de un plano, no se puede
trazar 4 éste mas que una perpendicular.

TEOREMA CXLVI

957." Si desde un punto A* (fig. 239) situado fuera del
plano MN se tiran a ésle la perpendicular A'O‘ y una
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. oblicua cualquiera A*O; la perpendicular, es mds corfa
. que la oblicua.

. En efecto; en el plano A‘O‘O*, tenemos el tridngulo rec-
. tangulo A‘O‘O*, cuya hipotenusa A‘O‘“ es mayor que el ca-
b teto A0, C. C. E. K.

TEOREMA CXLVII

. 258. )\ 87 desde un punto A (fig. 239) situado fuera del
- plano MN, se tragan d éste la perpendicular A*O¢ y las
oblicuas A‘O“, AT, cuyos pibs equidistan del pié O, de la
perpendicular; dichas oblicuas son iguales.

En efecto; en los planos A‘O‘O¢“ y A‘O‘T, tenemos los
tridangulos rectdngulos A‘O‘0O¢“ y A‘O'T, iguales. Liuego las
hipotenusas A‘O¢ y AT, seran iguales. C. C. E. E.

TEOREMA CXLVIII

259. \ 87 desde un punto A* situado fuera de un plano
MN, se trazan d éste las oblicuas, A‘O¢ y A‘H cuyos
piés O y H distan desigualmente del pié O* de la perpen-
dicular, la oblicua A°H cuyo pié disla mads, es la mayor.

En efecto; en los planos A‘O*O¢‘, A‘O H, tenemos los tridn-
gulos A'O‘O“ A‘O“H. Tomando O‘T ignal & O‘O‘, y tra-
zando la TA¢, serd

ASH R ="A‘T
y como A= PAYOS
tendremos ANHRSS A s Sse O @ SRR

Escorto. Los reciprocos de estos tres ultimos teoremas,
son verdaderos, y se demuestra como sus analogos X, XIy
XII, de la Geometria plana. :

CororArIio 1.0 La distancia de un punto d un plano es

| la perpendicular trazada desde dicho punto al plano.
E' CoroLARIO 2.° Desde un punto siluado fuera de un
P plano, se pueden tirar d éste, infinitas oblicuas iguales, y
; el lugar geométrico de los piés de estas oblicuas, es la
; :
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circunferencia cuyo centro es el pié de la perpendicular
¥ cuyo radio es la distancia del pié de la perpendicular
al pié de una de las oblicuas iguales.

TEGREMA CXLIX

260. . St desde el pié O (fig. 240) de la AO perpendicu-
lar al plano MN, se tragza una perpendicular OB d una
recta CD siluada en dicho plano MN; la AB trazada des-
de B d un punto cualquiera A de la OA es perpendicular
dla CD. >

En efecto; tomando BD igunal & DC y uniendo C y D con
O yA; tendxemos OD=0C (16) y

AC—vAD \208)

Si pues., A y B equidistan de C y D, AB sela, perpendi-
cular 4CD. C. C. E. E.

CAPITULO II

PARALELISMO ‘BN EL ESPACIO

TEOREMA CL

261, Por un punto C (fig. 241) cualquiera del espacio, no
situado en la recta AB, se puede trazar una paralela & ésta,
y no se puede trazar mds que und.

En efecto; dos puntos A y B de la recta AB, y el punto @,
determinan la posicion de un plano (252); por el punto C y
en este plano, siempre se puede trazar 4 la AB, una paralela
MN (33). Ahora cualquiera otra recta HP que pase por C,
si estd en el plano de las AB y MN, no puede (33) ser pa-
ralela 4 AB, y si no estd en el plano ABC, HP es secante
4 este plano; de modo que las AB y HP% no estdn en un mis-
mo plano; luego no son paralelas (30).

TEOREMA CLI

962, i dos rectas AO y CB (fig. 243) son prpendicu-
lares d un plano MN; dichas rectas son paralelas cnire si.
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: En efecto; unamos los dos piés de estas perpendiculares,
- por medio de la recta OB, tracemos en el plano MN la DE
perpendicular 4 la OB, unamos B con un punto A de la AO,
y tendremos que las tres rectas CB, AB y OB son perpendi-
culares 4 la DE por el punto B. L.a CB por ser perpendicu-
lar al plano, la AB, en virtud de lo dicho (260), y la OB
por construccion. Bstas tres perpendiculares estardn si-
tuadas en un mismo plano (?.54) y en este plano estd la AO;
de modo que las AQ y CB, estin situadas en un mismo pla-
no y ademds son perpendiculares 4 la OB (131); luego son
paralelas entre si. C. C. E. E. :

TEOREMA CLII

263. \ 87 dos rectas AO y CB (fig. 243) son paralelas
entre st, y una de ellas AQO es perpendicular al plano MN,
la otra serd tambien perpendicular d dicho plano.

En efecto; si la BC no fuese perpendicular al plano MN,
por el punto B podriamos trazar otra que lo fuese, que seria
paralela 4 la AQ segun el teorema anterior, y tendrl’amos
por el punto B dos paralelasd#@a AO lo que es imposible.
Luego la CB serd forzosamen®e\perpendicular al plano MN.

CoroLARIO. S7 un plano es perpendicular d una recta,
es tambien perpendicular d todas las paralelas d esta recta.

TEOREMA CLIII

264." Dos planos PQ y MN (fig. 244) perpendzculares
una recla AB, son paralelos entre st.

Buo efecto; si dichos pla,nos se encontraran, podrian trazar-
se desde un punto C de la arista comun, las rectas CA y CB
situadas respectivamente en los pldnos MN y PQ,y por con-
siguiente (253) perpendiculares 4 la AB, lo que es impo-
sible.

TEOREMA CLIV

265. " Si un plano CB (fig. 245) corta d otros dos para-
lelos MN y PQ; las intersecciones AB, CD de éstos, con
el plano secante, son paralelas entre si.
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En efecto; si las intersecciones AB y CD, no fuesen para-
lelas, se encontrarian puesto que estin en un mismo plano,
y en este caso se encontrarian tambien los planos MN y PQ
que contienen dichas intersecciones, lo que es imposible,
puesto que por hipétesis, dichos planos son paralelos.

TEOREMA CLV

266.™ 8% dos rectas AB y CD (fig. 246) son paralelas en =
el espacio d una tercera MN; dichas rectas AB y CD, son
paralelas entre si. 3

En efecto; si imaginamos un plano perpendicular 4 la MN,
éste serd tambien perpendlcular dla AB y CD (263); de
modo que las AB y CD, serdn perpendiculares & dlcho plano;
luego (262) serdn paralelas entre si.

TEOREMA CLVI

967 Si una recta AB (fig. 247) es paralela d otra DC
situada en un plano MN, serd tambien paralela d este
plano.

En efecto; si la AB, no fuese paralela al plano MN, corta-
ria 4 este plano, y el punto comun entre la AB y el plano
MN, ha de estar precisamente en el plano de las paralelas
AB y CD, que es donde estd la AB, y como el plano MN y
el de dichas paralelas, no tienen mds puntos comunes que
los situados en la DC, el punto comun entre la AB y el pla-
no MN, forzosamente habia de hallarse en la DC, lo que es
imposible, pues suponemos paralelaslas AB y DC.

TEOREMA- CLVII

268." Si la recta AB (fig. 247) es paralela al plano
MN, y por un punto D de este plano se traza la DC para-
lela a la AB; la recta OD estard situada en el plano MN .

En efecto; la interseccion del plano MN, con el plano de
las palalelas AB y CD, pasard por D y estard situada en el
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‘plano MN. Ahora esta interseccion estd situada en el plano
'~ de las paralelas AB y CD, y no puede encontrar & la AB por
* ser ésta paralela al plano MN; de modo gque dicha intersec-
* cion es palalela a la AB y pasa por D; y como por D no
' puede pasar mds que una paralela 4 la AB dicha interseccion
'~ coincidird conla DC paralela 4 la AB por hipétesis. Lue-
" go CD estd siteada en el plano MN.

-~ CoroLsrto. Si una recta HP (fig. 248) es paralela d
" dos planos que se_cortan; es paralela tambien d la inter-
- seccion MN de dichos plcmos

¢ En efecto; segun el teorema anterior, si por el punto M se
. traza una p ara.lela 4 la HP, dicha pdralela estard 4 la vez
" “en el plano MB y en el NA luego se confundird con la in-
terseccwn MN.

ol

TEOREMA CLVIII

269. 87 dos dngulos CAB, C'A‘B* (fig. 249) situados
en planos diferentes, tienen sus lados respectivamente pa-
ralelos y dirigidos en un mismo sentido; dichos dngulos
son tguales y estdan situados en planos paralelos.

Tomando AC igual & A’C, y ABigual 4 A‘B, trazando
CBy C‘Bf, y uniendo por medio de rectas los puntos A, B y
C, respectivamente con los A¢, B¢, ¢, tendremos (143) AA¢
igual y paralela 4 las CC‘y BB‘; de donde CC* y BB* son
iguales tambien y paralelas; y por consiguiente CB igual y
paralela 4 C‘B‘. Resulta que los tridngulos ABC y A‘B‘C*
tienen sus tres lados respectivamente iguales; luego los dngu-
los homélogos CAB y C‘A‘B'son tambien iguales.

Ademds los planos CAB y C‘A‘B‘ son paralelos, porque
el plano paralelo al. A‘B‘C‘ trazado por A, debe pasar pre-
cisamente por By C.

270. Proyeccion de un punto sobre un plano, es el pié de
la perpendicular trazada desde el punto al plano. <

Proyeccion de una linea sobre un plano, es la linea forma-
da por las proyecciones de los puntos de dicha linea sobre
el plano.

La proyeccion del punto A (fig. 250) sobre el plano MN,
es el punto Af.

La proyeccion de la recta AB, sobre el plano MN, es la

»
|
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linea formada por los puntos A‘b‘a‘B¢, proyecciones respec-
tivas de los puntos A a, b, B de la recta AB.

TEOREMA CLIX

271. La proyeccion de una recla AB, sobre un plano
MN, es una linea recta.

En efecto; las rectas AA¢, aa‘, bb* BB¢. .. .. por ser per-
pendiculares al plano MN, son parzlelas entre sf, y segun
(%52, cor. 3.°) estdn situadas todas en un mismo plano; de
modo que la proyeccion de la AB sobre MN, formada por las
proyecciones de los puntos de la AB sobre dicho plano, es
precisamente la interseccion del plano AB* conel MN; luego
es una linea recta.

Coronar1o. Como una recta queda determinada con dos
de sus puntos, la proyeccion .de la recta AB, sobre el plano
MN, se hallara, determinando las proyecciones Ay B¢, -de
los extremos A y B de dicha recta, y uniendo por medio de
una recta los puntos A¢y B:.

El plano que contiene 4 una recta AB, y 4 la proyeccion
A‘B¢, se llama plano proyectante, y el plano MN, sobre el
que se proyecta la recta AB, se llama plano de proyeccion.

- 272. Angulo de una recta AB, {fig. 251) con un plano

MN, es el dngulo agudo BAC, que forma dicha recta con su
proyeccion AC sobre el plano.

TEOREMA CLX °

El dngulo BAC que forma la recta AB con su proyec-
cion AC sobre el plano MN, es menor que el formado por
dicha recta AB, con cualquiera otro_ AD, que pasa por su
pié A en dicho plano. -

En efecto; tomando AD igual 4 AC, y uniendo B con D,
serd BD > ‘BC (257); luego (130) en los tridngulos BAC ¥
BAD, el 4ngulo BAD opuesto al lado BD, serd mayor que
el BAC opuesto al lado BC. C. C. E. E.

Angulo de dos rectas AB y CD (fig. 252) que no se cortan
en el espacio, es el dngulo DEF formado por una de ellas
CD y la EF paralela 4 la otra AB, y trazada por un punto
E de la:primera CD. «
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CAPITULO III.

ANGULOS DIEDROS Y POLIEDROS

273.> Dos planos NA y MB (fig. 248) que concurren en
la MN, forman un dngulo diedro. Los dos planos NA y MB
son las caras, y la recta MN comun & las dos caras, es la
arista de dicho dngulo. Hste se expresa diciendo, dngulo
AMNB, es decir, con cuatro letras, una en cada cara y las
dos de la arista en medio. ;

Las dos caras del 4ngulo AMNRB, se consideran indefinida- -
mente prolongadas. :

Angulo diedro, es pues, la separacion ¢ abertura de
dos planos que se encuentran en una recta.

Dos angulos diedros que coinciden al superponerlos, son
iguales. : ,

Los dngulos CABD y DABE (fig. 236) que tienen la aris-
ta AB, y la cara AD comunes, y lasotras dos caras AC y
AE, i diferente lado de la cara comun AD, se liaman con-
tiguos 6 adyacentes.

Cuando un édngulo diedro, no tiene su arista comun con
ningun otro, se le puede designar con las dos letras de, su
arista solamente. Asi el dngulo AMNB (fig. 248) se expresa
tambien diciendo dngulo' MN.

Escorro: Haciendo sobre los dngulos diedros, las mismas
consideraciones que se hicieron en la geometrfa plana (8)
deduciremos que

* Un plano es perpendicular d olro, cuando forma con él
dos dngulos diedros adyacentes iguales. Cada uno de estos
dngulos adyacentes iguales, es un dngulo diedro recto.

Los angulos MPQR y NPQR, (fig. 257) son rectos.

Un plano es oblicuo d otro, cuando forma con él dos
dngulos adyacentes desiguales, de los que el uno que
es mayor que un recto se llama obtuso, y el otro que es
menor que un recto, se llama agudo.

De los 4ngulos adyacentes PMNS y SMNQ (fig. 248 bis)
el primero es obtuso y el segundo es agudo. El plano MS es
oblicuo al QP.

Por una recta QP, situada en un plano MN, (fig. 257)
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. mo se puede trazar d éste mas que un plano perpendicu-
lar PR.

Todos los dngulos diedros rectos son iguales. Angulos
diedros complementarios, son dos dngulos cuya suma es
igual 4 un recto; y dngulos diedros suplementarios, dos
angulos cuya suma es igual 4 dos rectos.

Si dos angulos diedros adyacentes, bienen sus caras no comu-
nes en un mismo plano; son suplementarios, y reciprocamente.

La suma de todos los dngulos consecutivos, que se pueden
formar al rededor de una arista, siuuade en un plano, y d un
mismo lado de éste, es igual & dos rectos.

La suma de todos los dngulos consecutivos que se pueden for-
mar al rededor de una arista comun, es igual & cuatro rectos.

Angulos opuestos por la arisla, son los que tienen las caras
del uno prolongaciones de las caras del otro.

Los dngulos MABQ (fig. 235), y PABN, son opuestos por
la arista.

Dos dmgulos diedros opuestos por la arista, son iguales.

PLANO BISECTOR de wn diedro, es el que lo divido en dos
iguales.

274. Angulo rectilineo correspondiente 4 un diedro AB
(fig. 254) es el MON, formado por las dos perpendiculares
MO y NO 4 la arista AB, por un mismo punto O de ésta y
situadas una en cada plano

TEOREMA CLXI

8¢ dos angulos diedros CBAD y C‘B A‘D* (fig. 254) son
tguales, sus rectilineos correspondiemes MON y M:O‘N* tam-
bien serdn iquales.
En efecto; haciendo coineidir los diedros iguales C*A‘B‘D¢
y CABD, de modo que el punto O* caiga sobre el O, forzo-
samente coincidirdn las perpendiculares O‘M¢ con OM y O‘N*
con ON (9); luego los 4dngulos rectilineos M‘O‘N‘ y MON
son ignales. C. C. E. E.

TEOREMA CLXII

275.  Silos dmgulos rectilineos MO Ny MON (fig. 254),
son iguales; los diedros C'B‘A‘D* y CBAD, tambien serdn -
iguales.
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En efecto; haciendo coincidir los dnguios rectilineos igua-

“les M‘ON‘ y MON, coincidirén forzosamente las aristas A ‘B

y AB, (255) y tambien las caras A‘D‘ con la AD, yla A‘C
con la AC, (252, cor. 1.%); luego los angulos diedros C*B‘A ‘D¢
y CBAD, son ignales. C. C. E. E.

CororARIO. 87 los dngulos diedros MPQA (fig. 257), y
NPQA son rectos, sus rectilineos correspondientes HOA y
AOT tambien son rectos.

En efecto; segun el teorema CLXI, si dichos diedros son
iguales, sus rectilineos correspondientes tambien lo serdn,
por consiguiente los adyacentes HOA y AOT, situados en
el plano HTA son iguales; lnego son rectos. C. C. E. E.

TEOREMA CLXIlII

276." Dos angulos diedros CBAD y C‘B‘A‘D: (fig. 285),
son proporcionales 4 sus dngulos rectilineos correspondientes
PMQ y P°M Q.

En esta demostracion distinguiremos dos casos:

1.” Que los dngulos rectilineos PMQ y P*M‘Q‘ sean con-
mensurables. 2.° Que sean inconmensurables.

Primer caso: Suponiendo que la medida comun de los 4n-
gulos PMQ y P‘M‘Q° sea el 4ngulo PMH y que esté conteni-
do cuatro veces en el PMQ y tres en el P*M‘Q¢; si dividimos
el primero en cuatro partes iguales, y el segundo en tres,
cuatro serd el nimero que mide el angulo PMQ, y tres el que
mide al dngulo P‘M‘Q¢, si tomamos por unidad dicha medida
comun; y como (Arit. 343) la razon de dos cantidades, es la
de los ndmeros que las miden con la misma unidad, sera

PMQ 4
e

Si trazamos ahora los planos ABH, ABR, ABS, por la aris-
ta AB, y las rectas MH, MR, MS; y los planos A‘B‘H¢,
A‘B‘R¢ por la arista A‘B‘ y las rectas M‘H¢, M‘R¢, el die-
dro DABC habra quedado dividido en cuatro partes, y el
DfA*B‘C¢ en tres partes todas iguales.

Tomando por medida una de estas partes, cuatro serd el

12
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nimero que mide al diedro DABC, y tres el que mide al
D‘A‘B¢C¢, y (Arit. 343)
DABC 4

2 e
® —pexsce 3

Como las proporciones (1) y (2), tienen una razon comun,
tendremos

DABC PMQ
DfA‘BC¢ 550 P‘M‘Q‘

C. C. E. E.

Segundo caso: Que los rectilineos POQ y P‘O‘Q‘ sean
inconmensurables. Este caso se demuestra empleando los
mismos razonamientos, que en el parrafo (86)
~ CoroLARIO. La medida de un dngulo diedro, es la misma,
que la de sw rectilineo correspondiente.

En efecto; si el angulo CABD (fig. 256) se quiere medir
tomando por unidad al recto C‘A‘B‘D’, su medida serd el
nlimero abstracto expresado por la razon

CABD
CLA(B(DL

Ahora trazando los MOP y M‘O‘P¢ reetilineos correspon-
dientes 4 dichos diedros, tendremos (276)

CABD MOP

C‘A‘B‘'D¢ =~ MOP

Pero el primer miembro de esta igualdad, es la medida del
diedro CABD, tomado por unidad el diedro recto; y el segun-
do la medida del MOP, (rectilineo correspondiente al diedro
CABD) tomado por unidad el dngulo rectilineo recto.
~ Luego la medida de un diedro es la misma que la de su
rectilineo correspondiente.

TEOREMA CLXIV

2171." 8i una recta AO (fig. 257) es perpendicular & un
plano MN, todo plano PR que pase por dicha recta, serd tam-
bien perpendicular al plano MN.
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En efecto; trazando en el plano MN la HT perpendicular

4 la arista PQ por O pié de la perpendicular AQ, se forma-

rdn los 4ngulos HOA y TOA rectos (253, 274) y rectilineos

«correspondientes 4 los diedros adyacentes MPQR y NPQR;

luego (275) éstos serdn iguales y por consiguiente rectos

(273 esc.); de modo que el plano PR es perpendicular al MN.
CSCIRLE. :

TEOREMA CLXV

275. Sz dos planos "lf’\Ty PR (fig 257) son pe;pendwula—
. res enhe s, y por un punto O de su interseccion, se traza una
perpendicular O4 & uno de los planos MN, dicha perpendi-
cular estard situada en el plano PR.

En efecto; sitraziramos en el plano PR, una perpendicular
4 la arista PQ por el punto O, dicha perpendlculm formaria
con la OT el rectilineo conespondlente al diedro recto
NPQR; seria pues perpéndicular al plano MN; luego (295) se

" confundiria con la OA y por consiguiente ésta estard en el
plano PR. C. C.
~ COROLARIO. Si dos planos 0Q y OH (fig. 258) que se cor-
tan, son perpendwulao es & un tercero MN; la interseccion OA
de los prumeros, es perpendicular al tercero MN.

En efecto; si por el punto O, se levanta una perpendicular
al plano MN ésta estard smw.da segun el teorema anterior,
en los dos planos 0Q y OH, luego se confundird con su in-
terseccion OA.

279. Tres planos AOC, AOB y BOC (fig. 263) que concu-
rren en un punto O, forman un aneuLo TrIepro. Los planos
AOC, AOBy BOC, son sus caras 6 dngulos planos. Las rec-
tas OA, OB, OC, intersecciones de las caras, son las aristas,
los diedros formados por las caras son los dngulos diedros
del triedro, y el punto O, comun 4 las tres caras es el vérti-
ce del tnedro

Este se expresa por la letra O del vértice seguido de las
letras A, B, C, sitnadas una en cada arista, 6 tambien 'solo
con la O letra del vértice. ;

Varios planos AOB, BOC, COD, DOF y FOA, que eon-
curren en un punto O (fig. 2569) forman un dgngulo poliedro 6
un dngulo sélido.. Los planos AOB, BOC.. . son sus caras



180 GEOMETRfA

6 dngulos planos. Cada cara corta 4 las dos caras contiguas.
Las rectas OA, OB, OC..... intersecciones de las caras son
las aristas, los "diedros formados por las caras consecutivas
son los éngulos diedros del poliedro, y el punto O comun &
todas las caras es el vértice del dngulo poliedro. Este se ex -
presa por la letra del vértice O, segnida de las letras de las
aristas A, B, C..... sitnadas una en cada arista, 6 tambien
solo con la O, letra del vértice.

Los éngulos poliedros pueden ser convexos 6 concavos.
Cuando la seccion de la superficie de un dngulo poliedro,
por un plano que corte 4 todas sus aristas es un poligono-
convexo, el poliedro es convexo; y cuando dicha seccion es

un poligono céncavo, el poliedro es céncavo.

Aqui solo nos ocuparemos de los poliedros convexos.

Plano diagonal de un dngnlo poliedro, es el plano que pasa
por dos aristas no sitnadas en la misma cara.

El éngulo triedro es el més sencillo de los dngulos po-
liedros.

Si desde una arista de nn angulo poliedro se trazan planos
diagonales 4 las demds aristas, quedard descompuesto en
tantos dngulos triedros como caras tiene el dngulo poliedro
menos dos. Si desde una recta interior al angulo poliedro, y
que pase por el vértice de éste, se trazan planos 4 todas las
aristas, el angulo poliedro queda dividido en tantos triedros
como caras tiene.

Dos angulos triedros que pueden coincidir por superposi-
cion, son iguales. !

Dos angulos triedros, en los que las aristas del uno son
prolongaciones de las aristas del otro, son simétricos.

Dos dngulos triedros en los que los dngulos planos de cada
uno, son suplementos respectivamente de los angulos diedros
del otro, son suplementarios.

TEOREMA CLXVI

280. ° Bn todo dngulo triedro 0ABC (fig. 260), un dngulo
plano cualquiera AOC, es menor que la suma de los otros dos
AOB y BOC; y mayor que su diferencia.

Supomendo que el angulo AOC, es mayor.que cada uno
de los otros dos del triedro O, (pues en ofro caso el teorema
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no exigiria demostracion), tomemos en él una parte DOC
igual al BOC, tracemos la recta AC que cortard 4 la OD,
tomemos OB igual 4 OD, y unamos por medio de rectas el
punto B con los A y C. Los tridngulos DOCy BOC, que
tienen el lado OC comiun, OD igual 4 OB y el angulo DOC
ignal al BOC seran iguales, y por consiguiente tendran igua-
les los lados homélogos CD y CB. Ahora en el tridngulo ACB,
tendremos

AC < AB 4+ BC

restando del primer miembro de esta designaldad DC, y del
segundo BC, que son rectas iguales, resultan

AD < AB.

. Pero los tridngulos AOD y AOB, tienen AQ comun, OD
y OB iguales, y segun se acaba de probar AB mayor que
AD; luego (130) tendremos

angulo AOD < dangulo AOB.

Afiadiendo al primer miembro de esta igualdad DOC y al
segundo BOC, que son angulos iguales, resultan

AOC < AOB + BOC

que demuestra la primera parte del teorema.
La segunda se deduce facilmente de ésta. (115)

TEOREMA CLXVII

981." La suma de todos los dngulos planos de un dngulo
poliedro convexo O (fig. 261), es menor que cuatro rectos.

Trazando un plano que corte todas sus aristas, las inter-
secciones de este plano con las caras del poligono, formarin
el poligono convexo ABCDE.

Liamando » al nimero de caras del dngulo poliedro, el po-
ligono formado por las intersecciones del plano secante, ten-
dra tambien # lados. Uniendo un punto interior Q¢ de dicho
© poligono, con sus vértices, se formardn n tridngulos cuyo
vértice comun es O¢, y cuyas bases son respectivamente las
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mismas que las de los » tridngulos cuyo vértice comun es O;
bases que son los lados del poligono ABCDE.

Ahora si en los tridngulos cuyo vértice comun es O, lla-
mamos V 4 la suma de los angulos de sus vértices, y B 4 la
suma de los dngulos de sus bases; y en los tridngulos cuyo
vértice comun es O, llamamos tambien V¢ & la suma de los.
dngulos’ de sus vértices, y B* 4 la suma de los angulos de
sus bases, tendremos

BV =By

Pero, segun el teorema anterior, en cada uno.de los trie-
dros A, B, C..... las sumas de los dos dngulos de los tridn-
gulos cuyo vértice comun es O, es mayor que la suma de los
dos dngulos de los tridngulos cuyo vértice comun es 0,y
que concurren 4 formar con los anteriores los xespecuvos
triedros; tendremos pues en la ignaldad

B4 V = B¢ 4 V¢

BBy
luego forzosamente serd
Vi) V¢
y como
V¢ = 4 rectos,
resulta

V << 4 rectos. C. C.E. E.

Cororar10. La suma de los tres angulos planos de un
triedro es menor que cuatro rectos.

TEOREMA CLXVIII

282. \ Si desde un punto O° (fig. 262) situado en el interior
de un triedro O, se trazan las rectas 0*'4°, O*'B*, 0‘C* respec-
tivamente perpendiculares 4 las tres caras de dicho triedro, el
triedro O‘A*B‘C* determinado por dichas perpendiculares, y el
iriedro primitivo O, son suplementarios.

En efecto; sean A¢, B¢y C¢ los piés de las perpendiculares

.
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trazadas desde O°, y AA*, y ABY; BBy BCt, CC¢ y CA¢, las
intersecciones de las caras del triedro O¢ con las del trie-
dro O.

El plano A‘O‘Bf serd perpendicular (277) 4 los planos
AOC y AOB, y por consiguiente (278 cor.) la arista QA serd
perpendicular al plano A‘O°‘Bf, el dngulo AAB* serd pues
el rectilineo correspondiente al diedro cuya arista es OA; y
en el cuadrilitero AA*O‘B‘, que tiene los dngulos A‘y B¢
rectos, los O¢ y A serdn suplementarios; luego el angulo pla-
no A‘O‘B¢, es suplementario del diedro COAB.

Del mismo modo se demostraria que los otros dos dngulos
planos del triedro O¢ son suplementarios respectivamente de
los otros dos diedros del triedro O. {

Ahora, siendo la arista QA perpendicular al plano A‘O‘B¢
é igualmente la arista OC perpendicular al plano A‘Q‘C*y
la arista OB perpendicular tambien al plano B‘O‘C; en el
cunadrildtero AOCAY, los angulos A y C son rectos, por lo que

“los O y A‘ seran suplementarios, y como el A es el rectili-
-neo correspondiente al diedro cuya arista es A‘Of, resulta

que el 4ngulo plano COA es suplementariodeldiedro AA‘O‘C.
Del mismo modo se demostraria que los otros dos angulos
planos del triedro O, son suplementarios respectivamente de
los otros dos diedros del triedro O°.
Luego los triedros O y O° son suplementarios.

TEOREMA CLXIX

283. " La suma de los tres angulos diedros de un triedro, es
mayor que dos rectos y menor que seis.

En efecto; llamando A, B y C, 4 los tres diedros de un
triedro, y @, by ¢ 4 los dngulos planos de un triedro suple-
mentario al primero, segun el teorema anterior, tendremos

A + a = 2 rectos
B | b = 2 rectos
C -+ ¢ = 2 rectos de donde

A B 1 C=6rectos — (a b -+ o).
. Ahora, puesto que (281 cor.)
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a~+b+c<4rectos 3
> cero
forzosamente se deduce de la anterior igualdad, que
i B G > 2 rectos
hip << 6 rectos.
C'. C. E. E. ﬁB
284. Dos dngulos triedros, que pueden coincidir por su- E

perposicion, son igualesyf//

TEOREMA CLXX

. ;

4 9% Si dos triedros O y O, (fig. 263) tienen un dngulo diedro
tgual (0OA = O°A:), respectivamente iguales las caras que lo
forman (AOC = A4*0°C y AOB = A‘O‘B') y ademds colo-
cados del mismo modo, dichos triedros son iguales.

En efecto; colocando los triedros O y O‘ de modo que coin-
cida el 4ngulo plano A‘O‘C* con el AOC, la cara A‘O‘B¢
caerd sobre la AOB, por la igualdad de los diedros A‘O° y
AQ, y como ademds el angulo plano A*O‘B¢ es igual al AOB,
la arista O‘B¢ coincidird con la OB, de modo que han coin-
cidido las tres aristas; y por consiguiente han coincidido las
caras y los angulos diedros de los triedros.

TEOREMA CLXX{

985. " i dos triedros O y O‘(fig. 263) tienen una cara igual
(AOC = A°0‘C*), iguales respectivamente, los diedros adya-
centes & dichas caras (A0 = A0¢, CO.= C0*) y colocados
del mismo modo, dichos triedros son iguales. : |

En efecto; colocando los triedros O y O¢de modo que coin-
cida el dngulo plano A‘O‘C‘ con el AOC, la cara A‘O‘B*
caerd sobre la AOB, por la igualdad de los diedros A‘O¢ y
AQ; y la cara B‘O‘Ct caerd tambien sobre la BOC por la
ignaldad de los diedros O‘C‘y OC, y por lo tanto la arista
OB coincidird con la OB; de modo que han coincidido las
tres avistas, y por consiguiente han coincidido las caras y lo
dngulos diedros de los triedros.

Ll
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TEOREMA CLXXII
\

286. Sidos triedros O y O° (fig. 264) tienen las tres caras
del uno respectivamente iguales & las tres caras del otro (AOC
= A'0°C', AOB = A‘O‘B*. BOC = B‘0‘C‘) y colocadas
del misme modo, dichos triedros son iguales.

Si demostraramos que estos triedros tienen los diedros AO
y A‘O¢ iguales, como por hipétesis las caras que forman es-
tos diedros son respectivamente iguales, tendriamos probada
la igualdad de los triedros propuestos, en virtud de lo demos-
trado (284).

Para esto, tomemos en las aristas de dichos triedros las
partes OA, OB, OC, O:a¢, OB, OC¢, todas iguales. Una-
mos en el triedro O los puntos A, B y C por medio de rectas;
Yy hagamos lo mismo en el triedro O° con los puntes A, B¢ y
C‘. Tendremos

tridngulo AOB = tridngulo A‘O°B
trisngulo AOC = tridngulo A‘O‘C*
tridngulo BOC = tridngulo B‘O‘C¢,

y de estas igualdades deduciremos la igualdad de los tridn-
gulos ABC y A‘B‘C* (131, 3.%)

Ahora, tomando AM igual 4 A‘M¢, y trazando por M y M
respectivamente los planos NMP y NM‘P¢ perpendiculares el
primero 4 la arista AO, y el segundo 4 la arista A‘O; NMP
y N‘M‘P* seran los rectilineos correspondientes respectiva -
mente 4 los diedros A0 y A¢O¢.

El plano NMP, cortard precisamente los lados ABy AC,
porque los dngulos AMN y AMP son rectos, y los NAM y
‘PAM son agudos. Por la misma razon el plano M‘N‘P¢ cor -
tars 4 los lados A‘Bf y A‘C

. Ademés tenemos

tridngulo AMN = tridngulo A‘N‘M*
tridngulo AMP = tridngulo A<M‘P*

por ser rectdngulos y tener iguales los catetos AM y A‘M,
y los dngulos agudos en A y en A, de donde
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MN = M‘N¢)
MP —ap @
y tambien AN = A‘N¢ }
AP = A‘P!

Pero como ademés tenemos
dngulo CAB — édngulo C‘A‘B¢

resulta que los tridngulos PAN y P‘A‘N¢ son iguales, de

donde
NP = N‘P-.
Ahora de esta igualdad y de las igunaldades (a) se deduce

que el tridngulo NMP es igual al N‘M‘P¢, y por consiguiente

dngulo NMP — dngulo N‘M¢P*.

Pero como estos son los rectilineos correspondientes 4 los
diedros AO y A“O¢, resulta que éstos tambien son iguales;
y por consiguiente queda demostrado el teorema.

"TEOREMA CLXXIII

287. " Si dos triedros tienen los tres angulos diedros del uno,
respectivamente iguales G los del otro, y colocados del mismo
modo, dichos triedros son iguales.

Hn efecto; dos angulos triedros suplementarios de los pro-
puestos serdn iguales por tener sus tres caras respectiva-
mente ignales (279) y si son iguales tendrin tambien igua-
les sus angulos diedros; luego las caras de los propuestos se-
ran iguales 1espect1vamente por suplementos de diedros res-
pectxvamente ignales; luego los angulos triedros propuestos
serdn iguales. (286)

Escorro. Observemos que los triedros simétricos OABC
y OA‘B‘Ct (fig. 265) no pueden en general coincidir por su-
perposieion, pues haciendo girar el OC‘B‘A‘ al rededor de
MN bisectriz del 4ngulo A‘QC, de modo que el dngulo C‘OA¢
coincida con el AOC como los diedros OA¢y OC no: son
ignales, y tampoco loson los OC¢y OA, la arista OB* no coin-
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. cidird con la OB; y por consiguniente los triedros simétricos
. 10 son en genelal iguales. Pelo si estos triedros fuesen isés-
- celes, es decir si los diedros AO y CO fuesen iguales, y por
- consiguiente lo fuesen tambien OA¢ y OC*, entonces al girar

OAB‘C* al rededor de MN, al coincidir COA"* con 30C la

- arista OB* coincidiria tambien con OB, y entonces dichos

triedros serian superponibles y por lo tanto iguales.
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288. Un cuerpo geométrico limitado en todos sentidos:
por planos, ES UN POLIEDRO.

Al limitarse estos planos unos 4 otros, determinan poligo-
nos que son las caras del poliedro, y cuyo conjunto es su ‘su-

perficie.

~Las caras del poliedro, forman dngulos poliedros cuyas
vértices, aristas y dngulos diedros, son los vértices aristas y
angulos diedros del poliedro. Un poliedro se expresa con las-

LIBRO II
DE LOS CUERPOS GEOMETRICOS

CAPITULO I

" DE LOS POLIEDROS

§ I.—De los poliedros en general

letras de sus vértices.

Diagonal de un poliedro, es la recta que une dos vértices-
que no estin en una misma cara.
Los poliedros: se clasifican segun el nimero de sus caras;.

pero reciben nombres particulares los siguientes:

El poliedro de cuatro caras se llama tetraedro

El poliedro cuya' superficie no puede ser cortada por una-

>

2
>
»

seis
ocho
doce
veinte

>

»
>
»

exaedro
octaedro
dodecaedro
icosaedro

recta en mds de dos puntos, se llama convezo.

Poliedros iguales, son los que pueden coincidir por super—

posicion,
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Los elementos que coinciden en la superposicion de dos
poliedros iguales, se llaman komélogos.

Poliedros semejantes, son los que tienen sus angu]os die-
dros respectivamente igualesy colocados en el mismo drden,
'y ademds semejantes respectivamente las caras aHyacentes 4
dichos diedros.

Los elementos que se corresponden en dos pohedn 0S seme-

_jantes, se llaman homélogos,
El conjunto de las caras de un poliedro es su superficie.
Area de un poliedro, es la medida de su superficie.
Volésmen de un poliedro, es la medida de su magnitud.

§ II.— De las piramides

289. Un poliedro OABCD, (fig. 266) cuyas carasson, un
poligono cualquiera ABCD, y varios tridngulog OAB, OBC,
OCD, ODA, que Llenen un vértice comun O, llama PIRA-
MIDE.

El poligono ABCD es la base, y las demds caras triangu-

lares son las caras laterales. El vértice comun de los trian-

.gulos laterales, es el vériice 6 clispide de la pirdmide.

La perpendicular OP, bajada desde el vértice 4 la base, es
la altura de la pirdmide.

Las pirdmides se clasifican en triangulares, cuadrangula-
res, pentagonales, exagonales, etc., segun que la base ‘es un
:triéngulo, un cuadrildtero, un pentégono, un exagono, ete.

La pirdmide triangular, se llama tambien fefracdro.

La pirdmide SMNQRT (fig 266) cuya base es un poligono
regular, y cuyas aristas laterales SM, SN, SQ, SR, ST,
son todas iguales, es una piramide regular La altura SZ de
ano de los tridngulos laterales se llama apotema de la pird -
mide.

La porcion de pirdmide comprendida entre la base y un
plano que corta todas las aristas laterales, se Ilama pirdmide
.truncada 6 tronco de pirdmide.

TEOREMA CLXXIV

290. * Si se corta una pwamzde OABCD (fig. 266) por un
: plano A‘B:C'D’ paralelo G la base ABCD, se verifica:

* s
:i - 'ﬂ‘
kb o bt LR LA
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- 1.° Que las aristas laterales y todas las rectas que bajan
desde el vértice & la base, quedan divididas por el plano secan-
te, en partes proporcionales.

2.° Que la base ABCD y la seccion AB‘C Df, paralela &
la base, son polzgonos semejantes.

3.° Que las dreas de la base y de la seccaon pam.,ela @
ésta, son proporcionales G los cuadrados Po" y Pt £40" de sus
distancias al vértice O.

En efecto:
1.0 De la semejanza de los tridngulos
ODA y OD:‘A¢
ODC y OD‘C¢
OCB y OC*B¢
OBA y OB‘A¢
OAP y OAP¢
resulta
AO AL OD
QA S A DT = @Y
OD 3 DC A oCc
QD EDICES 5 N OE:
0cC CB OB
¢ Y (D¢ T ¢ (K)
(0] C'B OB
OB i AB i 0A
OB E B @AY
OA 2 AP OP
OS5 =APY - T OBS
De donde o = oD e 0C = OB Fri OP
; OAT - OD: OB iORT 0P
C.C. E. E;

2.° Los polfgonos ABCD y A‘B‘C<D¢, tienen sus 4ngulos
respectivamente. ignales (269); y ademds tienen los lados
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proporcionales, puesto que de las series de razones ignales (K)
se deduce

AD DC BC AB

AP SEdiEHE Tl BT S S AR

Luego son semejantes. C. C. E. E.
3.° ' De lo dicho (237) se deduce

frea ABCD _ AB
drea ABC'D*  aAge

Pero como (K)

2 2

ARMeCOPRE Wi )URB ) o OF
A‘BY " YOPE AB. | P
¥ por consiguiente
2 , A D = !
Brendiehr OB s ek
area A‘B‘CD* op-?

291." Si dos piramides SMNQRT, OABCD (fig. 266) tie-
nen las alturas iguales (SH = OP) las dreas de sus respec-
tivas bases son proporcionales G las dreas de las secciomes
MN QRT, A'B‘C°D*, paralelas G dichas bases y equidis-
tantes de ellas.

En efecto; segun el teorema anterior, tenemos

drea. MNQRT e SH
irea MNQRT: ~  gp®
: drea ABCD  O¢°

é‘rea. A‘B‘C‘D¢ OP%
y como por hipétesis :
SHe—0P .y "HH— PP
serd tambien :
SH=1©OP:
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de modo que las segundas razones de las anteriores propor-
ciones son lguales y por consiguiente, podremos formar la
siguiente proporcion

drea MNQRT ~ drea ABCD
@) e MNQRT — drea ABCD

CororArIO. - S¢ dos pirdmides SUNQRT y OABCD,
(fig. 2606) de tguales alturas(SH = OP) tienen las bases equi-
valentes, las secciones M'N*Q‘R‘T*, A‘B*C*D* paralelas & di-
chas bases, y equidistantes de ellas, tambien serdn equivalentes.

En la anterior proporcion (@) los antecedentes son iguales,
luego forzosamente lo seran los consecuentes. C. C. BE. B

C.C.E. E.

§ II1.—De los prismas

292. Un poliedro AD* (fig.267) cuyas caras son: dos poli-
gonos ABCDE, A‘B‘C‘D‘E¢, iguales y paralelos, y varios pa-
ralelégramos AE‘, ED‘. .. .. , Se llama PRISMA.

Las dos caras iguales y paralelas, se llaman bases, y la
distancia entre éstas, altura.

Lios prismas se clasifican en triangulares, cuadrangulares,

pentagonales. . ... , Segun que sus bases sean tridngulos,
cuadrildteros pentdgonos. . ...
Las rectas AA¢, BB, CC, . ... que unen los vértices de

una base con los de la otra, se llaman aristas laterales. Cuan-
do éstas son perpendiculares 4 las bases, el prisma es recto,
Y las caras laterales son rectdngulos; y cuandes-son oblicuas
a las bases, el prisma es oblicuo, y las caras laterales, no son
rectangulos

Un prisma AC¢ (fig. 278) cuyas bases son paraleldgramos,
se llama PARALELEPfPEDO. Ein éste, todas las caras son para-
lel6gramos.

Un paralelepipedo, que tiene por bases dos rectangulos y
ademds es recto, se llama paralelepipedo rectdngulo. i

TJn paralelepipedo rectingulo, cuyas bases y caras latera-
les son cuadrados, se llama cugo.

Todas las caras del cubo son cuadrados iguales, y por
consiguiente serdn tambien iguales todas sus aristas.

13
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Seccion recta de un prisma, es la seccion perpendicular 4
las aristas laterales.

La porcion de prlsma comprendida entre una de las bases,
y un plano oblicuo 4 ésta, se llama prisma tmmcado 6 tronco
de prisma.

TEOREMA CLXXV

293. * 8i dos prismas rectos AD¢ y MP* (fig. 267) tienen
las bases y las alturas iguales, (A B CDE = MN‘O‘P‘Q‘
y A'A = M'M), son iguales.

En efecto; poniendo el pnsma AD¢, sobre el MP¢, de modo
que la base A B‘C‘D‘E¢ del primero se confunda con la base
M‘N‘O‘P‘Q‘ del segundo, las aristas A‘A, BB, C‘C.... to-
maran la misma direccion que las aristas MM, N‘N, O‘O. .
(265), y como ademads son iguales, los vértices A, B G
coineidirdn con los M, N, O..... y p01 cons1gulente los
prismas habran coincidido. (Bl @D

TEOREMA CLXXVI

294. 8¢ se corta un prisma A‘C (fig. 268) por un plano
paralelo G las bases,la seccion que resulta, A“B“C“ D", es igual
4 las bases.

En efecto; los poligonos ABCD y A“B“C“D¢ tienen sus
lados y sus dngulos respectiva y ordenadamente iguales,
luego son iguales. C. C. E. E.

CAPITULO II

DE LOS CUERPOS REDONDOS
§ L.—Del cono y del cilindro de revolucion

295. Si imaginamos que el tridngulo ‘rectingulo AOB
~ (fig. 269) gira al rededor del cateto AO hasta volver 4 tomar
su posicion primitiva, despues de haber dado una vuelta
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. completa, veremos que este tridngulo ha engendxado en su
. movimiento de rotacion un cuerpo geométrico. Bste cuerpo
~ sellama coNOo DE REVOLUCION.

En este movimiento de rotacion del tridngulo rectingulo
. AOB, el cateto OB, engendra una figura plana (254) en la
que B equidista en todas sus posiciones del punto O; por
- consiguiente el cateto OB engendra un cfrculo, que es Ia base
- del cono.
' La hipotenusa AB, engendra una superficie curva, que es

la superficie lateral del cono.

El cateto fijo AQ, eje al rededor del cual ha girado el

_ stridngulo AOB, es la altura del cono.

El extremo A de la altura es el wértice 6 cttspide del cono.

La hipotenusa del tridngulo generador en cualquiera de
sus posiciones, se llama lado 6 apotema del cono. AB, AD,
AC, son apotemas del cono.

Cono truncado 6 trozo de cono, es la porcion del cono com-

prendida entre Ja base, y un plano gue corta todos los lados
del cono.

TEOREMA CLXXVII

296. N Si se corta un cono ACB (fig. 269) por un plano pa-
ralelo & la base, la seccion C*B'D* que resulta, es un circulo,
cuyo centro estd en el eje del cono.

En efecto; de la semejanza de los tridngulos

AOB y AO‘B¢
AOD y AO‘D¢
AOC y AO“C¢
resultan las preporciones :
AO 0B
AO* ~ OB
AO OD
AO° ~ 0D
AO (0]0)

RoS= To€y:
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Todas estas proporciones tienen iguales respectivamente
los tres primeros términos, luego los cuartos términos seran
iguales; es decir, que tendremos

0‘B* = O'D* = 0C*.

Luego la seceion C*D‘B¢ es uny figura plana, cuyos puntos
(0% .. equidistan del O¢ situado en el eje. Luego
dlcha secclon es nn circulo cuyo centro estd en el eje del
cono.C. C. E. E.

297. Plano tangente 4 un cono, es el determmado por una.
tangente 4 su base y el lado que pasa _por el punto de tan-
gencia.

El plano AST (fig. 269) es tangente al cono ACDB.

Si se inscribe en la base de un cono un polfgono regular,
y se hacen pasar planos por el vértice del cono, y cada uno
de los lados del polfgono inseripto, tendremos una pirdmide
regular inscripta al cono.

Si se circunscribe 4 la base de yn cono de revolucion un
poligono regular, y se hacen pasariplanos por el vértice del
cono y cada uno de los lados del poligono cir cunscripto, ten-
dremos una pirdmide regular circunscripta al cono.

. Bs evidente que la superficie lateral del. cono, es mayor
que la superficie lateral de la pirdmide inseripta, y menor que:
la superficie lateral de la pirdmide circunsecripta.

Si tenemos una piramide regular de % lados inseripta en
un cono, é insc¢ribimos en la base de éste un poligono regu-
lar de 2 lados (R06), y trazamos planos por el vértice del
cono y los lados de este poligono, tendremos una pirdmide
regular de 2n caras laterales inscripta en el cono.

Es evidente que el dvea lateral de la pirdmide regular ins -
cripta de 2n caras laterales, es mayor que el drvea lateral de

la piramide regular inscripta de » caras laterales, y menor

que el area lateral del cono.

Ahora si imaginamos una serie de pirdmides xegulares
‘inscriptas en un cono del modo que se ha dicho, en que se van
duplicando el ntimero de sus caras 1atem1es, obtendremos
piramides, cuyas superficies laterales van. creciendo, y que
son siempre menores que la superficie lateral del cono. Como
podremos prolongar la serie de estas piramides ndefinida-
mente, resulta que la superficie lateral del cono, es el limite
de las superficies laterales de las pirdmides regulares ins-
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criptas, y cuando el nimero de caras laterales de la pirdmide
inscripta sea infinito, su superficie lateral se habra confundi-
do con la del cono, y la base poligonal de la pirdmide se ha-
bra confundido tambien con la base circular del cono.

De donde resulta que

\ Ll cono de revolucion se. puede considerar como una pird-
mide reqular de infinito nitmero de caras laterales.

La wisma conclusion obtendriamos partiendo de la pird-
mide regular circunseripta.

298. Si imaginamos que el rectingulo O‘OBA (fig. 270)
gira al rededor del lado O‘0, hasta volver 4 tomar su posi-
cion primitiva despues de haber dado una vuelta completa,
veremos que este rectdngulo ha engendrado en su movimien-
to de rotacion un cuerpo geométrico. Hste cuerpo se llama
CILINDRO DE REVOLUCION.

En este movimiento de rotacion del rectangulo O‘OBA, los
dados O‘A y OB engendran dos figuras planas en las que A
y B equidistan respectivamente en todas sus posiciones de
los puntos O¢y O; por consiguiente los lados O‘A y OB en-
gendran dos circulos que son las bases del cilindro.

El lado AB engendra una superficie curva que es la super-
ficie lateral del cilindro.

El lado fijo 0O, eje al rededor del cual ha girado el rec-
tdngulo O‘O BA, es la altura del cilindro.

El lado AB en cualquiera de sus posiciones, es el lado del
cilindro. :

TEOREMA CLXXVIII

- 299. “8i se corta un cilindro AD (fig. 270), por un plano

paralelo G las bases, la seccion D‘C‘B* que resulta, es un cir-
culo igual & dichas bases, y cuyo centro estd en el eje del ci-
lindro.

En efecto; tendremos (254) que las distancias DO, C*O',
B‘O, estdn en un mismo plano y son todas iguales 4 OB,
lnego la seccion D*‘C‘B es un circulo igual 4 las bases, y
“cuyo centro esti en O“. C. C. E. E.

300. Plano tangente 4 un cilindro, es el determinado por
una tangente 4 una de sus bases, y el lado que pasa por el
punto de contacto. :

El plano RQC es tangente al cilindro AD.
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Si se inscribe en una de las bases de un cilindro de revo-
lucion un poligono regular, y se hacen pasar planos perpen-
‘diculares a dicha base por los lados del poligono, dichos pla-
nos encontraran 4 la otra base, y tendremos un prisma regu-
lar inscripto al cilindro.

Si se circunscribe 4 la base de un cilindro de revolucion un
poligono regular, y se hacen pasar planos perpendiculares a
dicha base por los lados del poligono, dichos planos encon-
traran al plano de la otra base, y tendremos un prisma re-.
gular circunseripto al poligono.

Es evidente que la superficie lateral del cilindro, es mayor- |
que la superficie lateral del prisma inscripto, y menor que la. =
superficie lateral del prisma circunseripto. v

Si tenemos un prisma regular de » lados inscripto en un
cilindro, é inscribimos en una de las bases de éste, un poli-
gono regular de 2» lados (206) y trazamos planos perpendi-
culares 4 esta base por los lados de este poligono, dichos.
planos encontraran al plano de la otra base, y tendremos un:
prisma regular inseripto en el cilindro de 2n caras laterales.

Es evidente que el drea lateral del prisma regular inserip-
to de 2n caras laterales, es mayor que el area lateral del pris-
ma regular inscripto de » cavas laterales, y menor que el drea.
lateral del cilindro.

Ahora, si imaginamos una serie de prismas regulares ins--
criptos en un cilindro del modo que se ha dicho, en que se-
van duplicando el niimero de sus caras laterales, obtendre-
mos prismas cuyas superficies laterales van creciendo, y que-
son siempre menores que la superficie lateral del cilindro.
Como podremos prolongar la serie de estos prismas indefini-
damente, resulta que la superficie lateral del cilindro, es el
l{mite de las superficies laterales de los prismas regulares.
inscriptos, y cuando el nimero de caras laterales del prisma
inscripto sea infinito, su superficie lateral se habrd confun-
dido con la del cilindro, y las bases poligonales del prisma se
habrdn confundido tambien con las bases circulares del ci-
lindro. :

De donde resulta que

~ El cilindro de revolucion se puede considerar como un pris--
ma reqular de infinito niimero de caras laterales.

. La misma conclusion obtendriamos partiendo del prisma
regular circunscripto.
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§ 1I.—De la esfera

301. “Si imaginamos que el semicirculo ACB(fig. 271) gira
al.rededor del didmetro AB, hasta volver 4 tomar su posi-
cion primitiva despues de haber dado una vuelta completa,
veremos que este semicirculo ha engendrado en su movi-
miento de rotacion un cuerpo geométrico. Este cuerpo se
llama ESFERA.

En este movimiento de rotacion del semicirculo, la semi-
circunferencia ACB engendra una superficie curva, cuyos
puntos equidistan del punto O centro del semlcixculo Esta
superficie se llama superficie esférica.-

El centro O del semicirculo generador es el centro de la
esfera, y la distancia de un punto cualquiera de la superficie
esférica al centro de la esfera, se llama radio de la esfera y
es igual al radio del semicirculo generador.

I’s evidente, que todo punto del espacio cuya distancia al
centro O de la esfera es igual al radio OA de ésta, estd en
superficie esférica, tode punto del espacio cuya distancia al
centro O de la esfera es mayor que el radio OA, estd fuera de
la esfera, y todo punto del espacio cuya distancia al centro O
de la esfera menor que el radio OA estd dentro de la esfera,
de donde resulta que

La superficie esférica es el ,lu-gar geométrico de los pumtos
equidistantes de uno-fijo.

El didmetro AB del semicirculo generador se llama eje de
la esfera, y los extremos A y B del eje son los polos de la
esfera. : :

Didmetro de una esfera, es la recta que pasando por el
centro, estd limitada por la superficie esférica.

Todos los didmetros de una esfera son igunales.

Todo didmetro de una esfera es doble que el radio.

8Si dos esferas tienen los radios iguales, son iquales.

TEOREMA CLXXIX

302. ' 8¢ se corta una esfera O (fig. 271) por un plano, la
seccion que resulta es un circulo.
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En efecto; si el plano es el AHB que pasa por el centro de
la esfera, resulta que en dicho plano se encuentran el centro
de la esfera y la interseccion de la superficie esférica con di-
cho plano; y como los puntos de esta interseccion son puntos
de la superficie esférica, equidistan del centro de la esfera,
dicha interseccion es pues un circulo'cuyo centro es el de la
esfera. v

Si el plano es el SRQ que no pasa por el centro de la es-
fera, trazando la OP perpendicular desde O centro de la es-
fera 4 dicho plano, y uniendo los puntos S, R, Q.... dela
interseccion entre el plano y la superficie estérica con O, las
oblicuas OS, OR, OQ. ... serdn iguales por radios de la es-
- fera, por lo que las distancias SP, RP, QP. .. serdn tambien
ignales, luego dicha interseccion es un circulo, cuyo centro
es la proyeccion del centro de la esfera sobre la seccion.

- Cororario 1.° En el tridngulo rectingulo POS, tendre-
mos que PO < OS, y en la ignaldad
Psf— @5 — PO
a medida que PO disminuye crece PS, y cuando PO es igual
4 cero, PS — OS. De donde resulta que en la seccion de un
plano que pasa por el centro de la esfera, el radio de la sec-
cion es igual al de la esfera, (valor maximo del radio de la
seccion de un plano y una esfera); y cuando el plano no pasa
por el centro dela esfera, el radio de la seccion es menor que
el de la esfera.

La seccion de un plano que pasa por el centro, se llama
circulo mazimo.

La seccion de un plano que no pasa por el centro de la es-
fera, es un circulo menor .

CoroLarIo 2.° St dos circulos menores equidistan del
ceniro de la esfera, son iguales.

St dos circulos menoras no equidistan del centro de la
esfera, el que dista menos es el mayor.

303. Todo cirtulo mdximo divide d la esfera en dos
paries iguales, puesto que son superponibles.

Una recta secante d una esfera, no puede lener con la
superficie esférica mds que dos puntos comunes, porque
dicha secante y el circulo maximo determinado por ésta y el
centro de la esfera, no pueden tener mds que dos puntos co-
munes.
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Polos de un circulo de la esfera, son los extremos del did-
metro perpendicular al plano de dicho circulo. A y B (fig. 272),
son los polos del circulo CED.

TEOREMA CLXXX

¥ Los puntos C, E, D. ... dela circunferencia de un cir-
culo de la esfera O (fig. 272) equidistan de uno cualquiera
de sus polos A y B.

En efecto;las distancias delpolo A 4 los puntos C,E,D.. .
son oblicuas cuyos piés se apartan igualmente del pié P de la
perpendicular OP, luego son iguales. 23

Lo mismo puede decirse del polo B. C. C. E. E.

Corornari0. Los arcos de circulo mdximo AC, AE, AD. ..
comprendidos entre el polo A y el efrcalo CED, son igua-
les. (64)

Y lo mismo sucede con los arcos BC, BE 'y BD, compren -
didos entre el otro polo B y el circulo CED.

Aunque todo efrculo de la esfera tiene dos polos, si se tra-
ta de un circulo menor CDE, y no se determina de cual de
los dos se trata, entiéndase que nos referimos al polo A més
préximo del circulo.

Distancia polar de un civculo CED, esla recta AD que va
desde el polo & un punto cualquiera de dicho circulo.

Radio esférico de un circulo CED, es el arco AD de cir-
culo mdximo, que v4 desde el polo & un panto cualquiera de
dicho circulo.

304. Plano tangente 4 una esfera, es el que tiene un solo
punto comun con Ja esfera.

TEOREMA CGLXXXI

Todo plano RS (fig. 272) tangente d una esfera O, es -
perpendicular al radio OB del punto de contacto.

TEGREMA CLXXXII

Todo plano RS perpendicular al radio OB, que pasa
por el extremo de éste, es tangente d la esfera.



202 GEOMETREA

CororArI0. -Por un punlo de una esfera, se puede tra-
zar d ésta un plano tangenle, y no se puede lrazar mds
que uno.

Estas proposiciones se demuestx an ficilmente recordando
lo dicho. (61 y 62)

Escorio. El radio de un punto de la esfera, se llama nor-
mal 4 la esfera en este punto

El radio OB es la normal 4 la esfera en el punto B.

TEOREMA CLXXXIII

305.» Cuatro puntos A, B, C, D, (fig. 273) que no estdn
en un mismo plano, determinan una esfera.

Para demostrar este teorema probaremos: 1.° que por los
cuatro puntos A, B, C, D, siempre puede pasar una esfera.
2.° que no puede pasar mis que una,

1.2 Si levantamos por P, centro de la circunferencia cir-
cunseripta al triangulo ABC, la perpendicular PO al plano
ABC, y por Q centro de la circunferencia circunscripta al
tridngulo ABD, la perpendicular QO al plano ADB; estas
perpendiculares se encontrardn. En efecto; uniendo R punto
medio de AB, cuerda comun, con Py Q centros de dichas
circunferencias, serd AB perpendicular 4 las RP y RQ, por
lo tanto al plano PRQ, y por consiguiente el plano PRQ,
perpendicular 4 los planos ABC y ABD. (277) Pero las QO,
PO, son perpendiculares respectivamente 4 los planos ABD
y ABC, en los puntos Q y P, de las aristas RQy RP; luego
las QO y PO, estdn situadasen el plano PRQ (278). Pero
dicha rectas QO y PO son respectivamente perpendiculares,
a la RP y RQ que se cortan y estin en su plano; luego la
QO y PO se cortardn tambien. Ahora el punto O de in-
terseccion, por pertenecer & la QO equidista de A, B y D,
-y por pertenecer 4 la PO equidista de A, By C, O equidista
‘pues de los cuatro puntos A, B, C, D, y por consiguiente la
esfera cuyo centro sea O y cuyo radio sea OA, pasara por los
cuatro puntos dados; luego por los puntos A, B, C, D, siem-
pre puede pasar una esfera.

_ 2.0  Sisuponemos que por los cuatro puntos A, B, C, D,
pasara otra esfera, el plano ABC produciria en esta esfera
una seccion circular “cuyo centro serd P, y la perpendicular

Ty
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PO 4 dieha seccion por su centro P, pasard por el centro de
dicha esfera; porque pasa por todos los puntos equidistantes
de la circunferencia de dicha seccion. Por-las mismas razo-
nes, la perpendicular QO 4 la seccion que el plano ABD pro-
duce en la esfera, y que pasa tambien por el centro de la
seccion, pasard tambien por el centro de la esfera. O es pues
tambien el centro de esta segunda esfera, y OA su radio. Si
pues esta segunda esfera tiene el mismo centro y el mismo
radio que la primera, estas dos esferas no son mds que una;
luego por los cuatro puntos A, B, C, D, no puede pasar mis
que una esfera.

Si los cuatro puntos dados estdn en un mismo planoy en
una circunferencia, por dichos puntos podrin pasar infinitas
esferas cuyos centros estaran situados en la perpendicular
levantada al plano de los cuatro puntos, por el centro de la
circunferencia que pase por ellos.

Si los cuatro puntos estdn situados en un mismo plano,
pero no en una circunferencia, no pasard por dichos cuatro
puntos una esfera, porque si suponemos que pasara, la see-
cion del plano de dichos cuatré puntos y la esfera, no seria
un circulo.

306. Dos arcos de circulo maximo CA y DA (fig. 274) que
concurren en un punto A, forman un dngulo esférico. Lios dos
arcos CA y DA son los lados del dngulo, y el punto A co- -
mun 4 los dos lados es el vértice.

El valor de un dngulo esférico CAD, es el del rectilineo

“MAN, formado por las tangentes MA y NA 4 cada uno de

los lados CA y DA, trazadas por el vértice A. ©

Observemos que el angulo MAN, es el rectilfneo corres-
“pondiente al diedro CABD, cuyas caras son los circulos ACB
y ADB; por cousiguiente la medida de un dngulo esférico es
ia del diedro formado por los planos que pasan por los lados
del angulo esférico.

Tres arcos de circulo méiximo AC, CD, AD, que limitan
una porcion de superficie esférica, forman un éridngulo esfe-
rico. Cada uno de los lados de un tridngulo esférico, es menor
que una semicircunferencia de circulo maximo.

(1) En general angulo de dos curvas, que pasan por un mismo pun-
to, es el dngulo que forman sus respectwas tangentes trazadas por el
punto comun.
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‘En el tridngulo esférico ACD, los lados son los arcos AC,
€D, AD; los dngulos son los dngulos esféricos CAD, ADC,
ACD, y los vértices los puntos A, C, D, donde se cortan los
lados.

307. Si se unen los tres vértices del tridngulo ACD con
<l centro O de la esfera, se forma un dngulo triedro OACD.

El triedro OACD y el triangulo esférico ACD, son respec-
tivamente correspondientes, y en ellos se verifica, que los lados
del tridngulo esférico, son respectivamente las medidas de
las caras del triedro, y que los dngulos del tridngulo esféri-
co y los respectivos dngulos diedros del triedro, tienen la
misma medida.

‘De aqui se deducen facilmente, las siguientes propiedades de los
triangulos esféricos, andlogas 4 las de los dngulos triedros.

En todo tridngulo esférico, un lado cualquicra es menor que la
suma de los otros dos, y mayor que su diferencia.

La suma de los tres lados de un tridngulo esférico, es menor que
una circunferencia mdawima.

La suma de los tres. dng gulos de un tricingulo esférico, es mayor
que dos rectos y menor que seis.

Un tridng Julo esférico, puede tener dos, 6 los tres dngulos rectos, y
Zambien dos ¢ los tres dngulos obtusos.

El tridngulo esférico que tiene un éngulo recto, se llama rectd@ngulo,
si tiene dos angulos rectos birectdngulo, y sitiene los tres dngulos
rectos frirectdngulo. Los dngulos no rectos de un tridngulo esférico,
se llaman dngulos oblicuos. En el tridngulo esférico rectdngulo, los

“ lados que forman el dngulo recto se llaman catefos, v el lado opuesto
al angulo recto hipotenusa.
“~ Dos tridgngulos esféricos ABC, A‘B‘C* (fig. 27b) de una misma esfe-
ra 6 de esferas iguales, son iguales.

1.° Cuando tienen un dngulo igual (4 = A°) y respectivamente
wquales y colocados del wmismo modo, los lados que los forman
(4C = A‘C‘, AB = A'B)).

2.9 Cuando tienen un lado igual (AC = ACF) y respectivamente™

iguales y colocados del mismo modo los dngulos adyacentes d dichos
lados (A = 4, C= C-.)

3.2 Cuando tienen los tres lados respectivamente iguales y colo-
cados del mismo modo. (AB = A°Bf, AC = A‘C‘, BC = B‘C".)

4.2  Cuando tienen los tres cmgulos respectwamente rquales, Y co-
locados del mismo modo. (A = A°, B= B, C = C").

305. La porcion de esfera limitada por tres 6 méas arcos de circulo
maximo es un poligono esférico.

TEOREMA ' CLXXXIV

Un lado cualquiera DE (fig. 276) de ﬁn poligono esférico ABCDE,
s menor que la suma de todos los demds.

v

e i
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En efecto; sabemos (307) que
DE < DA - AE
DA < DC + CA
AC < CB - BA
Sumando ordenadamente estas desigualdades, tendremos
DE—+DA + AC< DA + AE 4 DC—+ CA+ CB-+BA vy
simplificando, sera
DE < AE + AB -+ CB —+ CD. C.C.E. E.

TEOREMA CLXXXY

308\ La linea mds corta que se puede trazar sobre una superficie
esférica, entre dos puntos M, N (fig. 276) situados en ella, es el menor
de los arcos MN del circulo mdaximo que pasa por dichos puntos.

En efecto; ;

Sea MN el menor arco del circulo méximo que pasa por My N, vy
MQN, una curva cualquiera situada sobre la superficie esférica y que
une los puntos M’y N. IRDIS

Siendo MPQRN una porcicn de poligono esférico inscripto en la curva
MOQN, tendremos segun se acaba de demostrar :

MN < MP 5 PQ -+ QR -+ RN.

Pero, aumentando el nimero de lados de la parte de poligono es--
férico inscripto APQRN, sus lados tienden hécia cero, v el limite del
segundo miembro de la desigualdad anterior, serd la curva AQN.

Luego el arco de circulo méximo MN, es menor que cualquiera otra
curva que situada sobre la superficie esférica, pasa por My N.C. C.E.E






LIBRO III

~ AREAS Y VOLUMENES
DE LOS CUERPOS GEOMETRICOS

CAPITULO I

AREAS DE LOS POLIEDROS Ll

309. Area de un poliedro (288) es la suma de las dreas
de sus caras. .

En la.pirdmide y en el prisma, se distinguen el drea lafe-
ral, suma de las dreas de las caras laterales; y drea fotal,
suma del drea lateral mds el 4drea de la base 6 las bases.

Esto facilita la determinacion del drea de estos poliedros.

TEOREMA CLXXXYVI

310. ° El drea lateral de una pirdmide regular SUNQRT
(fig. 266), es igual al producto del semiperimetro dz su base
MNQRT, por su apotema SZ.

En efecto; el drea lateral de esta pirdmide, es la suma de
las dreas de los tridngulos SMN, SNQ, SQR. ... isésceles é
iguales entre sf (289), es decir, (teniendo en cuenta que to-
das las apotemas de la pirdmide son iguales).

Area lateral de la o
. pirémideSMNQRT}z% MN.SZ 4 3NQ.SZ+}1 QR.SZ.. ..

6

drea lateral de la G :
pirémideSMNQRT} =4 (MN 4 NQ +- QR.....) SZ
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Llamando P al perimetro de la base de la pirdmide, y A &
la apotema de la pirdmide, sera

drea lateral de una pirdmide regular = P. A . (K)

C. C.E. E. ;

Coronario. Para hallar el drea total de una pirdmide
regular, bastard sumar el area lateral, con el drea de la base,
y como la base es un poligono regular, tendremos (230)

drew total de una) Gn
pirdmide regular} =3P.A4-4P.a=1P(A ta)

v

TEOREMA CLXXXVII

311." El drea lateral de una pirdmide reqular truncada de
bases paralelas, EB (fig 266.bis), es igual al producto de la
semisuma de los perimetros de las dos bases (3 (ABCDE
~+ A‘B‘C‘D‘EY)) porla altura MM, de uno de los trapecios
laterales. ‘

En efecto; puesto que todas las caras laterales son trape-
cios iguales, y el drea de uno cualquiera de estos trapecios
es igual (229) al producto de la semisuma de sus bases por
su altura, tendremos

drea EAA‘E¢ = % (EA + B‘AY).MM*

y como todas las alturas de los trapecios laterales son igua-
les, serd

drea lateral del trozo de pirdmide EB* = § (EA 4 E‘A¢) MM¢
+ % (AB -+ A‘BY) MM* } £ (BC 4 B‘C)MM-....
de donde
area lateral del trozo de piramide EB‘ = { (EA -}- AB
-+ BC.... + E‘A* 4+ A‘B*4 B‘C:....). MM,

y llamando P al perimetro de la base mayor, P¢ al de la base
menor y A¢ 4 la altura comun de los trapecios laterales, sera

drea lateral del trozo de pirdmide EB = 4 (P + P9 . AL (w)
€. C.E: B,
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Bscorro. Si por el punto medio E“ de una de las aristas
laterales, trazamos un plano paralelo 4 las bases de la piri-
mide, la seccion A“B¢C¢D*‘E¢¢, sers un poligono s¢mejante 4
las bases, y su perimetro serd igual 4 la semisuma de los pe-
rimetros de dichas bases (171-cor.); de modo que llamando
P al perimetro de esta seccion paralela & las bases, serd

}(P 4Py = P,

y sustituyendo en la férmula -anterior (z) P‘‘ en vez de
% (P4 P), serd
) area lateral de EB — P“ A"
~ Luego
£l drea loteral de una pirdmide reqular truncada de ba-
ses paralelas, es igual al producto del perimetro de la seccion
paralela & las bases y equidistante de éstas, por la altura de
una cara lateral.
Para hallar el drea fotal de una pirdmide truncada regular
de bases paralelas, bastard afiadir al area lateral, las dreas
de las bases.

TEOREMA CGLXXXVIII

312. * Bl drea lateral de un prisma cualquiera AG (figu-
ra 277) es igual al producto de una de sus aristas laterales CF,
por el perimetro de la seccion recta © KRTS.

En efecto; el drea lateral de este prisma, es la suma de las
4dreas de los paralelégramos CFGD, DGHB, BHEA, AEFC;
es decir, ; '

area lateral de AG = CF.ST + DG.TR + BH.RK
-+ AE.KS;

y como todas las aristas laterales son iguales, tendremos

irea lateral de AG — CF.ST -~ CF.TR + CF.RK ,
- CF.KS 6

4rea lateral de AG = CF (ST -+ TR 4 RK 4 KS).

(1) Seccion recta de un prisma, es la producida por un plano que
corta al prisma perpendicularmente 4 sus aristas laterales.
14
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)
Pero CF es una arista lateral, y la suma K

ST + TR -+ RK -+ KS

es el perfmetro de la seccion reeta, resulta pues, que

El drea lateral de un prisma, es igual al. producto de una de
las aristas laterales, por el perimetro de la seccion recta.
C.C K. E.

CoronaRIO0. * El drea lateral de un prisma recto, es igual G
una de las aristas laterales, por el perimetro de una de las
bases.

Para hallar el drea fofal de un' prisma, bastard afadir al
drea lateral, las dreas de las dos bases.

CAPITULO II

AREAS DE LOS CUERPOS REDONDOS

TEOREMA CLXXXIX

313. El drea lateral de un cono de revolucion ABC,
(fig. 269) es igual 4 la mitad del producto de la circunferen-
cta de su base, por su lado.

En efecto; puesto que el cono de revolucion se puede con-
siderar (297) como una piramide regular de infinito nimero
de caras laterales, su drea lateral se determinara del mismo
modo que la de la pirdmide regular.

Bastard sustituir en la férmula (K) (310), en vez del peri-
metro P, la circunferencia C, y en vez de la apotema A, el
lado L del cono.

Serd pues

area lateral del cono = 4 C.L ==RL (8).

CoroLARIO. Para hallar el drea total de un cono de revo-
lucion, bastard sumar el drea lateral con el drea de la base,
y como la base es un circulo, tendremos (232-cor.)

drea total del cono = #RL -+ #R*= #R (L 4+ R).




GEOMETR{a - 211

TEOREMA CXC

314. El area lateral de un cono truncado de revolucion
BC (fig. 279) es igual al producto de la semisuma de las cir-
cunjferencias de las bases, por el lado.

En efecto; trazando la CD perpendicular al lado AC, é
igunal 4 la circunferencia O rectificada, uniendo A con D y
trazando la C‘D¢ paralela a la CD, comparando los lados de
los tridngulos semejantes ACD y AC‘DY, tendremos

AC 0D
A oh Y

Ahora, de la semejanza de los tridngulos AOC y AO‘C¢,
resulta tambien

A Y
& = o 6 bien
ALCL OcCc
AC 270C

— b).
A‘CE 27 0°C¢ ©

Pero las dos proporciones (a) y (b) tienen iguales respecti-
vamente los tres primeros términos, luego sera

C'D* = 270*C¢ (c).
Ademas tenemos

area del tridngulo ACD = £ CD.CA

drea lateral del cono ABC = % 270C.CA
y como
: CD = 270C

los segundos miembros de estas dos igualdades son iguales,
luego tambien lo serdn los primeros, es decir,

drea de] tridngulo ACD = érea lateral del cono ABC. (m)
Del mismo modo se demostrard puesto que tambien (¢)
C‘D¢ = 270:C¢ que
4rea del tridngulo AD‘C = 4rea lateral del cono ABC'. ()



212 - GEOMETRfA

Restando ordenadamente las ignaldades (m) y (x), resulta
drea del trapecio C‘D = drea lateral del tronco de cono B‘C.
Pero
drea del trapecio C‘I) = % (CD - CD¥). CC-.

Sustituyendo en esta igualdad en vez de drea del trapecio
C‘D, su igual drea lateral del tronco de cono B‘C, y en vez
de CD y C:D¢, respectivamente 270OC y 270‘C* sera

area lateraldel] pe~ __ Qe ¢
tronco de cono} S0 =aGr00 2200000
Llamando R y R¢ y Li respectivamente 4 las OC, O‘C¢, y
CC¢, y simplificando serd :
drea lateral del tronco de cono B‘C = (#R + #R¢) L.

GG KR
CorornarIo 1.0 Trazando la seccion O paralela 4 las ba-

ses O y O¢ del tronco de cono y equidistante de ellas, y en el
trapecio C‘D, la C“D* paralela & las bases y equidistante de
ellas, tendremos

area del trapecio C'D = C“D*.CC* (k)
CuDu — 2770“C“

Sustituyendo en la igualdad (%) en vez de drea del trape-
cio C'D, su igual drea lateral del tronco de cono B‘C, y en
vez de C“D y CC¢ respectivamente 27O0“C* y L, sera

jrea lateral del tronco de cono B‘C = 2#04C*. L.

Llamando R* al O“C*¢ ser4
drea lateral del tronco de cono B‘C = 2#R¢¢. L.

Pero

CoronArIO 2.° Para hallar el area total de un cono trun-
eado, bastard afiadir al drea lateral, las areas de sus dos ba-

ses, es decir, que

drea total del \ o~ ra L 3 (
trozodecono}BC—(WA+er)L+q,R LR 6

drea total del trozo de cono B‘C = 2#R*“.L - 7R’ + 7R®
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TEOREMA CXCI

315. FEl drea lateral de un cilindro de revolucion AD
(fig. 270) es igual al producto de la circunferencia de su base,
por su lado. ‘

En efecto; puesto que el cilindro de revolucion se puede
considerar (300) como un prisma recto regnlar de infinito
nimero de caras laterales, su drea lateral se determinard del
mismo modo que la del prisma recto. Bastard sustituir
(312, cor.) en vez del perimetro de una de las bases, la cir-
cunferencia de una de las bases del cilindro, y en vez de una
de las aristas laterales, el lado del cilindro; sera pues llaman-
«do C 4 la circunferencia de una de sus bases y L al lado.

Area lateral del ci-

: S — G — aREL T

lindro de revolucwn} (, )
Corornar1o. Para hallar el area total de un cilindro de

revolucion, bastara sumar el drea lateral, con las areas de las

-dos bases, y como las bases son circulares, serd

4rea total del cilin-

2
dro de revolucion} =iyl s + k)

Escorio. Puesto que (205) linea quebrada regular; es la
que tiene sus lados y sus dngulos ignales, demostrarfamos
empleando los mismos razonamientos que en la demostracion
del teorema CXIII (204), que

Si se trazan las bisectrices de los dngulos de una linea
quebrada regular, y se levantan perpendiculares en los pun-
tos medios de sus lados, todas las bisectrices y todas las per-
pendiculares concurren en un mismo punto. Este punto es
el centro de la linea quebrada regular.

Las rectas que unen el centro con los vértices son los ra-
dios, y las que unen dicho centro con los puntos medidos de
los lados son las apotemas de la linea quebrada regular. To -
dos los radios son iguales, y todas las apotemas son iguales.

Toda linea quebrada regular, serd pues insecriptible y eir-
cunscriptible; y los radios y apotemas de la linea quebrada
regular, son respectivamente los radios de los efrculos cir-
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cunseripto é inseripto, y el centro comun de estos circulos es
el centro de la linea quebrada poligonal.

En una lfnea quebrada regular inscripta, los arcos corres-
pondientes 4 sus lados, podran no ser partes alicuotas en la
circunferencia, en una porcion de perimetro de poligono re-
gular inscripto, los arcos correspondientes 4 sus lados, son
forzosamente partes alicuotas de la circunferencia.
~ Toda porcion de perfmetro de un poligono regular, es una
linea quebrada poligonal.

Sector poligonal, es 1a porcion de plano limitado por una 7/

linea quebrada regular y los dos radios trazados desde el
centro de esta linea 4 sus extremos

Emplezndo los mismos razonamientos expuestos en el pi-
rrafo (308) se demuestra que

Un arco cualquiera, se puede considerar como una linea
poligonal regular de infinito nimero de lados.

Si el arco AC (fig. 286) gira al rededor del didmetro MN,
hasta dar una vuelta completa, engendrard una parte de su-
perficie esférica que se llama zona esférica.

Las circunferencias descritas por los extremos A y C del
arco generador, son las bases de la zona, yla proyeccion
RS de dicho arco sobre el eje, es la altura de la zona.

Si uno de los extremos M, del arco generador AM esta en
el eje, se engendra una zona que tiene una sola base AB que
es la circunferencia descrita por el otro extremo A. Esta
zona que tiene una sola base, se llama casquete esférico.

TEOREMA CXCII

316. El drea de la superficie engendrada por la base AB
de un tridngulo isosceles AOB (fig.2s 280, 281, 282) al girar
al rededor de una recta EJ situada fuera del tridngulo, en el
plano de éste y pasando por su vértice, es igual al producto de
la proyeccion de dicha base AB sobre la recta EdJ, por unc
circunferencia cuyo radio sea la altura del tridngulo.

Distinguiremos tres casos: 1.° Que la base AB (fig. 280)
del tridngulo, sea paralela al eje EJ. 2.° Que la base AB
(fig. 281) del tridngulo, sea oblicua al eje EJ, y no tenga
ningun punto comun con éste, y 3.° que la base AB (figu-
ra 282) tenga un extremo A en el eje EJ.
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Primer caso. El drea de la superficie engendrada por la
base AB (fig. 280), es el drea lateral de un cilindro de revo-
lucion cuyas bases tienen los radios iguales a la altura CO,
y cuyo lado es la base AB del tridngulo. Tendremos, pues,

drea superficie 2 e
engendrada por}‘é‘B = AB.270C =MN.2 = OC.

C.C:E. E. :

Segundo caso. El drea de la superficie engendrada por
la base AB /fig. 281) es el drea lateral de un cono truncado
de bases paralelas. Tendremos, pues (314 cor. 1.9).

drea superficie engendrada por AB = AB.2 # CR '(a)

Ahora, de la semejanza de los tridngulos (179 cor. 3.°)
ABS y OCR, se deduce ;

AB ASC AR NG
— = d
00 © @R 00 or s e
AB.CR = MN.OC.
Sustituyendo en la ignaldad (a) resvlta

4drea engendrada por AB=MN.27#0C. C.C. E. E.

Tercer caso. El drea de la superficie engendrada por la
base AB (fig. 282) es el drea lateral de un cono de revolu-
cion, cuya base tiene por radio la recta BS. Tendremos, pues

drea superficie'engendrada por AB = AB. « BS

pero como BS — 2CR, sera

4rea superficie engendrada por AB = AB.2 # CR . (b)
Ahora, dela semejanza de los tridngulos ABS y OCR, (179
cor. 3.°) se deduce
AB = AS
0Ch R

de donde
AB.CR = AS.0€¢
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sustituyendo en la ignaldad (b), resulta
drea superficie engendrada por AB = AS.2# OC.
C.C.E. E.

TEOREMA CXCHI

317. El drea de la superficie engendrada por la linea que-
brada reqular ABCDE (fig. 283) al girar al rededor del eje
EJ. (que pasa por el centro de la circunferencia inscripta en
dicha linea qw»bmda estd ‘situado en el plano de ésta, y no la
corta); es iguai al producto de la proyeccion PQ de la genera-
triz sobre el eje, por la crrgunferencm inscripta en dicha gene-
ratriz.

En efecto; la supelﬁcle engendrada por la linea quebrada,
ABCDE, es igual 4 la suma de las superficies engendradas
por sus lados AB, BG, CD, DE. Pero (316)

irea supelﬁcle engendrada por AB=PH.27 OM

> » » » BC=HT. 2‘71’OM
» » {alin » CD=TS.27+0M
: ; : » DE = SQ.2 7 OM.

Por consiguiente

area superficie B 2
engendrada por } ABCDE = (PH-HT+TS+-SQ) 27 OM ¢

drea sup. eng. por ABCDE = PQ.2x OM. C.C. E. E.

Cororarto 1.° Como al arco AB (fig. 284) se le puede
considerar como una linea quebrada regular de infinito ni-
mero de lados, si imaginamos que gira al rededor del didme-
tro EJ, el irea de la superficie engendrada serd, segun el
teorema anterior, igual al produeto PQ.27OA. Pero el arco
AB en su movimiento engendra una zona esférica cuya altu-
ra es PQ. Liuego

Il drea de una zona esférica, es zgual al producto de su
altura, por la circunferencia de circulo maximo.

CoroLarro 2. Tambien funddndose en los mismos razo-
namientos del corolario anterior, el drea de la superficie en-
gendrada por el arco AB, (fig. 285) al girar al rededor del
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didmetro AS, serd igual al producto AP.27AQ. Pero el ar-
co AB en su movimiento engendra un-casquete esférico, cuya
altura es AP.

Luego

El drea de un casquete esférico, es igual al producto de su
altura por la circunferencia de circulo mdazximo.

TEOREMA CXCIV

318. El darea de la superficie esférica es igual, al producto
de su didmetro por la circunferencia de circulo mdaximo.
En efecto; el drea de la superficie engendrada por la semi-
circunferencia EABJ (fig. 284) al girar al rededor de su
didmetro EJ, es igual al producto de su proyeccion EJ sobre
el didmetro, por la circunferencia de circulo maximo; puesto
que toda semicircunferencia puede considerarse como una
Iinea quebrada regular de infinito nimero de lados. Pero
como al girar la semicircunferencia al rededor de su didme-
tro, engendra una superficie esférica, tendremos que el
Area de la superficie esférica es igual, al producto de su did-
metro, por la circunferencia de circulo maxzimo. C. C. E. E.
CoroLario 1.° Puesto que el didmetro es igual 4 2R, y
la circunferencia de circulo maximo es igual 4 2R, serd

drea superficie esférica = 2R.27R = 47R’. (a)

CororArIo 2.° De la férmula anterior se deduce, que el
area de la superficie esférica es el cuddruplo del drea de un
circulo méximo.

Y tambien, llamando D al didmetro de un circulo maximo,
sera

4rea de la superficie esférica =— = D?

Es decir, que el drea de la superficie esférica es igual, al
drea de un circulo de doble radio que la esfera.

CAPITULO III Al '

7~ &/
\

VOLUMEN DE LOS POLIEDROS

319. Volimen de un cuerpo es la medida de su exten-
ston (1); es decir, el nimero que expresa la razon entre la
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extension'del cuerpo que se mide, y la unidad adoptada como
medida. ;

La unidad para medir la extension de un cuerpo, conviene
que tenga la figura de cubo.

Las umdades de volimen adoptadas, son el metro cibico,
el pié ctbico, la legna ciibica, etc.; es decir, cubos ceya arista.
sea una unidad lineal.

Un cubo cuya arista’es una unidad lineal, es pues, una wii-
dad de vol#tmen, 6 une unidad citbica.

Si queremos medir la extension de los cuerpos comparan -
dola directamente con el cubo unidad, tropezaremos con difi-

cultades insuperables, por lo que buscaremos otro procedi-
~ miento, segun el cual, para hallar los voliimenes de los cuer-
pos bastara medir Hneas

Dos cuerpos que tienen el mismo voliimen, son equwalentes,

TEOREMA CXCV

320. Dos paralelepipedos rectangulos MC y M C* (fign-
ra 287) cuyas bases AC y A*C* son wguales, son proporcionales
a sus alturas MA y MA°.

Distinguiremos dos casos: 1.° Que las alturas MA y M‘A¢
sean conmensurables: 2.° Que dichas alturas sean inconmen-
surables.

Primer caso: Suponiendo que la medida comun de estas
alturas esté contenida cuatro veces en la AM, y tres en la
A‘M¢, y dividiéndolas respectivamente en cuatro y tres par-
tes ignales, cada una de estas partes serd igual 4 la medida
comun. :

Si se toma ésta como unidad para medir ambas alturas
MA y M¢A¢, las medidas de éstas serdan los niimeros cuatro y
tres, y como (Arit. 343) la razon de dos cantidades es la
misma que la de los nimeros que las miden, sera

AM
M‘A° 3 (1)

Ahora si por los puntos de division se trazan planos para-
lelos 4 la base AC en el paralelepipedo MC, y 4 la base A‘Cr,
en el paralelepipedo M‘C‘, ambos paralelepipedos quedardn
divididos en paralelepipedos rectingulos parciales, todos su-
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perponibles. Si tomamos uno de estos paralelepipedos parcia-
les por nnidad para medir los paralelepipedos MC y M‘C*,
tendremos por la misma razon que antes

MC 4
el e
: MC MA
Luego (Art. 55) Mo MI‘A‘ e Ol O D 8

Segundo caso: Cuando las alturas MA y M‘A°¢ son incon-

. mensurables, se demuestra empleando los mlsmos razona-

mientos que el pdirrafo (223). g

Bscorto. En un paralelepipedo rectangulo MC, las tres
aristas AB, AD, AM que parten de un vértice A son las
tres dimensiones del paralelepipedo; las bases de los MC y
M:Ct, quedardn pues determinadas, respectivamente, por las
dos dimensioues ABy AD, A‘B' y A‘D. Segun ésto, el teo-
rema anterior podrd enunciarse tambien diciendo,

Dos paralelepipedos rectangulos MC y M C* que tienen co-
munes dos dimensiones, (AB = A*B‘, AD = A‘D‘) son pro-
porcionales G sus terceras dimensiones AM y A‘M'.

TEOREMA CXCVI

321. Dos paralelepipedos rectangulos P y P* (fig. 288)
que tienen una dimension A comun, son proporcionales & los
productos de las otras dos dimensiones B.C y B‘.C".

Sean los P, P‘, P¢ tres paralelepipedos rectangulos, en los
que

A, B, C, son las dimensiones de P
A, B C¢ son las dimensiones de P¢

A, B, C¢ son las dimensiones de P*.

Como se vé, los paralelepipedos P y P, tienen una dimen-
sion A comun, y el paralelepipedo P:¢ tiene las dos dimensio-
nes A y B comunes con el P, y las A y C¢ comunes con
el P.

En virtud del teorema anterior, tendremos

B BB
P(( A ¢ Vi P Ieh, B¢ 0
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Multiplicando ordenadamente estas proporciones, sera

PP BIC
PaPEi e Rt

y simplificando la primera razon, resulta

P B.C
== i .C.E. E.
P B¢. Gt o

Escorin. . Como la dimension comun A, puede tomarse
como altura, y-entonces los productos B.C y B‘.C¢, de las
otras dos dimensiones, son las areas de las respectivas bases
de log paralelepipedos; el teorema anterior, puede tambien
enunciarse diciendo

Dos paralelepipedos rectangulos, que tienen la altura co-
mun, son proporcionales @ las dreas de sus bases.

TEOREMA CXCVII

322. Dos paralelepipedos rectangulos cualesquiera, Py P*
(fig. 289) son proporcionales & los productos de sus tres dimen-
siones A.B.Cy A*.B‘. C*

Sean los P, P¢, P¢ tres paralelepipedos rectangulos en que

A, B C son las dimensiones de P
A¢, B¢, C¢ son las dimensiones de P
A*, B, C son las dimensiones de P**

Como se vé, P¢ tiene las dos dimensiones B y C comunes
con P, y la dimension A¢ comun con el P:.
En virtud de los dos teoremas anteriores, tendremos

P A Pl B.C

il FARY Do R G

Multiplicando ordenadamente estas proporciones, sera

Bopss A.B.C

PP AR O
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y simplificando la primera razon, resulta

P A.B.C
pe T AALB @5

Escorto. Como los productos B.C y B.C, sonrespecti-
vamente las 4reas de las bases de los paralelepipedos P y P¢,
el teorema anterior puede tambien enunciarse, diciendo

Dos paralelepipedos rectingulos cualesquiera, son proporcio-
nales G los productos de las dreas de sus bases por sus alturas.

C.C.E. E.

TEOREMA CXCVIII

323. El volivmen de un paralelepipedo rectingulo, es igual
al producto de sus tres dimensiones.

En efecto; sea P (fig. 290) un paralelepipedo recténgulo,
que se quiere medir, y Q el cubo que se toma como unidad
de medida. .

Puesto que el cubo, es un paralelepipedo rectingulo, ten-

dremos (322)
E A.B.C

VO wibe ®)

Ahora, puesto que el cubo Q es la unidad para medir la
extension de P, si tomamos la arista « de dicho cubo, como:
unidad lineal para medir las rectas A, B, C, a, b, ¢, y si lla-
mamos tambien A, B, y C 4 los nimeros que expresan las
medidas de Jas tres dimensiones de P, tomando por unidad
la arista de Q, tendremos, que la igualdad (v) se convierte
en la igualdad

A.B.C

4 e D T 6
volimen de F Tl

voliimen daPi—A. B C C.C. E. E.

CoroLArIo. Como el producto B.C, es el drea de la base
del paralelepipedo P, y A es su altura, podremos enunciar el
teorema anterior, diciendo

El volivmen de un paralelepipedo rectingulo, es igual al pro-
ducto del drea de su base por su altura.

CoroLARIO. £l voltumen de un cubo es igual, 4 la tercera
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potencia de sw arista, puesto que el cubo es un paralelepipedo
- rectangulo, cuyas tres dimensiones son iguales.
De aqui proviene el llamar cubo de un numero & su tercera
potencia.

TEOREMA CIC

324. El wolimen de un paralelepipedo recto es igual, al
producto del drea de su base por su altura.

En efecto; sea el paralelepipedo recto NT (fig. 291), cuyas
bases no son rectangulos. Trazando desde los vértices Dy C
de la base inferior del paralelepipedo NT, las perpendicula-
res DA y CB 4 la prolongacion del lado ST, tendremos el
rectingulo ABCD equivalente al paralelégramo STCD (226)

Si ahora se levantan planos perpendiculares 4 dicho rec-
tangulo por sus cuoatro lados hasta que encuentre al plano
0Q, se formard el paralelepipedo rectingulo NB.

Trazando las PQ y BS, se habrd construido un prisma
trapecial recto, cuyas bases son los trapecios ATCD, y
MRON, y tambien se han construido dos prismas rectos
triangulares, uno, cuyas bases son los tridngulos ASD y
MQN, y el otro cuyas bases son los tridngulos TCB y ROP;
prismas triangulares que son superponibles (283) y por con-
giguiente 1guales

Ahora si del prisma trapecial NT se quita el primer pris-
ma triangular NS, queda el paralelepfpedo dade NT; y si
del mismo prisma trapecial se quita el otro prisma trian-
gular OT, queda el paralelepipedo rectdngulo NB. Luego

el paralelepipedo NT es equivalente al NB;

y ademads estos dos paralelepipedos tienen: las alturas igunales
y las bases equivalentes.

Pero el volimen del paralelepipedo NB es 1gua1 al produe-
to del drea de su base por su altura; luego el 4rea del parale-
lepipedo NT serd igual tambien al producto del 4rea de su
base por su altara. C. C. E. E.

TEOREMA CC

325. Dos paralelepipedos que tienen una base comun, é

rguales las alturas, son equivalentes.
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Desde luego se descubre, que teniendo una base comun, y
las alturas iguales, las bases no comunes estaran forzosa-
‘mente en. un mismo plano paralelo al de la base comun.

Distinguiremos dos: casos: 1.° Que las bases no comunes,
estén comprendidas entre dos paralelas. 2.° Que las bases no
comunes, no estén comprendidas entre dos paralelas.

Primer caso. Sean'los paralelepipedos NB y NT (fig. 291)
que tienen la base comun NC, y las bases no comunes MB
y QT comprendidas entre las dos paralelas MR y AT.

Discurriendo del mismo modo que al demostrar el teorema
anterior, demostraremos que dichos paralelepipedos NB y
NT son equivalentes, con lo que queda demostrado el pri-
mer caso.

Segundo caso. Seanlos paralelepfpedos AM y AN (fig. 292)
que tienen la base comun AB, y las otras dos bases OM y
RN en un mismo plano y en una posicion cualquiera. Si
prolongamos los lados DM y OE hasta que corten 4 las pro-
longaciones de los lados RG y FN, se formara un paraleld-
gramo HP igual 4 la base de los paralelepipedos primiti-
vos AM y AN. Ahora uniendo por medio de rectas los cuatro
vértices de la base comun AB, con los cuatro vértices del
paralelgramo HP, tendremos un tercer paralelepipedo AP,
equivalente & cada uno de los anteriores AM y AN, en vivtud
de lo demostrado ‘en el primer caso. Luego los dos paralele-
pipedos AM y AN son equivalentes. C. C. E. E.

TEOREMA CCl

326. El volamen de un paralelepipedo cualquiera AN
(fig. 292) es igual al producto del drea de su base por su al-
TUra.

En efecto; suponiendo recto al paralelepipedo AM, y ade-
mis que las bases OM y RN estdn en un mismo plano, los
paralelepipedos AN y AM, seran equivalentes segun lo de-
mostrado en el teorema anterior.

Pero el volimen del paralelepipedo recto AM es (324)
igual al producto del drea de su base por su altura, luego el
volimen del paralelepipedo equivalente AN (que tieue la
misma base y la misma altura que el AM), serd tambien
igual al producto de su base por su altura. C. C. E. E.
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TEOREMA CClI

327. Elvolimen de un prisma triangular es igual, al pro-
ducto del drea de su base por su altura.

Distinguiremos dos casos: 1.° Que el prisma sea recto.
2.° Que el prisma sea oblicuo.

Primer caso: Sea el prisma triangular recto ABDMNP
(fig. 293). Trazando las BC y DC paralelas respectivamente
4 los lados AD y AB, tendremos el paralelégramo AC; y
levantando por dichas paralelas los planos BO y DO perpen-
diculares al plano AC, sus intersecciones con el plano MNP,
serdn las rectas NO y PO, y resultaré el paralelepipedo rec-
to MC. Ahora este paralelepipedo se compone de los dos.
prismas trlangulares ABDMNP y DBCNOP, iguales (393), y
por consiguiente el ABDMNP, serd mitad del paralelepipe-
do MC. Ademsés el prisma ABDMNP y el paralelepipedo MC,

tienen la misma altura AM y la base ABD del primero, es

mitad de la base ABCD del segundo.
Pero :

volimen del paralelepipedo MC — drea ABCD X AM, luego

volimen del prisma ABDMNP — § drea ABCD X AM 6
volimen del prisma ABDMNP = drea ABD.AM. C.C.E. E.

Segundo caso: Sea el prisma triangular oblicno ABDMNP
(fig. 294) y construyamos el paralelepipedo MC de doble base

y de igual altura que el anterior. El paralelepipedo oblicuo-

MGQC, se compone de los dos prismas triangulares oblicuos
ABDMNP y BDCNOP, que no son superponibles en general.

Para demostrar su equivaleneia, prolonguemos las cuatro
caras laterales del paralelepipedo MC, y el plano diagonal
PB; por el punto H de la prolongacién de la arista MA, tra-

zaremos la seccion recta HT; desde H tomemos una distan-

cia HP* igual 4 MA, y tracemos otra seccion recta PR,
con lo que se ha formado el paralelepipedo recto HR com-
puesto de dos prismas triangulares rectos é iguales, v dos
prismas triangulares truncados MNPHZL y ABDPSQ 4 un
lado del plano diagonal PQ; y otros dos prismas triangulares
truncados PNOZTL y DBCQRS al otro lado del plano dia-
gonal PQ, y los prismas cuadrangulares truncados MT y AR.
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Ahora, si suponemos que el prisma AR, se mueve de ma-
nera que los (cuatro vértices P, Q, R, S, recorran respecti-
vamente las distancias P‘H, QZ, RT y SL; los paralelégra-
mos P‘QR 3, HZTL, habran coincidido, y tambien los ABCD
y MNOP.

Adem4s el prisma triangular truncado SQRDBC, se habra
confundido con el LZTPNO; y tambien el P‘QSABD y el
HZLMNP habran coincidido.

Resulta pues,

‘prisma SQRDBS — prisma LZTPNO, ¥
prisma P‘QSABD = prisma HZLMNP.

Restando de los dos miembros de la primera igualdad, el
prisma triangular truncado LZTDBC queda

prisma SQRLZT equivalente al prisma BCDNOP, (s)

y restando de los dos miembros de la segunda igualdad, el
prisma triangular truncado HZLABD, queda

prisma P‘QSHZL equivalente al prisma ABDMNP . (¢)

Pero como los dos primeros miembros de las equivalencias
(s) y (¢) son iguales, los segundos miembros serdn equivalen-
tes; luego ~

El prisma triangular ABDMNP, serd mitad del para-
lelepipedo MC, y como el volumen de éste es igual al area
de la base ABCD por su altura, el volimen del prisma trian-
gular ABDMNP, que es mitad del anterior, serd el drea de
su base ABD por su altura. C. C. E. E.

TEOREMA CClII

328. El voliimen de un prisma cualquiera es igual al
producto del drea de su base por su altura.

En efecto; Sea el prisma LD (fig. 295). Descomponiéndolo
en prismas triangulares por medio de planos diagonales tra-
zados desde una arista AL, tendremos que la suma de los vo-
limenes de los prismas triangulares en que se ha descompues-
to, serd igual al volumen del prisma total DL. Pero éste y los
prismas parciales tienen la misma altura, y la base ABCDE

15
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del total, es igual 4 la suma de las bases ABC, ACD, ADE
de los parciales. Sumando pues las expresiones de los voli-
menes de los prismas parciales, y sacando fuera de un parén-
tesis la altura, factor comun de los sumandos, resultara

vol. del prisma LD — drea de su base por su altura.

. C. E: B

CoroLarto. Dos prismas de bases equivalentes y altu-
ras iguales, son equivalentes.

} TEOREMA CCIV

1329. ~Dos tetraedros OABCy O‘AB:C* (fig. 296) cu-
yas bases ABC y A* B (¢ son equivalentes y cuyas alturas
son iguales, son equivalentes.

En efecto; supongamos que las bases ABC y AB‘C* estin
en un mismo plano, y desde un punto H' de este plano levan-
témosle la perpendicular H¢H igual 4 la altura de los tetrae-
dros. Si dividimos la perpendicular H‘H en partes iguales, y
trazamos planos por los puntos de division, que corten & los
tetraedros y sean paralelos al plano de sus bases, se habrdn
producido en los dos tetraedros secciones triangulares res-
pectivamente equivalentes; (291 cor.) es decir,

seccion MDE equivalente 4 la M¢D¢E¢
» NFG » NE<G
» PLR » PSR

Abora si trazamos por DE, FG, LR, planos paralelos 4 la
arista OA, y por D‘E* F‘G* L‘R¢ planos paralelos 4 la arista
O*‘A€ se formardn prismas triangulares inscriptos en los te-
traedros, y respectivamente equivalentes (328 cor.) los ins-
criptos en el tetraedro OABC 4 los inscriptos en el O‘A‘B*Cr,
y por consiguiente la suma de los primeros igual 4 la. suma,
de los segundos

Pero 4 medida que aumente el niimero de los prismas ins-
criptos, su suma crece acercandose al tetraedro respectivo; y
como el niimero de dichos prismas puede ser tan grande como
se desee, cuando sea infinito, la suma de los prismas insecrip-
tos en cada tetraedro se habré confundido con éste; y como
dichas sumas son siempre equivalentes en todos los gnados de

su magnitud, los tetraedros tambien serdan equivalentes.
C. C. E. E.
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TEOREMA CCV

330. \ El voliimen de un tetraedro, es igual al tercio
del producto del area de su base por su altura.

En efecto; sea el tetraedro ABCD (fig. 297), trazando por
el vértice A, las AF y AR iguales y paralelas respectiva-
mente 4 las CD y CB, y uniendo por medio de rectas E y F,
E y B, F y D, habremos construido el prisma triangular
EAFBCD de iguales base y altura que el tetraedro pro-
jpuesto.

Pero este prisma triangular, se compone del tetraedro
. ABCD, mas la pirdmide cuadrangular ABDFE. Si hacemos
pasar un plane por A, B, F, esta pirdmide cuadrangular queda
«dividida en los dos tetraedros ABFE, y ABDF, equivalentes
(329). Ademds los dos tetraedros BEAF y ABCD, son tam-
bien equivalentes (329). ' :

De aquf resulta que el prisma triangular EAFBCD se
-compone de los tres letraedros equivalentes, ABCD, BAEF y
ABDF; por consiguiente el tetraedro propuesto ABCD sera
la tercera parte del prisma EAFBCD, de igual base é igual
altura.” Pero el volimen del prisma EAFBCD, es igual al
producto del drea de su base por su altura; luego el volimen
del tetraedro ABCD, serd igual al tercio del producto del
-4rea de su base por su altura. C. C. E. E.

TEOREMA CCVI

831. “El yolimen de una pirdmide cualquiera es igual
al tercio del producto del drea de su base por su altura.

En efecto; sea la piraimide OABCDE (fig. 298), descom-
poniéndola en tetraedros por medio de planos diagonales tra-
zados desde una arista lateral OA, tendremos que la suma
de los voliimenes de los tetraedros en que se ha descompuesto
la piramide propuesta, es ignal al volimen de ésta. Pero la
pirdmide propuesta y los tetraedrosen que se ha descom-
puesto tienen la misma altura, y la base ABCDE de aquélla
es igual 4 la suma de las bases ABC, ACD, ADE de los
tetraedros.

Sumando pues las expresiones de los volimenes de los
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tetraedros y sacando fuera de un paréntesis, la altura factor:
comun de los sumandos, resultard, que el volimen de una pi-
ramide es igual al tercio del drea de su base por su altura.
C.C. E. E.

TEOREMA CCVII

332. El volinmen de un tetraedro truncado de bases paralelas es
igual, al tercio del producto de su altura, por la suma de las dreas
de sus bases y de la media proporcional entre ellas.

En efecto, sea el tetraedro truncado de bases paralelas ABCDEF
(fig. 299). Trazando los planos DCF y DCB, quedard descompuesto en
los tres tetraedros CDEF, CDAB y CDBEF.

Trazando la CG paralela 4 la arista BF y uniendo G con los dos vér-
tices D, v B se habrd formado el tetraedro GDBF que tiene la base
DBF comun con el CDBF, y la misma altura, pues los vértices C y G de:
dichos tetraedros estin en la CG paralela al plano BDF. De modo, que
estos tetraedros, el CDBF y el GDBF son equivalentes.

Por con51gu1ente el tetraedro propuesto ACBDEF, es equwalente ala
suma de los tres tetraedros CDEF, CADB y GDBF.

Trazando ahora la GH paralela & DE, tendremos que las dreas de los
tnéngulos GDF y GHEF por tener la misma altura, serdn preporcionales.
4 sus bases. (227, cor. 3.%)

4drea GDF DF

area GHF ~~  HF

y como tambien los tridngulos DEF y DGF tienen la misma altura sus.
dreas seran proporcionales 4 sus bases; y serd

(@)

area DEF EF

areaDGE ~ GF

Pero las segundés razones de las proporciones (a) v (b) son lg;uales,‘
por ser la HG paralela al lado DE del triangulo FDE; luego las primeras-
razones formaran proporcion, y serd

drea GDF ~ 4rea DEF ©
== C
area GHF drea DGF

®)

de donde
irea GDF- — 4area GHF X 4rea DEF (d).
Pero GHF = ACB sustituyendo-

en 15. igualdad é.nterior, en vez de 4rea GHF su igual drea ACB, resulta.

4rea GDF° — 4rea ACB X 4rea DEF. (m)
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Observemos que los tres tetraedros CDEF, DACB y BDGF, cuya suma.
s equivalente al tetraedro propuesto ABCDEF, tienen la misma altura
-que éste, y ademads .

la base del CDEF es DEF (base mayor del tetraedro propuesto)

la base del DACB es ACB, (base menor del tetraedro propuesto)

la base del BDGF es DGF (media proporcional entre las dos bases
-anteriores) (m) .

Si hacemos
DEF =5, y ACB =1
-y llamamos a 4 la altura comun de todos estos tetraedros serd

; 1 1 1 —
Voltmen tetr. ABCDEF = - a.b 1+ ot ab' |- ST \/bb‘ 6

Volamen tetr. ABCDEF — —— a (5 4+ 5+ 1/26* ). C.C.E.E.

‘TEOREMA CCV I

333. Kl volumen de una pirdmide truncada de bases paralejas
-es tgual, al tercio del producto de su altura por la suma de las dreas
de sus bases y de la media proporcional entre ellas.

En efecto; sean las pirdmides OACDE y VMNP (fig. 300) de bases
-equivalentes y alturas iguales. Si trazamos las dos secciones A‘C‘'D‘E‘ y
M‘N‘P¢ paralelas & sus respectivas bases, y equidistantes de ellas, ten-
dremos (291 cor.) que las secciones A’C'D‘E° M‘N‘P, son equivalentes, y
como las alturas OL y VS de las pirdmides parciales son iguales, re-
;sulta.

Vol. OA‘GDEf = Vol. VMNP’. ()

Pero tambien
Vol. OACDE = Vol. VMNP. (d)

Restando ordenadamente de la igualdad (b) la igualdad (a) serd
Vol. pirdm. trunc. A‘D = Vol. pirdm. trunc. MP. (¢)

Ahora, llamando &, b y @ respectivamente 4 la base mayor, base
mmenor y altura-de la pirdmide truncada M‘P, serad (332)

S 1 s
Vol. pirdm. trunc. MP = - (b —+ b 4 \/ bb¢ ) (@)
Pero como (¢} las pirdmides truncadas A‘D y M‘P‘ son equivalentes,
-y ademds tienen las alturas iguales y sus respectivas bases equivalen-

tes, sustituyendo en la igualdad (d) volimen de la piramide truncada
AD en vez de volimen de la pirdmide truncada M‘P, tendremos 7

Vol. pirém. trunc.AD = —a (6 +5+1/bs ).  CCEE
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TEOREMA CCIX

334. El volimen de un prisma triangular truncado es igual, al’

tercio del producto del drea de una de sus bases, por la suma de las
perpendiculares bajadas d esta base, desde los vértices de la otra.

En efecto; sea el prisma triangular truncado ABFECD (fig. 301), tra-
zando los planos EFC y EFB quedard descompuesto el prisma en los
tres tetraedros FEDC, FECB y FABE. Si trazamos ahora los planos
BED y ADC, se formarédn los tetraedros FEDC, AEDC y BEDC, que tie--
nen la base comun EDC y cuyos vértices son F, A y B.

Examinando la figura se descubre facilmente, que €l tetraedro FEBC.

es equivalente (329) al BEDC, v que el FBAE es tambien equivalente-
(329) al AEDC.
Resulta pues, que

prisma ABFECD es equival. 4 tet.° FEDC ~+ tet.° AEDC . tet.° BEDC.

Luego (330) el volamen del prisma A BFECD es igual al tercio del
producto del area EDC por la suma de las distancias 4 la base EDC de
los tres vértices F, AyB. C. CGE.E.

" Cororario. El volamen de un prisma truncado cualquiera, se halla--
ra descomponiéndolo en prismas truncados triangulares, y sumando-
los volimenes de éstos.

Escorio. Si desde un punto interior de un poliedre cualquiera se
trazan planos 4 todas sus aristas, quedard descompuesto en piramides
cuyas bases seran las caras del poliedro; y como toda pirdmide se pue-
de descomponer en tetraedros, resulta, que todo poliedro se puede des-
componer en tetraedros. De aqui se deduce que el volimen de un po--
liedro cualquiera se hallard sumando los volimenes de las pirdmides
6 tetraedros en que se haya descompuesto.

CAPITULO IV

VOLUMENES DE LOS CUERPOS REDONDOS

§ I.— Voliimenes del cono y del cilindro

TEOREMA CCX

335. Elvoliimen de un cono de revolucion esigual, al
tercio del producto del drea de la base del cono por su
altura.

En efecto; puesto que el cono de revolucion se puede con-
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siderar (297) como una pirdmide regular de infinito nimero
de caras laterales, puede aplicarse al cono de revolucion lo
demostrado (331) para una pirdmide cualquiera.

Llamando A 4 la altura de un cono de revolucion, y R al
radie de su base, serd

/1 2
Vol. de un cono de rev. = - #R."A

TEOREMA CCXI

~

336. El volimen de un cono truncado de revolucion es igual, al
tercio del producto de su altura, por la suma de las dreas de sus
bases y de una media proporcional entre ellas.

Puesto que un cono de revolucion, puede considerarse (297) como
una pirdmide; puede aplicarse al cono, lo demostrado (333) para la pi-
ramide OACDE (fig. 300), y puesto que alli se demostré (igualdad ¢) que
el volimen de la pirdmide truncada A‘D es igual al volimen del tetrae-
dro truncado, M‘P puede admitirse (puesto que un cono puede conside-
rarse como una pirdmide) que

El volamen de un cono truncado de revolucion, es igual al volimen
de un tetraedro truncado de bases paralelas, cuyas bases son equiva-
lentes respectivamente 4 las del cono truncado, y cuya altura es igual
ala de éste.

Si llamamos pues b, b respectivamente 4 las dreas de las bases ma-
yor y menor del cono y del tetraedro truncado equivalente, v a‘ 4 la al-
tura comun, sera

i 1 S
Voltimen cono trunc. debases paralelas = —- (b -+ o+ \/bb‘ )

Si llamamos R al radio de la base mayor del cono, y # al radio de la
base menor, la igualdad anterior se transforma en

: 2
Vol. cono trunc. basesparal. = —;— a (WR + e+ \//er.z arr? ) 6

Vol. cono trunc. bases paralela = —; aw ( R2+ r2+ R.r)

TEOREMA CCXII

887. ' El voliimen de un cilindro de revolucion, es igual
al producto del drea de su base por su altura.

En efecto; puesto que el cilindro de revolucion puede con-
siderarse (300) como un prisma regular de infinito nimero
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de caras laterales, puede aplicarse al cilindro de revolucion
lo demostrado (312, cor.) para un prisma recto cualquiera.

Llamando A 4 la altura de un cilindro de revolucién, y R
al radio de la base, serd

vol. de un cilindro rev. = = RFSAY

§ I1.—Volimen de la esfera

338. Sea EABJ (fig. 284) un semicircilo, AOB un sec-
tor circular y PQ la proyeccion del arco AB, (base del sector
circular) sobre el didmetro EJ. Si gira dicho semicirculo al
rededor del didmetro EJ hasta dar una vuelta completa, en-
gendra una esfera.

El arco AB, engendra una zona esférica, que tiene por
bases los dos circulos, cuyos radios son las perpendiculares
AP y BQ.

El sector circular AOB engendra un cuerpo que se llama
sector esférico, cuya base es la zona engendrada por el
arco AB.

g1 cuadrilatero ABQP, (cuyo lado AB es un arco) engen-
dra un cuerpo que se llama segmento esférico, cuyas bases
son los dos circulos paralelos engendrados por AP y BQ, y
cuya altura es la distancia entre las bases.

De estas consideraciones resulta que

SECTOR ESFERICO, es el cuerpo engendrado por un sector
circular que gira al rededor de un didmetro exlerior d su
superficie. La zona engendrada por el arco del sector cir-
cular generador, es la base del sector esférico.

_SEGMENTO KSFERICO, es la porcion de esfera comprendi-
da entre dos planos secantes paralelos. Los circulos deter-
minados por los planos secantes, son las bases del seg-
mento esférico; y la distancia entre las bases es la altura.

Si uno de los planos secantes es tangente 4 la esfera, una
de las bases se reduce 4 un punto, y entonces el segmento
tiene una sola base.

TEOREMA CCXIII

339. Kl yoliim:n del cuerpo engendrado por un tridn-
gulo OAB (fig. 302, 303, 304, 305) al girar al rededor de
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una recta EJ situada en el plano del tridngulo, fuera de
éste y que pasa por su vértice, es igual al producto del
drea engendrada por la base AB, multiplicada por’ls
altura OH.

Distinguiremos tres posiciones del tridngulo generador.

12 Cuando uno de los lados del tridngulo generador coin-
cide con el eje BJ, (fig. 302 y 303). ,

2.2 Cuando ningun lado del tridngulo generador coincide
con el eje, y la base es oblicua 4 éste. (fig. 304)

3. Cuando la base del tridngulo es paralela al eje. (figu-
ra 305).

Primera posicion. Trazando la AR perpendicular al eje,
(fig. 302), se forman los dos tridngulos rectingnlos ARO y
ARB; por consiguiente al girar el tridngulo OAB, se engen-
dra un cuerpo compuesto de dos conos de revolucicn, cuya
base comun tiene por radio la perpendicular AR, y cuyas al-
turas son las OR y RB. Segun esto tendremos

vol. eng. por OAR = —+ OR.» AR ?
vol. eng. por BAR = —%— RB.z AR.®
de donde
vol. eng. por OAB = %~ OR.7 AR? -~ -%— RB.7AR"
=1 ,AR’OB

vol. eng. por OAB = = AR. -;— OB (a)
Ahora trazando la altura OH del tridngulo OAB, y siendo
OB.AR = AB.OH

por expresar ambos miembros de esta igualdad el doble del
drea del tridngulo OAB; si sustituimos en la igualdad (a)
en vez del producto OB. AR su igual, AB.OH, resulta

vol. eng. por OAB =7AR.AB. — OH
6  vol. eng. por OAB = drea eng. por AB. -;— OH
C.C.E. E. i

d % e -

o



234 GEOMETRfA

Si como en ia (fig. 303) la perpendicular AR cae fuera del
tridngulo OAB, la demostracion es la misma que se acaba de
exponer, sin més diferencia que en vez de ser-el cuerpo en-
gendrado por OAB igual 4 la suma de los dos conos de revo-
lucion engendrados por los tridngulos OAR y BRA, es igunal
al cono engendrado por el tridngulo BRA menos el engen-
drado por OAR.

Segunda posicion. Prolongando la base AB del tridngu-
lo generador (fig. 304) hasta que encuentre en S al eje, y tra-
zando la altura OH del tridngulo; tendremos que segun lo
demostrado para la primera posicion;

vol. eng. por OAS = drea eng. por AS;%OH
vol. eng. por OBS — area eng. por BS. % OH pero
vol. eng. por OAB = vol. eng. por 0AS — vol. eng. por OBS,
y serd
vol. eng. por OAB == drea eng. por AS.-;— OH
— é4rea eng. por BS. —:13--OH

vol. eng. por OAB = (4rea eng. por AS.
— 4rea eng. por BS) —;- OH
6 por fin
vol. eng. por OAB —drea eng. por AB. -;— OH. C. C. E. L.

Tercera posicion. Trazando la altura OH del tridngulo
OAB (fig. 305) y las AR y BT perpendiculares al eje, el
cuerpo engendrado por el tridngulo OAB, serd igual al cilin-
dro engendrado por el rectangulo RABT menos la suma de

los conos engendrados, por los tridngulos ARQ y BTO.
Pero

vol. eng. por RABT = AR.?AB = «OH.’RT (a)

v\ol. eng. por ARO =erH.2—,3—RO,

vol. engv. por BTO —:vrf)Tf—é—OT
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Sumando estas dos igualdades, serd
vol.eng.por ARO 4 vol. eng. por BOT = 7OH" —;—RT. (&)

Restando ordenadamente la igualdad (&) de la igualdad
(a) resulta

vol. eng. por OAB = FOH - RT < «OH““RT
3

= #OH. —RT.
6
vol. eng. por AOB=27OH.RT.—- OH = 2,AR.AB.5-OH

Pero 27#AR.AB, es el drea engendrada por la ba
AB,y -;— OH es el tercio de la altura del tridngulo OAB.
Luego

vol. eng. por OAB = drea engendrada por.AB X —; OH.

TEOREMA CCXIV

£l volivmen del cuerpe engendrado por el sector poligonal
OABCDE (fig. 283) al girar al rededor del eje EJ que pasa
por el centro de la circunferencia inscripta en dicha linea que-
brada, estd situado en el plano de ésta y no la corta; es igual
al producto del area engendrada por la linea quebrada regular
ABCDE, multiplicada por el tercio del radio de dicha circun-
ferencia inscripta.

En efecto; el volimen del cuerpo engendrado por el sector
poligonal OABCDE, es igual 4 la suma de los volimenes de
los cuerpos engendrados por los tridangulos OAB, OBC, OCD
y ODE. Pero

vol. eng. por OAB = drea eng. por AB +—;— oM
» » - »n OBC =irea eng. por BC +% oM
» » » OCD = édrea eng. por CD 4 —;)— OM
> » > ODE = drea eng. por CD—I—-% OM

Por consiguiente, sumando ordenadamente estas igual-
dades, tendremos
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vol. del cuerpo eng. | : : )
por OABCDE., }= Area BHZ DOk ABUDE x —-OM.

Cororar1o. Como al arco AB (fig. 284) se le puede con-
siderar como una linea quebrada regular de infinito niimero
de lados, si imaginamos que el sector circular gira al rede-
dor del didmetro EJ, el volimen del sector circular engen-
drado, serd segun el teorema anterior igual al producto

drea engendrada por AB X —;— 04;

pero AB engendra una zona.

Luego

Elvolimen de un sector esférico es igual al producto
del drea de la zona que le sirve de base, por el tercio del
radio de la esfera.

TEOREMA CCXV

340. E! yolhimen de la esfera es igual al producio del
drea de su superficie por el tercio de su radio.

En -efecto; puesto que un semicirculo EABJ (fig. 284) se
puede considerar como un sector circular, una esfera O,
puede considerarse como un sector esférico en el que la zona
que le sirve de base es la superficie esférica. Aplicando lo
dicho en el corolario anterior tendremos

vol. eng. por el semicir. EABJ = érea eng. EABJ 3 % EO.

Liuego el voliimende una esfera O, es igual al irea de su
saperficie por el tercio de su radio. C. C. E. 8.
CoroLARTO 1.© Puesto que el drea de la esfera es igual

(318, cor.) 4 i7R” tendremos
vol. de la esfera — 47R’ -;— Riiii6
vol. de la esfera = —z—erg'

CoronaRIO 2.° Sustituyendo en la férmula anterior D
diametro de la esfera en vez de 2R, tendremos

vdl. de la esfera — -i.—ers
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LIBRO IV

DE LA SEMEJANZA DE LOS CUERPOS GEOMETRICOS
—DE LOS POLIGONOS REGULARES

CAPITULO I

SEMEJANZA DE LOS POLIEDROS

341. Puesto que (288) poliedros semejantes son los que-
tienen sus dngulos diedros respectivamente ignales y coloca-
dos en el mismo orden, y ademds semejantes respectivamente
las caras adyacentes 4 dichos diedros, resulta que los polie-
dros semejantes tienen sus dngulos poliedros respectivamente-
iguales, por cuanto tienen sus dngulos planos y dngulos die-
dros respectivamente iguales y colocados en el mismo orden.
Podremos pues, sentar que,

Poliedros semejantes son los que tienen sus dngulos polie-
dros iguales, y ademds las caras respectivamente seme-
Jjantes.

. TEOREMA CCXVI

S8i se corta una pirdmide OABCD (fig. 266) por un pla-
no A‘B‘C*D‘ paralelo d la base ABCD, la pirdmnide
OA‘B‘C:D* que resulta, es semejante & la propuesta.

En efecto; estas dos pirdmides tienen semejantes las bases-
ABCD, A‘B‘C'D, (290.—2.°), y tienen tambien semejantes.

las caras laterales AOB y AO‘B¢, BOC y B<OC~...

Ademés el dngulo poliedro O, es comun para ambas, y,
triedro A — triedro A¢
triedro B = triedro B¢
triedro C = friedro C¢
triedro D = triedro D¢

por tener respectivamente iguales sus tres dngulos planos..
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'Si pues tienen iguales los dngulos poliedros respectiva-
mente y semejantes las caras, son semejantes. C. C. E. E.

TEOREMA CCXVII

342. © 8i dos tetraedros OABC, O°'A‘B'C* (fig. 306) tienen
dos caras del uno respectivamenie semejantes & dos caras del
otro (OAB semejante 6 0'A‘B*, y OAC semejante & 0°A‘C¥)
é tguales los diedros que forman estas caras (diedro OA =
diedro O‘A’), dichos tetraedros son semejantes.

En efecto; superponiendo el diedro O¢A¢, sobre su igual
OA de modo que O¢ caiga sobre O,y A¢ en D entre Oy A; las
aristas O‘B‘y O‘C* caerdn sobre las OB y OC, y los puntos
A¢, B¢y C* tomardn respectivamente las posiciones D, E yF,
de manera que el tetraedro O‘A‘B‘C¢ habrd tomado la posi-
cion ODEF.

Pero como por hipé6tesis O‘A‘B* y OAB son semejantes, y
tambien lo son O*A‘C* y OAC, resultard que los tridngulos
ODE y OAB son semejantes, y tambien lo son los ODE y
OAC, por consiguiente (172) DE serd paralela 4 AB, y DF
4 AC; de dende el plano EDF serd paralelo al BAC, y (341)
el tetraedro ODEF serd semejante al OABC; luego los te-
traedros OABC y O‘A‘B‘C* seran semejantes. C. C. E. E.

TEOREMA CCXVIII

343. © Las dreas de las bases ABC, A‘B‘C* (fig. 306) de
dos tetraedros semejantes 0ABC, 0°'A‘B‘C*, son proporciona-
les @ los cuadrados de 3as alturas OM, O°M* de dichos tetrae-
aros. £

En efecto; si tomamos en la arista OA del tetraedro
OABC, una parte OD, igual 4 O‘A‘ arista del tetraedro
O‘A‘B‘C¢, homéloga & la OA; y por el punto D trazamos el
plano DEF paralelo 4 la base ABC el tetraedro ODEF par-
cial que resulta es (341) semejante al total OABC, é igual
(28%) al O*A‘B<C*.

Pero (290 3.°)

érea ABC MO”
drea DEF PO?
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y como los tetraedros ODEF, O*A‘B‘C¢, son iguales, tendran
iguales sus alturas OP y O¢M¢, y las dreas de sus bases.
Sustituyendo en la proporcion anterior, tendremos

drea ABC MO®

= U Bt Dl D
drea A‘B‘C¢ M‘O‘2 G0

CorornarIo. Segun lo demostrado (290, 1.°) tendremos la
proporcion (fig. 306)

OM 5 04
Pk 0D 5.
0P = O‘M: 3
€omo OD — O‘A* } serd
OM a5 OA
oM . Oh. D
Adem4s segun el teorema anterior
area ABC ik om®
drea ABC* . OMe
irea ABC OA”
Luego ’area = O_A (%)
area A‘B‘Ce OA%

De las proporciones (a).y (%) se deduce que

En dos tetraedros semejantes las alturas son proporcionales
& las aristas homologas, y las dreas de sus bases, son propor-
cionales & los cuadrados de sus aristas homélogas.

TEOREMA CCXIX

344. ' Si dos poliedros ABCD ZF, A'B‘C'D'E‘F* (fig. 307)
" se componen del mismo nivmero de tetraedros respectivamente
semejantes y semejantemente dispuestos, son semejantes.
En efecto; suponiendo

AFED semejante 4 A‘F‘E‘D
AFDC semejante 4 A‘F‘D‘C
BADC semejante 4 B‘A‘D‘C

-~
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se descubre facilmente examinando la figura, que los polie-
dros totales, tlenen todas sus caras respectivamente semejan-
tes, y todos los angulos diedros respectivamente iguales, lue-
20 dichos poliedros serdn semejantes.

TEOREMA CCXX

345. 8¢ dos poliedros ABCDEF, A'B‘C‘D‘E‘F" (fig. 307)
son semejantes, pueden descomponerse en el mismo némero de
tetraedros semejantes y semejantemente dispuestos.

En efecto; trazando los planos diagonales AFD y ADC,
A‘F'D¢y A‘D‘CY; resultardn ambos poliedros descompuestos
en tetraedros; y examinado la figura se descubre facilmente
que de la semejdnza de los poliedros se deduce la semejanaa
de los respectivos tetraedros.

TEOREMA CCXXI

La razon de las aristas homologas de dos poliedros semejan-
tes, es constante.

En efeeto; puesto que dos aristas homélogas cualesquiera.
AD y AD¢, pertenecen 4 dos caras distintas contiguas res-
pectivamente semejantes, la razon de AD y A‘DS, serd la
misma que la de otras dos aristas homélogas pertenecientes.
4 dichas dos caras, y por consiguiente igual tambien 4 la ra-
zon de otras dos aristas homoélogas cualesquiera.

TEOREMA CCXXII

346. " Las dreas de dos poliedros semejantes, son proporcio-
nales d los cuadrados de sus aristas homologas.
En efecto; sean P y P* dos poliedros semejantes

A, B, C,... las caras de P.

A‘BC. ... las caras respectivamente homoélogas de P*
ay a.... dos lados homélogos de las caras A y A¢
Doy bint e DI » » By B¢

(B A S » i Olyi @Y
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Puesto que son semejantes las caras homdlogas de los po-
liedros P y P¢, tendremos (237) 4
- SiEdcs 2 ’ 2
drea A a drea B b area C c (K)
drea A 2’ drea B¢~ ;2 drea G T .2
Pero como a y a‘, by b ¢y ¢, son aristas homélogas, y
su razon es constante (Teor. CCXXI) serd

P
2 2 2
| a b "¢
: T DY ot AT
f* ac b (5
| De donde o
I : 5 5 2
L drea A drea B drea C a
, Sreni AL MaPareatBE S S et QR g0 T e
: ; : 2
i area A - drea B -} drea C... a 5
i 1y 7 5 7 =
E drea A‘ - drea B¢ |- drea C*... a
ek 2
area P a
e C. C. E. E.
. drea P* A

TEOREMA CCXXIII ;
347. > Los voliumenes de dos tetraedros semejantes OABC,
O A B(, (fig. 306) son proporcionales & los cubos de sus

aristas homologas
En efecto; Sabemos (343 cor.) que

f drea ABC OA”
drea A‘B‘Cc OA2
oM _ 0A
¥ oM OAc

Multiplicando ordenadamente estas dos proporciones, y
ARy 1 . . ,
multiplicando por—- los dos primeros miembros sera.

frea ABC.— OM  0A°  vol. OABC _ OA°
hrea ABC:-~ 0N OA?  VLOABC G
C.OER

16
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348.  Los volimenes de dos poliedros semejantes, son pro-
porcionales & los cubos de sus aristas homologas.

En efecto; sean P y p dos poliedros semejantes, ysuponga-
moslos descompuestos en el mismo niimero de tetraedros se-
mejantes y semejantemente dispuestos.

Sean T, T¢, T“... los tetraedros que componen el poliedro
P, y ¢, ¢, ¢¢“... los respectivamente semejantes que compo-
nen el p.

A, B, C.., ya, b, c... las aristas homélogas de T y ¢

A B4C y af, b, ¢t ... las aristas hom6logas de T¢ y ¢

A% B« C..y a“, b ¢“... las aristas hom¢logas de T"“ y #°¢
y supongamos ademds que A y o sean aristas homélogas de

P yp.
Segun el teorema anterior tendremos

vol, T PR S

vol. ¢ o vol. # 8 vol. #¢

vol B A
-

a‘ 6"

Y puesto que las segundas razones de estas proporciones
son iguales, serd
3
vol. T VolEe vol. T*¢ A

= — e = — (0
vol. ¢ vol. ¢ vol. ¢¢¢ i

vol. T - vol. T* - vol. T“*... AY
3

Vﬂl.t+v01. t‘—{—vol. ¢ . == . ) bien
3
i C.C. E.E.
vol. p. as

CAPITULO II

SEMEJANZA DE LOS CUERPOS REDONDOS

349. Se llaman conos semejantes, los engendrados por
tridngulos semejantes.
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Se llaman cilindros semejantes, los engendrados por reec-
tangulos semejantes.
Todas las esferas son semejantes.

TEOREMA CCXXIV

Las areas laterales de dos conos semejantes, son proporcio-
nales 4 los cuadrados de sus alturas, @& los cuadrados de los
radios de sus bases y G los cuadrados de sus lados.

En efecto; sean A, R, y L, la altura, el radio de la base
y el lado de un cono de revolucion, y A, R¢, L¢, la altura,
¢l radio de la base y el lado, de otro cono de revolucion
semejante al primero.

Puesto, que sus respectivos tridngulos generadores son
semejantes, serd

AR TN A
ROV N ST T
De esta serie de razones iguales se deducen las proporciones
: 7R A
a R T
L A
Ee A
multiplicindolas ordenadamente, tendremos
szl = —A—— y tambien
: 7R L o
Heige e b b CoEE

WR‘L‘ b .’X'g Lt"

TEOREMA CCXXV

350 Las dreas laterales de dos cilindros semejantes, son
proporcionales & los cuadrados de sus alturas y @ los cuadra-
dos de los radios de sus bases.

En efecto; sean A, R y L, la altura, el radio de la base y
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el lado de un cilindro de revolrcion, y A¢, R¢ L¢, la altura,
el radio de la base y el lado de otro cilindro de revolucion
semejante al primero.

Puesto que los rectdngulos generadores son semejantes y
las alturas y los lados son igunales en cada cilindro, serd

R A
.R_‘ Led 5 de donde:
2R A
Q7R A¢
10 A
y como oAl

si multiplicamos ordenadamente las dos tltimas proporcio-
+ nes tendremos

2

27RL A
SR ) puesto que
A’ R® S
e Sera
A R
27RL A :
SR

TEOREMA CCXXVI

351  Las dreas de dos esferas son proporcionales & los cua—
drados de sus radios. ;

En efecto, sean R y R*, los radios de dos esferas B y E°.
Tendremos

Area E — 47R®
Area B¢ — 4aR<

Dividiendo ordenadamente estas igualdades, y simplifican-
do el segundo miembro del resultado, sera
Area B R

'_ATea——ET_'—‘_ —};5‘. C- (J. E- E-
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TEOREMA CCXXViI

362 Los volivmenes de dos conos semejantes, son proporcio-
nales ¢ los cubos de sus alturas, ¢ los cubos de los radios de sus
Dbases y & los cubos de sus lados.

En efecto; serd A, R, L, la altara, el radio de la Dbase y
el lado de un cono de revolucién; y A¢, R¢, L¢, la altura, el
radio de la base y el lado de otro cono de revolucion seme-
_Jjante al primero.

Puesto que los respectivos tridngulos generadores son se-
mejantes, tendremos

f{T ot y de esta série de
razones iguales deduciremos '
3 3 3
ZR5R
7R = R® o
-

Multiplicando ordenadamente las proporciones (b) y (¢), ¥
multiplicando por %Ios dos primeros términos de la propor-
cion que resulte, tendremos :

CoReN

3 R :
1 RZ A = Eg‘, y segun la série de
3

razones (a) sera
1

?‘”RzA A R’ i
LoRene e C_. C. E. E.

3
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TEOREMA CCXXVIII

353 Los volivmenes de dos cilindros semejantes, son propor—
cionales, & los cubos de sus alturas,y & los cubos de los radios de
sus bases. :

En efecto; sean A, R la altura y el radio dela base de un
cilindro de revolucion; y A¢, R¢ la altura y el radio de la
base de otro cilindro de revolucion semejante al primero.

Puesto que los respectivos rectdngulos generadores son
semejantes, tendremos

A R
T R
Ra : As ;
=
R¢ Af
2 2
7R R
.=— ©
aR" R
Multiplicando ordenadamente las proporciones (@) y (¢) 5|
tendremos 4
#R® A R’ : G
5 =5 Yy segun la propor-
7R A€ R¢

cion (b) serd
2 3

7R~ A A R

g == N — A C. C.E. E.

TEOREMA CCXXIX

354  Los voliumenes de dos esferas, son proporcionales & los
cubos de sus radios. :

Enr efecto; sea R y R¢, los radios de dos esferas E y E¢

Tendremos

vol. B == i— 7R’

vol. B¢ — % 7R
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Dividiendo ordenadamente estas igualdades y simplifi-
eande el segundo miembro de la ignaldad que resulta, serd

vol. B. b R
vol. E¢. RS

= C. C. E. B.

CAPITULO III

DE LOS POLIEDROS REGULARES

355. POLIEDROS REGULARES, son los que tienen iguales y
regulares todas sus caras, é iguales todos sus dngulos diedros.

TEOREMA CCXXX

No pueden existir mas que cinco poliedros requlares convexos.
En efecto; sabemos (281) que la suma de todos los angu-
los planes de un dngulo poliedro convexo es menor que cua-
tro rectos, y que el triedro es el mds sencillo de los dngulos
poliedros; por consiguiente los dngulos poliedros de un po-
liedro constard lo menos de de tres dngulos planes, cuya
suma debe ser menor que 360°.
Como ademds las caras de los poliedros regulares son po-
" ligonos regulares, los angulos poliedros de cada poliedro es-
tardn formados por tres ¢ mas dngulos de poligonos regula-
res iguales.
Ahora
Angulo de tridngulo regular — 60°
Angulo de cuadrildtero regular 6 cuadrado = 90°
Angulo de pentdgono regular = 108°
Angulo de exdagono regular = 120°

Resulta pues de todo lo dicho, que

Se puede formar dngulo poliedro con tres dngulos de
tridngulo regular, porque su suma 1802, es menor que 360°.

El poliedro correspondiente es el (etraedro reqular (fig. 308)

Se puede formar 4ngulo poliedro con cuatro dngulos de
tridngulo regular, porque la suma 240°, es menor que 360°.
F1 poliedro correspondiente es el octaedro regular (fig. 309).
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Se puede formar dngulo poliedro con cinco édngulos de
tridngulo regular, porque su suma 300°, es menor que 3600,
El poliedro correspondiente es el icosaedro reqular (fig. 310).

La suma de seis angulos de tridngulo regular es igual &
3600, luego no se puede formar dngulo poliedro con méds de
cinco dngulos de tridngulo regular.

Se puede formar dngulo poliedro con tres dngulos de cua-
drado, porque su suma 270°, es menor que 360°. El poliedro
correspondiente es el exaedro 6 cubo (fig. 311

La suma de cuatro dngulos de cuadrado, vale 360°; luego
no se puede formar angulo poliedro con més de tres angulos
de cunadrado.

Se puede formar dngulo poliedro con tres dngulos de pen-
tagono regular, porque su suma 324° es menor que 360°.
El poliedro correspondiente es el dodecaedro reqular (fig. 312)

La suma de cuatro dngulos de pentdgono regular vale
424° mayor que 360; luego no se puede formar angulo po-
liedro con méds de tres caras de pentigono regular.

Lia suma de tres dngulos de exdgono regular vale 3600;
Iuego no se puede formar dngulo poliedro con angulos de
exdagono regular.

1Y; puesto que el valor del dngulo de un poligono regu-
lar crece con el numero de lados, resulta, que no se puede
formar dngulo poliedro con éngulos de. polfgonos regulares
de mds de cinco lados.

Por consiguiente no puede haber mas poliedros regulares
que los cinco siguientes:

Bl tetraedro regular, que consta de cuatro caras triangu-
lares, cuatro vértices y seis aristas. (fig. 308)

El octaedro regular. que consta de ocho caras triangula-
res, seis vértices y doce aristas. (fig. 309)

Bl icosaedro regular, que consta de veinte caras triangu-
lares, doce vértices y treinta aristas. (fig. 310)

El ezaedro 6 cubo, que consta de seis caras cuadrangula-
res, ocho vértices y doce aristas. (fig. 311)

El dodecaedro, que consta de doce caras pentagonales,
veinte vértices y treinta aristas. (fig. 312)

Hin de la Geome%ﬁa
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TRICONOMETRIA RECTILINEA

PRELIMINARES

1. Alexaminar (geometrfa 131) los casos generales de
igualdad de tridngulos hemos visto, que un tridngulo queda
determinado cuando se conocen tres de sus seis elementos,
siempre que entre los elementos conocidos haya un lado.

En virtnd de esta determinacion se han propuesto y se
han resuelto los problemas XX, XXI, XXII y XXIII,
(Geometria).

Estos problemas estdn comprendidos en el siguiente pro-
blema geueral:

Conocidos tres elementos que determinen un tridngulo, ha-
Uar los otros tres.

BEste problema de la resolucion de los tridngulos, que
constituye el objeto de la TrrcoNoumeTrfa, no se resuelve

con la necesaria exactitud por los procedimientos graficos
empleados en la GeoMETRTa, por lo que se ha acudido al cdl-
culo algebraico. Pero como el establecer ecuaciones que ex-
presen relaciones entre los lados y los dngulos de un tridn -
gnlo presenta grandes dificultades, se han introducido, para
obviar este inconveniente, las Ifneas trigonométricas, que se
relacionan con los lados de los tridngulos mediante ecuacio-
nes sencillas, y que sirven ademds para determinar los dn -
gulos.

Lia TRIGONOMETRIA fiene, pues, por objelo la resolucion de
los tridangulos por medio del caleulo algebraico.

Se divide en rectilinea y esférica, segun que trata de la
resolucion de los tridngulos rectilfneos ¢ de los tridngulos
esféricos.
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situado en el origen del arco, y el didmetro prolongado que
Pasa por su extremo.

SECANTE trigonométrica de un arco es la distancia entre
el centro y el extremo de su tangente.

SENOVERSO de un arco es la parte de didmetro compren—
dida entre el pie del seno y el origen del arco.

En este tratado solo nos ocunparemos del seno y de la tan-
gente. '

3. -El arco MB que sumado con el AB da un cuadrante,
es el complemento del arco A B.

BL seno del arco BM, complemento del AB, es el cose-
No del arco AB, y como BL es ignal & SO, SO es tambien
el coseno del arco AB; MK tangente del arco MB, com-
plemento del A B, es la corancentTE del arco A B.

En general: :

Arcos complementarios son dos arcos que swmados dan un
cuadrante. Cada wuno de estos arcos es el complemento del
otro. ;

CoSENO de un arco es el seno de su complemento, 6 la dis-
~tancia entre el pie del seno y el centro.

COTANGENTE de un arco es la tangente de su complemento.

Las palabras seno, coseno, tangente y cotangente, se ex-
presan abreviadamente sen., cos., tang., cot.

4. Si prolongamos el seno BS hasta que encuentre 4 la
circunferencia en otro punto E, veremos (Geom. 59) que

BS = SE;-
y que arco AB = arco AE, de donde se deduce
o _ BAE = 2 BA
y BS = 1 BE

Luego, :
El seno de un arco es igual & la mitad de la cuerda del
arco duplo.

5. La aplicacién del cilculo algebrdico nos conduce &

considerar en los arcos y en las lineas trigonométricas., ade-
més de su valor, su afeccion cualitativa; es decir, que los
arcos y las lineas trigonométricas serdn positivos 6 mnegati-
208 .
Consideramos como positivos los arcos que partiendo de
A, punto de origen, crecen en el sentido ABMC.....; y como
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, situado en el origen del arco, y el didmetro prolomgado que
pasa por su extremo.

SECANTE trigonométrica de un arco es la distancia entre
el centro y el extremo de su tangente.

SENOVERSO de un arco es la parte de didmetro compren—
dida entre el pie del seno y el origen del arco.

En este tratado solo nos ocnparemos del senoy de la tan—
gente.

3. El arco MB que sumado con el AB dd un cuadrante
es el complemento del arco A B.

BL seno del arco BM, complemento del AB es el cose-
No del arco AB, y como BL es ignal & SO, SO es tambien
el coseno del arco AB; MK tangente del arco MB, com-
plemento del A B, es la coraNaeNTE del arco A B.

En general:

Avrcos complementarios son dos arcos que sumados dan un
cuadrante. Cada uno de estos arcos es el complemento del
otro.

CoSENO de un arco es el seno de su complemento, 0 la dis-
“tancia entre el pie del seno y el centro.

COTANGENTE de un arco es la tangente de su complemento.

Las palabras seno, coseno, tangente y cotangente, se ex-
presan abreviadamente sen., cos., tang., cot.

4. Si prolongamos el seno BS hasta que encuentre 4 la
circunferencia en otro punto E, veremos (Geom. 59) que

BS = SE;-
y que arco AB = arco AE, de donde se deduce
ot _ BAE = 2 BA
y BS= 1 BE
Luego,
El seno de un arco es igual G la mitad de la cuerda del
arco duplo.

5. La aplicacion del cdlculo algebrdico nos conduce &
considerar en los arcos y en las lineas trigonométricas, ade-
méis de su valor, su afeccion cualitativa; es decir, que los
arvcos y las lineas trigonométricas serdn positivos 6 negati-
20S.

Consideramos como positivos los arcos que partiendo de
A, punto de origen, crecen en el sentido ABMC.....; y como
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negativos los que partiendo de A, punto de origen, crecen
n sentido inverso, es decir, en el sentido AEPD.....

Los arcos en su crecimiento no tienen limite.

Consideraremos como positivas las Iineas trigonométricas
que tengan la misma direccion que las de un arco positivo
menor que un cuadrante; y como negativas las que tengan
direccion contraria,

Segun esto, son positivas el seno BS, la tangente AT, el
coseno SO y la cotangente MK, lineas trigonométricas del
arco AB positivo y menor que un cuadrante; y serdn nega-
tivas las lineas trigonométriecas que respectivamente tengan
direccion contraria.

6. Sipartiendo de A, origen de los arcos, tomamos un
arco AB mayor que cero y menor que un cuadrante, su
complemento serd el arco 4 BM, puesto que (*)

(+ AB)+ (4+BM) =90"
Segun las definiciones dadas, las lineas trigonométricas
del arco AB son:
BS, el seno
AT, la tangente
SO, el coseno
MK la cotangente

Si el arco A B crece acercandose 4 an cuadrante, observa-
remos examinando la figura, que aumentan el seno y la tan-
gente, disminuyendo el coseno y la cotangente.

Cuando el arco AB continuando en su crecimiento llega 4
ser igual al cuadrante AMB, su seno es igual al radio, su
tangente es infinita, y su coseno y su cotangente son ignales
4 cero.

Si partiendo de A origen de los arcos tomamos un arco
AMC mayor que un cuadrante y menor que dos, su comple-
mento serd el arvco — MC, puesto que

(4+ AMC) + (— MC) = 90"

Segun las definiciones dadas, las lineas trigonométricas del
arco AMC son:

(*) El origen de los arcos complementarios es M, siendo positivos
los que se cuentan en el sentido MB, y negativos los que se cuentan en
el sentido MC.
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T N R L Y Er

CS¢, el seno

“ATY, la tangente
S0, el coseno
MK, la cotangente

Si el arco AMC continua creciendo, entre uno y dos cua-
drantes, observaremos examinando la figura, que disminuyen
el seno y la tangente, y crecen el coseno y la cotangente,

Cuando el arco llega 4 ser e! AMN, igunal 4 media cir-
cunferencia, el seno y la tangente son iguales 4 cero, “el co-
seno es igual al radio y la cotangente es infinita.

Si partiendo de A, punto de origen, tomamos el arco
AMND, mayor que dos cuadrantes y menor que tres, su
complemento serd el arco — MND, puesto que

(- AMND) + (— MND) = 90°.

Segun las definiciones dadas, las lineas trigonométricas
del arco AMND son:

DS, el seno

AT, la tangente
0S*, el coseno
MK, la cotangente

Si el arco AMND continua creciendo, entre dos y tres
cuadrantes observaremos, examinando la figura, que au-
mentan el seno y la tangente, y disminuyen el coseno y
la cotangente. :

Cuando el arco llega 4 ser el AMNP, igual 4 tres cua-
drantes, su seno es igual al radio, su tangente infinita, y
8U coseno y su cotangente son iguales 4 cero.

Si partiendo de A, punto de origen, tomamos el arco
AMNPE mayor que tres cuadrantes y menor que cuatro,
su complemento serd — MNPE, puesto que

(- AMNPE) + (— MNPE) = 90°.

Segun las definiciones dadas, las lineas trigonométricas
del arco AMNPE, son:

ES, el seno

AT la tangente
SO, el coseno
MK, la cotangente
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Si el arco AMNPE continua creciendo, entre fres y cua-
tro cuadrantes observaremos, examinando la figura, que
disminuyen el seno y la tangente, y que aumentan el coseno
Yy la cotangente. '

Cuando el arco llega 4 ser el AMNPA, igual 4 cuatro
cuadrantes, el seno y la tangente se reducen 4 cero, el cose-
no es igual al radio y la cotangente es infinita.

Si el arco AB, menor que un cuadrante, disminuye hasta
reducirse 4 cero, confundiéndose el extremo B con el ori-
gen A, su complemento seréd el cuadrante -~ MBA puesto que

cero - (- MBA) = 90°

Lias lineas trigonométricas del arco cero seran, el seno y
la tangente iguales 4 cero, el coseno igual al radio y la co-
tangente infinita.

7. Esconio. Conviene observar, que si afiadimos 4 cual-
quiera de los arcos considerados en esta discusion una ¢
mas circunferencias, las lineas trigonométricas permanecen
las mismas; porque el origen y el extremo de los arcos, que
se diferencian en una 6 mas circunferencias, son los mismos.
De modo que un arco dado no tiene mas que un seno, una
tangente, un coseno y una cotangente; pero una cualguiera
de estas lineas trigonométricas corresponde & un nimero
indefinido de arcos. De esta consideracion resulta, que si @
es un arco cualquiera positivo menor que una circunferencia,
puesto que 2n es el valor de una circunferencia cuan -
do el radio es igual 4 uno; 2kw -} @, serd la expresion ge-
neral de todos los avcos que tienen los mismos extremos
que el arco @, siendo k cero 6 niimero entero pesitivo 6
negativo . Por consiguiente todos los arcos comprendidos en
la expresion 2k# - a, tienen las mismas lineas trigonomé-
tricas.

8. [Examinando la figura,y teniendo presente lo dicho, ()
veremos que los arcos comprendidos entre 0° y 90°, tienen el
seno, el coseno, la tangente y la cotangente positivas.

Los arcos comprendidos entre 90° y 180° tienen el seno
positivo, y la tangente, el coseno y la cotangente negativas.

Los arcos comprendidos entre 180° y 270° tienen el seno y
el coseno negativos, y la tangente y la cotangente positivas.

Los arcos comprendidos entre 270° y 360° tienen el coseno
positivo, y el seno, la tangente y la cotangente negativas.
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Ademas los valores de las lfneas trigonométricas de Jos
arcos 0° 90° 130°% 270° y 360° son los que se expzesan en la
siguiente tabla:

Aveo 00 Aveo 90°  Areo 180°  Avco 270°  Areo 360°

SeNn ool bs (0) ORI Qi —R....... 0

cos +R...... (6 FaEs == R QYR +R i
tang e ol () o W O oo RO AR (0) )
cotin i T Soa e GG oo HEIE (B2 e, )

§ I1.—Relaciones entre las lineas de dos arcos iguales y de
signo contrario, de dos arcos complementarios, y dos arces
suplementarios.

9. Sidesde A (fig. 313) punto de origen, tomamos en la
circunferencia dos partes iguales AB y AE, éstos seran dos
arcos iguales y de signo contrario. El complemento del arco
positivo ++ AB, serd 4 MB; y el complemento del arco ne-
gativo — A B serd 4 MAE.

Trazando las lineas trigonométricas de dichos arcos
—+ ABy — ABE, segun las definiciones dadas, tendremos

Del arco + AB Del arco — AE
SONO o R SRy o S e S T — ES
.€COSeno. . . . . R el OIS e S R S -+ OS
tangente......... el AT T — AT
cotangente......... S TREM e e i — K‘M

y observando que
tridngulo BSO = tridngulo SEO
tridngulo TAO = tridngulo T‘AO
tridngulo KOM = tridngulo K‘OM
resulta

(*) En los signos de amblguedad el superior corresponde 4 los &n-
gulos crecientes, y el inferior 4 los decrecientes.
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Que los arcos + AB y — AE iguales y de signo contrario, g
tienen sus lineas trigonométricas iguales y de signo contrario,
excepto el coseno que es igual y del mismo signo en ambos arcos.

De modo, que siendo + @ y — @ dos arcos iguales y de
signo contrario, segun lo que se acaba de demostrar, serd

sen. @ = — sen. (— a)
coS. @ =  cos. (— a)
tang.a = — tang.(— a)
cot. ¢ = — cot. (— a)
y
sen. (—a) = — sen. @
cos. (—a)=  cos. a
tang (— a) = — tang.a

cot. (— a) = — cob. a

10. De Jas definiciones dadas (3) se deduce, que siendo a
_un arco, (90° — a) es su complemento, y que el complemen-
to de (90° 4 a) es — a. Por consiguiente serd

sen. (90° — @) = cos. a
tang.(90° — 4) = cot. «
cos. (90° — a) — sen. a
cot. (90° — a) = tang.a

sen. (90° - a)=cos. (—a) = co8.
tang (90° 4 a) = cot. (— a) = — cot. a
cos. (90° -+ a) = sen. (— a) = —sen. a

cot. (90° -+ a) = tang.(— a) = — tang.a

11. Si desde el punto B, extremo del arco AB, trazamos
la cuerda BC paralela al didmetro AN, los arcos AB y CN
seran iguales.

Ahora AMC y CN son suplementarios; luego tambien lo
seran los arcos AMC y AB. Trazando las lineas ftrigonomé-
tricas de estos arcos, y segun las definiciones dadas (2 y 3),
tendremos '
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Del arco AB Del arco AMQ_
SIS A a5 A BS e + CS¢
COS: il e S 0SBl e — 03
tangiirssaanr i SN e e v — AT
COLR Pt i M Ko i i — MK

y observando que

tridngulo BOS = tridngulo COS¢
tridngulo TAO := tridngulo T°AO
triangulo KMO = triangunlo K‘MO,

resulta que

Los arcos AB y AMC, que son suplementarios, tienen las
lineas trigonométricas iguales y de signo contrario, excepto el
seno que es igual y del mismo signo en ambos arcos.

Siendo @ y (180° — a) dos arcos suplementarios, segun lo
que acabamos de demostrar, sera

sen. ¢ =  sen. (180° — a)
cos. @ = — cos. (180° — a)
tang.a = — tang (180° — a) .
cot. @ = — cot. (180° — a)

Esto puede tambien demostrarse por medio de las siguien-

~ tes transformaeiones:

sen. (180" — a) = sen. (90° + (90°—a)) = cos. (=(90° — @)
== co0s. (90° — a)—~sen a.

cos. (180° — @) = cos. (90° + (90°-—a)) = sen. (—(90'— a))

— — sen (90° — a) = — cos. a.

tang. (180° — a) = tang. (90° 4-(90°—a)) = cot.(—(90°— a)).
= — cot. (90’ — a) = — tang. a.

cot. (180° — a) = cot. (90'+(90" a))=tang. (—(90°—a))
= — tang. (90° — @) = — cot. a.

17
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8. 111 —Relaciones entre las lineas trigonométricas de un arco.

12. Trazando el seno, el coseno, la tangente y la cotan-
gente de un arco cualquiera AB (fig. 313) tendremos el tridn-
galo rectdngulo BSO, y segun el teorema de Pitdgoras

B0’ = BS 4+ OS°

Llamando @ al arco AB, y observando que BQ es el radio, -
BS el seno y SO el coseno del arco AB, la igualdad anterior
puede transformarse en

R*=sen’a+4cos.?a (1)

De la semejanza de los tridngulos TAO y BSO se deduce
la proporcion

20, 750
y como AT esla tangente del arco AB, y AO es el radio,

tendremos que la proporcion anterior se puede transformar
en

tang.a sen.a
T e de donde
R CoS.a
R . sen.a \
tang.a = ”"W’* (2)

De la semejanza de los tridngulos KMO y B3O, se dedu-
ce la proporcion
KM (OX]

MO BS

y como KM es la cotangents del arco AB, y OM es el radio,
tendremos que la proporcion anterior se puede transformar
en

cot. a CoS. @
= de donde

R sen. @
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R.cos.a
eofitimi—t = ()
sen.a

De la semejanza de los tridngulos TAO y KMO, se dedu-
«ce la proporcion

KM e O A
OMiE- G AT
.que segun lo dicho puede transformarse en
t. R
Dt — de donde
R tang. a

R? = tang. a.cot. a 4)
De la férmula (2) se deduce

R? . senta

R® - tang.>a = R* 4+ A
cos”a

7y de esta
Rzl tangila — e (5)

Del mismo modo se deduce de la férmula (3)
R4
sen.? ,

RPL cotla— )

e EscorLro. Las férmulas

g 2 2
sen.”a +} cos.’a = R

‘R.sen.a
tang.a = T
€oS. @
R.cos. &
colNan=

sen. a
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en las que entran las cuatro cantidades, sen.a, cos.a,
tang a, cot.a ademds del radio, forman un sistema determi-
‘pado de ecuaciones conociendo el radio y cualquiera de las:.
otras cantidades. Por consiguiente dadas el radio y cunal-
quiera de las lineas trigonométricas, se pueden determinar
las demds.

13. Si en las férmulas (1), (2), (3), (4), (5) y (6), dedu-
cidas en el parrafo anterior, tomamos R por unidad para
medir todas las lineas que entran en ellas, se reduciran &
estas mas sencillas

sen.>q -+ cos.’a = 1
sen.a

COoS.a
COS. a

tang. ¢ =

eotia =
sen. o

tang. a cat.a = (F)
1
sen 2g
1

cos.’a !

14 tang.>a =

14 cot.?a =

Si se quiere restablecer el radio en estas férmulas, es de-
¢ir, si se quiere tomar por unidad para medir las’lIneas. que
entran en ellas una unidad diferente de R, bastard sustituir
en dichas férmulas, en vez de sen. a, cos. a, tang. a, cot. a,

sen.a CoS. @ tang.a  cot.a

R RE S AR TP R

respectivamente

§. 1V.—Formulas de las lineas trigonométricas de la swma
y de la diferencia de dos arcos
14. Sean (fig. 314) AB = a, y BC = b, dos arcos posi-
tivos, cuya suma ABC sea menor que un cuadrante. Tra-
zando los radios OA y OB, y'las BM y CP perpendiculares
4 OA, y la CS perpendicular & OB seran
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BM = sen. a

MO = cos. a

: CS = sen. b
(K) OS = cos. b

CP = sen. (@ + b)
OP = cos. (2 + b).
Trazando ademds desde S, la SQ perpendicular 4 la CP,
'y la SN perpendicular 4 la AO, tendremos
sen. (z +b) =CP =CQ + QP =CQ + SN
cos. (a 4 b) = OP =ON — NP =ON — SQ

sen, (a 4 b) = CQ 4 SN } (H)
cos. (@ + b) = ON — SQ
Ahora como el tridngulo OBM es semejante al OSN, y al

SQC (Geometria 175, y 179 cor. 3.), podremos establecer
las siguientes proporciones. :

BO BM BO.  BM
A0S ieN YR
BO oM B0 oM
OS5 oN . TGS e

Sustituyendo en ellas los valores (K) y haciendo R =1,
:8e convierten en

1 il sentig 1 __sen.a
cos.b SN sens bl oF SQ
y

1 o COS. a anyil C0S. @
cos. b ON gen. b CcQ
Pero de estas tiltimas proporciones se deduce

SN ='sen. a . cos. b; SQ = sen.a . 7en. b

ON =cos. a . cos. b; CQ=cos. a . sen. b

Sustituyendo ahora estos valores en las igualdades (H)
resulta
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(7) sen. (a + b) = seu.a.cos. b+ cos.a.sen.b
(8) cos.(a + b) = cos.a.cos. b — sen.a.sen.b

Pero como estas formulas solo se han demostrado para el caso par-
ticular en que @ y b son positivos y su suma (@ - b) es menor que un
cuadrante, vamos 4 probar que son ciertas para dos arcos cualesquiera.

1. Supongamos que los arcos a y b son positivos menores que un.
cuadrante, y cuya suma (@ -~ &) es mayor que un cuadrante.

Sillamamos a‘y &%, 4 los arcos respectivamente complementarios.
de a y b, sera

a~+~a'=90 b-+b=90° y (¢—+0) 4 (a+ b)=180°
y puesto que
a—+b>90° serd af 4 b << 90°
De lo dicho (10) y (11) y segun las formulas (7) v (8) se deduce,

sen. (@ + b) = sen. (a‘ + b) = sen. a‘ cos. b° + cos. af sen. b’
= C0S. @ .sen. b 4 sen. @ cos. b =sen. @ . cos. b -+ cos. @ .sen. b

de donde
sen. (@ + b) = sen. & . cos. b + cos. @ sen. b.
Del mismo modo
€os. (@ + b) = — cos. (&' + b)) = — (cos. a' . cos. b' — sen. o sen. b}
= sen. a sen. b* — cos. @ cos. b° = cos. @ . cos. b — sen. @ . sen. b.
de donde

cos. (@ - b) = cos. & . cos. b — sen. @ . sen. b.

Luego las formulas (7) y (S) son verdaderas, para dos arcos ay b,.
menores que un cuadranite, y cuyoa suma (a—+ b)es mayor que un
cuadrante.

2.° Suponiendo verdaderas las férmulas (7) y (8) para dos arcos
cualesquiera a y b, si afiadimos 90° 4 uno de dichos arcos, tendremos

sen. ((@ -+ 90°) ~+ b) = sen. (90° + (a b)) = cos. (— (& - b))
= cos. (@ + b) = cos. @.cos. b — sen. @sen. b=
sen. (90° — a). cos. b — cos. (90° — a) sen. b
= sen. (90° -}~ a) . cos. b = cos. (90° + @) sen. b

6 bien
sen. (@ 4-90°)—+ b) =sen. (@ -+ 90°) cos.b - cos. (@ + 90°) sen. b (1)

Del mismo modo
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cos. ((@ 4 90°) + ) = cos. (90° 4 (@ + b)) =sen. (— (a + b))
——sen. (@ + b) = — sen. @ cos. b — cos. @ sen. b
= — co0s. (90° — @) cos. b — sen. (90° — a) sen. b
= cos. (@ 90°) . cos. b — sen. (@ -} 90°) . sen. b

6 bien
cos. ((@ =+ 90°) =+ B) = cos. (@ 90°). cos. b— sen. (& 90%sen. b (2)

Las igualdades (1) y (2) prueban que si suponemos ciertas las formu-
las (7) vy (8) para dos arcos cualesquiera, lo serdn tambien si se ana-
‘den 90 4 uno cualquiera @ delos arcos. Pero hemos demostrado
que son verdaderas en el caso en que @ y b son cada uno menor que
un cuadrante; luego lo serdn para los arcos (@ + 90°) v b, (@ 42 .90°)
v b (at+3.90°)yb.... (a+ n.90° v b Y comolo que se ha dicho con
respecto 4 a, es aplicable al arco b, resulta que

Las férmulas (7) y (8) son verdaderas para dos arcos positivos
cualesquiera. )

3.2 Suponiendo verdaderas las férmulas (7)y (8) para dos arcos
cualesquiera @ v b, si restamos 90° de uno de dichos arcos b, tendre-
mos

sen. (@ =+ (b — 90°)) = — sen. (90° — (@ - b)) = — cos. (a -+ b)
— — ¢0S. @ . coS. b —+ sen. @ sen. b
= — cos. @ . sen. (90° — b) -~ sen. @ . cos. (90° — b)
= cos. @ sen. (b — 90°) -} sen. @ cos. (b — 90°)
= sen. @ cos. (b — 90°) | cos. @ sen. (b — 90%)

6 bhien
sen. (@ + (b — 90%) = sen. @ cos. (b — 90°) + cos. @ sen. (b — 90°) (3)
Del mismo modo

cos. fa — (b —90%) = cos. (90° — (a 1)) = sen. (@ =+ b)
= sen. @ cos. b. - cos. @ sen. b
= sen. asen.(90° — b) -} cos. a cos. (90° — b)
= — sen. @ sen. (b — 90° —- cos. @ cos. (b — 90°)
== €0S. @ . cos. (b — 90°) — sen. @ sen. (b — 90°)

0 bien
cos. (@ = (b — 90°)) = ¢os. & cos. (b — 90°) — sen. @ . sen. (b — 90°) (4)

Las igualdades (3) y (4), prueban que si suponemos ciertas las fér-
mulas (7) y (8) para dos arcos cualesquiera, lo serdn tambien, si se
restan 90° de uno cualquiera de dichos arcos. Pero hemos demos-
trado que son verdaderas para el caso en que @ y b, son menores
que un cuadrante, y tambien para el caso en que @ y b, son dos ar-
cos positivos cualesquiera; luego lo serdn para los arcos @y (b — 90°)
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ayb—2.90°,ay (d—3.90.. 0y (®—mn.90°. Pero lo dicho
para el arco b, es aplicable para el arco a.

Luego.

Las formulas (7) y (8) son verdaderas, para dos arcos cuales-
quiera a y b, uno positivo y otro megativo, 6 los dos negativos.

De todo lo dicho resulta que dichas férmulas (7) y (8) son generales.

15. Siendo dichas fSrmulas generales, tendremos
sen. (@ — b) = sen. (a 4 (— b))
— sen. @ . cos. (— b) -+ cos. a sen. (— b)
— seneos. b — cos. @ sen. b 6
. sen. (@ — b) = sen. ¢ cos b — cos. a sen. b
Del mismo modo
cos. (@ — b) = cos. (a + (— b))
= cos. a cos. (— b) — sen. a sen. (— b)
= C0S. @ .co0S. b 4~ sen. a sen.b 550
€08. (@ — b) = co0s. @ cos. b -} sen. a . sen. b

Tenemos pues las férmulas

(9) sen.(a—b)=sen.a.cos.b—cos.a. sen.b
(10) cos. (@ — b) =cos. a. cos.b+sen.a.sen. b

generales tambien para dos arcos cualesquiera ¢ y 3.
Resulta pues, que por medio de las formulas (7), (8), (9)
y (10) se pueden determinar el seno y el coseno de la suma y
de la diferencia de dos arcos, conociendo, el seno y el coseno
de dichos arcos. ‘
16. Puesto que (13)

sen. @
tang. a =
cOS. @
tendremos que
ivg (oLt sen.(a+ ) sen. a cos. b - cos. asen. b
ang. (a = —
cos (a--D) cos. @ cos b—sen. asen.b
sen. a cos. b " coS @ sen. b
e €08, @ cos. b COS. ¢ €0S. b
CO3. & COS b sen. @ sen b

COS. @ C0S. b €0S. a coS. b
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tang.‘a -+ tang. b
1 — tang. atang. b

de donde

: tang. tang. &
e ang. a + tang. b

1 — tang.a tang. b

Del mismo modo se deduce que
tang. a — tang. b
1 -} tang.a.tang. b

(12) tang. (¢ — b) =

Ahora puesto que (13)

tang.a cot.a =1

e serd

1 — tang. a tang. b
tang. a - tang. b
1 | tang. a tang. b
tang. a — tang, b

(13) cot. (a 4 b) =

y (14) cot. (a — b)) =

De donde resulta que por medio de las formulas (11), (12),
(13) y (14), se pueden determinar la tangente y la cotangente
de la suma y de la diferencia de dos arcos, conociendo la tan-
gente y la cotangente de dichos arcos.

§. V.—Formulas de las lineas trigonométricas de los arcos
multiplos y submitltiplos de un arco.

17. Si en las férmulas (7) y (8) hacemos b — a, tendre-
mos

sen. (a -+ a) = sen. a cos. a — Co8. @ Sen. @
€os. (a -+ a) = cos. a . cos. a — sen. a sen. a
de donde

sen. 2a = 2 sen. a cos. a S (18)

5
cos. 2a = cos.>a — sen.”a (16)
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45

Por medio de estas formulas, conocidos el seno y el coseno
de un arco, se pueden determinar el seno y el coseno del arco
duplo.

18. Si en las férmulas (il) y (13) hacemos b = a. ten-
dremos :

2 tang.
tang. 2a — ; e Z : (17)
1 — tang."a
1 — tang.’a :
cot. 2a = ——— AUy (18)
2 tang. a

Loy medio de estas formulas, conocida la tangente de unr
arco se determinan la tangente y la cotangente del arco duplo.
19. Sisumamos ordenadamente las férmulas (7) y (9

y las (%) y (10) tendremos

sen. (a + b) + sen. (a—b)=2sen. acos b
- ¢os. (a -+ b) + cos (a—0b)= 2cos. acos.b.

Si hacemos ahora b = na en estas iltimas igualdades, de-
duciremos facilmente las signientes férmulas llamadas de
Simpson, :
sen. (n 1) a = 2 sen. a cos. na |- sen. (n — l)a (19)

cos. (n -+ 1) a = 2cos. acos na— cos. (n—1)a
Por medio de las que, conocidos. el seno y el coseno de un

arco, se determinan los senos y cosenos de los arcos multiplos
de dicho .arco. :

20. Sien la férmula (1) {despues de haceljl‘" R = 1)y en las fér~
mulas (15) v (16), hacemos 2a = A, se convertiran en

1 — sen.? ‘} A+ cos.? 1}' A (20)
sen. A—2sen. ¥ A . cos.¥ A (21
cosiA=—cos’FA_sen?iA (22

sumando y restando ordenadamente las (20) y (22) resulta

1,+ cos. A — 2 cos.? 1} A
1— cos.A=2sen,2‘}5A

vy de estas
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{

Ta o \/J_% 2
cos. ¥ A = \/kj_r_c‘)—os;A_ﬁ (24)

Por medio de estas férmulas, se pueden hallar el seno y el coseno
de la wmitad de un arco, conocido el coseno de dicho arco. 3
Sumando y restando ordenadamente las igualdades (20) y (21)re-
sulta

1+sen A—-(sen %A-}- Cos. JjA
1 — sen. A = (sen. %A — cos. }A
de donde

sen. ¥ A -+ cos. $ A =" \/1 +senA

sen. + A — cos. A= +\/1—sen A

de donde

sen.%A:i\/l—}-sen.A i,_“‘\/l——sen.A (25)
cos.f}A:i’\/l-{-sen.A I\/ 1 — sen. A (26)
Por medio de estas formulas, se pueden hallar el seno y el cose—

70 de la mitad de un arco, conociendo el seno de dicho arco.
Dividiendo ordenadamente las formulas (23) y (24) resulta

5) tang. % A — \/ Lacona

1+cosA

/S A Gosp AL 1—1—cosA
1 —cos. A

o e (26)

Por medio de estas formulas se pueden hallar la tangente y le
cotangente de un arco, conoczendo el coseno de dicho arco.
21. De las formulas

sen. (@ —+ b) = sen. @ cos.h - cos. @ sen. b
cos. (@ =+ b) = cos. @ cos. b — sen. @ sen. b
sen. (@ — b) = sen. @ cos. b — cos. @ sen. b
cos. (@ — b) = cos. & cos. b —- sen. « sen. b

se deduce
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sen. (& —l—- B) - sen. (@ — b) = 2 sen. @ cos. b
sen. (@ + b) — sen. (@ — b) =2 cos. & sen. b
cos. (@ = B) -+ cos. (@ — b) = 2 cos. @ cos. b
cos. ‘@ — b) — cos. (@ -+ b) = 2 sen. a sen. b

Si hacemos a+b=A, a —b=B.

; A4 B s A—B :

¢ 5 = ) e STy AT TS o
_serd a IR v 5

si sustituimos en las igualdades anteriores estos valores de o + b,
a — b, a v b, tendremos

A B A—
sen. A - sen. B = 2 sen. _i——-— . COS. ——~2—B-
A A—
sen. A — sen. B = 2 cos. ~——j B . sen. ———B
(27)
A B A—B !
cos. A -}- cos. B = 2 cos. + . COS. —-—2—[
A+B A—B
cos. B — cos. A = 2 sen. o sen. T

Férmulas que transforman en producto la. sumae y la diferencia
de los senos y de los cosenos de dos arcos.

Escorio. Dividiendo ordenadamente la 1.* yla 2.2 de estas formu-
las resulta

_ sen. A —+ sen. B a0 _iag_lg._% (A+ B)
sen. A — sen. B tang. & (A — B)

/(28)

22. Tambien puede transformarse en producto la suma del seno
con el coseno de un arco.
En efecto;

sen. A -+ cos. B = sen. A - sen. (90° — B)
A—B B
= 2 sen. (45° -+ ——) . COS. (45° b ~—A—j:———)
: 2 2
de donde

’ A_B T
sen, A - cos.B=2sen. (45°+ _T) . COS. (45" — (29)

)

Puesto que
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sen. A sen. B sen. (A + B)
; tang. B = P R i
tang A+ e cos. A + cos. B cos. A . cos. B
tendremos
. sen. (A B A
tang. A - tang. B = () (30)

cos, A . cos. B
v tambien deduciremos facilmente

sen. (A — B)

tang. A — tang. B =
ok & cos. A . cos. B

(31)

Las férmulas (30) y (31) trasforman tambien la suma y la dife-
rencia de las tangentes de dos arcos, en expresiones bien dispuestas.
para el cdlculo logaritmico. :

CAPITULO II

DE LAS TABLAS TRIGONOMETRICAS

23. Para poder aplicar 4 la reselucion de los tridngulos-
las lineas trigonométricas, se necesita que éstas y los angulos-
correspondientes se puedan determinar respectivamente, es
decir, que dada la medida de un angulo, queden determina--
das sus lineas trigonométricas, y reciprocamente, dado el
valor de una linea trigonométrica, se puedan dasterminar
la medida del 4ngulo correspondiente.

Si trazamos (fig. 315) losarcos AB, A‘B¢, A“B‘‘..... co-
rrespondientes al angulo O, y los senos BP, B‘P¢, B“P*.....
de dichos arcos, vemos que 4 dicho dngunlo corresponden va-
rios arcos, y por consiguiente varios senos; pero observando-
que las razones

BP B:P: BEE:E

OB oB¢ '’
son todas iguales resulta, que la razon entre el seno y el ra--
dio, de un arco cualquiera corvespondiente & un dngulo, tiene
un valor constante. St llamamos SENO DE UN ANGULO A ESTE
VALOR CONSTANTE, dado el valor de un dngulo queda deter-
minado el valor de su semo, y reciprocamente conocido el
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valor del seno de un dngulo, queda determinado el valor de
éste.

EscoLio. Obséryese sin embargo, que para que un an-
gulo quede determinado por el seno, es preciso saber si el
- angulo es agudo U obtuso; pues dos dngulos suplementarios
tienen el mismo seno. (L1)

Puesto que el radio es arbitrario, se adopta para mayor
sencillez el radio igual 4 uno, y en esta suposicion tendre-
mos que

SENO DE UN ANGULO, es el ntumero abstracto que expresa lo
razon, entre el seno y el radio uno, del arco correspondiente.

Extendiendo 4 las demds lineas trigonométricas lo dicho
del seno de un dngulo, diremos tambien que coOSENO, TANGEN-
TE Y COTANGENTE DE UN ANGULO son los niimeros abstractos
que expresan las ragones entre el coseno, tangente, co-
tangente, y el radio uno, del arco correspondienle;

Resulta pues, que conccida la medida de un dngulo, que-
dan determinadas sus lineas trigonométricas, y reciproca-
mente, conocida una linea trigonométrica, puede determi-
narse la medida del dngulo correspondiente.

Pero conviene ademds, que dada la medida de un dngulo
se hallen fdeil y rapidamente sus lfneas trigonométricas; y
reciprocamente, que dada una linea trigonométrica se pueda
tambien hallar del mismo modo la medida del dngulo corres-
jpondiente.

Esto se consigue por medio de las tablas trigonométricas .

Estas tablas contienen los arcos desde 0° 4 90°, en pro-
gresion aritmética formando columna, y 4 la derecha de ca-
da arco, y en fila, las lineas trigonométricas correspondien -
tes. ; :

Estas tablag se llaman naturales.

Generalmente, para facilitar los calculos, en vez de los
valores de las lineas trigonométricas, se ponen sus logarit-
'mos. Las tablas con esta sustitucion, son las generalmen te
usadas y se llaman artificiales.

24. CONSTRUCCION DE LAS TABLAS TRIGONOMETRICAS. Pro-
pongdmonos construir unas tablas trigonométricas de los
arcos.

On Rl 3¢ nd it 5902

-8 decir, unas tablas en que los arcos empezando por cero
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crezcan en progresion aritmética de minuto en minuto hasta
90°, y suponiendo el radio igual 4 uno.

Observemos que una vez determinado el valor del seno
del arco 14, pueden calcularse sin mas datos, todas las Ifneas
trigonométricas de todos los arcos de las tablas que nos pro-
ponemos construir.

En efecto; de las férmulas (F) (parrafo 13) se deduce

~e08.1¢ = \/ 1 —sen2ls

y conocides el sen. 1t y el cos. 1¢ teudremos tambien

sen. 14 cos. 1€

tang.1¢ = e coti I —

cos. 1° sen, 1
Ahora por medio de las férmulas (15), (16) hallaremos
‘primero

sen.t— 2 sen. 1“cos 1¢, y cos. 2 = co0s.> 1 — sen.? 1¢
y despues haciendo en las (19) ; .
W XN — 3 — ey 5

determinaremoslos valores de los senos y cosenos de todos los
arcos, y conocidos éstos se ealculardn sin dificultad los de
las demas lineas trigonométricas.

Pero notemos, que bastard hallar los senos, cosenos, tan-
gentes y cotangentes de los arcos, comprendidos entxe 0°
y 45°, por cuanto los arcos comprendidos entre 45° y 90°
son los complementos de los anteriores; y por consiguiente
los senos, cosenos, tangentes y cotangentes de los arcos
comprendidos entre 0° y 45° son respectivamente los cosenos,
senos, cotangentes y tangentes delos arcos comprendidos
entre 45° y 90°

Ademds, por medio de las tablas que contengan las lineas
trigonométricas de los arcos desde 0° 4 90° se podran hallar
facilmente las lineas trigonométricas de los arcos compren-
didos en 90° y 180°, por cuanto éstos seran suplementos de
los anteriores, y sabemos que los valores absolutos de las
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lineas trigonométricas de dos arcos  suplementarios son
iguales.

25. Puesto que conocido el valor del sen. 1¢ pueden cal-
cularse los valores de todas las lineas trigonométricas de
las tablas, vamos & determinar dicho valor. Para esto ne-
cesitamos demostrar antes las siguientes proposiciones:

1.° Todo arco AB (fig. 316) positivo y menor que un
cuadrante, es mayor que su seno BP y menor que su tan-
gente AT.

En efecfo tenemos

BP << AB << ASB;

v

luego
arco ASB > 3&;\ PB
El drea del sector OAB, es menor que el area del tridn—
gulo OAT, es decir j
JZAOxASQ< AQ X AT
T
de donde ACB ‘
arco AOS.< tang. AT. CoCRR /’
2.6 El seno de un arco, positivo y menor que un cua- |
drante, es mayor que la diferencia entre el arco corres- |
pondzenle ¥ la cuarta parte del cubo de este mismo arco.

En efecto; siendo ¢ un arco positivo y menor que un cua-
drante, tendremos segnn se acaba de demostrar ;

tang. ka>%ta dedonde /
_sen.ba ~1ia 6 sen.ta>%acos.}a; |
coS. + a /

multiplicando los dos miembros de esta ultima desigualda’:
por 2 cos. % a, serd

2
2gen. facos.+a>%a2cos” ta 6 ,
sen. a>acos’%a y tambien |

sen. a>a(1—aen % a) )

sen.a>a—asen. +a
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Pero puesto que  sen. a << a tendremos ¢ 2% 3
a 2
Sen-a>a—_a.T-) 6
3
sen. a > a — 1 C.C.E. E.

Esto supuesto, pasemos 4 calcular el sen. 1°.
Sabemos que

C ;
T 7  y haciendo R =1
C 5
5 == 6 arco 180° = 314159 26535 89. ..
¥ por consiguniente
w 2
arco 1¢ = W = 000029 08882 08 << 00003
. 03 :
y —(a—”’—jt—l—)—— < 000000 00000 07 luego
sen. 1¢ > 000029 08882 08... — 000000 00000 07 6
sen. 1¢ > 000029 08882 01.....

De modo que tenemos

sen. 1° < 000029 08882 08
sen. 1¢ > 000029 08882 01

y como estos dos valores tienen 11 cifras decimales comunes,
sera .

sen. 1¢ = 000029 08882 20

con menos error de una unidad decimal del orden undé-
eimo.
Ahora segun hemos dicho, las formulas

cos. 1 = \/ 1 — sen.” 1¢

18
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sen. 2° = 2 sen. 1¢ cos. 1¢
cos. 2¢ — cos.” 1° — sen.” 1°

dan los valores del cos. 1¢ y de los senos y cosenos del
arco 2¢.

Para hallar el seno y coseno del arco 3¢ tendremos
(for. 7 y &) haciendo a = 2 y b = ¢

sen. 3° = sen 2‘ cos. 1¢ 4 cos. 2° sen 1¢
cos. 3¢ = cos. 2‘ cos. 1° — sen. 2¢ sen. 1°

y asi sucesivamente, hasta llegar al arco de 45°

Conocidos los senos y cosenos, se hallaran facilmente las
tangentes y cotangentes.

Conocidas las lineas trigonométricas, se hallardn sus loga-
ritmos y tendremos las tablas que ordinariamente se usan.

Juzgamos inutil entrar en mds detalles, pues solo nos he-
mos propuesto indicar un procedimiento elemental, por el
cual se podrian construir las tablas. Estas se construyen en
la préactica por otros procedimientos mds expeditos, que no
son de este lugar.

26. Por medio, pues, de unas tablas trigonométricas se
pueden resolver facilmente estos dos problemas:

1.° Dado un dngulo de un tri 1angu.o hallar el valor de
sus lineas trigonométricas.

9.° Dado el valor de una linea trigonométrica, determi-
nar la medida del dngulo correspondiente.

Las reglas para resolver estos problemas las encontrara
el lector en cualquiera de las tablas publicadas. Nosotros le
recomendamos las de Vazquez Queipo donde hallard dichas
reglas, que omitimos aquf para evitar imitiles repeticiones.

CAPITULO III

DE LA RESOLUCION DE LOS TRIANGULOS
§. I Formulas para la resolucion de los tridngulos
27. Tratemos ahora de hallar ecuaciones que expresen

las relaciones que existen entre las lineas trigonométricas
de los angulos, y los lados de los tridngulos.
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Sabemos (Geometrm 184), que (fig. 317) en el tridn-

gulo ABC,

BC® = AC’ 4+ AB°— 2AC.AD

Si designamos los dngulos de este tridangulo por A, By C,
letras de sus tres vértices, y por a, b y ¢, los lados respec-
tivamente opuestos 4 los dngulos A, By C, la igualdad ante-
rior se convierte en

=0 4+¢—20.AD. ()

" Trazando con un radio 1 el arco MN correspondiente al
angulo A, AP sera el coseno de este dngalo.

Ahora, de la comparacion de los tridngulos semejantes
{AABD y AMP, resulta la proporcion

AM e AP 5 1 s cos. A
AR D) e AD
«de donde
AD =c . cos. A;

sustituyendo en la igualdad (g) en vez de AD su valor, sera
=0+ — 2bccos. A (y)

Del mismo modo (Geometria, 185) (ﬁrr 318) en el tridn-
-gulo obtusdngulo ABC

BC® = aC’ + AB° +2AC . AD

7y designando tambien los dngulos por A, By C, y los lados
respectivamente opuestos pora, by c, 1a 10'ua1dad anterior
se convierte en

=84+ 2b.AD (f)

" Trazando con un radio ! el arco MN correspondiente al
4dngulo A, AP seré el coseno de este dngulo.
Ahora, de la comparacion de los tridngulos semejantes
.ABD y AMP, resula la proporcion
AM AP

=

AB AD




276 TRIGONOMETRIA

y como el coseno AP del arco MN es negativo sers,

Ll o ot A

ciT AD
de donde

AD = —c.cos. A.

Sustituyendo en la igualdad (f) en vez de AD, su valor
serd

a® =0+ — 2bc cos. A, (x)

Las férmulas (x) (y), nos permiten establecer, que

£l cuadrado de un-lado cualquiera (1) de un tridngulo-
es igual & la suma de los cuadrados de los otros dos, me-
nos el doble producto de éstos por el coseno del dngulo:
comprendido.

Aplicando esta proposicion 4 los tres lados del tridngulo,.
tendremos

a® =6 4 ¢ —2c.cos. A (m)
B =a 4+ ¢ — 2c.cos. B (n)
F=a" 48— 2ab.cos. C (p)

Sistema de ecuaciones que ponen en relacion los lades:
con los cosenos de los dngulos de un tridngulo cualquiera;
y por consiguiente que resuelve el problema de la trigono-
metria.

28. Aunque los tridngulos podrian resolverse con las an-
teriores ecuaciones, conviene deducir otras mejor dispuestas:
para el cdlculo.

Sumando y restando ordenadamente las ecuaciones () y
(n), tendremos

c=0bcos. A+ acos. B
a® — b =c(acos. B— bcos. A)

(1) Aunque el lado se oponga & un angulo recto es tambien cierts
esta proposicion, pues si en la igualdad (x) ponemos cos. 90° en vez de-.
€o0s. A, tendremos

a? = b? - ¢ — 28 cos. 90° = B? 4 ¢® — 2bc.0
(') a2=bg+62
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Multiplicando éstas ordenadamente, y dividiendo por ¢ la

-ecuacion que resulta, serd

2
@ — b =a’cos?B— b cos” A, de donde
@ —atcos®’B=0 —bcos?A,

\

y a’(1 —cos®B) =4 (1 —cos>A), y (*9:) g

a*sen.? B=~4"gsen.” A, y extrayendo la raiz cua- ©

-drada de ambos miembros

~ asen. B= bsen. A de donde
sen. A 5 sen. B
a S b :

-y como del mismo modo puede demostrarse la proporcion

sen. A sen. C
== A resulta que
a c

sen. A sen. B sen. C

a b C

()

I

Lo que demuestra que,
En todo tridngulo_los senos de los dngulos son propor-
<tonales d los lados opuestos.

De la serie de razones (%) se deduce

a sen. A 3

L R de esta proporcion
at b sen. A -+ sen. B.
a— b sen. A—sen B

Pero teniendo presente la férmula (28) serd
a+ b _ tang. $ (A4 B)
a—b  tang. 3 (A —B)
férmula que expresa, que

En todo tribngulo la suma de dos lados es d la dife-
rencia de los mismos, como la tangente de la semisuma de

(@)
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los dngulos opuestos d dichos lados, es d la langenle de la:
semidiferencia de dichos dngulos.

De la férmula

@ =b 4 c® — 2bccos. A

se deduce sucesivamente

i
= 2
cos. A S (2)
b2+C2—d2
Il —cos. A =1— e
% % — b ca o ibi o
Toaes NEs \
2sen. 4 A= e 2be
LU U )
i 2bc
de donde
b — —b
AL EEE 06 Eko

2bc

Si hacemos a + b + ¢ = 2p. la anterior igualdad se
convierte en

2(p—c).2(p—0b) :
5 2 At
2sen.” + A = She ‘ &
=0 —0
) s
sen.” &+ A = e

y por fin
sen. + A _\/ (p-b) (p =0 (r)

De la igualdad (2) se deduce
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ARl feiali?

14 cos. A =1+ e

y de esta
et cd—a® | (bFe)f—a
2bc % 2b¢
(@+b4+c@E+c—a
2bc

2cos” 3 A=

de donde oa
(a+b+c)(b+c—a)
: 2bc

y haciendo a -} b 4 ¢ = 2p la igualdad antervior se convier-
te en

2c0s.>3 A =

0 @ma)
be

cos. 3 A = \/_ﬁiplz_"h (s)

cos>t A = y por fin

Dividiendo ordenadamente las igualdades (»)y (s)resulta

tang. + A =\/ (r—0) @—0) (2)
p(p—a)
Aplicando las férmulas (), (s)y (¢) 4 los tres dngulos de

un tridngulo, tendremos los tres sistemas de férmulas si-
guientes

z

sen. 3 A = \/ (P—bi (p—c)
C

(M) sen. 4 B:ﬁ \/ (p—a) (p—o)
5 a

C

sen, 3 C = \/ (—a) (p—0)
ab
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ws%A=\ﬁ£ﬁt:Q_
bc

; : »(p—"h
(N) cos. + B \/ -

m&%0=\/ii&12_
ab

e N (p—=0)(p—0)
tang. & A \/ o

(P) tang. 4 B = \/ 2 (=9
pp—0)

/
tang. 1 C = \/ (p—a) (»—0)
p(@—c¢)

Con las férmulas (%), (¢) y cualquiera de estos tres 1lti-
" mos sistemas preparados para el cilculo logaritmico, se pue-
de resolver el problema de la trigonometria.

29. Pero estas férmulas, al aplicarse 4 la resolucion de
los tridngulos rectingulos, pueden hacerse mas sencillas.

En efecto; suponiendo A = 90° (1) la f6rmula fundamen-
tal (m) (27) se reduce &

2 2
=54
sen. fw sen. B sen. C
‘a 7 b c

Si en

hacemos A = 90° resulta

1 o esens B

IR b : b=asen. B
(1) de donde

1 s sen. C , c=asen.C‘

Al c '

(1) En los triangulos rectingulos se ha convenido en representar el
angulo recto por la letra A, y los agudos por las By C; y por consi-
guiente por @ la hipotenusa y por b y ¢ los catetos.
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y como siendo A = 90°, B 4+ C = 90° sera

1 cos. C
a b b — acoS. C}

(2) de donde
| cos. B - c=acos.B

a c

Dividiendo ahora ordenadamente las férmulas

a.sen. B= 254 L a.sen. C=c¢
a.co8. B =c¢ } e acos. C=20 }
tendremos /
b 1 c
t — —— | de donde ==
angs B c tang. B b l
j @)
tang. C — e ! = b ’
B ip tany CifEiain e

Las anteriores transformaciones nos permiten establecer
que en todo tridngulo rectingulo, suponiendo R = | se ve-
rifica, (1), (2), (3) que

1.0 Uno es & la hipotenusa, como el seno de un dngulo
agudo, es al cateto opuesto.

2.° Uno es & la hipotenusa como el coseno de un angulo
agudo, es al cateto adyacente.

3.° Uno es G la tangente de uno de los dngulos agwdes,
como el cateto adyacente es al cateto opuesto.

Bscorro. Las anteriores formulas, pueden deducirse di-
rectamente comparandolos tridngulos semejantes

ABCyBMP ylos ABCy RBQ (fig.319).

§. I2.—Resolucion de los tridngulos rectdngul os

30. En los tridngulos rectingulos, como el dngulo recto
tiene un valor conocido. bastardn dos datos, entre los cuales
haya un 4ngulo, para determinar el tridngulo. Por consi-
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guiente, en la resolucion de estos tridngulos pueden ocurrir
los cunatro casos siguientes:

1.° Resolver un tridngulo dados los dos catetos.

2.° Resolver un trtdngulo dados la hipotenusa y un cateto.

3.° Resolver un tridngulo dados un cateto y wun angulo
agudo.

4.° Resolver un triangulo dados la hipotenusa y un an-
gulo agudo.

Primer caso. Dados los dos catetos b y ¢, hallar la hipo-
tenusa a y los angulos B y C.

1 c
1 = LT 9
De la férmula elD 5 (parrafo 29)
deduciremos
b
tang. B —
c

y tomando los logaritmos de los dos miembros, sera

loAg. té.ng. B = log. & -} comp. log. ¢

lo que nos dara el valor de B.
Para hallar C, tendremos

C =90° — B.

Falta determinar el valor de la hipotenusa a.
Este puede deducirse de la igualdad a® = *+ ¢*

de donde B \/ b +

Pero como esta formula no estd dispuesta para el calculo
logaritmico, sera preferible deducir su valor de la

1 . B
a = senb | (parrafo 29)
de donde
b
di=—
sen. B

y tomando los logaritmos, serd
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log. a = log. 5 -+ comp. log. sen. B

con lo que queda resuelto el tridngulo.

Segundo caso. Dados la hipotenuse a, y el cateto b, hallar
el ofro cateto ¢, y los angulos agudos B y C.

El valor de c se deduce de la férmula

=+
de la que se tiene
L= \/ a: — b

c=V@tb@—5

y tomando los logaritmos, sera

log. (a + &) + log. (a — b)
5 . :

~

log. c =

El valor del angulo B, se deduce de la férmula

; L Se"I;B. (pér. 29)
de donde
b
sen, B =
a

y tomando los logaritmos

log. sen. B = log. & -+ comp. log. a;

y por fin C = 90° — B.

Obsérvese que si el seno B hallado determina al dngulo B,
es porque sabemos que es agudo.

Tercer caso. Dados el catetob y el angulo agudo B, hallar
el otro angulo agudo C, la hipotenusa a y el otro cateto c.

Sabemos que

C = 90°— B,
igualdad que determina el valor del 4ngulo C.
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Para hallar el de la hipotenusa a, emplearemos la férmula
(parrafo 29)

sen. B
a b

de donde
b

sen. B
y tomando los logaritmos, serd
log. a ="log. b + comp. log. sen. B

que nos da el valor de a.
El valor de ¢ se deduce de la férmula (par. 29)

1 c

tang B i b

de donde
b

tang. B
y tomando los logaritmos, serd
log. ¢ = log. b + comp. log. tang. B

que nos da el valor de c.

Cuarto caso. Dados la hipotenusa a y el angulo agudo B,
hallar el angulo C y los catetos b y c.

Para hallar C tenemos

C = 90° — B.

El cateto ¢ se determinard por medio de la férmula (pa-
rrafo 29)

. B
! = 208 de donde ¢ — a cos. B
a c

y tomando los logaritmos, sera
log. ¢ = log. a -+ log. cos. B,

que nos d4 el valor de c.
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El cateto & se determinara por la férmula

l : :
= s o) de donde 4 = a sen, B
a )

y tomando los logaritmos, serd

log. b = log. a -+ log. sen. B
que nos da el valor de 4.

§, I11.-— Resolucion de los tridngulos oblicudngulos

3l. En la resolueion de estos tridngulos pueden ocurrir
los cuatro casos sigunientes: ‘

1.° Resolver un tridngulo dados unlado y dos angulos.

2.° Resolver un tridngulo dados dos lados y el dngulo
comprendido.

3.° Resolver um tridngulo dados dos ladosy el dngulo
opuesto & uno de ¢llos. :

4. Resolver un tridmgulo dados los tres lados.

Primer caso. Dados ellado a y los dngulos B y C, hallar
el dngulo A y los lados b y c.

El dngulo A lo deduciremos de la ignaldad

A—180° — (B4 0)
y de las férmulas (parrafo 29)

sen. A sen. B
a = b
sen.A sen.C
a o c
se deducen b= _ien.i_
sen. A
a sen., C
S sen. A

y tomando los logaritmos, serd
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log. & = log. a + log. sen. B -} comp. log. sen. A
log. ¢ = log. a - log. sen. C 4 comp. log. sen. A

Segundo caso. Dados los dos lados a, b, y el angulo com-
prendido C, hallar el lado c y los dngulos 4 y B.

Desde luego tenemos la suma de los dngulos que se buscan,
pues

A4{+B=180°—C
Ahora, de la férmula (g) (parrafo 28)

a+456  tang. 1 (A4 B)
A=kl 75 tang. ¥ (A'—'B)

deduciremos
(a —0b).tang. % (A 4 B)
a-+0b

tang. £ (A — B) =

de donde

log. tang. } (A — B) = log. (@ — B) -} log. tang. ¥ (A +B)
— comp. log. (a + b) 5 .‘

que nos dd el valor de ¥+ (A — B); y por consiguiepte ten-

dremos
4

A=3}(A+B+ 1(A—B)
B=1}(A+B)—1}(A—B)

El lado ¢ lo fmllaremos valiéndonos de la férmula

sen. A sen. C a sen. C
Sl— de donde c = ————
a c sen. A

y tomando los logaritmos
log. ¢ ==log. a + log. sen. C 4 comp. log. sen. A,

con lo que queda resuelto el tridngulo.
Tercer caso. Dados dos lados a, b, y el dangulo A opuesto
al primero, hallar los otros dos angulos B, C, y el lado c.
Para hallar el 4ngulo B, emplearemos la férmula.
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sen. A sen. B
=— de donde
a b

b .sen. A
a iy

sen.B =

Pero debemos observar, que dos dngulos suplementarios
tienen el mismo seno, y por consiguiente en general el valor
del sen.B no determina al 4ngulo B, no sabiendo de ante-
mano si B es agudo 1 obtuso.

Si el dngulo dado A es obtuso 6 recto, el dngulo B es forzo-
samente agudo, y por consiguiente sen. B determina al dngu-

lo agudo B.

Si A es agudo, puede sunceder que sea
a>b
a<b
a=b.

Sia > b, el angnlo agudo A serd mayor que el dngulo B;
luego éste serd tambien agudo, y por lo consiguiente sen.B
determina el valor del dngulo agudo B.

Si @ < b, seré el dangulo A menor que el dngulo B; y por
lo tanto el dngulo B, podrd tener dos valores, unoel corres-
pondiente al sen. B, hallado en las tablas, y otro el suplemen-
tario de éste.

Ademds la férmula

se;. A  sen. B
a a b
6 b.sen. A =g .sen. B (D)

nos dice; que si @ es mayor que b.sen. A, es decir mayor
que la perpendicular CO (fig. 161) (29 for. (1)) forzosa-
mente serd sen. B << 1; y por consiguiente el problema ten-
drd dos soluciones, el tridngulo ACB en el que B es agudo,
y el tridngulo ACB' en que B¢ es obtuso.

Siaesigual 4 0 sen. A, es decir 4 la perpendicular CO,

* entonces la igualdad (D) exije que sea sen.B =1,y por

consiguiente B = 90°.
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La tnica solucion del problema en este caso es el tridn-
gulo rectdngulo CAO.

Si por fin, @ es menor que b sen. A; es decir menor que la
perpendicular CO, la igualdad (D) exije que sen. B > 1, lo-
que expresa que el problema es imposible.

Como se vé, esta discusion esta de acuerdo con la estudia-
da en la Geometria (162).

Determinado el angulo B, en su tinico 6 en su doble valer,
hallaremos

C = 180° — (A + B),

que dard uno 6 dos valores para C, segun que B tenga uno ¢
dos valores.
Para hallar el lado ¢, emplearemos la férmula

sen. A sen. C
== de donde
a e
a.sen.C
G TN A

que dara uno 6 dos valores para el lado ¢, segun que C ten-
ga uno 6 dos valores.

Cuarto caso. Dados los tres lados a, b, ¢, hallar los tres
angulos A, B, C.

Para resolver este caso, podremos emplear cualquiera de
los tres sistemas de férmulas (M), (N) (P), (parrafo 28)

Si empleamos el primero, tendremos

=\ =TT
; C

sen.%B:\/ waie—-9

ac

sen.3C = \/ (p—a)(p—b)

y tomande los logaritmos serd
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log. (p— b) -+ log. (p — ¢) -+ comp.log. b -+ comp.log. ¢

log. sen.¥ A — 5

log. (p — @) —+1log.(p —¢) - comp. log. @ + comp.log.c
log. sen.$ B = % -

log. (p— aj-+log. (p—h) -+ comp.log. @ - comp. log. b
log.sen.‘% =

2

que nos daran los valores de £ A, & B, £ C, cuyos duplos se-
ran los valores de los tres dngulos del tridngulo.

32. Los elementos que determinan un tridngulo, bastan
para determinar tambien su area, y ésto nos conduce 4 pro-
poner y resolver los siguientes problemas: -

1.° Hallar el drea de un tridngulo ABC (fig. 320) dados
los dos lados b, ¢ y el dngulo comprendido A.

Si bajamos la CD altura del tridngulo ABC, tendremos

- area ACB = 4 AB X CD
Pero (29) CD = b sen. A
y AB =¢
Sustituyendo estos valores en la igualdad primera, serd
irea ABC — } besen. A '

que resuelve el prob]ema

2.° Hallar el area de un trumgulo ABC dados el lado ¢ y
los dos dngulos A y B.

De la férmula

sen. B sen. C
b W7 ¢
ge deduce
s ¢ sen. B w csen. B
sen. C sen. (A -+ B)

Sustituyendo este valor de b, en la ignaldad

drea ABC = % besen. A

resulta
19
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¢’ sen. A .sen. B
2 sen. (A -+ B)

que resuelve el problema. v

3.° Hallar el drea de un dngulo ABC dados los lados a y
b, ¥ el angulo A.

Tenemos segun el primer problema

area ABC =

e ab.s;n. ©) o ab sen.2(A -+ B)
y como B se deduce de la proporcion A
sen. A sen. B
a & D

en funcion de los datosa, b y A, la férmula

ab sen. (A -+ B)
2 .
da el area del tridngulo sin mis datos que @, by A.

4.° Hallar el drea de un tridngulo ABC dados los tres
tados a, b, c.

Tenemos (28) (M) y (N)

iarea ABC =

sen. 4+ A= —b@—9
i be

2 €08, %A:—Q /_M
be

Multiplicando, ordenadamente estas igualdades, resulta

Jasia \/ » (p—a) (I?—b) (—2o)
ba 02
y sustituyendo este valor de sen. A en la férmula

drea ABC = 1 B¢ sen. A sera
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4rea ABC =/ p(p—a) (0—b) (9 —©)

que resuelve de problema .

EJERCICIOS
ELEMENTOS ELEMENTOS

de un triangulo rectangulo ‘ de un triangulo oblicuangulo

a = 8926975 a = 304317
b= 7701 87™ b = 561043™

¢ = 4513%95™ , c — 421697

B = 590 374]¢ AY =2 32017 ST
€= 309 22719 Bi=—="99956{52

O = 47° 45¢ 31“

El lector podrd ejercitarse proponiéndose la resolucion
de todos los casos, con los anteriores valores, y comproban-

do despues los resultados

Hin de la Mlrigonomefria
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BRRATAS PRINCIPALES

Pig. Linea Dice Debe decir
11 11 CCt Cee
14 @90 levantado levantada
23 14 AB: es paralela AB es paralela
25 14 B‘A‘C* BCAC
28 36 37) (38)
30 2 (56) (15)
31 35 15y 16 y los 15, 16 y 17 y los
19y 20 18, 19 y 20
32 25 ON¢ O‘N
37 28 (65.) (69)
48 28 HEste punto P Este punto P,
yel O, por por
56 17 (62) (190) cor. 2.¢)
68 9y 10 ABCsobre el A‘B‘C‘ A‘B‘C‘sobreel ABC
71 35 yel sobre el
75 1 (29) (46.3.*)
75 2 y BC y BC (29)
81 25 FB, FA, FC,FD FB, FC, FD
93 18 PR — P'Q PR -— PQ)¢
102 20 NN = A‘C¢ MN —= A‘C¢
104 17 DD¢ B<D*
109 3 cuadros cuadrados
122 12 (0) O«
127 6y 11 (205) (207)
137 9 (209 cor. 2.%) (211 cor. 2.°)
137 17 (206)

(208 cor. 3.*)



Pag. Linea Dice Debe decir

158 15 BCLF BCZF
158 18 RDLF RDZF
. 165 6 poner ‘ pasar
166 19 ABC: A‘BC
166 32 trazadas por un punto  trazadas 4 una recta
4 una recta por un punto dado
en ella
167 26 perpendiculard a’ dicha perpendicular 4 dicha
169 9 AT AT
169 19 AQOH A‘O‘H
170 10 DC BC
170 27 HP¢ HP
171 24 perpendiculares perpendiculares &
192 14 e b
208 29 EB EB¢
209 10 EB EB¢
216 75 EJ FJ
222 31 drea volimen
224 12 (393) (293)
224 3ly34 P 185

233 3 multiplicada por la multiplicada por el
tercio de la

235 25,26,27y28 + X
237 3 poligonos poliedros
237 23 A‘O‘Bt, BOC A*‘OB¢, B‘OC*
238 25 sus las
238 32 : (287) (288)
245 7 fie de
247 29 angulos de los angulos
248 17 424° 432°
248 19 en de
1 1

260 156 14tgla= 14tgla— 2

sen.za COS. a



Pag. Linea Dice Debe decir
260 16 2 ! 2 -

. 14cot."a = i 14-cot."a—= e
267 18 (25) (25 bis.)
267 18 (26) : (26 bis.)
267 1 cot. A cot. A
271 13 sen.? sen. 2
271 15 4=384n=4'n=5‘' a=1"n=3"n=4'.n=5"
272 18  arco ASB > sen. PB arco ASB > PB
27295116 % A0 X ASO + A0 X ASB
212 18 arco AQS << tg. AT arco ASB << AT
277 5 ) (F)
277 17 proporcion proporeion (Alg. 56 cor. 3.9)
278 8 2sen. & A 2 sen.2 i A
283 20 seno B - seno de B
285 19 (parrafo 29) (parrafo 28 ()
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