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Resumen

La computacién supone un bien que sustenta nuestro dia a dia. Estamos acostumbrados al
uso continuo de ordenadores, méviles, aplicaciones, webs...pero, pocas veces reparamos en las
bases de estas tecnologias, en los fundamentos que sostienen todo un mundo computacional. Nos
centraremos, en éste documento, en uno de esos campos de extrema belleza, pero de dificiles

entresijos: la geometria detras del modelado 3D y, méas en concreto, en las superficies poliedrales.

La estructura del trabajo, por tanto, se dividird en dos partes. La primera detallard la
experiencia acontecida durante la estancia en practicas, en la empresa Totalmad. Se explicaran
las tecnologias utilizadas para la elaboracion de los proyectos, asi como el ecosistema que orbita

a su alrededor.

En una segunda seccién, se estudiaran los fundamentos béasicos para el estudio de las su-
perficies poliedrales, para poder ver, desde un prisma de conocimiento, el universo geométrico
que rodea a la computacién. Se introduciran, en primera instancia, algunos conceptos necesarios
para poder abordar el trabajo en profundidad. Seguidamente, como objetivo de éste documento,
se define la curvatura de Gauss de una superficie poliedral y se da una caracterizacién geométri-
ca de ésta, expresandola como el area de un determinado poligono esférico convexo, de forma

coherente con lo que ocurre en el caso de la curvatura de Gauss de una superficie regular.
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Capitulo 1

Estancia en Practicas

1.1. Introduccion

En éste capitulo se acometera la memoria técnica de la estancia en practicas de la asignatura
MT1030 (Précticas externas y Proyecto de Final de Grado), realizada en la empresa Totalmad,
ubicada en Villareal (Castellén). Los encargados de supervisar la estancia en précticas fueron
Marcos Gonzalez (CEO de Totalmad) y Juan Daniel Gracia (CTO de Totalmad).

Comenzaremos dando una visién global de la empresa. Posteriormente, con detalle, se tra-
zard el camino recorrido hasta llegar a los tres objetivos mas relevantes durante la estancia en
practicas. Por iltimo, analizaremos el conjunto de herramientas y software de los que se han

hecho valia para satisfacer los objetivos mentados.

1.2. La empresa

Totalmad es una empresa especializada en digitalizacién y creacién de plataformas tecnolégi-
cas que, mediante grupos de matematicos, informaticos, disenadores y expertos en marketing,
satisfacen cometidos computacionales de todo tipo. En la actualidad, cuentan con diferentes

enfoques en el mercado. Ayudan a startups, ayuntamientos y empresas que buscan moderni-



zacién. Por tanto, abarcan muchas areas de trabajo: desarrollo web y marketing, licitaciones,

deep learning, blockchain y criptomonedas, comercializacién y e-commerce.

Cuentan con grupos de programadores localizados en diferentes paises como Espana, Ve-
nezuela, Estonia y EEUU. Cada uno de éstos, tiene asignado un grupo de proyectos especifico
debido a su especializacién. Concretamente, en el grupo de Villareal, se encuentra el CEO Mar-
cos Gonzélez y el CTO Juan Daniel Gracia, encargados de la asignacién de proyectos y, con més
detalle, descubrimos el grupo de programadores encargado de los eventos de marketing digital

y desarrollo web.

Hoy en dia, Totalmad todavia se define como una empresa pequena, aunque con una disrup-
cién destacada en el sector tecnologico de Castellon y, més en concreto, de Villareal. Su filosofia
de startup hace posible que diversos proyectos de gran interés se hagan posible y, esto mismo,

lleva a sus dirigentes a apostar por nuevos talentos jovenes.

Totalmad, por tanto, es lugar donde los alumnos pueden crecer considerablemente, debido al
enfrentamiento directo que tienen con el mundo profesional, pudiendo participar en proyectos
reales, contactando directamente con el cliente y aportando ideas que suelen ser atendidas e

incluidas durante la consecucién de los trabajos.

1.3. Los 3 objetivos de la estancia en practicas

El objetivo primario fue construir un directorio web para el ayuntamiento de un municipio
desconocido de Castellén. Ante la imprecisién del lugar, se esperaba un entorno genérico, que
satisfaciera las tareas bésicas que los municipios actuales necesitan. Esto, serfa posbile constru-
yendo un directorio completo, es decir, con un apartado para la venta de productos locales, un
espacio para los comercios del lugar, un rincén para la publicacion y busqueda de trabajo y, por

ultimo, la posibilidad de comprar y vender productos de 2% mano.

Asi pues, el primer objetivo se cumplié a los meses de comenzar la estancia en précticas. Se
desarrollé un portal web, mediante WordPress, y se insertaron las actividades descritas en el
anterior parrafo. También, se elaboré una serie de pruebas, con intencién de que todo fluyera

correctamente. No hubo ningin problema con el entorno, y el trafico de usuarios podia circular



por la web sin dificultad.

El segundo objetivo aparecié con la consecucion del primero. Ahora WordPress debia servir
para construir un portal de venta de alimentos. Y, en un tiempo considerablemente mas reducido
que el del primer objetivo, se establecié el diseno de la web. Las funciones pasaban por la
posibilidad de adquirir alimentos, buscarlos mediante un buscador interno, comparar precios,

ver los valores nutricionales de los productos y domiciliar la entrega del pedido.

Por dltimo, y como tercer objetivo, se encomendd el proyecto mas complejo de los tres.
Ahora, la web ya existia, pero no funcionaba correctamente. Por tanto, el trabajo consistia en
arreglar un entorno de ventas para que el trafico no se viera perjudicado. La empresa, Firpack,
se dedica a la venta de materiales de trabajo (como cajas de cartén, epi’s y embalajes), y al
inicio presentaba un sistema incorrecto de entablado de precios, pues los productos entrelazaban

los precios entre si, haciendo de la compra un objeto insostenible.

1.4. Herramientas y software utilizado

1.4.1. MySQL

MySQL es un sistema de gestion de base de datos relacional, considerada como la mas
popular del mundo. Por tanto, es muy utilizado para el desarrollo de aplicaciones web, como
Joomla y WordPress, en plataformas, como Linux y Windows, y por herramientas de deteccién
de errores, como Bugzilla. Cabe destacar, ademds, que su fama esta estrechamente ligada a
PHP, pues, la combinacién de ambos, aumenta enormemente el potencial de las bases de datos

que los emplean.

Grandes entes empresariales como Facebook, YouTube o Google, se hacen valer de ésta
tecnologia para la gestion de informacién y almacenamiento de datos. Esto es en buena parte
por el amplio abanico de interfaces de programacion que soporta, asi como su gran catdlogo de

lenguajes de programacién. C, Python, Java, Ruby... son algunos entre los mentados.
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1.4.2. PHP

PHP (en inglés, Personal Home Page) es un lenguaje de programacién, de cédigo abierto,

con enfoques muy precisos en la programacién web.

Es un lenguaje interpretado, pues su codigo suele procesarse por un intérprete PHP en
un servidor web como un médulo, un daemon o como un CGI (Interfaz de Entrada Comun).

Ademas, suele ligarse con HTML para potenciar su eficacia.

Con PHP podemos procesar informaciéon mediante formularios, generar contenidos dindmi-
cos, manejar cookies... Es por su gran versatilidad que tanto grandes como pequenas empresas
utilizan esta tecnologia. Existen muchas aplicaciones, por tanto, que emplean PHP. Cabe men-

cionar algunas de especial importancia, como Drupal, Prestashop y Moodle.

1.4.3. HTML

HTML (en inglés, HyperText Markup Language) es un lenguaje de marcado de hipertexto
para la elaboracién de paginas web. Supone un estdndar, a cargo de W3C ( World Wide Web
Consortium) o WWW, para el software web que define la estructura bésica y el contenido (como

textos, imagenes, juegos...) de los portales o sitio web.

Técnicamente, HTML, mediante marcas de hipertexto conocidas como etiquetas o tags,
sirve para indicar como se ordenard el contenido de una pagina web. Por ende, y a diferencia

de lo que mucha gente cree, HTML no incluye el disenio grafico web.

Figura 1.1: Estructura basica de HITML con la creacién de un botén en su contenido.
html
lang="en"

charset="UTF-8"
http-equ -Compatible™ content="IE=edge"

name="vi ort” content="width=device-width, initial-scale=1.@"

Document ‘m‘




En el mundo del programador, se suele decir que, en un portal web, HTML son los huesos

o esqueleto.

1.4.4. CSS

CSS (en inglés, Cascading Style Sheet es un lenguaje de disenio gréafico que potencia visual-
mente la estructura de un lenguaje de marcado. Es globalmente utilizado para la personalizacién
de disenos web e interfaces de usuarios escritas en HTML o XHTML (HTML extensible).

CSS estd disenado para separar el contenido del documento y su manera de presentacion,
generando caracteristicas como colores, formas, capas, fuentes, sombras e, incluso, animaciones.
Y de ésta raiz nace su impacto en el sector web, pues al combinarlo con HTML, se pueden crear

inumerables disefios que enaltecen el entorno y lo dotan de diferenciabilidad o unicidad.

Siguiendo con la alegoria anterior, si HI'ML es el esqueleto de nuestra pagina web, CSS seria

el vestido, la ropa, los atuendos que mudan.

Figura 1.2: Capa CSS aplicada al botén que hemos creado anteriormente mediante HTML.
{

margin: ©;
padding: ©;
}

body{
background-color: Brgb(206, 164, 113);
font-family: 'Kavoon', cursive;

}

button{
background-color: Crgb(41, 41, 41);
color: Maliceblue;
border-radius: 15px;
width: 1@epx;
height: 5@px;
border: @px;
margin-top: 10%;

margin-left: 5e%;




1.4.5. WordPress

WordPress es el gestor de contenidos, o CMS, méas popular del mundo, cuyo cometido prin-

cipal es el de la creacién de cualquier tipo de pagina web.

Se sustenta con MySQL y PHP, lo cual permite una compatibilidad con casi todos los servi-
dores del web. Ademads, los hostings WordPress presentan ventajas de velocidad, confiabilidad

y rendimiento, si se comparasen con un entorno creado puramente en MySQL y PHP.

La herramienta WordPress nacié con el fin de crear blogs, pero hoy en dia, debido a su
potencia, es capaz de abarcar todos los ambitos web, posicionando el e-commerce de WordPress

como uno de los tipos web mas buscados a la hora de la creacién.

Cabe indicar también, que este CMS es de codigo abierto y gratuito para cualquier usuario,

lo cual facilita el amplio repertorio de plugins y widgets que presenta en su biblioteca.

Sony Music o la web oficial de la Casa Blanca, son algunos ejemplos destacados desarrollados

mediante WordPress.

1.4.6. Elementor

Elementor es uno de los plugins més utilizados en WordPress. Puede presumir de ser el
constructor y maquetador mas famoso entre los usuarios, pues su simplicidad permite una
curva de aprendizaje muy rapida, ademas de dar un poderoso espacio a los programadores mas

avanzados.

Mediante Elementor, podemos construir el diseno visible de la web, dotarlo de efectos, formas

y colores, que componen el denominado Fron-end de la web.

Cabe resaltar su interaccién con HTML y CSS, lo que permite multiplicar las posibilidades

del diseno.



1.4.7. WooComerce

WooComerce es otro de los plugins mas destacados en las bibliotecas de WordPress. Si bien
Elementor ayudaba a la maquetacion del diseno, WooComerce estd para crear el esqueleto de

las web orientadas a las ventas online, es decir, a las tiendas online.

Sus posibilidades son muy amplias. Se pueden crear productos, etiquetas, precios, carac-
teristicas del producto, cuadros de ventas, carritos, transacciones online, ordenacién de pro-
ductos... Podemos encontrar todas las funciones que caracterizan los portales de ventas mas
frecuentados. Ademds, su combinacién con HTML, css, PHP y Elementor, hacen de esta herra-
mienta una potencia aconsejable para aquel programador que busque crear un portal de ventas
en WordPress.

1.4.8. cPanel

cPanel es un panel de control para la administracién de servidores de alojamiento web. Su
disefio minimalista, simula una interfaz grafica semejante a la de una pagina web, lo que facilita

el trabajo del programador.

En sus posibilidades, se pueden encontrar miltiples tareas interesantes como, por ejemplo,
el disefio de la base de datos, un motor de backups, espaciadores, instaladores... En general,

todo tipo de atributos de hosting necesarios para el programador web.



1.5. Planificacién temporal

1.5.1. Primer Informe

Durante el primer dia, se realiza una reunién para establecer los objetivos de la estancia en
practicas y determinar qué herramientas se emplearan. Ademaés, se dibuja la estructura de la
empresa, para saber sus métodos de trabajo. Posteriormente, comienza la formacién autodidacta
para la consecucion del primer objetivo: desarrollar un marketplace para un ayuntamiento de

Castellén.

En la jornada, se descubre el funcionamiento de la herramienta principal durante el desa-
rrollo: WordPress. Mediante videos y material escrito, se elabora una base de aprendizaje que

lleva a la seleccién de un tema que destaque el proyecto: OceanWP.

En los dias posteriores, desde la semilla de OceanWP, se comienza a construir una serie
de paginas importantes en el Marcketplace: pagina de empleo y péagina de productos. Estas
dos, se desarrollan mediante la utilizacién de los plugins WP job Manager y WooComerce,
respectivamente. Con estos plugins, y la mentada construccion de las dos paginas, se comienza
a elaborar todo un catélogo de productos (con sus categorias y atributos). El disefio tuvo que
modificarse para poder hacer un trabajo intuitivo del entorno, ya que estd orientada a personas
de todas las edades. Asi pues, se anadié una barra para seleccionar una categoria de producto
en especifico, un regulador de precios y la capacidad de buscar los productos por més vendidos,
mejor valorados... En cuanto a la pagina de empleo, se anadié la funcién de poder buscar empleo

y, en caso de ser empresa, la funcién de poder publicar uno.

1.5.2. Segundo Informe

En la segunda quincena se depuré enormemente la web, adaptandola mediante PHP y CSS.
Se construyen todos los servicios establecidos inicialmente y los pequenos detalles y/o fallos,
pasan a estar corregidos. Asf pues, dado el gran avance con el proyecto, se informé al supervisor
de Totalmad para que pudiera evaluar el trabajo realizado hasta la fecha. Concretamente, se le

envié un video explicativo sobre la web, ensefiando en él cada apartado de las paginas.
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Ante el avanzado estado de la web, se establecié contacto con la empresa para realizar
nuevos proyectos. El primero, consistié en la modificacién de la web oficial de Totalmad (To-
talmad.com). El trabajo consistia en mejorar el diseno de la web, asi como proporcionar una
herramienta de traduccién al chino, pues durante dicho periodo, Totalmad mantuvo reuniones
con algunas empresas de China. Se opto por establecer una pestana en el ment que pudiera
traducir directamente toda la pagina web al inglés y el chino, para, asi, poder moverse por las

péginas mas facilmente.

Una vez se hubo acabado el primer proyecto, en los plazos establecidos, se comenzé el
segundo. Este consistia en la modificacién de las tablas de productos de una web opererativa,
Firpack.com, para hacer una agrupacion certera de todo el catalogo, asi como la optimizacién

de todo el entorno.

1.5.3. Tercer Informe

Con los objetivos claros, la quincena comenzoé con el estudio de Firpack. Tras realizar varios
examenes de latencia y velocidad de carga, se establecié que dicha web estaba mal optimizada,
pues, como muestra la imagen siguiente en Pingdoom Tools, la velocidad excedia por mucho la

media normalizada de la poblacién de webs:

Teniendo en cuenta los estadisticos lanzados por Amazon en sus recientes estudios de mer-
cado, una web bien posicionada segun los criterios de Google, no ha de poseer una carga mayor
a 3s. Es por esto que, a pesar de ser una web relativamente pequefia, con no mas de 2000 pro-
ductos en linea, el peso en la carga era demasiado grande. Entonces, se tuvo que recorrer cada
espacio de la programacion de la web para determinar qué era lo que realmente ralentizaba el
proceso. Se preparé varios informes que exponian problemas como la utilizacion de imagenes
muy pesadas, la falta de herramientas de compresion como GZIP, la estructura de los productos
en la pagina y una escasa utilizacién de las técnicas SEO. En los equipos de programadores de
Totalmad, se hizo una reunién para ver qué debia hacerse de todos los puntos propuestos en los
informes y se determind, finalmente, que la optimizacién de iméagenes y compresiéon GZIP era
absolutamente prioritaria. Por tanto, se trabajé en cumplir ambos puntos y se consiguié una

reduccion de 7 segundos en la carga de la web.

También, al mismo tiempo que seguian sucediendo los avances con Firpack, se encomendaron

9



una serie de tareas:

= La elaboracién de una tienda virtual de productos alimenticios. Dicha web sera de seme-

jante parecido a la web realizada para el primer proyecto.
= La Construccion de un espacio web para la cdmara de comercio de Castellén.

= La colaboracion, junto a otro companero de Totalmad, para el manejo de una web de

criptomonedas, smart contracts y blockchains.

1.5.4. Cuarto Informe

Con estos proyectos como objetivo, se comenz6 a restarurar el cédigo PHP que daria un
buen funcionamiento a las tablas de Firpack. El plugin que debia utilizarse para ese cometido
quedaba inutilizado por la programacion previa a la participacion, por tanto eso derivaba en un
estudio exhaustivo del cédigo interno. Y, tras el comporendimiento de la estructura interna, se
llegd a reconstruir la generacién de tablas para que, finalmente, todas ellas se mostraran bien

al cliente.

Durante el trabajo de dichas tablas, también se pudo avanzar con la creacion de la web
alimenticia. El proyecto anduvo sin demoras, pues bajo la referencia de Alcodisonline.es, tan
s6lo habia que dotar al entorno de modificaciones que encajaran con la finalidad de la web.
Por tanto, el proyecto se expuso rapidamente y fue evaluado satisfactoriamente sin necesidad

de ningin cambio anadido.

10



1.6. Consecucion de los objetivos propuestos

El objetivo principal de mi estancia en préacticas era crear un directorio web donde coexistie-
sen diferentes herramientas ttiles para un municipio de Castellén. En él, habrian de encontrarse
funciones como la busqueda de negocios, la venta de articulos personales de segunda mano, la
publicacién y obtencién de trabajo mediante un sistemas de publicaciones y, ademas, una pagina

de contacto del Ayuntamiento.

El proyecto se consiguié en un lapso de tiempo relativamente corto, por lo que se me enco-
mendaron otros proyectos. El primero consistia en una web de venta de aliementos, semejante a
la que pudiera tener Mercadona. En dicha pégina, el usuario encontraria un repositorio alimen-
ticio bien estructurado para encontrar los productos deseados y, ademads, un sistema de pagos

online y domiciliado.

A medida que éste segundo proyecto avanzaba, aparecié una urgencia para una de las webs
hechas por la empresa Totalmad. El problema emanaba de Firpack.com, una web que se en-
carga de la venta de productos de almacenaje. La web estaba en completo funcionamiento,
pero el sistema de tablas pricing sufria fallos debido al cédigo PHP que presentaba. Finalmen-
te, ambos ecosistemas se resolvieron satisfactoriamente, pudiendo hacer de Firpack una web

completamente funcional y de la tienda online de alimentos un portal sélido.

La tecnologia empleada durante los meses de estancia en practicas, no se habia estudiado
durante la carrera (a excepcién de la organizacién de base de datos mediante MySQL), por
lo que la experiencia ha supuesto un punto de partida hacia nuevas areas tecnolégicas no do-
minadas. Ademds, también ha servido para consolidar algunos conceptos tedricos y précticos
de programacién y desarrollo web y, ante todo, para conocer el d&mbito empresarial y cémo el

mundo laboral se mueve por el dia a dia.
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Capitulo 2

Memoria TFG

2.1. Variedad topoldgica 2-dimensional

Este trabajo no es completamente autocontenido, en el sentido de que se asumen conocidas

las nociones bésicas de la topologia conjuntista.

En cualquier caso y antes de sumergirnos en las definiciones, presentamos ciertos conceptos
que nos ayudardn durante el camino. En éste punto 2.1. usamos los libros [2] y [3] para las

definiciones.

Nota 1. Sea (S,Tg) un espacio topologico. Entonces:

Dado x € S, U C S es un entorno de x, (U € &;), si, y solamente si, existe un O € Tg
tal que x € O C U.

» (S,Ts) es Hausdorff si y solamente si, para todo x,y € S, existe un entorno U de z,
U € & y, también, existe un 'V € &, tales que UNV = .

Sea (S, Tg). Sea, ademds, B C Tg,una familia de abiertos. La familia [ es una base de Tg
sty solamente si, para todo U € Tg, existe {B;}icr C [ tales que U = U,er B;.

» El espacio topoldgico (S, Ts) es 2AN si, y solamente si, posee una base de Tg numerable.
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Definicién 1. Dado un punto (zg,yo) € R?, definimos la bola abierta en la topologia usual de

R? como:

B((z0,40),7) = {(z,y) € R?: (x — x0)* + (y — yo)* < r°}
La bola cerrada, por tanto, sera:

B((z0,90),7) = {(z,y) € R?: (x — 0)* + (y — 90)* < r°}

Nota 2. Sea (R™,T,) donde T, es la topologia usual de R™. Sea el semiespacio cerrado superior,

definido como:
H" ={(x1,...,x,) € R" /2, > 0}

Consideramos la topologia heredada Ty|pgn en H™.

Definicién 2. El subconjunto G C R? se llama dominio estdndar si, y solamente si, G =
B(0,1) o bien, G = BT(0,1). Siendo B*(0,1) = {(z,y) € R? : 22 +y? < 1,y > 0}, conocido

como semidisco abierto.

Figura 2.1: Ejemplo de disco, B(0,1), y semidisco, BT(0,1)

Nota 3. Los dominios estindar son abiertos de (R?,T,) o bien abiertos de (H?, Ty|p2)-

Definicién 3. Un espacio topoldgico (S, 7Ts) es una variedad topoldgica 2-dimensional

con borde si, y solamente si:

» (S,7s) es un espacio Hausdorff.
» (S,7Ts) es un espacio 2AN.

» Para todo x € S, existe un entorno abierto U € £ y existe un homeomorfismo ¢, : U C
S — G CR?(H?) (debe entenderse ¢, : (U, Ts|u) — (G, Tulc)), tal que . (z) = 0, donde

G es un dominio estédndar.
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Se dice que U es un entorno especial de z y (U, ¢,) es un sistema de coordenadas

especial en x € S.

Definicion 4. Sea S una variedad topoldgica 2-dimensional con borde. Entonces, dado z € S:

El punto x € S si, y solamente si, existe un entorno especial U de x, homeomorfo a B(0, 1).

El conjunto S C S se denomina interior de S.

El punto z € 0S5 si, y solamente si, existe un entorno especial U de x, homeomorfo a B (0,1).

El conjunto 0S se denomina borde de S.

Ademas, podemos asegurar que 95 C S es cerrado en S, porque su complementario, S — 0.5

es abierto en S.

Figura 2.2: Todos los puntos de la esfera tienen entornos homeomorfos a B(0, 1).

Nota 4. La frontera de la semiesfera, Fr(5%+), considerando a S%Jr C R? y en R? la topologia
usual, coincide con la propia semiesfera. Es decir, F’I“(S%—i—) = S’%—'—. El borde 85’%+, segun la

definicion 4, coincide con el ecuador, que, a su vex, estd contenido en la semiesfera Sf .
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Definicién 5. Sea (S, 7Tg) es un espacio topolégico. Se dice que S es una variedad topoldgica

de dimensién 2 si, y solamente si:

» (5,7s) es Hausdorff y 2AN.

s Para todo x € S existe un entorno abierto de x, U, € Ef , existe un abierto ﬁw C R?
y un homeomorfismo ¢, : (Uy, Tslv,) = (Us, Tal 77.) (es decir, una aplicacién continua y

biyectiva, con inversa continua).

A los homeomorfismos ¢, : U, € S — ¢.(U,) C R? se les llama cartas o trozos (parches).
Y toda familia, o conjunto de cartas, {(U;, ;) : i € I}ier tal que S C Ujerpi(U;), se conoce

como atlas.

Proposicién 1. Si (S,Tg) es una variedad topoldgica 2-dimensional, entonces es una variedad

topoldgica 2-dimensional con borde (posiblemente vacio).

Demostracion. En primer lugar, por definicién, (S, 7Tg) es un espacio topolégico Hausdorff y,
ademds, un espacio 2AN. También, sabemos que dado x € S, existe un abierto U, € &, y existe
e : Uy €8 — ¢(Uy) =V, € R? homeomorfismo.

Sea § = . (x) € V, C R?. Entonces, sabemos que r > 0 tal que g € BF? (g,r) C Vg, ya que

Ve = 0.(U,) es abierto en R? con la topologia usual.

Ahora consideremos U, := o5 {(B¥(g,7)) C U,. Entonces, Colg, + Uz — B¥(q,7) es

también un homeomorfismo.

Sea Fj : B¥(g,r) — B®¥(0,1) con F(p) = 29 vp € B¥(g,r). Entonces, F5 es un
0.

T
homeomorfismo tal que Fg(q) =

Entonces, 1, 1= Fy, o0 ‘10x|UI U, — BR? (0,1) con y — (y) = Falpz(y)) = M es un

e(®)=0 _ 9-9 _

homeomorfismo tal que ¢, (z) = #= =

Se cumple la Definicion 3 y (S, Tg) es una variedad topolégica 2-dimensional con borde. [



2.2. Superficies poliedrales

2.2.1. Espacios métricos. Isometrias

En la presente subseccion, presentaremos los conceptos métricos necesarios en la definicién

de triangulo topolégico y superficie poliedral.

Definicién 6. El par (M, d) es un espacio métrico si, y solamente si, la aplicacién d : M x M —

R verifica:

1. d(z,y) > 0 para todo =,y € M.
2. d(z,y) = d(y,x) para todo x,y € M.
3. d(z,y) = 0 si, y solamente si, z = y para todo z,y € M.

4. d(z,z) < d(z,y) + d(y, z) para todo z,y € M.

A la aplicacién d : M x M — R se le denomina la métrica sobre M.

Definicién 7. Dado (M, d) un espacio métrico, tendremos la topologia inducida por la métrica

T4, que se define de la siguiente forma:

1. Dado z € M, se define la bola métrica B%(z,r) = {y € M tal que d(z,y) < r}.

2. U C M es abierto de 74 si, y solamente si, para todo x € U, existe r > 0 tal que
B(z,r) CU.

Definicién 8. Sea F C M. Sea (M, d) un espacio métrico. Entonces, (E,d|g) es un espacio
métrico (subespacio de M). Ademaés, sea (£, T |4 g) subespacio topolégico de (M, d). Es decir,

Tlae = TalE

Definiciéon 9. Una curva parametrizada o arco parametrizado en un espacio métrico
(M,d) es una aplicacién z : [a,b] C R — M continua. Se dice que 2 une los puntos p, ¢ € M si,

y solamente si, z(a) = p, z(b) = q.
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Definicién 10. Un espacio métrico (M, d) es linealmente conexo si, y solamente si, para

todo p,q € M, existe x : [a,b] — M un arco parametrizado con z(a) = p, x(b) = ¢

Definicién 11. La curva parametrizada = : [a,b] — M es simple si, y solamente si, = es
inyectiva. L C M es un arco simple si, y solamente si, existe x : [a,b] — M curva parametrizada

y simple tal que z([a,b]) = L.

Dado L C M, six : [a,b] = M es una curva parametrizada tal que L = x([a, b]), llamaremos

a x parametrizacion de L.

Definicién 12. Diremos que I' C M es una curva cerrada simple (arco) si, y solamente si,

existe una curva parametrizada, x : [a,b] — M, tal que:

2. z: (a,b) = M inyectiva, y z(t) # x(a) para todo ¢ € (a,b)
3. z([a,b]) =T

Definicién 13. Sea x : [a,b] — M una curva parametrizada en un espacio métrico (M, d).

Sea la sucesién o = {tg,t1,...,tm} C [a,b] tal que tg = a < t1 < ... < t;, = b. El conjunto de

estas sucesiones se denota como P([a, b]) (particiones de [a, b]).

Se define S(z, o) := Y"1 d[z(ti—1), z(t;)] siendo d[z(t;—1), z(t;)] la distancia entre z(t;—1) y
:L'(tl)

Entonces, la longitud de x es la menor de las cotas superiores:

Sa(z;a,b) = supaep () {S(@, a)}

Definicién 14. Sea (M, d) un espacio métrico y sea x : [a,b] — M la curva parametrizada,

diremos que z es una curva rectificable si, y solamente si, Sy(z;a,b) < oo.
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Definicién 15. Sea (M, d) un espacio métrico y sea A C M.

1. Diremos que un arco parametrizado z : [a,b] — M , yace en A si, y solamente si, z(t) € A
para todo t € [a, b].

2. El subconjunto A C M es métricamente conexo (o linealmente conexo) si, y sola-
mente si, dados x,y € A, existe x : [a,b] - M curva parametrizada rectificable tal

que
a) z(a) ==, z(b) =y
b) x(t) € A para todo t € [a,b].
M es métricamente conexo si, y solamente si, A = M.

Definicién 16. Sea f : (M,d) — (N,d') una aplicacién biyectiva entre espacios métricos. f

serd isometria si, y solamente si, d(z,y) = d'(f(x), f(y)) para todo z,y € M.

Nota 5. Sean (M?,d) y (R?,dg) espacios métricos. Sean Ay C M? y Age C R? métricamente
conexos. Definimos:
dg:R*xR* — R

(21, 22), (Y1, 92) = de((z1,22)(y1,42)) = /(y1 — 21)2 — (Y2 — 22)?

Se puede demostrar que di es una métrica y que Tq, = ERQ.

Ap y Age son isométricos si, y solamente si, existe f : (Anr,d|ay) — (Age,dplay,) iso-

metria si, y solamente si:

s Ay — Ag2 biyectiva.

» Para todo x,y € Ay, da,,(z,y) = dE|AR2 (f(z), f(y)
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2.2.2. Definicién de superficie poliedral

En éste capitulo nos ocuparemos del estudio de superficies desde un enfoque geométrico;
concretamente, nos centraremos en las superficies poliedrales. Ademas, estudiaremos definiciones
que nos permitiran construir las herramientas adecuadas para la consecucién de éste Trabajo
de Fin de Grado:

Definicién 17. Sea (M?,Ty;) variedad topolégica 2-dimensional con borde (posiblemente 0).
Supondremos que M es linealmente conexa, es decir, dados =,y € M, existe un arco simple

L C M que une z e y.

El conjunto G C M es un dominio simple si, y solamente si, G ~ B(0,1) C (R?, 7;R2). Es

decir, es homeomorfo al disco cerrado en (R2,Ty,).

Notemos que, si G es un dominio simple, entonces, G = dB(0,1) = ST # 0.

Definiciéon 18. Un tridngulo topolégico en M es un dominio simple 7' C M que contiene
tres puntos distintos x1, x2, x3 € 0T, llamados vértices, que satisfacen la siguiente propiedad:

oT = [.1‘2,1‘3] U [113‘3, l‘l] U [wl,l‘z]

donde Ly = [x9,x3], Le = [x3,21] y L3 = [z1, 2] son tres arcos simples disjuntos 2 a 2 excepto

en sus finales.

Los arcos Ly, Ly v L3 son los lados o aristas del tridngulo topoldgico T'.

20



Figura 2.3: Ejemplo de tridngulo topolégico. Los vértices x1,x2,x3 y las aristas del tridngulo

(coindicen con OT)

A continuacién, presentamos la definicién de triangulacién tal y como se encuentra en [3].

Definicién 19. Sea (M?, Tj/) una variedad 2-dimensional con borde. Una triangulacién de M
es un conjunto finito o numerable K de tridngulos topolégicos en M, que satisface las siguientes

condiciones:

1. Todo punto z € M yace en al menos un tridngulo 7' € K.

2. Todo punto x € M tiene un entorno V, € EZ—M tal que V NT # () para una cantidad finita
de tridngulos T' de K.

3. Dados T'y T" € K, tridngulos NO idénticos. Entonces, puede ocurrir una y sélo una de

las 3 opciones siguientes:

a) TNT = 0.
b) TNT = {p}, para un punto p € M.
¢) TNT' = L arco simple que es lado o arista de Ty T".

Los tridngulos topoldgicos que forman la triangulaciéon K se llaman caras de K, sus lados

se llaman aristas de K y sus vértices se llaman vértices de K.
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Figura 2.4: 1) Triangulacién de una esfera. 2) Triangulacién de un tetraedro. 3) Triangulacién
de un cubo. Los tridngulos azules representan las caras de la triangulacién. Estos, se repiten

hasta recubrir cada una de las figuras.

1 2 3

4

Un teorema esencial en el estudio de superficies poliedrales, es el siguiente (para su demos-

tracién, véase [4]):

Teorema 1. (Rado, 1925)

Toda variedad 2-dimensional con borde, (M?,Tyr), admite una triangulacion.

Nota 6. Sea (M2, Tyr) una variedad 2-dimensional con borde y compacta. Entonces, si K es una
triangulacion de M, |K| < co. Es decir, la triangulacion tiene un nimero finito de tridngulos.
Sean

ng = numero de vértices de K
n1 = numero de aristas de K

ny = numero de caras de K

Entonces, x(M) =ng —n1 +na2 NO depende de K. Este invariante, es conocido como la

caracteristica de Euler de M.
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Si M ~ S? es homeomorfismo, entonces x(M) =0 (OM =0).

Si M ~ B(0,1) es homeomorfismo, entonces x(M) =1 (OM = S ).

Ahora, ya conocemos las nociones necesarias para ofrecer la siguiente definicién de superficie

poliedral (ver [5]):

Definicién 20. Una superficie poliedral es la terna (M?,K, p) donde:

1. (M2, Ty) es una variedad topoldgica 2-dimensional con borde (posiblemente ().
2. K es una triangulacion de M.

3. p: M x M — RT es una métrica definida sobre M, tal que para todo T' € K, existe
una isometria f : (T, p|p) — (T, d%2|f), donde T'C R? es un tridngulo del plano euclideo
(R2,d).

4. Dada la curva v : [a,b] — M, tal que la longitud (y|7) < oo, definimos la longitud de ~

COIMo:

longitud(y) := Y _peg longitud(y|r)

donde ~y([a, b])NT # 0. Siendo, ademés, longitud(y|r) = f;”ﬂ’T”dt (la misma que proviene

de la métrica usual de R?).

Nota 7. Fl subconjunto M tiene una topologia Tas por ser variedad topoldgica 2-dimensional.
Por otra parte, M es un espacio métrico con la métrica p. Por tanto, también consideramos

sobre M la topologia inducida por la métrica p, TAZ. Suponemos que,
Tv =T,

Es decir, la topologia Tas es la inducida por la métrica.
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Nota 8. Unicidad Dada la superficie poliedral (M,K, p), un punto x € M es de uno (y

solamente uno) de los siguientes tres tipos:

1. Un vértice de K
2. Exziste T € K y existe LT una arista de T tal que x € L.

3. Eziste T € K tal que x € T — 9T (cara de K).

Figura 2.5: 1) 27 = O(x). 2) O1(z) =7, O2(x) =7

O

Nota 9. Sea (M,K, p) una superficie poliedral. Sea x € M un punto cualquiera de M. Sea

F ={Ty,...T,,} es el conjunto de caras de K que contienen a x.

Sea, para cadai = 1,...,m, ©;(x) el dngulo interior de la cara T; que contiene a x. Entonces:

1. Six €T — 9T para una cara (o tridngulo) de K, F ={T} y ©(z) = 2«

2. Si existe Lp una arista tal que © € Ly, entonces F = {T = Ty, Ta} y O1(z) = ,
Os(x) = .

3. Si x es un vértice, entonces existe un conjunto de caras, F = {1y, ..., Ty, }, con m > 2, tal

que x € T; para todo i = 1,...,m. Entonces tendremos el conjunto de dngulos interiores

{Oi(2) 1Ly
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Nota 10. Una definicion mds general de superficie poliedral, basada en el uso de la nocion de
”Superficie simplicial”, que, a su vez, surge de la nocion de ”complejo simplicial” en dimension

2, se puede encontrar en la Memoria de Habilitacion de K. Polthier (véase [6] y [7]).

Otra aproximacion a la nocion de superficie poliedral y equivalente o la presentada por

Polthier se puede encontrar en [3)].
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2.3. Curvatura de Gauss de una superficie poliedral

2.3.1. Definicién y enunciado del teorema fundamental

En esta secciéon vamos a dar la definicién de curvatura de Gauss de una superficie poliedral
en un punto y daremos, también, el enunciado del teorema fundamental de éste trabajo, donde

se caracteriza la curvatura de Gauss en un punto como el area de un poligono esférico.

Definicién 21. Sea (M, K, p) una superficie poliedral. Sea p € M un punto de M. Sea F =
{T1,...,T»n} (m > 1) el conjunto de caras tales que p € T; para todo ¢ = 1,...,m. Sea también
{0:(p)}™, el conjunto de dngulos interiores (si m = 1,6;(p) = 27. Si m = 2,01(p) = O2(p) =«
Sim > 2, p es un vértice de M).

Entonces, definiremos el angulo total en p como:

0(p) =320, 0i(p)

Sim = 1,2, entonces 0(p) = 2.

También, definiremos la curvatura de Gauss discreta de M en p como el defecto

angular:

Ka(p) =27 —0(p) = 27 — 3232, 0i(p)

Notar que si m =1 6 2, entonces Kg(p) = 0 con lo que Kg(p) sélo puede ser distinta de cero

si p es un vértice.

Definicién 22. Sea (M, K, p) una superficie poliedral. Sea un vértice p € M, con dngulo total

6(p), entonces:

El vértice p es euclideo si, y solamente si, Kg(p) =27 —0(p) =0

El vértice p es esférico si, y solamente si, Kg(p) = 2m — 6(p) > 0
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El vértice p es hiperbdlico si, y solamente si, K (p) = 27 — 0(p) < 0

Ejemplo 1. Todos los puntos de una cara o una arista son Euclideos.
Si el vértice p es esférico, entonces Kg(p) =2m — Y i, 6; > 0.

Como vemos en el ejemplo mostrado por la figura 2.6, Z?Zl 0;(p) < 2m.

Figura 2.6:

Ejemplo 2. Sip € M es tal que Kg(p) = 27 — 0(p) < 0, es decir, 2m < 0(p), entonces

estamos en una situacidn en la que Y ., 0;(p) > 2n. En el ejemplo mostrado por la figura 2.7,

S 6i(p) > 2m.

‘7: »
A and 4
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Ejemplo 3. Otro ejemplo es el mostrado en el siguiente dibujo. En éste caso, 0;(p) = § para
todo i =1,...,8, con lo que 6(p) = Z?Zl T=2myKg(p) =0.

Figura 2.8: 0; = 7 coni =1,...,8

Vamos a comprobar que la curvatura de Gauss discreta cumple la siguiente igualdad en un
vértice p (en los otros puntos es 0). Este teorema es el resultado fundamental que da sentido al
presente Trabajo de Fin de Grado. Con él, conseguimos una caracterizacion geométrica de una
curvatura de Gauss (en un punto) de una superficie poliedral que es, a su vez, coherente con la
correspondiente caracterizacién de la curvatura de Gauss en un punto de una superficie regular
en términos del limite de un cociente de dreas (véase el Capitulo 3 de [I] y, en particular, el

final de la seccién 3.3).

Definicion 23. Poligono esférico determinado por un vértice. En una superficie poli-
edral, (M, K, p), cada tridngulo de la triangulacién K posee un vector normal unitario. Estos
vectores normales unitarios se identifican con puntos de la esfera unitaria S?. Entonces, los
vectores normales a las caras que contienen a un vértice, determinan puntos en S? que, a su
vez, son los vértices de un poligono esférico P cuyas aristas son los segmentos de circulo méxi-
mo minimizante que las unen. Este poligono esférico tendra, en cada vértice/vector normal, un
angulo antihorario interior 8 definido como el dngulo formado por las tangentes a los circulos

maximos/aristas que confluyen en el vértice.
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Figura 2.9:

Definicién 24. Dada la esfera unitaria S?, el conjunto P C S? es convexo si, y solamente si,
dados p1,p2 € P, la geodésica minimizante (circulo méximo de longitud minima) ~,,,, que une

p1 Yy p2 estd contenida en P.

Teorema 2. (Teorema fundamental). Sea (M,K, p) una superficie poliedral. Sea p € M un
vértice de M tal que el poligono esférico determinado por p es convexo y tal que Kg(p) # 0.

Entonces, p es esférico y

donde P es el poligono esférico convero determinado por el vértice p, cuyos vértices son los

vectores normales, N;, a las caras que contienen a p, coni=1,..., k.

La demostracion de éste teorema, requiere 3 resultados previos sobre geometria esférica, que
estudiaremos en la siguiente seccién. Pero antes, para ilustrar la coherencia de éste resultado
con lo que ocurre en el caso de la curvatura de Gauss de una superficie regular, apuntamos aqui

que en éste caso tenemos el siguiente Teorema (véase la Proposicion 2 de la seccién 3.3 del libro

[11):

Teorema 3. Sea S C R? una superficie reqular. Sea p € S tal que la curvatura de Gauss es
Kg(p) #0. Sea V C S un entorno conexo de p donde Kg no cambia de signo. Entonces:
/

, A
[Ka(p)| = lim —
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donde A es el drea de la region B C V C S que contiene a p, A’ es el drea de N(B), N : S — 5%
es la aplicacion de Gauss de S y el limite se toma a través de una sucesion de regiones By, que
converge a p en el sentido de que cualquier bola en R® (intersectada con S) alrededor de p

contiene a todos los By, para un n lo suficientemente grande.

30



2.3.2. Algunos resultados de la geometria esférica

Definicién 25. Una luna sobre la esfera S? es un poligono esférico cuyos 2 lados son 2 se-
micirculos maximos que se cortan en sus vértices. El angulo de la luna es el dngulo entre sus

dos lados.

Definicion 26. Una cuna es la union de las 2 lunas determinadas por 2 circulos maximos.

Figura 2.10: A la izquierda, podemos apreciar un ejemplo de luna. A la derecha, un ejemplo de

cuna.

Lema 1. En una esfera de radio r, el drea de una luna, cuyo dngulo mide 0 radianes, es 20r2.

Demostracion. Dada una luna L, con dngulo 6, al rotar (en sentido antihorario) un dngulo «
esta luna L, obtenemos otra luna, Lq, de dngulo 6, con el mismo tamano y forma que L y, por

tanto,
Area(L1) = Area(L)

;Cuantas lunas de angulo #, Ly, recubren toda la esfera S2? Este nimero es %’r. Entonces,

Area(S?) = Area(Ly) 2%

4mr? = Area(Lg) 2%
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Figura 2.11:

- =4a
7S

N4

Luego
Area(Lyg) = 2m6r? = ——

d

Proposicién 2. Sea T C S? el tridngulo esférico con dngulos interiores oy, o, y as. Entonces,
A(T) =1 +tayt+az3—T7

(suponemos que los vértices de T' estan todos en una semiesfera,).

Demostracion. Sea ANABC el area del triangulo comprendido por los vértices ABC. Tengamos
ahora:
Area(Ly) = Area(luna(BAB'C)) = AABC + ANAB'C

Area(Ly) = Area(luna(ABA'C)) = AABC + AA'BC
Area(Ls) = Area(luna(CBC'A)) = AABC + AABC'

Pero, por simetria antipodal, AA’BC = ANAB'C’.

Ademsds, sabiendo que estamos en la esfera 512 (con r = 1) podemos determinar que:
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Figura 2.12: A la izquierda la luna Ly = BAB'C, al centro la luna Ly = ABA'C' y a la derecha
la luna L3 = CBC'A

Area(luna(ABA'C)) = 2a; = Area(Ly)
Area(luna(BAB'C)) = 2as = Area(Ls)
Area(luna(CBC'A)) = 2a3 = Area(Ls)

Figura 2.13: Sea el tridngulo esférico ABC con angulos a1, ais, ag. Se observa que «y es el angulo

de L1, as es el dngulo de Lo y a3 es el angulo de L3
C
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Entonces, como Area(S?) = 47 entonces (ver figura 2.14) tenemos:
Area(Ly) + Area(Ly) + Area(Ls) =

2001 + 209 + 203 =
3AABC + ANAB'C'+ ANAB'C + AABC' =
2AABC + ANABC + AAB'C' + AAB'C + AABC' =
2AABC + %A’rea(S%) =
2AABC + 21

Luego,
ANABC =oa1+ag+az—m

Figura 2.14: La suma de las 4 4reas es la media esfera $A(S7) = 347 = 27

d

Observacién 1. Si P C S? es un poligono de vértices vy, ..., v, convezo, entonces, dado p € P
un punto p del interior P, tendremos n arcos de circulo mdximo de longitud minima, uniendo

Py, pu; cont=1,..,n.

Como consecuencia, el poligono puede ser triangulado (dividido en tridngulos cuya union

disjunta es P) con los tridngulos {v@l}?;ll Y Uppv1 (ordenamos vi, ..., v, en sentido horario).
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Figura 2.15: Las triangulaciones 01 pvs, Uapv3 v U3pus corresponden a v;pvir; para i =1,2,3.Y,

’ . .z —_— —_—
ademas, la triangulaciéon vgpvi corresponde a v,pvy para n =4

\'/

V1

V3

v4

Proposicién 3. El drea de un poligono esférico convezo P C S%, con dngulos interiores anti-

horarios 81, ..., Bn, viene dada por:

A(P) = (2—n)7r+25i
=1

Demostracion. Damos una demostracién del caso convexo. Otra demostracién para el caso
convexo es la de [9]. Para el caso no convexo, en [§] se asegura, sin demostracion, que la férmula

es valida en el caso en que P pueda ser triangulado.

Sean vy, ..., v, vértices de P, con dngulos f1, ..., Bn. Sea p € P un punto del interior de P.

Como P es convexo, conectamos p con cada vértice v; con ¢ = 1, ..., n, obtendremos:

n arcos de circulo maximo uniendo p y v;, pv;.

.7 7’ . —_— . —_—
n triangulos esféricos v;pv; 11 coni=1,...n— 1y v,pv1.

Cada uno de estos tridngulos v;pv;;1 posee angulos interiores a’i,aé y aé, donde 7 =
1,2

g Ly eee

,n — 1, y, también, el tridngulo v,,pv;;1 con af,al y af.
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Entonces, Area(P) = 31" Area(vipviy1) + Area(v,por)

Ademds Area(vipvir1) = o +ab+as—mconi = 1,...,n—1y Area(v,pvr) = a}+al+af—.

Con esto en cuenta, seguimos con la demostracion, sabiendo que los dngulos interiores de
V1PU1 Y UnpU1, {ad, ab}™ ;v los dngulos interiores {$3;} del poligono P estdn relacionados por

las expresiones:

a5+ af = B2
oz%—ka‘z’:ﬁg
a3 +af =By
a5+ af = fs
a3 +aj =B

Ademés, la suma de los dngulos {4}, es de 360.

Generalizando, por tanto, nos queda que:

ozéfl +a} = B; para todo i = 2,...,n

al +al = py

Con lo que

Area(P) = Y07 Area(vipvir) + Area(v,pur) =
Sital fah+ab—(n—Dr+af+af +af —m=
od+att+ait+at+ai+ai+. ol ol oy ot ol —nr =

Bo+ B34 .t Bn+ L+ > 1y oy —nw =
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B14+ B+ ...+ Bn+2r —nm=

Bi+Ba+ ..+ B+ (2—n)m

Figura 2.16: Sean v; los vértices y o} con n = 1,2,3 los dngulos

Podemos observar que, al ser af + aé + ag > 7 para todo i = 1, ..., n, entonces se tiene que

Area(P) = (2 —n)m + i Bi > 0.

=1
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2.3.3. Curvatura de Gauss como area. Demostracién del T2 fundamental.

En esta seccién vamos a dar una demostracién del teorema fundamental, basado en los

resultados de la seccion anterior:

Teorema 4. Sea (M, K, p) una superficie poliedral. Sea, también, p € M un vértice de M tal

que Kg(p) # 0 y el poligono esférico determinado por p es convero. Entonces, p es esférico y

Siendo P el poligono esférico convero cuyos vértices son los unitarios normales a las caras que

contienen a P, con N; coni=1,..., k.

Demostracion. Vamos a modelizar la demostracién sobre la situacién descrita en la figura 2.17,
donde el vértice p pertenece a 5 caras. El razonamiento que vaeremos NO depende del niimero

de caras, con lo que la demostracién es valida en general.

En esta misma figura, 2.17, consideramos el vértice p de la superficie poliedral M, que

pertenece a las caras C1,Cy, ..., C5. Ademds, suponemos que k(p) # 0.

Sea a5 = Z(Es1, F54), donde Esq4 es la arista comin a Cy y C5 y, por ende, Es5; es la arista

comun a C5 y Cf.

Figura 2.17:

E51
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Ademsds, podemos nombrar N; como el vector normal unitario a la cara Ci, N4 como el

vector normal unitario a la cara Cy y N5 como el vector normal unitario a la cara Cj.

Démonos cuenta que, por ejemplo, N5 resulta en un punto de la esfera S?. Ocurre asf también
con los demds N;. Si, tomando esto en cuenta, consideramos unir los puntos Ni, No, ..., N5
mediante los circulos méximos de la propia esfera S7, obtenemos el poligono esférico P, cuyas
aristas son los trozos de circulo maximo entre los puntos NN;. Es el circulo esférico determinado

por el vértice p.

Sea gn,n, €l arco de circulo maximo entre N5 y Ny (curva geodésica). Sea también la
tangente, T54 a la mentada geodésica, gn;n,, en N5. Entonces, como T54 es tangente a S% en

N5, tendremos que Ts4 | N5, que es un vector normal a S%, en el mismo punto Ns.

Veamos la representacién del poligono esférico, donde los vértices N1, Na, ..., N5 tienen angu-
los interiores B, B9, ..., Bk, que corresponden con los angulos que forman las tangentes a los

circulos maximos que los unen.

Figura 2.18:

Vamos a relacionar al déngulo interior a5 de la cara Cs con el dngulo interior S5 (que es igual
a Z(T54,T51)) del poligono esférico entre T54 y T51. Debemos notar que el dngulo interior entre

los circulos maximos (artistas) que unen N5 y Ny, es el dngulo entre las tangentes a estas aristas
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T54 v Ts1. Veremos que as = I — G5.

Sabemos que T54 € II, plano que contiene a 0 y a los puntos de la esfera N5 y N4. Entonces,
— ——
T54 € ({0N4,0N5})r = ({ N4, N5})r, siendo ({4, N5})r es subespacio director del plano II.

Figura 2.19: Plano que contiene a 0, N5, Ny y w. La curva verde hace referencia al circulo

maximo gnsn,-

Por otra parte, N5 L Es4 porque N5 L Cs5y Esq4 C Cs, ademds Ny 1 Esq porque Ny L Cy
y FEs4 C Cyq Ademas, Ny y N3 son linealmente independientes, porque si no lo fueran, entonces,

existiria un A € R, con A #£ 0 tal que N5 = AN, y, por tanto, al ser unitarios,

[[Ns[| = 1= [A[[[Na]| = ||

con lo que A = £1 y entonces, Ny y N5 serdn normales a la misma cara. Es decir, Cy = Cs,

hecho no posible, pues suponemos que Cy # Cj5 (son distintas).

Entonces, como T4 € ({N4, N5})r, N5 L Es4 y Ny L Ejs4, tenemos, para concluir, que
T54 L Esy.

Mediante el mismo razonamiento, si definimos T5; como la tangente a la geodésica (circulo

méximo) uniendo N5 Y Ny, concluimos que T51 € ({ N1, N5}) y que T51 L Ej;.
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Figura 2.20: La bisectriz divide el angulo a5 en 2 mitades iguales

E54 E51

Ahora, dividimos la cara C5 usando su bisectriz y ponemos los vectores libres N5 (perpen-

dicular a C5), T51 Y T54 apoyados en un mismo punto de la bisectriz mentada.

Tenemos, por tanto, dos triangulos:

a5 T

T, con base T54 y lados Ejs4 y la bisectriz. Sus angulos son <, 7, ag, de forma que

a5+7r+
P — a:
g T Te=T

Ty, con base T5; y lados Ejs; y la bisectriz. Sus dngulos son <, a1, 7, por lo que llegamos a

Oé5+ +7T
—tat+ =7
2 175

Entonces, uniendo ambas conclusiones, nos queda que

S Lt + D ra 42 =2
as 7 as T on
g "o Ty Ty

as+ o1 +a+m7 =271
a5:7r—(a1+a2)
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Pero a; + g es igual al dngulo entre Ts4 y T51, es decir, ag + ag = ZL(T54,T51) = Bs, el

angulo interior del poligono esférico P, en el punto/vértice N, luego
a5 =T — BN5

Hemos demostrado que si P es el poligono determinado por el vértice p, contenido en las caras
de la triangulacién {711, ...,Tx}, y si a1, ...,ax son los angulos de T1,...,T; y Si, ..., Bx son los

angulos interiores del poligono P, entonces, para todo i = 1, ..., k tenemos:

a; =T — BN,

Entonces, aplicando la Proposicién 3 de la subseccién 2.3.2 al poligono P convexo con

vértices N1, ..., N; y angulos interiores Sy, ..., By, para calcular su drea:

k
AP)=(2-Kk)r+ ) By, =
=1
k
:(2—k)ﬂ'+2ﬂ'—ai:
=1

k
:27T—k7r+k7r—zai:
i=1

k
=27 — Zai = Kg(p)
i=1
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Capitulo 3

Conlusiones

Para finalizar, se presenta un breve resumen a través de una valoracién personal de la

estancia en practicas y el trabajo de fin de grado.

3.1. Estancia en practicas

La estancia en practicas ha supuesto un culmen formativo con respecto a mis estudios en el
grado de Matematica Computacional. Atin no habiendo estudiado directamente las herramientas
que se precisaban para la elaboracion de los proyectos de précticas, los conocimientos adquiridos

durante el grado han propiciado un aprendizaje agil y fructifero.

Aprender de manera practica como funcionan los mecanismos de desarrollo web, como
HTML, CSS y PHP, asi como la estructuracién de datos mediante MySQL, supone una ba-
se excelsa para propulsar un comienzo profesional. Es mas, no sélo he podido aprender los
lenguajes de programacién y cémo interactuaban entre ellos, sino también la manera correcta

de planificar un proyecto, estructurarlo y acotar su consecucion en unos margenes temporales.

Logré cumplir los objetivos propuestos antes de finalizar la estancia, por lo que no sélo he
dispuesto de tiempo para descubrir los entresijos de la parte back-end de los proyectos, sino

también la parte del front-end, con las nociones necesarias para la presentacién de proyectos
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profesionales, asi como el aprendizaje de algunos conceptos importantes del marketing online.

A pesar de no poseer formacién, més que un estudio autodidacta, los objetivos se han ido
cumpliendo en los plazos estimados. Asi pues, el aprendizaje durante el grado de Matemadtica
Computacional, supera de lo estrictamente académico, pues, también se favorecen competencias
muy importantes en el mundo laboral como la capacidad de bisqueda y asimilacién de nuevos

conceptos.

Por supuesto, el ambiente de trabajo ha sido excelente pues, pese haber trabajado desde
casa debido al COVID-19, la atenciéon que se me ha prestado ha sido idénea para motivar los

objetivos a cumplir.

Puedo concluir, entonces, mi estancia en practicas ha sido satisfactoria. No sélo por haber
sido preparado para combatir los objetivos propuestos antes de las cotas de tiempo fijadas, sino
por aprender herramientas tecnoldgicas de gran importancia en el mundo actual que, sin duda,

pueden favorecer mi futuro profesional.

3.2. Memoria TFG

Esta memoria TFG se adentra en una rama de las mateméticas relativamente reciente,
conocida como Geometria Diferencial Discreta. El propdsito de éste trabajo es el de dar una
definicién de superficie poliedral y de la curvatura de Gauss de una superficie poliedral, ofre-
ciendo una descripcion de ésta curvatura de Gauss. Durante la memoria, se prestan conceptos
aparecidos durante el grado en Matematica Computacional, concretamente en asignaturas co-
mo Fundamentos de Geometria, Geometria Diferencial y, como cimientos muy sustanciales,

Topologia.

A través de un marco topoldgico, definindo la nocién de variedad topoldgica con borde,
emprendemos un camino hacia los fundamentos mas esenciales de las superficies poliedrales. Es,
entonces, donde presentamos las principales propiedades de dichas superficies. Este analisis, nos
sirve para reestructurar las superficies y entenderlas como un conjunto de triangulaciones; esto

es: vértices, aristas y caras.

46



Una vez sustentadas las definiciones y, con algtiin ejemplo clarificador, desembocamos en el
teorema fundamental de éste documento, encargado de ofrecer una descripcién de la curvatura
de Gauss en un punto de una superficie poliedral. Este enfoque, impregna con otra esencia los
conceptos sobre Geometria Diferencial y, especificamente sobre la curvatura de Gauss, vistos
durante el grado. Ahora, estamos preparados para codificar las superficies poliedrales mediante
triangulaciones y sus propiedades. Por otra parte, usaremos la geometria esférica para com-
prender, a través de conceptos como el de luna y cuna, la curvatura de Gauss de una superficie

poliedral como &rea.

Este trabajo, por tanto, pretende sacar al escenario conceptos de Geometria Diferencial vistos
durante el grado y, mediante otras herramientas geométricas, entender su comportamiento y,
ademas, establecer una vision hacia el modelado 3D y cémo la computacion de hoy en dia es

capaz de redefinir el concepto de superficie.
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