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Resumen

Estamos inmersos en la era de la informacion y la comunicacién. Esta comunicacién debe
proceder de forma segura. Asegurar esta comunicacion parte de tres criterios fundamentales:
integridad, disponibilidad y confidencialidad. El trabajo que se expone a continuacion tiene
como objetivo la integridad de los datos.

Al viajar la informacién por un canal, se producen unas interferencias llamadas ruidos. Esto
produce ciertos errores y borrados dentro de la informacién que enviamos, lo que produce fallos
en la comunicacién. La solucién que se ofrece parte de como generar los cddigos que vamos a
enviar por el canal.

La informacion se puede dotar de estructuras matemadticas, en concreto de estructuras al-
gebraicas. Al hacer esa dotacién, generamos isomorfismos con estructuras ya conocidas, por lo
que se heredan las propiedades. Asi es como se consigue poder, a través de métodos algebraicos,
recuperar informacién perdida dentro de un proceso comunicativo.

Por otro lado, en el desarrollo en practicas, se ve una aplicacién real de la disponibilidad de

la informacién. Se debe buscar la instantaneidad de los datos para el trabajo en tiempo real,
asi como la capacidad de acceso multiple al sistema sin perdidas de calidad de servicio.
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Capitulo 1

Introduccion

Cada dia, aumentan el uso de tecnologias inteligentes, capaces de generar y transmitir miles
y miles de datos. Estos datos viajan por las redes, ya sean estas locales (LAN) o globales
(Internet), que estan llenas de ruido. En este movimiento de datos, para evitar errores y fallos
en la informacién, se necesita de una respuesta contundente y eficaz. Este proyecto se basa
completamente en el manejo de datos, su disponibilidad y su integridad.

Dentro de la informética se ha buscado siempre la velocidad, ya sea de computacién de datos
o de acceso a las redes (informacién viajando a la mayor velocidad posible). Y es que, poder
manejar datos con presteza, se ha convertido en una de las tareas mas significativas dentro de
la informatica.

En el ambito concreto de la empresa, nos centramos en el manejo de datos en tiempo real
para su impresién en pantalla. Y es que la informacién es poder'. Tener la disponibilidad de
los datos de una planta ceramica (al igual que de cualquier otro dmbito laboral), supone un
beneficio logistico muy relevante.

Cuando manejas informacién, esta se puede alterar para mandarla por un medio. Este tipo
de alteraciones se conoce como codificacién de la informacién. Un emisor codifica un mensaje,
lo lanza por un medio, y lo recibe el receptor, este lo decodifica (si no lo hiciera, no tendria
acceso a la informacién) y lee el mensaje. Este tipo de comunicaciones es la que se emplea hoy
dia. Este proceso se lleva a cabo de esta forma para que nada ni nadie interfiera entre emisor y
receptor.

"Frase atribuida a Hobbes en su famosa obra El Leviatdn.
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Capitulo 2

Estancia en practicas

2.1. Introduccion

La estancia en practicas se ha desarrollado en el Instituto de Tecnologia Ceramica (ITC),
un convenio nacido de la cooperacién entre la Universidad Jaume I de Castellé (UJI) y la
Asociacién de Investigacion de las Industrias Cerdmicas (AICE) que, a través de dicha sinergia
entre la universidad y la empresa, dan respuesta a las necesidades de las empresas cerdmicas
espanolas.

Esta empresa tiene dos sedes diferenciadas, la primera en la propia universidad, dentro del
campus; la segunda, en Almassora, en el poligono industrial SUPOI-8, siendo este segundo lugar
el empleado para el desarrollo de la estancia en practicas. Fueron realizadas en el departamento
de Desarrollo de Tecnologias y Procesos Industriales.

2.2. Objetivos del proyecto formativo

Se buscaba la ingesta masiva de datos generados por un Gemelo Digital, esto es una re-
presentacién de modelos fisicos en una maquina virtual. Este Gemelo Digital fue creado para
simular, de la forma mas ajustada posible, una planta ceramica en funcionamiento.

Este sistema lanza datos en forma de logs, que son grandes cantidades de datos en forma de
traza textual, los cuales contienen informacién detalla de consumos, productividad, etc. de cada
una de las maquinas, en un instante de tiempo concreto, dentro del modelo generado del Gemelo
Digital. Estos datos deben ser leidos y dispuestos segin la forma acordada para el proyecto.

11



Todos los datos generados y leidos se deben almacenar en una base de datos apropiada para
el uso que se les quiere dar. En este caso se empleé MongoDB como base de datos. Esta base de
datos es de tipo no relacional, orientada a documentos. Por tanto, surge una necesidad, cambiar
la base de datos relacional por la nueva base no relacional, es decir, se debia migrar la base de
datos.

La consecucién de cada uno de estos tres objetivos, ingesta de datos, transformacién y pre-
procesamiento y, finalmente, el almacenamiento correcto en la base de datos correspondiente, es
lo que dara como resultado un Scraper de datos. Un Scraper es un cédigo, en este caso escrito
en Python, que recolecta datos de los logs del Gemelo Digital y los guarda en la base de datos
de MongoDB tal como se requiere para su posterior consulta o uso en otros programas.

Una vez se tienen disponibles los datos necesarios en la base de datos, se toman estos para
generar un Dashboard. Un Dashboard es una herramienta de gestiéon de la informacion que
monitoriza, analiza y muestra de manera visual los datos que hemos recopilado para hacer un
seguimiento del estado de cada una de las maquinas y procesos de la representacion de la planta
cerdamica. Este toma los datos desde la base de datos de MongoDB y las presenta en una web
de caracter local. Un ejemplo es el de la figura 2.1

Para terminar, se buscaba lanzar varios Gemelos Digitales de forma simultanea. Una ejecu-
cion paralalela de todos ellos, donde el Scraper de cada uno guarde los datos sobre una misma
base de datos, gestionada por un uUnico administrador. Para esta tarea se requiere un registro
previo, que permite a un usuario tener acceso Unicamente a su parte de la base de datos y no
a otras, dejando los privilegios al administrador.

2.3. Explicacion detallada del proyecto realizado en la empresa

Dado el volumen de tareas, separaremos cada una de ellas y las estudiaremos en detalle.
Asi conseguiremos profundizar tanto en la metodoloia que ha llevado este proyecto como en el
funcionamiento concreto de cada recurso empleado y la razén por la que se elegié.

Cabe destacar el caracter confidencial de este proyecto por lo que no se mostraran aspectos
técnicos relacionados con el mismo directamente. No aparecerd el codigo real, solo las ideas
aproximadas, esquemas y herramientas empleadas para el desarrollo del proyecto.

Se definen ahora las herramientas que vamos a emplear. Entre estas herramientas destacan
las siguientes:

= Gemelo Digital: Esta herramienta es de gran importancia en el proyecto. Un Gemelo
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Digital es una representacién virtual de un proceso fisico en tiempo real. Este Gemelo
Digital representa una fabrica ceramica completa. Lanza los datos que representan cada
proceso dentro de la fabricacion de una planta ceramica. Los datos que lanza estan relacio-
nados con la productividad y el consumo, asi como datos relacionados con los érdenes de
fabricacién o porcentajes de acabado de dichos 6rdenes. El Gemelo Digital sera la fabrica
que se va a analizar a través del Dashboard.

s Python: Este es el lenguaje de programacion que se va a emplear para la resolucién com-
pleta del proyecto. Se elige este lenguaje por encima de otros debido a su gran versatilidad,
facilidad de uso y aprendizaje y por la gran cantidad de librerias que tiene para un uso
especializado. La libreria que empleamos, entre muchas otras, es Pymongo. Destacan otras
como JSON o Pandas. El entorno de desarrollo sobre el que se trabaja es PyCharm, por
su facil acceso.

» MongoDB: Todo proyecto que busca trabajar con datos, se debe apoyar en una buena
base de datos. La que se eligié para el proyecto fué MongoDB. Una base de datos orientada
a documentos, lo que permite almacenar datos semi-estructurados. Esto vale para alterar
libremente las bases de datos a lo largo del proceso de fabricacién. Se eligié esta base de
datos debido a la gran escalabilidad que posee.

Con todas las herramientas claras, se puede comenzar a detallar los pasos seguidos durante
el proyecto, los tiempos de los mismos, asi como las ideas que se han tenido a lo largo de dicho
proyecto.

2.3.1. Metodologia y definiciéon de tareas

— PyCharm
— Pymongo
— JSON

— Pandas

Librerias —

— Python g Clean
e — OFs
Cdieo I — SectionUpdates
L— Agreggations
Dashboard —
— OFs

— SectionUpdates

Colecciones — —
— Produccién

— Consumo
— Add Fields
— Match
— Group

L MongoDB

Consultas —

L Merge

Este esquema representa una jerarquia completa del proyecto, donde cada parte a desarrollar
necesita todas las anteriores. Procedemos ahora a la explicacién completa de cada una de las
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partes.

Como se ha comentado anteriormente, el lenguaje de programacién utilizado a lo largo de
todo el proyecto es Python, se ahondard ahora en las librerias.

= PyCharm: No es una libreria, este es el entorno de desarrollo. PyCharm permite trabajar
facilmente, con una jerarquia bien definida. Permite un cémodo desarrollo de cédigo con
la predicién de texto y métodos guiados. Un ejemplo del entorno es la figura 2.2. Otra
de las ventajas, es la descarga y uso de las librerias. Para descargar una libreria y poder
usarla, lo primero que se hace es ir a File — Settings — Project: (Nombre Proyecto) —
Project Interpreter y donde aparece el simbolo + en la figura 2.3 se anaden las librerias
que se deseen.
Para usar la libreria una vez descargada, dentro del cdédigo de programa, se escribe el
comando tmport (Nombre de la libreria). Desde este punto, se podran emplear los
métodos y funciones que dicha libreria tenga implementados.
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Figura 2.1: Ejemplo de un Dashboard

Project Status Dashboard Project Name [T Careermap ~ Project Phase 5 selected

Project Cost Performance Actual Cost Project Performance

2

$93,332 $0.87

$46,666.00 $41,579.40

Time Vs Project phase Project Phase % Completed

56

v

Timeline Vs Resource Capacity
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Figura 2.2: Ejemplo del IDE PyCharm

= P ion_| [C:A\Users\Carlos de Luca\PycharmProjects\P_M] - ..\Division_| \Programa_Pricipal_Div_| py [P_M] - PyCharm - = IEEN
File Edit View MNavigate Code Help
= e > & Gt W v ok Q
= Project @ T & — | i Programa_Pricipal Div_Polinemiospy - | i prucbas_operaciones.py * | i Liderespy * | i@ Objeto_ Polinomio.py | i@ Ordenaciones_Polinomics.py * | iA Operar_Monomios.py * |
E
=~ BEP_M CUsers\Carlos de Luca\PycharmP| £ B 1mport ...
E > CNA s
> [0 CursoMatplotlibBylBM orden = orden_graduade_lex
~ [ Division_Polinomial :

@ Lideres.py

% Objeto_Polinomio.py

& Operar_Monomios.py 1

# Ordenaciones_Polinomios.py

& Programa_Pricipal_Div_Palinomio

= pruebas_operaciones.py o

> [0 Modelo_Kepler

v Modelos_Poblacionales
A _init_.py
 fiabilidad_modelo.py

% modelo_logistico.py

& modelo_maltus.py .
5 madelo_regresion.py =
@ ModelosPoblacionales.py 248
> I Presa-Depredador

Python Console

P 2 |

» Fythom 3.7.0 (v8.7.0:1bf8ccS093, Jum 27 2018, 04:59:51)

monomial ([2, 3, 1, 11}

Tonordal ([1, 2, 0, -11}

m3 = monomial ([0, 3, 0, 11)

p = pelinomial([ml,m2,m3])

P = orden(p)

print{"Estos son monomios del polinemic p')

for i in range(len(p.f)):
print(p.£[i].coeficiente, p.£[i].mon mo)

m
m2

n11 = monemial{(l, 1, 1, 1])

n12 = ponomial([2, 0, 0, 11}

g1 = polinomial{[nll,n12])

g1 = orden(gl}

print{"Estos son monomios del polinomic 2"}

for i in range(len(gl.f)):
print(gl.£[i].coeficiente, gl.f[i].mon mo)

[MSC v.1914 64 bit (AMD64)] on win32

(¢ "C:\Brogram Files\BythondT\python.exe™ "C:\Users\Carlos de Luca\RppData\Roaming\JetBrains\PYCharm Equ 2018.2\RelPers\Bvdev\Ey > 53 Special Variables
H
Python 3.7.0 (v3.7.0:1bf%c5093, Jun 27 2018, 04:59:51) [MSC v.1914 64 bit (AMD64)]

H 2 version Control 4% Python Consale

[0 Error Loading Project: Cannot load module Algebramigiiis Details... (s minute ago) ' Updating skeletons for C:\Program Files\Python37\python.exe.

1:1 CRLF* UTF-8% Git: master ¢ T &2
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[P | Settings
Q- Project: Programacion_Matemati... * Project Interpreter For current project
> Appearance 8 Behavior Project Interpreter: Python 3.7 =
Keymap
5 Editor Package Version Latest version +
) Jinja2 2111 - 3.01
FIps MarkupSafe 11 201
> Version Control Pygments 2.6.1 A 290
~ Project: Programacion_Matemati... QtPy 1.5.0 1.0 ®
- Send2Trash 1.50 4 171
sohtp 262 + 374p0s0
Project Structure async-timeout 3.01 3.0
> Build, Execution, Deployment attrs 1930 A 2120
autobahn 20.3.1 A 2131
> g piliorsams backcall 0.1.0 - 020
» Tools bleach 3.1.1 4 331
cffi 1140 ~ 1146
chardet 3.04 400
colorama 0.4.3 044
cryptography 2.8 . 347
cycler 0.10.0 0.10.0
decorator 442 4 509
defusedxml 0.6.0 A 071
entrypoints 0.3 03
idna 29 A 32
importlib-metadata 150 A 463
ipykernel 514 603
ipython 7130 A 7.26.0
ipython-genutils 0.2.0
ipywidgets 751 - 763
Jjedi 0.16.0 A 0,180
Jjoblib 1.0.1 1.0.1
Jjsonschema 320 3.2.0
jupyter 1.00 1.0.0
o Concel

Figura 2.3: Pagina de configuracion para insertar nuevas librerfas en PyCharm

s Pymongo: Esta libreria es la que permite trabajar con las bases de datos de MongoDB

desde Python. La documentacion de esta libreria se puede encontrar en Pymongo Docs o
en la url https://pymongo.readthedocs.io/en/stable/.

La clave del uso de esta libreria es su secuencialidad, es decir, siempre sigue unos mismos
pasos. El primero de ellos es conectarte a la base de datos. Para ello se debe saber que
una base de datos en MongoDB tiene un cliente. Un cliente es el host asociado a un banco
de bases de datos. El usuario que tiene permiso absoluto sobre el cliente se denomina
root. Dentro del cliente puedes tener diversas bases de datos. Los usuarios con permisos
absolutos sobre las bases de datos se denominan Administradores o Admins. Los que no
disponen de dichos permisos se conocen como Usuarios o Users. Para acabar, cada base
de datos dispone de distintas colecciones. Estas colecciones se componen de documentos,
que es la unidad minima de informacién de MongoDB. Un ejemplo de conexiéon a una
coleccion seria:
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import pymongo #importamos la libreria completa

#inicializamos el cliente y lo cargamos
#como variable
client = MongoClient (’mongodb://localhost:27017/")

#cargamos en una variable la base de datos
#usando la variable client
db = client [’ test—database ’]

#se aplica el mismo procedimiento para la coleccion
collection = db[’test—collection ’|

#ejemplo de documento, diccionarios o elementos JSON
post = {”author”: ”Mike”,
"text”: "My first blog post!”,
"tags”: [”mongodb”, "python”, ”pymongo”],
"date”: datetime.datetime.utcnow ()}

collection .insert_one (post) #ejemplo de insercion
#de un documento

iiia

A partir de aqui, el resto de trabajo que puede realizarse a través de esta libreria, se
realiza con las funciones de Pymongo. Las funciones que pueden realizarse, se relatan en
la documentacién mencionada anteriormente.

JSON (JavaScript Object Notation): Es un formato de intercambio de datos de caracter
ligero, sus documentos pesan relativamente poco. Cuando se habla de pesos, se habla
de tamanos de archivo. Cuanto més grande sea un archivo, mas pesado serd y mayor es
el coste de trabajar con tal archivo. Por este motivo se ha elegido como fuente de los
documentos los archivos JSON.

Ademas, es un tipo de documentos que son sencillos de escribir (como diccionarios en
Python) y de leer (de forma andloga a la anterior). La estructura completa de un archivo
JSON se describe en la figura 2.4. Como puede observarse, este tipo de elementos encajan
a la perfeccién con la estructura de documentos de MongoDB. Para poder leer grandes
cantidades de estos documentos, asi como para poder generarlos, se debe apoyar el proyecto
en la 1ltima libreria descrita en nuestro esquema, Pandas.

Pandas: Es una libreria especializada en el manejo y andlisis de estructuras de datos. Se
basa en las estructuras de otra libreria llamada Numpy. Se ha elegido esta libreria por la
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object
— 1) whitespace r@—b

r , whitespace string

L whitespace —@— value —<
J

Figura 2.4: Esquema de objeto JSON

facilidad que existe a la hora de transformar DataFrames en objetos JSON. Esto se hace
de una forma directa. Con una orden es suficiente para poder realizar tal transformacion.
A continuacién se presenta un sencillo ejemplo de transformacién y lectura de un Data-

Frame a JSON.
e

import pandas as pd
import json

#Ejemplo de creacion de un DataFrame

DF = pd.DataFrame( [[”a”, "b"], [?c¢”, 7d"]],
index=["row 17, "row 27],
columns=["col 17, "col 27],

)

#Transformacion en una sola linea. Si cambiamos la
#orientacion , cambiamos la disposicion del resultado
result = DF.to_json (orient="index”)

#Cargamos el archivo JSON para su lectura
parsed = json.loads(result)

#Y lo mostramos por pantalla
json .dumps(parsed , indent=4)

19
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El resultado se sigue como:

"row 17: {
”COl 177: ”a” ,
77CO1 277: 77b77
I
"row 27: {
77CO1 177: ”C” ,
”CO] 277: 7’d77

}

Para ver las funcionalidades completas de Pandas, basta con acudir a su documentacion
o a la url https://pandas.pydata.org/docs/.

Pues bien, se ha visto cémo funcionan las librerias de Python. La siguiente parte se centra
en las colecciones principales de nuestra base de datos en MongoDB.

» OFs (Ordenes de Fabricacion): Dentro de una planta de industria cerdmica, cada dia se

producen grandes cantidades de lotes de producto. Estos lotes tienen asociado un orden
de fabricacién. Esto es lo que representa esta coleccion en nuestra base de datos del cliente
que tengamos en MongoDB.
Estos 6rdenes siguen un patréon de datos concreto, como fechas de inicio de cada fase
(prensado, secado. .. ), porcentajes de acabado o cosumo electrico total empleado para ese
orden concreto. Cada documento tiene un identificador Uinico, que es un cédigo numérico
en la etiqueta ‘OF’, su ntmero de orden. Esta estructura de etiquetas, salvo las que
requieren que el OF haya acabado, se precargan. La precarga de etiquetas y datos, es
una inicializacién por medio de Python, con las etiquetas que deben comenzar en valores
preestablecidos. En cambio, la parte que quedaria por actualizar, se realiza a lo largo de
las lecturas de los DataFrames que nos dan los logs del Gemelo Digital. Estas lecturas se
reflejan en las siguientes colecciones.

= SectionUpdates: Debemos tener en cuenta el cardcter fisico del proceso de produccién de
una planta ceramica. El tiempo es la variable sobre la que trabajamos en el modelo. Todo
transcurre a través del mismo. Por lo tanto, se necesita tener el tltimo instante de tiempo
0, equivalentemente, el ultimo dato que se toma. Para obtener este dato se tienen dos
formas de lograrlo.
La primera se haria a partir de las consultas de MongoDB. Esta forma es algo pesada
de obtener puesto que hay que entrar en consultas en ese lenguaje (se hablard a lo largo
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Columns

Name Team Number  Position Age

Avery Bradley ~ Boston Celtics 0.0 PG 250

John Holland  Boston Celtics ~ 30.0 G 27.0
Jonas Jerebko|  Boston Celtics PF 29.0
Jordan Mickey| [Boston Celtics| | Nan PF 210

Terry Rozier \ Boswntelmcs\ 12.0 220
7.0

ROWS—Z:

Jared Sullinger | Boston Celtics |

o n s wN = o

‘ SG 27.0

Evan Turner \Boston Celtics ‘ 1.0

\ L Data

o6

A J

Figura 2.5: Estructura de un DataFrame en Pandas

del capitulo sobre estas consultas) y las consultas dependen del volumen de datos para su
velocidad de computacion.

La segunda forma es la que se ha empleado durante el proyecto. Esta forma aprovecha
la estructura de datos de los DataFrame de Pandas. Este DataFrame sigue la estructura
de la figura 2.5. Esta forma de estructurar los datos, nos permite tener el tltimo dato
leido en la ultima posicién de la tabla. Asi, tomamos el dato final de la tabla en cada
lectura de un DataFrame y actualizamos la coleccion de SectionUpdates. Esta coleccion
tiene un numero fijo de documentos, cuyo identificador es la méquina. Hay un documento
por maquina de la planta ceramica

Producion: En esta coleccion se guardan todos los datos que se recopilan sobre la produc-
cién de la planta. En esta produccién se mide desde el porcentaje de acabado hasta las
emisiones de los procesos. Estos datos se emplean para medir el rendimiento de las maqui-
nas. Cabe destacar el almacenamiento masivo de datos en esta coleccién. Es de ellos de los
que se sacaran estadisticas aplicando mecanismos de agrupacién de datos en MongoDB.

Consumos: Esta colecciéon complementa a la anterior descrita. En este caso, se guardan de
forma masiva los datos referentes a consumos de planta. Estos datos van desde el consu-
mo en energia electrica hasta los precios del gas empleado durante el orden de fabricacién
concreto. Estos datos se consolidaran en otras colecciones. Estas colecciones seran Con-
sumos Diarios, Consumos Mensuales y Consumos Anuales. La relacién entre los datos de
Producciéon y Consumo nos dara la eficiencia de la planta durante un periodo de tiempo
determinado. Esto se reflejard de forma futura en el visor de datos (Dashboard).

Ahora, se explican los procesos para la concentracién de datos masivos. Antes se hablaba de

emplear métodos de agrupacién en MongoDB. Estos métodos se conocen como Agreggations y
son una forma eficiente de condensar datos. Se emplean las funciones que ya vienen preestableci-
das en la base de datos por motivos de sencillez y eficacia. Se explicaran ahora el funcionamiento
por capas del pipeline y que métodos empleamos.

Dentro de la interfaz de MongoDB existe una pestana llamada Agreggations. Esta sirve para
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poder condensar datos de una o varias colecciones. Funciona por capas, es decir, cada filtro que
aplicas a los datos da como resultado una nueva coleccién de datos con aquellos datos que pasan
el filtro. Esta coleccion se queda en memoria y se pueden seguir aplicando mas y mas filtros.
Todos los filtros empleados de forma consecutiva forman el pipeline. La interfaz se representa
en la figura 2.6. Se explicardn ahora los pricipales que se han desarrollado durante el proyecto.

» $addField: Este filtro permite anadir nuevos campos de clave-valor a todos los documentos
de la coleccion donde se aplica. También permite sustituir uno ya creado, basta con poner
la etiqueta correspondiente con el mismo nombre que el que se busca sustituir. Para ma-
yor informacion sobre este método se puede visitar https://docs.mongodb. com/manual/
reference/operator/aggregation/addFields/.

Un ejemplo de uso seria:

s

//Esta representacion se realiza en las agreggations de MongoDB
{
$addFields: {
etiqueta_1: { $op: ”S$referencia_1” } |
etiqueta_2: { $sum: ”S$referencia_2” 1},

}
Liaiaia

s $match: Esta opcién o filtro genera una coleccién en memoria que solo tiene elementos
coincidentes con la busqueda. Esto permite hacer un cribado de todos los datos. Para
més informacién, la documentacion de esta funcion estd en https://docs.mongodb. com/
manual /reference/operator/aggregation/match/. Un ejemplo de uso seria:

T

//Esta representacion se realiza en las agreggations de MongoDB
{
$match : {
etiqueta : ”"dato_concreto”
}

}
Ligiais

= Jgroup: Esta funcién es la encargada de condensar datos. Toma todos los de la coleccién
que esté cargada en la memoria del pipeline. Existen diversas opciones para realizar ope-
raciones con los datos, estas se conocen por accumulators. Para ampliar informacién, se
tiene la documentacién en https://docs.mongodb.com/manual/reference/operator/
aggregation/group/. Un ejemplo de uso es:
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TOTAL SIZE AVG. SIZE TOTAL SIZE AVG. SIZE

example.air_airlines pocuments 0.0K 94188 1598 moexes 2 136.0KB 68.0KB
Documents Aggregations Schema Explain Plan Indexes Validation
© B> © ~ )COLLATION Untitled- Modified [RINIMRE C @ saveie mone @D AuTO PREVIEW | @
v | & 6048 Documents in the Collection (e Preview of Documents in the Collection

_id: ObjectId("56e9b497732b61228790290")
airline: 17
name: "Aero Aviation Centre Ltd."

Select an operator to construct expressions used in the alias:""
aggregation pipeline stages. Learn more iata: "AAD"
icao: "SUNRISE"
active: "N"

country: "Canada"
haca: "NK1Y

v () W + A sample of the aggregated results from this stage will be shown below

$match
1 $merge
$out
$project
$redact No Preview Documents
$replaceRoot
$sample
$searchBeta

_$ekin

ADD STAGE

Figura 2.6: Interfaz de la opcién Agreggation de MongoDB
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iinia

//Esta representacion se realiza en las agreggations de MongoDB

{
$group: {
_id: ”"nombre_concreto”,
etiqueta_1: { acumulador_1: expresion sobre la que se aplica},
etiqueta_2: { acumulador_2: expresion sobre la que se aplica},

}
Ligiais

= $merge: Con esta funcién volcamos el resultado del pipeline en una nueva coleccién con
el nombre deseado. A partir de ese momento, en la base de datos existird una nueva
coleccién con el resultado completo de nuestras consultas. La informacién ampliada se
encuentra en https://docs.mongodb. com/manual/reference/operator/aggregation/
merge/. Como ejemplo de uso se tiene:

Liiaia

//Esta representacion se realiza en las agreggations de MongoDB

{

}
iiia

$merge: { into: ”"nombre de la nueva coleccion”}

La combinacion de todas las anteriores son las empleadas en el proyecto. Conservando ese
orden para generar los resultados concretos que se buscaban (en nuestro caso se buscaba la
agrupacion de datos en consumos diarios, mensuales y anuales). Para generar distintos resultados
basta con jugar con diferentes métodos o funciones y con su posicion en el pipeline. Todas
las funciones se encuentran en la documentacién de Agreggations de MongoDB o en la url
https://docs.mongodb.com/manual /reference/operator/aggregation/.

Es el momento de ver la parte del cédigo. Cada uno de los cédigos realizados han comple-
mentado o completado otros que estaban ya hechos dentro del proyecto. Ahora que se tienen
todas las piezas, se puede representar la estructura légica del proyecto y escribir pseudocédigo
sobre el mismo.

Cada vez se quiere lanzar una nueva bateria de datos para probar nuestro cédigo o cada vez
que se quiere simplemente borrar informaciéon de una base de datos por el motivo que sea, se
empleard un script que ejecuta un sencillo codigo, Clean. Este codigo sera siempre la primera
parte a ejecutar. Esto es asi para que, prueba tras prueba, no se llene nunca la memoria de
datos.
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iaiaia

from pymongo import MongoClient

#El primer paso es conectarse al servidor de mongo
client = MongoClient (’mongodb://localhost:27017")
#una vez realizada la conexion, hacemos lo siguiente:

client .drop_database (’nombre_base_de_datos )

T

Tras la limpieza de la base de datos, se pueden comenzar a crear todas las partes fijas de
nuestra nueva base de datos. Estas partes se corresponden con las colecciones OFs y Sectio-
nUpdates. Los identificadores de las érdenes de fabricacién vienen dadas en un archivo del tipo
JSON. Las maquinas de la planta a analizar vienen dadas en la configuracién inicial. Esta se
guarda en un archivo config.ini.

T

from pymongo import MongoClient
import os
import json

client = MongoClient ( ’mongodb://localhost:27017")
db = client [’base_de_datos ']

script_dir = os.path.dirname( -_file__) #directorio absoluto
rel_path = ”"config.ini” #nombre archivo buscado

abs_file_path = os.path.join(script_dir, rel_path)

machines = readFile(abs_file_path) #Metodo ya implementado anteriormente
#Devuelve un diccionario con par clave—diccionario (clave-—numero)

with open(’ofs.json’) as f:
ofs = json.loads(f) #Informacion de las OFs en un vector de diccionarios

#Parte de SectionUpdates

v_maquinas = []
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for m in machines|[’Equipos ’]:
for k in m:
v_maquinas.append ([{ ’equipo ’': k+m[k], #equipo y numero
"etiqueta_1l ’: valor_por_defecto ,

A

H)

db[’SectionUpdates ’|. insert_many (v_maquinas)
db[’OFs’]. insert_many (ofs)

T

Cada vez que el programa comienza a ejecutarse, limpia la base de datos anterior y genera
las partes bésicas como hemos visto. El Gemelo Digital comienza ahora a lanzar datos, pasan
por un lector sencillo de documentos logs que tenian previamente creado en la empresa. Esta
parte transforma esos datos en un DataFrame de Pandas. Una vez transformados dichos datos,
se realiza una lectura del final del DataFrame y se actualizan los registros de la coleccién de
SectionUpdates.

s

/Viene en el codigo de lectura una parte
/que llama al codigo de actualizacion

def UpdateCollection(db, DF): #tiene como parametros la base de datos
#y el DataFrame

last_data = DF.iloc [[0, —1]] #Extraemos la ultima fila

final _update = {}

for ¢ in last_data.columns:

final_update[c] = last_data[c]

db[’SectionUpdates '] . update_many ({’equipo ’: final_update[’equipo’]}

,{ 8$set ’: final_update})

liaiaa

Por tdltimo, queda analizar cuando se lanzan la agrupacién de datos. Pues bien, una parte
del codigo analiza el cambio de dia. Esto se realiza de forma sencilla viendo si la fecha de la
primera columna del DataFrame y la fecha de la ltima columna difieren. Si esto es asi, se ha
producido un cambio de dia y se pueden agrupar los datos.

T
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def DataAgreggationsDay (fecha, db):
db.agreggate ([

{ ’%addFields’: {...} +,
{ ’$match’: {...} },

{ ’$group’: {...} +,

{ "$merge’: {...} }

1)

donde se ponen los datos COI'I'GSpOIldiGIlteS que se quieren agrupar
g
/tal como se hacia en los ejemplos

#El mismo principio se aplica a

def DataAgreggationsMonth (fecha, db):

def DataAgreggationsYear(fecha, db):

s

Ahora bien, para poder condensar o agrupar datos, debemos tener una extensa base de datos
con la que trabajar. Esta se genera tras la transformacién del DataFrame. Cada uno de ellos se
guarda al completo, de forma similar al c6digo representativo de SectionUpdates. Se disponen
en dos colecciones distintas segin si los datos pertenecen a Consumos o a Produccion.

Todo este proceso deja la disposicién buscada de los datos en la base de datos. Solo queda
leer los datos desde el programa del Dashboard. Para ello, en el cédigo dado por la empresa,
basta con anadir el arranque del cliente y la base de datos. Una vez realizado, leer los datos es
sencillo, se emplea el método find.

s

from pymongo import MongoClient

client = MongoClient ( ’mongodb://localhost:27017")
db = client [’base de datos’]
col = db[’coleccion 7]

for doc in col.find ():
/nos da cada documento de la coleccion

T
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Se tiene asi, una idea aproximada de como se realiza la gestion de todos los datos de nuestro
proyecto. Solo falta arreglar el arranque simultaneo de distintas bases de datos. Para ello se
toma un registro de usuario y contrasena.

T

from getpass import getpass
from pymongo import MongoClient

client = MongoClient (’mongodb://localhost:27017")
client .admin. authenticate (’Admin’, ’AdminPass’)

user = input (’Nombre de usuario: )
pwd = getpass (’Password: )

client .testdb.add_user (user, pwd,
roles=[{’role ’: "readWrite’,’db’: "base de datos’}])

s

Para arrancar el cliente con los permisos correspondientes, en la configuracién inicial se
guarda el usuario con su contraseiia. Modificamos cada entrada al cliente.

s

from pymongo import MongoClient

client = MongoClient (’mongodb://localhost:27017",

‘user ',

"password )

T

Se puede ahora, arrancar multiples simulaciones de distintos Gemelos Digitales. En este
punto se da por finalizado el proyecto.

2.3.2. Planificacion temporal de las tareas

Debido a la naturaleza propia del proyecto y a la imperiosa necesidad del desarrollo de partes
previas para el total. Se han ido realizando las tareas en el orden descrito. Se ha asegurado el
correcto funcionamiento de cada una de las partes para poder avanzar a la siguiente.
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Los problemas que podian surgir en cualesquiera de las partes del proyecto al desarrollar las
nuevas, se fueron subsanando de igual forma antes de continuar a las partes posteriores.

Tambien se reajustaron, con cautela, miltiples etiquetas para nuevas entradas segin avan-
zaba el proyecto. Estos cambios forzaron la reestructuracion de las partes anteriores.

2.3.3. Estimacion de recursos del proyecto

En este proyecto se ha llevado a cabo completando partes ya desarrolladas de otro anterior.
Se disponia de la estructura del Dashboard, cuya implementacion estaba completa salvo por la
lectura de datos desde MongoDB.

Otra implementacién, que también fue creada previamente antes de comenzar el proyecto,
era la transformacién de archivos logs en DataFrames. Con esto solo se debian migrar los datos
a MongoDB y hacerlo de forma automatica.

Los datos se lanzaban desde un simulador, un Gemelo Digital. Este era otro proyecto que
habia creado previamente la empresa. Lo empleabamos para las baterias de pruebas y ver como
se generaban los bancos de datos.

Para realizar este trabajo, se ha requerido de un equipo informético sencillo en la oficina

donde se desarrollo el proyecto. Para los dias que debia trabajar teleméaticamente, se empled un
programa de conexién remota.

2.3.4. Grado de consecucion de los objetivos propuestos

El proyecto se completé tal y como se habia previsto. Todos los fallos que se encontraron
durante las baterias de pruebas se arreglaron. El proyecto es una primera versién de un programa
de seguimiento de datos en tiempo real en una planta ceramica.

Conclusiones

Cuando se trabajan con grandes bancos de datos, cada minimo detalle cuenta para la efi-
ciencia del programa. Es de vital importancia hacer una estructura eficiente en una base de
datos eficiente. Esto mejora el proceso de toma e impresion.

Esta es una de tantas lecciones que he aprendido durante la estancia en practicas.

29



En la parte técnica he aprendido a buscar informacién veraz y de calidad, manejo con bases
de datos no SQL. Esto me hizo pensar de una forma distinta a lo que habia aprendido durante
la carrera, ya que en esta aprendi sobre SQL.

La presentacién de los datos, que infuira directamente en la decisién final de los potenciales
clientes. Todos los detalles, facilidad en uso, y, hasta la combinacién de colores influye en la

decisién. Es una parte donde hay que encontrar un equilibrio entre eficiencia y acabado.

Indudablemente, he mejorado en la programacién en Python. Asi como en el manejo de las
librerias especificas de las que se han hablado durante todo el proyecto.

En cuanto a lo humano se refiere, puedo decir que, cuando hay un buen ambiente de trabajo,
este se disfruta. Me he encontrado gente maravillosa a lo largo de la estancia en practicas.

En definitiva, esta estancia en practicas me han hecho grandes aportes académicos. Asi como
crecimiento personal.
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Capitulo 3

Memoria TFG

3.1. Motivacion y Objetivos

La informacién y la comunicacién estdn a la orden del dia. Ser capaces de asegurar que
dicha comunicacién sea posible, de forma integra y segura, es la fuente de estudio de muchos
proyectos.

En nuestro caso, este proyecto centrard sus esfuerzos en desarrollar y explicar la teoria
algebraica que acompana a la codificaciéon de dicha informacién.

El objetivo principal de los parrafos que a continuacion se siguen, es dar una fundamentacién
tedrica rigida y solida sobre la dotacién de estructuras algebraicas sobre la que se basa la teoria
de la codificacién.

3.2. Teoria de la Informacion

La piedra angular de este trabajo, es el estudio de codificacién de la informacién. Para
ello, deben entenderse ciertas nociones bésicas para poder comprender, en un mayor grado de
profundidad, toda la evolucién de los cédigos y su estructuracion.

Definicién 3.2.1 (Alfabeto y sus palabras). La informacién a tratar, viene estrita como una
sucesién de simbolos. Este conjunto de sucesiones de simbolos se conoce como alfabeto. Se
representa por A. Llamamos palabra a cualquier secuencia finita de elementos de A. El conjunto
de las palabras escritas en A se denota por P(A).
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Definicién 3.2.2 (Codificacién de alfabetos). Codificar el alfabeto fuente A = {ai,...,am}
en el alfabeto B = {b1,...,b,;} es formalizar una aplicacién inyectiva ¢ : A — P(B). Para cada
a; € A, se tiene que c(a;) es la codificacién de a;. Al subconjunto C = Img(c), se le conoce como
codigo empleado.

Las palabras que contiene un cédigo C pueden tener longitud variable o idéntica. Si todas
las palabras tienen idéntica longitud, se conocen como cddigos en bloque. Se detallardan mas
adelante.

Cuando se codifica un mensaje, se codifica un mensaje escrito en el alfabeto A. Por lo
que la aplicacién ¢ se extiende a otra aplicacion ¢ : P(A) — P(B) con ¢ (aiaiy - a;,) =

c(aiy)e(aiy)) -+ - e(a, ).

Para que exista el proceso de decodificacién tnica y no induzca a error la forma de codifi-
cacion elegida, se debe tener que la aplicacién ¢’ sea inyectiva.

3.2.1. Cdbdigos instantaneos

Sea C un codigo de A sobre B. Para que C sea de interés, se busca que tenga decodificacién
unica. Para asegurar dicha decodificacién tnica, se impondra la siguiente condicion: ninguna
de las palabras del cédigo puede formar parte de otra como prefijo. Esto nos da la siguiente
definicién.

Definicién 3.2.3 (Cédigo instantdneo). Diremos que un codigo es intantdneo si ninguna pala-
bra cédigo es prefijo de otra.

Proposicién 3.2.1. Todo cddigo instantaneo tiene decodificacién tnica.

Uno de los cédigos instantaneos mas conocidos y estudiados, es el codigo Huffman o co-
dificaciéon Huffman. Este método de codificacién instantdnea se emplea en la compresién de
informacién. Para ver como se crea un cédigo instantaneo, asi como para estudiar dicho cédigo,
acudir a [1].

Estos cédigos se conocen asi por la capacidad de decodificar el mensaje en tiempo real. Ahora
se determinan bajo que condiciones exite un cédigo instantaneo con m palabras de longitudes

T -
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Teoremas de Karft y McMillan

Teorema 3.2.2 (Desigualdad de Kraft). La condicién necesaria y suficiente para que exista
un cédigo g-ario instantdneo con m palabras cédigo de longitudes Iy, ...,L, (I; > 1) es que se
verifique la desigualdad

g+ +gm <.

Demostracion. Se puede suponer que lj < Iy < -+ <[, (salvo reordenacién de los elementos de
A). Determinemos ahora los ¢(a;). Tomemos ¢(a;) un elemento cualquiera de P(B) con longitud
l;. Elegimos ahora c(az), de entre los ¢!2 de P(B), uno cualquiera que no tenga como prefijo a
c(ay). Como ¢274 41 > ¢*2, es posible hacerlo.

Supongamos tener los ¢(ai),...,c(a,) elegidos de esta forma con longitudes [y, ..., [,. Como en
P(B) existen ¢'r+! palabras de longitud I, 1, de las cuales ¢*+171 4 ... 4 glr+1=l tienen como
prefijo alguna de las, ya construidas, palabras cédigo. Ahora bien, tenemos

¢ g < T <

por lo que, al multiplicar por ¢'~+! se obtiene la desigualdad buscada.

Reciprocamente, suponiendo la existencia de un cédigo g-ario instantdneo de longitudes de
palabra ly,...,l,, entonces existe una palabra de longitud [,, en P(B) que no tiene por prefijo
a ninguna de las ¢(aq),. .., c(am—1), por lo que

qlm Z qlm_ll + e + qlm_lm—l + 1
y, al dividir por ¢, se da la desigualdad. O

Teorema 3.2.3 (Desigualdad de McMillan). Todo cédigo g-ario con m palabras de longitudes
li,...,lm (I; > 1), que tenga decodificacién unica, verifica la desigualdad de Kraft

q_ll—l—...—}-q_lm <1

Demostracion. Sea C un codigo g-ario con decodificacién tunica y sean [1,...,[,, longitudes de
palabras. Supongamos, al igual que antes, que [y > --- > [,;,. Probaremos que A < 1, siendo

. Operando, para cada entero positivo r, se obtiene

m rlm
\— Z qf(lil‘i’“"i’lir) = E E q,
i1,eenyip=1 Jj=rli lig ++li,.=j
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expresion que se obtiene mediante la agrupacién de sumandos con igual exponente. Ahora bien,
al ser C un cddigo con decodificacién tnica, el nimero de mensajes posibles a;, - --a;, con
codificacién ¢'(a;, - - - a;, ) tiene longitud j, es menor que el nimero de elementos en P(B) de
longitud j, o sea, que ¢’. Por lo tanto #{(li1,...,l;,) | liy + -+ +1;, = 1} < ¢/, por lo que

Yo gi<gdgi =1
iy o Hip =]

y, en consecuencia, A" < r(l,, —ly). Ahora, si A > 1y r — oo, el infinito A" es de mayor orden
que el infinito r(l,, —l1), lo que contradice la desigualdad, por tanto concluimos que A < 1. [

3.2.2. Canales con ruido

En el traspaso de informacion mediante un canal, existen interferencias o alteraciones, estos
se conocen como ruidos. Demos ahora unas breves nociones sobre los errores y los borrones o
perdidas de informacién.

= Errores: Simbolos recibidos que difieren del enviado.

= Borrones: Sfmbolos recibidos que son ilegibles o imposibles de interpretar por el receptor
(Se denotan por “UJ”). Pueden ser:

Aleatorios: Producidos de forma aislada y repartidos aleatoriamente en el mensaje.

Réfagas: Si se han sucedido en posiviones consecutivas en alguna parte del mensaje.
Un canal con ruido queda perfectaente determinado por:

» El conjunto de simbolos de entrada, A = {a1,...,am}.
» El conjunto de simbolos de salida, S = {s1,..., s}

= Las relaciones estadisticas entre las entradas y salidas, es decir, para cada¢t=1,...,h, y
cada j =1,...,m, la probabilidad condicionada prob(s;|a;).

Centraremos nuestro estudio en los cédigos y no en los canales. Los cédigo sempleados para
detectar y corregir errores son, usualmente, cédigos en bloque. La idea radica en la introduccén
de informacién redundante para poder realizar dicha deteccién y correccién.

Si se busca ampliar informacién relacionada con los canales, se recomienda leer [2]. Gran
parte de la teoria matematica de los canales, se debe al trabajo de Shannon
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Cddigos en bloque

Tienen la propiedad de que todas sus palabras son de la misma longitud, n, llamada longitud
del cédigo. Sea B un alfabeto cédigo, un cédigo en bloque sera un subconjunto de B™. Para la
representaciéon de elementos se emplea notacién vectorial & = (by,...,b,),b; € B.

Un buen cdédigo busca maximizar la cantidad de errores que es capaz de corregir minimizando
la cantidad de simbolos redundantes.

Veamos ahora unos conceptos que introducen un método de decodificacién y que son de una
gran relevancia a lo largo del escrito.

Definicién 3.2.4 (Distancia de Hamming). Si &,5 € B", & = (z1,...,Zn), ¥ = (Y1,---,Yn),
llamaremos distancia de Hamming entre ¥ e 4 a

d(T, ) =41 / 1 < i <n,xi # yi}

Es la forma de medir la separacién entre palabras. Esto quiere decir que es una distancia.
Para comprobarlo, se debe tomar la aplicacion d y ver que, efectivamente, es una distancia en
B". Basta verificar las propiedades de distancia

I d es no negativa y d(Z,y) = 0 si y solo si & = .
T d(X,§) = d(7, ).

1L d(Z,9) + d(¥, 2) = d(Z, 2).

para todo Z, 4, 7 € B™.
Definicién 3.2.5 (Distancia minima). Llamamos distancia minima del cédigo C a
d = d(C) = min{d(7,7) | %7 € C, 7 £ ).

Para ciertos propositos es mas adecuada la llamada distancia minima relativa, que tiene en
cuenta la longitud n de C y esta definida como

Nota: 1 <d(C)<ny0<d(C)<1
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Algoritmo de descodificacion por minima distancia

Emitida una palabra ¢ € C, recibimos una n-tupla y. Para decodificar y usamos el principio
de la minima distancia, esto significa que descodificamos y por la palabra de C mas °

ay.

‘parecida”

Algoritmo 1: Decodificacién por minima distancia
1 Recibido ;

2 Evaluar la distancia de i a todas las palabras de C;
3 Descodificar ¢ por la mds cercana (si es tnica);

Proposiciéon 3.2.4. Sea C un c6digo bloque d elongitud n y distancia minima d. El algoritmo
de decodificacién por minima distancia aplicado a una n-tupla recibida,

1. Permite detectar t errores siempre que t < d.

2. Permite corregir cualquier configuracién de ¢ errores siempre que 2t < d.

3. Permite corregir cualquier configuracién de s borrones siempre que s < d.

4. Permite corregir cualquier configuracion de t errores y s borrones si 2t + s < d.

Definicién 3.2.6 (Correcién de L@J errores). Si d es la distancia minima de C, diremos

2
entonces que C corrige L%J errores, o que C es un c6digo Ldglj—corrector.

La importancia de esta ultima definicién, la veremos a la hora de acotar los parametros de
un cédigo. Nos permitira, en funcién de cuantos errores queramos corregir, tomar unos u otros.
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3.3. Cddigos Lineales

3.3.1. Definicién y estructura

Sea I, el cuerpo finito con ¢ elementos. Para ampliar la informacién necesaria sobre cuerpos
finitos, acudir al Apéndice A.

Definicién 3.3.1 (Cdédigo lineal). Un cdédigo lineal de longitud n sobre F, es un subespacio
vectorial de Fy.

C posee dimension k por ser espacio vetorial. Su cardinal siempre serd una potencia de g,
¢*. Los pardmetros n, k y la distancia minima d, son llamados pardmetros fundamentales de C.
Con los pardmetros n, k y d, se dice del cédigo que es del tipo [n,k,d] o [n, k]. La transmisién
de informacién R(C) = £. La redundancia del cédigo [n, k] es 7 =n — k.

Se puede interpretar todo subespacio de Fy de dimensién k como imagen de una aplicacién
lineal inyectiva f : FZ — 7. Esta aplicacién no es tnica. Se puede entender que esta f es la
aplicacién de codificacién y que IF’; es la fuente de informacién que estamos codificando con C.

Definicién 3.3.2 (Matriz generatriz). La matriz generatriz de C es la matriz de una aplicacién
lineal inyectiva f : F’; — C C Fy. Es una matriz k X n cuyas filas son una base de C.

Una matriz generatriz G proporciona el cédigo y la codificacién. Como C = {aG | d € F’; } un
mensaje d € IE"; se codifica por @G € Fy. Asf es la codificacién de los cédigos lineales, inicamente
requiere del almacenamiento en memoria de la matriz G. Cabe destacar que, como una base de
C no es Unica, tampoco lo es una matriz generatriz. Por lo tanto, distintas matrices generatrices
de un codigo proporcionan distintas aplicaciones f y, por tanto, distintas codificaciones.

Codificacién sistematica

Cuando se codifica una palabra @ € ]FZ mediante un codigo lineal, es interesante que la
palabra codificada tenga como subpalabra a d, es decir, (@,%), Z € F Z‘*k. Asi los primeros k
simbolos contienen la informacion de la palabra y los siguientes son los de control.

Este tipo de codificacion es llamado sistematico y se da si y solo si G es de la forma G =
(It,C)". Esta es la forma estandar. El cédigo es llamado sistemdtico si posee alguna matriz
generatriz en forma estandar.

T, denota la matriz identidad k x k
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Definicién 3.3.3 (Cddigos equivalentes). Dos cédigos C1, Cg, de igual longitud, n, sobre Fy, son
equivalentes si existe una permutacién o del conjunto {1,...,n} tal que Co = {o(€) | ¢ € C1}.

Cabe destacar que una permutacién o actia sobre los indices {1,...,n} y no sobre los
elementos de Fy. Se escribe o(F) por abuso de notacién para representar (Zy(1); - - - To(n))-

Dos cédigos son equivalentes si reordenando las columnas de una matriz generatriz del
primero se obtiene la matriz generatriz del segundo. Dos cédigos equivalentes tienen, por tanto,
los mismos pardmetros k y d. Dado el cddigo C, para cada permutacién o de {1,...,n}, el
conjunto

o(C) ={a(d) | ¢eC}

es un cédigo equivalente a C.

Proposicion 3.3.1. Todo cédigo es equivalente a uno sistemético

Demostracion. Supongamos que k es la dimension de C, entonces una matriz generatriz G de C
es kxn de rango k, luego posee k columnas independientes. A través de la una permutacién o de
los indices podemos conseguir que estas columnas sean las k primeras. Con esto se obtiene una
matriz G’ = (A, B) con A regular, de tamano k x k. Podemos aplicar operaciones elementales
para transformar A en la matriz I;,. Si esto se aplica en la matriz G’, obtenemos una matriz
en forma estdndar que genera el mismo espacio que las de G’ y que es, por tanto, un cédigo
sistematico equivalente al que tiene a G por matriz generatriz. ]

Matriz de control

A parte del sistema de generadores, mediante unas ecuaciones implicitas podemos descri-
bir también un subespacio vectorial de Fy. Esta forma de caracterizacion origina la siguiente
definicién
Definicién 3.3.4 (Matriz de control). Diremos que una matriz H es una matriz de control de
cédigo C si para todo vector T € Fy se verifica que ¥ € C siy solo si H - 7 =0.

Si C esta definido sobre F, y es de tipo [n, k], entonces también H estd definida sobre Fy, es
de tamanio (n — k) x n y rango n — k.

Proposicién 3.3.2. Si G y H son matrices generatrices y de control de C, entonces GH? = 0.

Demostracion. Si G es una matriz generatriz de C dada en la forma estandar, G = (I, C), la
matriz H = (—=C* 1,,_}) tiene tamaiio (n — k) X n, rango n — k y verifica GH' = 0, por tanto, es
una matriz de control para C. ]
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Definicién 3.3.5 (Soporte, peso de Hamming y peso minimo). Sea ¥ = (z1,...,z,) € Fy.
Llamaremos soporte de & al conjunto

supp(Z) ={i | 1 <i<n, x; #0}.

Llamaremos peso de Hamming de ¥ a
w(Z) = #supp(Z) = d(Z,0).
Definimos peso minimo de un c¢édigo como:
w(C) = min{w(e) | €€ C, ¢+ 0}

Lema 3.3.3. En un cédigo lineal, la distancia minima es igual al peso minimo.

Demostracion. Como un cédigo lineal es un espacio vectorial, el resulado se sigue de la igualdad
d(Z,7) = w(Z — 7). O

Proposicion 3.3.4. Sea C un codigo lineal de matriz de contro H y distancia minima d. En-
tonces d > r si y solo si cualesquiera r columnas de H son linealmente independientes.

Demostracién. Si existen r columnas linealmente dependientes en H, entonces HZ? = 0 para un
Z (cuyas coordenadas son los coeficientes de la combinacién lineal) que estd en C y tiene peso
< r; asi d < r. Reciprocamente, si cualesquiera r columnas de H son independientes, entonces
ningin vector de peso < r puede pertenecer a C, con lo que su distancia minima es mayor que
. O

Corolario 3.3.5. La distancia minima de un cédigo de matriz de control H coincide con el
menor cardinal de un conjunto de columnas linealmente dependientes en H.

3.3.2. Dualidad

Definicién 3.3.6 (Cédigo dual). Sea C un cédigo lineal y H una matriz de control de C. Como
tiene rango méximo, a su vez H puede ser interpretada como matriz generatriz de otro cédigo
sobre IF,. Tal cédigo es llamado cédigo dual de C y se le denota por ct.

= Si C tiene dimensién k, entonces C* tiene dimensién n — k.

» Si G es matriz generatriz de C, como G -H! =0 — H- G! = 0 y esto implica que G es la
matriz de control de C*.
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Proposicién 3.3.6. Si C es un cédigo lineal, entonces su dual C* es el ortogonal de C. Ademés

(ch) =c.

Demostracion. Sean G y H matrices generatriz y de control de C. El resultado enunciado es una
consecuencia inmediata de la igualdad GH® = 0, ya que rango(G) + rango(H) = n. O

Definicién 3.3.7 (Cédigo autodual). Diremos que un cédigo lineal es autodual cuando coincide
con su cédigo dual, es decir, cuando C = Ct.

Polin6émios de pesos

En un cédigo C, mucha de la informacién que contiene la proporciona el conocimiento de los
pesos de todas las palabras de C. Para 1 <+ < n, tomamos los enteros

a; =a;(C) =#{ceC | w(@) =1i}.
Destacamos que ag =1, a; =0 para0 <i < dy Z?:o a; = qk.
Definicién 3.3.8 (Polinomio de pesos). Se define el polinomio de pesos de C, como
n .
W) =3 ati = 30 )
=0 ceC

Para trabajar con polinomios de dos variables tenemos:

W(X,Y) =) a; Xy,
=0

El polinomio de pesos de coédigo determina univocamente el polinomio de pesos de su dual
a través de la identidad de McWilliams. Esta férmula relaciona un cédigo con su dual.

Teorema 3.3.7 (Identidad de McWilliams). Sean C un cédigo lineal [n, k] sobre F, y C* su
dual. Si W(X,Y) y WE(X,)) son los polinomios de pesos de C y C* respectivamente, entonces

WHX, V) =¢ "WYY -Xx, Y+ (¢ - 1.

La informacion al respecto de este teorema, asi como de mucha informacién sobre codi-
ficacién, se puede encontrar en [3]. Para ver las equivalentes identidades, se recomienda ver

[4]-
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3.3.3. Decodificaciéon de cédigos lineales

Sea C un cédigo lineal [n, k,d] sobre F,. Como sabemos C corrige t = L%J errores. Ahora

supongamos que se envia una palabra ¢ € C. Se recibe un vector § € Fy. El error de la
transmisién es € = ¢ — ¢. Para decodificar 4 calculamos la distancia de i a todas las palabras de
C y la decodificamos por la méas proxima. Si durante la trasmisién se cometen, como maximo,
t errores, entonces d(¢,y) = w(€) < ¢y € es la unica palabra del cédigo con esa propiedad; la
decodificacién es correcta. Si t < w(€) < d, podemos detectar que se producen errores pero no
corregirlos. Si w(€) > d la decodificacién fallard.

Todo lo realizado hasta este momento, dota de una estructura algebraica a los cddigos, esto
mejora la eficiencia computacional y, ademaés, simplifica el proceso de decodificacion.

Concepto de sindrome

Supongamos que hemos enviado ¢ y recibido i = ¢ + € donde € es el error cometido en el
envio.

Definicién 3.3.9 (Sindrome). Llamaremos sindrome de ¥ al vector

s(if) = Hift e FpF.

Se debe tener en cuenta que i € C siy solo si s() = 0. Asi, por ser el sindrome una aplicacién

0
lineal, s(7) = s(¢+ €) = s(&/+ s(€) = s(€). Una vez recibido i conocemos inmediatamente el
error cometido.

Proposicion 3.3.8. El sindrome del vector recibido ¥ es una combinacién lineal de las columnas
de H correspondiente a las posiciones en las que han ocurrido errores.

Lider de una clase

Se considera en Fy la relaciéon de equivalencia i ~ . Esta relacion se tiene si y solo si
i — ¥ € C. El espacio vectorial cociente obtenido con mddulo de dicha relacién, lo denotamos
por Fy/C. Los elementos de Fy /C son clases de equivalencia @ + C = {@/ + ¥ / ¥ € C}. Cada
clase posee #C = ¢* elementos. El cardinal de Fy /C es ¢" %, su dimensién es n — k.

Fijémonos que i, ¥ estdn en la misma clase si y solo si @ — ¥ € C, o equivalentemente, si y
solo si s(i) = s(¥). Recibido ¢, como conocemos s(¥), conocemos la clase a la que pertenece el

error cometido.
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Definicién 3.3.10 (Lider de una clase). Si en una clase existe un tnico elemento de peso
minimo éste recibe el nombre de lider de la clase.

Proposicion 3.3.9. Cada clase de Fy /C posee a lo sumo un elemento de peso < ¢.

Demostracion. Si existen 4, U en la misma clase, ambos de peso < t entonces @ — ¢ € C y
w(t — 7) < w(@) +w(?) <2t <d(C), lo cual implica que 4 — =0y 4 = . O

Esto nos introduce un algoritmo de decodificacién por sindrome-lider.

Algoritmo de decodificacion

Previamente se construye el diccionario sindrome-lider

Algoritmo 2: Decodificaciéon por sindrome

1 Recibido ¥;

2 Calculamos s(%) y buscamos en la coleccién de sindromes;
3 Si no posee lider, falla. Fin;

4 Si posee lider, este es € y la palabra es i — €. Fin;
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3.4. Cotas en los Parametros de un Cdédigo

En esta seccién estudiaremos que parametros k, d para cierta n, son buenos para los cédigos.

3.4.1. Cotas principales
Cota de Singleton

Teorema 3.4.1 (Cota de Singleton). Si C es un cédigo de tipo [n, k,d] sobre Fy, entonces
k+d<n+1.

Demostracion. Sea H una matriz de control de C. Por el corolario 3.3.5, la distancia minima de
C equivale al nimero minimo de columnas linealmente dependientes de H. Puesto que el rango
de H es n — k, este niimero es, como mucho, n —k+ 1, luegod <n—k+1 O

Los codigos dode se alcanza la igualdad k + d = n 4+ 1, son llamados de maxima distancia
de separacién (MDS).

Cota de Plotkin

Teorema 3.4.2 (Cota de Plotkin). Sea C un cédigo de tipo [n, k, d] sobre F,. Entonces

k—1

-1

g< M k(q ).
q® —1

Demostracion. Dados dos subespacios vectoriales, V1, V5 de Fy. Por la férmula de las dimen-
siones, se verifica

dim (V1) + dim(Va) = dim(Vh + Vo) + dim(Vy N Va).

Ahora tomemos Vi = C y V5 como el hiperplano de ecuacién x; = 0. Se puede ver que el niimero
de palabras cédigo con i-ésima coordenada nula es, ¢* o ¢"~!. Procedemos ahora a sumar todos
los pesos de las palabras del cédigo. Obtenemos

> w(@ <n(d® - ¢ =nd* g - 1).

ceC
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Para acabar, cada palabra del cédigo (excepto la nula 6), tiene como minimo d coordenadas no

nulas. Por tanto
S w(@ = d(g" —1).
ceC
De la combinacién de las desigualdades se concluye el resultado. O

Si todas las palabras tienen el mismo peso, d, el cédigo se denomina equidistantes.

Esta cota concluye que la distancia minima de un cédigo es menor o igual al peso promedio
de todas sus palabras no nulas.

Cota de Hamming

Sea r =1,...,n. Existen exactamente (:f) (g —1)" vectores en [y de peso r. Por lo que, una

bola de radio t € N centrada en 0 contiene
Vi =1+ (1)@= D+ et () a1

elementos de Fy. La distancia de Hamming invariante por traslacion, por tanto, una bola del
mismo radio centrada en cualquier vector de Fy posee igual nimero de elementos, Vy(n,t).

Teorema 3.4.3. Si C es un cédigo de longitud n sobre F, que corrige ¢ errores, entonces
mVq(n,t) < ¢"

siendo m el niimero de palabras de C.

Demostracion. Como C corrige t errores, las bolas de radio ¢ centradas en las palabras del cédigo

son disjuntas, luego la suma de los cardinales de todas estas bolas es menor que el ntimero de
elementos del espacio Fy, que es ¢". ]

Los cédigos C para los que se alcanza la igualdad son llamados cédigos perfectos.

Cota de Gilbert-Varshamov

Teorema 3.4.4 (Cota de Gilbert-Varshamov). Si se verifica que
qn—k-'rl > ‘/q(n,d _ 1)

entonces existe un cédigo lineal de tipo [n, k] sobre FF, con distancia > d.
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Demostracion. Construimos una base de un cédigo con los pardametros anunciados. Como prime-
ra palabra tomemos cualquier vector ¢; de peso > d. Seleccionados ¢i, . .., ¢j_1, independientes
y generadores de un cédigo C;—; de pardmetros [n,j —1,> d], si j — 1 < k, entonces, en virtud
de la hipétesis del enunciado
¢ Vy(n,d = 1) < ¢

luego existe un vector ¢; € Fy a distancia al menos d de todas las palabras de C;—;. Entonces
Cj = (c1,...,Cj—1) es un cédigo [n, j] y su distancia minima es > d ya que, si & € C; \ Cj_1, serd
T = \Cj + y para ciertos A € Fy, ¥ €Cj1y

w(#@) = wA1F) = w(& + AP = dF, A1) 2 d

3.4.2. Cdbdigos de Maxima Distancia de Separacién (MDS)

Un cédigo C del tipo [n, k, d] es MDS si d = n—k+ 1. Equivalentemente, cada n—k columnas
de una matriz de control de C son linealmente independientes.

Proposicién 3.4.5. Si C es MDS entonces también C*+ es MDS.

Demostracion. Si C+ no fuera MDS, deberfa existir una palabra & € C* con peso 0 < w(Z) < k.
Si ampliamos # a una base de C y construimos una matriz H generatriz de C+ a partir de
dicha base. Esta serd una matriz de control para C. Vamos a tomar ahora las n — k columnas
de H con cero en la coordenada correspondiente de Z. Por ser C MDS, estas columnas son
linealmente independientes. Esto es imposible dado que son n — k elementos de F g*k con la
primera coordenada nula. O

Sea cualquier entero n, existiran siempre cédigos MDS de longitud n y dimensiones 1, n—1y
n; se denominan c6édigos MDS triviales. La importancia de los codigos MDS es que su polinomio
de pesos esta completamente determinado por sus pardmetros.

Teorema 3.4.6. Sea C un cddigo [n, k, d] MDS sobre F,. El nimero de palabras de peso n—k-+r

en C es
An—ktr = ( kﬁr )i(—l)i<n_f+T>(qr_i—1)-

=0

Se demostrard para r = 1 debido a los pesados cédlculos que se requieren.

Corolario 3.4.7. Sea C un cédigo [n, k, d] MDS sobre F,. Entonces

An—kt1 = ( ki1>(q—1)=<n_z+1 )(q—l)-
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Demostracion. SiZ,y € C son palabras con el mismo soporte de cardinal n—k+1, existe A € Fy
tal que AZ e  tienen su primera coordenada no nula igual. Entonces w(AZ+7) < n—k+1 = d(C),
con lo que ¥ = AZ. Como consecuencia, para cada n — k + 1 posiciones, existen exdctamente
q — 1 palabras que tienen como soporte este conjunto de posiciones. O
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3.5. Cddigos Ciclicos

Antes de comenzar esta parte, se recomienda la lectura del Anexo B.

3.5.1. Definicién y propiedades

Definicién 3.5.1 (Cédigos ciclicos). Diremos que un cédigo lineal C de longitud n sobre F, es
ciclico si verifica la propiedad siguiente: si (cg,c1,...,¢c,—1) € C, entonces (¢,—1,Co, ..., Cn—2) €

C.

Sean F,[X] (n=1) ¢] espacio vectorial de todos los polinomios sobre [F, con grado menor que
n. Sea A el anillo cociente A = F,[X]/ (X™ — 1). Por los isomorfismos de espacios vectoriales

F' 2 Fy g A

se puede identificar cada vector (ag, ..., a,_1) con el polinomio ag+a1 X +...+a, 1 X" !y con
la clase, ag + a1 X + ...+ ap_1 X" 1 + (X" — 1). Un cddigo lineal sobre F, se puede considerar
como un subconjunto de A.

Se anade ahora una restriccién a la longitud de los cédigos permitidos: med(q,n) = 1. Asi
se garantiza que el polinomio X™ — 1 tiene todos sus factores irreducibles distintos y sus raices
forman un grupo ciclico de orden n.

Teorema 3.5.1. Sea C un cddigo lineal no nulo de longitud n sobre el cuerpo finito F,. C es
ciclico si y solo si, considerando inmerso en A, es un ideal.

Para profundizar en la teorfa de ideales, se recomienda acudir a [5], apartado 1.4.

Demostracion. Sea C ciclico. Como C es un subgrupo abeliano de A, basta con probar que si
a(X) € Ay ¢(X) €C, entonces a(X)c(X) € C, o lo que es lo mismo, que X¢(X) € C. Tenemos
entonces que

X(eo+aX+ -+ X" ) =cho1+ X 4+ 4+ CpoX™!

y el hecho de que este ultimo polinomio pertenezca al cédigo es la definicién de cédigo ciclico
interpretada en lenguaje polinémico. El reciproco se demuestra de manera similar. O

Corolario 3.5.2. Dado un cédigo ciclico no nulo C de longitud n, existe un dnico polinomio
moénico g(X) € Fy[X] divisor de X™ — 1, tal que C = (g(X)). En consecuencia, los elementos de
C pueden identificarse con los polinomios de grado menor que n multiplos de g(X).
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Sea m el numero de factores irreductibles de X™ — 1 sobre el cuerpo [F,. Por el corolario
anterior se deduce que el nimero de cédigos ciclicos de longitud n es 2™.

También se debe tener en cuenta que el polinomio g(X), no es unico generador posible del
cédigo ciclico C.

3.5.2. Matriz generatriz y de control

Proposicién 3.5.3. Si C es un cddigo ciclico de longitud n sobre F,, con polinomio generador
g(X) de grado n — k, entonces una base de C es {g(X), Xg(X),..., X*"1g(X)}. En particular,
C tiene dimension k.

Demostracion. Se debe probar que {g(X), Xg(X),...,X* 1g(X)} es un sistema de genera-
dores. Sea f(X)g(X) € C. Por el corolario 3.5.2 suponemos que deg(f(X)) < k. Si f(X) =
ao+ a1 X + -+ ap_1. X" 1, nos queda

F(X)9(X) = aog(X) + a1 Xg(X) + -+ + a1 X" g(X)

una combinacién lineal, por lo que {g(X), Xg(X),..., X¥~1g(X)} es un sistema generador. Solo
falta ver que es un sistema linealmente independiente. Una relaciéon de dependencia lineal

bog(X) + b1 Xg(X) + -+ b1 X" g(X) =0

puede escribirse como b(X)g(X) = 0, siendo b(X) = by + by X + -+ + b_1 X¥~1. Como
deg(b(X)g(X)) <ny g(X) # 0, se tiene que b(X) = 0, luego b; =0 parai =0,1,...,k—1y
el conjunto es linealmente independiente. O

Corolario 3.5.4. Sea C un cédigo ciclico de longitud n y polinomio generador g(X) = go +
G X + -+ go 1 X" F. La matriz

go 91 92 ... ...  On—k 0 0
0 g9 o1 -+ o Gn—k—1 Gn-k O 0
0 0 g0 g ... 9n—k 0 0
G = . . . . . . . . . . .
0 0 ... ... ... 0 q0 1 e e On—k

es una matriz generatriz de C.

Asi, nos queda una matriz generatriz del cédigo C a partir de un polinomio generador. Con
esta misma idea, podemos construir un polinomio de control que nos permita formar una matriz
de control.
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Definicién 3.5.2 (Polinomio de control). Si C es un cédigo ciclico de longitud n sobre Fy, con
un polinomio generador ¢g(X) de grado n—k, llamaremos polinomio de control de C al polinomio

X" -1
hX) = =ho+mX+...+hXF
=m0
Proposicién 3.5.5. Con las notaciones de la definicién anterior, la matriz (de tamano (n—k)xn
0 o ... ... 0 hie hg—1 ... ... hi ho
0 0O ... ... hy hg1 ... ... h1 hy O
0 ... 0 hx hgr ... ... hi hyo 0 0
hi hx—1 ... ... M ho 0 0O ... ... 0

es una matriz de control de C.

Demostracion. Se debe probar la identidad GH! = 0. Tenemos que, para todo 1 < i < k,
1 < j < n—k, el elemento (,5) del producto GH' = 0, es el coeficiente de X"~/ +! en el
polinomio g(X)h(X) = X" — 1. O

El polinomio de control h(X), es un generador del cédigo dual de C. Esto demuestra que el
dual de un cédigo ciclico es también ciclico.

3.5.3. Ceros de un caédigo ciclico

Sean X" — 1 = fi(x)f2(x)... fim(x) la descomposicién de X™ — 1 en factores irreducibles y
sea «; una raiz de f;(z). Para el cédigo ciclico C; engendrado por f;(z), se tiene

Ci = (fi(x)) = {c(x) € A [ e(ai) = 0}

En general, para el cédigo ciclico engendrado por g(X) = fi, fi, - - fi., se tendra

C = (9(X)) = {c(X) / e(aiy) = (i) = ... = e(ei,) = 0}

lo que muestra que los cédigos ciclicos pueden definirse, alternativamente, como conjuntos de
polinomios con ciertas raices n-ésimas de 1 como ceros. Esto permite el proceso inverso.

IDEA CLAVE: Podemos tomar un conjunto de elementos {ag,...,q,} en extensiones
finitas Fe,,...,Fg de Fy (los a; estardn todos en la extensién finita Fye, t = mem(ty, ..., 1))
y definir

C=A{c(z)e A/ cla1) =clag) =...=c(a,) = 0}.
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Tal cédigo es autométicamente ciclico, pues si f;(x) es el polinomio irreducible de «; se
verifica que C = (g(X)) = mem(fi,..., fr).

3.5.4. Descodificacién Ciclica

Sigue siendo el esquema sindrome-lider, la diferencia es la construccién de tablas reducidas.

Construimos una tabla reducida de sindromes y lideres que contenga tinicamente las entradas
correspondientes a lideres con coordenada n — 1 no nula.

Algoritmo de descodificacion

Previamente se construye el diccionario sindrome-lider reducido.

Algoritmo 3: Decodificacién por sindrome (cédigos ciclicos)

Result: Posicién de los fallos en el mensaje recibido
1 Recibido ¥, con tamaiio s;

2 1= 0;

3 v=J;

4 while 7 < s do

5 if El sindrome de ¢ no aparece en la tabla reducida then
6 La 1ltima coordenada es correcta;

7 v[i].append(0);

8 else

9 La 1ltima coordenada es incorrecta;
10 v[i].append(1);

11 end

12 1+ 1;
13 end

Polinomio sindrome

Definicién 3.5.3 (Polinomio sindrome). Sea C un cddigo ciclico generado por el polinomio
g(X). Se recibe un vector . Llamamos polinomio sindrome de ¥ (representado por s[y](X)), al
resto de la divisién euclidea de y(X) entre g(X).
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Proposicion 3.5.6. Sea C un cddigo ciclico que corrige t errores. Si se envia la palabra ¢y se
recibe i = ¢+ € han ocurrido, como mucho, ¢ errores y si el polinomio sindrome de ¥, s[¢](X)
tiene, como maximo, peso t, entonces e(X) = s[y](X).

Demostracion. Como s[7](X) = y(X) — g(X)g(X) = ¢(X) + e(X) — 9(X)q(X), tenemos que
sly(X) —e(X) = e(X) — g9(X)q(X) € C. Si s[y](X) tiene, a lo sumo, peso ¢t y han ocurrido < ¢
errores, entonces s[y](X)—e(X) tiene peso, como méximo, 2t < d, luego s[7](X)—e(X)=0. O

Este método para corregir errores fuerza a que el sindrome s[y](X) tenga peso < ¢, que
puede ser que no sea siempre asi. Pero aunque con esto no suceda, puede que con alguna de sus
permutaciones ciclicas sf se verifique. Como y) (X) = ¢\ (X)+¢U)(X) y la proposicién anterior
nos asegura que e (X) = s[71))](X), podemos recuperar el error como e(X) = 5[]~ (X).

Este método se conoce como captura del error y es especialmente adecuado para los errores
a rafagas. Este tipo de errores se estudian a continuacién.

3.5.5. Errores a rafagas

Definicién 3.5.4 (Rifagas y su longitud). Una rifaga es un vector ¥ € Fy tal que todas sus
coordenadas no nulas son consecutivas. Se llama longitud de la réfaga a w(Z).

Proposicién 3.5.7. Un cédigo ciclico C de pardmetros [n, k] no contiene ninguna rifaga de
longitud [ < n — k, luego detecta cualquier error rafaga de longitud [ < n — k.

Demostracién. Una rafaga de longitud I corresponde a un polinomio de la forma X*I(X) con
deg(1(X)) < I. En particular [(X) ¢ C puesto que deg(l(X)) < deg(g(X)) y {(X) no puede ser
miltiplo de g(X). Esto implica que X%(X) ¢ C. Para la segunda afirmacién, si € es una rafaga
de longitud [ < n — k, entonces ¢+ € ¢ C, luego puede detectarse el error. O

La decodificacién de rafagas se puede hacer a través de la captira de errores. Se verifica el
siguiente resultado.

Proposicién 3.5.8. Sea C un cédigo ciclico de pardametros [n, k]. Si los errores de un vector
recibido ¥ constituyen una rafaga de longitud a lo més n — k, entonces existe j tal que &) (X) =

s[gV](X).

Demostracion. Con las condiciones propuestas, algin 77) tiene errores tnicamente en las coor-
denadas 0,...,n — k — 1, con lo que deg(e¥) (X)) < n — k. Pero, por la unicidad de la divisién
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euclidea tenemos

obteniendo el resultado buscado.
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3.6. Cddigos BCH

Sabemos ahora que los cédigos ciclicos se pueden determinar como un conjunto de ceros de

su polinomio generador. Si tomamos como ceros los elementos aq,...,q,, podemos tomar la
matriz .
1 oy e a?_
H =
-1
1 aT ... a?

como una matriz de control del cédigo obtenido C. Donde la distancia minima de C es > d si
cualesquiera d — 1 columnas de H' son linealmente independientes. Para determinar d no basta
con una eleccién arbitraria de los a;;. Una posible seleccién la constituye el caso en que los «; son
potencias consecutivas de una rafz primitiva n-ésima de la unidad, o; = o, i = 1,...,r < n. Asi
todo menor de la correspondiente matriz H' se reduce a un determinante de tipo Vandermonde
no nulo, y d(C) > r + 1.

Nota: Una matriz con una progresién geométrica en cada fila se conoce como matriz de
Vandermonde,

r 2 n—1 7
1 o a% S0 X
—
1 as a% e X
—

V=|1 a3z a5 ... ag 7
2 n—1
|1 oy o ... o

una matriz n X n. Su determinante, se conoce como determinante de Vandermonde y su resultado

Vi= I (a-a).

1<i<j<n

3.6.1. Definicion

Supongamos fijados un cuerpo finito IF, y nimeros naturales n, b y ¢, 2 < ¢ < n. Sea m el
orden multiplicativo de ¢ médulo n (¢™ = 1(mod n)) y a € Fgm una raiz primitiva n-ésima de
la unidad.

Definicién 3.6.1 (Cédigo BCH). Llamaremos cédigo BCH sobre Fy, de longitud n y distancia

minima prevista J, al cédigo ciclico (sobre Fy y de longitud n) cuyo polinomio generador tiene

por raices ab,abtt, ... abt0-2,

= Sise toma b= 1, el cédigo se denomina BCH en sentido estricto.
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= Si la longitud n es de la forma n = ¢ — 1, se llaman cédigos BCH primitivos.
= Si, ademads, m = 1, el cédigo se denomina Reed-Solomon.

Proposicién 3.6.1. Si C es un cédigo BCH de distancia prevista J, entonces su distancia
minima, d, verifica que d > §.

Demostracion. C es el espacio no nulo de la matriz

b

1 o e a(n_l)b

H =

i ab-i-.é—Q o (n=1)(b+6-2)
Cualquier menor (§ —1) x (§ — 1) de esta matriz se reduce a un determinante de Vandermonde.
Por lo tanto, el resultado se sigue de la caracterizacién de la distancia minima en términos de

una matriz de control. O

3.6.2. Descodificacion de cédigos BCH

Sea el cédigo BCH sobre F, de longitud n y distancia prevista 6 = 2t 4 1 (asA corrige t
errores). Sea « una raiz n-ésima primitiva de la unidad. La matriz de control es

1 a a? e a1

H:

1 a521 oﬂ(‘;*l) a(nfl.)(éfl)

Supongamos enviada una palabra ¢ € C y recibido un vector ¥ = ¢+ € con w(€) = r < t.
Sean 0 < 7; < ... < i, < n —1, las posiciones en que han ocurrido errores y e;,,...,e€;. , las
coordenadas del error € en esas posiciones.

Calculamos el sindrome del vector recibido

s =s(y) = s(€) = Hy" = (s0,...,55-2)".

En notacién polinomica nos queda:

s(X)=s0+s1X+...+ S50 X072,

Se observa que para cada h =0,...,d — 2
T T
s = y(athl) — e(athl) — Zeij(ah+1)w — Zez‘j(a”)thl-
j=1 J=1
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Nota: Simplificamos la notacién: n; = a*/, son llamados ‘localizadores de errores’; €; = e;;,

son llamados ‘valores de error’, para j = 1,...,r, por lo que s, = em?“ 4+ 4 emhﬂ.

Si s(X) = 0 entonces y € C, el mensaje es correcto, por lo que nos centramos en s(X) # 0.

Definicién 3.6.2 (Polinomio localizador de errores). Llamamos polinomio localizador de erro-

res al polinomio
,

L(x) = [ - mx).

i=1

Definicién 3.6.3 (Polinomio evaluador de errores). Llamaremos polinomio evaluador de errores

al polinomio
.
X)=>Y ]

i=1 i

Nota: L(X) y E(X) son polinomios de grado r y r — 1 respectivamente, cuyo conocimiento
implica el de los n; y €;.

Proposicion 3.6.2. En las condiciones anteriores,

a) sip1,...,p, son las raices de L(X), entonces sus inversos p; ', ..., p; ' son los localizadores
del error;
b) conocidos 71, ...,n,, 1s valores del error son
-1
_ —nE (77j )
&= o
(77]' )

siendo L'(X) la derivada (formal) de L(X).

Demostracion. a) Esta parte es evidente.

b) Como

r

L(X)=> (=n) [J(1 = mX),

h=1 i#h

77;1 es raiz de todos los sumandos de L'(X) excepto del j-ésimo. Por lo que

&L () = (=) [ [ = nim; ") = —n; E(; )
1#]

donde se deduce el resultado.
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El porlinomio evaluador se puede escribir en términos de series de potencias. Para ello
necesitamos la siguiente proposicién:

Proposicién 3.6.3. Sea a € F,. Se verifica la igualdad

1 oo
= ZaiXi.
1—aX =

Demostracion. Si operamos se obtiene

o0 o0 [e.o]
(1—-aX) ZaiXi = ZaiXi - Z:ai"'lXi‘H =1
i=0 i=0 i=0

donde se deduce el resultado. O

Segun esta proposicion

1 o
~ Y
1—aX =

luego podemos poner

Esta forma de escribir E(X) nos da el teorema siguiente.

Teorema 3.6.4 (Ecuacién clave). Los polinomios L(X), F(X) y s(X) estdn relacionados me-

diante la ecuacién
E(X) = L(X)s(X)(mod X°71).

Demostracion. Tras la computacion anterior tenemos

0—2
B(X)=L(X) ) e(@™)X' = L(X) Z 5i X" = L(X)s(X)(mod X°~1)
=0
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como queriamos demostrar. O

Nétese que la ecuacién clave muestra que, una vez conocidos s(X) y L(X), el polinomio
evaluador de errores, F(X), se obtiene inmediatamente. Es suficiente multiplicar L(X) y s(X)
y reducir el resultado mod X°~1.

La descodificacién se resume a encontrar L(X) y E(X).

Método euclideo
Se basa en el algoritmo de Euclides en F,[X]. Empecemos dando algunos resultados sobre
L(X)y E(X).

Lema 3.6.5. mcd(L(X),E(X)) =1

Demostracion. No existen raices coincidentes entre L(X) y E(X). O

Proposicién 3.6.6. Si L(X) y E(X) son dos polinomios que verifican

1) deg(L(X)) < t, deg(E(X)) < t;

2) E(X) = s(X)L(X)(mod X1,
entonces existe un polinomio A(X) tal que L(X) = A(X)L(X) y E(X) = A\(X)E(X).

Demostracion. Tomamos la congruencia 2) y la ecuacién clave tenemos que

E(X)L = L(X)E(X)(mod X°1). Al ser deg(E (X )L(X)) <6 —1y deg(L(X)E(X)) < — 1,
esta congruencia implica que E(X)L(X) = L(X)E(X). Siendo los polinomios L(X) y E(X) pri-
mos entre si, forzosamente L(X)|L(X). Por lo que, si ponemos L(X) = A(X)L(X), la igualdad
anterior implica que E(X) = A(X)E(X). O

Basta entonces encontrar polinomios L(X) y E(X) que satisfagan las condiciones 1) y 2) de
la proposicién para determnar L(X) y E(X). Por lo que, salvo multiplicacién de elementos de
Fy, tenemos




A partir de este instante, se empleara la teoria del Apéndice B, por lo que se recomienda su
lectura previa.

El proceso a seguir es el siguiente: se realiza el algoritmo de Euclides con los polinomios
fo(X) = X"y f1(X) = s(X). Sea j el menor indice para el que deg(f;(X)) < t. Pongamos

L(X) = uj(X); E(X) = (=1)7"f;(X).

Proposicién 3.6.7. Sir <, los polinomios L(X) y E(X) verifican las condiciones 1) y 2) de
la proposicion anterior.

Demostracién. Por definicién, deg(E(X)) < t. Segin B.4.3

deg(u;j(X)) = deg(fo(X)) — deg(fj-1(X))

luego, por ser deg(fo(X)) < 6 — 1y deg(fj—1(X)) > t, se tiene que deg(u;(X)) < t. Para la
segunda parte se emplea B.4.2

(=D7F£5(X) = (=) (=1 (0 (X)X — wj(X)s(X))
de donde
(1) (X)) = ui(X)s(X) = —0;(X)X° ™ = (mod X°7)

quedando demostrada la segunda parte. O

Proposicién 3.6.8. mcd(L(X),E(X)) = 1.

Demostracion. Se sabe que L(X) = MX)L(X) y que E(X) = AX)E(X), siendo \(X) =
mde(L(X), E(X)). Probemos que A\(X) € Fy. Segin B.4.3,b), med(uj(X),v;(X)) = 1, es sufi-
ciente probar que A\(X') divide a ambos polinomios u;(X) y v;(X) para demostrar la proposicién.
Esto es claro para u;(X) ya que AN(X)L(X) = L(X) = uj(X). Veamos que ocurre con v;(X),
en la proposicién anterior se probé que

0 (X)X = L(X)s(X) = B(X) = MX)(L(X)s(X) — E(X)).

Por otra parte, como E(X) = L(X)s(X)(mod X°~1), existe un polinomio p(X) tal que E(X) =
L(X)s(X) + u(X)X°L. Sustituyendo este valor en la igualdad anterior

v (X)X = —AX)p(X) X!
luego v;(X) = —A(X)u(X) y MX)|vj(X). O

o8



Ahora se tiene que

L(X) = duj(X) y B(X) = (=1)" "IN f(X).

Determinemos la constante A € F,. El auténtico polinomio localizador verifica que L(0) = 1,
1 = L(0) = Au;(0).
Esto induce el siguiente resultado.
Teorema 3.6.9. Si r < ¢, los polinomios
£ = 4, iy - CTL0
u; (0) u; (0)

son los auténticos polinomios localizador y evaluador de errores.

El algoritmo queda tal que:

Algoritmo 4: Decodificacién por Método Euclideo

input: Se recibe un vector .
1 Se determina su sindrome s(X) = s1 + -+ + 55_2X°72 con s; = u(a’);
2 Se aplica el algoritmo de Euclides modificando a los polinomios fo(X) = X°~ !y
f1(X) = s(X), hasta obtener un indice j tal que deg(f;(X)) < t;
3 En este punto se computan los polinomios localizador y evaluador de errores

u (X —1)7 (X
u;(0) u;(0)
4 Ahora se encuentran todas las raices de L(X) evaluando este polinomio en todos los
La,...,a" 1. SiaM, ... ol son tales raices, entonces sus inversos son

localizadores del error, 7y = o™, ... n, = a" . El valor del error asociado al
localizador 7); es
_O[n—hj E(ah7 )

€ =
T L)
5 Corregir el mensaje recibido: parai =1,...,n — 1, la i-ésima coordenada del mensaje
corregido es
i si i#n—~hy,...,n— hy;
yi—ej si i:n—hj

IDEA CLAVE: Es evidente que el proceso de descodificaciéon comporta tnicamente opera-
ciones aritméticas elementales en [F, con lo que, teniendo en cuenta el coste de tales operaciones
sobre un cuerpo finito, la complejidad del proceso es polinémica en los datos.
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3.6.3. Cdbdigos Reed-Solomon

Como ampliacién de informacién, [3] es un buen articulo donde se representan estos codigos.
Asi como su codigicacion y decodificacién.

Definicién 3.6.4 (Cédigos Reed-Solomon). Un cddigo Reed-Solomon sobre F, es un cédigo
BCH primitivo de longitud n = ¢ — 1.

Proposicién 3.6.10. Los cédigos Reed-Solomon sobre F, son MDS (Maxima distancia de
separacion).

Demostracion. En todo cédigo BCH, fijada la distancia prevista § y la raiz n-ésima «, su
distancia minima y dimensién, d y k, verifican d > § y k = n — deg(g(X)), siendo g(X) =
mem{Irr(a,Fy) | i =1,...,n—1}. Puesto que o' € F, para todo i, se tendra deg(g(X)) = § —

luego, teniendo en cuenta la cota de Singleton, k =n — 6 — 1, de donde d = n — k + 1. O

La caracteristica mas importante de estos cédigos viene dada por la raiz n-ésima, «, que es
un elemento de [Fy, asi, todo el trabajo de cédigo impican tnicamente operaciones en F,. La
problemadtica de estos cédigos es que queda limitada su longitud a g — 1 sobre F,. No existen
cédigos Reed-Solomon sobre Fo. Se plantean dos soluciones posibles ante dicho problema, la
primera solucién es el descenso de cuerpo y la segunda es la concatenacion.

Descenso de cuerpo

Dado un cuerpo finito F4, extensién de Fy, fijemos una base {1, «,... ;a1 de Fr sobre
[F,. Cada elemento de F,r puede identificarse con el vector de Fy de sus coordenadas de la base
anterior. Aplicando este procedimiento a cada componente de un vector Fy,, obtendremos un
vector de Fg".

vector original sobre [Fgr

* * *
vector obtenido sobre F,

Si C es un coédigo de longitud n sobre F,r, a partir de él podemos conseguir un cédigo sobre
F, de longitud rn, se dice que este cuerpo se obtiene del original por descenso de cuerpo.
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Proposicion 3.6.11. Sea C un cédigo de Reed-Solomon sobre For con distancia d = 2t + 1.
Entonces, el cédigo binario obtenido por descenso de cuerpo sobre Fy corrige todos los errores
rafaga de longitud [ < (t — 1)r + 1.

Demostracion. Recibida una palabra binaria, a través del método contrario descrito anterior-
mente (ascendiendo el cuerpo), podemos transformarla en un vector de For. Si los errores forman
una rafaga de longitud [ < (¢t — 1)r 4+ 1, como cada r simbolos binarios se colapsan en uno de
For, la palabra transformada contiene a lo mas t coordenadas erréneas, que es la capacidad
correctora del cédigo. O

Concatenacion

Como bien indica el nombre, esta técnica concatena dos codigos, uno C., llamado externo,
y otro C;, llamado interno. El proceso de codificacién es el siguiente:

Esquema de concatenacion

Codif. Ext. Decod. Ext.

Codif. Int. Canal Decod. Int.

Proceso interno

Si suponemos que los mensajes transmitidos son binarios y C; es [n, k, d|, puede entenderse
la parte interna del proceso como un nuevo canal (a veces llamado supercanal) que transmite
k-tuplas binarias. Estas tuplas pueden identificarse con elementos de For y el cédigo €y tomarse
[N, K, D] sobre Fyx.

El c¢6digo interno permite corregir los errores aislados, pero no las rafagas, de estas se ocupara
el codigo externo. Los cédigos Reed-Solomon se emplean habitualmente como cédigo externo
por su capacidad de correccién de rafagas.
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3.7. Cddigos Localmente Recuperables con Deteccion de Erro-
res Locales

Esta parte se basa en la traduccién del articulo [7].

3.7.1. Introduccion

Supongamos que cae un nodo con informacién, recuperaremos la informacién con cédigos
correctores de errores. Normalmente se emplean los Reed-Solomon, veamos como estos se em-
plean para dicha tarea.

La informacién se almacena en una larga secuencia de b simbolos, elementos de F; (cuerpo
finito). Esta secuencia se particiona en bloques, b = by, ..., de la misma longitud m. De acuerdo
al isomorfismo F}" = F;», cada una de estos bloques se puede entender como un elemento del
cuerpo finito Fy, ¢ = ™. Fijamos un entero k < ¢. El vector b = (by,...,bx) € }F'; se codifica
usando un cédigo Reed-Solomon de dimensién k sobre F,, cuya longitud n, £ < n < ¢, es igual al
numero de nodos que emplearemos en el almacenamiento. Entonces escogemos ayq, ..., a, € Fy
y enviamos by + boc; + ... + bkaffl al i-ésimo nodo. Cuando un nodo falla, podemos recuperar
la informacién que almacena usando la interpolaciéon Lagrangiana de la informacién de cuales-
quiera otros k nodos disponibles.

Se pueden emplear otros tipos de cédigos, por tanto, pongamos el problema en términos
apropiados.

3.7.2. (Cbdigos localmente recuperables

Definicién 3.7.1 (Coordenadas localmente recuperables). Sea C un cddigo lineal de longitud n
y dimension k sobre F,;. Una coordenada i € {1,...,n} es localmente recuperable con localidad
r si hay un conjunto recuperador R, R C {1,...,n} con i ¢ R y #R = r, tal que para cada
palabra del cédigo x € C, una errata en la coordenada x; de x se pueda recuperar usando la
informacién dada por las coordenadas de x con indices en R

Definicién 3.7.2 (Cdédigos localmente recuperables). Dado un cédigo C, se dice que es local-
mente recuperable (LRC) con localidad < r si cada coordenada lo es. La localidad de C es la
menor r que verifica dicha condicién.
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Definicién 3.7.3 (Conjunto recuperador). Sea C un cédigo [n, k, d]. Sea G una matriz generatriz
de C con columnas cy,...,¢,. Dado un conjunto R C {1,...,n} y una coordenada i ¢ R,
decimos que R es un conjunto recuperador para i si ¢; € (c; : j € R), el espacio lineal abarcado
por {¢j : j € R}.

Sea T : Fy — Fy la proyeccion en las coordenadas de R, donde r = #R. Para x € Fy,
escribimos xg = mr(z). Consideramos los cédigos perforados y acortados C[R| = {zr : z € C}
y C[[R]] = {zr : © € C, supp(z) C R}. Empleamos la nocacién C* para el dual de C.

Lema 3.7.1. C[R]* = C*[[R]].

Nota: ¢; € {¢;:j € R) siy solo si dim(C[R]) = dim(C[R]), donde R = R|J{i}, asi la
nocién de conjunto recuperador no depende de la matriz generatriz escogida. En este caso,
existen wi,...,w, € F, tales que ZjeR wjc; = 0 con w; # 0y wj = 0sij ¢ R. Entonces
w=(wi,...,wy) € Ct y wz € CH[[R]]. Asf obtenemos el siguiente resultado.

Lema 3.7.2. R es un conjunto recuperador para una coordenada ¢ si y solo si existe una palabra
wzs € CH[[R]] con w; # 0. En este caso #R > d(C*) — 1.

La menor cardinalidad de un conjunto de recuperacién R para una coordenada ¢ es la loca-
lidad de . La localidad de C es la mayor localidad de entre sus coordenadas.

Una palabra wz € C*[[R]] con w; # 0 no solo nos da un conjunto recuperador, si no
también, un método recuperador: para cada x € C tenemos w-x = wg - v = 0, donde - denota
el producto usual interno, w - x = wix1 + ...+ WypTy,, asi

z; = —w; (wg - TR)

3.7.3. C(Cbdigos Localmente Recuperables con Deteccién de Errores Locales

Nuestro punto de partida es el siguiente

Lema 3.7.3. La distancia minima de C es > d si y solo si para todo § C {1,...,n} con
#S > n — d tenemos dim(C[S]) = dim/(C).

La siguiente proposicién es consecuencia directa del lema anterior y nos dirige a la siguiente
definicién de conjunto recuperador detector de errores.

Proposicién 3.7.4. Un conjunto R\{i} es un conjunto recuperador para cada coordenada
i € R siy solosid(C[R]) > 1.
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Definicién 3.7.4. Un conjunto R C {1,...,n} se llama conjunto recuperador detector de t > 0
errores (t-edr) para una coordenada i ¢ R si d(C[R]) >t + 1, donde R = R J{i}.

Entonces, un conjunto t-edr R para una coordenada ¢ es un conjunto recuperador para i;
ademds R (J{i}\{j} es un conjunto t-edr para todo j € R. Si #R = r de acuerdo al lema
3.7.3, R es un conjunto t-edr para i si y solo si dim(C[S]) = dim(C[R]) para todo S C R con
#S >r —t, donde R = R|J{i}. En particular, dim(C[R]) <r —t.

Por otra parte, como dim(C[R]) > t + 1, implica que d(C[R]) > t + 1, hasta ¢ errores en
cualquier palabra . z € C pueden ser detectados. Asi, cuando ocurren a lo maximo ¢ errores
en xR, un conjunto t-edr R detecta que errores ocurrieron asi como el correcto valor de ;. Para
comprobar los errores y recuperar los borrados podemos emplear métodos como el descrito
anteriormente

T = —wi_l(wn “TR).

La minima cardinalidad de un conjunto ¢-edr R para una coordenada i es la t-localidad
de i. El cédigo C se llama cddigo t-detector de errores localmente recuperables (t-LREDC) si
para cada coordenada, un conjunto recuperador que detecta ¢ errores existe. Cada codigo con
distancia minma d > ¢t + 1 es un t-LREDC (simplemente tomamos R = {1,...,n}). El miximo
sobre las t-localidades es la t-localidad de C, denotada por 7 = 1(C).

Ahora daremos dos cotas de 7,(C). La primera generaliza la cota del lema 3.7.2 para r = 7y,
usando la generalizacién de los pesos de Hamming.

Proposicién 3.7.5. Sea C un cédigo [n,k,d], t-LREDC. La t-localidad r; de C verifica que
r¢(C) > dy;1(C*H) — 1, donde dy11(Ch) es el (t + 1)-ésimo peso de Hamming generalizado de C*.

La segunda cota de r; generaliza la cota de Singleton

k
n+2>k+d+ {
To

Proposicién 3.7.6. Sea C un cédigo [n, k,d], t-LREDC. La t-localidad de C verifica

(t+1)

n+t+2>k+d+{
T’t—t

Por similaridad al caso ¢t = 0, diremos que el cédigo C es t-6ptimo si su t-localidad alcanza
la igualdad en n +t+2 >k +d+ {L_t—‘ (t+ 1), es decir,

Tt

n+t+2—k+d+[
ry —

b J (t+1).
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Capitulo 4

Conclusiones

A lo largo del desarrollo tedrico hemos visto muchas formas de generar cédigos o como
codificar mensajes. El aspecto méas destacable es la forma de estructurar estos cédigos. Las res-
tricciones a las que se someten, ya sean por pardmetros o por cuerpos donde trabajar, permiten
dotar de propiedades algebraicas a dichos codigos. Estas propiedades, a su vez, simplifican los
procesos de codificacién y decodificacién. Permiten dar pautas o algoritmos para resolver, de
una forma computacionalmente ligera, los problemas que puedan causar los ruidos en un canal
de paso de mensajes. Todo unido, nos da una solucién factible al problema de los errores y
borrones.
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Anexo A

Cuerpos Finitos

La ampliacién de los cuerpos finitos, asi como del Anexo B, polinomios en cuerpos finitos,
viene ampliada en [6], [9], [10] [L1].

El propdsito de este Anexo es dar una nocion sobre cuerpos finitos, su existencia, estructura
o manipulacién de los elementos. En el Anexo B se abordaran los polinomios sobre estos cuerpos.

Teorema A.0.1 (de Wedderburn). Todo cuerpo finito es conmutativo.

A.1. Cardinal, Caracteristica y Unicidad de los Cuerpos Finitos

A.1.1. Cardinal de un cuerpo finito

Proposicién A.1.1. Para todo niimero natural primo p, existe un cuerpo finito con p elementos.

Demostracion. Si p es un nimero primo, el anillo cociente Z/pZ es un cuerpo con p elementos.

O]

El conjunto {0,1,...,p—1} es un sistema completo de representantes de Z/pZ. Por lo tanto,
se puede identificar dicho conjunto con Z/pZ, con sus correspondientes operaciones +, .

Proposicion A.1.2. Si g es el cardinal de un cuerpo finito, existen un primo p y un ntmero

natural r tales que ¢ = p".
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Demostracion. Sea K un cuerpo de cardinal ¢ y denotemos por 1x su elemento unidad. Con-
sideramos ahora la aplicacién lineal:

v:Z—K; o(n)=n-1g
donde, si n es un nimero natural, n-1x = 1 +---4+ 1g y, si n es negativo, n- 1k es el opuesto
de la anterior suma. El niicleo de ¢ es no nulo y ficilmente se comprueba que consiste en un
ideal de la forma pZ, siendo p un ntmero primo. Asi, K debe contener un subcuerpo de cardinal

p, k = Img(p) ~ Z/pZ. Entonces K tiene estructura de espacio vectorial sobre k con dimensién
finita. Si r es tal dimension, puesto que K ~ k", el enunciado es trivial. 0

De esta demostracién se puede deducir el siguiente resultado.

Corolario A.1.3. Salvo isomorfismo, Z/pZ es el inico cuerpo posible con un nimero primo p
de elementos. Se denotara como [F), a lo largo de los capitulos de este trabajo.

Se emplean para estos cuerpos la notacién F), el tnico cuerpo (salvo isomorfismo) con p
elementos. Estos cuerpos son llamados cuerpos primos.

Teorema A.1.4. Para todo g = p”, existe un cuerpo finito con ¢ elementos.

Demostracion. Sea [F,[X]| el anillo de polinomios sobre el cuerpo primo con p elementos y
sea f(X) un polinomio irreducible de grado r. El anillo cociente A = F,[X]/(f(X)) es un
cuerpo. Empleando la divisién euclidea se prueba que todo polinomio de F,[X] posee un tnico
representante en A de grado < r. Por tanto, A puede identificarse con el conjunto de polinomos
de [F,[X] de grado < r y su cardinal serfa p". O

A.1.2. Caracteristica de un cuerpo finito

Dado un cuerpo finito Fy, si ¢ = p", como F, contiene a F,, para todo a € F, se tiene que

p veces
p-a:m:(p~1)-a:0-a:0

y p es el minimo con tal propiedad.

Definicién A.1.1 (Caracteristica). Si ¢ = p" diremos que el cuerpo tiene caracteristica p.

Proposiciéon A.1.5. SilF, es un cuerpo de caracteristica p, entonces para cada par de elementos
a,b € F, y cada entero positivo s, se verifica que

(a+b)P =a” +b",

Demostracion. Basta con desarrollat el binomio de Newton y aplicar las propiedades de los
cuerpos finitos. 0
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A.1.3. Unicidad de los cuerpos finitos

Lema A.1.6. Sea F,; un cuerpo finito contenido, como subcuerpo , en otro cuerpo finito [F,. Sea
a un elemento no nulo de F,. Entonces el subconjunto de Fy[X] de polinomios que tienen a o
por raiz, no se reduce al polinomio cero y coincide con el de miltiplos de un polinomio ménico
irreducible.

Demostracion. SilF, es un espacio vectorial de dimensién finita sobre Fy, r es la dimensién, por lo
que el conjunto {1, @, ..., a"} es linealmente dependiente sobre F,. Sea f(X) el polinomio ménico
no nulo de grado minimo, esto es con deg(f(X)) < r, que admite a como raiz. Al ser de grado
minimo, f(X) es irreducible. Esto es asi porque si f(X) = f1(X)f2(X), entonces « es raiz de
f1(X) ode fo(X), contradiciendo que el grado de f(X) sea minimo. Sea ahora g(X ) un polinomio
que tiene a a como rafz. Por la divisién euclidea se puede escribir g(X) = f(X)e(X) + h(X).
Esto deja a h(X) como un polinomio de grado menor al de f(X), pero si evaluamos en «,
obtenemos que g(a) = 0 = h(a), luego h(X) =0y g(X) es multiplo de f(X). O

Definicién A.1.2 (Polinomio minimo). El polinomio f(X), cuya existencia y unicidad asegura
el lema anterior, se denomina el polinomio minimo o irreducible de a sobre IF,.

Nota: Lo denotamos por Irr(a,F,) o Irr(a) si no hay posibilidad de confusién.

Proposicién A.1.7. En un cuerpo finito Fy, cada a € F, verifica que a? = a.

Demostracion. Tenemos dos casos posibles:

1) Si a =0, el resultado enunciado esté claro.

2) Sia # 0, por el teorema de Lagrange, el orden de a divide al orden del grupo multiplicativo
[y, luego al~l'=1yal=a.

Como consecuencia inmediata de esta proposicién, tenemos el siguiente resu

Corolario A.1.8. El polinomio X7 — X factoriza completamente sobre el cuerpo [y, es decir,

X -x=]][(X-a).
€l
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Se ha mostrado que los elementos de I, coinciden con las raices de X7 — X en dicho cuerpo.
Por ello, se puede tomar una definicién alternativa de IF;, como el conjunto de raices de X9—-X ¢
[F,[X]. Esta definicién es valida siempre que se pueda asegurar la existencia de esas raices en
algun cuerpo de caracteristica p. Esto se conoce como clausura algebraica de F,.

Nota: La clausura algebraica de un cuerpo K es el cuerpo mas pequeio que contiene a K
y a las raices de K[X].

Proposicién A.1.9. Sea f(X) € F,[X] un polinomio irreducible de grado r y sea ¢ = p". El
polinomio se factoriza completamente sobre F, (es decir, tiene r raices en F).

Demostracion. Sea el cuerpo con ¢ elementos F,[X]/ (f(X)) y sea z la clase de X en este
cuerpo. Como z es una raiz de f(X), tenemos que f(X) = Irr(z,F,). Como x es también raiz
de X% — X, por el corolario anterior y por el lema A.1.6, se tiene que f(X)|X?— X. Puesto que
X7 — X factoriza completamente en [y, también ocurre para f(X). ]

Corolario A.1.10. Sea f(X) € F,[X] un polinomio irreducible de grado r y sea ¢ = p". Como
espacio vectorial, IF; es isomorfo al conjunto de expresiones polindmicas ag+ajo+. . Aar_am L,

siendo « una raiz cualquiera de f(X) en F, y a; € F).

Demostracion. Basta on probar que el conjunto {1,q,...,a" "'} constituye una base de F,
como espacio vercorial sobre [F,,. En este caso, forma un conjunto linealmente independiente (al
contrario « serfa una raiz de un polinomio de grado menor que r), por lo que es un base. [

Teorema A.1.11 (Unicidad de un cuerpo finito). Para toda potencia ¢ de un nimero primo
existe, salvo isomorfismo, un solo cuerpo finito con ¢ elementos.

Demostracion. Sea ¢ =p"y f(X) € Fp[X] un polinomio irreducible de grado r. Probemos que
F, es isomorfo a F,[X]/ (f(X)). Por el corolario alterior, los elementos de I, pueden expresarse
en la forma ag + aja + -+ + a,_1a" "1, siendo a una raiz de f(X). El isomorfismo buscado se
otiene asignando a tal elemento el ag + a1 X + -+ + a,_1 X" (mod f(X)). O

A.2. Estructuras de los Cuerpos Finitos

El cuerpo finito I, contiene dos grupos abelianos, (Fq, +) y (Fg, ).

Teorema A.2.1 (Estructura aditiva). Si ¢ = p", el grupo aditivo (Fy, +) es un producto directo
de r grupos ciclicos de orden p:

(Fq,+) ~Z/pZ x ... x Z/pZ.
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Demostracion. Puesto que F, es un espacio vectorial sobre el cuerpo primo F, cualquier base
induce el isomorfismo anterior. ]

Definicién A.2.1 (Orden). Dado un grupo abeliano finito (G, ), llamamos orden de = € G al
orden del subgrupo engendrado por z, es decir,

ord(z) = min{n / 2" = 1}.

Definicién A.2.2 (Exponente del grupo). Sea (G,-) un grupo abeliano finito. Llamaremos
exponente de G a

exp(G) = m.c.m{ord(z) |/ x € G}.

Lema A.2.2. Si (G, ) es un grupo abeliano finito de exponente n, entonces existe un elemento
x € G de orden n.

Demostracion. Sean = pi* - - - p&r la descomposicién de n en factores primos. Como p;’ aparece
en la factorizacién, existe z; € G de orden k;p;" para un cierto natural k;. Entonces el elemento
x;" tendrd orden exdctamente pi’ y, por tanto, x = [[", ;" tendrd orden exdctamente n. [

Teorema A.2.3 (Estructura multiplicativa). El grupo multiplicativo (7, ) es ciclico de orden
q— 1.

Demostracion. Sea n el exponente de Fy. Por el lema anterior existe un elemento de orden n.
Por tanto n < ¢ — 1 = #(F}). Po otro lado, al ser n miiltiplo del orden de todo elemento, los
q — 1 elementos de [y satisfacen la ecuacion X" — 1 = 0, con lo que ¢ — 1 < n y, finalmente,
n = q — 1. Al existir un elemento de orden ¢ — 1, el grupo es ciclico. O

Definicién A.2.3 (Elemento primitivo). Llamaremos elemento primitivo de [, a un generador
del grupo ciclico (F*,-).
Asi, si a es un generador de F,, entonces F, = {0,a,a?,..., a9t =1}

Teorema A.2.4. Si g =p" y a es un elemento primitivo de Fy, entonces F, = F[a/].

Demostracion. El polinomio irreducible de « debe tener grado r, pues en caso contraro, por la
proposiciéon A.1.9, a perteneceria a un cuerpo con menos de g elementos y su orden seria inferior
a ¢ — 1. Asi Fp[o] tiene al menos g elementos y, como Fpla] C Fy, el resultado esta claro. [
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A.3. El Reticulo de Subcuerpo

Sabemos que todo cuerpo finito [F, contiene al cuerpo primo F,,, siendo p la caracteristica
de F,. Veamos qué otros subcuerpos contiene I,

Teorema A.3.1. Sea g = p". Todo subcuerpo de I, tiene cardinal p*® con s|r. Reciprocamente,
para todo s tal que s|r, existe un unico subcuerpo de F, con cardinal p®. El conjunto de
subcuerpos de [, tiene pues una estructura de reticulo, donde las relaciones de contencién se
corresponden con las relaciones de divisibilidad entre los divisores de 7.

Demostracion. » Un subcuerpo k de F, tendrd cardinal p®, s < r, ya que k contiene al
subcuerpo primo [F,,. Ademas [F, es un espacio vectorial sobre k, su cardinal, ¢ = p”, sera
una potencia de p* y, por tanto, s|r.

= Si s|r, se comprueba que p*—1[p"—1, por lo que XP"~!—1|X?" "1 -1y XP"— X|XP" —X. Por
la, factorizacién en A.1.8, existe un subcuerpo de F, con p® elementos. Si [F, contuviera
dos subcuerpos distintos con dicho cardinal, el conjunto de los elementos de la unién
contendria més de p® elementos. Todos ellos deberfan ser raices de X?° — X, polinomio
que no admite mas de p°® raices.

O]

Corolario A.3.2. Sean K;, i =1,...,s, cuerpos finitos con p" elementos y sea
r =mem(ry,...,7s). El cuerpo F)r contiene cada cuerpo Kj, o algin subcuerpo isomorfo, y es
el minimo con tal propiedad.

A.4. Conjugacion

Sea F,m el cuerpo finito con ¢™ elementos. Por le teorema A.3.1, este cuerpo contiene
a Fy. Tomemos a € Fym, y sea f(X) el polinomio irreducible de a sobre Fy. Si Fyr es el
cuerpo mas pequenio que contiene a «, entonces f(X) tiene grado r y, segin A.1.9, se factoriza
completamente en Fgr, luego también en Fym.

Definicién A.4.1 (Elemento conjugado). Llamaremos elemento conjugado de a sobre F, a
cualquier raiz (en Fym) de f(X).

El siguiente resultado caracteriza los conjugados de a.

Proposicién A.4.1. Sea r el grado de f(X) = Irr(«,F,). Entonces o posee r elementos con-
r—1

jugados distintos (incluido él mismo). Explicitamente tales conjugados son «, a4, oﬂz, coad
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r—1

Demostracion. Sia € Fym también a4,...,04 € Fym.Sea f(X) = ap+ar X+ -+a,_1 X" "1+

X", acF, Por A15y A.1.7
FX) = ag+ -+ ap XD 4 X7
=(ag+ -+ a1 XUV 4 X7
= f(X)*

se demuestra por recurrencia que af, oﬂz, ... son también raices de f(X). Sélo falta probar que
los elementos «, a4, ... ,oﬂPl, son todos distintos. Si a? = a? para algunos i, j, 0 < i < j <
r — 1, se tendrfa entonces que a? =1 con j —i < r. Por lo que o € F,-i con lo que serfa la
raiz de un polinomio de grado menor que 7. O

Corolario A.4.2. Sea o € Fym. Si r es el menor entero positivo tal que a? = «, entonces
Irr(e,Fy) = (X —a)- (X —af) ... (X —ad ).

Corolario A.4.3. Los elementos conjugados de « tienen todos igual orden (como elementos de
Fgm ). En particular, si « es un elemento primitivo. entonces lo son también todos sus conjugados.

A.4.1. Automorfismos de un cuerpo finito

Tomamos la aplicacion
g . qu — qu, O'(X) = Xq.
Es un automorfismo de F,m por A.1.5, que deja invariantes los elementos de F, por A.1.7. Un
automorfismo de Fy» con tal propiedad, se llama F,-automorfismo.

Definicién A.4.2 (Automorfismo de Frobenius). El Fg-automorfismo o de F,
g . qu — qu7 O'(X) = Xq
se denomina automorfismo de Frobenius de Fym respecto de [F,.

Teorema A.4.4. Los F -automorfismos de Fyn constituyen un grupo ciclico de orden m en-
gendrado por el automorfismo de Frobenius.

Demostracion. Por la proposicién A.4.1, (o) es un grupo de F-automorfismos de Fym de orden
m. Veamos que todo g -automorfismo ¢ es de la forma o' para algtin i. Sea 8 un elemento
primitivo de Fym, de orden ¢™ — 1, y sea g(X) = by + -+ + bp—1 X™ ! + X™ su polinomio
irreducible sobre [F,. Entonces

0=@bo+ 4 bp 1™ L4+ 8™ =byg+ -+ bm_10(8)™" " + 0(B)™,

lo que muestra que ¢(3) es un conjugado de 3. Por lo que () = B = o'(B) para algtn 4. Asi
queda probado el resultado, pues es 8 un generador de Fyn. ]
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Anexo B

Polinomios en Cuerpos Finitos

B.1. Polinomios Ciclotémicos sobre Cuerpos Finitos

B.1.1. Raices n-ésimas de la unidad

Definicién B.1.1 (Derivada formal). Sea K un cuerpo de caracteristica p. Dado un polinomio
f(X) e K[X], f(X) =ap+ a1 X + ...+ anX™, se define su derivada formal como f'(X) =
ap +2a2X + ...+ ma, X™ L.

Lema B.1.1. « es una rafz miltiple de f(X) siy solo si es raiz de f(X) y de f/(X).

Demostracion. Supongamos que « es una raiz multiple de f(X). Sea A > 1 la multiplicidad
de o. Podemos expresar f(X) = (X — a)g(X) para algtin g(X) € K[X] donde g(X) no es
divisible por (X — ). Derivamos f(X) y nos queda

F1(X) = MX = )M g(X) + (X — a)*¢/(X)
= (X — )T (\g(X) + (X — a)g'(X))

por lo que « es raiz de f/(X). Ademds, (X — «) no divide a (Ag(X) + (X — a)¢'(X). Si lo
dividiera, como (X — a)¢'(X) si es divisible, obliga a Ag(X) a serlo, contradiciendo nuestra
eleccién de g(X).

Por otro lado, sabemos que « es una raiz de f(X) y de f/(X). Supongamos ahora que A = 1, es
decir, que « no es una rafz multiple de f(X). Si A = 1, entonces (X — «) no divide a f/(X), por
lo que a no es raiz de f'(X), contradiciendo nuestra hipétesis, por lo que A > 1y, por tanto, «
una raiz multiple f(X). O
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Definicién B.1.2 (Raices n-ésimas de la unidad). Si n es un nimero natural no divisible por
p, el polinomio X" — 1 tiene, en la clausura algebraica de K, n raices distintas a las que se
conoce como raices n-ésimas de la unidad. Si « es una de dichas raices, entonces o™ = 1.

Si se multiplican dos raices n-ésimas de la unidad se produce de nuevo una raiz n-ésima de
la unidad, asi el conjunto de todas ellas forma un grupo. Sus generadores son llamados raices
n-ésimas primitivas de la unidad. Si « es una raiz n-ésima primitiva de la unidad, las demas
raices son o?,...,a" = 1.

Sea o una de estas raices, es primitiva si es también generadora del grupo, es decir, si existe
j € N tal que (a')? = a. Ocurrird si y solo si med(i,n) = 1. Por lo que hay exactamente ¢(n)
raices primitivas de la unidad, siendo ¢ la funcién de Euler.

Nota: La funcién de Euler es la siguiente: Sea n un nimero entero positivo, ¢(n) se define
como el ntimero de enteros positivos menores o iguales a n y que son primos entre si. Esto
ultimo hace que si m < n es primo con n, med(m,n) = 1. La funcién queda

¢(n) ={m e N|m <n, med(m,n) = 1}.

B.1.2. Polinomios ciclotémicos

Sea « una raiz primitiva n-ésima de la unidad.

Definicién B.1.3 (Polinomio ciclotémico). Llamaremos n-ésimo polinomio ciclotémico sobre
K a

Ax)= ][ x-ad).

med(i,n)=1

Como toda raiz n-ésima de la unidad es raiz primitiva de algiin orden d|n, se obtiene la
descomposicién

X" —1=x(X) ] M)
dn,d<n

El polinomio A, (X) tiene grado ¢(n).

Lema B.1.2. Sea n un numero natural primo con g y sea d el orden multiplicativo de ¢
en Z/nZ. El polinomio ciclotémico A, (X) factoriza sobre el cuerpo F, un ¢(n)/d polinomios
moénicos irreducibles de grado d

Demostracion. Tomemos j raiz del polinomio A, (X). El grado de Irr(3,F,) es exactamente la
dimensién de Fy[3] como Fg-espacio vectorial. Como hemos supuesto que d es el menor nimero
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natural tal que ¢¢ = 1(mod n) por lo que, como 3 es una rafz primitiva n-ésima, también el
menor tal que Bqd_l = 1. De este razonamiento se deduce que la dimensién del espacio vectorial
[Fq[5] es d, lo que nos da deg(Irr(B,F,)) = d. Este planteamiento se emplea en cada raiz 5 de
An(X). O

Este lema nos permite conocer el namero y grado de los factores irreducibles de X™ — 1.

B.2. El Orden de un Polinomio

Todo polinomio f(X) € F,[X] con f(0) # 0 es divisor de X™ — 1 para algtin entero positivo
n. Esto es asi puesto que toda raiz o de f(X) es de orden finito, debido a que es elemneto
de un cuerpo finito, por lo que existe algiin entero positivo m que cumple que o™ = 1y
(X —a)|(X™ —1). Entonces se deduce un n tal que f(X)|X™ — 1. Se da a continuacién una
demostracién que acota n.

Lema B.2.1. Sea f(X) € F,[X] un polinomio de grado d > 1 con f(0) # 0. Existe un entero
natural e < ¢% — 1 tal que f(X)|X® — 1.

Demostracion. Sea el anillo cociente F;/ (f(X)). Este anillo posee ¢ —1 elementos no nulos. Por
lo que, dos elementos o mas del conjunto {X? + (f(X)) |i=0,1,...,¢% — 1} deben ser iguales.
Tomemos X"+ (f(X)) = X*+(f(X)) conr > s > 0, o lo que es lo mismo, X" = X*(mod f(X)).
Ahora, como por hipétesis, med(X, f(X)) =1, es X" = 1(mod f(X))y f(X)| X" —-1. O

Definicién B.2.1 (Orden de un polinomio). Sea f(X) € F,[X] un polinomio no constante con
£(0) # 0. Llamaremos orden de f(X), y lo denotaremos ord(f(X)), al menor entero natural e
tal que f(X)|X¢ — 1. Si f(X) es constante, f(X) = A, pondremos ord(f(X)) =1. Si f(0) =0,
serd f(X) = X'g(X) con g(X) # 0, y pondremos ord(f(X)) = ord(g(X)).

Proposicién B.2.2. Sea f(X) € F,[X] un polinomio irreducible de grado d > 1 con f(0) # 0.
El orden de f(X) coincide con el orden de cualquiera de sus raices (en el grupo multiplicativo
F*,).

q

Demostracion. Todas las raices del polinomio f(X) son conjugadas, asi que tienen el mismo
orden. Sea a una raiz y e el orden de la misma. Tenemos que a® = 1, por lo que « es raiz
de X¢— 11y, como f(X) es el polinomio minimo de «, entonces f(X)|X® — 1. Concluimos que
ord(f(X)) < e. Ahora bien, si ord(f(X)) < e, entonces « seria una raiz de la unidad de orden
menor que e, pero esto contradice nuestra hipétesis, por lo que ord(f(X)) = e. O

Corolario B.2.3. Sea f(X) € F,[X] un polinomio irreducible de grado d > 1 con f(0) # 0.
Entonces ord(f(X))|q? — 1.

7



Demostracion. El orden de « en el grupo F;d divide al orden del grupo. O

B.3. Numero de Polinomios Irreducibles

Calcularemos el nimero de polinomios irreducibles de grado r sobre IF,.

Proposicién B.3.1. X7 — X es el producto de todos los polinomios irreducibles sobre F, cuyo
grado divide a r.

Demostracion. X7 — X no posee raices miltiples, pues su polinomio derivado es —1. Sea f(X) €
[F,[X] un polinomio irreducible de grado s tal que s|r. Por la proposicién A.1.9, Fys contiene
las s raices de f(X). Tomemos a una de dichas raices. Puesto que s|r, a estd en Fgr, luego
o =ay f(X)|X? — X. Por otra parte, si f(X) es irreducible y divide a X4 — X, razonando
de manera similar, se muestra que su grado es un divisor de 7. ]

Corolario B.3.2. Si denotamos por N,(d) el nimero de polinomios irreducibles de grado d
sobre I, entonces se tiene que
q = Z sNy(s).

s|r

Definicién B.3.1 (Funcién de Mébius). Llamaremos funcién de Mébius a la funcién de variable
natural, p : N — {—1,0,1} definida del modo siguiente: si n € Ny n = [[7_,p" es su
descomposicién en factores primos, entonces

1 sin=1
win) =140 si e; > 2 para algtn valor de 7
(-1)° si e; = 1 para todo valor de ¢

Lema B.3.3. Si n € N, entonces se verifica que

Zu(d)z{(l) sin=1

dn sin>1
Demostracion. s Sin =1, el resultado es trivial.
» Si n > 1. Supongamos p1,p2,...,ps los divisores primos de n, donde p; # p; con i # j
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para cada i,j = 1,...,s. Por definiciéon de la funcién de Mobius tenemos

dould)=p()+ Y plp) + Y plpipg) + oo+ p(pipa o ps)
i=1

dn 1<i<j<s

1+ (N en+ () ezt (0

= (1-1)°=0.

d

Lema B.3.4 (Férmula de inversién de Mdbius). Sea f una funcién de variable natural con
valores en un grupo abeliano. Para n € N definamos ¢g(n) mediante

o) = 3" ().
din

Entonces se verifica que

Fn) = ud)g (%) =Y u (%) g(d).

dn dn

Demostracion.

> ndg(5) =Y ud) Y £
dln

dln e|(n/d)

=Y > uld)f(e)

e|ln d|(n/e)

=Y fle) > u(d)

eln d|(n/e)

= f(n).

Teorema B.3.5. El nimero de polinomios irreducibles de grado r sobre I, es

Ny(r) = %Zu(s)qg = %ZM (g) 7.
ofr

s|r

Demostracidn. Se aplica la férmula de inversién de Mobius sobre la funcién f(r) = rNg(r) O
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Corolario B.3.6. Para todo cuerpo finito F, y todo entero natural r, existe un polinomio
irreducible de grado r sobre F,.

Demostracion. Esto ocurre por que la suma de la expresiéon N, (), mediante el teorema anterior,
es siempre positiva. ]

B.4. Algoritmo de Euclides

Existe una divisién con resto conocida como euclidea. Dados fo, fi € Fy[X] con def(fo(X))
> deg(f1(X)), existen polinomios ¢(X) y r(X) tales que deg(r(X)) < deg(f1(X)) que cumplen
Jo(X) = f1(X)q(X) + r(X).

Sean fo(X), f1(X) € Fy[X] con deg(fo(X)) > deg(f1(X)), veamos el proceso de determina-
cion de m(X) = med(fo(X), f1(X)), realizamos lo siguiente:

fo(X) = fi(X)q1(X) + f2(X)
[1(X) = f2(X)@(X) + f3(X)
f2(X) = f3(X)g3(X) + fa(X)

Con deg(f1(X)) > deg(f2(X)) > ---, por lo que, en un ntimero finito de pasos, se tiene un
resto tal que deg(fi(X)) =0

Proposicién B.4.1. Con las notaciones anteriores, si fi(X) = 0, entonces

med(fo(X), f1(X)) = fr-1(X).

Demostracion. Tenemos que fr(X) = 0, por lo tanto fi_1(X)|fr—2(X). Si iteramos el proceso,
nos queda fr_1(X)|fe—3(X),. .., fr—1(X)|f1(X), fr—1(X)|fo(X). Asi pues,

fre—1(X)|med(fo(X), f1(X)) = m(X). Por el otro lado, tenemos que m(X)| fo(X) y m(X)|f1(X),
por lo que verificamos que m(X)|f2(X) = fo(X) — f1(X)q1(X), e, al igual que antes, iterando,
llegamos a que m(X)|fr—1(X). Si aunamos ambos resultados, y sabiendo que la factorizacién
en [F,[X] es tnica, obtenemos que m(X) = fi, (X) (salvo multiplicacién por constante). O
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Se puede escribir m(X) = med(fo(X), f1(X)) como combinacién lineal de fo y f1(X) con
coeficientes en F,[X]. Definamos estos polinomios u;(X),v;(X) como

up(X) =0 w1 (X) =Lv0(X) =1 vi1(X) =0;
y, por el proceso de iteracién para 1 < i < k,

ui+1(X) = wi(X)qi(X) + ui—1(X);
vi41(X) = i(X)qi(X) + vi—1(X);

Proposicién B.4.2. Con las notaciones anteriores, para cada ¢ = 0,...,k — 1, se verifica que
Fi(X) = (=1 (fo(X)0i(X) = f1(X)us(X)).

Proposicién B.4.3. Los polinomios u;(X), v;(X) verifican que,

a) sii> 1, entonces deg(u;(X)) = deg(fo(X)) — deg(fi—1(X)); y

b) wi(X)vip1(X) = vi( X)uip1 (X) = (=1)"+

Ambas dos demostraciones, se realizan por ejercicio de induccién sobre i.
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