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Resumen

Este trabajo esta divido en dos partes marcadas por cada capitulo. En la primera se hace
un resumen de las actividades realizadas durante la estancia en préacticas. En este periodo se
desarrollé un modelo de Machine Learning para estimar la probabilidad de que un préoximo
partido de futbol resultara en empate. Quedan recogidas en esta parte cémo fue el proceso a
medida que iba avanzando el tiempo y qué metodologias y materiales se usaron. El segundo
capitulo aborda un estudio matematico de los semigrupos numeéricos en el que se sigue un camino
que lleva desde las bases de esta teoria hasta la explicaciéon de la simetria y la supersimetria.
Se presentan pruebas y resultados rigurosos asi como una interpretacién de los mismos.
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Capitulo 1

Estancia en practicas

1.1. Introducciéon

El Instituto de Nuevas Tecnologias de la Imagen (en adelante INIT) es una empresa integrada
en el tejido del Espaitec, dentro de la Universitat Jaume 1. Su localizacion fisica se encuentra en
el edificio del Espaitec 2, desde donde he recibido las érdenes de mi supervisor de practicas de
forma telematica. Las actividades desarrolladas en el INIT van desde proyectos relacionados con
vision artificial y 3D hasta investigacion y aplicacién de Machine Learning para reconocimiento
de patrones. Es en este tltimo contexto en el que se enmarca mi estancia en practicas, la cual ha
consistido enteramente en formarme y explotar al maximo este tipo de tecnologia para resolver
de la mejor manera posible un problema dado.

Con respecto a las actividades realizadas durante el periodo de la estancia, todas ellas se han
servido préacticamente del uso de las mismas herramientas. El lenguaje de programacion en el
que se han desarrollado todas las tareas del trabajo ha sido Python. Ademaés se ha usado Google
Colab, el servicio de cloud computing que ofrece Google, que tiene un enfoque muy favorable
hacia proyectos de data science. Las bibliotecas mas usadas han sido la de Scikit-learn, para
lo referente a los modelos de machine learning y la valoracién de estos, y la de Pandas, para
facilitar la exploracién de los datos y disponer de una buena estructura con la que almacenarlos
a la hora de trabajar con ellos. En menor medida también se ha usado Lazy Predict y Seaborn,
cuyo uso serd justificado cuando nos refiramos a ellas durante la Planificacién temporal de
las tareas. Dentro de este ambito se aplicaran los conocimientos adquiridos durante el grado,
concretamente los relacionados con las asignaturas de la rama de lenguajes de programacién
y los de la rama de estadistica, para hacer un uso lo mas fructifero posible de los datos y
desarrollar una buena herramienta que arroje resultados de calidad sobre el problema a tratar.
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1.2. Objetivos del proyecto formativo

El trabajo desarrollado se engloba dentro de un proyecto de analisis de resultados de futbol
en el que primero una aplicacion “scrapper” recopila informacién sobre los mismos y se genera
una base de datos. A partir de ahi el objetivo de mi estancia ha consistido en elaborar un modelo
de machine learning capaz de anticipar un resultado de 0-0 o también llamado “scoreless draw”
ante un proximo partido basdndose en algunos de los datos recogidos como “nuimero promedio
de goles marcados por el visitante” o “porcentaje de partidos de la liga que terminan en empate”.
También se ha hecho el mismo el estudio pero en un marco algo mas general, el de predecir
la probabilidad de empates sin imposicién de la condicién de scoreless draw. Es esta segunda
parte la que ha arrojado mas resultados satisfactorios en términos de bondad del modelo de
clasificacién obtenido. El modelo de prediccién de empates y probabilidad de ocurrencia de los
mismos ha sido puesto a prueba mediante varias métricas asi como mediante la comparacién de
su salida con las cuotas ofrecidas por las casas de apuestas.

1.3. Explicacién detallada del proyecto realizado en la empresa

1.3.1. Metodologia y definicién de tareas

La primera parte de las préacticas ha sido formativa. La obtencién de una base sélida de
conocimiento es esencial para un buen desempeno del trabajo y asi ha sido. Durante las primeras
semanas me he dedicado a aprender la buena praxis del trabajo con cantidades considerables de
datos y las fases de desarrollo de un proyecto de machine learning. Después de esta etapa, cada
fase correspondiente al estudio de un problema concreto ha transcurrido siguiendo el mismo
formato. El como proceder no ha variado mucho de una etapa a otra obviando las mejoras que
la experiencia ha ido trayendo. El siguiente apartado contiene informacion més concisa en lo
referente a lo realizado a lo largo de la estancia.

1.3.2. Planificacion temporal de las tareas
Primera quincena

El inicio de las préacticas se ha dedicado al estudio y comprensién de la primera parte del libro
Hands-on Machine Learning with Scikit-Learn, Keras & TensorFlow [3], excluyendo lo referente
a aprendizaje no supervisado y reduccién de dimensionalidad. Las competencias ensefiadas en
este libro son claras y directas, orientadas a saber llevar a cabo un proyecto de machine learning
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pero sin dejar de lado el funcionamiento de los algoritmos utilizados. Con la realizacién de
los ejercicios propuestos por el libro he conseguido aumentar mis conocimientos en este campo
considerablemente y en muy poco tiempo.

Segunda quincena

Tras terminar el periodo de formacion, siguiendo las indicaciones de mi supervisor, he leido
el paper The Curse of Scoreless Draws in Soccer: The Relationship with a Team’s Offensive,
Defensive, and Overall Performance [I], que trata sobre el problema de predecir cudntos empates
0-0 se van a producir en la temporada de un equipo de futbol y qué variables considerar para
maximizar el éxito del modelo. Pese a que podemos dar razones para argumentar que este
problema dista del enfoque que tiene este proyecto, ya que la variable aleatoria “numero de
scoreless draws” que usa este paper es resultado de un sumatorio de la variable aleatoria que
consideraremos nosotros (“ocurrencia de scoreless draw”), hay conclusiones que nos resultan
muy utiles a la hora de empezar a trabajar. De la lectura de este articulo vemos que al parecer
las variables “TGPG” y “PPG” (goles totales por partido y puntos por partido, respectivamente)
tienen gran influencia a la hora de predecir este tipo de resultados. Con esto en mente empezamos
el desarrollo del trabajo.

Al comienzo, con ayuda de mi supervisor, accedo a la base de datos creada por el scrapper
y la almaceno en formato “pickle” desde Python para facilitar su uso por todos los programas
que vaya creando. La organizaciéon que ha imperado desde el principio es la de separar las tres
fases de limpieza de datos, entrenamiento y seleccién de un clasificador, y evaluacién del modelo
final. De esta manera un primer fichero se ocupa de explorar los datos y separarlos en los lotes
de train y test set. Después los ficheros dedicados a la prueba de modelos cargan esos datos ya
preparados y prueban cada uno su correspondiente modelo para después almacenarlo. De esta
forma puedo aprovechar la pequena concurrencia que ofrece Google Colab al permitir ejecutar
ma&s de un archivo al mismo tiempo. Por ultimo, cuando se llegue a la fase de evaluacién del
clasificador elegido, un ultimo fichero hace las pruebas pertinentes con la parte de los datos
que estaba reservada para la evaluacién. Esta fue la planificacion que fijé con las herramientas
disponibles para llevarla a cabo durante todo el proyecto siguiendo las recomendaciones del
Apéndice B del libro de Hands on Machine Learning.

Con toda esta organizacion previa comienzo a trabajar. Durante esta quincena hago una pri-
mera limpieza de los datos e implemento los modelos referidos a arboles de decisién y maquinas
de vectores de soporte. También escribo funciones para visualizar mejor los datos aprovechando
Seaborn, un médulo de Python que permite expresar gran cantidad de informacién acerca de
una muestra de datos mediante todo tipo de gréaficas. Concluyo gracias a esto que la gran ma-
yoria de los partidos (por encima del 98 %) presenta un marcador donde ningiin equipo supera
los 7 goles (véase Figura . Para mejorar el entrenamiento de los modelos decido eliminar
durante la fase de entrenamiento los partidos en los que el marcador presenta nimeros por
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encima de esta cifra. Esto me ayudard a mejorar sustancialmente la calidad de las predicciones.

Figura 1.1: Mapa de calor del namero goles marcados en un partido.
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Ademads pienso nuevas formas de clasificar un partido como scoreless draw. La opcién més
inmediata que se me ocurre es atajar el resultado del partido con una prediccién previa para
después aproximar la probabilidad de empate 0-0. Implemento también funciones para guardar
los modelos resultantes.

Tercera quincena

Contintio con la prueba de modelos y exploro la posibilidad de hacer la regresién intermedia
a los goles. Después de implementarla, usando todos los algoritmos de machine learning de
los que disponia, concluyo que lejos de presentar una ventaja frente a los modelos originales,
produce peores resultados. Pruebo también otra regresién intermedia, esta vez, al resultado del
partido. Los resultados son los mismo. Decido enfocar todos mis esfuerzos en conocer mejor
los datos y buscar las features que mejor capaciten a los modelos para hacer una clasificacion
adecuada.

El modelo final obtiene malas calificaciones en la fase de evaluacién y, siguiendo las directivas
de mi supervisor, doy por terminada la predicciéon de empates 0-0 y continto con la clasificacién

de empates en general.
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Figura 1.2: Curva ROC del clasificador de scoreless draws durante la fase de cross validation.
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Cuarta quincena

Lo primero que hubo que hacer fue migrar toda la estructura organizativa del proyecto ante-
rior al nuevo. Esto no llevé mucho tiempo dada la similar naturaleza de ambas tareas. Al probar
los modelos considerados en la etapa anterior enseguida se pone de manifiesto que se trata de un
problema ligeramente mas sencillo. Pese a esto era necesario seguir avanzando porque ningin
clasificador presentaba opciones de llegar a convertirse en un buen modelo. Por recomendacién
de mi supervisor de préacticas, decido investigar el combinar los datos ya existentes para obtener
nuevas features que puedan ayudar a representar més la posibilidad de empate. La que parece
mejorar mas los clasificadores al aniadirse es una que intenta mostrar la diferencia de goles entre
los equipos local y visitante. Se construye como la distancia de Minkowsky de orden 3 entre
los puntos del espacio (“goles marcados por partido”, “goles encajados por partido”) corres-
pondientes al equipo visitante y local. También se ha probado todo tipo de tasas que expresen
cuando un equipo anota mucho en comparacion a lo que recibe pero sin mucho éxito. Durante
esta quincena comienzo a afianzar lo que ya venia pensando desde que empecé con el anterior
proyecto: las features que mejor funcionan son “nimero total de goles por partido” y “empates
por partido de la liga”. Al contrario de lo que pasaba en el articulo, los goles y los puntos no
son suficientes para expresar una cantidad de variabilidad notoria a la hora de predecir (véase

Figura .

Quinta quincena

Con todos los recursos exprimidos casi al méximo, dedico la primera semana a construir va-
rios modelos que implementen un ensemble method para aunar las predicciones realizadas por
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Figura 1.3: Distribucién de goles en un partido y puntos por partido.
DRAW = D DRAW = 1

cada candidato. Pruebo varios tipos de EnsembleClassifier pero el mejor resulta ser el Voting-
Classifier. Aunque no con muy buenas puntuaciones en la fase de cross validation, decido pasar
a la fase final de valoracién del modelo. Elaboro un clasificador basado en dar una probabilidad
de empate mediante el calculo del inverso de las cuotas dadas por las casas de apuestas. Con
esto tengo una referencia complementaria a la que aspirar y sobre la que puedo comparar mi
modelo. Me llama la atencién la forma de la curva ROC de este clasificador (véase Figura[L.4)),

ya que muestra un modelo bastante peor que el que podriamos imaginar que usan las casas de
apuestas.

Figura 1.4: Curva ROC del clasificador basado en las cuotas de las casas de apuestas.
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Tras aplicar todas las métricas y comparar el algoritmo con el obtenido de los casinos, la
conclusién parece clara: el modelo no es lo suficientemente bueno pero se acerca timidamente
al de las casas de apuestas. Elaboro un informe de rentabilidad que muestra como se comporta
el clasificador a largo plazo y qué beneficios produce en caso de apostar a aquellos partidos
con una probabilidad favorable. Me pongo en contacto con mi supervisor para hacerle llegar los
resultados. Este me sugiere ampliar mis fronteras y buscar y probar nuevos algoritmos. Me dice
por donde empezar y asi lo hago.

La biblioteca Lazy Classifier proporcionada por Francisco Ramos ha sido una herramienta
muy util a la hora de hacer evaluaciones rapidas de nuevos modelos. Hasta el momento los
clasificadores que mejor funcionaban eran los basados en arboles de decisiéon como el Random-
ForestClassifier o el ExtraTreesClassifier. Pero luego de considerar y probar nuevos modelos
gracias a Lazy Classifier se ha visto que modelos como el XGBoost podian ponerse a la par en
la carrera por ver cudl es el mejor. Algunos algoritmos centrados en dar una regla de clasifica-
cién mediante algoritmos del tipo Naive Bayes también han resultado algo maés satisfactorios.
Con todo este fondo de armario se han vuelto a hacer cortas implementaciones de regresiones
intermedias a los goles que no han llegado a buen puerto y quedan rechazadas definitivamente.
Lo que si ha tenido mayor éxito, en algunos casos, ha sido la aplicaciéon de un preprocesado a
las features de cada modelo para obtener combinaciones polinémicas de las mismas.

Sexta quincena

Durante la ultima quincena de practicas se ha dedicado el tiempo a dos tareas. Primero se
ha terminado de probar los nuevos modelos de prediccion de empates y con ellos se ha seguido la
misma metodologia que recomienda el libro: usarlos para construir un ensemble method. Con el
mejor modelo resultante se elabora el mismo informe de rentabilidad que en la quincena pasada.
Los resultados mejoran considerablemente, llegando hasta superar a la casa de apuestas bajo
algunas métricas, pero tras hacer la prueba de una bateria de apuestas, el modelo sigue siendo
incapaz de obtener un beneficio. Atn asi las pérdidas que produce son bastante pequenas lo que
puede significar que este es el camino para construir un buen clasificador. La segunda tarea ha
consistido en afrontar un problema distinto. Lejos del ambito de los partidos de futbol, dedico
el tiempo sobrante de la estancia en préacticas a estudiar datos sobre unos almacenajes de gas.
Se trata de un pequenio trabajo que realizo en apenas cuatro dias en los que valoro métodos de
compresién de modelos ya guardados y elaboro graficas para explicar como influye el tamano
del dataset de entrenamiento en la bondad del método de machine learning. También estudio
sobre como influye cada variable de las recogidas en la base de datos a la hora de predecir la
carga neta de los almacenajes. Concluyo, entre otras cosas por la Figura que la variable
de Temperatura Ambiente es capaz de expresar casi en su totalidad la Carga Neta existente,
algo de gran utilidad a la hora de realizar modelos y entrenarlos. Después de esta breve pero
aprovechada exploracién de los datos doy por terminada mi estancia.
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Figura 1.5: Distribucién de las variables del proyecto de Carga Neta frente la eje X dado por la
Temperatura Ambiente.
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1.3.3. Estimacion de recursos del proyecto

Python

Python es un lenguaje de programacién orientado a objetos en el cual se ha desarrollado
toda la actividad contenida durante el periodo de estancia en précticas. Su gran flexibilidad y
versatilidad han sido claves para agilizar el proceso y poder realizar numerosas pruebas antes
de dar con la solucién final que resuelva las tareas planteadas por el tutor.

Google Colab

Es el entorno de programacién de cloud computing ofrecido por Google de forma gratuita en
el que se puede hacer uso de la ejecucion por celdas de cédigo, lo que resulta ideal para trabajos
de programaciéon de machine learning.
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Scikit-learn

La biblioteca Scikit-learn ofrece una gran variedad de modelos de Machine Learning. Tam-
bién da la opcién de combinarlos de las maneras mas variopintas mediante sus clases Pipeline y
FeatureUnion, entre otras. Ademas contiene métodos dedicados a la evaluacién de los modelos
donde el programador tiene un alto grado de control sobre la eleccion de los parametros.

LazyClassifier y LazyRegressor

Son dos bibliotecas dedicadas a realizar pruebas previas a los modelos construidos con Scikit-
learn para tener un idea de donde empezar a considerar opciones viables y qué algoritmos parece
que son los mas propensos a funcionar debidamente.

Matplotlib y Seaborn

Se trata de dos bibliotecas para representacion de datos. Han sido convenientes a la hora de
tener que representar el dataset en funciéon de un nimero elevado de variables para estudiar a
simple vista como expresan esas features la variabilidad del conjunto.

1.3.4. Grado de consecucién de los objetivos propuestos

Como ya anticipaba mi supervisor al inicio de las practicas, el trabajo realizado de prediccién
de empates no es una cosa trivial. Hay negocios montados en torno al resultado de los partidos
y las casas de apuestas tienen muchos recursos trabajando para dar las mejores aproximaciones.
Con estas perspectivas, el haber conseguido afinar un modelo hasta un punto en el que es
superado solo ligeramente por el de los casinos ya es una victoria. Hay motivos para decir que
la meta fijada al empezar el proyecto ha sido conseguida.

1.3.5. Conclusiones

El informe de analisis de rentabilidad obtenido al final de la estancia muestra como esta
tarea que parecia imposible dada su magnitud es incluso atacable desde segin qué flancos. La
constancia ha sido clave para mejorar poco a poco cada modelo hasta dar con uno que tuviera un
comportamiento lo mejor posible. En total se han llegado a probar més de 30 tipos de modelos
a base de mezclarlos mediante las herramientas que ofrece la biblioteca Scikit-learn. El modelo
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resultante ha sido puesto a prueba simulando apostar a los partidos que se tenian registrados
en la base de datos. Usando el criterio de Kelly [2], método para apostar que tiene en cuenta
cémo de seguro estd uno de realizar la apuesta y a cuanto se paga la apuesta para elegir la
cantidad a invertir, las pérdidas obtenidas no superaban el 0,1 por unidad invertida si tomamos
1 como depésito inicial de cada apuesta. Todas las métricas apuntan a que el clasificador esta
por debajo del de las casas de apuestas pero solo ligeramente.

Por otra parte podemos deducir del lento aumento en las prestaciones de los modelos que
el problema base radica en la falta de variables a considerar. Quizds un mayor conocimiento
de los encuentros pueden llevar a perfeccionar una regla de clasificacién que obtenga mejores
resultados.
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Capitulo 2

Memoria TFG

En esta parte vamos a estudiar un tipo concreto de submonoides de N que reciben el nom-
bre de semigrupos numéricos. Empezaremos dando algunas definiciones y resultados basados
en los contenidos del libro “Numerical Semigroups” [4] sobre los que edificaremos la teoria con
la que poder analizar dichas estructuras. Haremos una vista general sobre qué caracteriza a un
semigrupo, qué elementos “notables” presenta, su relacion dentro de los posibles monoides de
N. .. Conforme vayamos avanzando profundizaremos mas y méds en aquellos semigrupos que pre-
senten cualidades de interés siguiendo lo estudiado en el paper “On numerical semigroups” [5].
Pasaremos asi a describir los semigrupos simétricos, una familia de semigrupos numeéricos ca-
racterizada por tener el mismo niimero de gaps que de elementos normales que ademés estaridn
relacionadas uno a uno por una simetria con eje en la mitad del nimero de Frobenius. Dentro
de esta clase de semigrupos encontraremos los semigrupos supersimétricos, los cuales ademas
de tener la propiedad de simetria poseen una estructura de sus Apéry muy concreta: los con-
juntos de Apéry con respecto de un elemento del sistema generador minimal de un semigrupo
supersimétrico no presentan sizigias. Ademas el sistema generador minimal de estos estd com-
puesto por productos de niimeros coprimos y consecuentemente veremos que existe una férmula
cerrada para calcular el nimero de Frobenius de cada semigrupo supersimétrico.

La ténica del TFG serd entonces realizar este estudio radical de los semigrupos numeéricos

yendo desde las definiciones mas cldsicas que dan forma a este campo hasta una modesta
introduccién al mundo de la simetria y supersimetria.
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2.1. Introduccién a los semigrupos numéricos

En este capitulo se tratard de explicar los conceptos basicos para la familiarizacién con los
semigrupos numéricos y algunas de sus propiedades més caracteristicas. La intencion es de servir
como acercamiento para entender estas estructuras y mostrar algin resultado relacionado con
los distintivos mas fundamentales de cada semigrupo.

Definicion 1. Sea M un conjunto no vacioy + : M x M — M una ley de composicién interna
en M. Diremos que el par (M, +) es un monoide si cumple:

1. Propiedad asociativa: (a +b)+c=a+ (b+¢) Va,b,ce M.

2. Elemento neutro: de € M :a4+e=e+a=a VYa€ M.

Diremos que (M,4+) es un monoide conmutativo o abeliano si satisface ademds la siguiente
propiedad:

3. Propiedad conmutativa: a+b=b+a Va,be M.
A menudo, para relajar la notacién, podremos omitir nombrar la operacién estructural 4+ del

monoide (M, +) asi como denotar el elemento neutro por 0.

Definicién 2. Sea (M, +) un monoide y sea N # () un subconjunto de M, entonces diremos
que (N, +) es un submonoide de M si N es cerrado bajo + y se da que 0 € N.

Ejemplo 1. Veamos algunos ejemplos de monoides:

» El monoide trivial formado unicamente por el elemento neutro ({0}, +).
» Los naturales con la suma usual (N, +).

» Sea G un conjunto no vacio, las aplicaciones f : G — G con la composicién (Apl(G), o).

Ademas tanto N como {e} son conmutativos y, si e = 0 € N, entonces {e} es un submonoide de
N.

Definicién 3. Dado un monoide M y un subconjunto A C M no vacio, se define el monoide
generado por A como

(A) ={M1a1+Xaag+ ...+ dpan € M2 A, Aoy, A €N ag,a9,...,ap, € A neN\{0}}

El conjunto A se llama sistema generador de (A). Por como estd definido (A) es inmediato
ver que se trata de un submonoide de M, ya que 0 € (A) y la suma de dos elementos de
(A) como a = Maj + Aeag + ...+ A\pan, y b = by + poba + ... + pmby, da como resultado
a+b=Aai+ X eas+...+ Aan+ p1br + pobe + . . . + by, que innegablemente es un elemento
de (A).
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Proposicién 1. Sea M un monoide y sea A C M, entonces (A) es la interseccion de todos los
monoides que contienen al conjunto A.

Demostracion. Sea I = {N C M : A C N AN es un submonoide de M} vamos a probar que
(A) = yer N. Si tomamos un elemento a € (A) serd de la forma a = Aa; + Aoag + ... + Aa,
con \; € Nya; € Aparai=1,2,...,n. Pero por definicién, si N € I entonces a; € AC N y
por ser N un monoide tenemos que cualquier combinacion lineal de los elementos de a; sobre N
también estd incluida en N, en particular, a € N y con esto demostramos que (A) C (\ye; V.
Por otra parte como (A) es un submonoide de M y A C (A) entonces (A) € I y se sigue que

Nyver N = (Nxer N) N (A4) € (A). 0

Definicion 4. Dados dos monoides M7 y Ms, decimos que una aplicacién f : M7 — Ms es un
homomorfismo de monoides si conserva la aplicacién estructural, es decir, si

fla+b) = f(a)+ f(b) Va,be M;

Diremos ademaés que se trata de un isomorfismo si f es biyectiva y por lo tanto admite inversa,
la cual sera a su vez también un isomorfismo de monoides.

Definicion 5. Dados dos monoides M; e Ms decimos que son isomorfos si existe un isomorfismo
que los conecte. Esto queda denotado por My = M.

A continuacién vamos a definir una clase especial de monomios la cudl serd el objeto de
estudio para el resto de este trabajo: los semigrupos numéricos.

Definicién 6. Un semigrupo numérico es un submonoide de (N, +) con complemento en N
finito.

Nota 1. Dado A un subconjunto de N y sea a € A, escribiremos “—” como tultimo elemento
después de a para indicar que si n > a, entonces n € A.

Ejemplo 2. Veamos algunos ejemplos de semigrupos numéricos:

= Kl semigrupo numérico més facil que podemos encontrar es el propio N.

w (2,4,7) ={0,2,4,6,7,—}

» (3,5) =40,3,5,6,8,9, —}, representado en la Figura 2.1}

Veamos ahora un lema que caracteriza a los generadores de un semigrupo numérico con la
siguiente propiedad:

Lema 1. Sea A # () con A C N. Entonces (A) es un semigrupo numérico si y solo si ged(A) = 1.
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Figura 2.1: Semigrupo numérico (3, 5).
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Demostracion. Si (A) es un semigrupo numérico entonces por ser N\ (A4) finito podemos definir
no = max(N\ (4)). Dado un = > ng tenemos que x,x + 1 € (A). Si denotamos por d = gcd(A)
vemos facilmente que tanto d |  como d | z+1 por lo que d divide a (z+1—xz) = 1 y concluimos
que d = 1.

Supongamos ahora que ged(A) = 1. Si A = {ay,a2,...a,} se tiene por la identidad de

Bézout que Jz129,...2, € Z tal que z1a1 + 29a2 + ... + zpa, = 1. Ahora bien, si i1,49,...,0
son los subindices de los enteros no negativos y ji,j2, ..., Jn—k, los de los negativos, tenemos
Ziy iy F Zig Qg +. .+ 2,05, = 1— 25,05, — 25,05, —. .. — 2z, aj, . Esto quiere decir que 3s € (A)

tal que s+1 € (A). Veamos que sin > (s —1)s+ (s —1) entonces n € (A). Sean ¢,r € N tal que
n = sq+r con 0 <r < s. Por la construccién de n tenemos que sq+r > (s—1)s+(s—1) y por
la construccién de r, (s —1) —r > 0. De estas dos desigualdades deducimos que s¢—(s—1)s > 0
para llegar a que ¢ > s—1. Luegon = (rs+r)+(¢—r)s =r(s+1)+(¢—r)s € (A) y por tanto
la cardinalidad de N\ (A) es menor que (s —1)s+ (s —1) y (A) es un semigrupo numérico. [

Proposicién 2. Sea M un submonoide de N, exceptuando el monoide trivial M = {0}, existe
un semigrupo numérico S tal que S = M.

Demostracion. Sea d = ged(M), por el Lema (1) sabemos que S = ({%f € N: m € M}) es un
semigrupo numérico. Veamos pues que la aplicacién f : M — S definida como f(a) = § Va €

M es un isomorfismo de monoides. Es facil ver que f es inyectiva ya que sean a,b € M : f(a) =

f(b) entonces § = 2 = a = b. También de forma sencilla vemos que es sobreyectiva. Sea
s € S tenemos que s = L + "2 4 ...+ T2 con m; € M para i = 1,2,...,n. Esto se puede
mitmat..4Amn, _ m

reescribir como s = 7 con m € M. Llegados a este punto comprobamos que
f(m) =% = s. Por tltimo para demostrar que se trata de un isomorfismo, sean mjy, ms € M,
se tiene que f(my +mg) = M2 = ML 4 T2 — f(my) + f(mg). O

Este resultado nos cerciora de que podemos estudiar todos los submonoides de N desde un
punto de vista algebraico dedicandonos solo a los semigrupos numéricos. Echemos un vistazo
ahora a los sistemas de generadores y a como se comportan bajo el isomorfismo definido en la
prueba de la proposicién
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Definicién 7. Dados un monoide M y un sistema generador A, decimos que A es un sistema
generador minimal si ningun subconjunto propio de A genera a M.

Ejemplo 3. Siguiendo la definicién [7], sea S el semigrupo numeérico, el cual mds en general es
un monoide, dado por

S =1{0,4,8,9,12,13,16,17, 18,20, 21,22, 24, —}

Entonces:

» {4,9,13} es un sistema generador de S no minimal.
» {4,9} es un sistema generador de S minimal.

Definicion 8. Sea S un semigrupo numérico y sea n € S con n # 0, definimos el conjunto de
Apéry de S con respecto a n como:

Ap(S;n)={se€S: s—n¢S}

A veces por simplicidad omitiremos el nombre del semigrupo S siempre que no haya lugar a
dudas.

Ejemplo 4. Sea S el semigrupo numérico definido en el ejemplo [3| entonces

= Ap(S,4) ={0,9,18,27}
= Ap(S,8) = {0,4,9,13,18,22,27,31}

Lema 2. Sea S un semigrupo numérico y sea n € S con n # 0. Entonces Ap(S,n) =
{wo,w1,...wy—1} donde w; es el menor elemento de S que cumple w; = i mdéd n para i =
0,1,...n—1.

Demostracion. En primer lugar w; — n no pertenece a S por como estan definidos los wj, lo
que nos lleva directamente a afirmar que w; € Ap (S, n). Supongamos ahora que el conjunto de
Apéry tiene més elementos que los dados por w;. Si Ja € Ap(S,n) : a ¢ {wo,w1,... wp—_1}
entonces Jw; tal que w; = a mdd n para algtin i. Llegamos asi a que a —w; = kncon k € Z 'y
de nuevo por la definicién de w;, se tiene que k > 0. Por tanto a = w; + (k — 1)n+n € S (por
ser todos los sumandos elementos de S), lo que implica que a —n = w; + (k — 1)n € S. Pero
esto contradice el supuesto de que a es un elemento de Ap (S, n). O

El conjunto de Apéry junto con la definicién equivalente dada por el lema[2]son herramientas
indispensables a la de trabajar con semigrupos numéricos y de ahora en adelante apareceran en
multitud de resultados y sus demostraciones.

Nota 2. Dados A, B C N denotamos por A* = A\ {0} y el conjunto suma como A + B =
{a+beN: ac A be B}.
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Lema 3. Sea S un semigrupo numérico y sea n € S* entonces Vs € S 3(k,w) € Nx Ap(S,n)
tal que s = kn + w.

Demostracion. Sea ws € Ap (S,n) : ws =s mdd n tenemos que s = ws + kn con k € Z. Pero
por el lema 2| como s € S y es congruente con ws, entonces k > 0 esto termina la prueba. [

Teorema 1. Cada semigrupo numérico admite un unico sistema generador minimal el cudl a
su vez es finito.

Demostracion. Sea S un semigrupo numérico, veamos primero que el conjunto £ = S*\ (S*+5*)
es un sistema generador de S, es decir, sea s € S veamos que s € (F). Si s € E entonces es
claro que s € (E). Si s ¢ E tenemos que Jx,y € S* tal que s = x + y. Si x 0 y no es un
elemento de F, continuamos con este proceso de descomposicién hasta obtener si,ss2,...,s, €
E: s=s51 452+ ...+ s,. Veamos ahora que este sistema de generadores es minimal y tinico.
Para probar ambas cosas supongamos que A es otro sistema generador de S y llegaremos a la
conclusién de que £ C A. Si z € E entonces por ser A sistema generador A1, Ao, ..., A\, €Ny
ai,az,...,ay, € A paran € N* tal que x = Aja1 + A2a2 + ... + \pa,. Pero como = ¢ (S* + S*)
tenemos que x = a; para algin 1 < ¢ < n y por tanto x es un elemento de A.

Para terminar comprobemos que este sistema generador es finito. Dado n € S* consideremos
el siguiente conjunto: G = Ap (S,n) U {n}. Se tiene por el Lema |3| que cualquier s € S puede
expresarse como suma de elementos de G, lo que concluye que G genera a S. Ademds, del Lema
se sigue que |Ap (S,n)| =n y con esto |G| = n + 1. Como hemos visto antes, existe un tnico
sistema generador minimal el cual es, por definicién, un subconjunto de GG, y consecuentemente
su cardinalidad sera a lo sumo n + 1. O

Corolario 1. Sea M wun submonoide de N, entonces M tiene un iunico sistema generador
minimal que ademds es finito.

Demostracion. Sea d = ged(M) entonces S = { € N: m € M} es un semigrupo numérico por
el Lema(l] Ademds M = S bajo la aplicacién f definida en la demostracién de la Proposicién [2]
Para empezar veamos que si A es un sistema generador de M entonces f(A) generaa S. Seas € S
y m € M tales que f(m) = a, entonces I\1, Ao, ..., Ay € Ny aj,ag,...,a, € Aparan € N* con
m = A1a1+Aeas+. . .+Apa, por ser A sistema generador. Calculando las imégenes y con el hecho
de que f es un homomorfismo se deduce que f(s) = f(A1)f(a1)+ f(A2)f(a2)+...+ f(A\n)f(an).
Teniendo en cuenta que la aplicacién f~! también es un isomorfismo de monoides, se puede
razonar reciprocamente para llegar al resultado andlogo de que la antiimagen de un sistema
generador de S es un sistema generador de M.

Veamos ahora que si E es el sistema generador minimal de S entonces f~!(E) es el sistema
generador minimal y tnico que buscamos. Por lo probado anteriormente f~!(E) es generador
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de M. Sea H un sistema generador cualquiera de M, entonces f(H) es sistema generador de
S. Por lo demostrado en el Teorema [l, E C f(H) y como f es biyectiva, f~1(E) C H. De esta
manera cualquier sistema generador de M contiene a f~! y el corolario queda probado. O

Con esto terminamos lo referente a monoides en general y de ahora en adelante nos centra-
remos en los semigrupos numéricos en exclusiva. Pasaremos ahora a definir algunas propiedades
caracteristicas de cada semigrupo asi como resultados relacionados con estas. Uno de los temas
a tratar serd la respuesta a la pregunta “;cudl es el nimero més grande que no puede expre-
sarse como combinacién lineal entera positiva de dos nimeros naturales?”. Para todo esto el
enfoque va a cambiar ligeramente, pues ya podemos identificar a los semigrupos numéricos en
virtud del Lema |l mediante su sistema generador minimal en vez de considerarlos solo como un
submonoide de N.

Definicién 9. Sea S un semigrupo numérico y sea E = {s1, Sa,..., Sy} su sistema generador
minimal con min(E) = s;, entonces decimos que S tiene multiplicidad s1, denotado por m(S) =
s1, y que su dimensidn de embebimiento es el cardinal de E, escrito como e(S) = |E| = n.

Definicion 10. Sea > una relacion binaria de orden sobre el conjunto de los elementos de un
monoide (M, +), decimos que > es un orden mondétono si cumple la siguiente propiedad:

= Sean a,b € A tal que a > b entonces para cualquier elemento ¢ € A se tiene que a+c > b+c.

Lema 4. Sea (M,+) un monoide y sea > un orden mondtono sobre (M,+), entonces si A y
B son dos subconjuntos de M se tiene que min(A + B) = min(A) + min(B).

Demostracion. Cada elemento del conjunto A + B puede expresarse como suma de un a € A
y otro b € B. Ahora del hecho de que @ > min(A) y de que > es un orden mondtono se tiene
que a +b > min(A) + b. A partir de esta desigualdad, con el mismo razonamiento sobre el
conjunto B llegamos a que a + b > min(A) + min(B). En particular el elemento minimo de
A+ B, expresado como min(A + B) = ay, + by, con a y b elementos de A y B respectivamente,
también cumple min(A + B) = a,, + by, > min(A) + min(B) y por ser el propio minimo de
A+ B, min(A) + min(B) > min(A + B). Luego min(A) + min(B) = min(A + B) O

Proposicion 3. Sea S un semigrupo numérico, entonces:
1. m(S) = min(S™)

2. e(S) <m(S)

Demostracion.
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1. Consideremos el sistema generador minimal de S. En el Teorema [I| vimos que se trataba
del conjunto S* \ (S* 4+ S*). Por definicién tenemos que la multiplicidad de S es m(S) =
min(S* \ (S* + 5*)). Pero como el orden usual es mondtono, por el Lema {4 tenemos
que min(S* + S*) = min(S*) + min(S*) y por tanto min(S*) < min(S* + 5*). Con
esto podemos afirmar que el elemento minimo del sistema generador minimal es m(S) =

min(S* \ (S* +5*)) = min(S*).

2. Por el Lema [3| el conjunto A = {m(S)} U Ap (S, m(S)) es sistema generador. Pero es-
te conjunto puede simplificarse sin perder representacién de S como A* = {m(S)} U
Ap (S,m(S))*. De esta forma A* es un sistema generador de m(s) elementos (la cardi-
nalidad del conjunto de Apéry viene dada en el lema [2)) y entonces el sistema generador
minimal de S serd como maximo de este tamarfio, esto es, e(S) < |A| = m(S).

d

Nota 3. El resto del trabajo que contiene definiciones y resultados sobre un semigrupo numérico
dado estan sujetas a que este no se trate del semigrupo trivial N.

Definicion 11. Sea S un semigrupo numérico, llamaremos nimero de Frobenius de S al mayor
numero natural que no se encuentre en el semigrupo, es decir, F(S) = max(N\ 5).

Definicién 12. Sea S un semigrupo numeérico, definimos N(S) = {s € S : s < F(9)}.
Denotamos el cardinal de este conjunto como n(.S).

Definicion 13. Sea S un semigrupo numérico llamamos conjunto de huecos de S o simplemente
gaps al conjunto G(S) = N\ S. Su cardinalidad viene dada por g(S) y nos referiremos a ella
como género de S.

El conjunto N (S) o, alternativamente G(S), ofrece una descripcién completa del semigrupo
al que corresponde. Los elementos de S que estan en la “cola” del semigrupo, es decir, aquellos
s € S tal que s > F(S), pueden ser vistos como redundancia de informacién, ya que solo es
necesario especificar cudl es F'(S) para nombrarlos a todos. Esto motiva la notacién explicada
en la Nota[ll

Ejemplo 5. Pasemos a ver cudles son el nimero de Frobenius y los gaps de los semigrupos
dados en el Ejemplo

» El nimero de Frobenius de (2,7) es F'((2,7)) =5 y sus gaps, G((2,7)) ={1,3,5}.
» Para el semigrupo (3,5), F((3,5)) =7y G((3,5)) = {1,2,4,7}.

Proposicion 4. Sea S un semigrupo numérico y sea n # 0 un elemento de S, entonces:
1. F(S) = (maxAp (S,n)) —n
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n—1

2. g(S) = % ZwEAp (S,n) w—= "5

Demostracion.

1. Por definicién del ntmero de Frobenius, F(S) +n € Ap(S,n). Si m = méaxAp (S, n),
entonces m—n ¢ Sy por tanto m—n < F'(S). Pero por otra parte es claro que F/(S)+n €
Ap (S,n) y, por el cardcter maximo de m, F(S) 4+ n < m. Usando ambas desigualdades
tenemos que F(S) =m —n.

2. Por el Lema [2| tenemos que existen ki, ka,...k,—1 € N* tal que Ap (S,n) = {0,kin +
Lkon + 2,...,kp—1n + (n — 1)}. Ademds este mismo lema también nos dice que esos
elementos k;n + ¢ son los més pequenios del semigrupo que son congruentes con ¢ modulo
n, es decir, los gaps son precisamente aquellos niimeros que son menores que su respectivo
elemento del conjunto de Apéry con el que son congruentes. Por la forma de estos, tenemos
que por cada k;n + i existen exactamente k; gaps, esto es

n—1 n—1
1 . n—1 1 n—1
g(S):Zki:ﬁZ(k‘m—i—z)—T:E Z W=
=1 i=1 w€EAp (S,n)

O]

La Proposicién [ nos da una caracterizacién tanto del ntimero de Frobenius como del niimero
de gaps de un semigrupo. Sin embargo no nos da una forma de calcular explicitamente ambos
nimeros sin tener que recurrir a averiguar el conjunto de Apéry del mismo. Si dirigimos nuestra
atencion a algunos conjunto mas concretos de semigrupos numéricos podemos dar una expresién
que cumple este requisito. Estudiemos la siguiente férmula para semigrupos generados por 2
elementos.

Proposicién 5. Sean a,b € N* con ged(a,b) =1, se tiene que

1. F({a,b)) =ab—a—1b

2. g((a,b)) = ot
Demostracidn. Para poder utilizar el resultado de la Proposicién [4] vamos a calcular el conjunto
de Apéry de a. Veamos que si w es un elemento del semigrupo tal que puede expresarse como
w = kya + kob con ki, ke € Ny ky > 0, entonces w no puede pertenecer a Ap ({a, b), a) porque

w—a = (k1 —1)a+kab € (a,b). Luego los tinicos elementos que pueden formar parte del conjunto
de Apéry de a son 0,b,2b,...,(a— 1)b. Aplicando la Proposicién 4| obtenemos

1. F({(a,b)) =(a—1)b—a=ab—a—b.
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Para terminar la introduccion a los semigrupos numéricos veamos un par de resultados que
se desprenden también de la Proposicion [4] y que continidan en la linea de estudiar el ntimero
de Frobenius y el género de un semigrupo.

Lema 5. Sea S un semigrupo numérico generado por {ni,na,...,np} y sea T el semigrupo
T=(""2..., inl_l,nﬁ con d = ged{ni,na,...,np_1}, entonces Ap (S,np) = d(Ap (T, np)).

Demostracion. Primero probemos la inclusién Ap (S, n,) € d(Ap (T, ny)). Siw € Ap (S, n,) con
w # 0, veamos que w € (ny,ng,...np—1) C S. Si w = kyng + kana + ... + kpny con k; € N
y kp > 0, entonces w —n, € S lo cudl entra en conflicto con la definiciéon de w y se tiene
que w ha de ser combinacion lineal de los elementos n1,ns,...np—1. De esto se deduce que
Le(m m Zerl) C T. Sisuponemos ahora que % ¢ Ap (T',n,) se llega a una contradiccion
yvaque 4 —n, €T = w—dny, €S = w¢ Ap(S,np).

Veamos la inclusién contraria. Si w € Ap (T, n,), entonces por el mismo razonamiento de
antes se tiene w € ("™,22, ... "21) C Ty en consecuencia dw € (n1,ng,...np_1) C S. El resto
de la prueba se sigue por reduccién al absurdo. Supongamos que dw ¢ Ap (S,n) o, equivalen-

temente, dw — n, € S. Esto implica el poder escribir dw — n, = Ain1 + Aana + ... + Apn, con

A1, A2, ... Ay € Ny bajo unos pequenos arreglos se tiene d(w — ()‘17?1 + )‘27?2 +...+ )"’%‘?”71)) =

(Ap + 1)np. Ahora bien, por el Lema (1} ged(d,ny) = 1y por (DIVISIBILIDAD REFEREN-

CIAR), d divide a A, 4+ 1. Tenemos asi que w — n, = /\17?1 + % +...+ )‘pf:” € T pero esto es

una contradiccién ya que w € Ap (T, nyp). O

Proposicién 6. Sea S un semigrupo numérico con {ni,nsa,...ny} su sistema generador mini-

mal y sea T = ({", 22, ..., "21 n,}), entonces:

1. F(S) = dF(T) + (d — 1)n,

2. g(S) = dg(T) + “=1e=1)

Demostracidn. Ambas pruebas se siguen de aplicar el Lema [f] y la Proposicién [

1.

’11

(T) = max(Ap (T, ny)) —np, = max(Ap (T, ny)) = F(T) + np.

() = méx(Ap () — np = méx(dAp (T,ny)) — n, = d(mix(Ap (T,ny))) — n, =
dF(T) + (d — 1)n,,.

ﬁ
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1 np—1 1 np—1
2. 9(T) = 7= Yverp (@) ¥~ ~5— = s 2oveAp (Iiny) ¥ = 9(T) + 75
g ) _ 1 np—1 1 np—1

np—1 np—1
(9) = 5, 2oweap(sm) W = 75 = 7y Loveap (mny) W = T = A9(T) + 757 + 7 =
dg(T) + %.

2.2. El tipo y la simetria.

Al igual que el capitulo anterior se centraba en describir los semigrupos numéricos usando el
sistema de generadores minimal, el nimero de Frobenius y el conjunto de gaps, en este se buscara
principalmente estudiar cada semigrupo mediante un nuevo invariante: su tipo. Ademas este
servird para clasificar una familia concreta de semigrupos a la que prestaremos especial atencién.

Definicién 14. Sea S un semigrupo numérico, decimos que = € N\ S es un nidmero de pseu-
dofrobenius si Vs € S* x + s € S. Al conjunto de ntimeros de pseudofrobenius lo denotamos
por PF(S) y su cardinalidad es llamada tipo de S, escrito como ¢(S).

Lema 6. Sea S un semigrupo numérico generado por P = {s1,2,...,5,}, entonces f ¢ S es
un numero de pseudofrobenius si y solo si para cualquier s; € P se tiene que f + s; € S.

Demostracion. La primera implicacién es trivial ya que f + s € S* para cualquier elemento s
del semigrupo y, en particular, para s € P. Veamos ahora que si f + s; € P para todo s; € P,
entonces f es un pseudofrobenius. Sea s € S* podemos expresar s = a181 + @282 + ... + Ansn
con a; € N. Ahora bien, como s # 0, ha de haber un elemento a; que sea no nulo. Por hipétesis
tenemos que f + agsy = (f + sx) + (ax — 1)ay € S y por tanto f + s = (f + arsg) + a151 +
a282 + ...+ Qg—15k—1 + Ak+15k+1 + - - + anSy € 5. O

Ejemplo 6. Sean los siguientes semigrupos numeéricos y sus numeros de pseudofrobenius:

» (2,3) ={0,2,—} con PF((2,3)) = {1} y tipo ¢((2,3)) = 1.

= (4,9,11) = {0,4,8,9,11,12,13,15, —} con PF((4,9,11)) = {7, 14} y tipo t((4,9,11)) = 2.

El parecido en los nombres de nimero de Frobenius y nimeros de pseudofrobenius se debe
a una naturaleza también similar, ya que el nimero de Frobenius provoca que cualquier suma
en la que intervenga resulte en un elemento del semigrupo y, de igual manera, los nimeros
de pseudofrobenius realizan la misma atraccién pero solo desde nimeros del semigrupo. En
particular tenemos que el nimero de Frobenius es un también un nimero de pseudofrobenius,
el més grande de todos.
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Definicion 15. Sea S un semigrupo numérico, decimos que a <gbsib—a € S.

Lema 7. Sea S un semigrupo numérico, entonces <g es una relacion de orden en N.

Demostracion. Para que una relacion binaria sea un orden ha de ser reflexiva, antisimétrica y
transitiva. Vamos a probar estas tres propiedades. Sean s,r,t € S, entonces

1. Reflexiva: Tenemos que s <g s ya que s —s = 0 € S por ser 0 un elemento presente en
todos los semigrupos.

2. Simétrica: Si s <gry s #r, entonces r —s € S. Asi s —r = —(r —s) ¢ Sy por tanto

r£s s.

3. Antisimétrica: Si s <g r y r <g t, se tiene que tanto r — s € S como t — r € S. Por ser
ambos elementos de S su suma también lo es: (r—s)+ (t—r) =t —s € S, y esto implica
que s <g t.

O]

Esta relacién de orden depende por definicién del semigrupo en el que estemos trabajando.
Ademsés estd fuertemente unida al conjunto de nimeros de pseudofrobenius como dejan entrever
las proposiciones [7] y [§ a continuacion.

Proposicion 7. Sea S un semigrupo numérico, entonces:

1. PF(S) = Maximales<((Z \ S)
2.x2€Z\S < 3fePFS): f-xzeS

Demostracion.

1. Cada inclusién se prueba mediante un razonamiento de reduccién al absurdo. Para la
primera parte, sea x € PF(S) y supongamos que 3z € Z\ S : = <g z A z # x. Entonces
rapidamente vemos que z —x € S = (z —z) +x = z € S por ser x un numero de
pseudofrobenius pero esto es imposible por la construcciéon de z . En segundo lugar, sea
z € Maximales<((Z\ S). Asumamos esta vez que 3s € S: z+s=a ¢ S, es decir, z no es
un nuimero de pseudofrobenius. Esto lleva a que s =a—2 € § = z <g s contradiciendo
la maximalidad de z .

2. Veamos primero la implicacién x € Z\ S = If € PF(S): f—ax € S.Seax €Z\ S,
el supuesto x € PF(S) es trivial ya que z —xz = 0 € S, luego consideremos = ¢ PF(S).
Tendremos asi que 3s € S* : x+s ¢ S. Definamos ahora el conjunto A como A = {s € S :
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x+s ¢ S*}. Este conjunto es no vacio como acabamos de ver por lo que podemos nombrar
a su maximo como ¢t = méx(A). Por la construccién de t es inmediato que = 4+t € PF(.S)
va que si r € S* entonces (x +1t)+r =z + (t+r) € S por no ser t + r un elemento de A.
En consecuencia (x +t) —x =t € S probando la primera implicacién. Para demostrar la
segunda basta con fijarnos en que (f —z)+x = f € Z\ S, hecho que serfa imposible si
fuera un elemento de S, ya que la suma de dos elementos del semigrupo resulta en otro
elemento del semigrupo.

Proposicion 8. Sea S un semigrupo numérico y sea n # 0 un elemento de S, entonces

PF(S) = {w —n: w € Maximales<,(Ap (S,n))}

Demostracion. Vamos a probar la igualdad de conjuntos separdndola en dos inclusiones. Pri-
mero veamos que PF(S) C {w —n : w € Maximales<,(Ap (S,n))}. Sea z un ndmero de
pseudofrobenius, entonces su suma con cualquier nimero del semigrupo da como resultado otro
numero del semigrupo, en particular como n € S, se tiene x +n € Sy por tanto  +nAp (S, n).
Veamos ahora que si t pertenece a Ap(S,n) y z +n <g t entonces t y  + n son el mismo
numero. Sea s =t — (r +n) = t —x — n, por la definicién de t sabemos que s € S. De la
construccién de s obtenemos que t —n = x + s, pero como t —n ¢ Sy x € PF(S), s ha de ser 0
porque en caso contrario x + s € S llevandonos a una contradiccién. Luego queda probado que
x es maximal dentro de Ap (S, n).

Para probar la inclusién reciproca sea ahora t € Maximales< (Ap (S,n)). Tenemos asi que
t —n ¢ S. Supongamos que existe un elemento s # 0 de S tal que t —n + s ¢ S. Esto
implicaria que t 4+ s perteneciera al conjunto de Apéry de n y tendriamos que t <g t+ s ya que
(t+s) —t =s € S. Pero esto se contradice con el hecho de que ¢ es maximal en Ap (S,n) , de
lo que se concluye que t —n+s €S Vs e S*yt—mnesun nimero de pseudofrobenius. O

Corolario 2. Sea S un semigrupo numérico, entonces

t(S) <m(S) -1

Demostracion. De la definicion (tipo de un semigrupo) y de la proposicién |8 aplicada al
conjunto de Apéry de m(S) se deduce:

t(S) = |[PF(S)| = [{w—m(S) : w € Maximales<,(Ap (S, m(S5)))}| = [Maximales<,(Ap (S, m(S)))]

Pero como el nimero de elementos del conjunto de Apéry respecto de m(S) es exactamente
m(S) por el lema [2[y entre ellos se encuentra el 0, el cudl nunca serd maximal, podemos dar la
siguiente cota superior de ¢(.5):

t(S) = |[Maximales< ¢ (Ap (S, m(S5)))| < m(S) — 1
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Corolario 3. Sea S un semigrupo numérico con e(S) = 2, entonces t(S) = 1.

Demostracion. Como ya vimos en la prueba de la Proposicién si S = (a,b), entonces
Ap(S,a) = {0,b,...,(a — 1)b}. Este conjunto solo tiene un maximal respecto del orden >g
ya que cualquier elemento del conjunto se puede expresar como b con 0 < ¢ < a y en con-
secuencia (a — 1)b —ib = (a — 1 —i)b € S. Por la Proposicién [§ tenemos que el niimero de

maximales del conjunto de Apéry es el tipo del semigrupo y concluimos que ¢(S) = 1. ]
Definicién 16. Sea S un semigrupo numérico minimalmente generado por {si,s2,...,Sn},
entonces escribimos d; = ged{s1, s2,...,Si—1, Sit+1,...,5n} para cada i = 1,2,... ¢t y definimos
el siguiente conjunto:
a 54 .
S={=——F:1i=12,...,t})
H]#Z d] ) Sy )

Llamamos a S semigrupo derivado de S.

Proposicion 9. Sea S un semigrupo numérico, entonces S es un semigrupo numérico.

Demostracién. Primero veamos que el monoide S estd bien definido. Tenemos que todos los
d; de la definicién son coprimos, ya que en caso de haber dos d,,d, que compartieran
algin divisor k no trivial llegariamos a que todos los elementos del sistema generador minimal
P = {s1,82,...,5,} son divisibles entre k y eso no es posible por el Lema [l Esto sumado al
hecho de que cada d; con j # i divide a s; € P, resulta en que [] ot d; divide a s;.

Visto esto es facil comprobar que se trata de un semigrupo numeérico. Si S no es semigrupo
numérico, entonces el Lema/|l|nos asegura que ged (= 52 1. Pero esto no
’ & ques (Hj;él di’ [0 ds’ " zn dj) 7&

es posible porque entonces tendriamos que ged(P) # 1. El semigrupo derivado es efectivamente
un semigrupo numérico. O

Ejemplo 7. Sea S el semigrupo minimalmente generado por {4, 6, 7}, entonces tenemos:

» $=1{0,4,6,7,8,10,11, —}, representado en la Figura

= S ={0,2,3,4,—}, representado en la Figura

La definicién de semigrupo derivado estd orientada a construir un semigrupo numérico re-
lacionado con el original del cudl se parte pero con una naturaleza mas sencilla. Asi cuando
calculamos S obtenemos un semigrupo cuyo sistema generador minimal E’ es mas “simple” que
el original F. La dimensién de embebimiento sera menor o igual que la de S y cada uno de los
elementos de E’ son mds pequenos que los respectivos elementos de E. La mayor utilidad de
estos semigrupos radica en la siguiente proposicion.
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Figura 2.2: Semigrupo numérico S = (4,6, 7).
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Figura 2.3: Semigrupo numérico S = (2, 3).
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Proposicion 10. Sea S un semigrupo numérico y S su semigrupo derivado, entonces el tipo
de ambos semigrupos coincide, esto es

t(S) = t(S)
Demostracion. Sea {si,s2,...,S,} un sistema generador de S, definimos cada uno de los d;
como d; = ged{s1,82,...,8i—1,8i+1,--,S,} ¥y vamos a construir una familia de semigrupos S;

de la siguiente forma:
1. SO = {81,82, e ,Sn}

2 S= (- = s
{Hﬁ-;idj’ﬂj-;édj’ ’H?;Zdj}

Esta construccién no es mas que ir progresivamente anadiendo divisores a los elementos del
sistema generador original para terminar con S,, = S. Ahora por la Proposicién [8 se tiene que
el nimero de maximales de Ap (S;11, Si+1) es el mismo que el de Ap (S;, s;), ya que los apérys
del primero son multiplos de los del segundo. La iteracién de este razonamiento en un nimero

finito n de pasos nos lleva a que ¢(S) = t(Sp) = t(Sy) = (). O
Proposicion 11. Sea S un semigrupo numérico, entonces
9(8) < (S)n(S)
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Demostracion. Consideremos la aplicacion dada por
v :G(S) — PF(S) x N(95)
T QO('T) = (f:c:fx - fL‘)

con f, = min{f € PF(S) : = <g f}. Esta definicién es correcta ya que la existencia de un
fz para cada © € G(S) estd asegurada por el segundo resultado de la proposicién @ Veamos
ahora que se trata de una aplicacién inyectiva. Sean x1,z2 € G(S) : ¢(z1) = ¢(x2), entonces
(f1, fi—x1) = (f2, f2— z2) lo que inmediatamente provoca que x; = x3. De esta forma tenemos
que |G(S)| < |PF(S) x N(S)| y, equivalentemente, g(S) < t(S)n(S). O

Corolario 4. Sea S un semigrupo numérico, entonces

F(S)+1<(tS)+ 1)n(S)

Demostracion. Sabiendo que g(S) +n(S) = F(S) + 1, la desigualdad se obtiene de aplicar esto
al resultado de la proposicién O

Nota 4. Uno de los problemas actuales es el de verificar si, siendo S un semigrupo numérico,
entonces se cumple la siguiente relaciéon entre sus invariantes:

F(S) +1 < e(S)n(S)

Esta desigualdad es conocida como la conjetura de Wilf y es un problema que lleva abierto
durante més de 50 afios. Por el Corolario [f] sabemos inmediatamente que esta condicién es
cierta para aquellos semigrupos que verifican que ¢(S < e(S).

Después de esta toma de contacto con el tipo y los nimeros de pseudofrobenius, vamos a
continuar estudiando la simetria de un semigrupo, una propiedad que guarda multiples relacio-
nes con lo visto hasta ahora en esta seccién. El capitulo terminara con la obtencion de algunas
identidades y cotas referentes a los caracteristicos que hasta ahora se han definido. Empecemos
con algunas definiciones, entre ellas, la de semigrupo simétrico.

Definicién 17. Sea S un semigrupo numérico y sea NG el conjunto NG = N(S)UG(S) de los
elementos de N més pequenos o iguales que F'(.S), definimos la aplicacion simétrica de S como

¢: NG — NG
x+— ¢(x) =F(S)—=

La imagen de x por la aplicacién simétrica es llamada simétrico de .

Lema 8. Sea S un semigrupo numérico y ¢ su aplicacion simétrica entonces
1. ¢ es inyectiva.
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2. ¢ es involutiva, es decir, p(p(x)) = x para x € NG.

3. p(N(5)) € G(S).

B

. N(S) € o(G(9))

)

. Sea z,y € NG, entonces x >y si y solo si ¢(x) < ¢(y).

D

. Sea z,y € NG, entonces x >g y si y solo si p(x) <g ¢(y).

Demostracion.

1. Sean x1,x9 € NG tal que ¢(z1) = ¢(x2). De forma equivalente, F'(S) — x1 = F(S) — z2,
lo que directamente nos lleva a que x; = xo.

2. Sea x € NG, entonces ¢(¢p(x)) = ¢(F(S) —x) = F(S) — (F(S) —x) = x.

3. Consideremos la imagen de N(S) por la aplicacién simétrica de S y veamos que es sub-
conjunto del conjunto de gaps. Si s € N(S) y su simétrico también es un elemento del
semigrupo se llega a una contradiccién ya que ¢(s) = F(S)—s = ¢(s)+s=F(S)e S
pero el nimero de Frobenius no estd en S por definicién.

4. Se deduce inmediatamente de aplicar el apartado [2] al apartado

5. Siz > y, entonces F'(S)+x > F(S)+y y se tiene que ¢p(x) = F(S)—xz > F(S)—y = ¢(y).
Un razonamiento andlogo conduce a demostrar la otra implicacién.

6. Siz >g y, entonces ¢(y)—d(x) = F(S)—y—F(S)+x = x—y y por hipétesis z—y € S, con
lo que ¢(z) <g ¢(y). Un razonamiento andlogo conduce a demostrar la otra implicacién.

O

El nombre que se le da a ¢ no es aleatorio, ya que si representamos el conjunto NG y su
imagen, vemos que la aplicacién le hace corresponder a cada elemento el punto simétrico en la
recta con respecto de (F(S) +1)/2.

Ejemplo 8. Sea S = (3,5) un semigrupo numérico, veamos cémo actiia la aplicacién simétrica

sobre NG mediante la Figura

La idea que subyace en la definicién de ¢(z) es la de poder estudiar la relacién que existe
entre los gaps de un semigrupo y sus normales. El Lema |8 nos habla de las propiedades de
dicha aplicacién y el vinculo entre un elemento y su simétrico. Veamos algunos resultados que
se desprenden inmediatamente de estudiar los semigrupos desde esta perspectiva.
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Figura 2.4: Semigrupo numérico (3,5,7) y ¢(N).
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Proposicion 12. Sea S un semigrupo numérico, entonces

F(S) +1
9(S) > -

Demostracion. De los apartados 1 y 3 de la Proposicion [8] se tiene que la cantidad de gaps es
mayor o igual al nimero de normales. Por otro lado como los conjuntos N(S) y G(S) son una
particién de {0,1,..., F(S)}, entonces |N(S)|+ |G(S)| = F(S) + 1. Uniendo ambos resultados
concluimos () 41

)= B
como queriamos. ]

De la Proposicién [I2] también se desprende el hecho de que el nimero de normales sea menor
o igual a (F(S) + 1)/2. La prueba es andloga a la de dicha proposicién. Pasemos a centrarnos
en un tipo especial de semigrupos, los semigrupos simétricos.

Definicion 18. Sea S un semigrupo numérico y ¢ su aplicacién simétrica, decimos que S es
simétrico si p(N(95)) = G(9).

La definicién de simetria junto con el Lema[8] apartados 3 y 4, nos lleva a ver la equivalencia
de esta con el hecho de que la funcién simétrica, restringida a N(.S), dé una biyeccién entre los
normales y los gaps. No obstante, existen varias caracterizaciones de la simetria mas utiles que
pueden ayudarnos a la hora de discernir si un semigrupo es simétrico o no.

Lema 9. Las siguientes proposiciones son equivalentes y sirven para caracterizar los semigrupos
simétricos:

1. S es un semigrupo simétrico.
2. Para cualquier x € N se tiene que v € S 0 ¢(z) € S.

3. Eziste a ¢ S tal que para cualquier x € N se cumple que o bienx € S 6 a—x € S.
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4. Six+y=F(S), entonces unicamente un elemento del par x ey estd en S.
5. Eziste a ¢ S tal que si x +y = a, solo un elemento del par x ey estd en S.

6. Los conjuntos N(S) y G(S) tienen el mismo nimero de elementos.

Demostracion. Veamos primero la equivalencia de la primera y la segunda proposicion. Si S es
simétrico y = ¢ S tenemos que ¢(z) = y con y € N(S) por el Lema |8 apartado 4. Por otra
parte si para cualquier z € N se cumple que x € S 6 ¢(x) € S, en particular, si x es un gap su
simétrico estd en S. Esto de nuevo junto al apartado 4 del Lema [§] produce que N(S) = ¢(G(S))
y por el apartado 2, ¢(N(S)) = G(S).

La tercera proposicién es consecuencia clara de la segunda. Si por otra parte asumimos que
existe un a ¢ S tal que para cualquier € N se cumple que © € S 6 a — z € S, entonces ese
elemento a ha de ser F'(S) porque en caso contrario tanto F'(S) como a — F(S) < 0 no son
elementos del semigrupo. Con lo que recordando la definicién de la aplicacién ¢ concluimos que
se trata del mismo enunciado de la proposicién segunda.

Si reformulamos el quinto apartado tenemos el siguiente enunciado: “Si x = F(S5) — v,
entonces tnicamente un elemento del par x e y estda en S”. Este es equivalente al del apartado
2 v de forma similar obtenemos la misma equivalencia con la quinta y la tercera proposicién.

El ultimo apartado se sigue inmediatamente de la definicién de semigrupo simétrico, y, de
forma reciproca, si n(S) = g(5), entonces del apartado 4 del Lema |8y de la inyectividad de ¢
se tiene que ¢(N(S)) = G(S). O

Definicion 19. Sea S un semigrupo numérico S no simétrico, definimos

h(S) = méx{z € N: z ¢ ¢(N(S)) z ¢ S}

La condicién de no simetria en la Definicién [19| es necesaria para que esta tenga sentido. Si
el semigrupo S ahi nombrado fuese simétrico, entonces ¢(N(S)) = G(S) y el conjunto sobre el
que se hubiese de hallar el méximo para obtener h(S) seria vacio.

Lema 10. Sea S un semigrupo numérico, entonces

P(N(S)) NPF(S) = {F(S)}

Demostracion. La demostracién se sigue de que si existe un f € PF(S) \ {F(S)} tal que este
f es el simétrico de algin s € N(S), entonces esto implicaria que F(S) = f + s, entrando en
contradiccién con la Proposicion [8) donde tomando un n cualquiera, se tiene que f y F(S) no
han de estar relacionados mediante el orden >g. Por otra parte la pertenencia de F'(S) a ambos
conjuntos es obvia ya que ¢(0) = F(S). O
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Proposicién 13. Sea S un semigrupo numérico no simétrico, entonces h(S) es el sequndo
mayor elemento de PF(S).

Demostracion. Primero veamos como h(S) es efectivamente un ntimero de pseudofrobenius. Si
por el contrario existe un s € S tal que h(S) + s ¢ S entonces en la definicién de h(S) su
maximalidad implica que h(S) + s € ¢(N(S)) y por tanto hay un elemento sy de N(S) que
cumple h(S)+s = F(S)—so, con lo que que h(S) = F(S)—(s+s0). Aqui hay dos opciones: o bien
s+ sp no es un normal o h(S) € (N (S)). Lo primero no es posible porque si s+ sg > F(S)+1,
entonces h(S) ¢ N, y lo segundo tampoco puede pasar porque entra en conflicto con la definicién
de h(S) como elemento que no pertenece a los simétricos de los normales. Luego la hip6tesis de
que h(S) no pertenece a PF(S) queda desmentida.

Para la segunda parte, si f es un nimero de pseudofrobenius distinto de F'(.S), entonces

f & Sy, por el Lema[l0] f ¢ ¢(N(S)). Luego f € {x € N: z & ¢(N(S)) = ¢ S} y por
definicién h(S) > f. O

Proposicién 14. Sea S un semigrupo numérico, entonces S es simétrico si y solo si t(S) = 1.

Demostracion. Si S es simétrico y f € PF(S) entonces existe un elemento s normal tal que
¢(s) = F(S) — s = f. Pero este s ha de ser 0 porque en caso contrario tendriamos F'(S) >g f,
algo imposible como ya se vio en la prueba del Lema Por otro lado si S no es simétrico
entonces PF(S) C {h(S), F(S)} y por tanto ¢(S) = |PF(S)| > 2. O

En la Proposicion |14] viene dada la caracterizacién més usada a la hora de probar la simetria.
Y es que identificar que un semigrupo es simétrico solo con comprobar su tipo nos abre la puerta
al uso de algunos resultados expuestos con anterioridad para estudiar la simetria, como fijarnos
en los maximales del conjunto de Apéry (Proposicién . A continuacién tenemos la Definicion
hablando de una familia de semigrupos muy parecida a la de los semigrupos simétricos.

Definicién 20. Sea S un semigrupo numérico con F'(S) un nimero par, entonces decimos que
S es pseudosimétrico si p(N(S)) = G(S) \ {F(95)/2}.

Lema 11. Sea S un semigrupo numérico con F(S) un nimero par, entonces las siguientes
proposiciones son equivalentes:
1. S es pseudosimétrico.

2. Para cualquier x € N se tiene que x es un elemento de S, x es un elemento de ¢(N(S))
ox es F(S)/2, exclusivamente.

3. PF(S) = {F(S)/2, F(S)}.

4. Los conjuntos N(S) y G(S)\ {F(S)} tienen el mismo nimero de elementos.
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Demostracion. Las dos primeras proposiciones son equivalentes ya que la segunda, junto con
las propiedades de la funcién simétrica, nos da la definicién de pseudosimetria.

Partiendo de la segunda proposicién tenemos que S no es simétrico, luego h(S) estd bien
definido. Como solo existe un candidato que no estd simultdneamente en S ni en ¢(N(S5)), este
candidato es h(S), es decir, h(S) = F(S)/2. Ademas en caso de haber otro pseudofrobenius este
habria de estar en ¢(N(S)) por la particién sobre N que establece el segundo apartado. Pero
esto no es posible porque entonces este seria menor que F(.S) segin el orden >g y eso de nuevo
se contradice con la Proposicién 8| Para la implicacién reciproca, si PF(S) = {F(S)/2,F(S)}
y si tenemos un numero z € G(S) distinto de h(S) entonces por la Proposicién [4| apartado
2 sabemos que F'(S) >g = 6 h(S) >g x. Si se da lo primero es obvio que z € ¢(N(5)) ya
que existe un elemento s; del semigrupo para el cual se cumple x + s; = F(S) = x =
F(S) — s1 € ¢(N(S)). Si por el contrario z estd relacionado con h(S) = F(S)/2, llegamos a
lo mismo ya que entonces existe sy € S tal que s9 # 0y x + so = F(5)/2, lo que implica que
x4+ F(S)/2+ s2 = F(S) = x = F(S)— (F(S) + s2) € ¢(N(S)). Esto ultimo se deduce de
que h(S) = F(S)/2 es un numero de pseudofrobenius y por tanto F(S) + sg € S.

La cuarta proposicion se sigue de la definicién de pseudosimetria al igual que pasaba con la
segunda. ]

Lema 12. Sea S un semigrupo numérico, entonces h(S) > F(S)/2.

Demostracion. Si h(S) < F(S)/2 entonces ¢(h(S)) > F(S)/2. Ademas h(S) ¢ Sy h(S) ¢
d(N(9)) y, por la inyectividad de la aplicacién simétrica demostrada en el Lema (8, ¢(h(S)) ¢
N(S) v ¢(h(S)) ¢ ¢(N(S5)). Pero esto contradice la maximalidad de h(S) ya que ¢(h) >
h(S). O

Proposicion 15. Sea S un semigrupo numérico no simétrico y f un numero de pseudofrobenius

f# F(S), entonces ¢(h(S)) < f < h(S).

Demostracion. Si f = h(S) entonces la proposicién es cierta de manera trivial. Supongamos
ahora que t(S) > 2 y sea [ € PF(S) un nimero de pseudofrobenius. Vamos a suponer que la
proposicion es falsa para llegar a una contradiccién. Tenemos que [ ha de ser menor que h(S) por
la definicién de h(S), luego asumimos que [ < ¢(h(S)). Usando [10|y la propiedad involutiva de
la aplicacién simétrica vemos que N (S) U ¢(PF(S)) = {¢(F(S))} = {0} con lo que el simétrico
de I no puede ser un normal de S. Ademds por el Lema [§ también tenemos que ¢(1) > h(S). Ya
vimos con la Proposicién [7] que todo gap estd relacionado con algiin ndmero de pseudofrobenius
mediante >g, y como F'(S) es el inico pseudofrobenius f € PF(S) para el que se puede cumplir
que f >g ¢(1) por ser el unico f > ¢(l) (recordemos que ¢(I) > h(S)), entonces tenemos que
F(S)—¢(l) € S. Pero esto es imposible porque precisamente | = ¢(¢(l)) = F(S)—¢(l) y I no es
un elemento del semigrupo. Esta contradiccién demuestra que no existe ningin pseudofrobenius
distinto de F'(S) que no se encuentre entre ¢(h(S)) y h(S). O

37



Para terminar el capitulo vamos a dar dos proposiciones también relacionadas con las pro-
piedades de simetria pero enfocadas describir ya no cada semigrupo concreto, si no a estudiar
la familia de semigrupos simétricos como conjunto y la de los semigrupos en general.

Definicién 21. Sea S un semigrupo numérico y sea {si, S2,..., Sy} su sistema generador mi-
nimal, entonces definimos el semigrupo (S,a) como (S,a) = (s1,$2,...,5n,a) donde a es un
elemento de N.

Proposicion 16. Sea S un semigrupo numérico y g € N*. Consideremos el conjunto de todos
los semigrupos que cuyo numero de Frobenius es g, esto es,

Sy ={S CN: S es un semigrupo numérico con F(S) = g}.

Sobre estas hipdtesis el conjunto S, es parcialmente ordenado respecto de la inclusion y si S € Sy
se cumplen las siguientes proposiciones:

1. Si g es impar, S es maximal respecto de la inclusion si y solo si S es simétrico.

2. Si g es par, S es mazimal respecto de la inclusion si y solo si S es pseudosimétrico.

Demostracion.

1. Si S es simétrico y T' es un semigrupo numérico distinto de S que contiene a S, entonces
existe un elemento a ¢ S tal que a € T y tenemos que S C (S,a) C T. Por otra parte, por
la simetria de S sabemos que existe un normal s € N(S) tal que s = ¢(a) = F(S5) — a.
Como s y a son elementos de (S,a) se tiene que F(S) = a+ s € (S,a) con lo que
F((S,a)) < F(S) = g y por tanto T' no es un elemento de S;. Esto nos asegura la
maximalidad de S simétrico dentro del conjunto S, veamos ahora la implicacién opuesta.
Si S es un semigrupo no simétrico entonces podemos definir A(S) y observamos que g =
F(S) ¢ (S,h(S)) porque en caso contrario nos encontramos con que existe un s € N(S) tal
que F(S) = s+nh(S) paran > 0. Pero n ha de ser 1 por que en caso contrario tendriamos
un sin sentido al ser h(S) > F(S)/2 por el Lema[12] Luego de todo esto obtendrfamos que
F(S) = s+ h(S) pero esto es imposible porque implicaria que F(S) >g h(S). Por tanto
(S,h(S)) € Sy y S no es maximal.

2. Si PF(S) # {F(S)/2,F(S)} entonces por el Lema [12] se tiene que h(S) > F(S5)/2 y.
con el mismo razonamiento que utilizamos para probar la segunda implicacién anterior,
deducimos que F(S) ¢ (S, h(S5)). Una vez més tenemos que F((S,h(S))) = F(S) =gy
por tanto F((S,h(S))) € Sy y S no es maximal. Para demostrar la proposicién reciproca
se sigue de la siguiente manera. Si PF(S) = {F(S)/2,F(S)}, sea a ¢ S un gap del
semigrupo S, consideramos un semigrupo 7' que cumpla S C T tal que ¢ € T y vemos
que S C (S,a) C T. Ahora por la primera caracterizacién que da el Lema [11| tenemos que
o bien a € ¢(N(S)) 6 a = h(S)/2. Si se da lo primero entonces, al igual que pasaba en el
primer apartado de esta proposicién, existe un s € N(S) tal que F(S) = s+a, y si ocurre
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la segunda opcién, entonces F'(S) = a + a. En ambos casos tenemos que F(S) € (S, a)
por lo que (S, a) y, més en general, T, no son elementos de Sy con lo que no existe ningin
semigrupo en S, que incluya S. Finalizando, S es maximal.

O

Nota 5. Siguiendo con la conjetura de Wilf, una observacion interesante de la Proposicion
es el hecho de que si consideremos el diagrama de Hasse respecto de la inclusiéon dada sobre
los posibles semigrupos numéricos que poseen un determinado nimero de Frobenius, entonces
tanto los elementos maximales como el minimo cumplen que g +1 = F(S) +1 < e(S)n(9).
Esto es asi porque los maximales serdn semigrupos simétricos o pseudosimétricos, dependiendo
de la paridad de g, y como ya vimos en la Nota |4, el hecho de que estos semigrupos cumplan
que t(S) < e(S) hace que la conjetura de Wilf sea cierta para ellos. Por otra parte el elemento
minimo de la relacién de orden dada por la inclusion es el semigrupo T' = (g+1,g+2,...,2g+1)
el cual tiene dimensién de embebimiento e(T) = g + 1 y la cantidad de normales es n(S) =1,
y por tanto g + 1 = e(T)n(T). No deja de ser curioso que en los extremos del grafo que forma
el diagrama de Hasse se verifique la conjetura de Wilf.

Proposicion 17. Sea g un nimero impar, el nimero de semigrupos numéricos simétricos S
con F(S) = g es como minimo 2L9/8).

Demostracion. Consideremos el semigrupo T'= (g + 1,9 + 2,...,2g + 1). Este pertenece a Sy,
definido en la Proposicién y ademds es minimal en este conjunto respecto de la inclusién.
Ahora definamos el siguiente conjunto:

U={zeN: |g/4] +1 <z < |g/2] con z un nimero par}

Vemos que si A C U, entonces el semigrupo Sy = (T, A) tiene como niimero de Frobenius a g,
esto es asi porque en caso contrario existirfan uy,uso,...,u, € F C E tal que para determinados
ni,ng,...,n, € N tendriamos g = F(T') = njui + ngug + ... + nyu,, pero esto nos llevaria
directamente a que g es par, algo prohibido en el enunciado de la proposiciéon. Vamos ahora a
buscar un semigrupo simétrico que contenga a Sp. Lo construimos como sigue empezando con

1 =0:
1. Si S; es simétrico hemos terminado.

2. En caso contrario definimos Sj+1 = (S;, h(S;)).

3. Repetimos el proceso sobre S;,1.

Nombramos S al semigrupo simétrico resultante. Cada semigrupo S; + 1 conserva el mismo
nimero de Frobenius que su antecesor S;, algo facil de ver usando el mismo razonamiento que
en la segunda implicacion de la Proposicién apartado 1. Ademds como para cada una de
las iteraciones se cumple que h(S;) > ¢g/2 por el Lema si tenemos dos conjuntos distintos
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A,Be Uy Sy son dos semigrupos simétricos cada uno formado a partir de la construccién
sobre A, B (respectivamente) antes descrita, entonces S también son distintos por lo explicado
referente a la adicién de los niimeros h(S;) y por el hecho de que si z,y € U se tiene que z+y ¢ U.
Concluimos con esto que como para cada subconjunto de U existe un tinico semigrupo simétrico
y distinto del que se obtendria con otro subconjunto de U, entonces el niimero de semigrupos
simétricos con numero de Frobenius g es de al menos el nimero de subconjuntos de U. El
cardinal de U es de al menos |g/8] y la cantidad de subconjuntos que podemos extraer viene
dada por el cardinal del conjunto potencia, esto es, |P(E)| = 2/”|. Luego existen al menos 219/8]
semigrupos simétricos cuyo Frobenius es g. O

2.3. Las coordenadas de Apéry y la supersimetria.

En este ultimo capitulo vamos a centrarnos en estudiar un tipo concreto de representaciones
de los nimeros del conjunto de Apéry. Usaremos un sistema de coordenadas basado en los
elementos de un sistema generador del semigrupo y veremos qué resultados podemos obtener
para familias de semigrupos con una dimensién de embebimiento pequena. Ademdas nos servird
también para caracterizar una propiedad més fuerte que la del concepto de simetria, estando
ambas muy relacionadas entre si.

Definicién 22. Sea S un semigrupo numérico generado por P = {s1,82,...,8,} con §1 < 3 <
... < Sp, definimos el conjunto de coordenadas de Apéry L(S,s;) con respecto de P como sigue:

L(st) = {(a1,a9,...,an_1) € N1 ays) 4+ agso + ...+ ap_15p-1 € Ap (S, st)}

Decimos que un elemento (aq, o, ..., an—1) € L(s;) es maximal si o181 + @283+ ...+ Qp—18p-1
es maximal en Ap (S, s;) con respecto del orden >g.

Ejemplo 9. Damos a continuacién varios ejemplos distintos del conjunto de coordenadas de
Apéry:
= Sea 57 el semigrupo numérico generado por P; = {3,5,7}, sus coordenadas respecto de

P, para el conjunto de Apéry de 7 vienen dadas en la Figura [2.5

= Sea Ss el semigrupo numérico generado por P» = {2,4,5,7}, sus coordenadas respecto de
P» para el conjunto de Apéry de 7 vienen dadas en la Figura [2.6

= Consideremos de nuevo el semigrupo S; pero esta vez tomando como sistema generador
P ={3,5,6,7}. Vemos las coordenadas L(S1,7) respecto de P| en la Figura

Lema 13. Sit € Ap(S,n) conn € S yu <gt, entonces u es un elemento de Ap (S,n).

Demostracion. Supongamos que u ¢ Ap (S,n). Entonces existe un a € S tal que u —n = a.
Ahora tenemos que t —n =t —u + a, y como t — u es un elemento del semigrupo por estar ¢
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Figura 2.5: Coordenadas L(S2,7) respecto de P;.

32=5

relacionado con u mediante >g, deducimos que t —u + a € S, algo que no tiene sentido porque
por hipétesis t € Ap (S, n), es decir, t —n ¢ S. O

La forma de “escalera” o “por capas” que parece tener el conjunto L(s;) queda confirmada
por el Lema [13| que nos asegura que no habran ni “tejados” ni “puntos flotantes” al representar
las coordenadas de los elementos de Apéry. Empecemos pues a estudiar L(s;) para familias
determinadas de semigrupos. Veamos primero como son las coordenadas para un semigrupo
con dimensién de embebimiento menor o igual a 3.

Definicién 23. Sea S un semigrupo numérico generado por P = {s1, s2,. .., S, }, entonces para
st € P definimos el corner de Ap (S, s;) como el menor miltiplo de s; que se encuentra en

(P {st})-

Proposicién 18. Sea S un semigrupo numérico generado por P = {s1,S2,...,8,}, entonces
para un sy € P las siguientes proposiciones son equivalentes sobre un elemento u de P\ {s;}.

1. u es el corner de Ap (S, s¢).

2. u ¢ Ap (S, s¢) pero siu—v es un elemento de S conv € P\{s;}, entonces u—v € Ap (S, s¢).

Demostracién. Supongamos que u es el corner de Ap (S, s), es decir, u = ps; con p € N* es el
menor multiplo de s; en P\ {s;}. Para empezar como p—1 > 0, entonces u —s; = (p—1)s; € S
y se tiene que u ¢ Ap (S, s¢). Por otro lado, si tenemos un v € P\ {s;} tal que u —v € S veamos
que u — v € Ap (S, s;). Consideremos el nimero r de manera que r sea el mayor natural para
el que se cumple que rs; <g u — v. Tendremos asi que u — v —rs; = (p —r)sy —v € S. Més
en particular deducimos que (p — r)s —v € (P \ {st}) ya que en caso contrario existirfa un
I>0tal que (p—r)sy —v—1Isp € (P\ {st}) C S,y esto nos llevaria a que (r +1)s; <gu —v
contradiciendo la maximalidad de r. Por tanto ((p —7)s; —v) +v = (p—7)s; € (P\ {s¢}) y por
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Figura 2.6: Coordenadas L(Ss,7) respecto de P.

la definicién de corner, r ha de ser 0. Por tanto, u — v es un elemento de S pero s; £5 u—v, 0
equivalentemente, u — v € Ap (S, s¢).

Partamos ahora de la segunda proposicién por la cual tenemos que si u — v € S, entonces
u—uv ¢ Ap (S, s¢). De este hecho deducimos que u—v € (P\ {s;}) ya que lo contrario implicaria
que u — v — 84 € S y eso se contradice con la pertenencia al conjunto de Apéry. Asi pues
(u—v)+v=u€ (P\{s}). Veamos ahora que se trata del menor miltiplo de s; que satisface
esto. Si existe un m # 0 tal que ms; € (P \ {s:}) y que cumple que m < k, entonces existe un
elemento w de P\ {s;} para el que se da que ms; —w € S. Pero esto lleva a otra contradiccién
ya que se sigue que ms; —w = ks; —w — (k —m)s; € Sy, por ser k > m, podemos afirmar
ksi—w—(k—m)si+(k—m—1)s; = ks;—w—s; € S, algo imposible ya que, segiin la proposicién
que tomamos como hipétesis, ks; —w = u —w € Ap (5, s¢). Finalizamos asi que no hay ningin
multiplo de s; menor que u que se encuentre en (P \ {s;}), luego u es el corner de Ap (S, s;) tal
y como buscdbamos demostrar. O

Lema 14. Sea S un semigrupo numérico y sea {s1, s2, s3} un sistema generador del mismo, si
hay al menos tres elementos maximales en L(s3), entonces S es simétrico.

Demostracion. Sean (a1, B1), (a2, B2), .. ., (ar, Bx) € N? los maximales de L(s3), los nombramos
de forma que a1 < as < ... < apy B1 > P2 > Bi. La existencia de esta ordenacién se prueba
de la siguiente forma. Supongamos primero que existen (o, Ba), (o, Bp) elementos maximales
distintos tal que o, = . Entonces, dado que no puede darse 3, = [, porque si no estariamos
hablando del mismo elemento, si 5, < (B tendriamos que (o, B4) = (a, By — (8o — B4)) no es un
elemento maximal de L(s3) porque el Apéry que representa estd relacionado con el que represen-

42



Figura 2.7: Coordenadas L(S1,7) respecto de Pj.

ta la tupla (ap, 8p). De la misma forma vemos que el supuesto 3, > /3, no es posible. Deducimos
asi que todos los elementos a deben ser distintos. Razonando igual que antes obtenemos que la
Unica opcién légica es la de que si ay < ap, entonces B, > Fp.

Ahora vemos que para cada i < k — 1 se tiene que el corner de Ap (S, s3) se puede expresar
como u; = (a; + 1)s1 + (B; + 1)s2. Esto es asi porque el segundo apartado de la Proposicién
se cumple para u. Como el corner es unico, todos los (a;, B;11) representan el mismo elemento
de L(s3) y también lo hacen todos los («;, Bi+1) + (0,81 — B2). Para el caso particular ¢ = 1
tenemos que (a1, B2) + (0,81 — B2) = (a1, S1), un elemento maximal, con lo que en general
(a4, Bit1) + (0, 81 — B2) es maximal en L(s3). Como ya hemos visto antes, solo hay un elemento
maximal cuya primera coordenada sea «;, luego («;, Bi+1) + (0,01 — B2) = (i, Bi) ¥, como
todos estos elementos representaban el mismo nimero, todos ellos senalan al mismo elemento
maximal. La prueba termina aplicando la misma técnica pero en sentido opuesto para indices de
los maximales 1 < ¢ > k para acabar viendo que absolutamente todos los elementos maximales
de L(s3) representan un tnico maximal en Ap (.S, s3) y, por la Proposicién |8, el tipo de S es 1,
o equivalentemente por la Proposicién [14], S es simétrico. 0

Teorema 2. Sea S un semigrupo y sea {s1,S2, 83} un sistema generador del mismo, entonces
t(S) <2.

Demostracion. Si L(s3) tiene al menos tres elementos maximales, entonces por el Lema [14] te-
nemos que su tipo es exactamente 1. En caso de haber dos o mas maximales en L(s3), como
cada uno de ellos se puede identificar con un maximal en Ap (5, s3) (la aplicaciéon que une
(o, B) € L(s3) con asy + Bs2 € Ap (5, s3) esta bien construida por como esté definido L(s3)),
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tenemos que el nimero de maximales en Ap (S, s3), y consecuentemente el nimero de pseudo-
frobenius, es a lo sumo 2. O

Nota 6. Este ultimo teorema, el Teorema [2] también estd relacionado con la conjetura de Wilf,
ya que junto con lo visto en la Nota [4] se nos asegura que la desigualdad F'(S) + 1 < e(S)n(S)
se cumple para los semigrupos con dimensién de embebimiento menor o igual a 3.

Lema 15. Sea S un semigrupo y sea {s1, S2,...,S,} un sistema generador del mismo, entonces
los elementos de Ap (S, s) con s, € P tienen una unica representacion en L(s;) si y solo si la
tienen los mazimales de Ap (S, st).

Demostracion. Si L(s;) representa de forma unica a Ap (S, s¢), entonces esto se cumple en
particular para sus maximales. Supongamos ahora que existen dos representaciones distintas
(a1, 09,...,an-1),(B1,52,--.,Bn—1) € L(s¢) de un elemento de a € Ap (S5, s;). El elemento a
estd relacionado con un maximal de Ap (S, s;) de forma que existen 41, da,...,d0,—1 € N tal que
se cumple que (a1 + 01,2+ 92, ..., ap—1 +dp—1) es maximal en L(S, s;) asi como también lo es
(B1+ 01,82+ 82, .., Bn—1+ dp—1). Ambos elementos son distintos y por tanto hay un maximal
con dos representaciones en L(s). O

Proposicién 19. Sea S un semigrupo numérico y sea {s1, s2, S3} un sistema generador del mis-
mo, si S no es simétrico, entonces los elementos de Ap (S, s3) tienen una unica representacion
en L(s3).

Demostracion. Si S no es un semigrupo simétrico, entonces L(s3) tiene al menos dos maximales
(en caso contrario ¢(S) = 1 y el semigrupo seria simétrico). Ahora, como ya vimos en el Lema
si hay 3 o méas elementos maximales en L(S, s3) tenemos que S es simétrico, algo imposible
por la hipétesis del enunciado. Con lo que la tnica opcién véalida es que L(s3) solo tiene dos
maximales, los cuales por ser S no simétrico han de representar elementos de Ap (.5, s3) distintos
y, por el Lema L(s3) es de representacién unica. O

Lema 16. Sea S un semigrupo numérico y sea {s1, S2, s3} un sistema generador del mismo con
S1 Y S2 coprimos por parejas y sz < si, entonces los elementos de Ap (S, s3) tienen una unica
representacion en L(s3).

Demostracién. Supongamos que (o, 51) v (ag, B2) representan el mismo elemento de Ap (S, s3).
Podemos asumir sin pérdida de generalidad que a; < ag y, como vimos en la demostracién del
Lema B1 > 2. Entonces como ambas tuplas son las coordenadas del mismo elemento de
Ap (S, s3) se tiene que sy + [152 = ags1 + Pase y se sigue que (ag — aq)s1 = (B1 — P2)se.
Ademads este numero estd relacionado con ajs; + agss € Ap (S, s3) de la siguiente forma:
(e —av1)s1 >g a1s1+agse € Ap (S, s3), y del Lemadeducimos que (ag —aq)s1 = (B1— P2)s2
es también un elemento de Ap (S, s3). Renombramos a = ag — a1 y b = 51 — 2 para ver mejor
que b < s3, pues el caso contrario nos llevaria a que si k = b — s3 > 0 entonces bsy — s3 =
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(s3+ k)sa — s3 = ksa + s3(s2 — 1) € Ap (S, s3), algo imposible ya que hemos visto que bss esta
en Ap (5, s3). Por tanto partiendo de la hipétesis de enunciado tenemos la siguiente ordenacion:
b < s3 < s1. También vemos que como s1 y So son coprimos, el hecho de que as; = bsy nos
conduce a que s; ha de dividir a b. Esto unido a que b < s; nos deja una tnica opcién: b = 0.
Llegados a este punto como as; = bsg se tiene que a = 0 y retrocediendo un poco vemos que
(a1, 1) = (a2, B2) con lo que la representacién de los Apéry en L(s3) es tnica. O

Teorema 3. Sea S un semigrupo numérico generado minimalmente por {si, s2,s3} con $1,S2
Y S3 Ccoprimos por parejas, entonces S no es simétrico.

Demostracion. Asumamos para la prueba que s3 se trata del menor elemento del sistema gene-
rador. Supongamos que el semigrupo es simétrico para llegar a una contradicciéon. Empecemos
por ver que el corner u de Ap (S, s3) es multiplo de s; 6 s2. En caso contrario podemos es-
cribirlo como combinacién lineal de si, so sobre N*, esto es, u = (a; + 1)s1 + (ag + 1)s9 para
ay,az > 0. Por la Proposicién [18| tenemos que u — s1 € Ap (5, s3) y existe entonces un maxi-
mal del conjunto de Apéry representado en L(s3) como (ay,b2) con b > as. Esto ultimo viene
probado en la primera parte del Lema De forma analoga llegamos a que existe un maximal
en Ap (5, s3) representado en L(sg) como (b1, az). Pero por el Lema [16|estos dos elementos han
de representar maximales distintos con lo que el tipo de S no es 1 y por tanto no se trata de
un semigrupo simétrico. Tenemos asi comprobado que el corner u no se encuentra en (s, S2)
con lo que ha de ser multiplo de s1 o de s3. Asumamos sin perder generalidad que se trata de
un multiplo de s1, es decir, u = [s; para [ € N. Por la definicién de corner sabemos que u es el
menor multiplo de s3 que puede expresarse como un miltiplo de s; (para este caso particular).
Por tanto existe un k € N tal que u = ls; = ks3. De ser s; y s3 coprimos se tiene que s3|l y por
tanto [ = ps3 para p € N. Volviendo a la igualdad obtenemos si1ps3 = ks3, desprendiéndose de
la minimalidad de k el hecho de que p = 1 porque si no nos encontrariamos con que p < k y
pss = kss, contradiciendo la definicién de corner. Luego | = ps3 = s3 y de nuevo por la Propo-
sicion u— s3 € Ap (S, s3) vy ademas se trata de un elemento maximal. En virtud ahora del
Lema [13[ todos los elementos de la forma (s3 —4)s; para 1 < i < s3 son elementos de Ap (S, s3),
haciendo un total de s3 elementos que, por el Lema [2, son exactamente todos los elementos de
del conjunto de Apéry. Pero como S = (Ap (S, s3),s3) = (s1,s3) (dltima parte de la prueba
del Teorema , So no esta en el sistema generador minimal contradiciendo el enunciado del
teorema. La contradiccion indica que S es no simétrico. ]

Corolario 5. Sea S un semigrupo numérico y sea {s1, $2, 83} un sistema generador del mismo,

entonces S es simétrico si y solo si e(S) = 2.

Demostracion. Si S es simétrico, entonces por el Teorema [3] .S no estd generado por elementos
coprimos por parejas. Sin embargo, el semigrupo derivado si que estd generado minimalmente
por numeros coprimos por parejas, por lo que si su dimension de embebimiento fuese 3 entraria
en contradiccién con el Teorema, [3| Por otra parte la implicacién opuesta es trivial ya que si S
estd generado minimalmente por P = {37, 33}, entonces todos los elementos de Ap (S,37) son
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multiplos de 3 y estan relacionados mediante el orden >g, asegurando asi la Proposicién [8] que
solo puede haber un nimero de pseudofrobenius. El tipo de S es 1 y también el S, siendo este
un semigrupo simétrico. O

Fijandonos en el conjunto L(s;), vamos a definir una familia de semigrupos con unas propie-
dades muy concretas, de aspecto “puro” a la vista de la representacién de sus apérys. Empecemos
con la parte final del trabajo: la supersimetria.

Definicién 24. Sea S un semigrupo numérico y sea P = {s1, $2,..., S, } un sistema generador
del mismo, decimos que S es s¢-supersimétrico con respecto de P si para s; € P se cumple
que para s; € P\ {s;} dados n; € N que satisfacen que —s; + n;s; ¢ S entonces se tiene que

—St + Zi;ét Nn;S; ¢ S.

Lema 17. Sea S un semigrupo numérico y sea P = {s1,52,...,8,} un sistema generador del
mismo, entonces S es sy-supersimétrico si y solo si S es simétrico y todos los elementos de
Ap (S, s3) tienen una unica representacion en L(ss3).

Demostracion. Supongamos primero que S es sg-supersimétrico. Definimos los elementos m;
tal que son de la forma m; = max{n; : —s; + n;s; ¢ S} para cada elemento s; € P\ {s:}.
Entonces tenemos que f = —s; + >, ¢ TiSi ¢ S es un numero de pseudofrobenius. Esto es
as{ porque, usando el Lema [6] para cada s € P se tiene por la construccién de los m; que
s+ f = s — s8¢ + Zi# mis; = —S¢ + (mg + 1)sg + Zz’;&t,k m;s; € S. Adem4s este ha de
ser el tnico ya que en caso de existir otro f' € PF(S) este estarfa relacionado con f. Esto es
consecuencia de que si f'+s; es un maximal de Ap (S, s;), este elemento estd en (P\{s;}) y puede
representarse como f’+ sy = ., m;s; para unos m; € N. Entonces f — f' =37, (m; —mj)s;
es un elemento de S por cémo estdn construidos los m;, y se tiene f = f’. Vemos con esto
que solo existe un numero de pseudofrobenius, lo que hace a S un semigrupo simétrico. Para
la parte de tinica representacién en L(s;) basta con aplicar el Lema (15 para llegar a ver que si
existen dos representaciones del maximal de Ap (S, s;) en L(s;), entonces esto significa que los
m; no son Unicos, algo imposible por como estan definidos.

Partiendo ahora de que S es simétrico y Ap (.5, s¢) estd representado de forma tnica en L(s;),
tenemos que si F'(S)+ sy, el inico maximal de Ap (S, s¢), viene dado por la tupla (a1, az, an—1) €
L(s;), entonces el nimero de Frobenius se puede expresar como

F(S) = —8¢ + Zaisi
1#£t

Por una parte como cada sumando a;s; es un elemento del semigrupo se deduce que —s;+a;s; ¢ S
ya que el caso contrario implicaria que F'(S) estuviera también en S. Ahora supongamos que
para algun indice i existe un b; > a; tal que f = —s; + b;s; ¢ S. Se seguiria de esto que
f—F(S) = (bi —a;)s; € S con lo que f >g F(S) y F(S) no serfa maximal en Ap (S, s;),
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llegando a una contradiccién. Esto nos asegura que si tenemos —s; + r;s; ¢ S, entonces cada
uno de los r; ha de ser menor o igual a n;, concluyendo que —s; + Zi# ris; ¢ S, ya que lo
contrario a esto lleva a que F'(S) = —s;+_, 4, aisi = =St + 32,4, 1isi + Dy (@i —13)si € F(S).
Pero esto no es posible por la definiciéon del nimero de Frobenius, luego S satisface la condicién
necesaria para ser sg-supersimétrico. U

Apoyéndonos en el Lema [I7 podemos empezar a construir una idea de qué supone ser s;-
supersimétrico con respecto de un sistema generador P. Las puntos de L(s;) de los semigrupos
si-supersimétricos se representan en un espacio p-dimensional (con p = |P| — 1) formando un
hiperrectangulo o p-ortoedro que tiene uno de sus vértices en el origen de coordenadas y el
opuesto en el tnico maximal de L(s;). Y es que los semigrupos s;-supersimétricos son aquellos
que, por definicion, si eliges p coordenadas del espacio p-dimensional tal que cada uno de esos
puntos se encuentre en uno de los ejes y sea elemento de L(s;), entonces la coordenada resultante
de sumar dichos puntos también es un elemento de L(s;), algo que tinicamente pasa cuando el
hiperprisma que representa L(s;) es un hiperrectangulo.

Ejemplo 10. Sea S el semigrupo numérico generado por P = {2, 4,5}, sus coordenadas L(S,4)
vienen dadas en la Figura tal. Vemos asi que se trata de un semigrupo 4-simétrico con respecto
a P, ya que solo tiene un elemento maximal, el cudl estd representado de forma tunica.

Figura 2.8: Coordenadas L(S,4) respecto de P.

S, =95
2
1@ (0]
s$,=2
(& 0 1
0 1 2 3
Lema 18. Sea S un semigrupo numérico y sea P = {s1,52,...,8,} un sistema generador del

mismo con s¢ € P un elemento del sistema generador minimal de S, se tiene que si S es s¢-
supersimétrico respecto de P, entonces también lo es respecto de su sistema generador minimal.

Demostracion. Sea E el sistema generador minimal de S. El conjunto L(s;) con respecto de P
contiene al conjunto L(s;) con respecto de E por darse que E C P (todas las representaciones
que puedas dar de los elementos de Ap (5, s:) con E \ {s;:} las puedes dar con P\ {s:}). Por
tanto si las representaciones son unicas con P, entonces también lo seran con E. Esto sumado
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al hecho de que el semigrupo es simétrico dado por la s;-supersimetria con respecto a P, hace
ver por el Lema [17] que el semigrupo es s;-supersimétrico respecto de F. ]

La definicién de s;-supersimetria estd ligada a la perspectiva de observar el el semigrupo
a través del conjunto de Apéry de s;. Sin embargo, podemos exigir que un semigrupo sea S-
supersimétrico respecto de todos los elementos de su sistema generador para pasar de esta
definicién de supersimetria “parcial” a una mas “total”.

Definicién 25. Sea S un semigrupo numérico y sea P = {s1, S2,..., sy} un sistema generador
del mismo, entonces S es supersimétrico con respecto de P si es si-supersimétrico con respecto
de P para todo elemento s; € P.

Esto no es més que la definiciéon de un semigrupo que cumple que el dibujo de sus coorde-
nadas forma un hiperrectangulo desde cualquier perspectiva que tomemos para dibujarlo, desde
cualquier Apéry del sistema generador respecto del cual es supersimétrico. Aun asi la propiedad
de supersimetria va mas alld y tendrda como colofén un resultado de lo mas interesante.

Lema 19. Sea S un semigrupo numérico y sean S1, S2, 3 tres elementos del mismo, si supone-
mos que para determinados a;, b;,c; € N tal que i = 1,2 se tiene que —s1 + bisg + c183 ¢ S,
—So+agsy+cas3¢ S, —s1+ (b1 +1)s2 €S, —s1+(c1+1)s3 €S, —sa+ (aa+1)s1 € S y que
—s9 4 (cg + 1)s3 € S, entonces ¢1 = co.

Demostracion. Tenemos por el enunciado que —s1+b1s3+c153 = —s1+(b1+1)sa—so+c183 ¢ S.
Supongamos primero que ¢; > co para llegar a un absurdo. Si ¢; es el mayor de los ¢;, entonces
—S9+c183 = —so+ (ca+1)s3+ (¢1 —ca — 1)s3 € S por la condicién de que —sy + (c2+1)s3 € S.
Y de la anterior igualdad llegamos a que —s; + (b1 + 1)sa — s2 + c153 € S, una contradiccién
que senala que ¢; < co. Repitiendo el mismo razonamiento, esta vez suponiendo que ¢y > c1, se

obtiene que co < ¢1 y concluimos que, efectivamente, ¢; = co. ]
Proposicién 20. Sea S un semigrupo numérico supersimétrico y sea P = {s1,S2,...,8p} un
sistema generador del mismo, st F'(S) = —s;+ Z#j a; ;s; es el nimero de Frobenius expresado
en funcion del mazimal de Ap (S, s;), entonces a;1 = a;2 = ... = a;p para cada i =1,2,...,n.

Demostracion. Vamos a probar que dados dos indices 1 < u,v < n cualesquiera, los coeficientes
ap,u = Gp o SOn el mismo para p # u,v. Por una parte, como ya vimos en la prueba del Lema
las coordenadas de F'(S)+s; son tales que son mayores que el resto de las de los demés elementos
de Ap (S, s;). En particular para i = u, como F(S) = —s, + Z#u a; i no es un elemento de S,
tenemos que —Sy + ay Sy +apuSp ¢ Sy, de razonando igual para la representacién de F'(S)+ s,
como maximal de Ap (S, v), obtenemos que —sy, + @y v Sy +apvsp ¢ S. El resto de las condiciones
necesarias para aplicar el Lema |19 se siguen de la maximalidad de los a;; explicada antes. La
conclusion tras aplicar este resultado es que ap, = ap ., y en general esto se cumple para todos
los coeficientes, probando la proposicion. O
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La Proposicién [20| aporta mucha informacion y es la base de la proposicién que cierra este
trabajo y de su resultado previo. Para empezar la proposicién nos permite renombrar cada uno
de los a; j como simplemente a;, pudiendo asi escribir la siguiente identidad matricial:

-1 a>y a3 ... ap S1 1
ar —1 a3 ... ap S9 1
ar a —1 ... ap 53 | = F(9) 1
ar a2 az ... —1 Sn 1

Ademads a partir de aqui es facil ver que la supersimetria de un semigrupo, en caso de darse,
es una propiedad reservada casi en exclusiva al sistema generador minimal del semigrupo. En
virtud del lema sabemos que si un semigrupo es supersimétrico respecto de un sistema
generador P = {s1,82,...,8,,71,72,...,Tm} no minimal entonces lo es también respecto de su
generador minimal £ = {s1,$92,...,$,}. Ademds como las coordenadas del maximal son las
mismas cuando se considera P como cuando se considera F, entonces se tiene que la fila n +m
del sistema que corresponde a la ecuacion

bis1 +basa+ ...+ bpsy +bpypir1 + oo+ bngm—1Tm—1 — Tm = F(S5)

Y como bisy + basg + ... + bps, = F(S) + (b; + 1)s; para cualquier ¢ < n (esto es por ser

supersimétrico respecto de E), entonces el sistema solo tendra solucién cuando cada uno de

los cumpla que r; = (b; + 1)s; para algin ¢ y by1m—; = 0. Esto es, si un semigrupo numeérico
J Y Ontm—j )

S es supersimétrico respecto de su sistema generador minimal, entonces existen exactamente

tantos sistemas generadores respecto de los cuales S es supersimétrico como posibles sistemas

generadores formados a partir de anadir los elementos r; de la forma antes descritos.

Centrémonos en la supersimetria con respecto del sistema generador minimal para obtener
la siguiente caracterizacion de los semigrupos supersimétricos.

Proposicién 21. Sea S un semigrupo numérico minimalmente generado por E = {s1, 82, ...,8n},

entonces S es supersimétrico si y solo si existen n nUMETr0s coprimos por parejas pi, P2, .- -, Pn
n

tal que cada elemento s; € E es expresado como s; = (szlpj)/pi.

Demostracion. Si S estd generado por E, entonces tenemos que para cada s; € E podemos

representar el nimero de Frobenius como F(S) = —s; + Y i @jSi con los coeficientes a; in-
variantes respecto de cada s;, algo asegurado por la Proposiciéon Tenemos entonces que el
maximal de L(s;) es M = (a1,a9,...,0i—1,0i41,.-.,0,) vy por lo visto en el Lema para

todos los elementos de L(s;) cada una de sus coordenadas es menor o igual que la correspon-
diente en M. Esto unido al hecho de que cada elemento de L(s;) representa un tnico elemento
de Ap (S, i), nos lleva a que s; = |Ap (S, 5:)| = |L(si)| = (IT/_, (a; + 1))/(a; + 1). Tenemos
asi cada elemento del sistema generador expresado como un producto de ntmeros naturales.
Para ver que estos (a; + 1) son coprimos razonamos por reduccién al absurdo. Supongamos
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que existen s,,s, € F tal que sus respectivos (a, + 1) y (a, + 1) no son coprimos. Entonces
comparten uno de sus divisores | # 1. Esto llevaria a que para cualquier s € F se tiene que o
bien (a, + 1) divide a s o (a, + 1) divide a s, desembocando inevitablemente en que todos los
sk son divisibles entre [ y por tanto, E no seria sistema generador.

. _ n . . o .

Veamos ahora que el semigrupo S generado por los elementos s; = ([ | =1 P4)/pi es minimal-

mente generado por estos y que ademads es supersimétrico. Supongamos que no estd minimal-

mente generado, entonces existe un s tal que puede expresarse como combinacién lineal entera
positiva del resto de elementos del sistema generador. Esto es, si cada a; € N,

Sk =a1s1 +a282 + ...+ ag—15k—1 + Gg15k+1 + ... + AnSn

Como cada elemento s;, a excepcién de s, es divisible entre p; por como estdn construidos
tenemos que el lado derecho de la igualdad es un multiplo de pg con lo que también lo es sg.
Pero esto contradice la definicién de cada uno de los s; ya que pg es coprimo con todos los
divisores de sg, por serlo con todos demaés los p;, y por tanto S ha de estar minimalmente
generado por este sistema generador para no caer en este imposible. En segundo lugar vamos a
probar que se trata de un semigrupo supersimétrico comprobando para cada s; las condiciones
del Lema Para empezar S es simétrico por serlo su semigrupo derivado. Si calculamos S
vemos que este es el propio N, el cual tiene un tinico maximal en Ap (N, 1), luego su tipo es 1.
Veamos ahora que Ap (5, s;) tiene coordenadas unicas en L(s;) para cualquier s;. Definamos f
como el nimero

=M —Dsi+p2—1)sa+ ...+ pi—1 — 1)si—1 + 41 — 1)1 + ...+ (Pn — 1)85 — 51

Veamos que f es el niimero de Frobenius usando el Lemalf] Si sumamos a f un elemento s # s;
del sistema generador minimal obtenemos

f+se=(1—Dsi+p2—Dsa+...+ppsk+ ...+ Pe—1 — )si—1 + (pe41 — 1)Spp1 + ... +
Pn—1Dsp—se=m1—1)si+2—1)sa+ ...+ —1)spg+ ...+ (pe—1 — 1)si—1+
(Pr+1 — D)1 + -+ (pn — D) sn.

Como f + s es una combinacién de los elementos del semigrupo, entonces f + s € S. El
caso f + s; es trivial se llega a la misma conclusion. Tenemos asi que f es un ndmero de
pseudofrobenius y, por se S simétrico, el inico. En caso de existir otra representaciéon en L(s;)
de F(S) distinta de la dada por los coeficientes con los que hemos construido f, verifamos que
alguna de las coordenadas «; que forman dicha tupla ha de ser mayor que su correspondiente en
la representacién dada por la definicién de f. Pero esto es imposible porque entonces tendriamos
por el mismo razonamiento del dltimo paso, que F'(S) puede expresarse como combinacién de
elementos de S, contradiciendo la definicién de nimero de Frobenius. Luego L(s;) representa a
los maximales de Ap (5, s;) de forma tnica y, por el Lema también al resto de elementos.
Concluimos que S es supersimétrico. O

De la Proposicién [21|obtenemos dos cosas. Por una parte, tenemos el inmenso valor del poder
dar una descripcién tan precisa de los semigrupos supersimétricos, y ademas el poderlos construir
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de una forma directa explicitando los nimeros p; que se agruparan formando cada elemento
del sistema generador minimal. Por otro lado, ahora ya podemos dar el nimero de sistemas
generadores respecto de los cuales S serd simétrico en caso de serlo respecto de su sistema
generador minimal. Como todos los elementos que podemos definir de la forma r = (b;+1)s; son
independientes del s; que escojamos (esta en la prueba de la Proposicién, entonces el nimero
exacto de sistemas generadores respecto de los cuales S serd supersimétrico es exactamente 2,
su sistema generador minimal F y el sistema generador E U {[[;_, pi}

La conclusién més inmediata que se sucede de la Proposicién |21] es la siguiente férmula que
nos permite calcular el nimero de Frobenius mediante una férmula explicita dada a continua-
ciom:

Proposicién 22. Sea S un semigrupo numérico minimalmente generado por E = {s1,52,...,Sn}
tal que cada elemento s; € E es expresado como s; = ([['—; p;)/pi con coprimos
7 D 7 J:lpj Di P1,P2,---,Pn p

por parejas, entonces F(S) = (n — 1) [Ti; pi — > (I5=1 pj)/pi-

Demostracion. La igualdad se sigue de forma inmediata de la prueba de la segunda implicacién
de la Proposicion En ella se explica como expresar el nimero de Frobenius de en funcién de
los p; de manera que para un si € E se tiene que

F(S) Z(pl — 1)81 + (pg — 1)82 + ...+ (pt_1 — 1)8,5_1 + (pt+1 — 1)St+1 + ...+ (pn — 1)8n — St

=1 = D)([ [ p)/pr + (02 = ([ [ i) /P2 + -+ (-1 = D(] [ ) -1+
=1 =1

J=1

per1 = V([T pi)/pesr + -+ oo = D[ [ 2i) /20 = (T ] 23) /e
=1 =1

j=1
n n

=(n—=1)]]wi = >_([Ir))/p:-

=1 =1 j=1

o1
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