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INTRODUCCIÓN

El presente libro es el fruto de la recopilación de los problemas de los exámenes 
realizados entre 1996 y 2000 en la asignatura de Teoría de Sistemas de segundo curso 
de Ingeniería Industrial de la Universität Jaume I de Castellón. Esta segunda edición 
se amplía con una colección de problemas propuestos extraídos de los exámenes de 
la misma asignatura entre 2001 y 2006.

Teoría de Sistemas es una asignatura troncal cuyo contenido abarca los concep­
tos básicos de la ingeniería de sistemas. El programa actual de dicha asignatura es el 
siguiente:

1. Introducción. Definiciones básicas.
2. Sistemas dinámicos continuos. Transformada de Laplace.
3. Análisis de la respuesta temporal de sistemas dinámicos.
4. Sistemas dinámicos discretos. Transformada en Z.
5. Representación interna.
6. Modelado de sistemas físicos.
7. Convolución de señales y respuesta de sistemas.
8. Respuesta en frecuencia de sistemas lineales.
9. Aplicaciones.

Los problemas están clasificados en diversas categorías, correspondiendo (aun­
que no exactamente) con el temario anterior.

Al principio de cada sección se explica brevemente el tipo de problemas que con­
tiene dicha sección, así como los capítulos de los libros de teoría recomendados en 
los que se puede encontrar la teoría necesaria para resolverlos. En resumen se podría 
establecer la siguiente correspondencia entre las secciones de problemas del libro y 
los temas del programa anterior:

• La sección 1 se corresponde con el tema 2.
• Las secciones 2 y 3 se corresponden con el tema 4.
• Las secciones 4, 5 y 6 se corresponden con el tema 6 (y con los temas 2 y 4).
• La sección 7 se corresponde con el tema 7.

Índice
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• La sección 8 se corresponde con el tema 5.
• La sección 9 se corresponde con el tema 3.
• La sección 10 se corresponde con el tema 8.
• La sección 11 se corresponde con diversos temas.

Los problemas están resueltos con explicaciones detalladas para ayudar al estu­
diante a comprender mejor los conceptos teóricos.

Los problemas propuestos añadidos en esta segunda edición están clasificados 
siguiendo la misma estructura anterior.

El libro pretende servir de apoyo para los estudiantes (y profesores) de asignatu­
ras similares que se imparten en la mayoría de las titulaciones de ingeniería industrial 
de las universidades españolas.

Índice



NOMENCLATURA

A lo largo del texto se utilizan los siguientes convencionalismos:

1. Se denomina u0(t) a la serial escalón unitario continua (u0(t)=l para t aO, u0(t)=0 
para t<0).

2. Se denomina u0(k) a la señal escalón unitario discreta (u0(k)=l para k>0, u0(k)=0 
parak<0).

3. En general se llaman las señales temporales (tanto continuas como discretas) 
mediante letras minúsculas, utilizando la letra mayúscula correspondiente para deno­
minar a la transformada de la señal (de Laplace o en Z). Cuando no sea así se dis­
tinguirá la señal de su transformada indicando de forma explícita la dependencia de 
t (señal continua), de k (señal discreta), de s (transformada de Laplace) ó de z (trans­
formada en Z).

4. Se utiliza el subíndice 0 para indicar el valor de las variables en un punto de 
equilibrio en sistemas continuos (u0, y0, etc).

5. Se utiliza una barra sobre la variable para indicar el valor en el punto de fun­
cionamiento o de equilibrio en sistemas discretos (w, y, etc).

6. Se utiliza la letra griega A para representar la variación de una señal respecto 
de un valor constante correspondiente a un punto de funcionamiento o de equilibrio 
del sistema (Ay=y-y0).

Índice



1
RESPUESTA TEMPORAL 

DE SISTEMAS CONTINUOS

Esta sección contiene problemas cuya resolución requiere la obtención de la res­
puesta temporal de sistemas lineales continuos en el tiempo ante diversas entradas. La 
resolución de todos ellos se basa en la utilización de la transformada de Laplace.

El procedimiento de resolución consiste básicamente en los siguientes puntos:

1. Plantear la ecuación diferencial (o ecuaciones diferenciales) del sistema.
2. Tomar transformadas de Laplace, teniendo en cuenta las condiciones iniciales 

(cuando éstas son distintas de cero).
3. Obtener la transformada de Laplace de la salida.
4. Obtener la evolución temporal de la salida mediante la transformada de Lapla­

ce inversa.

En algunos ejercicios el procedimiento anterior debe realizarse más de una vez, 
puesto que el sistema cambia en un momento determinado (cortocircuito eléctrico 
por ejemplo), y la evolución temporal obtenida con el primer sistema sirve para deter­
minar las condiciones iniciales para el sistema modificado.

Por otra parte, en algunos de los problemas se deben aplicar además algunas de 
las propiedades de la transformada de Laplace, como el teorema del valor final.

La ecuación diferencial del sistema puede ser un dato, o bien debe obtenerse a 
partir de las ecuaciones básicas del sistema físico de que se trata.

La teoría necesaria básica para resolver los problemas de este capítulo puede encon­
trarse en el capítulo 3 de [SalaOO].

También puede encontrarse la teoría necesaria en los libros [Meade93] (capítulo
4), [Solyman99] (capítulos 2 y 5), [Oppenheim98] (capítulos 2 y 9), [D’azzo92] (capí­
tulos 3 y 4), y [Ogata93] (capítulo 1).

Índice
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PROBLEMA 1. Respuesta de un sistema

Obtener la salida del sistema:
d 2y dy
—f + —  = u 
dt dt

en el instante t=4 segundos ante la entrada u definida como:

Solución

Este problema se puede resolver de 2 formas, por convolución, o mediante trans­
formada de Laplace.

Para resolverlo mediante la T.L. el primer paso es obtener la T.L. de la señal de 
entrada. En este caso se puede descomponer como la suma de 3 señales: un esca­
lón unitario retrasado 1 segundo menos una rampa unitaria retrasada 1 segundo más 
una rampa unitaria retrasada 2 segundos:

u(t) = a(t) -  b(t) + c(t)

tomando transformadas:
U(s) = A(s) -  B(s) + C(s) =

Índice
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con lo que la salida es:

Y(s) = G(s)U(s) = 1 7 -
SJ0  + 1) s^ s + l)

Para calcular la transformada inversa, se hace con cada término, sin conside­
rar el retraso, y luego se le impone el retraso correspondiente:

í  — l  2  — 1 2  —2  , 1 2+ __  + JL + _  2 e ~ '-~ t¿ + 2 t - 2S3(S + 1) 5 + 1 í 3 S2 S
s 5 -1  TLl - u0{t -  l)f 2e~('~l) -  —(t - l)2 + 2(t -1 )  -  2̂c 3/ n  V i«  0r ( s  + l) \ 2

donde U0(t-1) es el escalón unitario retrasado 1 unidad.
1 - 1 1 - 1 1  , 1 2

53(s + l)  s +  1 s3 s2 5

1
e~2s—r-^----- rx /~ > m0(í -  2)(-e~(t~2) + — (/ -  2)2 -  (f -  2) + l'j

s {s +1) o \  2 ’ K J )

Con lo que la salida completa vale:

y(t) = u0(t -  \ ) { 2 e ^  -  l- { t  - 1)2 + 2(r -1 )  -  2) +

+ u0(t -  2)(y- e - (,-2) + i ( í  -  2)2 -  (/ -  2) + l)

gwe, en el instante t=4 queda:

y(4) = 2e~3 -  - 3 2 + 2- 3 -  2 - e '2 + - 2 2 -  2 + 1= - - e"2 + 2 íf32 2 2

PROBLEMA 2. Respuesta de un sistema

Obtener la respuesta del sistema cuya ecuación diferencial es:

d 2y 0 dy
— —- 4 . 2 —  +  y = u 
dt dt

0 t < 1
ante la entrada u = J1 1 s  / £ 3

0 t>  3

Índice
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Solución

El problema se puede resolver por convolución o mediante la transformada de 
Laplace. Para resolverlo mediante la T.L. hay que calcular en primer lugar la 
T.L. de la entrada. En este caso es fácil ver que se puede descomponer en resta de 
dos escalones unitarios retrasados 1 y 3 segundos respectivamente:

u (t)

u(t)=un(t-l)-un(t-3)

tomando transformadas: U(s) =
-3  s

por lo que:
-3  s

Y(s) = G(s)U(s) = (-
1 1 -35 1

¿ s ' (s + l)2 s (s + l)2 s (s + l)2

Para calcular la transformada inversa de cada término se deja el retraso fuera, 
y al final se añade al resultado:

1
= e

1 1 1

T.L .l.

S S + l  ( í + l )

u o(t -  i)[i -  -  (r -  i y (,_1)]

,-3s 1
5 (S  +  l ) 2

= e -3 s 1 1 1
5 S + l (í + l)2

T .L .l. u0( t -  3)[l ( t -  3)e-('-3)]

Índice
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quedando finalmente:

y(t) = u0(t -  l)[l -  e-('-1) -  (t -  1)e-(,- l)] - u 0{t -  3)[l -  e-('-3) -  (t -  3 K ('-3)]

PROBLEMA 3. Respuesta de un sistema

Un sistema continuo de ecuación diferencial
y + O M y + O.OOly = 0.3m 

ha recibido (partiendo del reposo) una entrada de la forma:

Calcular la respuesta del sistema en el instante t=150 haciendo las suposiciones 
que se consideren oportunas.

Solución

Tomando transformadas de Laplace (al ser nulas las condiciones iniciales) se 
obtiene:

s2F(s) + 0.02íF(s) + 0.00lY(s) -  0.3í/(í) 
0.3

Y(s) =
s2 +0.02s + 0.001

U(s)

Los polos de la función de transferencia son -0.01 ±0.03j  por lo que la respuesta 
tendrá un término de la forma e 0 0Ucos(0.03t). Estos polos son muy lentos compara­
dos con la anchura de los pulsos de la entrada, por lo que se podrá aproximar la 
entrada a la suma de 2 impulsos. Esta idea se puede comprobar calculando el valor 
del término de la respuesta en el instante t=2 segundos, que es la anchura del pulso 
más ancho: e~0 02cos(0.06)=0.98**l. Es decir, en el tiempo que dura el pulso de entra­
da la señal de salida apenas tiene tiempo de cambiar nada. Así pues se aproxima la

Índice
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entrada a dos impulsos retrasados. El valor de cada impulso es la integral (el área): 

u{t) ~ 100<5(0 + 100<5(í -  100) => ¿7(í)® 100 + 1 OOe"100s 

La transformada de Laplace de la respuesta será por tanto:

Y{s) = G(s)U(s) = -=-------— ----------(100 + 100e'100s) =
s2 + 0.025 + 0.001

30 (1 + e~ms) = 1000--------- ^ --------r (l + ér,00s)
(5 + 0.01)2 + 0. 032 ' (5 + 0.01)2 + 0.03

cuya transformada inversa es, directamente:

y(t) = 1000(e-°ou sen(0.03/) + í?"a01('M00) sen(0.03(/ -  100)))

Sustituyendo en t=150 se obtiene la respuesta pedida:
y(150) = 386.9

PROBLEMA 4. Respuesta de un sistema

Mediante un computador se controla la entrada de un sistema de función de trans­
ferencia:

 ̂ 5 + 1 
= — ^7 5(5 + 2)

El periodo con el que el computador actualiza la entrada es de 1 segundo. Se quie­
re que la salida valga y=l en el instante t=3 segundos. Para ello se decide dar a la 
entrada un valor de A durante el primer periodo, cambiándolo por un valor de A/2 en 
el segundo periodo, haciendo nula la entrada a partir de entonces. Obtener el valor 
de A para que se cumpla lo anterior.

Solución

La entrada al sistema es constante en cada periodo, según la figura:

A/2

1 2
Índice
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La salida del sistema en el instante t=3 se puede calcular utilizando la transfor­

mada de Laplace. La señal de entrada es la suma de 3 escalones retrasados:
A A

u(t) ** Awq(í) 2 ^ 0̂  1) "2*^^ ”” ^

Por lo que su transformada de Laplace es:

s s s

La transformada de Laplace de la salida será por tanto:

í  + l / I  0.5<TS 0.5e~2s
F(s) = G(s)U(s) = A

s(s + 2)

Para obtener la transformada inversa se calculará en primer lugar la de la fun­
ción:

2s + 1 a b  c as(s + 2) + b(s + 2 ) + cs
s2(s + 2) s s2 s + 2 s 2( s +  2)

Igualando los numeradores se obtiene b=0.5, a=0.25, c=-0.25, por lo que la trans­
formada inversa de esta función es:

s + 1 0.25 0.5 0.25 (0.25 + 0.5í -  0.25e~2'}u0(t)
s2(s + 2) s s2 s + 2

Aplicando superposición se obtiene la transformada inversa de Y(s): 

y(t) -  A(0.25 + 0.5í -  0 .25e~2!)u0(t) -

-  0.5A(0.25 + 0.5(r -1 )  -  0 ,25e-2i'-l))u0(t -1 )  -

-  0.5A(0.25 + 0.5(í -  2) -  0.25íT2(,-2))w£,(r -  2)

Sustituyendo por t~3 y aplicando la condición de que y(3)=l se obtiene: 
j(3) = 0.7686A = 1 => A = 1.3

Este problema también puede resolverse utilizando el equivalente discreto, ya que 
la entrada es constante en cada periodo de 1 segundo, y nos interesa el valor de la 
salida en el instante 3segf es decir en el periodo de muestre o 3. Ver el problema 70 
para más detalles.

PROBLEMA 5. Respuesta de un sistema

Obtener la respuesta del sistema cuya ecuación diferencial es:
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ante la entrada:

d 2y „ dy .
—-  + 3—  + 2y = 4u 
d t2 dt

0 i

Solución

La función de transferencia del sistema es:
4

G(s) =
s2 + 3s + 2 ( s + 2 )(s + 1)

La respuesta se puede obtener bien por convolución, bien utilizando la transfor­
mada de Laplace.

La señal de entrada se puede descomponer en suma de varias entradas (un esca­
lón retrasado 1 segundo menos una rampa de pendiente 2 retrasada 3 segundos más 
otra rampa de pendiente 2 retrasada 4 segundos):

u(t) = 2u0(t -1 )  -  2(t -  3)u0(t -  3) + 2(t -  4 )u0(t -  4)

2e~s 2e -3s 2e~
=> U(s)

s s~
La transformada de Laplace de la respuesta será por tanto:

Y(s) = G(s)U(s) =
2e~s 2e -3  s 2e -45

(s + 2)(í + 1) y 5 s~ s~

Para obtener la respuesta hay que calcular dos transformadas inversas:

Yx(s) =
4 a

------------------------ — ------ 1- .
s(s + 2 )(s + 1) s s + 2 s + l

b c 
■ + ■

a(s + 2)(s + 1) + bs(s + 1) + cs(s + 2) 
s(s + 2)(í + 1)

Igualando numeradores y resolviendo se obtiene a=2, b=2, c—-4 por lo que: 

yi(t) = (2 + 2e-2' -4 e" )u 0(t)
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YJs) = z----------------- = — H—t H--------- 1-------  
s (s + 2 )0  +1) Í /  s + 2 s + 1

_ as(s + 2)(s + 1) + b(s + 2)(s +1) + cs2(s +1) + ds2(s + 2) 
s(s + 2 )(s + 1)

Igualando numeradores y resolviendo se obtiene a=-3, b=2, c=-l, d=4 por lo que:

y2(t) = (-3  + 2t -  e~2' + 4e~'}u0(t)

Aplicando superposición se obtiene la respuesta del sistema: 
y(0  = 2yt(t -1 )  -  2y2(t -  3) + 2y2(t -  4) =

= 2(2 + 2<r2(" 1) -  4e-('-l))u¿t -1 )  -

-  2(-3  + 2(t -  3) -  e-2i'-3) + 4e-u'3))u0(t -  3) +

+ 2(-3 + 2(t -  4) -  e-2(,_4) + 4e-°-4))u0(t -  4)

PROBLEMA 6. Desintegración de sustancias

Las ecuaciones siguientes modelan la desintegración de una sustancia A que da 
lugar a otra B, y ésta a otra C:

xA = -0 .0 \xA

xB = 0 .02^  -  0.005xfi
xc = 0.01;tB

donde x¡ representa la cantidad (n° de moles) de la sustancia j. Si inicialmente se tiene 
únicamente una cantidad xA=100 moles, calcular:

a) La cantidad final de cada producto cuando pase mucho tiempo.
b) El valor máximo que alcanzará el producto B.

Solución

a) Tomando transformadas de Laplace en las ecuaciones (teniendo en cuenta las con­
diciones iniciales) se obtiene fácilmente la transformada de Laplace de las tres varia­
bles del sistema:

xA = -0.01*, => ^ ( ^ - ^ ( O ^ - O .O I X .O )

=» X j ( í ) . ^ í ! L . _ ü ! ! L
* 5 + 0.01 5 + 0.01
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xB = 0.02xa -  0.005jcb => sXB(s) = 0.02XA(s) -  0.005XB(s)

=> X J s ) --------------- -------------
8 0  + 0.005)0 + 0.01)

xc = 0.01jcb => sXc (s) = 0.01XBO)
0.02

Xc(s) =
s(s + 0.005)0 + 0.01)

Para calcular la cantidad final de cada producto cuando pase mucho tiempo se 
puede utilizar el teorema del valor final:

l imxAt) = l imsXAs)  = l ims— — = 0 s_o i—o 5 + 0.01
2l imxJt )  = l imsXJs ) = l ims---------------------------= 0

BW ŝ o BW O + 0.005)O + 0.01)

limxr (t) = limsXr (s) = lim s----------- -----------------= 400 molescv CV ^  + 0 005)(í + 0 01)

b) Para calcular el valor máximo que alcanzará el producto B hay que calcular la 
evolución con el tiempo por medio de la transformada inversa y calcular el máximo 
de esa función:

XB( s ) --------------- -------------  => x J t)  = 400é’“°005' -  400g~°01'
B O + 0.005)O + 0.01) B

Derivando e igualando a cero se tiene:

= -2e-om5' + 4e~001> = 0 => t -  138.63 seg
dt

Con lo que el valor máximo será:

x b ,m a x  = 400e~°005 138 63 -  400e'°0113863 = 100 moles

PROBLEMA 7. Respuesta de un sistema

Obtener la salida en el instante 10 del sistema definido por la ecuación diferencial
y + y = it+ u

ante la entrada definida por:
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u(t)

Solución

La función de transferencia del sistema es:
Y(s) s +1

G(s) =
U(s) s¿ +1

La respuesta puede obtenerse utilizando la transformada de Laplace. La entra­
da se puede descomponer en suma de 3 escalones retrasados:

u(t) = 2u0(t -  0.5) -  4u0(t -1 .5 ) + 2u0(t -  2.5)

TT/ x 2e~°'5s 4e~L5s l e '2*5
=> U (s) ----------------------- + --------

s s s
La transformada de Laplace de la respuesta será por tanto:

w x  \ tt/ \ s + l ( 2 e ^ 5s 4e~x’5s l e '2'5*Y(s) = G(s)U (s) = —— - -------------------- + --------
s + 1 \ s s s

Para obtener la transformada inversa basta con resolver la de la función:

5 + 1 a b es a(s2 +1) + bs + es2
5 ( 5 ¿ +  l )  5  5 ¿ + l  5 + 1  5 ( 5  +  1)

Igualando los numeradores se obtiene a -1 , b= l, c= -l,por lo que: 
yt(t) = ( l  + sen(í) -  eos(t))u0(t)

Aplicando superposición se obtiene la respuesta:
y(t) = 2yx{t -  0.5) -  4 y¿ t -  1.5) + 2yx(t -  2.5) =

= 2(1 + sen(t -  0.5) -  cos(í -  0.5))u0(t -  0.5) -

-  4(1 + sen(í -  1.5) -  cos(/ -  1.5))w0(í -  1.5) + 

+ 2(1 + sen(í -  2.5) -  cos(í -  2.5))m0(í -  2.5) 
Sustituyendo en t=10 se obtiene el valor pedido:

>(10) = -2.5752
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PROBLEMA 8. Respuesta de un sistema

Dado un sistema cuya respuesta impulsional es:
0 0 < t < 1

8(t)
2
3 - t  
0

1 < t < 2 
2 < t < 3 
t > 3

obtener la respuesta del mismo en el instante t=4 ante la entrada definida como:
fl 0 < t < 2
0 t > 2

Solución

La respuesta se puede obtener mediante la transformada de Laplace o mediante 
convolución. La entrada se puede descomponer de la siguiente forma:

1 e~2s
u(t) = u0(t) - u 0( t -  2) => U(s) ------------

Por otra parte la respuesta impulsional se puede descomponer en suma de varias 
señales, lo que permite obtener la función de transferencia:

g(t) = 2u0(t - 1) -  u0(t - 2 ) - ( t -  2)u0(t -  2) + (t -  3)u0(t -  3)

2e"G{s)
-2  s -2  s —3se e e

2 2 s s s
La transformada de Laplace de la salida será por tanto:

Y(s) = G(s)U(s) =
2e" -2.v -2  s -3  se e e

• + ■
i - 2  i

2e~ -2  s 2e -3 s ^ - 4  5 -2  s -3  s „ -4  s -5  se e e e e
s2 s3s s s 

cuya transformada inversa es inmediata:
y(t) = 2(t -  1)m0(í -  1) -  (t -  2)u0(t -  2) -  2{t -  3)u0(t -  3) +

(t -  2)2 (t -  3Y2
+ (t -  4)u0(t -  4) -  ------- u 0(t -  2) + -̂------ u 0(t -  3) +

( t - 4 ) 2
uo(t -  4) -

( í - 5 ) 2 u0(t -  5)
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que sustituido en el instante t=4 permite obtener el valor pedido:

y( 4) = 0.5

PROBLEMA 9. Aplicación de superposición

Se ha medido en varios instantes la respuesta de un sistema continuo lineal ante 
una entrada rampa unitaria. Los valores obtenidos han sido:

Tiempo (seg) 1 2 3 4
Salida 1 2.5 3.6 4.9

Obtener la respuesta de ese mismo sistema en el instante t=4 seg ante la entrada:

Sugerencia: razonar con el principio de superposición. No intentar obtener G(s), 
ya que no hay datos suficientes para calcularla.

Solución

La señal de entrada se puede descomponer en suma de 4 rampas con diferentes 
retrasos:
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u(t) = 2tu0(t) -  2(t -  l)w0(/ -  1) -  2(t -  2)u0(t -  2) + 2{t -  3)u0(t -  3)

donde u0(t) es el escalón unitario.
La salida ante esta suma de entradas es la suma de las salidas ante cada entra­

da por separado. Ante la primera rampa la salida es:
Mi(0  = 2tu0(t) => y1(t) = 2y(t) => yx (4) = 2;y(4) = 9.8

donde se ha llamado y(t) a la respuesta del sistema ante rampa unitaria (cuyos valo­
res se tienen en la tabla). Ante la segunda rampa se tiene:

u2(t) = 2(t -  \)u0(t -1 )  => y2{t) = 2 y ( t - \ )  =* y2(4) = 2y(3) = 7.2

por ser el sistema lineal e invariante.
Procediendo de la misma forma con las otras 2 rampas se tiene: 

u3(t) = 2 ( t-2 )u 0( t - 2 )  => y,{t) = 2 y ( t - 2 )  => y3(4) = 2y{2) = 5

m4(í) = 2(t -  3)u0(t -  3) => y4(t) = 2y(t -  3) => y4(4) = 2y(l) = 2

Por lo que la salida total es:
y.( 4) -  y2{ 4) -  y3(4) + y4(4) = 9.8 -  7.2 -  5 + 2 = -0 .4

PROBLEMA 10. Respuesta de un sistema

Un sistema continuo tiene una respuesta ante rampa unitaria:

y(t) = -2  + 41 + 2e~2' cos(í)

Obtener la respuesta de ese sistema en el instante t=2 segundos ante la entrada
0 0 < t < 0.5
3 0.5 < t < 1

' l  1 < r < 1.5
0 t > 1.5

Solución

La entrada es una combinación de escalones retrasados (un escalón de valor 3 
retrasado 0.5 menos un escalón de valor 2 retrasado 1 menos un escalón de valor 1 
retrasado 1.5). Por lo tanto se necesita obtener la respuesta del sistema ante esca­
lón. La transformada de Laplace de la respuesta ante rampa es:

w  x G(s)
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La transformada de Laplace de la derivada de la respuesta ante rampa es: 

LÌ
s

ya que yr(0)=0. Es decir, la derivada de la respuesta ante rampa es la respuesta ante 
escalón:

dyr(t)ye(t) = 4 -  4e 2t cos(í) -  2e~1' sen(r)
dt

La respuesta del sistema ante la entrada pedida será por tanto:
y(0  = 3ye(t -  0.5)u0(t -  0.5) -  2ye(t -1  )u0{t - 1) -  ye{t -  1.5)m0(í -  1.5) 

por lo que el valor en el instante t=2 es:

y( 2) = 3(4 -  4éf2(15) cos(l .5) -  2e~nxi) sen(l .5)) -

-  2(4 -  4e~2 cos(l) -  2e~2 sen(l)) -

_ (4 -  4e-2(0'5) cos(0.5) -  2e-2(0'5) sen(0.5)) = 2.3444

PROBLEMA 11. Identificación de motor

Se quiere obtener la función de transferencia de un motor. Se sabe que ésta es de la forma:

u(s) s(l + rs)

donde 6 es el ángulo girado, y u es la tensión aplicada. Se ha aplicado una señal de 
entrada escalón de valor 5 voltios, midiéndose la evolución del ángulo:

Time (sec.)

Obtener la función de transferencia del sistema.
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Solución

La respuesta del sistema ante una entrada escalón de valor 5 se puede obtener 
mediante la transformada de Laplace:

5 «5K
6(s) = G(s)u(s) =

+ s2(s + - )
r

Tomando transformadas, sumando e igualando los numeradores se obtienen los 
coeficientes A, B y C:

. _ _ As(s + - )  + B(s + - )  + Cs2 5 —/i £> C 7- r  r
d(s) = -  + — + ----r -------------í --------------------------1-» -1—

C C A

0(í) = A + Bt + Ce

s + — 
r

7 1 
s2(s + - )x

9 1s \ s  + ~)
T

A + C = 0 

-  + B - 0

— = 5 —
X X

A = -5 K r
B = 5 K
C = 5Kr

Finalmente queda:

6 ( t)~ -5 K x  + 5Kt + 5Kxe T = 5 K (t~ x  + xe T)

Observando la respuesta, cuando t se hace grande la exponencial tiende a cero, 
quedando únicamente el término 5K(t-x), es decir, una recta de pendiente 5K. Midien­
do la pendiente en la gráfica se obtiene

5K = —  = 20 => K  = 4 0.2
Por otra parte la recta 20(t-x) es igual a la recta 20t retrasada x segundos, luego 

x es el retraso de la recta de la figura respecto de la recta 20t, es decir, x=0.1 segun­
dos (medidos por ejemplo en 6(t)=16). La función de transferencia es, por tanto:

G(s) = ------------
5(1 + 0.15)

PROBLEMA 12. Motor de continua

Las ecuaciones de un motor de continua controlado por armadura son:
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T -  K 'im a

£ = Kb - (O 

T din 
L“~ ¿  + R“l“ + £ = u  

l d (°  U TJ —  + b-(o = T 
dt

Estando el motor inicialmente en reposo, se le somete a una entrada de la forma:
u(t) (volt)

0 0.01 t (seg)

Se ha medido la distancia angular total recorrida por el eje del motor, que ha 
sido de 20 rad.

Obtener el valor de p  de 2 formas:

a) Despreciando el efecto de la inductancia, y considerando la entrada exacta.
b) Considerando la inductancia, pero aproximando la entrada por un impulso.

Datos: Km=0.028 Nm/A, Kb=0.0029V/rpm, J=23.5 gcm2, L=1,27mH, R =11.4 Q, 
b=10'6Nm/rpm.

Solución

En primer lugar se obtiene la función de transferencia del motor de continua 
tomando transformadas de Laplace y despejando:

r ' / \ d  * /  \  / x  /  \ • , ,  U(S) ~  Kbsd(s)Lasia(s) + Raia(s) + e (s) = u(s) =s> ia(s) = ---- ------b—-----
L aS + K

Js2d(s) + bsd(s) = T(s) = K J a(s) = Km UÍS.) ~ K^ (S)
Las + Ra

G(s) = ------ J ^ -----------------
u(s) (Js + bs)(Las + Ra) + KmKbs

a) Si se desprecia el efecto de la inductancia (La=0), la función de transferencia 
queda:
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u(s) s(JRas + bRa + KmKb)

0.028 1045
s(2.679 • 10"55 + 8.8426 • 10-4) s(s + 33)

La transformada de Laplace de la señal de entrada es:

u (s), E . P e^ .  = P ÍL -J ^ l}
s s s

Como las condiciones iniciales son nulas (el motor parte del reposo), la trans­
formada de Laplace del ángulo de giro es:

n , ,  n , , , ,  1045 P( 1 - ^ )6(s) = G(s)u(s) = —---- — ----------------
s(s + 33) s

El ángulo total recorrido se puede calcular mediante el teorema del valor final:

r  ,• 1 0 4 5  P( 1 - ^ 00U)limO(t) = lim sois) = lim---------------------------=
s-o í^° (s + 33) s

1045p , .  0.01e-°°,s
= -------- hm------------- = 0.31667o

33 s-*o i
donde se ha aplicado la regla de L’Hopital por ser una indeterminación del tipo 010. 
Como el ángulo total recorrido ha sido de 20 rad, el valor de p„ es:

0.316667/? = 20 =* p -  63.158 V

b) Si no se desprecia la inductancia la función de transferencia del motor queda:
d{s)

Gis)
u(s)

0.028
(23.5 • ÍO 'V  + 9.545 • 10'65)(0.00127s +11.4) + 7.754- lO^s

Si la entrada se aproxima por un impulso, el valor de éste será el área bajo la 
curva, es decir:

u(t) «= 0.01pó(?) => u(s) «  0.0lp

Por lo que la transformada de Laplace del ángulo girado será:
0(s) = G(s)u(s) =
______________________ 0.028-0.01/7_____________________
~ (23.5 • IO'V + 9.545 • 10-6 s)(0.00127s +11.4) + 7.754• 10^ s

Procediendo de la misma forma que en el apartado anterior (utilizando el teore­
ma del valor final) se tiene:
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limd(t) = limsd(s) =t —+oo .S'-*0
___________________ 0.028 O.Olp___________________

" ™ (23.5 • 10‘75 + 9.545 • lO^XO.OOms + 11.4) + 7.754-10-4 

= 0.31667/? = 20 => p  = 63.158 V

PROBLEMA 13. Amortiguador de coche

El dibujo representa el modelo de un amortiguador de automóvil:

Obtener la evolución con el tiempo de la altura de la masa m si estando circulan­
do por una superficie horizontal en régimen permanente se encuentra de repente 
con un bordilllo de altura 0.1 metro.

Datos:
v=20km/h, m=1000 kg, d=10cm, k=40000 N/m, c= 8000 Ns/m, longitud en repo­

so del muelle lo=50cm.

Solución

La ecuación diferencial que describe el sistema es:
my = —mg -  k(y - u -  0.5) -  c(y -  ú)

Suponemos que el coche está circulando en régimen permanente por el suelo (antes 
del bache). El punto de funcionamiento será por tanto:

0 = -m g -  k(y0 -  «o -  0.5) => y0 = u0 + 0.255

donde u0 es la altura del suelo respecto de una referencia de altitud absoluta. Toman­
do incrementos (linealizando) se tendría:

K ■■ \  \ C i K ‘ a * \ n t   ̂ 8 í + 40Ay ------- (A y -A u ) -(A y -A u ) => G(s) = ——-  -   -----—
m m A u(s) s + 85 + 40

El bordillo de 0.1 m de altura representa una señal escalón de valor 0.1, por lo 
que la transformada de Laplace de la salida es:
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A ,  x 8 5  + 40 0.1 0.8s + 4
Aym = —------------------= ------------ ;-----------r-

s2 + Ss + 40 5 s((s + 4) + 4.899 )
cuya transformada inversa es:

Ay(í) = A + Be** cos(4.899í) + C e sen(4.8990

donde tomando transformadas, sumando e igualando numeradores se obtienen las 
constantes quedando:

Ay(í) = 0.1 -  0. l e *  cos(4.899í) + 0.08 lóSe"4' sen(4.899í)

La evolución de la posición absoluta del coche es:
y(t) = y0 + Ay(t) = u0 + 0.255 + Ay(t)

PROBLEMA 14. Amortiguador de coche II

El dibujo representa el modelo de un amortiguador de automóvil:

a) Obtener la evolución de la altura de la masa m si estando circulando por una 
superficie horizontal en régimen permanente a velocidad de 1 m/s se encuentra de 
repente con un badén de sección trapezoidal de la forma de la figura:

30cm 30cm

b) Obtener la longitud mínima y máxima que alcanza el muelle en el caso anterior. 
Datos (para los dos apartados):
m=1000 kg, k=40000 N/m, c= 8000 Ns/m, longitud en reposo del muelle lo=50cm.

Solución

a) La ecuación diferencial que describe el sistema es:
my = -m g -  k(y - u -  0.5) -  c( y -  ü)
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Suponemos que el coche está circulando en régimen permanente por el suelo (antes 

del bache). El punto de funcionamiento será por tanto:
0 = -m g  -  k(y0 - u 0 -  0.5) => y0 = u0 + 0.255

donde u0 es la altura del suelo respecto de una referencia de altitud absoluta. Toman­
do incrementos (linealizando) se tendría:

k /L . _. c , A . A .x x Ay(s) 8s + 40
Ay = ---- (Ay -  Aw5)------(Ay-Aw) => G(s) = — —  = ——  -----—

m m A u(s) s + 85+ 40

Como la velocidad horizontal es Im/s, la forma de la señal de entrada Au(t) es:

Esta señal se puede descomponer en suma de una rampa de pendiente 1/3 menos 
otra rampa de pendiente 113 retrasada 0.3 segundos menos un escalón de valor 0.1 
retrasado 0.6 segundos. Su transformada de Laplace será por tanto:

A u(S) = ^ - ^ e - 03s- — e-°-6s 
s s s

La transformada de la evolución de la altura del coche será:
a / \ / \a  / \ 85 + 40  /1  /3  1 /3  _035 0.1 _06AAy(s) = G(s)Au(s) = —  ------------------------------------— - 5 ---- e  a3s-<? °'6í

s + Ss + 40 V s s s J
Para obtener la transformada inversa bastará obtener la respuesta ante rampa 

y ante escalón, y aplicar los retrasos adecuados. La respuesta ante rampa es:
8í  + 40

y ¿ s) = í 2((í + 4 )2 + 4 .92)
«««/ / i  ,=> yr(t) = A + Bt + Ce r cos(4.9í) + De sen(4.9¿)

Tomando transformadas, sumando e igualando los numeradores se obtienen los
4 coeficientes, quedando:

yr(t) = t -  0.2041242é>'4' sen(4.9f)

La respuesta ante escalón se obtiene sin más que derivar la respuesta ante rampa:

ye(t) = = 1 + 0.8165<?‘4' sen(4.9í) - e'4' cos(4.9í)
dt

Por lo que la evolución de la altura del coche es:
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Ay(0 = p ( 0  -  -  0.3)w0(í -  0.3) -  0.1 ye(t -  0.6)m0(í -  0.6) =

= - ( í  -  0.2041242e'4' sen(4.90)«0(0  -

- i ( f  -  0.3 -  0.2041242e‘4<,' 03) sen(4.9(í -  0.3)))m0(í -  0.3) -

1

-0. l(l + 0.8165e'4(f~06) sen(4.9(í -  0.6)) - e 4<r~a6) cos(4.9 (í -  0.6)))w0(í -  0.6)

Como la función anterior está definida a intervalos (entre 0 y 0.3, entre 0.3 y 0.6 
y desde 0.6 en adelante), los valores máximo y mínimo los tomará en un extremo de 
un intervalo, ó en medio de un intervalo, en cuyo caso la derivada debe anularse.

La máxima longitud del muelle se dará en el extremo de un intervalo, concreta­
mente en el instante t=0.6+, ya que en ese momento la posición de la rueda cae brus­
camente. El valor de esta longitud máxima será:

lmax -  A}>(0.6+) -  A¿/(0.6+) + 0.255 = 0.255 + 0.1002 -  0.3552 m

La longitud mínima se dará probablemente entre el instante 0 y el instante 0.3 
segundos, ya que es en ese momento cuando la masa del coche tiende a comprimir 
más el muelle. En principio podría ser en el extremo del intervalo (en t-0 .3  seg), o 
en medio del mismo. En el extremo del intervalo se tiene una longitud:

l(t -  0.3) -  A;y(0.3) -  Ak(0.3) + 0.255 = 0.255 -  0.1 + 0.09938 = 0.25438

No parece que sea la longitud mínima, pues es casi igual a la longitud en régimen 
permanente (0.255). Así pues, la longitud mínima se dará entre 0 y 0.3 segundos, por 
lo que se obtendrá derivando e igualando a cero. En este intervalo la longitud es:

La evolución de la posición absoluta sería
y(t) = Ay{t) + y0 = Ay(t) + u0 + 0.255

b) La evolución con el tiempo de la longitud del muelle es:
K{) = y(t) -  u(t) = Ay(t) -  Au(t) + y0 - u 0 = Aj(í) -  Au(t) + 0.255

l(t) = Ay(t) -  Au(t) + 0.255 =

derivando e igualando a cero se tiene:

dt 3
i ( l  + 0.8165¿4' sen(4.899r) -  <?4f cos(4.899r)) -  ^ = 0

t = — -— arctgf— —̂ Ì  = 0.1809 seg 
4.899 \ 0.8165/
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por lo que la longitud mínima es:

lmin = /(0.1809) = 0.2294 m

PROBLEMA 15.Viscosímetro de bola

El siguiente dispositivo se utiliza para medir la viscosidad de un fluido: 

m=0.1 kg Q

H=1.5 m

30 cm

El tubo vertical está lleno del fluido en cuestión. La bola, de masa m, se deja caer 
partiendo del reposo. La bola solo está sujeta a la fuerza de gravedad y al roza­
miento viscoso del fluido, con coeficiente c.

a) Obtener la expresión de la velocidad de caída de la bola y de la posición de la 
bola en función del tiempo.

b) El sistema se utiliza para medir el coeficiente c. Para ello se cronometra el tiem­
po que tarda la bola en recorrer los últimos 30 cm del tubo. Obtener la relación entre 
ese tiempo y el coeficiente c si la altura H fuera infinita. Si se utiliza esa relación para 
obtener c a partir del tiempo medido en el sistema con H=1.5, ¿cuál es el valor míni­
mo de c que podría medirse con un error menor del 1%?.

Solución

a) Las ecuaciones del movimiento son:
my = m g - cy

y  + — y  = g
m

donde y es la distancia de la bola a la superficie del líquido.
Las condiciones iniciales son nulas por partir del reposo con y(0)=0, por lo que 

tomando transformadas de Laplace se tiene:
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s2y(s) + i0csr(í) =
9.8

Y(s)
9.8

s s (s + 10c)
La evolución con el tiempo se obtiene sin más que aplicar la transformada

inversa:

y(t) = A + Bt + De •10« TL D 9.8
s s + 10c s (s + 10c)

A =

B =

D

9.8
100c2

9.8
10c

9.8
100c2

Por lo que la evolución de la posición de la bola es:
9.8, , 9.8y(t) = — t -  .

10c 100c2
La velocidad se obtiene sin más que derivar la posición:

j ( 0  = —  ( i - * - 10* )
\0 c X ’

b) Si la altura H fuera infinita la velocidad de la bola en el último tramo sería 
constante e igual a:

V  X 9 8  •y (O O ) =  ---------10 c
Si el tiempo que tarda la bola en recorrer esos últimos 30 cm es T, se cumplirá que:

9.8 m, 0.3 9.8
y(°°) = —  = —  

T 10 c
c = •

Si la altura del sistema real es H=1.5m, la velocidad de la bola cuando entra en 
el último tramo es menor que la velocidad límite anterior. Si se utiliza la expresión 
anterior para calcular c se cometerá un error que depende de la diferencia entre la 
velocidad límite y la que realmente tiene la bola. Para que el error sea menor del 1%, 
la velocidad real de la bola en el último tramo debe tener un error menor del 1% res­
pecto de la velocidad límite. Si se define t¡ como el instante en el que la bola entra en 
el último tramo se tiene que:

9 ’8 r( l - é > - 10c' ' ), , 9.8
y(t\) = — ■■ 7 11 10c 1 100c2

1.5

Para que el error sea menor del 1%:
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ÿ(r,) = — il -  e~i0cl' ) = 0.99—  => e-l0a' = 0.01 
'  1 10cV ’ 10c

En las dos ecuaciones anteriores se tienen 2 incógnitas. Sustituyendo la segunda 
en la primera se obtiene:

, , 9.8 9.8 , _ 15c 0.99
y(t.) = ------ tx-------------0 .99 = 1.5 = > r , = —  + -------

10c 100c2 9.8 10c
De la segunda ecuación se obtiene: 

e~i0ch = 0.01 =*> c =
-10« -ln(O.Ol) 0.46 0.46

10/, î, ^  , Q-99
9.8 10c

de donde se despeja el valor mínimo de c:
1 Sr O 99 9 8
------+ ™  .  o.46 => c = . (0.46 -  0.099)—  = 0.486 N s/m
9.8 10 V  15

PROBLEMA 16.Viscosímetro de caída de bola II

El siguiente dispositivo se utiliza para medir la viscosidad de un fluido:

H

3 0  cm

El tubo vertical está lleno del fluido en cuestión. La bola, de masa m, se deja 
caer partiendo del reposo, existiendo un sistema que mide el tiempo T que tarda la 
bola en recorrer los últimos 30 cm del tubo. La bola solo está sujeta a la fuerza de gra­
vedad y al rozamiento viscoso del fluido, con coeficiente c. El objetivo del sistema 
es obtener el valor del coeficiente c, que está relacionado con la viscosidad.

a) Si se quiere que exista una relación aproximada de la forma: c=k*T calcular 
el valor mínimo que debe tener H para que esta expresión aproximada tenga un error 
menor del 1%, sabiendo que c>0.5 Ns/m. Obtener el valor de esa constante k. Suge­
rencia: definir H para que la velocidad de la masa m en el tramo de medida sea casi 
constante.

m = u . i  Kg
£ l
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b) Obtener el valor de c que predeciría el sistema (con la relación aproximada 
c=k*T) para un fluido con un valor real de c=0.7 Nm/s. Para ello calcular el valor 
exacto de T y aplicar la relación anterior.

Solución

a) Tal y como se obtuvo en el ejercicio anterior, la evolución de la posición de la 
bola es:

y su velocidad:
10c 100c2 V ’

10c '
Si la altura Hfuera infinita la velocidad de la bola en el último tramo sería cons­

tante e igual a:
9.8y(co)-------
10c

Si el tiempo que tarda la bola en recorrer esos últimos 30 cm es T, se cumplirá que:
, 0.3 9.8 9.8y(») = —  = ----- => c = — T

T 10c 3
por lo que la constante pedida es k=9.8/3.

Si la altura es finita la velocidad de la bola en el último tramo será algo menor 
que la velocidad límite. Si se quiere que el error sea menor del 1%, esta velocidad 
debe ser mayor del 99% de la velocidad final, es decir:

yity) = — (l -  e -l0cl' ) = 0.99—  => e~,0c'1 = 0.01
1 10c' ’ 10c

donde t, es el tiempo que tarda en recorrer la altura H.
Por otra parte se tiene que:

1 1 0 c 1 100c2V ’
En las dos ecuaciones anteriores se tienen 2 incógnitas, ya que se tomará el valor 

frontera c= 0.5 para el que el sistema de medición debe tener un error menor del 1%. 
De la primera ecuación se obtiene el tiempo:lt.™m.0Miseg

-10  c
De la segunda ecuación se obtiene la altura:
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H = y(tx) = - ^ - 0 . 9 2 1 ------ -  e-10 0-50921) = 1.417 m
1 10-0.5 100-0.5 '

b) Si c=0.7, la ecuación de la evolución de la altura con el tiempo es:
9.8 9.8/ _7,\

y(t) = — t ------- [ l - e
7 4 9 V ’

Si se llama t, al tiempo que tarda en llegar al inicio del tramo de medición, y T 
el tiempo que tarda en recorrer ese tramo de 0.3 m, se tiene:

— ( i - « - * ) - “ ”

de donde se obtiene t¡. Para ello se tantea, sabiendo que será algo mayor que 0.921 
seg. Para t,= l, la parte izquierda de la ecuación da 1.2. Para t,=1.2, se tiene 1.48. 
Para t,=1.15 se tiene 1.4101. Para t¡=1.155 se tiene 1.417, luego t,=1.155 seg. Por 
otra parte se tiene:

y(h + T) = ^ j i t x + T ) ~ ^ ( l  -  e-7(,'+T)) = 1.717

de donde se obtiene T. Para el tanteo se sabe que el tiempo es cercano a 3c/9.8=0.2143. 
De hecho, sustituyendo este valor se tiene que la parte izquierda de la ecuación da 
1.717, por lo que la solución aproximada es T=0.2143 (el error es efectivamente 
mucho menor del 1%, puesto que el tiempo aproximado y el exacto coinciden hasta 
la cuarta cifra significativa.

PROBLEMA 17. Objeto en cazuela

Se dispone de una cazuela llena de agua y colocada sobre un quemador. En este 
quemador se puede controlar el flujo de calor suministrado a la cazuela, q. Estando 
el sistema en régimen permanente con un calor constante <?0=500W, se introduce en 
el agua un objeto a temperatura ambiente, quedando sumergido en el agua sin con­
tacto con la cazuela ni con el aire. Al mismo tiempo se corta (se pone a cero) el 
calor del quemador. Obtener la evolución con el tiempo de la temperatura del objeto, 
calculando el valor máximo que alcanza.

Datos: Temperatura exterior=25°C.

Masa (kg) Calor específico (J/kg/°C
Cazuela 0.6 8000
Agua 1 kg 4180
Objeto _9.-5.kg..... 6000
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Coeficientes de transmisión (W/°C)

Cazuela-exterior 4

Cazuela-agua 20

Agua-exterior 5

Agua-objeto 15

Solución

Antes de introducir el objeto solo hay dos masas que almacenan calor, por lo que 
las ecuaciones térmicas del sistema son:

mccX  =  q ~ V j T c -T a)~  nce(Tc -  T J

m aCJ a  = V c a ( T c ~  T a )  ~  V a e (T a ~  T e J

Si está en régimen permanente con q0=500, las temperaturas serán:

0 = <?0 -  PcaWcO ~ Tao)- " T J

0  = V c a ( T cO -  Ta o) -  V a e (T aO ~  T e*)

de donde se obtiene:
Ta0 = 75 °C 

Tc0 = 87.5°C
Estas serán las condiciones iniciales cuando se introduzca el objeto. La otra con­

dición inicial será la temperatura del objeto, que es TJ0)=25°C.
Una vez se ha introducido el objeto hay 3 masas que almacenan calor, por lo 

que las ecuaciones son ahora:

mccX  = q -  !¿JTc -T a)~  nce{Tc -  Tex) 

maca t  = V J T C -  Ta) -  n J T a -  Tex) -  [ia0(Tu -  TJ

moco t  = VaJL -  Ta)

Para obtener la evolución con el tiempo de la temperatura Tfí basta con tomar 
transformadas de Laplace teniendo en cuenta las condiciones iniciales, y teniendo 
en cuenta que q=0 (se apaga el quemador):

4800sTc(s) -  4800 • 87.5 = -20(7;(s) -  7 » )  -  4. Tc(s) -  — )
\ s J
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4180s7^(s) -  4180 • 75 =
= 20(Tc(s) -  Ta(s)) -  5 ^ ( s )  -  y )  -1 5 (Ta(s) -  Ta(s))

3000sro(s) -  3000 • 25 = 1 5 (7 »  -  Ta(s))

despejando de las ecuaciones anteriores se obtiene la transformada de Laplace de la 
temperatura del objeto:

25s3 +0.7392344s2 + 4.81559- 10'3s +1.246013-IO-6[  =  ----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------
s(s3 +1.956938-10 '2/  + 8.281499- 10‘5s + 4.984051 • 10"8) 

cuya transformada inversa es:
25 s3 + 0.7392344/ + 4.81559-10~3s + 1.246013 -IO-6

L i  s) =
s(s + 7.197372 • ÍO“4^  + 0.005)(s + 1.384964 -IO“2)

-7.1974-10“4/ +  Qg-0.005t +  £ ^ - i .3 8 5  10-21Ta{t) = A + Be~

donde tomando transformadas, sumando e igualando numeradores se obtienen las 
constantes quedando finalmente:

Ta(t) = 25 + 45.646<T7197410"' - 39.474e‘0005' - 6.172<r1385'10'2'

La temperatura máxima se obtiene derivando e igualando a cero.
dT0(í)

dt
= -0.03285e‘7197410'4' + 0.197374<r0005' +0.08548^'38510-2 ' = 0

de donde se obtiene t=422.5, y la temperatura máxima:
T0,max = ^,(422.5) = 53.88° C

PROBLEMA 18. Transitorio eléctrico

Se supone que el circuito de la figura se encuentra en equilibrio (en régimen perma­
nente) con el interruptor abierto. En un momento dado se cierra el interruptor. Obtener 
la evolución con el tiempo de la tensión en los condensadores a partir de ese momento.

C,=100uF

10k 

-------W r

10 V T-
10k

/
d z  c 2= iouF 

20k
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Solución

En régimen permanente los condensadores son circuitos abiertos, puesto que: 
ic = Cvc = 0  en régimen permanente

Debido a esto las tensiones en los condensadores en el momento en que se cie­
rra el interruptor (condiciones iniciales) serán:

v,(0) = 1 0 * -4 (0 ) -0  

v2(0) = 10 -  10& • /2(0) = 10 V 

Al cerrar el interruptor el circuito pasa a ser:

Aplicando las leyes de Kirchoff se tiene: 

vl + v2 + 20000i2 = Vj + v20 = v, + v, + 20000í, = v, + v, + 20000 • 10 • 10 6v, = v, + v, + 0.2v,

v2 = -5v, -  5v2 (/)

Por otra parte se tiene que:

v, = 10000¿3 = 10000(/2 - í , ) = 10000• 10• 10'6v2 -10000 100- ÍO^V,

Vj = -Vj +0.1v2 = -1.5vj -0 .5v2 {II)

Tomando transformadas de Laplace en las ecuaciones (I) y (II), teniendo en cuen­
ta las condiciones iniciales se obtiene:

sv2(s) -  v2(0) = -5v ,(í) -  5v2(s) (7)

5V, (s) -  Vj (0) = -1 .5 v, (j)  -  0.5v2 (s) (II)
de donde se despejan v,(s) y v2(s):

-5  -5
v,(s) =

s2 + 6.5s + 5 (s + 5.608)(s + 0.8915)

V2( í ) =  2
10í  + 15 10s + 15

s + 6.5s + 5 (s + 5.608)(s + 0.8915)

La respuesta es la transformada inversa:
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V ,(0  = -l.Oóe-0 8915' + í.06e5 

v2(t) = 1.29e 08915' + 8.7 le'5

.608/

.608/

PROBLEMA 19.Transitorio eléctrico II

Estando el circuito de la figura en régimen permanente (con los dos interrupto­
res cerrados) se abre el interruptor 1. Al cabo de 0.1 segundos se abre el interruptor
2. Calcular la evolución con el tiempo de la tensión del condensador.

, 10H

20V.

- 'o o b o 1-

T ¡0̂t
i — t — <0 0 0 0 v------------------------- r -----1
I 500Q  i  500Q  |  -J —

) V - ± ~

IOOOiáF

Solución

En régimen permanente con los interruptores cerrados se tiene que la bobina es 
un cortocircuito y el condensador un circuito abierto, por lo que

vc(0) = 20 V 

¿£(0) = 20/500 = 0.04 A 

Si se abre el interruptor 1 el circuito queda:

10H

500Q  *  500Q

1 0 V ^ __________________________ 2 J

IOOOiaF 

ve

Las ecuaciones diferenciales del sistema son:

10 = 500/, + 1 0 ^  + vr
¿ dt c

l’ d \r
i, = - ^  + 0 .0 0 1 — ^
L 500 dt

Tomando transformadas de Laplace teniendo en cuenta las condiciones iniciales 
se obtiene:
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10
= 500/¿ + 105/, -  10/¿(0) + Vc

500
Despejando Vc se obtiene:

_ 20s2 + 10405 + 1000
*C “

IL = - ^  + 0.00l5Vc -  0.001vc(0)

20 í2 + 10405 + 1000
5(52 + 525 + 200) 5(5 + 47.8174)(s + 4.1826)

Cuya transformada inversa es:

vc(t) = A + Be -47.8174/ + Ce -4.1826/

donde tomando transformadas e igualando se obtiene 
A=5
B=-1.4378
C=16.4378
Luego entre 0 y 0.1 la tensión del condensador es:

vc(t) = 5 -  1.4378É?-478174' + 16.4378e^'1826' 
Si en t=0.1 se abre el interruptor 2, el circuito queda:

10H
r -----fO O ti0 '------►

500Q  i

10V  - =j=~______________ J
lOOOpF

vc

por lo que la ecuación diferencial es:

10 = 500/¿ + 1 0 ^  + v,
dt

iL = 0.001^
L dt

10 = 0.5vc + 0.01vc + vc

Para obtener la evolución se toman transformadas de Laplace teniendo en cuen­
ta las condiciones iniciales. Las condiciones iniciales son la corriente en la bobina 
y la tensión en el condensador en t=0.1+, que coinciden con los valores en t=0.1~. 
Definiendo un nuevo origen de tiempos f  =t-0J y tomando transformadas quedaría:

—  = 500/, + 105/¿ -  10í, (0+) + Vc
s

l L = 0 .00 l5V c -0 .0 0 1 v c (0 +)

vc (0+ )52 + (1000/¿ (0+) + 50 vc (0+ ))5 + 1000
^c = 5(52 + 505 + 100)
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Las condiciones iniciales se obtienen a partir de la tensión del condensador en el 

instante t=0.1~ en el circuito antes de abrir el segundo interruptor:
vc(tf .  0+) = vc(t = 0.1+) -  vc(t -  0.1“) =

= 5 -  1,4378e^78174 + 16.4378e~0'41826 = 15.807

iL(t' = 0+) = iL(t = 0.1+) = iL(t = 0.1") = Vg(r = .9-1  ̂+ 0.001vc(f = 0.1")
500

donde

por lo que

vc (t = 0.1“) = óZ.lSle-4™7* -  68.752éT0'41826 = -44.676

1 C QCY1
u t '  = 0+) ------:-----+ 0.001(-44.676) = -0.01306 A
L 500

por lo que:

I7 /x  15.807J2 +777.3s + 1000
v r ( s ) = ------------ ;-----------------------------c s(s2 + 50s + 100)

Se podría resolver el problema también a partir de la ecuación diferencial de orden
2 de la tensión del condensador. En ese caso las condiciones iniciales serán la ten­
sión en el condensador y su derivada en í= 0 .i+. La tensión coincide con el valor en 
t=0J~, pero la derivada no. Para obtener el valor hay que tener en cuenta que iL(0.1+)= 
iL(0.1~), por lo que teniendo en cuenta la ecuación del circuito después de abrir el 
interruptor:

0.001vc(í -  0.1+) = iL(t -  O.T) = iL(t = 0.1") -

vc(r = 0 .r )  
500

+ 0.001vc(¿ = 0.1")

de donde se obtiene:

vc (t = 0.1+) = 001306 = -13.06  
c 0.001

Tomando transformadas de la ecuación diferencial de orden 2 se tiene:

—  = 0.5íVc -  0.5vc(0+) + 0.01íVc - 0.01svc (0+) -  0.01vc(0+) + Vc
S

_ 15.807í2 + 777.3s + 1000 15.807/ + 777.3s + 1000
V r  ~~
c í ( í 2 + 50s + 100) s(s + 47.9129)(s + 2.0871)

cuya transformada inversa es:

Índice



50 PROBLEMAS RESUELTOS DE TEORÍA DE SISTEMAS

vc(t') = 10 + 5.7867e'20871' + 0.0203e419129'

Por lo que el resultado final se puede expresar como:

_ f5 - 1 ,4378e^78174' + 16.4378e~41826' 0 < / < 0.1

Vc(í) ” 110 + 5.7867¿'2 0871('~01) + 0.0203<?'47-9129('"o1) t > 0.1

PROBLEMA 20. Impacto en péndulo

Se golpea el péndulo de la figura con un martillo en dirección horizontal, de forma 
que la fuerza ejercida por el martillo sobre el péndulo es la descrita por la gráfica. 
Si el péndulo parte del reposo, y la bola sufre una fuerza de rozamiento viscoso con 
el aire de coeficiente c= l Ns/m, obtener de forma aproximada el ángulo máximo de 
oscilación que alcanza, y el tiempo que tarda en volver a pasar por la posición verti­
cal. Hacer las suposiciones que se consideren oportunas.

0.5 m

F (N)

Ó
5 kg

Solución

Si se define como entrada al sistema la fuerza horizontal que ejerce el martillo 
sobre la bola, la ecuación diferencial del movimiento de rotación del péndulo es:

16 = mL26 -  FLcos(0) ~mgLsen(6) -  c(6L)L 
donde q es el ángulo respecto de la vertical. Sustituyendo valores se obtiene:

6 -  0A F cos(0) -  I9.6sen(6) -  0.20
Para obtener la evolución temporal de forma aproximada se linealiza la ecuación 

diferencial alrededor del punto de funcionamiento 6C)=0, F0=0:
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A0 = 0 .4A F -(0.4F 0sen(d0) + 19.6cos(0o))A 0-0 .2A 0 =

= 0 .4A F - 19.6A0 -  O.2A0 

La función de transferencia es:
A d(s) 0.4
AF(s) ~ s 2 + 0.2s+19.6

Como la fuerza F actúa durante un tiempo muy corto (4 ms), siendo nula después, 
se puede aproximar por una señal impulso de valor igual al área encerrada bajo la 
curva F(t). Esta área es:

F(t) «[0.001 • 1500 + 0.001 • 2000 + 0.001 -1750 + 0.001 • 150}d(t) = 65(t) 
con lo que la transformada de Laplace de la respuesta aproximada es:

0.4 A r,/ 2.4 2.4
A0 (.v) « - 2—— — - — AF (s) = ¡   — —— = - — — 3— r

+0.25 + 19.6  ̂ s +0.25 + 19.6 ((5 + 0.1^+4.426"
ya que las condiciones iniciales son nulas. La transformada inversa da la evolución 
con el tiempo:

0 (0  = A0(t) = j á —e-0Usen(4.426t)

El ángulo máximo que alcanzará se obtendrá derivando e igualando a cero:

^ 2 - .  2.4e~°Al cos(4.426í) -  1(5e« (4.426í) = 0
dt 4.426

cuya solución es:
¡CJT

t -  0 .3 4 9 8 + - ^ -  ,k  entero
4.426

El ángulo máximo se tendrá en el primer máximo de la función, es decir, para k=0 
-> t=0.3498 seg:

0max = 0(0.3498) = 0.5235 rad

El tiempo que tardará en volver a pasar por la posición 6=0 se obtiene sin más 
que igualar:

2.4 _0.i, „ kn
0(0  = —e 5e«(4.4260 = 0 t = ■

4.426 4.426
El primer paso se tendrá para k-1, por lo que t=0.7098 seg.
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PROBLEMA 2 1 .Temperatura de jamón

Obtener la temperatura del jamón en el instante t=2000 seg, si partiendo de tem­
peratura ambiente se le da un calor de entrada de 5000 W durante 1000 segundos, 
pasando después a cero.

Datos: T=25°C, n,=100 W/°C, fi2=20 W/°C, c=4000 J/kg°C , c=6000 J/kg°C , 
ma=20 kg , m¡=5 kg

Solución

Las ecuaciones de transmisión de calor son: 
dT

m i C¡ ~ ¿ = ^ Ta ~ Ti )

maCa —r  = Qe~ H<Ja -  7}) -  H2(Ta -  Te) 
dt

Como Te es constante, se toman incrementos (ATj=Tf Te, ATa=Ta-Te), y se obtiene 
un sistema lineal. Esto es equivalente a linealizar el sistema alrededor del punto de 
funcionamiento Qe0=0, Ta0=Tj0=25°C. El resultado es:

dAT¡
m j cj  =  ^ ( A T a -  A T j)

m ,c ,  ~  -  a  -  -  f t A T ;

donde se ha puesto Qepor ser Qe=AQe, al ser Qe0=0.
Tomando transformadas de Laplace se tiene:

mfjsATjis) = n^AT^s) -  ^ATj(s) 

macasATa(s) = Qe(s) -  + fi2)ATa(s) + jU,A7}(s)

ya que las condiciones iniciales de las variables incrementales son nulas. Despejan­
do de las ecuaciones se obtiene la función de transferencia entre Qe y ATj.
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ÁT,(s) 1
G(s) =

Qe(s) m aCam f j  „2 Mi +  M2maca + ----------ntjCj
M,Mi

que, sustituyendo valores queda:
ATj(s) 1 4.167-10

5 + jU2

Qe(s) 24 • 106s2 + 1 16000s + 20 s2 + 4.833-10_3í  + 8.333-10’7

____________4.167- 1Q-8__________
“ ('s + 4.654• 10"3)(í  +1.7905 - lo"1)

La entrada es una suma de dos escalones retrasados:
, -1°005

Qe(t) = 5000(u0(t) -  uQ(t -1000)) => Qe(s) = 5000------------

La transformada de Laplace del incremento de temperatura será:

f \ 2.0835 - lC 4 ( l - e - ,000i)
A Tas) = G(s)Q,(s) --------------------- ----------------------------------------

J e ( í + 4.654-10-3)(s + 1.7905-10-4) s
Para calcular la transformada inversa se obtiene en primer lugar la de la fun­

ción:

2.0835-10-4
Y¿s) =

s(s + 4.654 • 10_3)(í + 1.7905 • 10-4) 
a b c
s s + 4.654-10~3 s + 1.7905-10-4

Sumando e igualando los numeradores se obtiene a=250, b=10, c=-260 con lo 
que la transformada inversa es:

y,(t) = (250 + ÍO ^ 65410"' -  260e-1-79051°"')Mo(0  

Aplicando superposición el incremento de temperatura pedido será:
A 7 } (o -y I( 0 - y , ( í - i o o o ) -

= (250 + lOe-465410"' -  260<?_1'790510̂ ')m0(0  -

-  (250 + lOe-465410“3<'-1000) _ 260e-1-790510" ('- ,000))Mo(í - 1000)

Sustituyendo en el instante t=2000 se obtiene AT¡(2000)=35.54°C, por lo que la 
temperatura absoluta será:

T j(2000) -  Te + A7}(2000) -  60.54°C
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PROBLEMA 22. Caída por rampa

El cuerpo de la figura, de masa 10 kg, puede deslizar sobre la superficie estando 
sometido a una fuerza de rozamiento viscosa de coeficiente c=10Ns/m. Estando en 
reposo se deja caer por la rampa de la figura. Obtener la distancia total que recorre en 
la zona llana.

Solución

La ecuación del movimiento es diferente según se encuentre la masa en el plano 
inclinado, o en la superficie horizontal. Debido a esto se resolverá en primer lugar 
el movimiento por la rampa, obteniendo la velocidad al final de la misma. Esta 
será la condición inicial para el movimiento horizontal, que permitirá resolver fácil­
mente el problema.

En primer lugar se plantea la ecuación diferencial que gobierna el movimiento 
de la masa por el plano inclinado. Para ello se definen las siguientes variables:

mx = mgsen(0) -  ex = mg-X= -  ex
V5

x + x = 2 *
V5

Tomando transformadas de Laplace y teniendo en cuenta que se suelta partien­
do del reposo se tiene:

s2X(s) -  5JC(0+) -  i ( 0 +) + sX(s) -  x(0+ ) = s(s + 1)X(í ) = ^  • -V 5 S
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X(s)
s2(s + 1)

x(t) = A + Bt + Ce"

Tomando transformadas de Laplace, sumando e igualando los numeradores se 
obtienen los coeficientes AJB y C:

x(t) = ^ | ( - 1  + t + e~!)

La rampa inclinada tiene una longitud de V5 metros. Por otra parte interesa 
conocer la velocidad en el punto final de la rampa, puesto que será la condición ini­
cial para la ecuación del movimiento en el plano horizontal. El tiempo que tarda en 
alcanzar el final de la rampa es:

9 8
x(íj) = a/5 = ^ j ( - l + t\ + e ~h) => h ~ 1-213 seg

i( íj ) = ~ ^ ( l -  e~'x) = 3.08 m is  

Para el movimiento en el plano horizontal se define la variable:

rrix = -ex  => x + x = 0

Tomando transformadas de Laplace y teniendo en cuenta la condición inicial de 
la velocidad se obtiene la transformada de Laplace del desplazamiento horizontal:

s2X(s)  -  sx (0+) -  i ( 0 +) + sX(s)  -  jc(0+) = s(s + 1)X (í) -  3.08 = 0

s(s + 1)

Como se pide la distancia total recorrida, ésta se puede obtener mediante el teo­
rema del valor final:

3 08
limx(t) -  lim sX(s) = lim——  = 3.08 mt-*oo s—*0 .v-*0 5-J-l
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PROBLEMA 23. Lanzamiento de balón

Se lanza un balón de 0.25 kg en sentido vertical hacia arriba empujándolo con la 
fuerza de la gráfica. Si el balón parte del reposo, y la fuerza de rozamiento viscoso 
con el aire tiene un coeficiente c=0.25 Nslm obtener la altura máxima que alcanza 
tras el primer rebote con el suelo si se supone un coeficiente de restitución 1 en dicho 
rebote. Hacer las suposiciones que se consideren oportunas.

F (N )

30

t(se g )

Solución

Llamando y a la altura del balón respecto del suelo, la ecuación diferencial del 
movimiento es:

my = -m g - c y  + F(t)

donde F es la fuerza que empuja el balón hacia arriba. Sustituyendo valores se 
obtiene:

y = ~g ~ y + 4 F(t)
Tomando transformadas de Laplace y teniendo en cuenta que las condiciones ini­

ciales son nulas se obtiene la transformada de la evolución de la altura:

s2y(s) = - £ - s r ( s )  + 4F(s) => F(s) 
í

-8 4 F(s) 
s2(s + 1) s(s + l)

La transformada de Laplace de la fuerza es una suma de dos escalones retrasa­
dos, por lo que la transformada de Laplace de la altura es:

Y(s) = , ~ g + 212°  (1 -  é>-2i)
í  (s +1) s (s + 1)

Para obtener la transformada inversa se calcula en primer lugar la de la función:

Y¿s) =
1

= —+ ■
S (s  +  1) 5

c as(s +1) + b(s + 1) + es2
7 + T ” 52(j + 1)

Igualando los numeradores y despejando se obtiene: a=-l, b = l , c= l, es decir:

j ,(0  = -1 + 1 + e~'
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Aplicando superposición se obtiene la salida:

y{t)  = 110.2(-1  + 1 + e-' )u0( t ) - 120(-1 + (t -  2) + íT<'"2,)w0(/ -  2)

Igualando a cero se obtiene el tiempo que tarda el balón en llegar al suelo. Este 
tiempo servirá para calcular la velocidad con que llega al suelo:

y{t) = 110.2(-1  + 1 + e-r)u0(t) -  120(-1 + (t -  2) + e-°-2))u0(t -  2) = 0

Agrupando términos se obtiene:

0 -  249.8 -  9.81 -  H6A9e~1 -  0 => t = 25.4 seg

La velocidad en ese instante vale:

y(t) = 110.2(l -  e-')u0(t) -  120(l -  e-{'-2))u0(t -  2) = -9 .8  m is

Como el rebote tiene coeficiente de restitución 1, la velocidad con que sale rebo­
tado hacia arriba es la misma, por lo que la condición inicial para la segunda parte 
del movimiento es

}>(0) = 9.8 m is

Tras el rebote la ecuación diferencial es la misma, solo que la fuerza con que se 
empuja es nula:

y - - g - y
Tomando transformadas de Laplace y teniendo en cuenta la condición inicial de 

velocidad se tiene:

s2Y( s ) - y (0 )  = - ^ - s Y { s )
s

Y ( s ) -  ~g + K0) = ~9'8 + 9 8
s2(s + 1) s(s + 1) s2(s + l) s(s + l)

Para obtener la transformada inversa necesitamos obtener la del término:

Y   ̂ -  a  + ^  +  ^  + * *
2 S(S +  1) í  5 + 1 S(S + 1) S 5  + 1

=> y2(t) = \ - e "

La evolución de la altura tras el rebote será por tanto:

y(t) = - 9 .8 ( - l  + t + e-') + 9.8(1 -  e")

El punto más alto será aquel en que la velocidad sea nula:

y(t) = -9.8(1 - e ' ' )  + 9.Se" = 0 => t = 0.693 seg 

Por lo que la altura máxima alcanzada será:
y(0.693) = 3 m
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RESPUESTA TEMPORAL 
DE SISTEMAS DISCRETOS

Esta sección contiene problemas cuya resolución requiere la obtención de la res­
puesta temporal de sistemas lineales discretos en el tiempo ante diversas entradas. La 
resolución de todos ellos se basa en la utilización de la transformada en Z.

El procedimiento de resolución consiste básicamente en los siguientes puntos:

1. Plantear la ecuación en diferencias del sistema.
2. Tomar transformadas en Z, teniendo en cuenta las condiciones iniciales (cuan­

do éstas son distintas de cero).
3. Obtener la transformada en Z de la salida.
4. Obtener la evolución temporal de la salida mediante la transformada en Z inversa.

En algunos ejercicios se debe linealizar la ecuación en diferencias del sistema 
antes de tomar transformadas en Z, pues el sistema no es lineal, o parte de un punto 
de funcionamiento distinto de cero.

En este último caso la linealización de la ecuación en diferencias (aunque de hecho 
ésta ya sea lineal) permite simplificar el cálculo, pues las condiciones iniciales pasan 
a ser nulas, y la consideración de condiciones iniciales distintas de cero en sistemas 
discretos es más susceptible de producir errores en la resolución.

Por otra parte, en algunos de los problemas se deben aplicar además algunas de 
las propiedades de la transformada en Z, como el teorema del valor final.

La ecuación en diferencias del sistema suele ser un dato del problema.
La teoría necesaria básica para resolver los problemas de este capítulo puede encon­

trarse en el capítulo 4 de [SalaOO].
También puede encontrarse la teoría necesaria en los libros [Meade93] (capítulo

5), [Solyman99] (capítulos 6 y 8), [Oppenheim98] (capítulos 7 y 10), [Phillips93] 
(capítulo 2) y [Ogata95] (capítulo 2).
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PROBLEMA 24. Identificación de sistema discreto

La respuesta ante escalón unitario de un sistema discreto es: {0,1,1.5,1.75,1.875 ,...}. 
Obtener la ecuación en diferencias y la función de transferencia. Obtener la res­
puesta del sistema en el instante 6 ante la entrada uk=k (es decir, u={0,l,2,3,...}).

Solución

A partir de la respuesta ante escalón se obtendrá la respuesta impulsional, que 
nos define directamente laf.d.t. Se cumple que la respuesta impulsional se obtiene 
a partir de la respuesta ante escalón sin más que restar los valores. De esta forma:

g o = 0  

g,=1-0=1 
g2= l 5-1= 05  
g3= l.75-1.5=0.25 
g4= l.875-1.75=0.125 
etc.

es decir, gk = Q.5k~' u0(k -  1), cuya transformada en Z es

G (z) = z-1------í-----f --------í—
1 -  0.5z z -  0.5

La ecuación en diferencias es:

yk -  = uk-1
Para obtener la respuesta del sistema en el instante 6 ante la entrada rampa 

unitaria se utiliza la transformada en Z:

Y(z) = G(z)U(z) = Z 2
(1 -  0.5z~‘)(l -  z“1)2

b cz~l
1 -0 .5  z '1 1 -z" 1 (1 -z" 1)2

donde la descomposición se ha realizado basándose en los polinomios en z l. Como 
el orden del denominador es mayor que el del numerador no es necesario dividir 
los polinomios. Los términos de la descomposición se desprenden de los polos. El 
polo real en z= 0.5 da lugar a una respuesta de la forma a(0.5)k, el polo doble en z=l 
da lugar a dos términos, un escalón: bu0(k), y una rampa: ck. Para obtener las cons­
tantes basta con hacer la suma e igualar los numeradores, obteniéndose

a( 1 -  z_1 )2 + b(\ -  z~' )(1 -  0.5z~') + cz"1 (1 -  0.5z~') = z'2

Las ecuaciones resultantes son:
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a + b = O
-2a  - 1.5b + c = O
a + 0.56 -  0.5c = 1

Cuya solución es: a=4, b=-4, c=2. La respuesta del sistema es, pues:

yk =(4(0.5)k - 4  + 2k)Uo(k) 

cuyo valor en el instante k=6 es:
y6 = 8.0625

PROBLEMA 25 .Transformada en Z
Dado el sistema de función de transferencia

z + 2
G(z)

z2 -  z + 1
definir una secuencia de entrada acotada de forma que produzca una salida no aco­
tada. Calcular esa secuencia de salida. Datos:

z { .» » ■ » * ) } -  ^

Z-ja* cos(M)} = -—

2acos(b)z~ + a  z"

1 -acos(b)z~ l 
2acos(b)z~l + a2z~2

Solución

Los polos del sistema son — ± —— j, cuyo módulo es 1 y cuyo argumento es nÁ .
2 2

Al ser el módulo 1, el sistema es críticamente estable. Si la entrada es una secuencia 
cuya transformada en Z tiene los mismos polos que el sistema, la salida tendrá un 
término en rampa, que hará que no sea acotada. Por ejemplo:

72
U(z) =

7 +  ?.
Y(z)

z2 -  z + 1
z + 2 z2 z3 + 2z2 z~‘ + 2 z"

z 2 - z +  1 z 2 - z +  1 ( z 2 _ z +  i ) 2 ( l - z * 1 + z ' 2 )2

Como tenemos un par de polos complejos conjugados de módulo 1 y argumento 
ti/  , que además tienen multiplicidad 2, la secuencia de salida tendrá los siguientes

términos:
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yk = Asen(^k) + B cos(^k) + C ksen(^k) + D kcos(^k)

Para calcular los coeficientes bastará obtener la transformada enZe igualar con
lo de arriba:

' |/4 s e n (^
senO z 0.866z"‘ , 0.866z

*) -  A------------ ¿---------------A-------------^  = A-
l - 2 c o s í ^ z - '+ z - 2 l - ^ ' + z - 2 z2 -  z + 1

1 -  cos(
: if ic o s ( -¿ ) l  = b --------------
1 3 J 1 -  2cos(—

1 °0S( 3 )Z ' D 1" 0.5z_I _ z2 -  0.5z---------- B ------¡---- 2 =  B ~ 2------

„  0.866(z2 -  z + 1) -  0.866z(2z -  1) _ -0.866z2 + 0.866
“ C 2 . .  ̂ “ C 2 ,

(z2 - z  + l) (z2 - z  + l)

z { z » c o S( f « } - D z f { ^ } .

„  (2z -  0.5)(z2 -  z +1) -  (z2 -  0.5z)(2z -1 )
= - D z -------------

-D z

(z2 - z  + l)2 

-0 .5z2 + 2z -  0.5

[z2 -  z + lj
Sumando:

-2 - + l) + £ (z2 ■

{z2 -  z + l)
0.5Dz3 -  2D z2 + 0.5Dz + 0.866Cz3 -  0.866Cz

v/ , A0.866z(z2 -  z + 1) + B(z2 -  0.5z)(z2 -  z + 1)
Y( z ) ------------------------ TT--------- \2-----------------------+

■ +

(z2 -  z + l)2

Bz4 + (0.866A -  1.5B + 0.5D + 0.866C)z3 

(z2 -  z + l ) 2

(-0.866A + 1.55 -  2D)z2 + (0.866A -  0.55 + 0.5D -  0.866C)z

(z2 -  z + 1)2
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B=0
0.866A+0.5D+0.866C=1
-0.866A-2D=2
0.866A+0.5D-0.866C=0
resolviendo: A=4I3I0.866=1.54; D=-5/3; C=0.5774

PROBLEMA 26. Respuesta de un sistema

La función de transferencia de un sistema discreto es

G(Z) .  2z2 + ẑ -0 .5
z

Obtener la respuesta del sistema ante una secuencia de entrada de la forma

f2*sen(3¿) k * 0
Uk =  1 | 0 k <  0

Solución

Este problema puede resolverse mediante la transformada enZ o por convolu- 
ción. La transformada en Z de la entrada es\

_______ 2sen(3)z__________ 0.2822z

z2 -  2 * 2cos(3)z + 22 " z2 + 3.96z + 4 
La transformada en Z de la salida será por tanto:

Y(z) = G{z)U{z) = (2 + z '1 -  0.5z '2)U(z) =

= 2U(z) + z-'U(z) -  0.5z~2U(z)

La transformada inversa será la suma de los tres términos. Como el producto por 
zr' implica el retardo de un periodo, el resultado final es:

yk = 2utu0(k) + uk_{u0(k -1 )  -  0 .5uk_2u0(k -  2) =

= 2-2* sen(3£) + 2*~' sen(3(¿ -1  ))u0(k -  1) -

-  0.5 • 2*'2 sen(3(¿ -  2))u0(k -  2) 

donde u0(k) representa el escalón unitario.
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PROBLEMA 27. Respuesta de un sistema

Los 4 primeros valores de la respuesta del sistema discreto cuya función de trans­

ferencia es G(z) = — -—  frente a una entrada desconocida son {0,0,1,2,8}. Además z -  0.8
se conoce el valor de la respuesta en el instante 20, y20=0.01. Sabiendo que la entra­
da vale 0 a partir del instante 4 (u4=u¡=.. .=0), obtener los valores de la entrada hasta 
el instante 3 (u0, u„ u2, u}).

Solución

La ecuación en diferencias del sistema es:

= °-8^  + uk

Con los datos que se tienen se pueden plantear varias ecuaciones:
_y, = 0.8_y0 + w0 => 0 = 0 .8 0  + w0 => w0 = 0

y2 = 0.8)^ + => l = 0.8-0 + M! =t> m, = 1

y3 = 0.8y2 +u2 => 2.8 = 0.8 • 1 + u2 => u2 = 2

Para obtener u3 se dispone del dato y20=0.01.Para poder utilizar este dato se cal­
cula la respuesta del sistema mediante la transformada en Z. La entrada es una secuen­
cia finita, por lo que su transformada en Z es:

U(z) = «o + + U2Z~2 + UjZ"3 = z~l + 2 Z~2 + U3Z~3
La salida será por tanto:

Y(z) = G(z)U(z)  = — ------ r (z~l + 2z"2 + w,z"3 )
1 -  0.8z 3

cuya tranformada inversa es:

yk = (O-S)*-2«,,^ -  2) + 2(0.8)*"3w0(¿ -  3) + «3(0.8)^4m0(á: -  4)

Aplicando la expresión al periodo k=20 e igualando a 0.01 se obtiene el valor 
pedido:

y20 = 0.01 = (0.8)18 +2(0.8)17 +«3(0.8)16 => u, = -1.8847
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PROBLEMA 28. Respuesta de un sistema

Calcular la salida del sistema de función de transferencia
z + 2

G(z) =
z - 1 .5z + 0.54

en el instante 100 ante una entrada definida como:
[0 k <5

5 s £ < 2 5  

¿a  25

Solución

El problema se puede resolver por convolución o mediante la transformada en Z. 
La entrada es una suma de dos escalones retrasados, por lo que su transformada 
en Z es:

uk =3u0( k - 5 ) - 2 u 0( k - 2 5 )  => t/(z) = - i i l - - - ^ r
l — z l — z

La transformada en Z de la salida será por tanto:

z '‘ + 2 z '2 ( 3z~5 2z"25
Y(z) = G(z)U(z) = 1

l-1 .5 z “ +0.54z‘z U - z  1 -  z

Z +  2 Z § _ -25 \
= --------- j--------------- :--------------- r-(3z -  2z )

( l - z ^ X l - O ^ z - ^ a - O . ó z - 1)

donde se ha expresado G(z) como función de r l. Para calcular la transformada inver­
sa se resuelve en primer lugar la de la función:

P(z) =
z"1 + 2z'2

(l-z^ X l-O .Q z-'X l-O .óz" 1)

Como el orden del denominador (en zrl) es mayor que el del numerador; la trans­
formada inversa es de la forma:

pk = a + b(0.9)k + c(0.6)K

Tomando transformadas e igualando a la expresión anterior se obtienen 
afb y  c:
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^  x a  b  CP(Z) —------ H---------------- 37 H-------------- r =
1 -  z 1 -  0.9 z 1 -  0.6z~

a( 1 -  O^z^Xl -  0.6z-1) + b (  1 -  z~’)(l -  0.6z-1) + c( 1 -  O^z^Xl -  z '1)
( l - z " 1X l-0 .9 z ‘1X l-0 .6z" 1)

__________ z~'+2z~2_________
( l - z - ,X l-0 .9z" ,X l-0 .6 z -1)

Igualando los numeradores se obtienen las ecuaciones:
a + b  + c = 0
-1.5a -  1.6b -  1.9c = 1
0.54a + 0.66 + 0.9c = 2

de donde se obtiene a=75, b=-96.67, c=21.67
La respuesta del sistema se obtendrá por superposición, teniendo en cuenta los 

retardos:
yk = 3Pk-suo(k -  5) -  2pk_25u0(k -  25) =

= 3(75 -  96.67(0.9)*~5 + 21.67(0.6)*~5)h0(¿ -  5 ) -

-2(75 -  96.67(0.9)/;-25 + 21.67(0.6)*-25)w0(¿ -  25)

Cuyo valor en el periodo k=100 es:
ym = 75.058

PROBLEMA 29. Modelo de índice de ozono

La siguiente ecuación en diferencias representa un modelo discreto del efecto de 
las emisiones de CFC sobre la capa de ozono:

yk “ + 0-8yt_2 = -«*_,
donde la salida yk es un índice que mide la concentración media de ozono en la atmós­
fera al principio de la década k, y la entrada uk representa las emisiones totales de 
CFCs durante la década k. Se tienen los siguientes datos de las emisiones de las 
últimas décadas:

1950-1960 1960-1970 1970-1980 1980-1990 1990-2000
? 4 5 7 5

donde el interrogante significa que no se conoce el dato de esa década. Suponiendo 
que en décadas anteriores no hubo emisiones, y que el índice de concentración en 
1950 era de 100, mientras en 1980 era de 81.2, calcular:
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a) Las emisiones de la década de 1950-1960.
b) Suponiendo que las emisiones se reducen a cero a partir de las próximas déca­

das, calcular el valor mínimo al que llegará el índice de ozono.

Solución

a) Si definimos el instante 0 como la década de los 40, se tienen los siguientes datos:
uo=0, u2= 4 ,  u3= 5 ,  u4= 7 ,  u ¡= 5  

y0=100, y,=100, y4=81.2 
ya que antes de la década del 50 las emisiones habían sido nulas, y el índice era 
del 100%. La incógnita que hay que calcular es u¡. Planteando la ecuación en dife­
rencias para los distintos instantes se tiene:

J4 - L 8J3 +O.8J2 = "«3
>>3 - l . S y 2 +0.8}’, = -u 2

y2 - 1 .8yj + 0.8j 0 = -m,
donde sustituyendo los valores conocidos se obtiene un sistema de 3 ecuaciones y 3 
incógnitas:

81.2 -  1.8j3 + 0.8j2 = -5  

y3 -  1.8j2 + 80 = -4  

y2 - 1 0 0  = -Wj

Resolviendo el sistema se obtiene:
ux = 2.7 ; y2 = 97.3 ; y3 = 91.1

b) Si las emisiones se reducen a cero se tiene que u6=u7=...=0.
Para calcular el valor mínimo al que llegan las emisiones se utilizará la trans­

formada en Z. Tomando transformadas en la ecuación en diferencias (teniendo en 
cuenta las condiciones iniciales) se tiene:

yk+2- \ X y M + 0Xyk = -u k+l 

H T.Z.

z2Y (z) -  zyx -  z2y0 - 1,8zy(z) + 1.8zy0 + 0 .8y(z ) = - z U (z) + zu0

De donde despejando se obtiene:
_ y0z2 + (yi -  l.Sy0 + u0) z -  zU(z)  

z2 -  1 .8z + 0.8

La transformada de la entrada se calcula fácilmente sin más que aplicar la defi­
nición de transformada en Z, ya que la secuencia se anula a partir del periodo 6:

U(z) = 0 + 2.7 z ' 1 + 4 z~2 + 5z~3 + 7z^ + 5z'5
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por lo que:

Y(z) = lOOz2 -  80z -  2.7 -  4 z~l -  5z~2 -  l z ~3 -  5 ^  
z2 - 1 .8z + 0.8

La transformada inversa en Z permite obtener la secuencia de valores yk. En 
este caso, se puede calcular el valor final que alcanzará cuando k -» o° aplican­
do directamente el teorema del valor final:

Es decir, el modelo predice un valor final del índice de ozono negativo. Como esto 
no tiene sentido físico se concluye que el valor mínimo que alcanzará (según el mode­
lo) es del 0% (es decir,según el modelo desaparecerá todo el ozono).

PROBLEMA 30. Modelo de proceso de producción

A un proceso entran piezas tipo a y de él salen piezas tipo b. Partiendo del proce­
so vacío se introduce un número constante de 10 piezas tipo a cada media hora. Se ha 
contado el número de piezas tipo b que salen también cada media hora. Las piezas 
obtenidas han sido: {0,4,14,20,20,20,...}. Se pide:

a) Obtener el modelo discreto que relaciona la cantidad de piezas entrantes y la 
cantidad de piezas salientes cada periodo. ¿Cuál es la ganancia estática de este mode­
lo? ¿Cuál puede ser la justificación de esta ganancia?.

b) ¿Cuál es el número máximo de piezas que hay en un momento dado dentro 
del proceso?. Suponer que son todas tipo a (en cuanto se transforman en piezas tipo 
b salen del proceso).

c) Si en un momento dado dejan de introducirse piezas, determinar la evolución 
del número de piezas que salen en los siguientes periodos. ¿Cuál es la cantidad total 
de piezas tipo b que salen desde que se deja de introducir piezas tipo a l

a) Se tiene que partiendo de condiciones iniciales nulas, ante la secuencia de entrada

lim yk = lim( 1 -  z“')F(z) =¡C-* oo z~* 1

lOOz2 -  80z -  2.7 -  4z~' -  5z~2 -  7z~3 -  5z^  
z(z -  l)(z -  0.8)

Solución

{uk} = {io, 10, 10, •••}

la secuencia de salida ha sido:

{yk} = {0 ,4 ,14 , 20, 2 0 ,- }
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Tomando transformadas en las dos secuencias se obtiene la función de transfe­

rencia:
10

u(z) =
i - r !

y(z) = 4z'1 + I4z~2 + 20z'3 + 20Z-4 + • • • =
= 4z~l + I4z~2 + 20z'3(l + z '1 + • • 0 =

u  ,  20z~3 4z"‘ + 10z"2 +6z’3
= 4z + 14z +

1 -  z"1 1 -  z’1

G(z) = ^  -  04z"‘ + z’2 + 0.6z-3 
u{z)

La ganancia estática del modelo es G(l)=2. El significado es que en régimen per­
manente de cada pieza tipo a que entra salen 2 piezas tipo b, es decir; las piezas
tipo a se dividen en 2 dentro del proceso.

b) Las piezas tipo a que hay dentro del proceso es la diferencia entre las que entran 
y las que salen, es decir:

d k+, = d k + uk -  0.5yt
donde las piezas que salen se han dividido por 2 porque 2 piezas tipo b equivalen a 
1 pieza tipo a. Como inicialmente la máquina estaba vacía se puede obtener la evo­
lución de las piezas dentro de la máquina:

dx = dQ+u0 -  0.5y0 = 10 

d2 = dx + ux -  0 . 5 = 1 0  + 1 0 - 2  = 18

d3 = d2 +u2 - 0 .5 y2 =18 + 1 0 - 7  = 21

d4 = d3 + W3 — 0.5j3 =21 + 1 0 -1 0  = 21

A partir del instante 3 el número de piezas dentro del proceso es constante e igual 
a 21, por lo que esta es la respuesta buscada. El cálculo de las piezas cada periodo 
es útil en este caso porque el sistema es de respuesta impulsional finita, y ante entra­
da escalón en un número finito de periodos (3 en este caso) las variables se hacen 
constantes.

Otra alternativa para el cálculo que no necesita que el sistema sea de ese tipo 
es tomar transformadas en z para calcular d(z):

zd{z) -  zd0 = zd(z) = d(z) + u(z) -  0.5y{z)
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1 M O  2z- ‘ + 5 z-2 + 3 zd(z) =
Z - U l - Z -1 1 -Z~l

10z‘ ‘ -  2z~2 -  5z'3 -  3Z-4 lO z'1 + 8 +  3z"
( 1 - z - 1)2 1 -z" 1

El valor final que alcanza se obtiene por el teorema del valor final:

d„ = lim( 1 -  z )d(z) = 10 + 8 + 3 = 21

c) La ecuación en diferencias del proceso es:
yk =0.4uk_l +uk_2 +0.6uk_3

Si estando en régimen permanente (21 piezas dentro del proceso, 10 piezas entran­
do y 20 saliendo) dejan de introducirse piezas, la entrada pasa a valer 0. Si se escri­
be la ecuación en diferencias adelantada:

yu  3 = 0.4uk+2 + uk+i + 0.6«,

y se supone que dejan de entrar piezas en el instante 3, es decir u0=ul=u2=10, 
u3=u4=...=0, se puede calcular la evolución mediante la ecuación en diferencias 
(ya que la respuesta es finita en el tiempo):

y3 = 0.4 u2 + m, + 0.6 u0 = 20 

y4 = 0.4mj + «2 + 0.6«, = 16 

y5 = 0.4w4 + «3 + 0.6m2 = 6 

y6 = 0.4 «5 + «4 + 0.6m3 = 0

y a partir de ese momento la salida vale 0. La secuencia de salida desde el instante 
en que dejan de introducirse piezas es por tanto:

{20,16,6, 0, 0, .. .}

La cantidad total de piezas tipo b que salen es la suma de la secuencia anterior, 
es decir, 42 piezas.

Otra forma de resolver el problema es definir la ecuación en diferencias en incre­
mentos. Definiendo Ayk=yk-20, Auk=uk-10, como el sistema es lineal la ecuación en 
diferencias que se cumple es la misma:

Ay*+3 = ° ' 4A«i+2 + Am*+1 + 0.6Auk
Con la diferencia de que con las variables incrementales las condiciones inicia­

les son nulas. La reducción de la entrada de 10 a 0 implica un escalón de valor -10  
en Auk, por lo que:

( - 10)Ay(z) = G(z)Aw(z) = (o.4z_l + z'2 + 0.6z~3)^
■ z"1
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La transformada inversa en z dará la evolución de Ayk:

Ayk = - 4 u0(k -  1) -  10u0(k -  2) -  6u0(k -  3)

donde u0(k) representa el escalón unitario. La evolución total de las piezas de sali­
da será:

yk = Ayk + 20 = 20 -  4u0(k - 1) -  10w0(& -  2) -  6u0(k -  3) 

es decir, la secuencia de salida es:

{y*} = {2 0 ,1 6 ,6 ,0 ,0 ,...}

PROBLEMA 31. Respuesta de un sistema

Un sistema discreto se describe mediante la ecuación en diferencias: 
yk = 0.8y*_, + 0.5m*_, + uk_2 -  2vk_x 

donde tanto u como v son señales de entrada. Si se dispone de las secuencias 

{ « . } - { !  2 -1  2 0 0 •••}

{ v » } - { -2  0 1 1 1 1  ••■}

Obtener el valor de y en el instante 100.

Solución

Como el enunciado no dice lo contrario se supondrá que las condiciones inicia­
les (valores de las secuencias para k<0) son nulos. Tomando transformadas en z en 
la ecuación en diferencias se tiene:

Y(z) = 0.8z"‘r(z) + 0.5z“'í/(z) + z-2U(z) -  2z'V (z) 

de donde se obtiene
0.5z_1 + z'2 2z"‘ l7/ ,

Y(z) ---------------7- U ( z ) --------------2
1 -  0.8z 1 -  0.8z'

De las secuencias de entrada se obtienen las transformadas en z aplicando la defi­
nición:

U(z) = 1 + 2z_1 -  z-2 + 2z-3
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V(z) = -2  + z 2 + z“3 + z^ + • • • =

= -2  + z~2(l + z ' 1 + z~2 +•••)  = -2  + ■ Z
1 - z ' 1

La transformada en z inversa permite calcular la secuencia de salida. Esta se rea­
lizará en dos partes:

„ , , 0.5z-1 + z‘2 r 7/ x 2z~5 +1 .5z~3 + 2 z-2 + 0.5z''
YÁz) = -------------r~U(z) = ----------------------- ¡------------

1 1 -  0.8z 1 -  0.8z
Si se descompone en suma de 4 términos con sus correspondientes retrasos la 

transformada inversa es inmediata:

YAz)-------- í---- r(2z-5 + 1.5z'3 + 2z'2 + 0.5Z'1)
1 1 -  0.8z ’

TIZ

y¿k)  = 2 • 0.8k-5u0(k -  5) + 1.5 • 0.8k-3u0(k -  3) +

+ 2 • 0.8*_2«o(it -  2) + 0.5 • 0.84"1 u0(k -  1)

donde se ha llamado u0(k) al escalón unitario. Como únicamente interesa el valor en 
el instante 100 se tiene que:

y, (100) = 2 • 0.895 + 1.5 • 0.897 + 2 • 0.898 + 0.5 • 0.899 = 2 .6 -10'9

La segunda parte es:
2z_1 4z_1 2z-3

Y2(z) = - —  V{z) =
1 -  0.8z-‘ 1 -  0.8z"‘ (1 -  z"1 )(1 -  0.8z_1)

Para calcular la transformada inversa de la forma más sencilla se calculará en 
primer lugar la de la función:

7-i
Z  TIZ ^ a / / n  . d a  ok TZ ^

( l-z - 'X l-O .S z -1)
Au0(k) + BO.Sk

A B A + B- (0 . SA + B)z-1 z -1
+ ■

1 - z ’1 1 -  0.8z_l ( l-z - 'J d -O .S z -1) ( l - z _I) ( l -0 .8 z _I)

de donde se obtiene A=5, B=-5. La transformada inversa de Y2(z) se puede calcular 
ya directamente:

y2(k) = 4 • 0.8k~lu0(k - 1) -  2(5 -  5 • 0.8*~2)m0(¿ -  2)

Cuyo valor en k=100 es:

y2(100) = 4• 0.899 -  2(5 -  5 • 0.898) = -10
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Con lo que la salida total es:

y(100) = y,(100) + ;y2(100) = -10

PROBLEMA 32. Respuesta de un sistema

La respuesta de un sistema discreto ante rampa unitaria es

yk = 1 -2 -0 .5 * +  0 .8*- 0.8*
Calcular la salida del sistema en el instante 100 ante una entrada definida como:

0 k <  5
3 5 s  k <15
0 k<  5

Solución

3 5 s  & < 15

0 ¿fe 15

La entrada es una combinación de escalones retrasados (un escalón de valor 3 
retrasado 5 menos un escalón de valor 3 retrasado 15). Por lo tanto se necesita obte­
ner la respuesta del sistema ante escalón. La transformada en z de la respuesta 
ante rampa es:

w  -  ^
(z -1 )

La transformada en z de la respuesta ante rampa adelantada es:

Z{yr(k + 1) -  * (* )}  = zYr(z) -  zyr(0) -  Yr(z) = = Ye(z)
Z  - 1

ya que yr(0)=0. Es decir, la respuesta ante escalón se obtiene a partir de la respues­
ta ante rampa:

ye(k) = yr(k + \ ) - y r(k) =

= 1 -  2 • 0.5*+1 + 0.8*+l -  0.8(k + 1) -  1 + 2 • 0.5* -  0.8* + 0.8k = 

= 0.5* -0.2-0.8* -0 .8

La respuesta del sistema ante la entrada pedida será por tanto: 
yk = 3ye(k -  5)u0( k - 5 )  -  3ye(k -  \5)u0(k - 15) 

por lo que el valor en el instante k-100 es:

ym  = 3(0.595 -  0.2 • 0.895 -  0.8) -  SfO.S85 -  0.2 • 0.885 -  0.8) = 3.349 ■ 10'9
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PROBLEMA 33. Respuesta de un sistema

La respuesta ante rampa unitaria de un sistema discreto es:

{yk} = {0,1, 3,3.5, 2.5, 2.5, 2.5,...}

Obtener la respuesta del sistema en el instante k=30 ante la entrada cuya trans­
formada en z es:

w(z) = -------- ----------
(z -  l)(z -  0.9)

Solución

La respuesta del sistema ante rampa unitaria es:

mientras que las respuesta ante escalón es:

ye(z) = G{z)-^— = (z -  l)yr(z) => ye(k) = yr(k + 1) -  yr(k) 
z -1

donde en la transformada inversa de zyr(z) se ha tenido en cuenta que la condición 
inicial (yr(0)) es nula.

La respuesta ante escalón se obtiene por tanto como:

{ye(¿)} = { 1,2,0.5,-1,0,0,...}

cuya transformada en z es:

ye(z) = 1 + 2z"‘ + 0.5z‘2 -  z'3 = G (z ) -^ ~  
z — 1

Por lo que la respuesta que se nos pide tiene una transformada en Z:

*«> -  G U *Z ) -  ^ ) fa _ i¿ _ 0 9 ) -  (> 1 2Z- + 0-5z"2 -

Otra forma de resolver el problema es calcular la función de transferencia:

{y*} = { 0 ,1, 3, 3.5, 2.5, 2.5, 2.5,...}

=> r(z) = z '1 + 3z‘2 + 3.5z‘3 + 2.5 ẑ 4 - ^ - r
1 - z
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-1 \2

Como la entrada ha sido una rampa unitaria: U(z) =
v z /

Por lo que la función de transferencia es:

G(z) = ^  = fz '1 + 3z~2 + 3.5z'3 + 2.5Z-4 — 1— \
U(z) \ 1 - z “V z '1

= (1 -  z '‘)(2.5z'3 + (1 -  z ' l)(l + 3z~‘ + 3.5z~2)) =

= ( l - z ~ 1)(l + 2z~1+0.5z'2 - z ' 3)

La respuesta ante la nueva entrada será:

(1 — z~‘)(l + 2z~* + 0.5z~2 -  z~3)Y(z) = G(z)U(z) =
(1 -  z" )(1 -  0.9z_ )

_ 1 + 2z~‘ + 0.5z~2 -  z~3 
1 -  0.9z‘‘

cuya transformada inversa es:

yk = 0.9* + 2 • 0 ,9k- lu0(k -  1) + 0.5 • 0.9k~2u0(k -  2) -  0.9k~3u0(k -  3) 
y el valor en el instante 30:

y30 = 0.930 + 2 • 0.929 + 0.5 • 0.928 -  0.927 = 0.1046 

La transformada inversa también puede calcularse dividiendo primero:

1 + 2z‘‘ + 0.5z"2 -  z"3Y(z)
l - 0 .9 z _1

7 4 6 7 7 7
= 1.11 lz”2 + 0.679Z'1 -  1.46777 +

1 -  0.9z‘‘ 
yk = -1.467770* + 0.679Ó*., +1.11 \d k_2 + 2.46777-0.9*

cuyo valor en el instante k=30 es:

yk = 2 .4 6 7 7 7 -0.930 = 0 .1 0 4 6

ya que las secuencias impulso son:

{ó*} = {1, 0, 0,...} ; {ó *.,}-{o , 1,0,0,...} ; {<5*_2} = {o, 0, 1, 0,...}
Se obtiene el mismo resultado planteando el cálculo por convolución a partir de 

Y(z), ya que ésta está definida como un producto de 2 transformadas:

y(z) = (l + 2z~l + 0.5z-2 -  1 = X(z)W(z)

30
Jso = y  x kw30-k =0.930 + 2 • 0 .929 + 0.5 • 0 .928 -  0 .927 = 0.1046
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PROBLEMA 34. Respuesta de un sistema

El modelo de un sistema discreto está definido por la ecuación en diferencias:

y* -  i-72?*-! + 0-81^-2 = 1(K  + l0uk-2
Estando el sistema en equilibrio con u=20 se pasa a u=30 en un instante deter­

minado. Obtener la evolución de la salida del sistema.

Solución

Como el sistema es lineal la ecuación en diferencias es válida también para varia­
ciones respecto de un punto de funcionamiento.

El punto de funcionamiento en el que está inicialmente el sistema es:
y -i.7 2 y  + o.8iy = lo « + 10« =400 => y = 4444.44

Definiendo los incrementos como:
Auk = uk -  « = uk -  20 

Aj, = yt - y  = yk -  4444.44

se tiene la siguiente ecuación en diferencias:
Ayk -1.72Ayk_l + 0.81Aj¿_2 = 10Aw¿ +10Aw¿_2

Con estas variables se tiene que la entrada es un escalón de valor 10, y que las 
condiciones iniciales son nulas, por lo que la salida se obtiene sin más que aplicar 
la transformada en z:

10 + 10 z-2 

I - l .7 2 z - t 0 .8 1 z ' ¡ 

-100
(1 -  1.72z + 0.81z )(1 -  z )

El polinomio de segundo orden tiene dos raíces complejas conjugadas:

z2 -  1,72z + 0.81 = 0 => z = 0.86 ± 0.2653j  = 0.9¿±OJ

es decir, el módulo de las raíces es 0.9 y el argumento 0.3 rad. En este caso no es 
necesario dividir los polinomios, ya que el polinomio en z~! del denominador es de 
orden mayor que el del numerador. La respuesta (transformada Z inversa) será por 
tanto de la forma:

Ayk = A  + B( 0.9)* sen(0.3¿) + C(0.9)* cos(0.3*)

Tomando transformadas, sumando e igualando los numeradores se obtienen los 
coeficientes A,B y C, quedando:
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Ay* = 2222.2 -  471.5(0.9)* sen(0.3¿) -  2122.2(0.9)* cos(0.3Jt) 
por lo que la evolución de la salida es:

yk =Ayk + y =  6666.6 -  471.5(0.9)* sen(0.3*) -  2122.2(0.9)* cos(0.3Jfc)

PROBLEMA 35. Respuesta de un sistema

La ecuación en diferencias siguiente representa un modelo de un sistema discreto:

El sistema está en equilibrio con la entrada constante igual a 2 y la salida cons­
tante igual a 5. En un momento dado se cambia la entrada a un valor de 3, mante­
niéndose constante en ese valor durante 10 periodos, volviendo al valor de 2 a partir 
de entonces. Se sabe que la salida tuvo un valor de 5.4 en el instante 20 periodos des­
pués de cambiar la entrada de 2 a 3.

a) Calcular los valores de a y b de forma aproximada.
b) Calcular los valores de a y b de forma exacta.

Solución

En primer lugar se sabe que en situación inicial de equilibrio se tiene u=2, y=5, 
por lo que se tiene la siguiente ecuación:

5 = 5a + —- —
2 + b

a) Para resolver el problema deforma aproximada se obtendrá el sistema lineal 
aproximado alrededor del punto de equilibrio anterior; obteniendo después la evo­
lución temporal de la salida utilizando la función de transferencia aproximada:

Ayk = aAy*., + f ,— ~2 Auk_{ = aAyk_, + b Auk_t 
(b + u) (b + 2)

La función de transferencia es por tanto:

A Y(z) b z '1 
AU(z) ~ (b + 2)2 1 -  az~l

Si se considera el instante inicial aquel en el que la entrada cambia de 2 a 3, la 
variación de la entrada es una suma de dos escalones retrasados:

1 -  z '10
Auk = u0(k) -  u0(k -  10) => AU(z) -------- —

1 -  z
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La transformada en Z de la variación de la salida será por tanto:

* r W -  * ,  , (1- z?
i b + 2) (1 -  az ) (1 -  z )

Para calcular la transformada inversa se calcula en primer lugar la del sistema: 
z"1 c d c(l -  z~') + d(l -  az~l)

= (1 -  az_1)(l -  z_I) = 1 -  az~l + 1 -z " ‘ (1 -  az_1)(l -  z '1)

de donde igualando los numeradores se obtiene c=l/ (a-l), d=l/(l-a),  quedando:

pk = cak + d  = —-—(1 -  ak)
1 - a

La evolución de la salida será por tanto:

a» - tr ^ ( r L ( 1 - a' ) - T J- (1- ‘,‘"0))(6 + 2) V I- a 1 -  a /

Sabiendo que en el instante k-20  se tiene yk=5.4, es decir, Ayk=0.4, se tiene la 
ecuación:

A n 4  ̂ 1 /i JOx 1 /i loOl )Ay20 = 0.4 = — — y  ----- (1 - a  ) - - ----- (1 - a  ) =   2 -----  
(6 + 2) VI - a  í - a  / (6 + 2) (1 -  a)

ecuación junto con la que se obtuvo en primer lugar de la condición de equi­
librio inicial permiten obtener los dos parámetros pedidos. De la primera ecuación 
se obtiene:

b ------- ------ 2
5(1 -  a)

que sustituido en la segunda ecuación da

2 - 2 \ ( a ' ° - a 20)
0 4  = A5 0 - a ) -----)_-----------------—(10a -  8)(a10 -  a20)

2  ̂ (1 -a )
,5(1 - a ) )

Resolviendo la ecuación por tanteo se obtienen dos soluciones a=0.928, a-0.972, 
para los que se obtienen los correspondientes valores de b=3.556, b=12.286. Así pues 
se obtienen dos soluciones:

fa = 0.928, 6 = 3.556 
[a = 0.972, 6 = 12.286

b) Para la solución exacta se tratará de no utilizar las ecuaciones aproximadas. 
Para ello se define una variable de entrada auxiliar u definida como:
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k-l  ,b + uk_x

de esta forma la ecuación del sistema es :
yk = a y k_l + u \ _ l

que es una ecuación lineal (válida por tanto también para incrementos):
= aAy*_, + A 

es decir; la función de transferencia es:

Arfe)
Aí/'íz) 1- a z ' 1

La /zweva entrada pasa de un valor de 2/(2+b) a un valor de 3/(3+b) por lo que 
se tiene:

= f_ 3 _____ 2 _ )  1 -  z-10
A i/ (z)

es decir; /a salida es:

A 7(z) =

V3 + ¿ 2 + 1 -  z_!

-1 (1 - z -10)
(Z> + 2)2 \3+2> 2 + 6 / ( l - a z _1) ( 1 - z '1)

por lo que la transformada inversa es:

( 3 2 V  1A j *  - í --------------------------- H --------
1

n \3  + b 2 + b ) \ l - a  
que, sustituida en el instante k=20 da:

AJío

(1 - a k) ~ - -----( l - a * - 10),
1 -  a )

1( J . _____ L . V _ _
13 + b 2 + b ) \ \ - a  

b

_1_
1 - a

( l - a 20) - —(1 -  a 10)) =

„1° 2̂0 a - a
(3 + b)(2 + b)) l - a

que, sustituyendo de la primera ecuación se tiene: 

! 2

0.4 = 5(1 -  a)

(3 + — - ------------------2)(2 + —  ------- 2)
5(1 -  a) 5(1- a )

5(1 Oa -  8)(a10 -  a20)
14-1 0 a

10 20 a - a
l - a
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que se resuelve por tanteo obteniéndose a=0.95, a=0.964 para los que se obtienen 
los correspondientes valores de b=6, b=9.11. Así pues se obtienen dos soluciones:

fa = 0.95, b = 6
[a = 0.964, 6 = 9.11
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3 SISTEMAS CONTINUOS 
MUESTREADOS

Esta sección contiene problemas relacionados con sistemas continuos cuya salida 
es muestreada con un periodo constante y cuya entrada es constante entre mediciones.

La resolución de los problemas se basa en la utilización del concepto de equiva­
lente discreto para retenedor de orden cero.

En algunos problemas se necesita aplicar mínimos cuadrados para obtener los pará­
metros del sistema discreto equivalente a partir de los datos del muestreo, obtenien­
do después el sistema continuo a partir del sistema discreto calculado.

En otros problemas se pide calcular la respuesta del sistema en un instante de mues­
treo cuando el sistema continuo está sometido a una entrada constante entre periodos. 
Estos problemas se pueden resolver también por convolución o mediante la trans­
formada de Laplace, pero aquí están resueltos calculando el equivalente discreto y 
aplicando a continuación la ecuación en diferencias obtenida.

La teoría necesaria básica para resolver los problemas de este capítulo puede 
encontrarse en el capítulo 4 de [SalaOO].

También puede encontrarse la teoría necesaria en los libros [Phillips96] (capítu­
lo 12), [Phillips93] (capítulos 2 y 3) y [Ogata95] (capítulos 2 y 3).

Índice



82 PROBLEMAS RESUELTOS DE TEORÍA DE SISTEMAS

PROBLEMA 36. Identificación de sistema muestreado

Un sistema continuo es controlado mediante un computador, que cambia la entra­
da cada 100 ms, manteniéndola constante entre muéstreos. La salida se mide también 
cada 100 ms. Se han tomado 4 valores consecutivos de entradas y de salidas, obte­
niendo: u={l, 1.5,2, 1}, y={0.5, 0.85, 1.35, 1.94}. Si se supone que el sistema es 
de primer orden, obtener la función de transferencia discreta del sistema. Obtener la 
f.d.t del sistema continuo, y la aproximación discreta del mismo por el método de la 
derivada. ¿Son iguales las dos f.d.t. discretas? Por qué.

Solución

Al tratarse del equivalente discreto de un sistema continuo se sabe que tiene un 
retraso de 1 periodo. Laf.d.t. será entonces:

bz~l b
G(z) =

1 + az 1 z + a 
siendo la ecuación en diferencias:

yk + a yk-1 = t>uk_,
Con los datos disponibles se pueden plantear 3 ecuaciones:

yx = 0.85 = -0.5 a + b 

y2 = 1.35 = -0.85a + \.5b 

y3 = 1.94 = -1.35a + 2b
que, en forma matricial es:

' -0.5 1 ' 0.85'
a'

-0.85 1.5 u = 1.35
-1.35 2

o
1.94

El sistema de ecuaciones es incompatible, y se resuelve por mínimos cuadrados, 
quedando:

fr -0.5 1 ' r -0.5 1 '\
- 1

-0.5 1 ‘T 0.85
-0.85 1.5 -0.85 1.5 -0.85 1.5 1.35
-1.35 2 -1.35 2 / -1.35 2 1.94

-0.6709
0.5176
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es decir:

G(z) =
0.5176 z-1

1 -  0.6709z-1
Laf.d.t. del sistema continuo se obtiene sin más que expresar la G(s), obtener el

sistema discreto y despejar igualando con la G(z) que se tiene:

Gis) =
a

1 +  TS

= ( l - z - ‘)

G(z) = ( l - z - ])Z

1 —KT
a ------- - -  aZl e  T

a
(1 -  z"‘)Z

í ( l  +  TS)

r [  a  a r
\  S 1 +  TS

1 -  z"

= d  - z - ‘) a-
1

1 -  z-i - a -
1 -  e x z-i

= a 1 -
1 -  z-i

1 - e  Tz -i
= a-

(1 - e  T)z -i

l - e  Tz~

Igualando la expresión anterior con la G(z) ya conocida se obtiene:
T

e T = 0.6709
-T - 0.1

a ( l - e  T) = 0.5176

es decir, el sistema continuo es:
1.573

Gis) =

ln(0.6709) ln(0.6709)

a  = 1.573

6.292

= 0.25

1 + 0.25s s + 4
La aproximación discreta por el método de la derivada se obtiene sin más que sus­

tituir la variable s por 1 - z - 1 quedando:

G ' i z )  =
6.292 0.6292

1 - z ’1 1 . 4 - z'1
—-----+ 40.1

0.4494 
1 -  0.714z'

La f.d.t. obtenida no coincide con la anterior, pues aquella era un equivalente 
matemático exacto para entradas constantes entre muestreos, mientras que ésta últi­
ma es solo una aproximación.
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PROBLEMA 37. Identificación de sistema muestreado

La entrada de un sistema continuo es controlada por medio de un computador, que 
modifica la misma cada 200 ms. Con objeto de obtener el modelo continuo del sis­
tema se han muestreado las entradas y salidas en 4 periodos consecutivos, obtenién­
dose ufc={l ,  2, 1, 2}, yk={0, 0.49, 1.44, 1.86}. Sabiendo que se trata de un sistema 
de 1er orden, obtener la ganancia estática del sistema continuo, y la amplitud y el des­
fase de la salida en régimen permanente si la entrada al sistema fuera una señal con­
tinua senoidal (no generada por el computador) de amplitud 3, frecuencia 0.3 Hz y 
fase 0.

Solución

Los valores maestreados de la entrada y la salida me permiten calcular la G(z) 
equivalente del sistema continuo, pues la entrada es constante entre muestreos. Como 
el sistema es de ler  orden supondremos que

G{z) = *
1 + az

ya que el valor de la salida en el instante 0 es nulo, lo que implica que el sistema tiene 
retraso 1. Esto es coherente con el equivalente discreto de un sistema continuo de ler  
orden estándar

G(s) =
Kn

1 +TS

(se utiliza Ka para la ganancia estática para no confundirla con la k del índice de 
la secuencia).

Para calcular a y  b se utiliza la ecuación en diferencias aplicada a los instantes 
k=l,2 y 3:

= -a y 0 + bu0 => 0.49 = -0  • a + b

1.44 = -0.49a + 2b 

1.86 = -1.44a + b

■ 0 1'
a'

0.49'
-0.49 2 h = 1.44
-1.44 1

o
1.86

Se tiene un sistema incompatible de 3 ecuaciones y 2 incógnitas. La solución 
que minimiza el error cuadrático es la de mínimos cuadrados:
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■ o r T • o r \ -I • o r T 0.49'
a _ -0.49 2 , -0.49 2 -0.49 2 1.44
b

-1 .44 1 -1.44 1 ) -1 .44 1 1.86

r -0.95291 
0.4873

es decir:

G(z) =
0.4873z"

1 -  0.9529z-1
La ganancia estática del sistema continuo coincide con la del equivalente discre­

to, pues es un equivalente exacto para entrada escalón:

r (  \\ r (  \l 0.4873G(s)\Ssb0 -  G(z)\zml = = 10.34
1-0.9529

Para obtener la respuesta ante una señal senoidal es necesario obtener laf.d.t. 
continua G(s). Para obtenerla se discretizará la expresión continua genérica para 
obtener después los valores de KG y xpor comparación con la G(z):

G(z) = ( l - z - ' ) Z
Kn

= ( l - z - ,)Z
s(l + rs)

K g - x

kT

= ( \ - z - x) Z \ Kc ( \ - e  ' )  = ( l - z - ‘)

1 +TS

z {k g) - k g -z - ( " \  
r j

= (1 - z - 1)
Kr. Kr

1 . -1
- K , (1

1
e r )z -i

1 -  e Tz~l1 - e  1 z
Igualando el denominador de G(z) se tiene:

T 02

e T = e T = 0.9529 =>

Igualando el numerador se tiene:
L

Kg( \ - e ~ x) = 0.0471Kg = 0.4873
como ya se había obtenido anteriormente.

La salida ante la entrada senoidal quedará definida por la respuesta en fre­
cuencia:

r = 4.14

K g -  10.34
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Amplitud

Desfase

3|G(y2jr • 0.3)1 = 3-10.34:------------------ r = 3.941 U 1 |1 + 4.14y‘2jr • 0.3|

arg(G(y‘2;r-0.3)) = - a r c t g ^  = -1.443rad = 4.84rad

PROBLEMA 38. Respuesta de sistema continuo

Mediante un computador se controla la entrada de un sistema de función de trans­
ferencia:

__ 5 + 1
G(s) -------------5(5 + 2)

El periodo con el que el computador actualiza la entrada es de 1 segundo. Se quie­
re que la salida valga y=l en el instante t=3 segundos. Para ello se decide dar a la 
entrada un valor de A durante el primer periodo, cambiándolo por un valor de A/2 en 
el segundo periodo, haciendo nula la entrada a partir de entonces. Obtener el valor de 
A para que se cumpla lo anterior.

Solución

La entrada al sistema es constante en cada periodo, según la figura: 
u

i i

A    — — — —

A /2------------------1...1..................

Este problema puede resolverse utilizando el equivalente discreto de un sistema 
continuo, ya que la entrada es constante en cada periodo de 1 segundo, y nos inte­
resa el valor de la salida en el instante 3seg, es decir en el instante de muestreo k=3. 
El procedimiento consiste en obtener el equivalente discreto para retenedor de orden 
cero (para entrada constante):
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y
Donde la transformada en Z de la función de transferencia continua representa 

la transformada en Z de la señal discreta obtenida al muestrear con periodo 1segun­
do la respuesta impulsional de la función de transferencia continua. Esta respuesta 
impulsional se obtiene por descomposición en fracciones simples:

s +1 a b c as(s + 2) + b(s + 2) + es2 0.25 0.5 0.25
■s2(s  + 2 )  s  s2 5 +  2  s2(s + 2 )  s s2 s + 2

■■L'1 >0.25U0(t) + 0.5í -  0.25e-2' >0.25 + 0.5kT -  0.25¿f2*r =

= 0.25 + 0.5k-0.25(e-z)k _ 0 j^ .+  °'5z _ — -- -̂ y
1 — z ( l - z - 1)2 l - e - 2Z-'

Con lo que el sistema discreto equivalente queda:

G(z) = ( l - z  )
[ 0.25 0.5z~‘ 0.25
I l - z ' 1 + ( l - z -1)2 \ - e 2z x

.0 .2 5
l - z ' 1 l - e  z~

La salida pedida se puede calcular ahora por convolución discreta, para lo cual 

se necesita obtener la respuesta impulsional gk = Z-1{G(z)}

gk = 0.25Ó, + 0.5U0(k - 1) -  0.25(e~2)k + 0.25(e"2)*"'í/0(Á: -1 )

En este caso la suma de convolución se reduce a 2 términos, ya que la entrada 
discretizada es la secuencia

uk = {^*^^»0,0,...}:

3
y{3) -  y(3 • T) -  \  Ujgk_j = u0g3 + ulg2 -  1 -

y-o

= A(0.5 -  0.25(e’2)3 + 0.25(e‘2)2) + y (0 .5  -  0.25(e~2)2 + 0.25(e-2)')

De donde se obtiene A=1.3.
Otra posibilidad, una vez obtenida G(z) es aplicar la ecuación en diferencias para 

los instantes k=0Jy2 J , y obtener así el valor de y(3)
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PROBLEMA 39. Identificación de sistema muestreado

Un sistema continuo es controlado por un computador, que actualiza la entrada al 
mismo cada 100 ms. Se dispone de varias medidas de la entrada y de la salida del sis­
tema, siendo uk={0.5,-l,1.5,-2},yk={l,-l,0.8,0.1}. Del sistema se sabe que es de pri­
mer orden, y además se conoce exactamente el valor de su constante de tiempo, que 
es x=0.5. Se sabe que la información de las entradas y salidas no es muy fiable, por 
problemas de ruido. El valor de la constante de tiempo sin embargo, es exacto. Cal­
cular la ganancia estática del sistema utilizando toda la información disponible.

Solución

La función de transferencia del sistema buscado es:

G{s) = = — —
1+T5 l + 0.5s

Como el sistema continuo tiene una entrada constante entre periodos (está con­
trolado por un computador), existe una función de transferencia discreta equiva­
lente que relaciona las secuencias se entradas con los valores muestreados de la sali­
da. Esta función de transferencia discreta equivalente es:

G(z) -  <1 -  z - -  z - ) 2  j _ ^ _  J

Para calcularla hay que obtener la transformada inversa de Laplace, muestrear 
la señal resultante, y aplicar transformada en Z:

_ _ i ! + * ( ! _ , - )  
s(l  + 0. 5 s) í (s + 2)  s s + 2 s s + 2

K( 1 -  e-2kT) = K(  1 -  (e-°'2)k) = K (1 -  (0.81873)*)

— K(— ■—r -----------  --------r)1 — z 1 -  0.81873z
Luego el equivalente discreto es:

G (z) .  ( I . z- w _ ! _ ----------- !--------.  o-1™ ' ,
1 - z ' 1 1 -  0.81873z 1 -  0.81873z

La ecuación en diferencias será por tanto:
yk = 0.81873^., + 0 .1 8 1 2 7 /^ .,
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La única incógnita es la ganancia estática, K. Para obtenerla se plantean tantas 

ecuaciones en diferencia como sea posible con los datos que se tienen (ya que éstos 
tienen mucho ruido)

y , = 0 . 8 1 8 7 3 +  0.18127£«0 =* -  1 = 0.81873 + 0.090635/i: 

y2 = 0.81873^, + 0.18127tfw, => 0.8 = -0.81873 -  0.18127# 

y3 = 0.81873y2 + 0.18127á:«2 => 0.1 = 0.654984 + 0.271905#

El sistema anterior es un sistema de ecuaciones con 3 ecuaciones y 1 incógnita. 
La solución de mínimos cuadrados minimiza el error cuadrático:

0.090635" ‘ -1.81873 ‘
-0.18127 K  = 1.61873
0.271905 -0.554984

0.090635' T 0.090635’
- 1

0.090635’ T - -1.81873 -
K = . -0.18127 -0.18127 ► -0.18127 1.61873 = -5.297

0.271905 0.271905 0.271905 -0.554984

PROBLEMA 40. Identificación de sistema muestreado

Un sistema continuo de primer orden ha tenido como entrada la señal u(t):
2 . 5 1------------ ,------------ -------------^ ^ ------------

2 ---------------------- *...........................................................

1 . 5 .............. i— ...................................................................... -

u(t) 1 --------------------- J---------- 1---------------------------------

0 . 5 .............. .............................................. .............................

0  f..............t..............I---------------------- 1-----------

0 2 3 4 5 6
t (seg)
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La salida se ha medido con un sensor, habiéndose obtenido la gráfica:

Obtener la función de transferencia del sistema.

Solución

Como la entrada es constante entre periodos de 1 segundo existe el equivalente 
discreto del sistema continuo que relaciona la secuencia de valores de entrada con 
los valores muestreados de la salida cada segundo. Este sistema discreto a periodo 
1 segundo es:

G(s) = k
l + T S

G(z) = (1 -  z~l)Z¡
kT

G(z) = k ( l - z - 1)
1

5 (1  +  TS) 

1
1 - z -i

k ( l - e  r )z~

1 . - i

bz~l 
1 -  az~x

l - e  xz~
Con los datos de las gráficas se obtendrá la función de transferencia discreta equi­

valente, y a partir de ésta la ganancia estática k, y la constante de tiempo, t . Para ello 
se tomarán tantos valores como sea posible. La secuencia de valores de la entrada es:

{«*} = { 2, 2,1, 0, 0, 0, .. .}
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ya que uk es el valor constante que tiene la entrada entre el instante kT y el instante 
(k+l)T. La secuencia de valores de salida se obtiene muestreando la salida cada 
segundof deforma que yk=y(kT):

{y*} = {0,1.72, 2.6, 2.35,1.48, 0.9,...}

Expresando la ecuación en diferencias del sistema se tiene:

yk+1 = ayt + buk
Con los datos medidos, se pueden plantear 5 ecuaciones: 

yx = ay0 + bu0 => 1.72 = 2b

y 2 = ay\ + bui ^  2.6 = 1.12a + 2b
y3 = ay2 + bu2 => 2.35 = 2.6a + b

y4 = aŷ  + ^  1-48 = 2.35a

y s = ay* + bu4 0-9 = 148a

Expresando las ecuaciones en forma matricial se tiene:
■ 0 2 - ■1.72'
1.72 2 2.6

a
2.6 1 = 2.35

b
2.35 0 L J 1.48
1.48 0 0.9
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con lo que se tiene un sistema de ecuaciones incompatible (más ecuaciones que incóg­
nitas). Los valoresdeayb que minimizan el error cuadrático constituyen la solución 
de mínimos cuadrados:

/ O N>

1.72 2
a' 0 1.72 2.6 2.35 1.48'

ss 2.6 1
b 2 2 1 0  0

2.35 0

\ 1.48 0

-i

■1.72-
2.6

0 1.72 2.6 2.35 1.48' ■ 0.5992-
• 2.35 =

2 2 1 0  0 0.8190
1.48 L J

0.9

Igualando los coeficientes de la función de transferencia discreta se obtiene:

a = 0.5992 = e 1.952

Z? = 0.819 = / : (1 - í> * ) -  *(1-0.5992) k = 2.043

PROBLEMA 41. Aproximación discreta

Dado el sistema continuo de función de transferencia
3

G(s)
y2 + 3s + 2

a) Obtener un sistema discreto aproximado mediante la aproximación de TUSTIN
o bilineal (aprox. de la integral) para un periodo de muestreo de 0.3 segundos.

b) Obtener cuál es la mayor diferencia entre la respuesta ante escalón del siste­
ma continuo y la del sistema discreto aproximado, y en qué instante se da.

Solución

a) La aproximación de la integral por trapecios (de TUSTIN o bilineal) se obtie­
ne sin más que sustituir la variables en la función de transferencia continua por:
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2(2-1)
T(z + l)

La función de transferencia discreta aproximada será por tanto:
3 3z2 + 6z + 3

G(z) =
2 ( z - l ) \  2 ( z - l )  66.44z2 -  84.88z + 26.44

0.3(z +1)/ 0.3(z +1)

b) Para calcular la diferencia entre la respuesta ante escalón exacta y la aproxi­
mada es necesario obtener la respuesta del sistema continuo en los instantes de mues­
tre o (cada 0.3 segundos), y restarla de la respuesta del sistema discreto aproximado, 
calculando después el valor máximo:

Y(s) = -G (s )—ní-* y (t)  mues,rm..>y( 0.3k)
s

Y'(z) = - ^ — G ' ( z ) - ^ y ' k
ek = >>(0.3¿) -  y'k

Y(s) = -------- - ------------™^y{ t )  = A + Be" + Ce"2' = 1.5 - 3<?" + 1.5^2'
s(s + 1 )(s + 2)

La señal muestreada cada 0.3 segundos es:

;y(0.3¿) = 1.5-  3e'0M + 1.5<r0' 6* = 1 .5 -3-  0.7408* + 1.5- 0.5488* 

z(3z2 + 6z + 3)
Y'(z) =

(z -  l)(66.44z2 -  84.88z + 26.44) 

0.04515(1 + 2z"‘ + z"2)
(1 -  z~‘)(l -  0.5384z~‘)(l -  0.7392Z’1) 

donde tomando transformada inversa en Z se obtiene:

y'k = A + 50.5384* + C0.7392* = 1.5 + 1.153-0.5384* - 2.608-0.7392*

La diferencia es
ek = y(03k) -  y'k =

= -3-0.7408* + 1.5-0.5488* -  1.153-0.5384* + 2.608-0.7392*

cuyo valor máximo se puede obtener (aproximadamente) derivando respecto de k e 
igualando a cero: 

de
= -3  ln(0.7408)0.7408* + 1.51n(0.5488)0.5488* -

dk
-  1.153 ln(0.5384)0.5384* +2.6081n(0.7392)0.7392* = 0
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Resolviendo la ecuación por tanteo se obtiene k=2.05, por lo que el máximo se 
dará en el instante k=2.

Otra forma de calcular el valor máximo en este caso es obtener los sucesivos valo­
res para k=0,l,2 etc, ya que la diferencia tiende a cero con el tiempo, y las poten­
ciales convergen rápido, por lo que el máximo se dará para un valor de k pequeño. 
Haciendo el cálculo para los primeros instantes se obtiene:

e0=-0.045, e,= -0.0921, e2= -0.1038, e3= -0.0982, e4= -0.0856, es= -0.0712, 
e6= -0.0574, e7=-0.0454, es= -0.0354, e9= -0.0273, e,0= -0.0209. Se observa que la 
diferencia máxima se da en el instante k=2, y es de 0.1038 (en valor absoluto).
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4 SIMPLIFICACIÓN 
DE DIAGRAMAS DE BLOQUES

Esta sección contiene problemas en los que se tiene que simplificar un diagrama 
de bloques para obtener la función de transferencia entre dos variables del mismo.

La resolución de los problemas se basa en la aplicación de las distintas propieda­
des y reglas de simplificación estudiadas en teoría (traslación de nodos de bifurca­
ción y de nodos sumadores, cierre de bucles, elementos en serie y paralelo, etc).

La teoría necesaria básica para resolver los problemas de este capítulo puede encon­
trarse en el capítulo 5 de [SalaOO].

También puede encontrarse la teoría necesaria en los libros [D’azzo92] (capítulo 
5), y [Ogata93] (capítulo 1).

Índice



96 PROBLEMAS RESUELTOS DE TEORÍA DE SISTEMAS

PROBLEMA 42. Diagrama de bloques

Obtener por simplificación la función de transferencia entre u e y en el siguiente 
sistema:

Solución

En primer lugar se traslada un nodo de bifurcación de la entrada de G a la  sali­
da de G:

A continuación se simplifica el bucle de realimentación interno:

Se unen los dos bloques que están en paralelo:

Índice



SIMPLIFICACIÓN DE DIAGRAMAS DE BLOQUES 97

Por último se simplifica el bucle de realimentación:

u
RG

1 +GH

PROBLEMA 43. Diagrama de bloques

Obtener por simplificación la función de transferencia entre u e y en el siguiente 
sistema:

+ +

G V

iL_r—O

Solución

En primer lugar se traslada un nodo de bifurcación de la salida de G a la  entra­
da de G:

Índice



98 PROBLEMAS RESUELTOS DE TEORÍA DE SISTEMAS

A continuación se unen los bloques G y V q ue  están en serie:

-G

GV
+ $ t

H — ( V

Se unen los bloques GV y un bloque unitario que están en paralelo:

G
 ̂f —  

O -
+'

+

1+G'V

í L _ r — O

Se traslada un nodo de bifurcación de la salida del bloque 1+GV a la entrada:

Se unen los bloques 1+GV y un bloque unitario que están en paralelo:

Se unen los bloques H y -GV que están en serie, y el resultado con el bloque G que 
está en paralelo:
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U
■iiO -

G+HGV «

1+G-V

Se simplifica el bucle de realimentación:

u
1 1+G-V

1 + G + H G V

Por último se unen los bloques en serie:

i
---------------► 1 + GV

y
-------------- ►

1 + G + H G V

PROBLEMA 44. Diagrama de bloques

Obtener por simplificación la función de transferencia entre u e y en el siguiente 
sistema:

4-, +
H R

Solución

En primer lugar se traslada el nodo de bifurcación de la salida de H a la 
entrada:
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Se traslada el nodo de bifurcación de la entrada de H a la  salida de R

Q — P H ^ O H

(1- H)/(HR)

Se une el bloque inferior con un bloque unitario que está en paralelo:

H R
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Se unen los bloques en serie (H y R) y se simplifica el bucle de realimentación:

Se unen los bloques en serie de la parte superior y se simplifica el bucle de rea­
limentación:

u GHR /(I -  HR) y
1 + GHR(( 1 -  H ) /(HR) - 1) /(I -  HR) ------------------------ ►

Se opera para simplificar la expresión final:

u GHR y
1 -H R  + G - G H -  GHR -------------►

PROBLEMA 45. Diagrama de bloques

Obtener la función de transferencia entre las variables u e y del siguiente sistema:

u
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Solución

En primer lugar se simplifica el bucle de realimentación:

U

Se unen en paralelo el bloque G y un bloque unitario:

u

Se separa en dos el nodo sumador:
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Se simplifica el bucle de realimentación:

u

Se unen los dos bloques en paralelo (uno de ellos unitario), y se mantiene el blo­
que H/(l-H) para que no desaparezca la variable y:

u

Se unen en serie los tres bloques:
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Se simplifica el bucle de realimentación:

Por último se unen en serie los dos bloques restantes:

u FH(  1 -  G)
---------------------- ► ( 1 - H ) ( 1 - G ) - F ( 1  + G) — ►

PROBLEMA 46. Diagrama de bloques

Obtener la función de transferencia entre u e y en el siguiente sistema:

Solución

Se traslada el nodo de bifurcación de la entrada de G a la  salida:

Índice



SIMPLIFICACIÓN DE DIAGRAMAS DE BLOQUES 105
Se simplifica el bucle de realimentación superior (manteniendo el bloque H para 

que no se pierda la señal que va al último nodo sumador):

Se unen en paralelo el bloque H y un bloque unitario:

Se separa en dos el nodo sumador de la izquierda y se reordena el dibujo:

Se simplifica el bucle de realimentación interno:
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Se simplifica el bucle de realimentación resultante:

G / ( l - G H )
u ----- ». l - F / Q - G H ) y-------- ^

+ i 1

1 - F / ( l  -  GH)

Finalmente se simplifica la expresión obtenida:

...........fe G y
w

1 + G - F - 2 G H
---------►
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MODELADO DE SISTEMAS 
FÍSICOS. LINEALIZACIÓN

Esta sección contiene problemas en los que se tienen que obtener las ecuaciones 
diferenciales que modelan un sistema físico. Posteriormente esas ecuaciones se 
linealizan alrededor de un punto de funcionamiento, pasando después a analizar el 
comportamiento del sistema lineal aproximado (estabilidad, respuesta temporal 
ante determinada entrada, etc.).

La teoría necesaria básica para resolver los problemas de este capítulo puede encon­
trarse en el capítulo 2 de [SalaOO].

También puede encontrarse la teoría necesaria en los libros [D'azzo92] (capítulo 
2), [Phillips96] (capítulo 2), [Franklin91] (capítulo 2) y [Ogata93] (capítulo 2).
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PROBLEMA 47. Surtidor de gasolinera

Un surtidor de gasolinera está modelado por las ecuaciones:

a ^ -  = P - b Q 2 - c Q  
dt

donde las constantes a , b y c  dependen de la geometría del surtidor, Q es el caudal de 
gasolina que da el surtidor, y la presión P proporcionada por la bomba de impul­
sión cumple la ecuación diferencial:

,  d P  nd -----+ P = u
dt

siendo u la tensión de entrada al motor de la bomba, que se puede manipular a volun­
tad (es la entrada al sistema). Tomando a=2, b=4, c=l,  d=0.1, calcular:

á) Obtener el sistema linealizado alrededor del punto de funcionamiento definido 
porQ0=l 1/s.

b) Calcular aproximadamente la evolución del caudal con el tiempo si estando en 
el punto de funcionamiento anterior, la entrada aumenta instantáneamente en 0.5.

c) Si lo que se desea medir y controlar es la cantidad total de gasolina suminis­
trada (V) , ¿qué función de transferencia debe tener el elemento sensor H(s)?. Para el 
sistema linealizado alrededor del punto Q0=0, despreciando la constante d (tomar 
d=0), calcular el valor máximo que puede tomar la ganancia K sin que el sistema en 
bucle cerrado funcione de forma incorrecta ante referencia escalón (funcionará inco­
rrectamente si el valor de V sobrepasa el de Vref en algún momento, pues la gasolina 
no se puede recuperar del depósito del coche):

Solución

a) El punto de funcionamiento se define como:

a ^ r  = 0 = po~ bQo2 ~ cQo dt
dP

d -------  0 = -P0 + u0
dt

de dondey teniendo en cuenta que Q0=l ,  se obtiene PQ = u0 = 5
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linealizando la primera ecuación se obtiene:

dQ = dAQ = _ 2bQ0 + c Ag _ Q w  _ 4 ^
dt dt a a

que, tomando T.L. y despejando queda:

AQ{s) = - ^ - A P { s )  
s + 4.5

la segunda ecuación ya está linealizada, por lo que es válida también con incrementos:
, dAP A„

d -------+ AP = Am
dt

que tomando T.L. queda:

AP(s) = — i—  AÍ/(í) 
1 + 0.1í

que, sustituido arriba nos da el sistema linealizado:

m s )  = — —  ac/(í)
(5, + 4.5)(l + 0.l5)

b) Un cambio brusco significa una señal escalón. Si la entrada aumenta en 0.5 
respecto al punto de funcionamiento, quiere decir que el incremento de la entrada es 
un escalón de valor 0.5. Para obtener la evolución del incremento del caudal se apli­
cará laf.d.t. obtenida anteriormente:

A U(s) = —

AQ(s)

s

0.5 0.5 2.5
(s + 4.5)(1 + 0.1s) s (s + 4.5)(í + 10) 
0.0555 -0.1 0.045

=--------- + ----------+ ■
s + 4.5 5 + 10

con lo que la T.I.L. es:

AQ(t) ~ 0.0555(1 -  lAe-45' + 0.81<T10') 

siendo la evolución del caudal absoluto:

Q(t) = AQ(t) + Qo -  1 + 0.0555(1 -  1.8<?^5' + 0.8le’10')

c) En primer lugar se obtiene G(s) linealizando alrededor de Q0=0, u0-0  (d=0 en 
este apartado), quedando:
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dt dt a a
A Q(s) 0.5

= 0.5Au-0.5AQ => G(s) =
A U(s) s + 0.5

Laf.d.t. del sensor debe ser H(s)  = —, que es el operador integral, pues para
s

obtener la cantidad total de gasolina vertida (V) basta integrar el caudal (Q). 
laf.d.t. en bucle cerrado será (según el diagrama de bloques):

v  0-5
KG(s) 5 + 0.5

1 + KG(s)H(s) l + K j ._ 0 j _
5 (s + 0.5)

0.5 Ks 0.5 Ks
0 .5#  + 5(5 + 0.5) 52 + 0.55 + 0.5#

Para que el sistema no sea oscilatorio, los polos de laf.d.t. en bucle cerrado deben 
ser reales (no tener parte imaginaria, que da lugar a términos senoidales), por lo que:

0.52 - 4 - 0 . 5 #  > 0 => # < -
8

Nota: el sistema no debe ser oscilatorio, pues eso significaría que tendría sobreosci- 
lación (la salida se pasaría de largo, o lo que es lo mismo, se introduciría en el depósito 
más gasolina de la requerida, siendo imposible por las características físicas del pro­
blema volver a recuperarla del depósito del coche para llegar al valor final deseado).

PROBLEMA 48. Ventilador de continua

Un motor de corriente continua acciona un ventilador en el seno de un fluido, en 
el que el par de rozamiento es proporcional al cuadrado de la velocidad de giro.

a) Obtener las ecuaciones del sistema considerando como entrada la tensión del 
motor, y como salida la velocidad del motor.

b) Obtener la ecuación linealizada alrededor del punto de funcionamiento defini­
do por u=10 V. ¿Se podría simplificar el modelo lineal obtenido? ¿Cómo?

c) Obtener de forma aproximada la evolución de la velocidad si partiendo del punto 
de funcionamiento anterior, la entrada se aumenta bruscamente en 1 V.

d) Obtener aproximadamente la amplitud de la oscilación de la variable co en régi­
men permanente cuando el incremento de la entrada alrededor del punto de equilibrio 
u=10, es una senoidal de amplitud 1 y frecuencia 5 rad/s.
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Datos: Ecuaciones eléctricas del motor de continua:

L —  + Ria + e = u ; e = Kb -o) ;T = Km-ia 
dt

par de rozamiento: Tm=c a?, momento de inercia del motor+ventilador, J.

Valores:
L=0.1 H, R=10 W, Kb=0.2 V/rd/s, Km=0.3 NmIA, c=10~3 Nml(rdls)2, J=0.4 kg m2.

Solución

a) Las ecuaciones del sistema son las ecuaciones eléctricas del motor (expresa­
das arriba) más la ecuación de rotación mecánica:

T dco 2
J —  = T - c í o  

dt
b) Para linealizar la ecuación en primer lugar hay que calcular el punto de fun­

cionamiento:

RL + £ = u = 10

£ = Kb - (O 

T  = K m' ia

0 = T — c ío—2

(O = 14.58 rad! s 

£ = 2.916 V 

T = 0.2126 Nm 

I = 0.7087 A

La única ecuación no lineal es la mecánica, por lo que bastará linealizar ésta, ya 
que el resto, al ser lineales, se cumplen igual para valores absolutos como para incre­
mentos:

da> dAü) 
dt dt

1 r r  c  2—T — cu 
J J

- j 2 á j ( ( o - a j )  + j ( T - T )  =

= - - 2 ( 0  Aw + -  AT = -0.0729 Acü + 2.5 AT 
J J

dAiL ---- a. + r m  + Ae = Am
dt

A £ = Kb - Aw 

AT = K -Aim a

Tomando T.L. y despejando Aco(s) en función de AU(s) se obtiene :
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Gis) = AW(í)
A U(s) (R + Ls)(Js + 2 có5) + KmKb

_____________________ 0 3 ________________________
(10 + 0. 1s)(0.4í  + 0.02916) + 0.06 "

0.3 7.5
0.04s2 + 4.0029s + 0.3516 (s + 0.088)(s + 100)

El modelo obtenido sí se puede simplificar; pues uno de los polos es claramente 
dominante respecto del otro (es 1000 veces más lento), por lo que se podría reducir 
manteniendo la ganancia estática a:

„  , Afl**) 0.075
G(s) = -------- » ---------------

A U(s) (s + 0.088)
El resultado anterior se habría obtenido directamente si se hubiera despreciado 

la inductancia L desde el principio, cosa que suele ser válida para los pequeños moto­
res de continua.

c) Si la entrada varía bruscamente en I V  eso representa una entrada Au en esca­
lón de valor IV. La evolución de la salida se obtendrá:

a , x ^/xArr,  x 0 075 0*852 0852Actf(s) «  G(s)AU(s)  --------------------------------------------
s(s + 0.088) 5 5 + 0.088

Aa>(t) = 0.852(1 -  e-0-088')
Utilizando laf.d.t. completa sería:

7.5
A o(j) -  G(s)AU(s)  =

s(í  + 0.088)(í +100)
0.852 0.853 0.00075

s s + 0.088 s+lOO 

=* Am(t) = 0.8521 -  0.853íT0088' + 0.00075<r100'

que prácticamente coincide con lo anterior; ya que el término de e~l00t además de ser 
muy pequeño, tiende a cero muy rápidamente.

La evolución completa de la velocidad será:

0D{t) = (0 + Aa>(t) = 14.58 + 0.852(1 -  ê 0088')
d) Si el incremento de la entrada es una señal senoidal de amplitud 1 y frecuen­

cia 5 rad/s tendremos Au(t)=sen(5t). La repuesta del sistema ante esa entrada tiene 
una parte transitoria que tiende a cero con el tiempo, y una parte de régimen per­
manente que es senoidal de la misma frecuencia que la entrada. La amplitud y des­
fase de esa parte permanente vienen dadas por la respuesta en frecuencia del siste­
ma, es decir; la amplitud de la oscilación de la variable Aco(t) será
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|G(y5)| =
0.075 0.075

5y + 0.088

La fase sería el argumento:

0.075

V52 + 0.0882
= 0.015 rad/s

(p = arg(G(y5)) = arg = -1.553rad
5 y + 0.088 ) \ 0.088,

Es decir, la parte permanente de la salida sería: Aco(t) = 0.015 sen(5í -  1.553)

PROBLEMA 49. Boya cónica

Se dispone de una boya cónica cuya base superior tiene un diámetro de 2 m. Se puede 
actuar sobre la boya colocando pesas encima. La variable de entrada al sistema será por 
tanto la masa de las pesas colocadas sobre la boya. Se desea obtener la masa y la altu­
ra total de la boya. Para ello se parte de una posición (Xo=?) de reposo inicial descono­
cida, sin ninguna pesa encima (uo=0). A continuación se le pone encima una pesa de 100 
kg, midiendo la evolución de la posición de la boya, observándose que:

- La posición más hundida que alcanza es de x^-O.OSm.
- El tiempo que ha tardado en llegar a esa posición de hundimiento máximo desde 

que se puso la pesa es de 0.6 segundos.
- La nueva posición en la que se estabiliza es de x=xo-0.05m.

Obtener la masa (M) y la altura (H) de la boya, así como la posición inicial x<» sabien­
do que el agua produce una fuerza de rozamiento vertical sobre la boya proporcional 
a la velocidad de ésta. Utilizar las aproximaciones que sean necesarias para el cálculo.

Datos: volumen de un cono: V = • — ■ Principio de Arquímedes: fuerza ver-
4 3

tical de empuje = peso del agua desalojada (F=1000*V*g, donde V en m3).
D
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Solución

™ w t á 1 h j t D \ H - x fEl volumen hundido es: V ----------- --------------;-----
4 3 12 H2

Ya que, h=H-x, d=D*h/H=D*(H-x)/H.
En la posición de reposo inicial (u0=0) la masa de la boya será por el principio 

de Arquímedes igual a la masa del agua que desaloja:

M=l000VJ ^ J L ^ l
3 H2

Las ecuaciones del movimiento son:

— [(M + u)x] = (M + u) 'x + üx = -M g -  ug -  ex + lOOOgV 
dt

donde M+u es la masa total (la de la boya más la de la pesa que se coloque encima).
jcD 2( H -  x ) 3 

12 H2
(M + u)x + ÚX +  C X -  lOOOg--------------------------- 7X7!--= ~Mg -  ug

c + ú . 1000gJtD2( H - x ) 3
X ~ ~ M + u X+ M + u 12H2 8 

Linealizando el sistema alrededor de u0 = 0,ú0 = 0, xq =0,x0 = ? , queda:

M ,  - S l í l00°S i)Ar.
M + u0 M + u0 (M + u0) \2H 0

lOOOg JiD2( H - x 0f  4---------------------------------------y—
(M + u0)2 12 H 2

es decir:
c lOOOg 71 2 lOOOg 71 3
m  2 ( H - x0) Ax -  (H -  x0) i
M M H M 3 H

que y sustituyendo el valor de M queda:

3 c  H l  *■ *  3 g  H 2Ax + --------------------   Ax + ----------- Ax = ----------------------- -A  u
1000;r (H -  jc0) ( H - x o) 1 0 0 0 jt(//-;c0)3

23 g H
AX(s) lOOÔ r ( H - x 0)

°-(5) = TTT7T------------~ -------- 772---------A U(s) 2 3c H 2 3 g
S + -------------------- r í  + -

1000;r (H -  jc0) (H - x 0)
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La colocación en un momento determinado de una pesa de 100 kg representa una 

entrada escalón de valor 100 para Au, por lo que las medidas tomadas (máximo hun­
dimiento y tiempo en llegar a ese máximo) corresponden a la respuesta ante escalón 
del sistema anterior.

El tiempo en llegar al máximo no es más que el tiempo de pico (tp=0.6seg).
La posición en la que se estabiliza nos da el valor de la ganancia estática, ya que: 
Au=100 => Ax(t->oo)=-0.05 => G(s=0)=-0.0005
El valor del hundimiento máximo nos permite obtener la sobreoscilación, pues:

. Ax(max) -  Ax(t = °°) -0.08 -  (-0.05)
o ------------------------------ = ----------------------= 0.6

Ax(t = °o) -0.05

De la ganancia estática podemos obtener una ecuación:

3 g H 2
G(0) = l i 0 0 0 ^ x ¿ _ ---------- -jf_ ------  ̂= _0 0005 ^

3 8 1000;r(// -  x0) 0
( H - x 0)

quey sustituyendo en G(s) queda:
3 g 4.952

, AX(í ) IOOOjt 3.95 x0
--------------------------------  ---------  ---------

A U(s) 2 3 c 4.95 3gs + ---------------- — £ + •
1000^t3.953jc0 (3.95jc0)

Como se trata de un sistema de 2- orden estándar, se puede expresar:

ó = e ^ ¥  =0 .6  => |  = 0.16 

t = —  = 0.6 => co = = 5.236 => (o = 5.304
wp

comparando con G(s) se tiene:

(0 2 = 28.132 => x0 = 0.265«? => H = l.3lm => M = 698Kg38 2
3.95x0

3c 4 952
2£co„ => c = 1184.7 Kgls

lOOO/r 3.95 x0
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PROBLEMA 50. Acuario

Se quiere controlar la temperatura del agua de un acuario de peces tropicales. Para 
ello se dispone de una resistencia calefactora de masa total 0.5 kg y calor específico 
4000 J/kg°C que está en contacto con la pared del acuario. La pared del acuario tiene 
una masa de 10 kg y un calor específico de 10000 J/kg°C. El agua tiene una masa 
total de 20 kg y un calor específico de 4180 J/kg°C. Los coeficientes de transmisión 
de calor son: resistencia-pared: n,p=l 00 W/°C, agua-pared: |iap=50W/°C, pared-exte- 
rior: upe=30W/°C, agua-exterior: ¡j,ae=20W/°C. La entrada al sistema es la potencia 
eléctrica que entra en la resistencia (u=V2/R), mientras la salida del sistema es la tem­
peratura del agua. Obtener:

a) Las ecuaciones de estado del sistema.
b) Dibujar el diagrama de bloques del sistema, donde aparezcan las distintas tem­

peraturas, incluida la temperatura exterior, que será una entrada de perturbación.
c) Simplificar el sistema reduciéndolo a uno de orden 2. Para ello despreciar la 

capacidad calorífica de la resistencia calefactora, es decir, suponer que la potencia u 
es transmitida directamente a la pared del acuario. Obtener las ecuaciones de estado 
del sistema reducido dibujando además el diagrama de bloques correspondiente. 
¿Cómo se podría comprobar si la simplificación hecha es correcta?.

En los siguientes apartados utilizar el modelo simplificado de orden 2.
d) Para controlar la temperatura del agua se plantea una realimentación de la sali­

da, de forma que u=k(Tni-TJ donde Ta es la temperatura del agua y Tref= 35°C es la 
temperatura de referencia constante. Si los peces sobreviven mientras la temperatu­
ra esté entre 30 y 36°C, muriendo en cuanto se sale de ese rango, obtener la condi­
ción que debe cumplir k para que en régimen permanente los peces estén vivos, supo­
niendo una temperatura exterior constante de 20°. Para mayor seguridad se decide 
tomar el valor de k que hace que la temperatura en régimen permanente sea de 33°C. 
Calcular dicho valor.

e) Si estando con el control anterior en régimen permanente con T=20,  Ta=33, se 
produce un cambio brusco de Te de forma que pasa a valer 10°C, calcular la evolu­
ción temporal de la temperatura del agua, y si los peces sobrevivirán.

Solución

a) Las ecuaciones de transmisión de calor entre los diferentes cuerpos son:

mrcrTr = u -  firp{Tr -  Tp)

mpcpTp = f*rp(Tr -  Tp)~ nap(Tp -  T J -  npe(Tp -  Te) 

maca t  = V j T p  -  Ta)~ Hae{Ta -  Te)
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sustituyendo valores y despejando las derivadas:

Tr -  -0.057; + 0.057; + 0.0005 u 

Tp -  0.0017; -  0.00187; + 0.00057; + 0.00037, 

ta = 0.00067; -  0.000847; + 0.000247;
o, en forma matricial:

X -0.05 0.05 0 ' X ' 0.0005' ■ 0
= 0.001 -0.0018 0.0005 Tp + 0 u + 0.0003

0 0.0006 -0.00084 Ta 0 0.00024

donde la entrada u es una entrada de control y Te es una entrada de perturbación. Si 
se considera constante se pueden linealizar las ecuaciones tomando incrementos, 
quedando:

> ■ÍH
-

-0 .05 0.05 0 a  t; 0.0005'
= 0 . 0 0 1 -0.0018 0.0005 + 0

A ta 0 0.0006 -0.00084

1---
----

----
----

-
>

a

0

b) El diagrama de bloques que representa las ecuaciones anteriores se obtiene 
expresando en primer lugar los bloques fundamentales de las 3 ecuaciones dife­
renciales:

Completando después con los nodos sumadores y de bifurcación necesarios 
para generar las señales de entrada a cada bloque a partir de las de salida. El 
resultado es:
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cj Las ecuaciones de estado reducidas se pueden obtener suponiendo la simpli­
ficación de que el calor de la resistencia pasa directamente a la pared (la resistencia 
no acumula calor) quedando:

mpcpTp = « -  VapiTp -  T J -  fipe(Tp -  Te)

maCj a = f*ap(Tp ~ Ta) ~ l¿ae(Ta -  Te)

que puesto en forma matricial es:

'-0.0008 0.0005 ' \Tr] +
10‘5'

u +
■ 0.0003 ■

0.0006 -0.00084 J*. 0 0.00024

El diagrama de bloques será ahora más reducido:

Se puede comprobar si la simplificación es correcta calculando lafd.t.  entre la 
entrada (u)y la salida (TJ. Si la aproximación de 2- orden es buena, sus polos deben
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ser parecidos a los 2 polos más lentos de laf.d.t. de 3er orden. Además, el 3er polo 
de ésta debe ser mucho más rápido que los otros.

Laf.d.t. entre Au=u-0 y ATa=Ta-Te se obtiene de:

2 .9 9 -10'10
G(s) = c{sl -  A)~lb -  

Los polos de laf.d.t. son:
+ 0.0526sz + 8.31 • 10'5s +1.85 • 10V 8

{-0.051, -0.00027, -0.00135}
Es evidente que el primer polo (-0.051) es mucho más rápido que los otros (38 

veces más rápido), por lo que se podrá eliminar, manteniendo la ganancia estática, 
quedando:

G W ---------------------- _________________________
(s + 0.00027)(s + 0.00135)

El polo rápido es debido a la baja capacidad calorífica de la resistencia cale- 
factora, que hace que se caliente muy rápidamente, por lo que el sistema se comporta 
como si la potencia (u) se transmitiera directamente a la pared del acuario.

Se puede comprobar que laf.d.t. obtenida a partir de las ecuaciones de estado 
reducidas coincide prácticamente con la de arriba.

d) Tomando la ecuación de 2- orden al tomar u=k(TrerTa)=k(35-Ta), siendo Te=20, 
las ecuaciones quedan:

201X1 -0.0008 0.0005 ' T 1 10‘5' ■ 0.0003 ■p = P + ¿(35-7 ; )  +
7«.

0.0006 -0.00084 T°. 0 0.00024

X -0.0008 0.0005 - 10~5£
f ' l i 0.006 + 35 -10-5¿‘

0.0006 -0.00084 7 - .
+

0.0048

El valor final que alcanzará la temperatura Ta en régimen permanente se obtiene 
sin más que hacer cero las derivadas:

\Tp(t = co)! -0.0008 0.0005 - 10'5¿‘
-1

0.006 + 35-10-5k'

í! II 0.0006 -0.00084 0.0048

-1
3.72-10"7 + 6-10~9&

-7.44 • 10-6 -  2.46 • 10~7£ 
-7 .4 4 -10"6 -2.1-10~7£

Para que no mueran los peces, Ta tiene que ser al menos 30°C:

7.44 • 10-6 + 2.1 • 10-7 A:
3.72-10 +6-10  £

a 30 k a 124
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Para que Ta( °°)=33,
7.44 • 10"6 + 2.1 • 10-7* = 33 k = 403

T 1 --0.0008 0.0005 ■\ T p ] io-5‘ ■ 0.0003 ‘p = P + 403 (3 5 -7 ; )  +
Ta 0.0006 -0.00084 7«. 0 0.00024

3.72-10~7 + 6-10 -9*
Para este valor de k se puede calcular la temperatura de la pared: Tp(oo)=38.2°C 
q) Si estando en el equilibrio anterior (Te=20, Ta=33, Tp=382) se produce un cam­

bio brusco deforma que Te=10°C, se tiene la ecuación diferencial original con los 
valores:

10

La evolución de la temperatura del agua se obtendrá sin más que resolver la ecua­
ción diferencial, teniendo en cuenta que las condiciones iniciales son: TJ0)=33, 
Tp(0)=38.2. Se ha considerado el origen de tiempos en el instante en el que se pro­
duce el cambio de temperatura exterior.

Para resolver la ecuación basta con tomar transformadas de Laplace:

l

u ' ' u ' ' j  l  J L  "  J L ^

despejando:

sTp( s ) -T p(0+)' -0.0008 -0.00353- -Tp(sy 0.144-
sTa( s ) -T a( 0+) 0.0006 -0.00084 ra(5)

+
0.0024

si w -0.0008 -0.00353- 'Tp(sy 0.144- 1
-  +

38.2-
ra(5) 0.0006 -0.00084 0.0024 5 33

Tp(sy
7 »

w
W

= U -
0.0006 -0.00084

s + 0.0008 0.00353
-0.0006 5 + 0.00084

{ 0.144- 1-  +
•38.2'

) 10.0024 5 33

\
" {

0.144- 1-  +
-38.2‘

/ 10.0024 5 33

Tp(s) 
Ta(s)

5 + 0.00084 -0.00353 - í 0.144- 1 -38.2-
0.0006 5 + 0.0008 0.0024

— +
5 33

(s +0.001645 + 2.79-10 )

1
s(s + 0.00164s + 2.79 - 1 0 )

38.252 +0.065 + 0.000112 
3352 +0.05175+ 8.83-10 '5

La transformada de Laplace de la evolución de la temperatura del agua será 
por tanto:
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_ 3 3 / +  0.0517s + 8.83 -10~5 
~ s(s2 + 0.00164s + 2.79-1 O*6)

La transformada inversa me dará la evolución temporal Ta(t):

Ta (0=31.65 + 1 .624cos( 0.00146t + 0.59)e‘000082t

Para comprobar si en algún momento la temperatura se sale del rango admisi­
ble, basta con comprobar que el valor mínimo es superior a 30. En este caso no hace 
falta calcularlo, pues ese valor mínimo siempre será mayor que 31.65-1.624=30.026, 
por lo que, por los pelos los peces sobreviven.

PROBLEMA 51. Émbolo con gas adiabático

a) Obtener las ecuaciones que definen la dinámica del sistema de la figura:

donde la entrada es la fuerza F, y la salida es la posición de la masa m. El muelle tiene 
una longitud de reposo de 1 m, y el gas se comporta de forma adiabática (no se trans­
mite calor al exterior), por lo que su ecuación es: PVy=c. La sección del cilindro es 
de 2 m2.

b) Obtener la ecuación linealizada alrededor del punto de funcionamiento F=10 N.
c) Obtener de forma aproximada la evolución de la posición cuando partiendo 

de la posición de equilibrio anterior, la entrada se aumenta bruscamente en 1 N.
Datos: K=2 N/m, m=2 kg, y =2, c=40.

Solución

a) En primer lugar la ecuación que describe el sistema es: 
mx = -F  -  mg + P ■ S -  K(x -  1)
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donde la ecuación que relaciona la presión con el desplazamiento es:

p v '  = p ( x s y  = c => p - - f -
STxr

Sustituyendo en la ecuación anterior se obtiene:

mx = -F  -m g  + —z r j  ~ K (x ~ 0
u X

que, sustituyendo valores queda:

X =  _I /7_9.8  + H - x  + 1
2 x2

b) El punto de funcionamiento es:

0 = -  — 1 0 -9 .8  + - ^ - - ;t0 + 1 => jc03 + 13.8jc02 -1 0  = 0
2 x0

cuya única solución positiva es:
x0 = 0.827 m

La ecuación linealizada se obtiene haciendo el desarrollo de Taylor:

A* = - - A F  + 
2

- ^ - 1 ] A x = - - A F - 36.36Ají
xn j 2

que se puede expresar en forma de función de transferencia como:

AF 5 + 36.36
c) Si estando en equilibrio con F()=10N, la entrada se aumenta en 1N, se tiene que 

la señal AF es un escalón de valor 1, por lo que la salida se puede calcular median­
te la función de transferencia (las condiciones iniciales de Ax son nulas):

A -0.5 -0.5
Ax(s) = —------------AF(s) = — ;------------

s + 36.36 s(s2 + 36.36)

El sistema tiene dos polos complejos conjugados puros, es decir, es críticamente 
estable, por lo que aparecerá en la respuesta un término senoidal no amortiguado 
(el sistema oscilará indefinidamente).

La transformada inversa será de la forma:

Ax(t) = A + 5sen(V36.36í) + Ccos(V36.360 

tomando transformadas:

Índice



MODELADO DE SISTEMAS FÍSICOS. LINEALIZACIÓN 123
Sumando e igualando el numerador a -0.5 se obtienen los valores d eA ,B y  C:

A = -0.01375 
A(s2 + 36.36) + V3636B s + Cs2 = -0 .5  => . 5  = 0 

C = 0.01375

Por lo que la evolución aproximada final de la posición del émbolo es: 

x(t) = .íq + Ax(t) = 0.827 -  0.01375^1 -  cos(V36.36?)) m

PROBLEMA 52. Émbolo adiabático con gas II

Dado el sistema de la figura:

Datos: Cilindro: sección S=0.05 m2, longitud L=0.5m.
Émbolo: masa M=2kg.
Muelle: K=2000 N/m, longitud en reposo: L=0.5m.

Gas: Gas perfecto con evolución adiabática: p■ vlA = 60 donde V en m3 y P
en N/m2 son el volumen y la presión del gas dentro del cilindro.

a) Obtener la ecuación diferencial que relaciona la entrada (fuerza F) con la sali­
da (desplazamiento x)

b) Obtener la ecuación linealizada alrededor del punto de funcionamiento defini­
do por x=0.2m. ¿Cuál es la frecuencia natural del sistema linealizado? ¿Y la frecuencia 
propia?

c) Calcular de forma aproximada la evolución de la posición del émbolo con el 
tiempo si estando en el punto de funcionamiento anterior la fuerza F se incrementa 
en un término senoidal de amplitud 100 N y frecuencia ca. ¿Qué sucede si co es pró­
xima a la frecuencia propia calculada antes?.
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Solución

a) En primer lugar la ecuación que describe el sistema es: 
nvc = F + m g -  P S + K(L -  x -  0.5) 

donde la ecuación que relaciona la presión con el desplazamiento es:

PVy = P{(L -  x)S)r = c => P = ——1 ----- -
V ’ Sr(L -  x)r

Sustituyendo en la ecuación anterior se obtiene:
c

Sy- ' ( L - x ) r

que, sustituyendo valores queda:

mx = F + m g -------¡----------- + K(L -  x -  0.5)6 nr-Ui _ vV

1 9943
x = —F + 9 .8 ------ — — — -  lOOOx

2 (0.5 -  x)1'4

b) El punto de funcionamiento es:
1 99 43

0 = —F0 + 9 .8 ----------- -̂----— - 1000 0.2 =í> F0 = 1453.34 N
2 0 (0.5 -  0.2) 0

La ecuación linealizada se obtiene haciendo el desarrollo de Taylor:

Ax = — AF + 
2

-139.2 -1000 Ax = — AF -  3503.5Ajc 
2, (0 .5 -* 0)2-4

que se puede expresar en forma defunción de transferencia como:

C( \ = —  = 0 5
AF s2 + 3503.5

La frecuencia natural es

(0„ = V3503.5 =59.19 ra d ls

que coincide en este caso con la frecuencia propia, al ser nulo el coeficiente de amor­
tiguamiento.

c) Si estando en equilibrio con F0=1453.34 N, la entrada se aumenta en una señal 
senoidal de amplitud 100 N y frecuencia w, se tiene que la señal AF es una señal 
senoidal de transformada de Laplace:

K V t   ̂ 100< üAF(s) = —-------
5 + Ü )

por lo que la salida se puede calcular mediante la función de transferencia (las 
condiciones iniciales de Áx son nulas):
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0.5 50(o
Ax(S) =  -----  ----- AF(S) = — --------------------------;---- r--------- r

s2 +3503.5 (s + 59.19 )(s + (o )

La transformada inversa será de la forma:
Ax(t) = Asen(59.19/) + fícos(59.19í) + Csen((ot) + Dcos(a>t)

tomando transformadas:
. , . 59.19A Bs Cco Ds

Ax(s) = r----------- — H—z----------- r* H—i------r H—~------7
5 + 59.19 5 + 59.19 s + ct) s2+cü2

Sumando e igualando el numerador a 0.5a> se obtienen los valores de A ,B ,C  y
D:

50 (o = 59.19A(s2 + (o2) + Bs(s2 + a>z) +

+ C(o(s2 +59.1 92) + Ds(s2 +59.192)

de donde se obtiene:
B = D = 0

-50(ú2
A =

59.19(59.192 -c o 2)

c -  50
(59.19 -a )  )

es decir:

Ax(t) = ----------5 0 (o -------_ Sen(59.19í) + ---------------- r-sen(coí)
59.19(59.19 - cú ) (59.19 -co  )

Si la frecuencia de la señal senoidal de entrada (co) se aproxima a la frecuencia 
propia (59.19 rad/s) la amplitud de la senoidal de salida se hace muy grande (ide­
almente si 59.19, la amplitud tiende a infinito). En esta caso, al ser el amorti­
guamiento nulo la frecuencia propia coincide con la frecuencia de resonancia, y ade­
más el pico de resonancia es infinito, por lo que si la frecuencia de entrada se aproxima 
a la de resonancia la amplitud tiende a infinito.

PROBLEMA 53. Maqueta de helicóptero

El sistema de la figura representa un modelo a escala para simular la dinámica 
de un helicóptero.
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La fuerza de empuje, Fe, la proporciona la hélice que es movida por un motor de 
corriente continua, cuya tensión u se puede cambiar a voluntad. La relación entre esa 
tensión u y la fuerza de empuje viene dada por una ecuación diferencial de primer 
orden de constante de tiempo t=0.2 seg, y ganancia variable en función de la velo­

cidad angular del helicóptero K = 10( 1 - 6) newtons, con 6 en rad/seg.
a) Obtener la función de transferencia entre la entrada (tensión del motor) y la sali­

da (ángulo 8) en función del punto de funcionamiento 60.
b) Estudiar la estabilidad del sistema en función del punto de funcionamiento. 

(Sugerencia: obtener primero los valores de 60 para los que el sistema es crítica­
mente estable).

c) Obtener de forma aproximada los valores de 60 para los que el sistema es osci­
latorio. Para ello, despreciar en las ecuaciones la constante de tiempo x de la hélice.

d) Si, estando en el punto de funcionamiento 0O=1.5 rad (unos 86°), con u0 cons­
tante se procede a desviar con la mano el sistema de su posición 0.2 rad hacia arri­
ba, soltándolo después, calcular de forma aproximada la evolución temporal de la 
posición angular. ¿Qué sucedería en el sistema real, teniendo en cuenta lo obtenido 
en el apartado b)? Nota: se supone que se suelta la hélice con velocidad inicial cero.

Solución

a) La ecuación que relaciona la tensión del motor con la fuerza de empuje es una 
ecuación diferencial de orden 1, de constante de tiempo r y  de ganancia 10(1 -0)):

(/) rFe + Fe = 10(1-0)«
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La ecuación del movimiento es la de rotación:

(II) (ml + m2)l3é = FeL + (m2 -  m,)gLsen(0)

Sustituyendo valores (aproximando g=10) y despejando la derivada más alta se 
tiene:

(/)  Fe = -5Fe + 50(1 -  Q)u

(II) 0 = | F f - y s e n ( 0 )

El punto de funcionamiento se define como:

0 = -5Fe0+50u0 =* Mo= ^

2 10
0 = ~Fe0 -  —  sen(0o) =* Fe0 = 5sen(0o) => u0 = O.5sen(0o)

Linealizando las ecuaciones de obtiene:

(/)  AFe = -5AFe + 50(1 -  0O)Au -  5OwoA0 =

= -5  AFe + 50 Au -  25sen(0o)A0

(II) A0 = |A F f -y C O s(0 o)A0

Tomando transformadas de Laplace en las ecuaciones linealizadas y despejando 
se obtiene la función de transferencia:

sAFe(s) = -5AFe(s) + 50Au(s) -  25sen(0o)sA0(í) =>

i rp / \ 50 25sen(0o)s=> AFe(s) = ------ A u(s)--------------  — A 6(s)
s + 5 s + 5

s2 A0(s) = |  AFe(s) -  y c o s (0 o)A0(¿) =

= Au(s) - ^ ( 5Sep-(e°}'  + cos(0o)) Ad(s)
5 + 5 3 \ s + 5 !
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b) El sistema será estable si los tres polos tienen parte real negativa, y será ines­
table si al menos uno de los polos tiene parte real positiva. Para estudiar la estabi­
lidad se considerará en primer lugar la condición límite, es decir; los valores de 60 
para los que uno de los polos tiene parte real nula. Al ser el sistema de orden 3, el 
polo críticamente estable puede ser un polo real (en cuyo caso será un polo en s=0)
o un polo complejo conjugado (en cuyo caso serán un par de polos imaginarios puros).

La primera posibilidad (polo en s=0) se traduce en la condición:

y  cos(0o) = 0 => e0 = 90°

Con este valor los polos del sistema son:

* 50 (s = 0
s +5s +— 5 = 0 => i

3 \s = -2.5 ± 3.23 j

Como se observa los otros dos polos son estables. Para comprobar si 6()=90° defi­
ne un límite de estabilidad, tomamos un valor inmediatamente inferior y un valor 
inmediatamente superior a éste y comprobamos los polos del sistema. Los polos serán 
muy próximos a los calculados arriba, por lo que los polos complejos serán estables. 
El polo real será muy próximo a cero, pero puede ser positivo o negativo determi­
nando la estabilidad:

fcos(0o) = £ > 0  
0 = 9 0  ° - e  =>J

[sen(0o) - l

s3 +5 s2 + y ( 5  + e)í + y  e = ((s + cr)2 +a>p2)(s + a )

50-----£
=> a  = — ------ > 0

°  +(° p

Luego el polo real es estable y el sistema es estable (los polos complejos son prác­
ticamente iguales a los calculados para d0=90°.

feos(6a) = -£  < 0 
e  = 90°+e => i

|sen(0o) ® 1

+ 5 s2 + — (5 + e)í -  —  e = ((j + a )2 + cop2j(s + a )

-50/3 £
a  -  — — < 0 

°  + 03 p

Luego el polo real es inestable, y el sistema es inestable.
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Se concluye que el sistema es estable para puntos de funcionamiento 60 <90° y 

será inestable para 00>90°.
Falta por comprobar la segunda posibilidad en cuanto a los polos críticamente 

estables, es decir, que haya dos polos imaginarios puros. En este caso se tendría:

s3 + 5s2 + (5sen(0o) + cos(0o))s + y  cos(0o) =

= (s2 + (o2)(s + a )  = s3 + as2 + co2s + acó2

Igualando término a término se obtiene:
a  = 5

acó2 = y  cos(0o) => a>2 = y c o s ( 0o)

(o2 = y  cos (60) = y (5 se n (0 o) + cos(0o))

=> sen(0o) = 0 => 0 0 = ^ 0

Por lo que las posibles soluciones están justo en el límite del rango posible de 
movimiento de la maqueta. Es decir; esta segunda posibilidad no da ningún límite de 
estabilidad válido.

c) Si se desprecia la constante de tiempo de la hélice se tiene un sistema de orden 
2. En primer lugar habrá que obtener la junción de transferencia en este caso:

(/) F , -10(1-0)1*

(II) e  = ^Fe -  y  sen(0) = y  (1 -  6)u -  y  sen (6)

El punto de funcionamiento es el mismo, y la linealización da la función de trans­
ferencia:

A6 = y  Aw -  y  u0A6 -  y  cos(0o)A0

20
Ad(s) 3(j(s) = -------- = ------ 7«---------------j-«----------
A u(s) s2 + + _ cos(0o)

Los polos del sistema son ahora:

s = ^ | - y  sen(0o) ± ^ y s e n 2(0o) -  y  cos(0o) j
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El sistema será oscilatorio si los polos tiene parte imaginaria, es decir, si el tér­
mino dentro de la raíz es negativo:

100 40
-sen2(0o) ------cos(0o) < 0

cuya solución es 

es decir

9 3

5cos2(0o) + 6cos(0o) -  5 > 0

1 > cos(0o) > 0.566

0° < 0O < 55.53°

á) Para el punto de funcionamiento 60=1.5 rad, se tiene: 
u0 = O.5sen(0o) = 0.4987 V 

En este punto de funcionamiento, la función de transferencia es:

1 0 %
A u(s) s5 + 5 r + 1 6 .8 6 j+ 1.179

Si la tensión de entrada permanece constante, se tiene que Au=0. Por otra parte, 
si se desvía el sistema deforma externa (con la mano) de la posición de equilibrio, 
se tiene que las condiciones iniciales de la variable de salida A6 no son nulas. En 
concreto, como se desplaza 0.2 rad hacia arriba, y se suelta partiendo del reposo se 
tiene que:

Ad(t = 0) = 0.2 rad

Ad(t -  0) -  0

Como el sistema es de orden 3 se necesita también el valor inicial de la deriva­
da segunda. En el momento en que se suelta, la fuerza de empuje vale:

Fe0 = I0u0 = 4.987 N

De la ecuación dinámica del movimiento se obtiene la condición inicial para la 
aceleración:

Ad(t = 0) = ^Fe(t = 0) -  y sen (0 (í = 0)) =

2 10
= -4 .9 8 7 ----- sen(1.5 + 0.2) = 0.019 ra d ls2

3 3
Para obtener la salida hay que escribir la ecuación diferencial que relaciona Au 

con A6, y tomar transformadas de Laplace, teniendo en cuenta las condiciones ini­
ciales:
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G(s) =
s3 + 5 / +16.86s + 1.179

<*> A0 + 5A 0 + 16.86A0 + 1.179A0 = 33.33A«

Tomando transformadas (teniendo en cuenta que Au=0, y que hay condiciones 
iniciales) se obtiene:

s3A6(s) - s2 A0(O) -  A0(O) + 5s2A6 - 5 sA6(0) +
+ 16.86sA0(s)-16.86A0(O) + 1.179A0(s) = 0

4 x - s 2A0(O) -  5sA0(O) -  16.86A0(O) -  A0(O)
A0(s) = ------------- ------- -̂--------------------------------- --

s3 + 5s2 +16.86s + 1.179
_ 0.2s2 + 5 + 3.391

s3 + 5s2 + 16.86s +1.179

La evolución aproximada se obtendrá como la transformada de Laplace inversa: 

A 0(f) = -0.2055é--007142' + 0.00548<?'2464' cos(3.23/ + 0.06772)

PROBLEMA 54. Amortiguador de gas

Se quiere modelar la dinámica del amortiguador de gas representado en el dibujo:

F

L=0.4m
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Cuando el émbolo se mueve cambia la presión de las dos partes del cilindro, cir­
culando entre ellas un caudal másico de gas Qm. Se pide:

a) Obtener las ecuaciones diferenciales que relacionan la fuerza aplicada F con el des­
plazamiento x y la masa de gas m, presente en la parte inferior del cilindro sabiendo que:

- La masa total de gas en el cilindro es constante e igual a: m¡+m2= 1 kg.
- La longitud en reposo del muelle es de 0.3m.
- La masa del émbolo es de 2kg.
- El caudal másico de gas que pasa de una parte del cilindro a la otra es Qm=c(Pr P2), 

estando Qm en kg/s, y las presiones en Pa, siendo c una constante desconocida.
- Se supone para simplificar que el gas se comporta de forma isoterma (su tempe­

ratura se supone constante), cumpliendo la ecuación de los gases perfectos 
PV=mRT, donde R es una constante y m es la masa del gas en el compartimento.

- La presión del gas en reposo es de P,=P2=P0= 400000 Pa.
b) Obtener en función de c la función de transferencia aproximada entre F y x alre­

dedor del punto de funcionamiento Fo=10N.
c) Estando el sistema en equilibrio con una fuerza de F=10N se retira esa fuerza, 

observándose que el émbolo sube alcanzando una altura máxima de x=0.245m en 
0.23 segundos. Calcular de forma aproximada el valor de la constante c.

d) Calcular la evolución con el tiempo de la posición del émbolo en el supuesto 
anterior.

Solución

a) Las ecuaciones del sistema son la del movimiento:
(/) Mx = - F - M g - K ( x - Q 3 )  + (P{ - P 2)S 

y la del flujo de gas de un compartimento a otro:
(II) m2 = -m, = Qm = c(P{ -  P2)

Para obtener las ecuaciones diferenciales hay que expresar las dos ecuaciones 
anteriores en función de x y m¡. Para ello se aplica la ley de los gases perfectos, tenien­
do en cuenta que la evolución se considera isoterma:

PXVX = PtSx = mtRT
P2V2 = P2S (0 .4 -x ) = m2RT
PQV = P0S • 0.4 = (mx + m2)RT

m. 0.4/*
x (m, + m2)

= 0.4Pn —

P2 -
m2 0.4Pn

0.4 -  x (ml + m2)
= 0.4P„

0.4- x
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Con lo que las ecuaciones quedan:

(/)  j f . . ± f . í . £ (;t. o . 3 , + a 4 í -s '"J H'l/ ' s
M M M x M ( 0 .4 - JC)

(II) mx = - c í  0.4P0 ^  -  0.4P0 (1 “ )
x " (0 .4 -x )

Sustituyendo valores queda:

1 „ « o  i 1" '”!)(I) x -------F -  9.8 -  148(x -  0.3) + 6.283-^- -  6.283
2 x (0.4 - x )

(II) mx = -1 60000cí ̂
1 l x  ( 0 .4 - x)

b) Para obtener la función de transferencia hay que linealizar las dos ecuacio­
nes. El punto de funcionamiento es Fo=10N:

0 = -c(P]0 -  => Pl0 =P2D=P0 = 400000 Pa

0 = - - F 0 - g - l4 S ( x 0 -0 .3 )  + S(P10- P 20) => x0 = 0.2 m

f e o .  _ ig_ _ 0.5 kg  10 0.4/?, 0.4
Las aproximaciones lineales son:

(I) Ax = -0.5AF -
m

148 + 6.283—v  + 6.283
(0 .4 -  x0)

6.283 6.283

\ o 0.4 -  X„
A m.

(II) A m, = 160000c( + --- Ax ■
U o 2 (0 .4 -  x0) J

160000c
\x 0 0 .4 - x 0

A m,

que, sustituyendo valores da:
(/) AJc = -0.5AF -  305Ax + 62.83Amx
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(II) Am, = 4 -1 0 6cA x-1 .6-106cAw,

Tomando transformadas de Laplace (suponiendo nulas las condiciones iniciales), 
y despejando se obtiene la función de transferencia aproximada:

(11) sAmx(s) = 4-106cA t(s)-1 .6 -106cAm1(s)

* ,  ̂ 4 -10V  , s
=* A ot,(í)------- , .  . n 6  A*(s)s + 1.6-10 c

(/) s2 Ax(s) = -0.5AF(s) + 9.075Ax(s) + 62.83Am, (s) =

4 - 106c 
s +1.6-10° c

Ac(í ) -0.5(í  + 1.6-106c)

-0.5AF(í ) -  305Ax(s) + 62.83-----At(s)

G(s) =
AF(s) s2(s + 1.6 • 106c) + 305(s + 1.6 • 106c) -  251.32 • 106c

Áx(s) 0.5s + 0.8 -106c
G(s)

AF(s) /  +1.6 •1 0 °c /+ 3 0 5 í + 236.7-10V

c) La retirada de la fuerza de ION es equivalente a una señal escalón de valor -10  
para AF, por lo que la evolución de Ax(t) es la respuesta ante un escalón de valor 
-10 de la función de transferencia anterior. Si la altura máxima que alcanza el émbo­
lo es de xmax=0.245m, eso implica un valor máximo para Ax:

Ax = x — xn = 0.045 m‘~%/vmax max 0

Este dato permite obtener la sobreoscilación de la respuesta ante escalón, pues el 
valor en que se estabiliza Ax tras el escalón se obtiene sin más que multiplicar el 
valor del escalón por la ganancia estática de G(s):

5 A s^ -A x C o o ) 0 .0 4 5 - ( -1 0 G (0 ) )  0 .0 4 5 -0 .0 3 3 8  ^
Ax(oo) (-IOG(O)) 0.0338

Por otra parte, el tiempo en que tarda en llegar a ese valor máximo es el tiempo 
de pico, que es :

tp = 0.23 seg

Si el sistema fuera de segundo orden estándar; los dos parámetros anteriores per­
mitirían calcular la función de transferencia. Como el sistema es de orden 3, habrá 
que hacer una aproximación: se supondrá que el polo real es mucho más rápido que 
los polos complejos, deforma que el comportamiento del sistema de orden 3 se apro­
xima al de un sistema de orden 2. Según esto, la función de transferencia se puede 
escribir como:
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G(s) =
Ax(s) 0.5s + 0.8 • 10 6c
AF(s) s3 + 1.6- 106cs2 + 305í + 236.7-106c

_ 0.5s + 0.8-106c

(s2 +2%(ons + (ú 2)(s+a)

Si el comportamiento del sistema se puede aproximar al de los polos complejos, 
se pueden utilizar las ecuaciones del sistema de segundo orden estándar para cal­
cular el amortiguamiento y la frecuencia natural:

ó = 0.33l = e ^  => g = , 1 =0.332I 2

r + Un(á)J

t.  = 0.23 = — --------
cop

=> cü = ------- , K = 14.48 rad / í
0.23V1 -  0.3322

Igualando los denominadores se tiene:

s3 +1.6- 106cs2 + 305í + 236.7- 106c = (s2 + 9.615s + 209.68)(s +a)

De donde igualando término a término se obtienen las siguientes ecuaciones:

1.6- 106c = a  + 9.615 

305 = 9.615a + 209.68 

236.7-106c = 209.68a

Se podría resolver por mínimos cuadrados, puesto que se tienen 3 ecuaciones y 
solo 2 incógnitas. El resultado que se obtiene es

a  = 9.9384 

c = 0.8804-10"5
Sin embargo en este caso no está claro que esta sea la solución más correcta. Otra 

posibilidad es despejar de la segunda ecuación, de donde se obtiene
a  -  9.914

De la primera ecuación se obtiene

c = 1.22-10"5
De la tercera ecuación se obtiene

c = 0.878 -10'5
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por lo que se podría tomar el valor medio:

c = 1.05 10'5
En todo caso no deja de ser una aproximación, puesto que el sistema no es de 2S 

orden estándar.
Tomando por ejemplo este último valor, la función de transferencia queda:

__________0.55 + 8.4__________ 0.5(5 + 16.8)_______________
" 53 + 16.8í 2 + 3055 + 2485 “ j((j + 3.19)2 + 15.112 )(5  +10.4)

Con este resultado se puede comprobar la validez de la suposición inicial. El polo 
real es -10.4, mientras los polos complejos tienen una parte real de -3.19, por lo que 
son ligeramente dominantes respecto el polo real. La suposición de que el sistema se 
aproxima a uno de segundo orden no es del todo exacta, pero puede ser razonable.

d) Para calcular la evolución con el tiempo del émbolo bastará calcular la trans­
formada de Laplace y realizar la transformada inversa. En este caso ÁF es un esca­
lón de valor -10, por lo que:

. , x 0.55 + 8.4 -1 0
Ax(s) = ----------- z-------------------------- 

53 + 16.852 + 3055+ 2485 5
= ___________55 + 84 ________
~  5 ((5  + 3.19)2 + 15.112 )(5  + 10.4) 

Ax(t) = 0.0338 -  0.0109e'104' -  0.026e‘319' cos(15.111 -  0.495)

Por lo que la evolución de la posición absoluta del émbolo será: 
x(t) = Ax{t) + x0 =

= 0.2338 -  0.0109éT104' -  0.026<T3 19' cos(15.1 lt -  0.495)

PROBLEMA 55. Levitación magnética

La figura muestra un sistema de levitación magnética:
L

- w v —íóffo(r— «"j

donde la fuerza F de atracción magnética depende de la corriente que circula por la
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i
bobina y de la distancia de la bola al electroimán según: F = — , con F en N, i en

y
A e y en m. Sabiendo que el aire produce un rozamiento viscoso sobre la bola de coe­
ficiente c=10Ns/m:

a) Obtener las ecuaciones diferenciales que definen el sistema y expresarlas en 
forma de ecuaciones de estado válidas (para ello elegir las variables de estado de forma 
correcta).

b) Obtener las ecuaciones de estado lineales aproximadas y la función de trans­
ferencia aproximada entre u e y en función del punto de funcionamiento u0.

c) Si se mide la altura y con un sensor y se define la tensión de entrada como u=u0+ 
k(y-y0), ¿Cuál es el rango de valores de u0 en los que existe algún valor de k para el 
que el sistema es estable?. ¿Y si se mide también la corriente i, definiendo la entra­
da como u=u0+k,(y-y0)+k2(i-io)?

d) Si se mide la altura y con un sensor, y se define la tensión de entrada como u=ky, 
¿Existe algún valor de k para el que el sistema sea estable?

Datos: m=lkg, L=0.01H, R=1Q.

Solución

a) La ecuación el movimiento es:

my = mg -  F -  cy = m g ------- cy
y

Mientras que la ecuación del circuito eléctrico es:

T d Í  D -u = L — + Ri 
dt

Definiendo los estados como y  > JM , y despejando de las ecuaciones anteriores 
se expresan las ecuaciones en representación interna:

f - ydt

dy i2 c .
dt my m

di R . 1
— ------ 1 + —u
dt L L

que, sustituyendo los valores quedan:
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T - idt

^  = 9 . 8 - - -  10j
dt y

-  = -100 /+  100« 
dt

bj Para linealizar las ecuaciones anteriores se calcula en primer lugar el punto 
de funcionamiento:

0 = -1 00/0 + 100m„ => i0 = Uq

0 = 9.8 -  => y0 = —
y0 9.8

Las ecuaciones aproximadas lineales son:
dAy
dt

Ay

dAy i02 L . . 1f. . . 9.82 19.6 .
— -  = T Ay -  2 — Ai -  10Ay = - ¡ - A y  -  10A>’--------- Ai

dt y0 y0 u0 u0

—  = -100A/ + 100Aw 
dt

Para obtener la función de transferencia se toman transformadas de Laplace:

sAi(s) = -100A/(í) + 100Aw(s) => A i(s) = — A u(s)
s +100

o  o2 \Q
s2Ay(s) = —j~Ay(s) -  lOíAyO)------—Ai(s) =

Uq Uq

= ^ - A y ( s )  -  WsAy(s) -  — ~ ^ r &u(s)
Uq Uq S +  100

de donde se obtiene:
-1960  

Ay(í) u0
G(s) =

A u(s)
s2 + 10í -  l(s + 100)

96.04
2

\  U0
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c) Si se define la entrada como una realimentación de la salida Au=-k(Ar-Ay) 

(donde en este caso Ar=0) la función de transferencia aproximada en bucle cerra­
do es:

M(s) =
- kG(s)

1 -  kG(s)

1960A:

+ 10í-
%.04'\ 0  + 100) +

1960¿

1960*

3 11A 2 96.04 1960k 9604S + 110í + (1000------ r— )s + --------------- r—
M0 u0 u0

Otra forma de obtener el polinomio característico en bucle cerrado en este caso 
es sustituir en la ecuación de estado aproximada Au=kAy, obteniendo la matriz del 
sistema y sus valores propios. El resultado es el denominador de M(s). Para com­
probar la estabilidad se estudia en primer lugar el caso en que el sistema es críti­
camente estable. Habrá un polo en s=0 si:

1960 k 9604
=  0 k =

4.9

Para ese valor de k, los otros dos polos serán:
96.04,

s + 110s + (1000- ■) = o

- 110:

S =

1102 - 4 ( 1 0 0 0 - ^ ^ )

Estos dos polos serán estables siempre que:

1 0 0 0 - ^ ± >  o => UQ > 0.31

En ese caso existirá un valor de k para el que el sistema es estable, pues para k 
ligeramente menor o ligeramente mayor que 4.9!u0 los tres polos serán estables. Para 
comprobar si k debe ser mayor o menor se toma por ejemplo u0= l y k=5, obtenién­
dose unos polos: -101.0758, -8.7013, -0.2229.

Si el punto de funcionamiento es u0<0.31 cuando se tiene un polo críticamente 
estable hay otro que es inestable, luego el sistema es inestable. En este caso habría 
que comprobar la segunda posibilidad en la que se pueden tener polos críticamente 
estables, es decir; polos imaginarios con parte real cero. La ecuación sería:
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3 2 96.04. 1960k 9604
S + 1 lOs +  (1000------- — )*£ H-------------------------- r—

= (s2 + co2)(s + a) = 5 + as2 + co s + acó

que no tiene ninguna solución posible si u0<0.31,pues af es siempre positivo.
El rango de puntos de funcionamiento en que el sistema se puede estabilizar con 

la realimentación de la salida es u0>0.31.
Si se mide también la corriente y se define la entrada como: Au=k}Ay+k2Ai el 

polinomio característico en bucle cerrado se puede obtener a partir de la matriz 
del sistema en bucle cerrado:

dAy
~dt~

Ay

9.82 1AA. 19.6 A.
—r -a y  -  10A j--------Ai

dAy 

dt

= -100 Ai + 100(^,Ay + k2 Ai)
dt

Con lo que el polinomio característico es: 

\sJ-A \ =
s -1 0 1

96.04
5+10

19.6
2u0 «0

-100*, 0 5 + 100(1 - k 2)

= 53 + (110 -  100¿2)s2 + (1000 -  1000&2 -  ^^ -)s  +
u0

1960A, 9604(1 - k 2)
+  2 u0 u0

Si u0>0.31 es evidente que el sistema se puede estabilizar (basta con hacer k2=0 
y se tiene el caso anterior). Así pues se considerará el caso u0<0.31. El sistema 
será críticamente estable (con polo en s=0) si:

4.9(1 -  k2)1960¿, 9604(1 - k 2)
K =

En ese caso los otros dos polos son las raíces de:

s2 + (1 1 0 - 100*2)$ + (1000 -  1000/t2 -
96.04

Uñ
) = o

Las raíces de este polinomio son:
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- 1 1 0  +  1 0 0 ¿ 2 ±

S =  '

96 04
(110 -  100it2)2 -  4(1000 -  1000¿2 -  )

un*0
2

Para que estas raíces sean estables (parte real negativa) se debe cumplir que:

y además
-110 + 100¿2 <0  => ¿2 < 1.1

(1000 -  1000¿2 - ^ ^ ) >  0 => k2 < l -  °-Q92604
M0

que se resume en
0.09604

L  < 1 -'2 2 
UQ

Como conclusión, para cualquier valor de u0 distinto de cero existen los valores 
de k2 y k¡ tales que el sistema en bucle cerrado es estable, ya que basta tomar k2 de 
forma que se cumpla la condición anterior; y tomar después k¡ ligeramente mayor 

4.9(1 -  k )qUe _:-2_ £ omo ej empi0y s¡ se toma u0=0.1, k2=-10, k¡=600, los polos en bucle
u0

cerrado son: (-1109.7, -0.14355+ 32.823Í,-0.14355- 32.823Í). 
dj Si se define u=ky las ecuaciones exactas en bucle cerrado son:

T - ydt

^  = 9 . 8 - - - 1 0  y 
dt y

-  = - l0 0 i  + l00ky 
dt

El punto de funcionamiento es ahora:
2

0 = 9.8 -  => ^
y0 9.8

0 = -100/0 + lOOky0 => i0 = ky0 = k ̂  => i0 = ^  => jy0 =

Para comprobar la estabilidad se calcula el sistema lineal aproximado:
dAy .
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= JíL. Ay -  2 — Ai - 10Ay = k2Ay -  lOAy -  2kAi 
dt y0 y0

—  = -100  Ai + 100 kAy 
dt

Los valores propios de la matriz de estado en bucle cerrado son las raíces del polinomio:

s - 1 0 1
\sl -  A\ = - k 2 5 + 10 2 *

-100  * 0 5 + 100

=  53 + 1 10s2 + (1000 -  k2)s +100 k2

Para comprobar la estabilidad se estudia la posibilidad de que el sistema sea crí­
ticamente estable. No puede haber un polo real en s=0, porque en ese caso k=0, lo 
cual no es una solución válida (u sería cero). La otra posibilidad es que haya un par 
de polos complejos con parte real nula:

s3 + 110s2 + (1000 -  k2)s + 100*2 = (s2 + (02)(s + a) =

= s3 + as2 + (o2s + acó2

de donde se obtiene:

o)2 = 1000 - k 2 =

a = 110 
100*2 100*2 *  = 22.887

a 110
Para este valor de k, el polo real es estable por lo que el sistema sí se podrá esta­

bilizar. Si se toma un valor de k menor que 22.887 se comprueba que los polos son 
todos estables.

PROBLEMA 56. Levitación en chorro de aire

El sistema siguiente modela la levitación de una bola en un flujo de aire vertical:
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donde u es la tensión que se aplica al motor de continua, vs es la velocidad del aire 
cuando sale de la hélice y va(y) es la velocidad del aire a una altura y_(que disminu­
ye con la distancia a la hélice). Sabiendo que:

- La relación entre la señal u y la señal vs2 ha sido determinada experimentalmente

quedando definida por la función de transferencia G(s) = —- —
s +10

- La función que define la relación de la velocidad del aire con la altura es

- La fuerza de rozamiento viscoso entre el flujo de aire y la bola es proporcional 
a la velocidad relativa entre éstos y el coeficiente es c= l.

Calcular:
a) Las ecuaciones diferenciales que definen el sistema.
b) Las ecuaciones lineales aproximadas. Expresarlas en forma de función de trans­

ferencia aproximada entre u e y, en función del punto de funcionamiento u0.
c) Si se mide la altura y con un sensor, y se define la entrada como u=u0+100(Ar- 

(y-y0)) (donde Ar es la altura de referencia respecto del punto de equilibrio y0), obte­
ner el mínimo valor de u0 para el que el sistema aproximado en bucle cerrado es esta­
ble. Obtener la frecuencia con que oscilaría el sistema en bucle cerrado en ese punto 
de funcionamiento.

d) Si en lugar de definir la realimentación con incrementos, se define directamente 
u=100(r-y) (en las ecuaciones exactas), obtener el valor de r0 que da lugar al mismo 
punto de funcionamiento anterior (es decir al mismo valor de y0). Determinar si el sis­
tema realimentado es estable en ese punto de funcionamiento.

Datos: m=0.1kg. Todos los datos en unidades del S.I.

a) La ecuación diferencial que relaciona la velocidad de salida del aire del ven­
tilador con la tensión de entrada es:

Solución

2vsvs + 10vs2 = 5  u => v, = -5vs + —  (/)
2v,

La ecuación diferencial del movimiento vertical de la bola es: 

my = -m g  -  c(y -  va(y)) = -m g - c y  + cvse~ly
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que sustituyendo valores queda:

5̂ - l O - l O j  + lO v/-2" (//)

b) El punto de funcionamiento queda definido por:

0 = -10  + l0vsOe~2y° => y0 = ^-ln(-y)

Las ecuaciones lineales aproximadas son:

2 v so ) 2vj0 ^

Ay = -lO Aj -  20vs0e~2y°Ay + 10e~2v°Avs = -lOAj -  20 Ay + ' "j-lT Avv

Av„ = I -5  -  " U°„ \ Av,. + — Au = -10Av„ + — Au

Tomando transformadas de Laplace en las ecuaciones anteriores y despejando se 
obtiene:

5

sAvs(s) = -10Avs(s) + -1¡L=Au(s) =*> Avs(s) = Au(s)
¡̂2 u0 (5  + 10)

s2Ay(s) = -lOsAyO) -  20Ay(s) + Avs(s)

10V2

^  A)’('y) = i n— ^ AVí(í)(s +10s + 20)

por lo que la función de transferencia entre la tensión y la altura de la bola es:
50

G ( i ) . M £ > --------------- ü ---------------------
A u(s) (s + IO5 + 20)(5 + 10)

c) Si se define la entrada como u=u0+100(Ar-(y-y0)) se tiene en realidad Au-100(Ar- 
A y), es decir; una realimentación de la salida con ganancia 100.
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100
u

G(s) Ay

J

La función de transferencia en bucle cerrado es:

5000

M (s) = IOOG(í ) _ i/0

1+ 100G(s) (52 +105 + 20)(5 + 10) +

5000

5000

3 „ „ 2  5000s + 201$' +120 s + 200 + ........-

Para que el sistema sea estable todos los polos deben tener parte real negativa. 
El límite de estabilidad se dará cuando haya un polo con parte real nula. Si fuera un 
polo real en s=0, se tendría que

5000200 + 0

que no da ninguna solución válida (si u0 es negativa el ventilador aspiraría la bola 
hacia abajo). La otra posibilidad es un par de polos complejos conjugados con parte 
real cero. En ese caso se tiene:

s3 + 20 Í2 + 1205 + 200 + = (s2 + co2)(s + a) =

= s3 + as2 + (o2s + acó2

de donde igualando término a término se obtiene: 
a = 20

(tí2 =120

aa)2 = 200 + = 2400 Uq = 2.2727 V

Para valores mayores que éste el sistema sería estable. Para comprobarlo basta 
con calcular los polos para un valor ligeramente mayor de 2.2727.
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En el punto de funcionamiento u0-22727  el sistema tendría dos polos imagina­
rios puros de parte imaginaria (0=10.954 radlsf por lo que ésta es la frecuencia con 
la que oscilaría.

Para u0=2.2727f el valor del punto de funcionamiento es y0=0.032.
d) Si se define la realimentación sin incrementos u-lOO(r-y), las ecuaciones dife­

renciales del sistema quedan:
c 500(r -  y)

v, = -  5 v ,+ ----  ---- J— ( /)
2 v s

y  = -10  -  lOy + I0vse~2y (II)

El punto de funcionamiento quedará definido ahora por:

0 = -10  + 10vj0e

0 = -5v*n + soofo - y 0)
s 0 ^

2vi0
Para que el punto de funcionamiento sea igual al anterior (y0=0.032) se tiene:

vs0 -  1.06609 =* r0 = 0.05473

Para comprobar si el sistema es estable en ese punto de funcionamiento hay qye 
obtener el sistema lineal aproximado:

. ( 250 , \ 2 5 0 . 250
Avs = - 5 -----—(r0 - y0) \ Av5 + ----- Ar ------- Ay =

= -10Avs -  234.5Ay + 234.5Ar

Ay = -lO A y- 20vj0e"‘2VoAy + 10e -nAvv = -lO A y- 20Ay + 9.3809Avv 

Tomando transformadas de Laplace y despejando se obtiene:
Ay(s) 2200 2200
A r(s) s3 + 20 s2 +1205 + 2400 (s2 +10.9542 )(s + 20)

por lo que el sistema tiene dos polos imaginarios con parte real cero, es decir, es crí­
ticamente estable, lo que significa que no es estable desde el punto de vista BIBO.

PROBLEMA 57. Submarino

El sistema de control de profundidad de un submarino está formado por un depó­
sito de compensación, que puede llenarse parcialmente de agua para compensar el 
empuje y el peso, y de esta forma hacer que el submarino suba o baje. El volumen 
total del submarino es constante e igual a 15 m3. La masa total del submarino (con
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el depósito de compensación vacío) es de 14000 kg. La forma de modificar la fuer­
za es hacer que el depósito de compensación se llene más o menos de agua, con lo 
que el peso supera al empuje o al revés. Para poder hacer esto, se dispone de un poten­
te compresor de aire que permite fijar a voluntad la presión en el depósito (/?,). El 
caudal de agua desde el depósito al mar (o viceversa) depende de la diferencia entre 
esta presión y la presión exterior pe, de forma que q = 10"6 (/>.. -  p e), estando en uni­
dades internacionales. La presión exterior depende de la profundidad p e = pgh , con 

p = 1000kg! rn

Depósito de 
compensación

l
Aire a presión 

.Agua

a) Obtener las ecuaciones diferenciales que modelan el comportamiento del siste­
ma, considerando como entrada la presión p¡. Expresarlas en representación interna.

b) Obtener las ecuaciones linealizadas en representación interna en función de la 
profundidad de equilibrio h0.

c) Obtener la función de transferencia aproximada entre la entrada (p,) y la sali­
da (h), estudiando su estabilidad en función de h0.

d) Para controlar la profundidad del submarino alrededor del punto de funciona­
miento h0=500m se decide medir la profundidad h y realimentar de forma que 
Ap = k{ Ar -  Ah) ¿Es posible estabilizar el submarino de esta forma? Si no es así,

¿cómo se podría estabilizar?

Solución

a) Por una parte se tendrá la ecuación del movimiento vertical:

mThj = mTg -  E

donde mT=14000+ma es la masa total del submarino (incluida el agua del depósi­
to), y donde el empuje es constante E=15000g (el volumen desalojado por el sub­
marino es constante). Desarrollando la ecuación se obtiene:
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— ((14000 + ma)h\ = (14000 + ma)h + mah = 
d tv '

= (14000 + ma)g -  15000g = mag -  lOOOg 

despejando la derivada más alta se obtiene:

 ̂ mah + 9.8ma -  9800
" ~ (14000 + ma) + (14000 + ma)

Por otra parte se tiene la ecuación de llenado del depósito de compensación. El
caudal volumétrico es q -  I0~6(p¡ -  p e) , por lo que la ecuación de la evolución
del volumen de agua es:

Va = -10-6(A -  pe) = -1 0 “6(pí -  9800h)
donde el signo negativo indica que el depósito se vacía si la presión interna es mayor 
que la externa.

Si se define como variable la masa de agua en lugar del caudal se tendrá:
Me = PK ~ — 10-3 ( -9800/í) 

que es la segunda ecuación diferencial que define el sistema. Para expresar las ecua­
ciones en representación interna se definen los estados: h, h ,ma. Las ecuaciones en 
representación interna serán:

—  = h 
dt

dh rhah 9.8ma -  9800
~ dt~ ~  (14000 + ma) + (14000 + ma) ~ 

10~3(p, -  9800h)h 9.8ma -  9800 
(14000 + ma) + (14000 + ma) 

^  = -1 0 ‘3(p, -9800/í)
dt

b) El punto de funcionamiento es:

Pío = 9800/Zo 

ma0 = 1000

Las ecuaciones linealizadas son:
dtsh

= M  
dt
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dAh 10*(pn-W Q Q hJ  >¿ _ nArt 9.8-14000 + 9800
dt ~ (14000 h

que, sustituyendo queda:

A h + O Ap, + —------------------ —  Amn + OA h
dt (14000 + ma0) ' (14000 + ma0)2

—  »6.533 - lo -4 Ama 
dt

dAm„
— = -1 0 ”3Ap +9.8A/?

dt
c) Tomando transformadas de Laplace y despejando se obtiene la función de trans­

ferencia:

sAma(s) = -10~3 Ap¡(s)+ 9.8Ah(s)

s

s2Ah(s) = 6.533 • 10-4Ama(s) = 6.533 • 10-4 ~ 1Q ¿P¡(s) + 9.8Áh(s)
s

por lo que la función de transferencia es:
A h(s) -6 .533-10-7

G(s)- Ap.is) s3 -  6.4023-10"3
Para estudiar la estabilidad, como la función de transferencia es constante (no 

depende de h0) bastará con calcular los polos:
[0.1857

s — 6.4023 -10 = O => í - J  [-0.09285 ± 0.1608;
por lo que hay un polo con parte real positiva, y el sistema es inestable.

d) Se define el sistema en bucle cerrado como: Ap¡ = k(Ar -  Ah), es decir, una
realimentación de la salida con controlador k. La función de transferencia en bucle 
cerrado será por tanto:

kG(s) -6 .533-10k
M(s) = ----------  = ----------------r-------------- =—

1 + kGis) s — 6.4023 ■ 10 — 6.533 - \ Q k
Para comprobar si existe algún valor de k para el que el sistema en bucle cerra­

do es estable se comprobará en primer lugar el caso críticamente estable (un polo 
con parte real nula). Para tener un polo en s=0 la condición es:

-6.4023 • 10"3 -  6.533 • 10~7£ = O => k = -9800
En ese caso el sistema tiene los 3 polos en s=0. Se puede comprobar que para
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un valor de k inmediatamente superior o inmediatamente inferior a éste hay siempre 
al menos un polo con parte real positiva, por lo que el submarino no se puede esta­
bilizar.

Para estabilizar el submarino sería necesario medir alguna otra variable de esta­
do. Si se mide además de h, su derivada y la masa de agua en el depósito se puede 
definir una realimentación del estado de la forma:

Con esta realimentación se puede conseguir los polos en bucle cerrado que se 
deseen, por lo que el submarino sí se puede estabilizar (basta con elegir los 3 polos 
con parte real negativa).

PROBLEMA 58. Polea con depósito

El sistema de la figura consta de un cilindro que gira alrededor de un eje fijo. Dicho 
cilindro tiene una cuerda enrollada, en cuyo extremo cuelga un depósito. Solidaria al 
cilindro hay una barra de longitud L y peso despreciable, que tiene en un extremo una 
masa m. Por efecto del peso del depósito, el cilindro gira con lo que la masa m se 
eleva. La variable de entrada al sistema es el caudal de entrada al depósito, y la varia­
ble de salida es el ángulo 6 .

a) Obtener las ecuaciones diferenciales que modelan el comportamiento del sis­
tema.

b) Expresar las ecuaciones anteriores en representación interna.
c) Obtener la función de transferencia aproximada entre la entrada u y el ángulo 

d, en función del punto de funcionamientos,,.
d) Estudiar la estabilidad del sistema en función de 60.

A». = k.Ah +k.Ah + k,Am + k  ,Arr  i 1 2 3 a ref

ir
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Datos: L=2m, m=100kg, R=0.1m, Sección depósito: S=lm2, Orificio de salida: 

As=0.001m2. Peso del depósito despreciable.

Solución

a) Si se llama T a la  tensión del cable, las ecuaciones del movimiento son:

mgLcos(d) -T R  = mÜd

j t ( m aguay )  = j t ( s h p y )  =  ~ T + s h P s

donde y representa la posición vertical del depósito desde la polea hacia abajo (la 
variable y aumenta conforme el depósito desciende).

Si se supone que el cable es rígido se tiene que:

y = -R d  =*> y = -R d

por lo que sustituyendo se obtiene:

Shpy) = -S p R ~ (h d )  = - T  + Shpg => T = Shpg + SpR-j^hé)

Con lo que la ecuación final del movimiento es:

mgLcos(d) -  SRhpg -  SpR2[hd + hO) = mÚd 

Sustituyendo los valores y simplificando queda:

¿ 2OOOcos(0) -  1000/? -lOhÓ
(/)  U —

400 + 10/*
Para completar las ecuaciones que describen el sistema falta la ecuación de lle­

nado del depósito:

S h - u  -  As^ 2  gh

que sustituyendo valores queda:

(II) h = u -A A 1 2 -\Q -i 4h
b) La expresión de las ecuaciones anteriores en representación interna se obtie­

ne sin más que definir los estados: x{ =6 x2 - 6  x3 = h, y expresar las ecuacio- 
nes anteriores de la forma:

x, = f x(xx,x2,x3,u)

* 2  =  f 2(X i ,X 2,X3,U)

x3 = f 3(xx,x2,x3,u)
En este caso se tiene:
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2000cos(jt,) -1000*3 -  \0x2[u -  4.472 • 10 3 sjx^)

400 + 10*3
x3 = u -  4.472 • 10-3V ^

donde se ha sustituido la expresión de la derivada de h para tener una representa­
ción interna correcta.

c) Para obtener la función de transferencia aproximada entre la entrada y el ángu­
lo hay que linealizar las ecuaciones. El punto de funcionamiento es:

0 =  2000cos(eo)- \0 0 0 lh  ^  eos
400 + 10/2,, * 0

0 = u0 -  4.472 • 10'3^  => u0 = 6.324 • lO'3^cos(0o)

Se linealizarán las ecuaciones (I) y (II) por separado, para tomar después trans­
formadas de Laplace, y despejar más fácilmente la función de transferencia pedida.

A¿ = -2000sen(eo) Ag +
400 + 10/Jq

-1000(400 + 10/^) -  10(2000 cos(0o) -  1000/zp)
+ (400 + 10/Zo)2

que simplificando da:
, „  ■■ -2OOOsen(0o) A „ -400000 -  20000cos(0o) A,
(/) A 6 = ----------------- -— Ad + ---- ;--------------------- -z.....Ah

400 + 2Ocos(0o) (400 + 2Ocos(0o))

AI- A 4.472-10'3 A 1.581 -10'3
(II) Ah = A u --------- ¡=— Ah = A u ----- , Ah

^cos(60)

Tomando transformadas de Laplace (suponiendo condiciones iniciales nulas) y 
despejando se obtiene:

{U) m S ) ~ 1.581-10-3 Aw<s)

Vcos(0o)

-400000 -  20000cos(fl0)
(400 + 2Ocos(0o))2 

A^ )= J,  2000senl g j—
400 + 2Ocos(0o)

Con lo que la función de transferencia final es:
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-400000 -  20000cos(fl0) 

(/)  G(s) = Ad(S) ~ í400 + 20cOS(6>o))2
Au(s) I 2 2QOOsen(fl0) \ (  1.581-ÍO'^

4OO + 2Ocos(0o)J( ^/cos(0o) J
d) Para analizar la estabilidad hay que estudiar la parte real de los polos de la 

función de transferencia. El sistema será estable si todos los polos tienen parte real 
menor que cero. Si hay un polo con parte real positiva el sistema será inestable. 

Uno de los polos es siempre estable, pues

n 7 t 1.581-lO”3 A wnP0l0\ ......... ... ..==.....  < 0 V 0n
Vcos(0o)

Los otros dos polos dependen del valor de 60.
Si

• > 0  «  gt >  o
400 + 2Ocos(0o) 

Hay dos polos imaginarios puros:

n i rs o 2OOOsen(0o) .Polos2y3 = ± --------------—
]¡ 400 + 2Ocos(0o)

Por lo que el sistema es críticamente estable.
Si

2000sen(9o) <Q ^
400 + 2Ocos(0o)

Hay dos polos reales diferentes:

Polo2 .  .  L  200Qsen(flo) < 0 
\  4OO + 2Ocos(0„)

Polo3 .  + L  2°00«n (9 .) ,  o
\  4OO + 2Ocos(0o)

Por lo que el sistema es inestable (hay un polo con parte real positiva). 
El resumen del análisis de estabilidad es:

INESTABLE si -90<e„<0 
CRÍTICAMENTE ESTABLE si 0<6o<90
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PROBLEMA 59. Depósito con flotador

El sistema siguiente representa una esfera flotando dentro de un tanque esférico 
de agua.

La entrada al sistema es el caudal entrante, Qe, que se puede variar mediante una 
electro válvula.

a) Obtener las ecuaciones diferenciales que relacionan el caudal de entrada con el 
nivel de agua en el depósito y la posición vertical de la esfera, expresándolas en repre­
sentación interna.

b) Obtener la función de transferencia aproximada entre el caudal de entrada y la 
posición de la esfera para el punto de funcionamiento Qe0=0.06 m3/s.

c) Calcular la evolución con el tiempo de la posición de la esfera si estando en el 
punto de funcionamiento anterior se abre la válvula pasando el caudal al valor 0.065 
mVs. A la vista de la evolución temporal, ¿Se podría aproximar esta respuesta a la 
de un sistema de orden menor? Definir ese sistema de orden reducido.

d) Si se mide la posición de la esfera con un sensor y se define la entrada como 
AQe=kAy. ¿Considerando el sistema reducido anterior, se puede conseguir que el sis­
tema en bucle cerrado sea estable y sobreamortiguado? ¿Y si se considera el sistema 
total?

Datos:
- Tanque esférico: R=2m, orificio de salida As=0.01m2.
- Esfera flotando: radio r=lm, masa m=1000 kg
- Volumen de un casquete esférico de altura h: V=nh2(R-hl3), donde R es el radio 

de la esfera.
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Solución

aj Se define y como la posición de la parte inferior de la esfera, y h como el nivel 
del agua en el depósito,

La ecuación de llenado del depósito es:

—  = — \nh2(R - - ) -  n(h -  y)2(r -  =
dt d t \  3 3 j

= Qe - Q s = Qe - A s^ h

Desarrollando la derivada se obtiene

-  jth2 -  2Jtr(h -  y) + it(h  -  y)2~̂ i + 2̂̂ rr(/í -  y) -  jt(h -  y )2]j =

= Qe - A sj2 ¿ h  

que se simplifica, sustituyendo valores:

(I) ^2:th + 2ity + Jty2 -  2n.hy^i + [2jt(h -  y ) -  n(h -  y)2 Jy =

= Qe -  0.0W19.6/?

La ecuación del movimiento vertical de la bola es:
h “ v

m -y  = E -m g  = pgjt(h -  y)2( r -----— ) -  mg

que se simplifica a:

(II) y = 9.8Jt(h -  y)2(l -  ^ - )  -  9.8

Para expresar las ecuaciones en representación interna se definen los estados 
como h, y, dy/dt, quedando:
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2n(h - y ) -  7t(h -  y)2 + Qe -  0.0Wl9.6/zdh
dt 2jth + 2jry + 7ty2 -  2ithy 2Tth + 2jty + ny2 -  2jzhy

dy .
= ydt

= 9.%7t(h -  y)2( 1 -  î - )  -  9.8 
dt 3

bj El punto de funcionamiento es :

0 = Qe0-  0.01^196 => /?o = 1.8367™

O = 9.8jt(/z0 -  y0)2(l - ¿o-Jo ) -  9.8

=> h o -y 0 = 0.6355 => y0 = 1.2012/77 

Linealizando las ecuaciones se obtiene:

A h =

•Aj + ■
1-  y o) -  -  y o f

2jth0 + 2Jiy0 + Jty02 -  2jth0y0 2ith0 + 2icy0 + ity02 -  2jth0y0 

- ( g f0 -  0.01^/19.61% )(2jt + 2ny0 -  2izt%)

a a  +

A y +
(2nh0 + 2;ry0 + ^y02 -  27tl%y0)

-O.Oi^j4.9/h0(2jih0 + 2̂ ry0 + ;ry02 -  2jrh0y0)

{2x1% + 2jcy0 + jty02 -  2jih0y0)2

(Qe0- O m J l9 M 0){27t-27cy0)
Ah

[T-jiIiq + 2jiy0 + Jty2 -  2jrh0yQ )

áy  = [-\9 .6n (h 0 -  y0) + 9ÜJi{hx> -  j 0)2}a>> +

+ [\9.67i(h0 -  j 0) -  9.871(1% -  y0)2}&h

que sustituyendo valores queda:

Ah = -0.2792Aj + 0.1025AQe -  0.001674A/* 

Aj -  -26.697Aj + 26.697A/z

Para obtener la función de transferencia basta con tomar transformadas de Lapla­
ce y despejar :
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sAh(s) = -0.2792sAy(s) + 0A 025AQe(s) -  0.001674Ah(s)

, -0.2792sAy(s) + 0 .1025AQ (í)
=> A n(s) = -----------------------------------------

s + 0.001674 

s2Ay(s) = -26.697Ay(s) + 26.697A h(s) =

&y(s) 2.7364
A Qe(s) s2(s + 0.001674) + 26.697(í + 0.001674) + 7.4538s

2.7364
í 3 + 0.00167452 + 34. 150í  + 0.04469

c) Si el caudal pasa a ser 0.065 se tiene un escalón de valor 0.005 para la señal 
ÁQe , por lo que la evolución es la transformada inversa de:

Aj(0 =

A + Be-°m308t + Ce'00001827' sen(5.8438í) + De-00001827' cos(5.8438/)

Tomando transformadas, sumando e igualando los numeradores se obtiene:
A= 0.3063 
B= -0.3063 
C= -6.8559 10-5
D= -1.105810*
A la vista de los valores calculados, los términos senoidales de la respuesta son 

muy pequeños por lo que la respuesta se puede aproximar a:

que es la respuesta de un sistema de primer orden de ganancia estática K=0.3063/0.005 
y de constante de tiempo 1/0.001308:

d) Si se define AQe=káy considerando el sistema reducido de orden 1 se tiene un 
sistema en bucle cerrado:

Ay(s) =
0.005-2.7364

s(s3 + 0.00167452 + 34.1505 + 0.04469) 
0.013682

s(s + 0.001308)((í + 0.0001827)2 + 5.84382)

Ay(t) -  0.3063(1 -  é -0.001308?
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Ay(s)(l + 764.55) «  61.26A& -  61.26kAy(s)
=*> (764.55 +1 -  61.26*)Ay(j) -  O

por lo que el único polo en bucle cerrado sería:
61.26& -1  

5 = -------------
764.5

Para que sea estable basta con que sea negativo. En este caso también será sobre- 
amortiguado, por ser un solo polo real:

61.26A; -1  < 0 => k <  0.01632

La misma conclusión se obtiene si se plantea directamente la función de transfe­
rencia en bucle cerrado (suponiendo que AQe=-k(Ar -Ay), aunque Ar sea cero en este 
caso), es decir:

' x - kG(s) -61.26k
Mis) = ------------= ---------------------------

1 -  kG(s) 764.55 +1 -  61.26&
Si se considera la función de transferencia total de orden 3 siguiendo el mismo 

razonamiento se obtiene el polinomio del denominador en bucle cerrado siguiente:

53 + 0.00167452 + 34.1505 + 0.04469 -2.7364k 
Para que el sistema sea estable y sobreamortiguado el polinomio anterior debe 

tener 3 polos reales negativos. Para comprobar si esto es posible se considera en pri­
mer lugar el caso en que se tiene un polo real críticamente estable. En ese caso se 
tiene:

0.04469-2.7364Á; = 0 => k =0.0163
Para este valor de k los otros 2 polos son -0.000837 ± 5.8438j, es decir son 

estables, pero muy oscilatorios (amortiguamiento casi cero). Para que el sistema sea 
sobreamortiguado se necesita que la parte imaginaria de esos polos sea cero. Para 
ver si existe un valor de k en el que se cumple ésto se considera el caso límite en 
que se tiene un par de polos complejos conjugados con parte imaginaria cero y un 
tercer polo real, es decir:

s3 +0.001674S2 + 34.1505 + 0.04469 -2.7364A: =
= (5  + a)2 (5 + b) = 5 3 + (2 a + b)s2 + (a2 + 2 ab)s + a2b

de donde se obtiene

2a + b = 0.001674 =* b = 0.001674 -  2a 

a2 + 2ab = 34.15 => a2 +2^(0.001674 -  2a) = 34.15 

==> a = 0.000558 ± 3.374j

es decir, no existe ninguna solución real para a, por lo que no existe ningún valor de 
k en el que todos los polos tengan parte imaginaria cero.
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PROBLEMA 60. Invernadero

Un invernadero dispone de una compuerta para regular la intensidad luminosa 
según la figura:

En el interior se tiene un sensor para medir la luminosidad interior (Ls), que depen­
de de la luminosidad exterior y de la posición de la compuerta según la ecuación:

Ls = Le sen(0)

El sensor es el circuito eléctrico de la figura:

donde el elemento sensor es una LDR (resistencia variable en función de la luz que 
recibe). La relación entre la luminosidad y la resistencia de este elemento es:

La entrada manipulada (u) es el par en el eje de la compuerta. La salida a contro­
lar es la medida del sensor (y). La compuerta se supone homogénea, de masa 10 kg 
y momento de inercia respecto del eje de J=20 kg m2.

a) Obtener las ecuaciones que definen el sistema (incluyendo el sensor), y expre­
sarlas en representación interna.

b) Obtener las ecuaciones lineales aproximadas y la función de transferencia entre 
la entrada y la salida en el punto de funcionamiento definido por y0=8 V (suponien­
do la luminosidad exterior constante e igual a L = 1 0 0 ).

c) Si se define una realimentación del estado en el sistema aproximado. ¿Es posi­
ble estabilizar el sistema en bucle cerrado midiendo únicamente uno de los estados?

Sensor

10 V
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Solución

a.) Las ecuaciones del movimiento de la compuerta son:

J6 = m g^cos(8) -  u 6 = 4.9cos(0) -  0.05«

Por otra parte las ecuaciones eléctricas del sensor son:
10 = Ri + v„

i = — + 10 v 
104

v„ = -
10 105

1 + --- 1 vc + ■
R R

donde se han definido las corrientes y tensiones:
i

Sustituyendo la resistencia variable en función de la luminosidad se tiene:
105o

1 + 4
por lo que la ecuación eléctrica queda:

1 + L sen(0)
Q

( 1 + L sen(0)\
V c =  \  — i o — j Vc +  +  * s e n (  }

Tomando como variables de estado la tensión en el condensador; la posición 6 y 
su derivada (la velocidad angular) se tienen las ecuaciones en representación 
interna:

d e . e
dt 
dñ
—  = 4.9cos(0) -  0.05« 
dt
dv. 1 + L sen(0)^ 
d< - ' ( 1 +  ¡Ó jvt +l + ¿,sen(e>

siendo al salida:
y = vc
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b) Si la luminosidad exterior es constante (L=100), el punto de funcionamiento 

definido por y0=8 V es:

0 = -^1 + 1 + 1QQ^n(fl0)j 8 + 1 + lOOsen(0o) => dQ = 0.4 rad

0 = 4.9cos(0o) -  0.05wn => 
Las ecuaciones lineales aproximadas son:

dt
dAÓ 
dt

dAvc _
dt “ T "  ÍÓ )

Mn = 90.24 Nm

= -4.9sen(0o)A0 -  0.05 Au = -1.911A0 -  0.05A u

= - ^  + 1 + 1° ^ en(go)) Avf + (-10vf0 + lOO)cos(0o)A0 = 

= -5Av„ + 18.42A0
siendo la salida

Ay = Avf
Para obtener la función de transferencia entre Au y Ay basta con tomar trans­

formadas de Laplace y despejar:

s2Ad(s) = -1.91 lAd(s) -  0.05Am(s)1 Ay(s) -0.921
sAy(s) = -5Ay(s) + 18.42A0(s) | A u(s) (s2 + 1.9U)(s + 5)

cj Si se define una realimentación del estado de la forma:

Au = ktA6 + k2A 0 + k3Avc + ar 

la ecuación del sistema en bucle cerrado es: 
dAd
dt

dAÓ
dt

dAvc
dt

= A0

= -1.911A0 -  0.05^,A0 + k2A6 + k3Avc + ar^Au

-5Av + 18.42A0

por lo que los polos (valores propios) en bucle cerrado son las raíces del polinomio:
s - 1 0

1.911 + 0.05&, s + 0.05&2 0.05£3
-18.42 5 + 5

= 53 + (5 + 0.05k2)s2 + (0.25k2 +1.911 + 0.05¿,)5 + 
+ 0.921^ + 9.555 + 0.25&,
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Medir únicamente uno de los estados equivale a hacer cero las constantes corres- 
pondientes a los otros dos estados. Si se mide únicamente la posición, el polinomio 
resultante será:

s3 + 5 í2 + (1.911 + 0.05*, )s + 9.555 + 0.25*, =

= (s2 + 1.911 + 0.05*, )(s + 5)

El sistema tiene un polo en s=-5, mientras que los otros dos polos son : 

s = ±^1.911 + 0.05*,; si 1.911 + 0.05*, > 0  => *, > -38.22  

s = ±-7-1-911-0.05*, si 1.911 + 0.05*, < 0  => *, < -38.22

En el primer caso se tienen dos polos con parte real cero, por lo que el sistema es 
inestable. En el segundo caso se tiene un polo con parte real positiva, por lo que el 
sistema también es inestable. Por tanto no se puede estabilizar midiendo únicamen­
te la posición.

Si se mide únicamente la velocidad el polinomio resultante es: 

s3 +(  5 + 0.05*2 )s2 + (0.25*2 + 1-911)¿ + 9.555
Para ver si se puede estabilizar se calculará en primer lugar el valor de k2 que 

hace el sistema críticamente estable. No puede haber un polo en s=0, pues el térmi­
no independiente es constante. La única opción es pues que haya un par de polos 
complejos conjugados de parte real nula:

s3 + (5 + 0.05*2 )s2 + (0.25*2 +1.91 l)s + 9.555 =

= (s2 + co2)(s + a) = s3 + as2 + co2s + acó2
Igualando coeficientes se obtiene:

<2 = 5 + 0.05*2 

co2 =0.25*2 + 1.911 . 

acó2 = 9.555

cuya única solución válida (con a?>0) es k2=0, a=5, a?=1.911. En este caso hay dos 
polos complejos de parte real cero, y el tercer polo es estable (s=-5). Modificando 
ligeramente el valor de k2 se conseguirá que los tres polos sean estables. Por ejem­
plo , con k2= l se tienen los polos s=-5, s=-0.025+-l .38j, que son estables. Luego sí 
se puede estabilizar el sistema midiendo únicamente la velocidad.

Si se mide únicamente la tensión de salida del sensor vr el polinomio sería :

s3 + 552 + 1.9115 + 0.921*3 + 9.555

En este caso se tiene un polo en s=0 si
0.921*3 + 9-555 = 0 => *3 = -10.3746
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Para este valor los otros dos polos son:

-5  ± V25 -  4-1.911 í-4.583 
S ” 2 " {-0.417

es decir, son estables, por lo que variando ligeramente el valor de k¡ se puede con­
seguir que los tres polos sean estables. Por ejemplo para k}=-9 los polos son -4.6474, 
-0.1763 +- 0.4913j, es decir estables. Luego también se puede estabilizar el sistema 
midiendo únicamente la tensión del condensador.

PROBLEMA 61. Cilindro neumático de simple efecto

El sistema siguiente representa un cilindro neumático de simple efecto.

El funcionamiento es como sigue. La electroválvula recibe como señal de entra­
da una tensión u que regula la apertura de la misma. El caudal másico de gas qe que 
entra en el cilindro a través de la válvula depende de la caída de presión en la misma 
y de la tensión, según la ecuación:

qe = 3 -10"8m2APv

Estando todas las variables en unidades internacionales. La presión de suministro 
a la electroválvula se supone constante e igual a 106 Pa.

Por otra parte el cilindro tiene un orificio al exterior por el que sale un caudal mási­
co qs que es función de la caída de presión en el orificio:

también en unidades internacionales. El gas se supone que se comporta como un 
gas perfecto. Además, para simplificar se supone que la transmisión de calor es tan 
rápida que la temperatura del gas es constante e igual a la temperatura exterior. La 
masa de un gas es igual al número de moles por el peso molecular del mismo:

mg = n-pm
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a) Obtener las ecuaciones que modelan el sistema en función de a, expresándolas 
en representación interna.

b) Obtener las ecuaciones lineales aproximadas del sistema alrededor del punto 
de funcionamiento x0=0.4, calculando la función de transferencia aproximada entre 
la tensión de la electroválvula y la posición del émbolo.

c) Estudiar la estabilidad del sistema en función de a. Explicar cómo se compor­
ta el sistema si a=0, dando una justificación física de ese comportamiento.

Datos: P„=105Pa, rt,,=300°K, 5=0.01 m2, m=100 kg, c=30 Ns/m, *=150 N/m, lon­
gitud en reposo del muelle /0=0.2m,pm=30gr, constante de los gases R=10.

Solución

a) La ecuación del movimiento del émbolo es:
mx = PS -  PextS - m g -  k(x - 10) -  ex

donde la presión del gas en el interior depende de la masa de gas y del volumen según 
la ley de los gases perfectos:

RT mg RT ,
PV = PSx = nRT = m —  => P = -*■--------107^

' Pm X Spm X

donde se han sustituido los valores y se ha tenido en cuenta que la temperatura se 
supone constante. Sustituyendo valores se obtiene la ecuación:

.. PS PextS k c .
X ------------—  - g ----- (x -  /„)----- X =

m m m m

= 103 — -  10 -  9.8 -  1.5(x -  0.2) -  0 .3 i

La masa de gas dentro del cilindro cambia en función del caudal músico entran­
te y saliente según la ecuación:

mg = q e - q s = 3  ■ 1(TV (106 -  P) -  a (P -  105)

donde se ha sustituido la presión de alimentación y la presión exterior por sus res­
pectivos valores constantes. Sustituyendo la expresión de la presión obtenida antes 
se tiene:

rh=  3• ÍO 'V C IO 6 -  107^ )  -  a(107^  -  105) =
X  X

ffl ffl
= 0.03w2(l -  1 0 - 2-) -  105a(100—  -  1)

X  X

Definiendo las variables de estado como la posición, la velocidad, y la masa de 
gas dentro del cilindro se tiene:
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X  =  V

v =: 10 —-— 10“ 9.8 -  1.5(jc -  0.2) -  0.3v
x

ñ t = 0.03w2(l -  1 0 ^ )  -  105a(100—  -  1)

que son las ecuaciones en representación interna del sistema,
b) El punto de funcionamiento queda definido por:

0 = vn

* maO0 = ÍO3- ^ - 10 -  9.8 -  1.5(x0 -  0.2) -  0.3v0

m m
0 = 0.03m02(1 -  10-^ -) -  105a(100— -  1)

de donde, teniendo en cuenta que x0=0.4, se obtiene:
-3mg0 =8.04-10- kg 

u0 = 2052.7-Ja

Las ecuaciones lineales aproximadas se obtienen linealizando las ecuaciones ante­
riores alrededor del punto de funcionamiento:

'Ax = Av

10
Av = ---- Am„ -  11.5 +

*o l

10 m
Ax -  0.3Av

'o /

0.3m02 + 107a  . (0.3u02 + 101 a)m g0
Amg = -------- -------------------------------------------- A mg + - --------- — Ax +

m„
+ 0.06m0(1 -  10——)A u

que sustituyendo valores da:

Ax = Av
Av = 2500Amg -  51.75Ax -  0.3Av 

A m = -2 .816 -107aAm„ + 566019aAx + 98.4VaAw
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Para obtener la función de transferencia aproximada se toman transformadas de 
Laplace:

s2AX(s) = 2500AMg(s) -  51.75AX(s) -  0.3sAX(s)

' s&Mg(s) = -2.816 • 107aAMg(s) + 566019aAX(5) + 98.4VaAU(s)

De la segunda ecuación se obtiene:

A W ,  ,  566019a 98.4Va A r „
AMAs)  = ---------------- — AX(s) + ----------------- z—hU(s)

8 5 + 2.816-10 a  5 + 2.816-10 a
Sustituyendo en la primera ecuación se tiene:

2a w  n « J  566019a 98.4Va Arf / ,x5 AX(5) = 2500 ---------------- =— AX(5 + ----------------- — AU(s)
l 5 + 2.816-10 a  5 + 2.816-10 a

-  51,75AX(5) -  0.3sAX(s) 
de donde se despeja la función de transferencia:

A X ( 5 )  246000Va
G(s) =

A (7(5) (5 + 2.816 • 107a)(52 + 0.35 + 51.75) -14.15 • 108a

_________________________ 246000V a_______________________
" 53 + (2.816 • 107a  + 0.3)52 + (51.75 + 8.448 • 106a)5 + 42.28 • 106a

c) Para estudiar la estabilidad en función de a  se analizará en primer lugar el 
caso en que el sistema está en el límite de estabilidad, es decir, los valores de a  para 
los que el sistema tiene algún polo con parte real cero. Existen dos posibilidades: que 
el polo sea un polo real (s=0), o que haya un par de polos complejos conjugados con 
parte real cero.

El primer caso es que exista un polo real igual a cero. En ese caso el término inde­
pendiente del polinomio del denominador de la función de transferencia debe ser 
nulo:

42 • 107a  = 0 => a  = 0

Es decir, si el parámetro a=0, el sistema tiene un polo en s=0. Los otros dos polos 
para ese caso son las raíces del polinomio:

s2 +0.35 + 51.75 = (5 + 0.15)2 +7.22

es decir, son estables, aunque muy oscilatorios. El parámetro a  se sabe que no puede 
ser negativo (indica la relación entre la caída de presión en el orificio y el caudal. 
De hecho a=0 representa un orificio totalmente cerrado. Para valores pequeños 
de a  los tres polos son estables (para comprobarlo basta con calcularlos para un 
valor cualquiera de a).
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El segundo caso límite posible es aquel en que se tienen dos polos complejos con­

jugados de parte real cero. En ese caso se cumple la ecuación:

s3 + (2.816 • 107a  + 0.3)s2 + (51.75 + 8.448 • 106a )s  + 42.28 • 106a  =

= (s2 + b2){s + d)  = s3 + ds2 + b2s + b2d

Para obtener a  se iguala término a término: 

d  = 2.816 -107a  + 0.3 

b2 = 51.75 + 8.448 -106a

b2d  = 42.28 • 106a  = (2.816 • 107a  + 0.3X51 -75 + 8.448 • 106a )

La ecuación anterior no tiene ninguna solución positiva para a, por lo que no 
existe ningún valor que haga que el sistema tenga dos polos conjugados de parte real 
cero.

La conclusión es que el sistema es estable para cualquier valor de a, siendo crí­
ticamente estable (polo en s=0) únicamente en el caso a=0.

El significado físico del caso a=0 es que el orificio de salida no existe (está total­
mente cerrado). Esto produce que todo el gas que entra al cilindro se acumule en 
él. Esto representa una integral (la masa de gas es la integral del caudal entrante, 
que es función de la entrada u). El polo en s -0  de la función de transferencia repre­
senta esa integral.

PROBLEMA 62. Émbolo con gas con transmisión de calor

Considérese el sistema de la figura, que representa un émbolo con gas con trans­
misión de calor:

F

Suponiendo que el gas se comporta como un gas perfecto, y que su temperatura 
es uniforme, se pide:

a) Obtener las ecuaciones diferenciales que relacionan la fuerza con la posición y 
la temperatura, expresándolas en representación interna.
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b) Linealizar las ecuaciones, obteniendo la función de transferencia entre la fuer­
za y la posición del émbolo en función de ¿u para el punto de funcionamiento Xo=L/2.

c) Analizar cualitativamente el comportamiento del sistema en función del coefi­
ciente de transmisión de calor, ¡x, para m=l y para los casos límite en que ju=0 (cilin­
dro adiabático), y /i=<» (cilindro isotermo).

Datos: S=0.1 m2 (sección del émbolo), m=10 kg, L=0.4 m, Text=25°C, mg=0.1 kg 
(masa del gas), Cv=l J/kg°K (calor específico del gas). La posición en reposo del 
émbolo (con F=0) es de x=0.1 m.

m ——  = F + mg -  P ■ S

Solución

a) Las ecuaciones de movimiento vertical del émbolo son
cfx  
dt2

Por otra parte las ecuaciones del gas perfecto son:
PV  = P(L -  x)S = nRT

donde el volumen se ha expresado en función del desplazamiento vertical.
Para obtener el valor de la constante nR se utiliza el dato de la posición en reposo del 

émbolo con fuerza nula. En ese estado la temperatura es constante e igual a la exterior.

P S =  nRText = mg => n R = 9S'0 3  = 0.09866
0 ( L - x 0) 298

La ecuación térmica es un balance de energía: el incremento de energía del gas 
por unidad de tiempo es igual a la potencia mecánica suministrada al gas por la fuer­
za PS menos el calor perdido al exterior :

n dT nRT .
mS-Cv —  = PSx -  n{T -  Texl) = - -* -  fi(T -  Texl)

dt L - x
donde mg es la masa del gas, y Cv es el calor específico del gas.

Si se toman como variables de estado la posición (x), la velocidad (v-dx/dt) y la
temperatura (T), se obtienen las ecuaciones diferenciales en representación interna
que definen el sistema:

dx
dt
dv 1 nRT

= —F + m -  ■
dt m m(L -  x)
dT nRT  ̂ V ( T - T ext) 
dt mgCv( L - x )  mgCv 

ecuaciones no lineales que se pueden linealizar alrededor de un valor F0, x0, T0.
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bj En primer lugar, se calcula el valor en reposo de F0 y de T0 para x0=L/2=0.2, 

v0=0, haciendo nulas las derivadas. De la ecuación térmica se obtiene deforma inme­
diata que T0=Texr=298°K:

dT nRT 
dt L - x n

m gCp —  =  7 ~ ^ vo “  ~Texl) = 0=^ T0 - T exl- 29 8 ° K  

La ecuación de la velocidad permite obtener F0:
dv Fn nRT n _ nRT An%T---------o + g ------------------ o => p0 = -m g  + ------------   49 N
dt m m ( L - x 0) L - x  0

En segundo lugar, se obtiene el sistema lineal aproximado alrededor del punto de 
funcionamiento anterior:

—  = Ai m Av 
dt
dv 1 nRT0 nR
—  = Av »  — AF ----------- -—-A x -----------------AT
dt m m ( L - x 0) m ( L - x 0)

dT + ( (i nRv0 \ nRT0—  = a  r  «  — -—  + ----------------------------------  — A r  + -------  — ,
dt \ mgCv mgCv( L - x 0)) mgCv( L - x 0)

"RT°V° -A*
mgCv( L - x 0)

quey sustituyendo valores queda:
Ax = Av
Av » 0.1 AF -  73.5A* -  0.04933AI 

A r~ -1 0 ¿ iA r  + 1470Av
Para obtener laf.d.t entre la fuerza y la posición se toman transformadas de Lapla­

ce suponiendo nulas las condiciones iniciales:
1470^

sAT(s) = -10  fxAT(s) + 1470sA*(s) => A T(s) = ----------- Ax(s)
s +10^

s2 At(s) = 0.1AF(s) -  73.5Ax(s) -  0.04933 

Ax(s) 0.1(5 + 10 fi)

1470s
s + IÔ í

Ax(s)

G(s) =
AF(s) s2(s + 10 n) + 72.515s + 73.5(s + 10 p)

_________ Q.l(s + 10[¿)_______
" s3 + 10/is2 + 146.015s + 135{i
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c) Para analizar el comportamiento del sistema se deben obtener los polos y ceros 
del mismo en función del coeficiente f¿. Resulta más sencillo estudiar en primer lugar 
los casos límite.

En primer lugar se considera el caso adiabático (¡d=0). Para este caso límite la 
función de transferencia resultante es:

Ax(s) OAs___________0-1
AF(s) s3 + 146.015$ /  +146.015

cuyos polos son s=±12.08j, es decir son imaginarios puros. Esto significa que el sis- 
tema es críticamente estable por lo que su respuesta ante cualquier entrada tendrá 
una componente senoidal de frecuencia 12.08 rad/s que no se amortiguará con el 
tiempo. La justificación física de este hecho es que no se pierde nada de energía hacia 
el exterior (debido al aislamiento térmico perfecto).

En segundo lugar se considera el caso isotermo (fx=oo). En ese caso la función 
de transferencia límite que se obtiene es (tomando límites cuando (A—>oo);

^  x Ax(s) 0.1 *10 0.1
(j(s) = -------- = ---- ;--------  = i---------

AF(s) lOs + 735 s2 + 73.5

cuyos polos son s=±8.57j, es decir; también son imaginarios puros, por lo que la res- 
puesta del sistema siempre tendrá una componente senoidal de frecuencia 8,57 rad/s 
que no se amortigua con el tiempo. En este caso la justificación física también es que 
no se pierde nada de energía, aunque el mecanismo es diferente. Cuando se com­
prime el gas se pierde calor al exterior; pero cuando se expande éste el calor se recu­
pera, por lo que en un ciclo la energía perdida es nula. Comparando con el caso adia­
bático se observa que la ganancia estática es menor en aquel caso. La razón es que 
cuando se comprime con una fuerza constante en el caso adiabático la temperatura 
aumenta, por lo que la presión aumenta más para el mismo desplazamiento que en 
el caso isotermo, por lo que el gas compensa la fuerza ejercida con un desplazamiento 
menor.

Para terminar falta analizar el caso intermedio, es decir, 1. La función de 
transferencia resultante es:

G ( s ) __________ 0.1(5 + 10)
(5 + 6.02)((s + 1,99)2 + 10.872)

Es decir, el sistema tiene como polos dominantes un par de polos complejos con­
jugados de pare real - 1.99 y parte imaginaria 10.87. El sistema es, pues, bastante 
oscilatorio, pero es estable, pues todos los polos tiene parte real negativa. La sobre- 
oscilación aproximada se puede estimar mediante la fórmula correspondiente a un 
sistema de segundo orden estándar, pues, aunque tiene un cero y un polo adiciona­
les, éstos son más rápidos que los dominantes, además de estar parcialmente can­
celados entre sí:
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§ = cos(arctg(y^-)) = 0.18 

-g» 

<5 «  e^  = 0.56 = 56%

El tiempo de establecimiento aproximado será:

4 4 í , Qo » -----  = ------- .................. ... = 2 SCg
%con 0.18^1.992 + 10.872

Por otra pare la ganancia estática es de 1.36-10~3 por lo que un incremento de la 
fuerza de 1 N producirá un desplazamiento del émbolo de 1.36 mm.

La respuesta ante escalón unitario del sistema con jii=l es:
x 10*

t (seg.)
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MODELADO 
DE SISTEMAS DISCRETOS

Esta sección contiene problemas en los que se debe obtener el modelo (las ecua­
ciones en diferencias) de diferentes sistemas discretos. El enunciado del problema 
describe las características del sistema. La resolución del problema suele incluir la 
obtención de las ecuaciones en diferencia, la linealización de dichas ecuaciones (cuan­
do no son lineales), y el análisis del sistema lineal aproximado (estabilidad, res­
puesta ante determinadas entradas, etc.).

La teoría necesaria básica para resolver los problemas de este capítulo puede encon­
trarse en el capítulo 2 de [SalaOO].
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PROBLEMA 63. Modelo de utilización de transporte público

Se quiere obtener un modelo matemático de la evolución mensual de los usuarios 
de la autopista, la nacional y el tren entre Castellón y Valencia, y su relación con el 
precio de la autopista. Tras hacer una encuesta se dispone de los siguientes datos:

- El 30% de los usuarios de autopista de un mes pasan a ser usuarios de la nacio­
nal el mes siguiente, independientemente del precio.

- El 20% de los usuarios de la nacional pasan a la autopista el mes siguiente, inde­
pendientemente del precio.

- El 5% de los usuarios de la nacional pasan al tren el mes siguiente.
- El 10% de los usuarios del tren pasan a la nacional el mes siguiente.
- El efecto del precio de la autopista sobre los usuarios es el siguiente: para un pre­

cio de 800 ptas, los usuarios no se ven influenciados. Un aumento (o reducción) de 
este precio en un mes, produce una reducción (o aumento) del número de usuarios de 
autopista en el mes siguiente en un valor de 100*(Precio-800). El 20% de estos usua­
rios proceden del tren, o pasan a éste.

Sabiendo que el número total de usuarios permanece constante e igual a 20000:
a) Obtener las ecuaciones de estado del sistema tomando como estados los usua­

rios de cada medio de transporte.
b) ¿Es correcto el conjunto de variables de estado tomado antes?. ¿Por qué?. Obte­

ner las ecuaciones de estado para un conjunto de variables de estado que sea correc­
to según la definición de estado.

c) Cuál es el valor constante del precio de la autopista que habría que fijar para que 
se igualase el número de usuarios de autopista y de nacional en régimen permanente.

d) Supóngase que el sistema está en equilibrio con un precio de 795 pts. Se desea 
que en 2 meses se pase a la situación en la que los usuarios de autopista igualan a 
los de nacional. Calcular los valores de los precios que hay que fijar en esos 2 meses 
y en los siguientes para que se mantenga esa situación.

Solución

a) Definiendo los estados como ak nk y tk las ecuaciones serían: 

ak+1 = ak + 0.2«* -  0.3ak -  100(ii4 -  800) =
= 0.1 ak + 0.2«* -100«* + 80000 

nk+1 = nk + 0.3a* + O.lr* -  0.25«* + 80(m* -  800) =
= 0.3a* + 0.75n* + O.lr* + 80«* -  64000 

tk+1 = í* + 0.05«* -  O.lr* + 20(w* -  800) =

= 0.05«* + 0.9tk + 20«* -16000
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b )  El conjunto de variables de estado no es correcto pues las 3 variables no son 

independientes, ya que el número total de usuarios es constante, es decir:
ak + nk + tk = 20000

Esto quiere decir que solo se necesitan 2 variables de estado para definir com­
pletamente el sistema. Si nos quedamos con las variables ak y nk para obtener las 
ecuaciones de estado basta con sustituir en las ecuaciones anteriores el valor de tk:

tk = 20000 - a t -  «*
quedando:

ak+l = 0.7a* + 0.2«* -1 0 0 uk + 80000

nk+t = 0.3ak + 0.75nk + 0.1(20000 -  ak -  nk) + 80w* -  64000 =

= 0.2a* + 0.65/í* + 80uk -  62000
c) Para que en régimen permanente se tenga ak=nk se debe cumplir:

a = 0.7a + 0.2« -  100« + 80000 

« = 0.2 a + 0.65« + 8017 -  62000 
a  = ñ

de donde se obtiene:
ü = 791.304 

a = « = 8695.65
á) Si el sistema está en equilibrio con un precio de 795 pts, los valores de ak y nk 

en ese equilibrio son:
á  = 0.7a + 0.2« -1 0 0  ■ 795 + 800001 a = 7615.4
« = 0.2a +0.65« +80 -795 -  620001 ^  « = 8923.1

Si se quiere que en 2 periodos se pase a la situación calculada en el apartado c, 
permaneciendo después en ese estado, se deberán cumplir las siguientes ecuaciones: 

a¡ = 0.7a0 + 0.2«0 -  100m0 + 80000 

«! = 0.2a0 + 0.65«0 + 80u0 -  62000 

a2 = 0.7a, + 0.2«j -100«, + 80000

«2 = 0.2a, + 0.65«, + 80«, -  62000 
donde se cumple que a0=7615.4, n0=8923.1, a2=n2=8695.65, por lo que se tienen 4 
ecuaciones y 4 incógnitas, u0, u„ a„ n¡. Resolviendo el sistema se obtiene:

u0 = 738.14 

«, = 814.9 

a, = 13301 

«, = 4375
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A partir del instante 2 el precio debe ser u2=u3=...=791.304 para mantener la 
situación de equilibrio en la que el número de usuarios de nacional y autopista es 
el mismo.

PROBLEMA 64. Modelo de préstamo hipotecario

Se quiere pedir un préstamo hipotecario de 10 millones de pesetas. Si el interés 
anual es del 6%, calcular

a) La cuota mensual constante que se pagaría para amortizar el préstamo en 15 
años.

b) La cuota mensual del primer mes, si ésta aumenta mensualmente con la infla­
ción, que se supone del 2.4% anual (también para amortizar en 15 años).

Nota: Para resolver el problema establecer un modelo discreto con periodo men­
sual que relacione la cantidad total amortizada hasta el mes k+1 con la cantidad 
total amortizada hasta el mes k, teniendo en cuenta que la cantidad total amortizada 
se incrementa cada mes en la cuota pagada menos los intereses mensuales de la deuda 
actual (la deuda actual son los 10 millones menos la cantidad total amortizada).

Solución

a) Si se define xk como la cantidad total amortizada hasta el mes k, y se llama uk 
a la cuota pagada el mes k, la ecuación en diferencias es:

x k+1 = x k + u k ~  “~ “ (1 0 0 0 0 0 0 0  -  x k )

donde 0.06/12=0.005 es el interés mensual, 10000000-xk es la deuda en el mes k, y 
0.005Í10000000-xJ son los intereses de la deuda en el mes k.

Tomando transformadas en z se obtiene:

zx(z) -  zx0 -  zx(z) = x(z) + w(z) + 0.005x(z) -
1 — z

Si la cuota es constante e igual a c su transformada en z es:

Sustituyendo se obtiene x(z):

(c -  50000)z_______ (c -  50000)z-1
* Z ~ ( z -  1 )(z -  1.005) " (1 -  z-')(l -  1.005z~')
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La transformada inversa es:

xk = A + 5(1.005)*
Tomando transformadas, sumando e igualando los numeradores se obtiene: 

xk = 200(c -  50000)((1.005)* -  l)
Para amortizar todo el préstamo en 15 años=180 meses se tiene que cumplir que 

xI8O=10000000:

xlS0 = 200(c -  50000)((1.005)18° - 1) = 10000000 

=> c = 84385.68 pts
El modelo también podría haberse planteado tomando como variable la deuda 

restante en el mes k. En ese caso la ecuación en diferencias sería:
dk+i = dk — uk + 0.005dk 

donde habría que tener en cuenta que la condición inicial es d0=10000000, y la ecua­
ción para obtener la cuota sería dlgo=0. El resultado es el mismo.

b) Si la cuota aumenta cada mes en un porcentaje igual a la inflación (2.4%), la 
ecuación que cumple la cuota es:

0.024 , ^
uk+j = uk + ———uk = 1.002«*

Llamando c a la  cuota del primer mes y tomando transformadas se obtiene u(z):
cz

zu(z) -  zu0 = 1.002«(z) => u(z) =
z - 1.002

con lo que la transformada de la cantidad amortizada es:
cz 50000z

zx(z) = 1.005x(z) + m ( z )  -  => x(z) = z ~  ̂ ----- z ~^
1 - z ' 1 z - 1.005

(c -  50000)z2 + (50100 -  c)z 
XZ (z -  l)(z -  1.002)(z -  1.005)

(c -  50000)z~l + (50100 -  c)z~2 
“ ( í - z - ' j a - i ^ z - ^ a - i . o o s z -1)

La transformada inversa es:

xk = A + B(1.002)* + D(1.005)*

Tomando transformadas, sumando e igualando los numeradores se obtiene:

xk = 10000000 - ^ p - ( l . 002)* + ^ ^ p — l 0000000j (1.005)*
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La condición de amortización en 180 meses es: 

xm  = 10000000 -  y p ( 1 . 0 0 2 ) 180 + _ 1 0000000j (1.005)180 =

=  10000000
de donde se obtiene:

c = 72088.8 pts

De la misma forma que el apartado a) el problema se podría plantear utilizando 
como variable la deuda en lugar de la cantidad amortizada.

PROBLEMA 65. Modelo de proceso químico

Un proceso químico parte de un reactivo a que al reaccionar produce reactivo b 
(4 moles de b por cada uno de a) que a su vez reacciona para dar reactivo c (1 mol de 
c por cada 2 de b). Cada minuto el 10% de los moles del reactivo a reaccionan para dar 
lugar a reactivo b. Por otra parte, cada minuto el 5% de los moles de b reaccionan para 
dar reactivo c. Si inicialmente se tienen únicamente 500 moles de a, obtener:

a) Las ecuaciones discretas que definen el sistema a periodo 1 minuto.
b) Cuál es el número de moles total máximo y en qué instante se da.

Solución

&) Las ecuaciones son:

ak+i = a k - ° M
bLo., = b, + OAa, -  0.05b,■'*+1 ~ uk T 
Ck+l = Ck + 0.025b,

b) Para obtener el número de moles máximo es necesario obtener la evolución en 
el tiempo del número de moles. Para ello se toman transformadas en z en las ecua­
ciones anteriores:

za(z) -  za0 = za(z) -  500z = 0.9a(z) 

zb(z) -  zb0 = zb(z) = 0.95b(z) + 0.4a(z) 

zc(z) -  zc0 = zc(z) = c(z) + 0.025b(z) 

de la primera ecuación se obtiene:
50°z

a(z) = ---------
z -  0.9

de la segunda se obtiene:
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0.4 200z
b( z ) ------- TT7«(z) =z -  0.95 (z -  0.95)(z -  0.9) 

y de la tercera:
, , 0.025 N 5z

c ( z ) -------b ( z )  =
z - 1 (z -  l)(z -  0.95)(z -  0.9)

El número total de moles es la suma de los tres:
. ,  , , . 500z(z -  l)(z -  0.95) + 200z(z -1 )  + 5z

n(z) = a(z) + b(z) + c(z) = ---------------------------------------------------
(z -  l)(z -  0.95)(z -  0.9)

500 -  775z"' + 280z"2
(1 -  z_1)(l -  0.95z_I)(l -  0.9z"‘)

cuya transformada inversa es:

nk = A + B(0.95)k + C(0.9)k 

Tomando transformadas, sumando e igualando numeradores se obtiene: 

nk = 1000 + 2000(0.95)* -  2500(0.9)*

Para obtener el valor máximo se iguala a cero la derivada: 
dn

= 2000 ln(0.95)(0.95)* -2 5 0 0  ln(0.9)(0.9)* = 0
dk

=> 1.05555* =2.5676 => k = 17.44 

El máximo se dará por tanto en el periodo k=17 ó en el k=18: 
nxl = 1000 + 2000(0.95)17 -  2500(0.9)17 = 1419.3 

nx% = 1000 + 2000(0.95)18 -  2500(0.9)18 = 1419.2 

es decir, el número de moles total máximo es 1419.3 y se da en el periodo k=17.

PROBLEMA 66. Modelo de préstamo hipotecario II

Se quiere pedir un préstamo hipotecario de 5 millones de pesetas. El interés anual 
es del 6%.

a) Si se quiere empezar pagando el primer mes 40000 pts, de forma que la cuota 
aumente después un porcentaje cada mes, calcular ese porcentaje de aumento si se 
quiere amortizar el préstamo en 10 años,

ti) Si se quiere empezar pagando el primer mes 40000 pts, de forma que la cuota 
aumente después una cantidad fija cada mes, calcular esa cantidad fija de aumento si 
se quiere amortizar el préstamo en 10 años.
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Solución

a) Si se define dk como la deuda que queda por pagar el mes k y uk la cuota paga­
da ese mes, la ecuación en diferencias que da la evolución de la deuda es:

¿ 006  w
“ /í +  1 ~  +  Y 2  k U k

donde la cantidad 0.06/12*dk son los intereses de la deuda durante el mes k. Para 
obtener la evolución de la deuda basta tomar transformadas enz(teniendo en cuen­
ta que la deuda inicial es d0=5000000):

zd(z) -  zd0 = 1.005¿/(z) -  u(z)

Si se llama a al porcentaje de aumento mensual de la cuota (en tanto por uno), la 
ecuación en diferencias que define la cuota es:

uk+1 = uk + a -u k = (1 + a)uk

Tomando transformadas en z (teniendo en cuenta la condición inicial ua=40000) 
se tiene:

zu(z) -  zu0 = (1 + a)u(z) => u(z) =
z - ( \  + a)

Sustituyendo en la ecuación de la deuda se obtiene:
5000000z 40000z

d(z)
z -  1.005 (z -  1.005)(z -  (1 + a)) 

5000000 -  (5000000(1 + a) + 40000)z''
(l- l.O O S z-'X l-a  + f lK 1)

La transformada inversa en z dará la evolución con el tiempo.

dk = A(1.005)* + 5(1 + á f  

Tomando transformadas, sumando e igualando los numeradores se obtiene:
J 4985000 -  5000000(1 + a) 40000 „ a
dk = -------------------------- ------- -(1.005) + -------------------(1 + a y

1.005-(1 +a) 1.005-(1 +a)

La condición para que se amortice la deuda en 10 años=120 meses es que dno=0:
__ 4985000 -  5000000(1 + a) qq izo + 40000 _

120 1 .0 0 5 -0 +  a) 1.005 -  0  + a)

de donde se obtiene a=0.005768, es decir, la cuota se aumenta en un 0.5768% cada 
mes.

b) Si la cuota se aumenta cada mes en una cantidad constante, y se llama x a 
esa cantidad, la ecuación en diferencias será:

Índice



MODELADO DE SISTEMAS DISCRETOS 181

uk+, = Uk + X 

donde tomando transformadas en z se obtiene:
x

zu(z) -  zu0 = u(z) + ■
1 — z

de donde se obtiene:

. zu0 xz 40000z2 + (* -  40000)z
u(z) = ----— + -------- r = ------------------- :-----------

z -1  (z - 1)2 (z - 1)2
La ecuación de la deuda es la misma:

zd(z) -  zd0 = 1.005d(z) -  u(z)

de donde se obtiene:

5000000z 40000z2 + (* -  40000)zdiz)
z - 1.005 (z -1 .0 0 5 ) (z - l)2

5000000 -  (10040000)z_1 + (5040000 -  x)z~2
(1 -  1.005z_1)(l -  z~')2

La transformada inversa es:

dk = A + B k  + C(1.005)* 

donde tomando transformadas, sumando e igualando numeradores se obtiene: 

dk = 8000000 + 39800* + 200;d -  (3000000 + 40000*)(1.005)*

La condición de que d120=0 da el valor de x:

duo = 8000000 + 39800* + 200*120 -  (3000000 + 40000*)(1.005)120 = 0 

de donde se obtiene x=283.18 pts (la cuota se aumenta 283.18 pts cada mes).

PROBLEMA 67. Modelo de comedor universitario

Se pretende obtener un modelo discreto de la utilización de un comedor univer­
sitario.

El funcionamiento es como sigue: En primer lugar los comensales buscan sitio en 
las mesas. Cuando lo encuentran dejan la carpeta para reservarlo y pasan a la cola 
de comidas. Una vez salen de la cola de comidas van al sitio que habían reservado y 
comen. Después de comer se marchan y dejan el sitio libre.

Las características del modelo son:
- Se considera un periodo discreto de 1 minuto para el modelo.
- La entrada al sistema uk es la cantidad de gente que llega al comedor cada minuto.
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- El número de plazas total del comedor es de 200.
- La gente que sale cada minuto de la cola de la comida depende del tamaño de

esa cola ( a más cola, más personal sirviendo), y se modeliza como 5 co~? .
5 + cola

- La gente que encuentra sitio cada minuto depende de la gente que hay buscándo­

lo y del sitio libre que queda y viene dado por la función: I  • 8ente-buscando
200 + gente _ buscando

donde § es el número de sitios libres.
- Por último, la cantidad de gente que acaba de comer cada minuto es proporcio­

nal a la cantidad de gente que hay comiendo: 8ente- comiend° j on(je jq repre_
30

senta el tiempo medio que tarda la gente en comer.

a) Definir las variables de estado del sistema y obtener las ecuaciones en repre­
sentación interna.

b) Suponiendo que el sistema está en equilibrio con ü= 4, calcular de forma apro­
ximada la evolución del número de sitios ocupados con carpetas si la entrada pasa de
4 a 7 y se mantiene en 7 durante 15 minutos, pasando después otra vez a 4.

Solución

a) Las variables de estado necesarias para definir completamente el sistema son: 
ck=gente en la cola=sitios ocupados con carpetas en las mesas.
bk=gente buscando sitio para dejar la carpeta 
gk=gente comiendo 
Las ecuaciones son:

bk+i = bk +uk -  (20°  - 8 k -  q
200 + bk

Ct. t -  C, + <200 -  s, -  c, -  5 - í t -
200 + bk 5 + ck

&+i = & + 5 - ^ -----§ -
5 + ck 30

b) Para calcular la evolución aproximada es necesario obtener unas ecuaciones 
lineales aproximadas en el punto de funcionamiento u=4:

b
b = b + u -  (200 -  g -  c) 200 + 6
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c = c + (200 -  g -  c )— - —= -  5 C

8 = 8  + 5-

200 + b  5 + c
c 8

5 + c 30
Despejando se obtiene el punto de funcionamiento:

c = 20  

8 = 120 

b = 14.3
Las ecuaciones linealizadas son:

Abk+l = j l  - ( 2 0 0 - g -  c )— U  + — Act +4+1 [ (200 + ¿)2j * 200 + ¿> *
+ — = A  gk + A uk 

200 + b k k

í, * 25 1* ^ *Ac¿+1 = J1-----------=•----------- 7 lA c .-------- =  A gk +
*+1 [ 200 + b (5 + c) J * 200 + *

200
+ (200 - g -  c ) --------- Abk

(200 + b )2 k

29 25 Ag k = — &gk + — — Ack
30 (5 + c)

que sustituyendo valores queda:
A bk+l = 0.7387A bk + 0.06673Ac* + 0.06613Agk + A uk

Ac*+1 -  0.8933Ac* -  0.06673Ag, + 0.2613 A6t 

A gk = 0.9667A gk + 0.04Ac¿

Si la entrada pasa de 4 a 7 y se mantiene en 7 durante 15 minutos, la señal 
Auk es:

Auk = {3,3,3,3,3,3,3,3,3,3,3,3,3,3,3,0,0,...} = 3u0(k) -  3u0(k -  15)

La variable que se pide es el número de carpetas, o sea el tamaño de la cola, Ack. 
Para obtenerlo se toman transformadas en Z en las ecuaciones anteriores y se obtie­
ne esta variable:

zAb(z) = 0.7387Ab(z) + 0.06673A c(z) + 0.06673g(z) + A u(z) 

zAc(z) = 0.8933Ac(z) -  0.06673A g(z) + 0.2613A b(z)
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zAg(z) = 0.9667A g(z) + 0.04Ac(z)
Despejando se tiene:

Ab(z) =
0.06673Ac(z) + 0.06673g(z) + A u(z) 

z -0 .7387

Ac(z) + A u(z)

z -  0.7387

(z -  0.8933)Ac(z) = -0.06673
O 04

= -0.06673----- :------- Ac(z) +
z -  0.9667

Ac(z) + A u(z)

z -  0.7387
(z -  0.8933)(z -  .9667)(z -  0.7387)Ac(z) =

= -0.0026692(z -  0.7387)Ac(z) + 0.01744(z -  0.9267)Ac(z) + 
+ 0.2613(z -0.9667)A m(z)

(z-.6734591Xz-.9400564Xz-.9851844; 
La respuesta ante escalón unitario es:

0.2613(z -  0.9667)z
y (z) -------------------------------------------

(z- .6735)(Z-.9401)(Z-.9852)(z-\)
cuya transformada inversa es:

= 30u0(k) + 2.8236 • (0 ,6735/-9.6536 • f0.9401 /-23.1745 • f0.9852/

ck = 20 + Ack = 20 + 3ye(k)-3ye(k -  I5)u0(k -  15j =

= 20 + 3(30 + 2.8236 • (0 .6735/ -9.6536 • f0.9401)k )u0(k) +

+ 3(-23.1745 • (0 .9852 /)u0(k) -

-3 (30  + 2.8236• fO .6735/ 15-9.6536• (0.9401 / 15)u0(k - 1 5 ) -

-  3(-23.1745 • (0.9852/ ' 1S ju0( k -15 ;

A c (z )_________ 0.2613fz-0.9667J
Au(z) ~ z3 -  2.5987z2 + 2.22276z -  0.62371 

0.2613 ( z - 0.9667)

ye(k) =

La evolución de la cola será por tanto:

Índice



7 CONVOLUCIÓN CONTINUA 
Y DISCRETA

Esta sección contiene problemas en los que se calcula la respuesta de un sistema 
continuo o discreto por medio de la integral o la suma de convolución.

Algunos de los problemas coinciden con problemas resueltos en otras secciones 
del libro, pero resueltos utilizando la integral de convolución en lugar de la trans­
formada de Laplace (para sistemas continuos), o la suma de convolución en lugar 
de la transformada en Z (para sistemas discretos).

La resolución de estos problemas suele realizarse según las siguientes fases:
1. Obtención de la función de transferencia del sistema.
2. Obtención de la respuesta impulsional mediante la transformada de Laplace 

(o transformada en Z) inversa.
3. Obtención de la respuesta del sistema mediante la aplicación de la integral de 

convolución (sistemas continuos) o la suma de convolución (sistemas discretos).
La teoría necesaria básica para resolver los problemas de este capítulo puede encon­

trarse en el capítulo 4 de [SalaOO].
También puede encontrarse la teoría necesaria en los libros [Meade93] (capítulo 

2), [Solyman99] (capítulos 5 y 8), y [Oppenheim98] (capítulo 2).
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PROBLEMA 68. Respuesta de sistema continuo

Obtener la salida del sistema:
d 2y dy 
—f + —  = u 
dt dt

en el instante t==4 segundos ante la entrada u definida como:

Solución

Este problema se puede resolver de 2 formas, por convolución, o mediante trans­
formada de Laplace.

Para hacerlo por convolución, hay que obtener en primer lugar la respuesta impul- 
sional. Laf.d.t. del sistema es:

G i s ) - ---------r - ^ 7  = - - - ^ T  ~ LhL~* =s + s 5(5 + 1) S 5 + 1 
La señal de entrada está definida por:

0 t<  1
u(t) = . 2 - 1 1 < t < 2

0 t > 2

Aplicando la integral de convolución:

y W - f u ( T ) g ( i - T ) d x .

- í “W s<4 -  T)dT + J u ir)g i4 -  x)dr  + -  T)dr =

= ju ir )g i4 -  r )d r  = J^(2 -  r)(l -  e ^ - x))dr  = -  -  e 1 + 2e~3 -  0.464

PROBLEMA 69. Respuesta de sistema continuo

Obtener la respuesta del sistema cuya ecuación diferencial es:

d 2y ~ dy
dt

+ 2 —  + y = u 
dt
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ante la entrada u

0
. 1 

O

t < 1 

1 <. t <. 3 
t > 3

Solución

El problema se puede resolver por convolución o mediante la transformada de 
Laplace. Por convolución, habría que resolver la ecuación para cada tramo. Pre­
viamente se necesita la respuesta impulsional:

g m -  2 ‘ , - r - r r  m - “ -s + 2 s + 1 (»s1 +1)

t< l:

y(t) = f ou(r ) g ( t - r )d r  = °

1< t<3:

y(t) = J^u(r)g(t -  r )dr  = J^w(r)g(í -  r)dr +Jfu(r)g(t -  t ) d r  =
x»f-r

= 0 +J^(t-T)e~('~r)dT = f  -xe~xdx = xe~xdx =

= [-xe~xY  - j lo~ \- e - x)dx = - ( t  -  l)eH,~l) -  (e“*'"0 -  1) =

te3:

y(t) -  f QU(T)g(t-T)dT  =

= J^«(r)g(í -  r )dr + j^u(r)g(t -  r )d r  + j lu(r)g(t -  r )d r  =
X » í - T

-  0 + -  r)e~{,~x)d r  + 0 i  ^ - x e ~ xdx =

= ^ x e - xdx = [~xe-x\_\ e 'x)dx =

=  _ ( f  _  + (, _  3)e-('-3) _  (*-<»-» _  e-(*-3))
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PROBLEMA 70. Respuesta de sistema continuo

Mediante un computador se controla la entrada de un sistema de función de trans-
5 + 1

ferencia: G(s) = ----------. El periodo con el que el computador actualiza la entra-
sis + 2)

da es de 1 segundo. Se quiere que la salida valga y=l en el instante t=3 segundos. Para 
ello se decide dar a la entrada un valor de A durante el primer periodo, cambiándolo 
por un valor de A/2 en el segundo periodo, haciendo nula la entrada a partir de enton­
ces. Obtener el valor de A para que se cumpla lo anterior.

Solución

La entrada al sistema es constante en cada periodo, según la figura:

A /2

1 2 t

La salida del sistema en el instante t=3 se puede calcular por convolución. 
La respuesta impulsional es:

G(s) = —7 - ^ 7  = —  + ——r  => g(t) = 0.5u0(t) + 0.5e~2'
0.5 0.5--------- 1-------------

5(5 + 2) 5 5 + 2

Aplicando la integral de convolución para t-3  se tiene:

;y(3) =J^M(r)g(3-T )dx =

= J^A (0.5 + 0.5e-2<3-T))dr + ^ - ( o . 5  + 0.5e-2(3-T))dr =

= 0.5A + 0.5A<T6 (e..~ ]) + 0 .5 -  + 0 .5 - e '6 ( e  ~ e   ̂ = 0.7686A -  1

A = 1.3
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PROBLEMA 71. Respuesta de sistema continuo

Obtener la respuesta del sistema cuya ecuación diferencial es:

d 2y  . ,  dy

ante la entrada:

+ 3—  + 2y = 4w
d t d t

Solución

La función de transferencia del sistema es:
4

G(s) =
s2 +3s + 2 (s + 2 )(s + 1)

La respuesta impulsional es:

g{t) = Ae~21 + Be-'

Tomando transformadas, sumando e igualando los numeradores se obtiene:

g(t) = -4e~2' + 4e~'

La entrada es:
0 t < 1
2 1 ss / < 3
8 - 2 1 3 s í < 4
0 í a  4

u(t) = .

La salida se puede calcular por convolución, para lo cual se planteará la integral 
de convolución para cada intervalo: 
t< l

y ( t )  = f  ' u ( r ) g { t  -  T ) d r  =  0J  T«0
l<t<3
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3 < t < 4

t > 4

y(0 = j¡0U (T)g{t-t)dT  =

‘ - r)dx  + 2(4e'('"T) - 4 e~2('~T))dr =

- ( r - r ) = 8 1 - - - e
- 2 0 - 1)

= 4 - 8 ^ l",, +4^

y ( 0  = f ou ( T ) g ( t - T ) d r  =

=  J ^ O g ( í  -  r ) í / r  + j j * 2 ( 4 í f  ('" T) -  4e~2(" r)) d T  + 

+f3(8- 2r)(4e-(,-T) -  4e-2(,-r))dr =

=  8
1

+ 32 -(f-T)

T £

8 k - ( / -3 )
-2(1-3)

- ( t - T )

3

+ 4 o í— -  e~<,_3) + - —  
2 j \2  2

-2(/-3)

8 | - t  -  3e~(l~3) +  3—  
,2 2

2(1-3)

= 20 -  4í -  Se’'"0 + 4e"2(,_1) -  8<f ('~3) + 4e'2(,‘3)

y ( 0  = j Jou ( r ) g ( t - T ) d T  =

=  f Q0 g ( i  -  T ) d r  + J ^ 2 ( 4 e - (' -T> -  4 e - 2('~T)) d T  +

+ £ (8  -  2r)(4<r('-r) -  4 e - 2(' -T))d T  + f 40 g ( t  -  x ) d x
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= 8| e '(t~3) -  -
- 2 ( / -3 )

+ 40\ e -(t-4)

- e -('-D

- ( r - 3 )

- 2 ( i - 4 )  -2 ( / -3 )
-  8l 4e~<,-4) -  4 - --------- 3e”('"3) +3

2 2 

= .g*-«'-» + 4e-2('-1) -  8g-('-3) + 4<f2('-3) + 8îT('-4) -  4 ^ 2('-4)

PROBLEMA 72. Respuesta de sistema continuo

Obtener la salida en el instante 10 del sistema definido por la ecuación diferencial 
y + y = ú + u ante la entrada definida por:

u(t)

-2

0.5 1.5 2.5

Solución

La función de transferencia del sistema es:
y(s) s +1

G(s)
u(s) s2 + 1

Para aplicar convolución se necesita obtener la respuesta impulsional:
g(t) = Asen(í) + £cos(0  

Tomando transformadas, sumando e igualando los numeradores se obtiene:
g{t) = sen(í) + cos(r)

La salida en el instante 10 será:
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y(10) = j^«(r)g(10 -  x)dx =

= J^2(sen(10 -  x) + cos(10 -  x))dx + 
+ (-2)(sen(10 -  r)  + cos(10 -  x))dt  = 

= 2[cos(10 -  x) -  sen(10 -  r ) ]^  -  2[cos(10 -  x) -  sen(10 -  r ) ]^  = 
= 2(cos(8.5) -  sen(8.5) -  cos(9.5) + sen(9.5)) -

-  2(cos(7.5) -  sen(7.5) -  cos(8.5) + sen(8.5)) = -2.5752

PROBLEMA 73. Respuesta de sistema continuo

Dado un sistema cuya respuesta impulsional es:
fO 0 < t < 1

8(0 2
3 - t  
0

l < t < 2  
2 < t < 3 

t > 3

obtener la respuesta del mismo en el instante t=4 ante la entrada definida como:
rl 0 < t < 2

u(t) =
0 t > 2

Solución

Utilizando la integral de convolución se tiene que:

Para calcular la integral hay que dividir el intervalo de integración en varios 
subintervalos, deforma que en cada uno la definición de las dos funciones sea única. 
En primer lugar se expresa la función u(4-r):

fl 0 < 4 - x  < 2  => 2 < r < 4  
u( 4  - x )  =

0 4 - t > 2 x < 2

Por lo que los intervalos de integración quedan [0,1], [1,2], [2,3],[ 3,4] y la inte­
gral final es:
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y(4) = f*g(x)u(4 -  x)dx -  j j )  • O + j i  • Odx + £ (3  -  x) • ldr +fO  ■ Idx =

= j ?2(3 -x )d x  =
- ( 3 - r ) 2

_3

= 0.5

La integral de convolución también se puede plantear de la forma:

y(4) = JJw (T)g(4 -  x)dx

En este caso habría que plantear en primer lugar la función g(4-x): 
fO 0 < 4 - r < l  => 3 < r < 4

2 1 < 4  — t  < 2 => 2 < x < 3
3 -  (4 -  t ) 2 < 4 - t < 3  => 1 < t < 2

0 4 - r > 3  => t  < 1

g(4 -  r) = .

Por lo que los intervalos de integración quedan [0,1], [1,2], [2,3],[ 3,4] y la inte­
gral final es:

y(4) = j^u(x)g(4 -  x)dx = j^(x -  l)dx = 0.5

PROBLEMA 74. Motor de continua

Las ecuaciones de un motor de continua controlado por armadura son:
T = Km-ia 

£ = Kb - O)

L a ~ ~  +  RJa +  £ =  U
at

,do)
J —  + b-a) = T 

dt

Estando el motor inicialmente en reposo, se le somete a una entrada de la forma:
u(t) (volt)
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Se ha medido la distancia angular total recorrida por el eje del motor, que ha 
sido de 20 rad.

Obtener el valor de u0 despreciando el efecto de la inductancia, y considerando la 
entrada exacta.

Datos: Km=0.028 Nm/A, Kb=0.0029V/rpm, J=23.5 gcm2, La=l .27mH, R*=l 1.4 Q, 
b =10_6Nm/rpm.

Solución

En primer lugar se obtiene la función de transferencia del motor de continua 
tomando transformadas de Laplace y despejando:

Lasia{s) + Raia(s) + e(s) = u(s) => ia( s ) -
u(s) -  KbsO(s)

L„s + R.

Js26(s) + bsd(s) = T(s) = K J a(s) = K,

G(s) =

L a* +  R a

m  Km
U(s) (Js2 + bs)(Las + Ra) + KmKbs

Si se desprecia el efecto de la inductancia (La=0), la función de transferencia 
queda:

m  KmG(s) =
u(s) s(JRas + bRa + K mKb)

0.028 1045
5(2.679• 10 í  + 8.8426• 10^) s(s + 33)

Como las condiciones iniciales son nulas (el motor parte del reposo), la salida del 
sistema se puede obtener por convolución. Para ello se obtiene en primer lugar la 
respuesta impulsional:

1045 31.67 -31.67 , x 01 _33?x
Gis) - ......... —  --------- + ------ —  =* g(0  = 3 1 .6 7 ( 1 - , - )

s(s + 33) s 5 + 33
La respuesta del sistema será:
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El ángulo total recorrido es el límite cuando el tiempo tiende a infinito: 

limd(t) = /í'm|31.67«0|o.01 -  e~331 J™' e33tdrj^  = 0.3167«0

Como el ángulo total recorrido ha sido de 20 rad, el valor de u0 es: 
0.3167w0 = 20 => m0 = 63.15 V

PROBLEMA 75 .Temperatura de jamón

Obtener por convolución la temperatura del jamón en el instante t=2000 seg, si 
partiendo de temperatura ambiente se le da un calor de entrada de 5000 W durante 
1000 segundos, pasando después a cero.

Datos: Te=25°C, m,=100 W/°C, m2=20 W/°C, ca=4000 J/kg°C , c¡=6000 J/kg°C, 
m =20 kg , m¡=5 kg

Solución

Las ecuaciones de transmisión de calor son: 
dTi

^ (T , -  T,)

Como Te es constante, se toman incrementos (AT¡=T¡-Te, ATa=Ta-Te), y se obtiene 
un sistema lineal. Esto es equivalente a linealizar el sistema alrededor del punto de 
funcionamiento Qe()=0, Ta0=Tj0=25°C. El resultado es:

dATi
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donde se ha puesto Qe por ser Qe=AQe, al ser Qe0=0.
Tomando transformadas de Laplace se tiene:

mjCjsATjis) = HyWa(s) -  ^ATj(s) 

macasATa(s) = Qe(s) -  (/U, + fx2)ATa(s) + jU,A Tj(s)

ya que las condiciones iniciales de las variables incrementóles son nulas. Despejan­
do de las ecuaciones se obtiene la función de transferencia entre Qe y AT¡.

G(s) =
A Tj(s) 

QeW

1

Mi + 2̂maca + —----- -m jCj
Vi

S +  [¿ 2

que, sustituyendo valores queda: 

G(s) = 4167-10-
s2 + 4.833 ■ 10-3 s + 8.333 • 10-7

Aplicando la integral de convolución se tiene que
2000 1000 

A7}(2000) -  f 0Qe(r)g(2000 -  r )d r  -  Jo5000g(2000 -  r )d r

ya que la entrada vale 5000 hasta el instante 1000 seg y después vale 0. Para resol­
ver la integral anterior es necesario obtener la respuesta impulsional:

4 .1 6 7 -10~8
G (s) =

Qs + 4.654 • 10 -3)(s + 1.7905 • lO”4)
-4.654-10 ~31 +  g e ~l.l905'10^t=> g(t) = Ae'

Tomando transformadas, sumando e igualando los numeradores se obtiene 
A= -9.31*10 *, B=9.31*10~6, por lo que la integral queda:

AT/2000) =

5000̂ 000(-9.3M O -6 -̂4-65410"3(2000-r) +9.3M O -6e-1'7905l°"(2000-r))¿/T =

0.04655
-9 .308

^4.654-10“3t  e
-0 358 1

1.790510 “4 r

4.654-10"3 ~ ' 1.7905-10"4

Por lo que la temperatura en el instante t=2000 seg será: 
7; (2000) = Te + ATjdOOO) = 60.54°C

1000

= 35.54°C
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PROBLEMA 76. Respuesta de sistema discreto

La respuesta ante escalón unitario de un sistema discreto es: {0,1,1.5,1.75,1.875,...}. 
Obtener la ecuación en diferencias y la función de transferencia. Obtener la res­
puesta del sistema en el instante 6 ante la entrada u¿= k (es decir, u={0,l,2,3,...}).

Solución

A partir de la respuesta ante escalón se obtendrá la respuesta impulsional, que 
nos define directamente la fd .t. Se cumple que la respuesta impulsional se obtiene 
a partir de la respuesta ante escalón sin más que restar los valores. De esta forma:

8 o = 0  

g,=1-0=1 
g2=1.5-1=0.5 
g3= l.75-1.5=0.25 
g4= l.875-1.75=0.125 
etc.

es decir, gk = 0.5k~lu0(k - 1), cuya transformada en Z es

G(z) = Z~l ----- l----- r ------ í—
1 -0 .5 z  z - 0 .5

La ecuación en diferencias es:
y k -0 .S y kA=uk_,

Para obtener la respuesta del sistema en el instante 6 ante la entrada rampa 
unitaria se utiliza la suma de convolución:

6

^6 =  y . S j U6 -j =  SoU6 +  +  S 2U 4 +  g 3U3 + g ,U 2 +  g 5Ut +  g 6U0 =
y-o

= 5 + 0.5 * 4 + 0.25 * 3 + 0.125 * 2 + 0.0625 * 1 = 8.0625

PROBLEMA 77. Respuesta de sistema discreto

La función de transferencia de un sistema discreto es

2 z2 + z -  0.5
z2

Obtener la respuesta del sistema ante una secuencia de entrada de la forma

Í2*sen(3ifc) k *  0
u k =  \10 k < 0
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Solución

Al tratarse de un sistema discreto con todos los polos en 0, su respuesta impul- 
sional es finita. La salida se podrá obtener entonces deforma muy simple sin más 
que aplicar la suma de convolución:

Respuesta impulsional:

G(z) = 2 + z~l -  0.5z~2 =* gk = {2,1, -0 .5 ,0 ,0 ,...}
Salida:

k
= y .8 juk-j = So«* + Si«*-1 + &k*-2 =

7=0

= 2-2* sen(3£) + 2*-1 sen(3(£ -1 )) -  0.5 • 2*' 2 sen(3(¿ -  2))

Obviamente lo anterior solo es válido si h>2, pues si k<2 la suma tiene menos tér­
minos:

Jo = 8ou0 = 2 • 2o sen(0) = 0

yt = g0u{ + gtu0 = 2 -2 ' sen(3) + 2o sen(O) = 3sen(3)

Esto se puede contemplar en la expresión general de yk sin más que multiplicar 
los términos retrasados por escalones unitarios retrasados:

yk = 2 -2 k sen(3£) + 2k~x sen(3(¿ -  \))u0(k -1 )  -

-  0.5 • 2*'2 sen(3(* -  2))u0(k -  2)

PROBLEMA 78. Respuesta de sistema discreto

Los 4 primeros valores de la respuesta del sistema discreto cuya función de trans­

ferencia es G(z) = — frente a una entrada desconocida son jo, 0 ,1 , 2.8}

Además se conoce el valor de la respuesta en el instante 20, y2O=0.01. Sabiendo que 
la entrada vale 0 a partir del instante 4 (u4=u5= . . .=0), obtener los valores de la entra­
da hasta el instante 3 (u0, u„ u2, u3).

Solución

La ecuación en diferencias del sistema es:

yk+1 = °-8̂  + uk
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Con los datos que se tienen se pueden plantear varias ecuaciones: 

yt = 0.8;y0 + u0 => 0 = 0.8-0 + u0 => u0 = 0

y2 = 0.8^ +ul => 1 = 0.8 • 0 + w, => «! = 1

y3 = 0.8)>2 + u2 => 2.8 = 0.8 • 1 + u2 =*> u2 = 2
Para obtener u$ se dispone del dato y2o=0.01. Para poder utilizar este dato se

plantea la suma de convolución:
20

y-20 = ^  uk8l0-k = Uq8z0 + Ul8l9 + Ul 8 iS + ^3811

La respuesta impulsional es:

f t -(0 .8 )* -,«b( * - l )
por lo que la ecuación queda:

j 20 = 0.01 = (0.8)18 + 2(0.8)17 + M3(0.8)16 => w, = -1.8847

PROBLEMA 79. Respuesta de sistema discreto

Calcular la salida del sistema de función de transferencia
z + 2

G(z)
z - l .5 z  + 0.54

en el instante 100 ante una entrada definida como:
0 k< 5 

3 5£¿<25
1 k z  25

Solución

Como se pide únicamente la salida en el instante 100 se plantea el cálculo por 
convolución. Para ello se necesita la respuesta impulsional:

G(z) = -
z + 2 . - i + 2z -2

z- -  1.5z + 0.54 1 -  1,5z_1 + 0.54z"2
6.555z"‘ -  3.7037

= 3.7037 + -
(1 -  0.9z_1)(l -  0.6z_1) 

donde se ha dividido por tener el numerador el mismo orden (en z~') que el denomi­
nador. La transformada inversa es:
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gk = 3.7037<5, + A(0.9)* + fl(0.6)*

Para calcular los coeficientes A y  B se toman transformadas, se suma y se igua­
lan los numeradores:

G(z) = 3.7037 + A----- + £  1

= 3.7037 +

1 -  0.9z~’ 1 -  0.6z~’
6.555Z'1 -  3.7037

( 1 - 0 . 9 0 ( 1 - 0 . 6 0

A( 1 -  0.6z~') + B( 1 -  0.9z_1) = 6.555z"' -  3.7037 

de donde se obtiene A=10.7407, B=-14.44444, es decir:

g k =3.70370, +10.7407(0.9)* -14.444(0.6)*
La salida en el instante 100 será:

100 24 100 24
ym -  -  5>oo-, + y«,»-, -  3-10.74072(0.9)'»-' -

i» 0 i- 5  &25 /-5
24 100

_ 3 • 14.444 (0.6)100-' + 10.7407^ (0.9)100-' -

100
-  I4 .4 4 4 g (0 .6 )100-' + 3.7037

donde el término 3.7037 se debe a que g0=3.7037+10.7407(0.9)°-14.444(0.6)°, ya que 
el impulso unitario es una secuencia que vale 1 en el instante 0 y cero en los demás 
instantes. Simplificando las sumas anteriores se obtiene:

95 95
y100 = 3.7037 + 31.4121^(0.9)' -4 3 .3 3 2 ^ (0 .6 )' +

75 75
+ 10.7407Y  (0.9)* -14 .444Y  (0.6)f

/-O i-o
Para realizar el cálculo se necesita obtener la suma de una serie geométrica de 

la forma:
rr k k + 1 + NS = a + a + * • • + a

O „ * + 1  , ^k+2 , , k + N , k + N+\a¿ = a + a + • • • + a + a
k k + N + l

O  „ k  „ k + N + 1 e  a  ”  aib “ a!S — a — a  5 ”

por lo que la salida pedida es:

1 -  a
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* O, „ 0976 - 0996 ,0 00. 0-676yt00 = 3.7037 + 31.4121 — ;— —-------43.332
1 -0 .9 1 -

1 _ 0  Q76 1—0
+10.7407------ :------ 14. 444— = 75.058

1 -0 .9 1 -0 .6

- 0.696----------------h
0.6
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8 REPRESENTACIÓN 
INTERNA

Esta sección contiene problemas relacionados con la representación interna de sis­
temas, tanto continuos como discretos.

Los problemas van desde la obtención de las ecuaciones en representación inter­
na de un sistema físico hasta la obtención de representaciones internas equivalentes,
o el cálculo de una realimentación del estado para que el sistema cumpla unas deter­
minadas especificaciones (de estabilidad u oscilación).

La teoría necesaria básica para resolver los problemas de este capítulo puede encon­
trarse en el capítulo 5 de [SalaOO].

También puede encontrarse la teoría necesaria en [Solyman99] (capítulos 2 y 6), 
[Franklin91] (capítulo 6), [Ogata93] (capítulo 9), [Phillips93] (capítulo 2), [Phillips96] 
(capítulos 3 y 11), y [Ogata95] (capítulo 5).
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PROBLEMA 80. Realimentación del estado discreta

Dado el sistema en representación interna:

■ 0 1 ■
Xu +

T

1--
---

---
--

1 p OO bs 1

k 1

y * - [ °
calcular los coeficientes de la realimentación del estado:

k * - [ L ,  L ^ k+ a -rk
para que la función de transferencia entre rk e yk sea de respuesta impulsional finita. 
Conseguir además que la ganancia estática sea 1 (es decir, ante referencia escalón uni­
tario, la salida tenga un valor final 1).

Solución

Sustituyendo la entrada por su expresión en el sistema queda:

xk+1 = xk + [ l ,  L2 a-r.
0 1 

- 0.8 1.6

Lafd.t. entre la referencia ry  la salida y se obtiene sin más que tomar T.Z. y des­
pejar, quedando:

Y(z) = [0 1 ]*(z) =

- [ 0  l j  z/ -
0 1

- 0.8 1.6 [Lí ¿2] a -R (z)

Operando la expresión anterior se obtiene:
Y(z) ( z -0 .8 )a
R(z) z2 - z ( l .6  + Ll +L2) + 0.8 + 0.6L, + 0.8L2

Para que estaf.d.t. sea de respuesta impulsional finita los polos deben ser todos 
cero, ya que, expresándola en función de z"‘ queda:

az~ x -  0.8a z-2Y(z) ______________________________________
R(z) 1 -  (1.6 + L, + í^ z - 1 + (0.8 + 0.6L, + 0 .8 ^  )z

= a z  1 -  0.8a z 2 =
(z -  0.8)a
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para que sea de respuesta impulsional finita. Las 2 ecuaciones que se obtienen son 
pues:

Si además se desea que la ganancia estática sea 1, se tiene que, ante referencia 
escalón, la salida es:

y, aplicando el teorema del valor final:

PROBLEMA 81. Circuito eléctrico

Dado el circuito de la figura, obtener las ecuaciones en representación interna, 
tomando como estados la tensión en el condensador, y la corriente en la bobina, y 
siendo la entrada la tensión u. Suponiendo que esos dos estados se miden mediante 
sensores, obtener qué condición deben cumplir las ganancias de realimentación del 
estado (K, y K2) para que la respuesta del sistema no sea oscilatoria.

L, + L¿ +1.6 = 0 
0.6L, + 0.8 Lj + 0.8 = 0

cuyas soluciones son:
L, = -2 .4  

= 0.8

L=0.1 H C=0.001 F

u

X =

realimentación:

u -  K x  = [AT, K2 x̂
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Tomando Kj=5, obtener el mínimo valor de K2 que satisfaga la condición de no 
oscilación.

Solución

Definiendo:

a s m
11

lL
IR

se tiene:

(I) u = L ^  + Rír
dt

(II) Rír = vc + Ric

(III> k  = h + lc 
, dvr

(IV) L = C -

despejando de (II) y (III) se tiene:
dt

2 2 R

i _  I I .  vc lc ~ 2 2 R
con lo que despejando las derivadas de los estados se tiene:

d ^ _____ R_. __1_ J_
dt ~ 2L l 2L C + L U
dVr 1 1
dt 2C L 2RC c 

sustituyendo los valores numéricos se tiene:

^  = -5 0 iL -  5vc +10« 
dt
dvr
dt

50QiL -  50vc

Si se realimenta el estado ( u -  K x  = [á-, K2]x ) se tendrá la ecuación:

Índice
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diL
dt

dvc
dt

= -50/¿ -  5vc + íof^:, K2]

500iL -  50vc

= (-50  + ÍOAT,)̂  + (-5  + 10 K 2) vc

Para que el sistema no sea oscilatorio, los valores propios de la matriz del estado
-50  + 10 K, -5  +10 K2 

500 -50

no deben tener parte imaginaria (deben ser reales):

[-50  +10 K, -5  + 10AT,l rA -H 50 -  10/s:, 5 -1 0 ^ ,1
X I- 1 = 1 2

500 -5 0 -500 A + 50 J

A =

= (A + 50 -  10tf,)(A + 50) + 500(5 -  W K2) =

-  A2 + (100 -  10AT,)A + 5000 -  5Q0K, -  5000^2 = o 

10AT, -1 0 0  ± - j(1 0 0 -  10Kxf  -  4(5000 -  500K, -  50 0 0 k J

Para que los valores propios sean reales es necesaria la condición :

(loo -  ioa:,)2 -  4(5000 -  500/«:, -  5000¿:2) & o
que es la condición pedida.

Si K,=5 la ecuación queda:

-7500 + 20000K2 a 0 ^  7500 n r aK7 a -------- --  0.37520000
que es el valor mínimo pedido de K2

PROBLEMA 82. Circuito con operacionales

Obtener las ecuaciones en representación interna del sistema de la figura toman­
do como estados las tensiones en los condensadores. Las tensiones u e y  van referi­
das a masa.
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Si las tensiones en los condensadores se miden mediante sensores, y la entrada se 
define como una realimentación del estado, calcular el valor de la matriz de reali­
mentación para que la salida y sea senoidal pura de frecuencia 50Hz.

¿Se puede conseguir lo mismo si la entrada se define como una realimentación de 
la salida (es decir, u=K-y)‘?.

Solución

Definimos las tensiones y corrientes como:

i 3 1 k£2

Las variables de estado serán las tensiones en los condensadores, v, y v2 . Apli­
cando las leyes de Kirchoff se tiene:

m = 104/, = 104 -10-5v, => v ,= 1 0  u

que es la primera ecuación de estado. Por otra parte:

u + v, = 103/3 => i, = 10"3v, + 10'3m

i2 = ÍO"6^  = ix + ij = 10 ~*u + 10"3m + 10”3v, => v2 = lOOOv, + 1100«

que es la segunda ecuación de estado. La ecuación de salida es:

y = -v,  -  v2

Expresadas en forma matricial se tiene:

'V ■ 0 0- 'V +
■ 10 •

1000 0 .V2 . 1100

y - [ - l  - l f '
v2

La realimentación del estado se define como u=kIvl+k2v2 +kref . La ecuación en 
bucle cerrado resultante es:

-v,- r■ 0 0- ■ 10 ■
[*1 ** ]}

'V,' • 10 •
= J + +

1 1000 0 1100 .v2. 1100
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Para que la salida sea una señal senoidal pura de lOOjrrad/s los valores propios 

(polos) del sistema en bucle cerrado deben ser imaginarios puros de valor IOOji, es decir:
s - 10&, -10 L

-1000-1100*, s - l l 0 0 k 2

= ( s -  10 jfc,)(s -  1100¿2) -  10A:2(1000 + 1100&,) = s2 + (IOOít)2

k2 = -9.8696

'V r■ 0 O'
+ k

■ 10 ■
[-1 - l ] j 'v,' ■ 10 '

= J +
S . 11000 0 1100 y  i _ 1100

Igualando coeficientes se tiene:

-10  4k2 = (IOOjt)2

-10£, -  1100¿2 = 0  =* kx = 1085.656
Si se define una realimentación de la salida u=ky=k[-1 -1 ]x, la ecuación dife­

rencial en bucle cerrado sería:

krefr

La ecuación característica sería:

S + 10A: 10&
-1000 + 1100A: s + HOOk

= (s + I0k)(s + 1100£) -  10&(-1000 + 1100¿) = s2 + (IOOjt)2 
Igualando coeficientes se obtiene:

10& + 1 lOOk = 0

10000/; = (lOO r̂)2
que es un sistema de 2 ecuaciones y una incógnita que no tiene solución. Por lo tanto con 
la realimentación de la salida no se puede conseguir una respuesta senoidal pura de 50 Hz.

PROBLEMA 83. Circuito con operacionales

Obtener las ecuaciones en representación interna del sistema de la figura tomando 
como estados las tensiones en los condensadores. Las tensiones u ey  van referidas a masa

lkQ

ljiF lkQ 
u — Ih — W
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Si las tensiones en los condensadores se miden mediante sensores, y la entrada se 
define como una realimentación del estado, calcular el valor de la matriz de reali­
mentación para que la salida y sea senoidal pura de frecuencia 100Hz.

¿Se puede conseguir lo mismo si la entrada se define como una realimentación de 
la salida (es decir, u=K-y)l

Solución

La representación interna del sistema anterior tiene la siguiente estructura:
'ij' -*r

— 1̂x2 + B2xlu
¿2 A

1*2 + Dlxlu

En nuestro caso, tenemos que las variables internas son las tensiones en los 

condensadores, deforma que x = ----
----

----
----

!

1

es
H 

___________i

i
< N>

Se tomarán las siguientes intensidades y referencias de tensión:

Teniendo en cuenta la condición del operacional realimentado (v* =v~ = 0), apli­
cando las leyes de Kirchoff se obtienen las dos ecuaciones de estado:

u = v, + /?/, = v, + RC{
dt

1 1 V. ----------V, + ------u (/)
1 RC{ 1 RC{

m-v, . . dv2 v2
------ - = u + u = C ,  —-  + —

R 2 3 2 dt R
1 1 1=> V, = --------V,---------v, + ------ u (II)

2 RC2 ' RC2 2 r c 2

La ecuación de la salida es simplemente:
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y - - v 2
Escribiéndolo en forma matricial y sustituyendo valores se obtiene la siguiente 

expresión:

u'V -1000 0 ■■vr + 1000-
V2. -100 -100 y  2 _ 100

y - [O  -1]

Para que la salida sea senoidal pura de 100Hz los polos en bucle cerrado deben 
ser imaginarios puros con parte imaginaria 200jzj. Si se define una realimentación 
del estado u=k,v,+k2v2, la ecuación en bucle cerrado es

r-iooo O 
-100 -100

noooi
100

Por lo que la ecuación característica (que define los polos ó valores propios) es:

[*■
-1000 0 ■ ■1000'

si -
-100 -100 100

u -

(s + 1000(1 -  k,))(s + 100(1 -  k2)) + 105(1 -  k,)k2 = í 2 + (200;r)2

donde igualando término a término se obtiene:
1000(1 - * ,)  +100(1 - k 2) = 0

de donde se obtiene:

105 - 105¿, -  IO5*, + 105 = (200*:)2

*, = -2.9478 
k2 = 40.4784

Si únicamente se mide la salida deforma que u=ky, la ecuación en bucle cerrado es:

-1000 o 

-100 -100
rioooi
100 [0 -1 >

Por lo que la ecuación característica (que define los polos ó valores propios) es:

[0 - i j .
-1000 0 • -1000-

s i - -  k
-100 -100 100

(s +1 OOOXí +100(1 + *)) - 1 0’k -  s2 + (200¡ i f

donde igualando término a término se obtiene:
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1000 + 100(1 + * ) -  O 

105 + 105£ + 105 = (200;r)2

que es un sistema de 2 ecuaciones y 1 incógnita que no tiene solución, por lo que con 
la realimentación de la salida no se puede conseguir que la salida sea senoidal pura 
de 100 Hz.

PROBLEMA 84. Transformación de estado

Las siguientes ecuaciones representan la dinámica de una reacción química, donde 
x¡ es la concentración del componente 1 y x2 es la concentración del componente 2. 
La entrada u es la cantidad de reactivo que se introduce por unidad de tiempo.

'V -4  1 '
+

0‘

A 0 1 N> *2 1

Obtener unas ecuaciones de estado equivalentes a éstas en las que las dos varia­
bles de estado sean independientes entre sí. Definir esas dos variables de estado nue­
vas en función de x¡ y x2.

Solución

Para que las dos variables de estado sean independientes la matriz de la ecua­
ción debe ser diagonal. Para conseguir una representación del sistema con matriz 
diagonal se pueden aplicar dos métodos, que en realidad son equivalentes. Una opción 
es calcular la función de transferencia y obtener una representación interna basada 
en la descomposición en fracciones simples. La otra opción es diagonalizar direc­
tamente la matriz para obtener la matriz de transformación.

a) Mediante la función de transferencia. Como la salida no está definida, podría 
tomar un valor cualquiera (por ejemplo y=x¡+x2). Sin embargo no es necesario en 
realidad calcular la función de transferencia, puesto que lo único que se requiere son 
los polos, y éstos no son más que los valores propios de la matriz:

A + 4 —1 / w
0 1 * 2 - ( A + 4 XA + 2)

es decir, los polos son -4  y -2. La descomposición en fracciones simples de la fun­
ción de transferencia dará como resultado una expresión de la forma:

pG(s) =
a

s + 2 5 + 4
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donde a y  fi son dos constantes que no se conocen. Los estados se pueden definir 
entonces como:

1
w,(j) = 

w2(s) =

5 + 2 
1

5 + 4

u{s) 

u(s)

w, ~2wj + u

w2 = -4  w2 + u

La ecuación de estado para las nuevas variables w¡ y w2 es, por tanto:

■< ■-2 o- . Wi
+

T
0 -4 w2 1

únicamente falta obtener la relación entre éstas variables y las variables originales 
xi y x2. Una forma sencilla de hacerlo es obtener la transformada de Laplace de x¡ 
y x2. Tomando transformadas en la ecuación de estado y despejando se obtiene:

u(s)j s 0' -4  1 ■f O"
x2(s) 0 s 0 -2 J 1

de donde operando se obtiene:

x ,0 )  = 

x2(s) =

1
(s + 2)(s + 4) 

1

u(s)

-u(s)
(s + 2)

Se observa por tanto que w1=x2. Por otra parte w2 se puede poner como una com­
binación lineal de x¡ y x2 (esto siempre se cumple para dos representaciones del mismo 
sistema):

5 + 2 1 1
-u = a xx j + a 2x2 = a l ----------------- u + a 2 ■

(5 + 4)(5 + 2) 1 1 (5 + 4)(5 + 2)
Sumando e igualando los numeradores se obtiene que:

(s + 2)

a x + a 2(5 + 4) = 5 + 2
1

a, = -2
es decir;

w2 = -2 x ¡ + x2
b) La segunda alternativa para la resolución del problema es la obtención direc­

ta de la matriz de transformación que diagonaliza la matriz del proceso.
Si se define la matriz de transformación T deforma que:

w = Tx => w = Tx = TAx + Tbu = TAT~lw + Tbu
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basta calcular la matriz T que hace que la nueva matriz de la ecuación del proceso 
(TAT~¡) sea una matriz diagonal. La matriz de transformación que logra lo anterior 
tiene en sus columnas los vectores propios de la matriz A. Los valores propios son -4  
y -2 . El vector propio asociado al valor propio es la solución de:

■-4 1 ■

II 1 <

T
=> v, =  a

0  - 2 i i 0

donde a  es una constante arbitraria. El vector propio asociado al valor propio Áo=-2 
es la solución de:

r-4 1 1 r

i---
----

----
----

-
0 1 v2 = -2 v 2 => v2 = ß

2

donde ¡3 es una constante arbitraria. La matriz T l se forma con los vectores propios, es decir:
-i

7  =
a  fí
0 2/3

donde cualquier valor de a y  (3 da una matriz válida. Si por ejemplo se toma a -1  y 
¡3=1 se tiene la matriz:

T =
1 1- -1 ■1 -1 /2 -
0 2 0 1/2

La ecuación resultante en las nuevas variables es:
- 4  0 ' - 1 /2

vv = TAT~lw + Tbu = w +
0 -2 1/2

mientras que la relación entre las nuevas variables y las originales es:

w = 'wi' ’ I -1 /2 - -  0.5*2 '
= Tx = —

.W2. 0 1/2 x2 0.5*2

PROBLEMA 85. Diagrama de bloques

Obtener las ecuaciones en representación interna del sistema siguiente
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Solución

Para la variable x, se cumple:

*,($) =
1

s +1
x2(s) <=> xl + x l =x. x{ = -x , + x2

Par la variable x2 se tiene:

-c2(s) =  (^ (s) +  ^,(í) +  3̂(í) -  u)-------- o  x2 = - 2 x 2 +  6xx +  3 x 3 -  3 u
s + 2

Y por último para la variable x3:

x3(s) = (jC[(s) + JC[(s) + jc3(s) -  u)------ o  x3 = - 5 x 3 + 8a:, + 4x3 -  4u
s + 5

La variable de salida es:
y  = x2 -  xl

Agrupando las 3 ecuaciones en forma matricial se obtiene:

V -1 1 0 ' ‘V 0 ‘

¿2 = 6 -2 3 *2 + -3
i 3 8 0 -1 *3 -4

y = [- i i o]

PROBLEMA 86. Circuito con operacionales

Dado el siguiente sistema:

R 10k
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á) Obtener las ecuaciones en representación interna tomando como estados las ten­
siones de los condensadores.

b) Obtener el valor de R para que ante entrada escalón, la salida en régimen per­
manente tenga un término senoidal, calculando su frecuencia.

Solución

a) Definimos las corrientes y tensiones siguientes:

i, R 10k i,

Donde las flechas de las tensiones indican la caída de tensión. Las ecuaciones del 
operacional realimentado en funcionamiento lineal son v+ = v, además de las corrien­
tes nulas absorbidas por las entradas positiva y negativa.

Aplicando las leyes de Kirchojfa los distintos elementos del circuito se obtienen 
las ecuaciones de donde se tratará de despejar dos relaciones de la forma:

Vj = auv j + a l2v2 + bxu 

v2 = a2lv j + a22v2 + b2u

En primer lugar tenemos que:

v , = v +

Por otra parte se tiene que:

• 0 = v+ = y-

u - v V| - y 104 / ,  104
y ---------u + 1 + -----

R { RR 104

que representa la ecuación de salida. En la otra rama se tiene:

1-9 1 1 1
L = 470 • 10“yv2 = ——V| Vz = —v ,----- j v 2 -----u
2 2 104 R ' 104 2 R

De aquí sale la primera ecuación de estado:
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IO 8 IO 4
-v, -■

IO 8
47 R 1 47 47R

Para la segunda ecuación de estado se tiene que:

h = h + i4

de donde se obtiene:
108 -1 0 4R 104 108

\  + 470-10‘9v. = - v ,  - - L v 2 - - m  
4 1 R 1 104 2 R10

v, = -v ,-------v2 - -
41R 1 47 2 41R

Las matrices del sistema en representación interna son:

108 -1 0 4i? 1041

A =

-u

41R
108
41R

47
104
47

b =

108
41R
108
41R

i + i 2l  o
R

d = -
104
R

b) Para que la salida tenga un término senoidal los valores propios (polos) del 
sistema deben ser imaginarios puros, es decir, deben tener parte real nula. El poli­
nomio que da los valores propios es:

\U -A \

108 -  104i? 104
41R 47
108
41R

A T------
47

■ 108-104/?\ / A | 104\ | io8 104
41R J1 + 47 / + 41R ~4H

= À2 + —  
47
io4 108 - 104/?

41R
X + Hf

472

Para que las raíces sean imaginarias puras el término de A debe ser cero, por lo 
que:

104 1 08 -  104i?
=  0 = >  

47 41R
En ese caso los polos (valores propios) son:

104
R --------- 5 kQ

2
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I 108 104 .
~ ±'\| 472 " ± 47 J

La frecuencia de la salida es la parte imaginaria de los polos, por lo que esa 
frecuencia es:

104
(o = —  = 221.76 ra d ls  

47

PROBLEMA 87. Circuito con operacionales

Dado el siguiente circuito donde las tensiones u e y  van referidas a masa.
lkQ

Obtener:
a) Las ecuaciones en representación interna del sistema tomando como estados las 

tensiones en los condensadores.
b) Si la salida se mide mediante un sensor y se realimenta definiendo u=k(r-y), 

¿existe algún valor de k>0 para el que el sistema en bucle cerrado (con la nueva entra­
da r) tenga una respuesta ante escalón no acotada?

c) Si las tensiones en los condensadores se miden mediante sensores, y la entra­
da se define como una realimentación del estado, u=Kx+r, calcular el valor de la 
matriz de realimentación para que las ecuaciones de estado en bucle cerrado sean des­
acopladas.

Solución

a) La representación interna del sistema anterior tiene la siguiente estructura:
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En nuestro caso, tenemos que las variables internas son las tensiones en los 

condensadores, deforma que

x =

Se tomarán las siguientes intensidades y referencias de tensión:

Í3 „  R = lk
_____ A

R = lk
h  k

Vi R = lk

Teniendo en cuenta la condición del operacional realimentado (v+ = v  = 0), apli­
cando la s leyes de Kirchojf se obtienen las dos ecuaciones de estado:

u = v{ + Ri¡ = y, + RCl
dt

1 1V, ------------- - v ,  + ----- u (/)
RCX RC,

u - v  1 . , . ̂  dv2 v2
R h + h ~ C2 dt R

1 1 1V , -----------------V , -------------- V , + ------ u (II)
2 R a  RC, 2 RC,

La ecuación de la salida es:
y = -v 2 -  Rix = v, -  v2 -  u

Escribiéndolo en forma matricial y sustituyendo valores se obtiene la siguiente 
expresión:

V -1000 0 • 'V +
-1000-

-100 -100 .V2. 100

, = [ i  - i ]

b) En este apartado se realiza una realimentación de la salida. Una respuesta ante 
escalón no acotada quiere decir un comportamiento inestable del sistema. El dia­
grama de bloques que representa el bucle cerrado del sistema es el que se muestra a 
continuación:
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G(s)

G(s) es la función de transferencia del sistema, cuya equivalencia con la represen­
tación interna es:

G(s) = C(sl -  A)~l B + D

G(í ) = [1 -1]
-J + 1000 0 ■

-1
-1000-

100 5 + 100 100

-í 2 -  200í

-1  =

-s (s  + 200)
s2 + 1 lOOs + 105 (s + 100)(5 + 1000)

La función de transferencia en bucle cerrado es:

« . , . - ¡ 2 2 -
1 + kG{s)

La ecuación característica será:
1 + kG(s) = 0 => (s + 100)(s + 1000) -k s (s  + 200) = 0

(1 -  ¿ )í2 + (1100 -  200k)s + 105 = 0

Para que el sistema sea inestable es necesario que al menos un polo (raíz de la 
ecuación característica) tenga parte real positiva. Los polos son:

-1100 + 200* ± V(1100 -  200¿)2 -  4(1 -  ft)105
2(1 -  k)

Esto se cumplirá si 
-1100 + 200* >0

2 (1 -* )
fl-* > 0  y -  1100 + 200* > 0  => No hay solución 

^  { l-* < 0  y -  1100 + 200* < 0 => 1 < * < 5.5

También habrá un polo con parte real positiva si

-4(1 -  *)105 > 0 => * > 1

Se concluye que sí hay valores de k>0 tales que el sistema en bucle cerrado es 
inestable (cualquier valor k > l).

c) En el presente apartado se procede a realimentar el estado, deforma que las 
nuevas ecuaciones de estado se hallen desacopladas. La entrada se define como:
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u = [ * ,  * 2] + r

Las ecuaciones en bucle cerrado son:

-1000 0 1 riooo
-100 -100 + 100 [*, *2]

1000
100

Para que el sistema en bucle cerrado sea desacoplado la matriz de estado debe 
ser diagonal. Por lo tanto, se deben seleccionar k, y k¡ de modo que cumplan:

1000k2 = 0 k2 = 0

-100 + 100*, = 0

PROBLEMA 88. Representación interna discreta

El modelo de un sistema discreto está definido por la ecuación en diferencias:

yk -  l -12yk-i + 0-81^ -2  = 10% + 1{K - 2
Obtener una representación interna válida para el sistema.

Solución

La defunción de transferencia es:

U(z) 1 -\.12 z  + 0.8 lz
Para obtener una representación interna del sistema se definen las variables de 

estado x¡ y x2 como aquellas señales cuya transformada en Z es:

z~lX 2( Z ) -------------- ,----------- y U i z )
2 1 -1 .72z +0.81z

z~2 ,
X .  ( z ) ---------------------------------------------  --------- T U ( z )  = z A X A z )

1  ̂ l-1 .7 2 z  + 0.81z W  2W

se tienen las siguientes ecuaciones de estado: 
x{ (k + 1) = x2(k)

x2(k + 1) = 1.72x2(k) -  0.81x2(^ -  1) + uk = \.12x2(k) -  0 .8Ijc,(A:) + uk
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La salida se puede expresar en función de los estados como:
1 7-2

Y(z) = 1 0 , ____   -2 ^(z) + 101 -  1.72z_1 + 0.8 lz -2 1 -  1.72z_l + 0.8 lz~2

yk = 10 x2(k + 1) + 10*[(*) = 10(l.72x2(£) -  0.81.x,(£) + uk) + 10x,(&) 

= 1.9.x, (k) + 17.2*2(*) + 10 uk 

Es decir, las matrices que definen el sistema son:

; C = [ 1.9 17.2] ; D = 10 

Esta solución evidentemente no es única.

' 0 1 ’ 0-
A = ; B =

-0.81 1.72 1

PROBLEMA 89. Representación interna discreta

Dado un proceso modelado por la ecuación en diferencias 
yk = 0.4«*., + uk_2 + 0.6w*_3 

Obtener un modelo en representación interna correcto del sistema.

Solución

Partiendo de la función de transferencia:

r - ,  \ y(Z) r ,  a -2 n  ¿  - 3  0.4z2 +  Z  +  0.6G(z) = = 0.4z + z + 0.6z = --------- r--------
m ( z )  z 3

se pueden definir los 3 estados (el sistema es de orden 3) como:

x,(z) = z_1«(z) => .*,(&) = «*_, => x,(* +1) = uk

x2(z) = z"2u(z) = z-1x,(z)

=> x2(k) = uk_2 = xx(k -1 )  => x2(k+ \) = xx(k)

x3(z) = z~3w(z) = z~lx2(z)

=> x3(k) = uk_3 = x2(k -  1) => x3(k + 1) = x2(k)

quedando la salida definida como:
yk = 0.4x,(&) + x2(k) + 0.6 x3(k)
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Las ecuaciones en representación interna serán por tanto:

0 0 0 ' r

* * + l = 1 0 0 x k + 0

0 1 0 0

yk = [0.4 1 0.6]x*
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SISTEMAS CONTINUOS 
DE SEGUNDO ORDEN

Esta sección contiene problemas relativos a sistemas continuos de segundo orden. 
Los problemas están relacionados con las características de la respuesta de estos 
sistemas ante entrada escalón, como la ganancia estática, la sobreoscilación, el tiem­
po de pico, el tiempo de establecimiento o la frecuencia de oscilación.

En algunos problemas se plantea la obtención de la función de transferencia del 
sistema a partir de la respuesta ante escalón del mismo, o a partir de algunos datos de 
dicha respuesta.

En otros problemas se debe calcular alguna de las características de la respuesta 
del sistema a partir de información de la función de transferencia.

Los problemas hacen referencia tanto a sistemas de segundo orden estándar (nin­
gún cero), como sistemas con cero adicional, o sistemas de orden superior con un par 
de polos complejos conjugados dominantes.

La teoría necesaria básica para resolver los problemas de este capítulo puede encon­
trarse en el capítulo 7 de [SalaOO].

También puede encontrarse la teoría necesaria en los libros [Oppenheim98] (capí­
tulo 6), [Phillips96] (capítulo 4), [Franklin91] (capítulo 2) y [Ogata93] (capítulo 4).
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PROBLEMA 90. Identificación de sistema

Obtener la f.d.t. aproximada del sistema cuya respuesta ante una entrada escalón 
de valor 3 es:

¿Se trata de un sistema de 2o orden estándar?. Si no es así, ¿qué tipo de sistema 
puede ser, y por qué?.

Solución

Midiendo sobre la gráfica la sobreoscilación y el tiempo de pico se tienen datos 
suficientes para obtener § y (±>„. La ganancia estática se obtiene sin más que leer el 
valor en el que se estabiliza la entrada, teniendo en cuenta que la entrada es un esca­
lón de 3 unidades:

3

6 . 1 ^ 5 . 0 , 2 4 7 . ^
1.5
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ln(0.247) = => (1 - 12) = jr2|f2 1
(ln(0.247))2

<>"<0-247» 2 -  0.406
k  + (ln(0.247))

í = 0 .6 5 -------=><«„= —  = 4.83 = ( o J l - % 2 =*>(0= 5.29
<op p 0.65

luego el sistema de 2° orden estándar es:
K m 0.5-5.292 14

G(s) =
s2 +2%(ons + a)„2 s + 2-  0.406 • 5.29í + 5.29 s2 + 4 .3 í + 28

Para comprobar si realmente se trata de un sistema de 2° orden estándar, hay que 
medir alguna otra característica de la respuesta, por ejemplo la frecuencia de osci­
lación. Midiendo el semiperiodo de oscilación (distancia entre el máximo y el míni­
mo) da aproximadamente 0.9 segundos, luego la frecuencia de oscilación medida es:

^n = 3.5 rad / s 
2-0.9ose

si fuera un sistema de 2- orden estándar, esa frecuencia de oscilación debería ser 
igual a o)p. Sin embargo, el valor calculado de wpes 4.83 radls, por lo que no es un 
sistema de 2Q orden estándar.

Se puede averiguar qué tipo de sistema puede ser, haciendo el cálculo de manera 
diferente. Si se trata de un sistema de 2- orden (aunque no sea estándar), la fre­
cuencia de oscilación coincide con cop, pues es el término que aparece dentro del fac­
tor senoidal de la respuesta. Así pues, de la frecuencia de oscilación medida se puede 
tomar o)p en lugar de calcularlo a partir del tiempo de pico. De esta forma: (úp= 
ü)osc=3.5 radls. Para este valor de cop, el tiempo de pico (si fuera de 2- orden están-

71 Jt
dar) sería de t = —  = —  = 0.9. Sin embargo, el tp del sistema real es de 0.65 

cop 3.5

(bastante menor), con lo que se puede concluir que podría tratarse de un sistema con 
un cero adicional negativo (constante xpositiva). Por otra parte el cero adicional 
produce un aumento de la sobreoscilación respecto de la que tendría el sistema de 
segundo orden estándar con los mismos polos. Esto implica que el amortiguamien­
to del sistema será en realidad mayor que el valor calculado al principio del pro­
blema, es decir, § >0.406. Esto encaja también en el hecho de que la frecuencia pro­
pia sea menor que la calculada inicialmente a partir del tiempo de pico. El cálculo 
exacto de los valores es complicado, pues tanto el tiempo de pico como la sobreos­
cilación dependen de x, a)n y
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PROBLEMA 91. Identificación de sistema

Un sistema es sometido a una entrada escalón de valor 3. La salida en cada ins­
tante se puede leer en un display (de números). Se dispone también de un cronóme­
tro. El valor inicial del display es cero. El valor máximo que llega a marcar el display 
durante la respuesta transitoria al escalón es de 15.8. Cuando pasa mucho tiempo la 
lectura del display se estabiliza en 12. Mediante el cronómetro se ha medido también 
el tiempo que ha pasado desde que el display llegó al primer valor máximo hasta que 
llegó al segundo valor máximo. Este tiempo es de 25 segundos. Obtener la función 
de transferencia del sistema. ¿Podemos saber si se trata o no de un sistema de 2o orden 
estándar?. ¿Qué medida adicional podríamos haber tomado para comprobarlo?

Solución

Supondremos que se trata de un sistema de 2e orden estándar.
, 12 „Ganancia estatica: k = —  = 4

3

Sobreoscilación: ó = — — = 0.31712
2 jt 2k

Frecuencia propia: con = —  = —  = 0.25
p T 25

De la sobreoscilación se puede obtener el amortiguamiento:
&

ó = e  ^  => I  = , ■1 = 0.343
( - ? — )2 +1 

f i n  (ó)'

De la frecuencia propia se puede obtener la natural:

Up = "„a/1- ^ 2 =*• <°n = = ° ’266

La función de transferencia del sistema (suponiéndolo de 2- orden estándar) sería:
kwl 0.28

G(s) =
s2 + 2¡;a) ns + a>l s2 + 0.182s + 0.07

Con los datos que tenemos no podemos saber si se trata o no de un sistema de 2- 
orden estándar. Para comprobarlo hubiera bastado con medir el tiempo de pico, y 
comprobar si coincide con el valor teórico para un sistema de 2Q orden estándar:
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Jl
f = —  = 12.57 . Si el tiempo medido coincide con éste, se trata de un sistema están- 

dar. Si no coincide no sería un sistema estándar

PROBLEMA 92. Identificación de sistema

La siguiente gráfica muestra la salida de un sistema ante una entrada en rampa 
de pendiente 2 (u(t)=2t). Obtener la función de transferencia del sistema. ¿Cuál es la 
ganancia estática del mismo?

Solución

La gráfica medida tiene un aspecto simular a la respuesta ante escalón de un sis­
tema de segundo orden. Debido a esto, en primer lugar supondremos que el sistema 
se descompone en dos bloques en serie:

deforma que la respuesta medida es la respuesta ante escalón unitario de un siste­
ma G’(s). Para calcular este sistema se supondrá que es de segundo orden están-
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dar, y se aplicarán las ecuaciones conocidas de las características de la respuesta 
ante escalón de este tipo de sistemas: ganancia estática, tiempo de pico, frecuencia 
de oscilación y sobreoscilación.

La ganancia estática de G’(s) es K=1.2,pues el escalón es unitario, y la salida se 
estabiliza en 1.2. La sobreoscilación es:

1 6 4 -  1 2 
§ = = 0.367 = 36.7%

1.2
De este valor obtenemos el amortiguamiento:

-f»
6 = 0.367 = e ^  =* |  = 0.305

El tiempo de pico es:

t =3.3 = —  => (o = 0.95 rad / s

Si el sistema es de segundo orden estándar, ésta debe ser la frecuencia de osci­
lación. Midiendo el periodo se obtiene aproximadamente:

T m 6.5 => m = —  = 0.966 «  conOSC rji p

por lo que sí encaja con la respuesta de un sistema de 2e orden estándar.
Para calcular la función de transferencia basta calcular la frecuencia natural:

<»P 0.950)„ = ",...- = , ...........  = 1
Vl - § 2 Vi -  0.3052

con lo que tenemos:
1.2

G'(s) =
s2 + 0.61í +1

La función de transferencia total del sistema que buscamos serán los dos bloques 
en serie:

s 1 2 s
G{s) = -G' ( s )  = — r —-----------

2 2(s + 0.61í +1)

La ganancia estática de este sistema es nula ya que:
G( 0) = 0

lo cual significa que ante una entrada escalón (constante) la salida del sistema ten­
dería a cero con el tiempo.
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PROBLEMA 93. Características de la respuesta

El sistema de 2° orden G(s) tiene ganancia 0.5, frecuencia natural 2 y coeficiente 
de amortiguamiento 0.3. Dibujar la respuesta ante escalón unitario, indicando las 
características fundamentales. Superponer a esa gráfica la respuesta de los sistemas 
siguientes, indicando la diferencia fundamental respecto a la respuesta de G:

a) Igual que G, pero con un coeficiente de amortiguamiento de §=0.5 (G2).
b) Con §=0.15, y (on=4 (G3).
c) Igual que G, pero con un cero adicional en 2 (G4).
d) Igual que G, pero con un polo adicional en -0.25 (G5).

Solución

La respuesta ante escalón de G(s) es:

0.7

0.6

0.5
0.95*0.5

0.3

0.2

0.1

0
0 tp 2 4 ts9S 6 8 10

Los valores de las distintas especificaciones de la respuesta son:

Mp = 0.5(1 + e ^ )  = 0.68616
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*s,95 —
I®!,

= 5

La respuesta de G2 es:

La diferencia fundamental es la menor sobreoscilación y el menor tiempo de esta­
blecimiento. El tiempo de pico y el periodo de oscilación son algo mayores.

La respuesta de G3 es:
1
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Es más rápida y más sobreoscilatoria, sin embargo el tiempo de establecimiento 

es el mismo (la exponencial que envuelve a las oscilaciones es la misma por tener los 
polos la misma parte real).

La respuesta de G4 es:

Debido al cero positivo (r<0) la respuesta tiene una oscilación inicial contra­
ria. Además tiene una sobreoscilación algo mayor, y un tiempo de pico también mayor. 
El tiempo de establecimiento es similar.

La respuesta de G5 es:
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El polo adicional tiene una parte real de un valor más pequeño que los polos com­
plejos (0.25 frente a 0.6), por lo que ese polo es ligeramente dominante. La respuesta 
se parece por tanto más a la de un sistema de primer orden (no hay sobreoscilación). 
En este caso la dominación no es muy clara, por lo que el efecto de los polos com­
plejos en la respuesta no es despreciable.

PROBLEMA 94. Identificación de sistema

Para obtener el modelo de un sistema continuo se han hecho dos experimentos. 
En el primero se le ha dado una entrada escalón de valor 5 y se ha ido midiendo la 
salida en el display del sensor. El valor máximo que alcanzó la salida es de 8, mien­
tras que el valor en el que se estabilizó es de 7. El segundo experimento ha consisti­
do en una entrada senoidal de amplitud 2 y frecuencia 10 rad/s. El valor mínimo leído 
en el display del sensor ha sido de -1.5 y el valor máximo de 1.5. Calcular el mode­
lo del sistema.

Solución

En primer lugar, suponemos que el sistema es de segundo orden estándar, ya 
que su respuesta ante un escalón es subamortiguada. La expresión general de la fun­
ción de transferencia de un sistema de segundo orden estándar es la siguiente:

kcol
G(s) =

s2 + 2 %cons + a)2

Del primer experimento podemos obtener los siguientes parámetros:

5

8 - 7
7

= 0.143

-$r

ô = => I  = 0.526
k 2 +(ln<5)

Únicamente falta determinar el valor de con. Pero como en el primer experimen­
to no se dan datos de los tiempos (de pico, de establecimiento), se emplearán los datos 
aportados por el segundo experimento para la determinación de dicho parámetro. 
Las medidas realizadas nos indican únicamente la amplitud de la salida para una 
frecuencia de 10 rad/s.
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lG0'«)| = J—2----- -------------- r = I k°?n
\(on -(o  + 2%(ona)j\ ^ a )2n -co 2f+(2%conco)2

|G(10y)| = Y  = 0.75

L4íü" = 0.75
j((02 -  100) + (2-0.526-10-<u2) 

2.484<w* + 89.3 3<y2 - 10000 = 0 =><«„ = 6.93rad ls

Ya se dispone de los parámetros necesarios para completar la función de trans­
ferencia. De este modo el sistema objeto de identificación posee la siguiente fun­
ción de transferencia:

G ( I ) .

í 2 + 7.3 s + 48

PROBLEMA 95. Características de la respuesta

Un sistema de 2° orden G(s) tiene ganancia 0.5, frecuencia natural 1.5 y coeficiente 
de amortiguamiento 0.5. Dibujar la respuesta ante escalón unitario, indicando las 
características fundamentales. Superponer a esa gráfica la respuesta de los sistemas 
siguientes, indicando la diferencia fundamental respecto a la respuesta de G:

a) Igual que G, pero con un coeficiente de amortiguamiento de §=0 (G2).
b)Con §=0.25,y co=3 (G3).
c) Igual que G, pero con un cero adicional en -3 (G4).
d) Igual que G, pero con un polo adicional en -6 (G5).

Solución

La respuesta ante escalón de G es:
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donde los valores son:

5 = e
fa

= 0.163

Mp =0.5(1 + e ^ I F ) = 0.5815

= 2.418

5,95 “  c.

£7 sistema G2 con %=0 tiene una respuesta:
i
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La característica fundamental de este sistema es que la sobreoscilación vale 1 

(100%), y el tiempo de establecimiento infinito. El tiempo de pico es algo menor.
La respuesta del sistema G3 es:

La exponencial que envuelve las oscilaciones es la misma, por lo que el tiempo de 
establecimiento es el mismo. Esto se debe a que la parte real de los polos es la misma. 
El tiempo de pico es menor, y la sobreoscilación mayor, debido al menor amorti­
guamiento. La frecuencia de oscilación también es mayor.

La respuesta del sistema G4 es:

Al ser un cero negativo (t>0) el sistema es más rápido (tiempo de pico menor) y 
tiene más sobreoscilación. El tiempo de establecimiento es similar, y la frecuencia de 
oscilación es la misma.
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La respuesta de Gs es:

Al ser un polo estable y de parte real bastante mayor que la de los polos com­
plejos, éstos dominan, por lo que la respuesta es parecida a la del sistema de 2e 
orden estándar. El efecto del polo adicional es hacer el sistema algo más lento 
(tiempo de pico mayor) y algo menos oscilatorio (sobreoscilación ligeramente 
menor). El tiempo de establecimiento es similar, y la frecuencia de oscilación es 
la misma.

PROBLEMA 96. Identificación de sistema

Un sistema continuo lineal se encuentra en bucle cerrado con la entrada definida 
por una realimentación de la salida de la forma u=10(r-y). Estando en equilibrio en 
un punto de funcionamiento definido por r0=15, y0=14, u0=10 se produce un cambio 
en la señal de referencia que pasa a valer r=20. Midiendo la salida se ha observado 
que el valor máximo que alcanza es y^ =22 , en un tiempo de 2 segundos. Calcular la 
función de transferencia del sistema en bucle abierto haciendo las suposiciones que 
se consideren oportunas.

Solución

Como se tiene una realimentación de la salida estándar la función de transfe­
rencia en bucle cerrado es:
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■i/ 10 G(s) y

J

y(s) = M(s)
10 G(s)

ris) 1 + 10G(s)
Como el sistema es lineal, si con r0=15 el sistema se estabiliza (está en equilibrio) 

en y0=14, la ganancia estática es:
14

M i 0)
15

Al ser el sistema lineal la función de transferencia es válida para incrementos, por 
lo que ante un incremento escalón en la referencia de valor 5 el valor final que alcan­
zará el incremento de la salida es:

AX°o) = 5 MÍO) = j

De los datos medidos (valor máximo de la respuesta y tiempo en el que se da) se 
tienen la sobreoscilación y el tiempo de pico. Si se supone que el sistema en bucle 
cerrado M(s) es de segundo orden estándar se tiene que:

► §=0.1065
A y (o o )

' , - 2 -

14/3

Jt

Con lo que el sistema en bucle cerrado es:
Kcol 2.3293

w„ = 1.5798 rad! s

Mis) =
10G(s)

s2 + 2%o)ns + cu2 s2 + 0.3365s + 2.4957 1 +10G(s)

de donde se obtiene despejando:
Mis) 0.23293

Gis) —
10(1 -  Mis)) s2 + 0.33655 + 0.1664

PROBLEMA 97. Identificación de sistema

Un sistema mecánico se encuentra en equilibrio con una fuerza de entrada de 100 
N, y una posición de 0.6 m. En un instante determinado se aumenta la fuerza, pasan­
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do a 150 N, y se registra la evolución de la posición con el tiempo. De este registro 
se han obtenido los siguientes datos:

- La posición máxima alcanzada fue de 1.2 m, alcanzándose en t=l .5 segundos.
- La posición alcanzó un mínimo local en el instante t=2.9 segundos.
- El sistema quedó en reposo en una posición de de 1 m.
Obtener de forma aproximada la función de transferencia del sistema. ¿Qué varia­

bles relaciona esta función de transferencia, y qué representa?

Solución

Si la fuerza se incrementa pasando de 100 a 150 N, se tiene una señal de entra­
da escalón de valor 50 N para la señal Au. Por otra parte la salida del sistema (posi­
ción) pasa del valor de equilibrio de 0.6 m a un valor final de 1 m, pasando por un 
valor máximo de 1.2 m. Esto significa que la variación de la posición respecto del 
punto de funcionamiento ha alcanzado un valor final de Ay (°°) = 1 -0.6 = 0.4 m, y 
un valor máximo de Ay(tp)=1.2-0.6=0.6 m, donde el tiempo de pico ha sido tp=1.5 
segundos. Con estos datos, si se supone que el sistema se puede aproximar a uno de 
segundo orden estándar, se pueden calcular los parámetros del mismo:

Av(oo) 0.4 
K  = = —  = 0.008

Au 50

a . í í z M . O . S - #  ^  0.215
0.4

< „ - 1 . 5 - —----------í -----  ■=• a i -2 .145  rad ls
c°r 0 , , ^ ¥

La función de transferencia estimada del sistema mecánico es:

G(s) = M £>  = 00368
A u(s) s2 + 0.922s + 4.6

El dato del tiempo que tardó en alcanzar el primer mínimo local sirve para com­
probar la validez de la suposición de que el sistema es de segundo orden estándar. El 
tiempo transcurrido entre el primer máximo y el primer mínimo es el semiperiodo de 
oscilación, por lo que la frecuencia de oscilación es:

-  = 2.9 -  1.5 = 1.4 = —  =* coosc = 2.244 ~ (op = c o ^ l-% 2 = 2.095
2 Ce)ose

Se observa que hay una ligera discrepancia, ya que si el sistema fuera exacta­
mente de segundo orden estándar la frecuencia de oscilación debería coincidir con 
la frecuencia propia. Este pequeño error puede deberse a la presencia de polos o
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ceros adicionales que no son totalmente despreciables. Una forma de estudiar cuál 
puede ser el caso es tomar como frecuencia propia la frecuencia de oscilación (esto 
es válido aunque el sistema no sea estándar). Con esta frecuencia propia el tiempo 
de pico teórico sería:

71 1 ^= 1.4 segp, teorico 2.244
Ahora bien, el tiempo de pico real (medido) ha sido mayor, lo que puede deberse 

a la presencia de un polo adicional o de un cero positivo. En este último caso la 
respuesta hubiera tenido un transitorio inicial contrario al escalón de entrada.

La función de transferencia obtenida relaciona la variación de la entrada (fuer­
za) respecto del punto de funcionamiento con la variación de la salida (posición) res­
pecto del punto de funcionamiento. Esta función de transferencia representa una ecua­
ción diferencial lineal que aproxima el comportamiento del sistema mecánico alrededor 
del punto de funcionamiento definido por u0=100N, y0=0.6 m.

PROBLEMA 98. Sistema en bucle cerrado

Dado el sistema de control realimentado:

l lr e f  +  e R(s) u
G(s)

H(s)=l

donde R(s)=kp(l+0.22s) y donde G(s) es un sistema de 2° orden estándar, ¿Se puede
&

decir que la sobreoscilación del sistema en bucle cerrado es ó = e ^~^ , donde §

es el amortiguamiento de la función de transferencia M (s) =
Y(s)

Uref(s)

Solución

No sería correcto, pues esa fórmula solo es válida para sistemas de 2Q orden están­
dar, y la función de transferencia global en bucle cerrado M(s) no es de 2- orden 
estándar, ya que:
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k (1 + 0 .2 2 5 )--------------
M(s) _ R(s)G(s) m _________ s2 + a ls + a2 =

1 + R(s)G(s) j + k (1 + o.22s)—— --------- ----------
s + a,¡s + a2

¿,,(1 + 0.225)6 _ ^(1 + 0.225)6

52 + a,5 + a2 + kp{ 1 + 0.22 s)b s2 + (ax0.22bkp)s + a2 + bkp

por lo que M(s) es un sistema de 22 orden con un cero adicional negativo (rpositiva)
pudiendo afirmarse que la sobreoscilación real será mayor que la que predice la fór­
mula.

PROBLEMA 99. Características de la respuesta

Describe las diferencias y semejanzas entre las respuestas ante escalón de dos sis­
temas de 2o orden estándar con la misma ganancia y factor de amortiguamiento o, 
pero diferente frecuencia natural y amortiguamiento, es decir:

kx = k2

O x = £ ,  (On X =  O 2 = ^ 2 (X}n,2

Si <§2

Solución

El sistema 1 tiene mayor sobreoscilación (% menor), menor tiempo de pico y mayor 

frecuencia de oscilación ( ü)p = (On̂ J 1 -  §2 mayor).

Los dos sistemas tienen el mismo tiempo de establecimiento, pues la envolvente 
exponencial de la respuesta es la misma ( mismo valor de a -  fa>J.

PROBLEMA 100. Identificación de sistema

Un sistema de segundo orden estándar recibe como entrada una señal rampa uni­
taria partiendo de condiciones iniciales nulas. Se ha medido la salida a partir del 
instante 3 segundos, obteniéndose la gráfica de la figura. Obtener toda la información 
posible de la función de transferencia del sistema.
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Solución

La función de transferencia de un sistema de segundo orden estándar es:

G(s) = - ----- ^ ---------
s +2§tons + con

La transformada de Laplace de la respuesta ante rampa será:
k (02

Y(s) = G(s)U(s) =
s (s + 2 %(0„S + 0 ) 2)

Si se hace la descomposición en fracciones simples (suponiendo en principio que 
el sistema es subamortiguado, es decir que tiene polos complejos) se obtiene:

2 7 , / ~ 2  , _  2 ^k(o  +ü)p )

s2(s2 +2%(0„S + C0n2) s2((s + o ) 2 + ( 0 2)

a b 
= — + —r  + c-

s + o
+ d-

<Ü„

s s  (s + o ) + cop (s + cr) + (op

as((s + o )2 + ( o 2) + b((s + o )2 + ( o 2) + cs2(s + cr) + ds2(op 
s2(s2 + 2%(DnS + (D2)

Igualando los numeradores se obtiene:

b (o 2 + (o 2) = k (o 2 + ( a 2) => b = k
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/ 2 2x « -2 b o  - 2 ko  - 2 k%a (o  + co ) + 2b o  = 0 =*• a = — -------- = — --------  = -------
o  +  COp O  +  COp (On

n 2 k %a + c = 0 => c = - a  = -----
°>n

_ k _ 2k§o
, , « , - b - a o  0)„ ,1 + 2^2 a o  + b + c o  + dcop = 0 => ------------- = ------------ —  = - k ---------

0)p (Dp 0)p

Es decir, la salida del sistema es:
. . - 2 k% , 2k% _a ,  ̂ . 1 + 2£2 _a , .

y(t) = -------+ kt + ------e cos(co t ) - k ----------e sen((y/)
<*>„ <op

Como solo se dispone de la salida a partir del instante t=3 segundos aproxima­
damente, y el tramo de y(t) que se observa es una línea recta, se puede concluir que 
los términos exponenciales ya se han hecho prácticamente cero en ese instante, por 
lo que el trozo de y(t) que se tiene en la gráfica se puede aproximar a:

« ---------------- +  f a  f  >  3 s e g

con
Esta respuesta no depende de que el sistema sea sobreamortiguado o subamorti- 

guado, porque los parámetros a y  b de la descomposición en fracciones simples 
dan el mismo resultado.

De la gráfica se pueden tomar dos puntos, por ejemplo (t=4, y=7.3), y (t=5, y=9.3) 
por lo que se pueden plantear dos ecuaciones:

v(4) s ..— — + 4k = 7.3
<»n

3 , ( 5 )  a + 5k =  9.3
<°n

Restando las dos ecuaciones se obtiene:
5 k - 4 k  - 9 .3 - 7 .3  => k = 2

De la ecuación de arriba se obtiene:

I— L + 4k = 7.3 => —  = 0.175
CO„ 0 ) „n n

Es decir, no se puede obtener la función de transferencia, sino solo la ganancia 
estática y la relación entre § y  con. Ni siquiera se puede saber si el sistema es sub- 
amortiguado o sobreamortiguado.
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De la respuesta se puede concluir también que el tiempo de establecimiento es 

menor de 3 segundos, pues los términos exponenciales ya han desaparecido.
Aunque intentáramos medir más puntos de la respuesta para tener más ecuacio­

nes no conseguiríamos más información, pues la gráfica que se tiene es una línea 
recta que queda totalmente definida por dos puntos (si se toma otro punto se obtiene 
una ecuación que no es independiente de las dos anteriores, por lo que no se obtie­
ne información adicional).

PROBLEMA 101. Sistema en bucle cerrado

Obtener el valor mínimo de la constante K para que en régimen permanente la 
diferencia entre la salida y y la entrada u sea menor del 10% de la entrada cuando 
ésta es un escalón.

Para ese valor de K, definir la característica de la respuesta del sistema ante escalón. 
¿Existe algún valor de K para el que se cumpla la condición del 10% y el siste­

ma no sea oscilatorio?.

Solución

La función de transferencia en bucle cerrado es:

K- 1
w f .x r (j) 5 + 0.5 K(s + 3.5)U(s) 1 3.5 52 + 4s + 1.75 + 3.5£

(5 + 0.5) (5+ 3.5)
Para que se cumpla la condición del enunciado, la ganancia estática del sistema 

en bucle cerrado (función de transferencia entre u e y) debe ser mayor o igual a 0.9:

M(0) -  -  K^--5)-. a 0.9 => K z  4.5
1.75 + 3 .5*

Para K -4.5 el sistema en bucle cerrado es:
4.5(5 + 3.5)

M(s) =
52 +45 + 17.5

es decir es un sistema de 2- orden con cero adicional. Las características son:
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(On = VÍT5 = 4.1833

i  = —  = 0.4781 
2®.

k = M( 0) = 0.9

£5 decir, e/ sistema es oscilatorio (tiene polos complejos conjugados). Si el cero 
no estuviera la sobreoscilación y el tiempo de pico serían:

Debido a la presencia del cero negativo, que además tiene una parte real no mucho 
mayor que la de los polos complejos (3.5 frente a 2) la repuesta real tendrá una sobre- 
oscilación bastante mayor; y un tiempo de pico menor a los calculados.

El tiempo de establecimiento al 95% será:

ya que el cero adicional prácticamente no afecta al tiempo de establecimiento.
Para que el sistema no sea oscilatorio los polos de M(s) deben ser reales, es decir:

por lo que no existe ningún valor de K deforma que el sistema no sea oscilatorio y 
se cumpla la condición del error menor del 10%.

ó = e ^  =0.1808 = 18.08%

71
0.855t,p

4 2 -  4(1.75 + 3.5K) > 0 => * < 0 .6 4 2 8
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10 RESPUESTA EN FRECUENCIA 
DE SISTEMAS CONTINUOS

Esta sección contiene problemas relacionados con la respuesta en frecuencia de 
sistemas continuos lineales.

Fundamentalmente se trata de problemas en los que se maneja el diagrama de Bode 
de magnitud, utilizando los conceptos de aproximación asintótica del mismo.

En algunos problemas se pide dibujar el diagrama de magnitud de un sistema. 
En otros se pide definir algún parámetro de un sistema para que una característica de 
la respuesta en frecuencia (por ejemplo el ancho de banda) cumpla unos requisitos 
determinados. En otros problemas se tienen que obtener los polos del sistema apro­
ximando la gráfica por líneas rectas de pendientes múltiplos de 20 db/dec.

La teoría necesaria básica para resolver los problemas de este capítulo puede encon­
trarse en el capítulo 8 de [SalaOO].

También puede encontrarse la teoría necesaria en los libros [Meade93] (capítulo 
3), [Oppenheim98] (capítulo 6), [D’azzo92] (capítulo 9), [Ogata93] (capítulo 6), [Phi- 
llips96] (capítulo 8) y [Franklin91] (capítulo 5).
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PROBLEMA 102. Filtro paso bajo

Obtener la función de transferencia del filtro necesario para filtrar la señal:

\e~' sen(6í) t > 0 
u(t) = 1

[0 t < 0

de manera que el contenido en frecuencias de la salida quede amplificado (multipli­
cado) por 10 para frecuencias menores de 2 rad/s, y el ancho de banda de la señal de 
salida sea aproximadamente de 3 rad/s. Para el cálculo suponer que la aproximación 
asintótica (por rectas) de la respuesta en frecuencia del filtro es exacta (no así la de la 
señal de entrada).

Solución

En primer lugar se calculará el contenido en frecuencias de la señal de entrada:

La primera información de la G(s) del filtro nos dice que debe amplificar por 10 
para frecuencias menores de 2 rad/s. Eso significa que:
|y(;-(ü)| = \G(j(0)\-\U(j(0)\ = 10-\U(j(0)\para co<2 rad/s.

es decir, \G(j(ü)\ = 10 para (0<2 rad/s.
o pasando a decibelios:
\G{jo})\db = 201og10(10) = 20 db para 0) < 2  rad/s.

De esta forma, ya tenemos que el diagrama de bode de G será una recta horizontal 
de 20 db hasta la frecuencia de 2 rad/s (por lo menos). Para completarlo habrá que 
ver cuantos polos (o ceros) hay que ponerle a esa frecuencia, para que se cumpla 
la segunda condición del problema. Esta condición es que el ancho de banda de la 
señal de salida sea de 3 rad/s. Aplicando la definición de ancho de banda:

ahora bien:

lyfjo.)!,, -  2 0 1 o g J y c H >  -  20loglo(|GO'<o)|) + 20log,0(|t/(yw)|) -

- I
por lo que tenemos:

-  I í w j L  -  lG<3» L + -  Ií'O'oíL» -  3 -  

- l Go '0 )L + l!;o ' 0 ) L - 3
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de la ecuación anterior la única incógnita es |G(3 j )| , ya que:

6
P u v l  =

P Q j) \db =

0 0  + l)2 + 36 

6

= -15.8 db
db

= -13.57 db
db0 ’3 + l)2 + 36 

v además: \G(jO')\¡¡h = 20 db (ya obtenido).

Despejando entonces de la ecuación se obtiene:

1^(3 j)\db = 2 0 - 1 5 .8 - 3  + 13.57 = 14.77
Como se ve, es menor que 20 db, por lo que habrá que añadir polos. El número 

de polos dependerá de la pendiente requerida para que de 2 rad/s a 3 radls el dia­
grama de bode baje 20-14.77=5.23 db.

El número de décadas que hay entre 2 y 3 radls es: logw(3/2)=0.176, por lo que

la pendiente requerida es: pendiente = -5.23
0.176

= -29.7 db/dec

Como no es múltiplo de -20 db, no se puede conseguir lo que se pide colocando 
polos en 2 rad/s. En lugar de eso, se colocarán 2 polos (pendiente -40 db/dec) en la
frecuencia adecuada (mayor de 2 rad/s), para que |G(3j)\db = 14.77. Para bajar

5.23 db con pendiente de -40 db/dec, el número de décadas es:
5.23

decadas = ——  = 0.13 = log(3) -  log(polo) => polo = 2.22 radls 
40

luego habrá que poner 2 polos en -2.22, quedando la G(s) total como:
10 10 49.284

G is ) -
(1 + í_ 5)2 (1 + 0.45s)2 (s + 2.22)1

2.22
ya que la ganancia estática tiene que ser G(s=0)=10. 

El diagrama de \G(j(ú)\ queda:

20 db -40 db/dec
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El filtro obtenido amplifica por 10 las frecuencias menores de 2.22 radls, y por tanto 
también las menores de 2 radls, por lo que cumple las condiciones del problema.

Esta solución no es única, pues se podría haber colocado por ejemplo 3 polos 
(-60 dbldec) en una frecuencia mayor, o haber introducido algún cero, etc.

PROBLEMA 103. Filtro paso bajo II

Se desea construir un filtro que elimine las altas frecuencias de una señal, de forma 
que las frecuencias menores de 1 kHz no se modifiquen, mientras a la frecuencia de
2 kHz, la atenuación debe ser de 12 dB. Este filtro se construye mediante amplifica­
dores operacionales, según la figura. Obtener los valores de los componentes (la solu­
ción no es única), utilizando la aproximación asintótica de la respuesta en frecuencia. 
¿Cuál es el ancho de banda del filtro? ¿Se cumple realmente la Ia condición del fil­
tro? Si no es así, ¿Cuál es la atenuación a 1 kHz?

En primer lugar se obtendrá laf.d.t. del circuito de operacionales. Llamando x 
a la salida del primer operacional tenemos:

C1 C2

r H í

u

Solución:

R,

u X

1

+ C.s
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Con lo que:

y RiR4
u R & i  1 + /?4C2í)(1 +

Se desea que a frecuencias menores de 1 kHz la ganancia sea 1 (Odb), por lo que 
se colocarán los polos en esa frecuencia (lkHz=1000Hz=2*itf: lOOOrad!s=6283 radls).

La pendiente que debe tener la respuesta en frecuencia se calcula sabiendo que a 
2kHz la ganancia debe ser 12 db menor que a frecuencias bajas, es decir, de -12 
db. El número de décadas entre 1kHz y 2 kHz es logw(2ll )=0.3 décadas, por lo que 
la pendiente es: -12l0.3=-39.86 dbldecada. Como la pendiente requerida es de apro­
ximadamente -40 db serán necesarios 2 polos en la frecuencia de 6283 radls, es decir:

RJCX = R4C2 ----- —
^ 1 4 2 6283

La ganancia unidad a bajas frecuencias (señal no modificada para frecuencias 
menores de 1kHz) se consigue haciendo que la ganancia estática sea 1, es decir:

1
RlR3

Una de las infinitas posibilidades sería seleccionar:
C ^C ^lyF ^lO ^F  

R}= R2= R3= R4=159Q

El ancho de banda del filtro se calcula como la frecuencia a la cual la ganancia 

ha decrecido 3 db o se ha reducido por y^j2 respecto del valor a bajas frecuencias 

(1 en este caso). Con los datos anteriores, la G(s) queda:

G(s) = ---------- ----------r
(1 + 0.000159s)

por lo que el ancho de banda es:

1
\G(jcoa)\ =

(l + 0.000159;(üar
1 1 = 0.707

1 + 0.0001592(W„2 V2

a) = 4047.8 radl s = 644Hz

Como se ve no se cumple la primera condición del filtro, debido a que el cálculo 
de los polos se ha realizado utilizando la aproximación asintótica. La atenuación a 
1kHz será:

|G(;6283)|
1

(1 + 0.000159y'6283)
1 =0.5

1 + 0.000159 6283
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o bien en decibelios:

1
|G(;6283)|dfc = 201og10,

(1 + 0.000159y'6283)-
= 201og10(0.5) = -6  db

PROBLEMA 104. Decodificador analógico

Un decodificador de señal analógico consiste en un sistema continuo que modi­
fica el contenido en frecuencias de la señal codificada para dar como salida la señal 
original. Con el objeto de copiar el decodificador se han hecho experimentos intro­
duciéndole señales senoidales de distintas frecuencias y de amplitud 1, midiéndose 
la amplitud de la salida en régimen permanente: 

co=1000 rad/s => amplitud=10 
co=2500 rad/s => amplitud=9.97 
co=518000 rad/s => amplitud=0.3633 
oa=910000 rad/s => amplitud=0.123 
(0=8.3-107 rad/s => amplitud=0.004015 
(o=10-107 rad/s => amplitud=0.00401 

Obtener con estos datos la función de transferencia aproximada del decodificador, 
sabiendo que es de orden 2.

Solución

Los datos de frecuencias menores (1000 y 2500 rad/s) nos indican 2 cosas: por 
una parte el diagrama es prácticamente horizontal para frecuencias bajas, y por otra 
parte, la ganancia estática del sistema es 10 (la magnitud a frecuencias bajas).

Los datos de frecuencias más altas (8.3-107 y 10s) indican que el diagrama es prác­
ticamente horizontal para frecuencias altas. Esto nos indica que habrá el mismo núme­
ro de polos que de ceros, ya que de lo contrario habría una pendiente múltiplo de 
±20db/dec. Por lo tanto sabemos que el sistema tiene 2 polos y 2 ceros.

Lo único que queda por determinar es la situación de los 2 polos y los 2 ceros 
para que el diagrama de bode pase por los puntos que se han medido. Si se calcula 
la pendiente entre los dos puntos de frecuencias intermedias se tiene:

PenJ -  *>'°8C0-3633)-201o8(0.123) _ _3g ̂  ^
log(518000) -  log(910000)

Como la pendiente es próxima a -40db/dec es evidente que los 2 polos deben estar 
situados antes de la frecuencia de 518000, y los 2 ceros después de la frecuencia de 
910000. Llegado este punto hay infinitas posibilidades. La más simple es suponer que
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los 2 polos son iguales, introduciendo por tanto una pendiente de -40 db/dec a par­
tir de su valor (a>,), y que los 2 ceros también lo son, reduciendo la pendiente a 0 des­
pués de su valor (co2)

20db

El valor (o, se obtiene de plantear la pendiente entre ese punto y el de frecuencia 
518000:

- 40 .  2 0 |og(10)-20log(0.3633) _  W / j
logíco,) -  log(518000)

El valor de co2 se obtiene de plantear la pendiente entre el punto de a)¡ y el de oj2: 
^ -  20.08(10) -20.08(0.00401) _  s .l ( f n d l ,

log(<ü,) — log(tü2)

Con esta solución la curva no pasa exactamente por el punto de frecuencia 910000, 
ya que la pendiente medida era -38.44 y no -40. Sin embargo hay que tener en cuen­
ta que las rectas no son más que aproximaciones asintóticas que llevan implícito un 
error de partida relativamente grande.

La función de transferencia quedaría:

/J + ̂ _ \ 2 (í + 100000)2 
l + 105/

Como se ha comentado la solución no es única. También sería válida cualquier 
solución que colocara los dos polos en lugares diferentes, siempre que estuvieran 
antes de la frecuencia de 518000 y que las pendientes fueran compatibles (lo mismo 
es válido para los ceros):
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20db
■20 db/dec

ü)

■20 db/dec

•  •
-48db

El valor más pequeño del polo se daría en el caso de que el otro polo estuviera 
exactamente en 518000 (línea a trazos). Este valor mínimo se puede obtener a par­
tir de la pendiente de -20db/dec entre el polo y el punto 518000:

De todas formas es más probable la primera solución, ya que si las frecuencias 
518000 o 910000 estuvieran cerca de algún polo o cero (puntos de ruptura), el dia­
grama real se alejaría bastante de la aproximación por rectas, y la pendiente medi­
da en esa zona no hubiera sido tan próxima a -40 db/dec.

PROBLEMA 105. Diagrama de Bode y ancho de banda

Calcular el ancho de banda del sistema cuya función de transferencia es:

Dibujar el diagrama de Bode asintótico de la magnitud de la respuesta en frecuencia 
y calcular mediante esa aproximación el ancho de banda. Compararlo con el obteni­
do antes justificando el resultado obtenido.

¿Si la entrada al sistema es una señal senoidal de amplitud 2, cuál será la ampli­
tud máxima de la salida en régimen permanente y a qué frecuencia se producirá?.

2Q 201og(10)-201og(0.3633) 
log(<üm,„)-log(518000)

03 mi» = 18819 radl s

Solución

El ancho de banda es la frecuencia coa tal que
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por lo que es la solución de:

I l + coa2 1
] ( 4 - c o a2)2 + 4 2coa2 4V2

Elevando al cuadrado en ambos lados y reordenando se obtiene una ecuación 
de segundo grado para coa2, cuya única solución positiva es:

coa2 = 24.65 => ú)a = 4.96 rad / s

El diagrama asintótico de la respuesta en frecuencia se obtiene sin más que fac­
tor izar la función de transferencia en términos con ganancia estática unitaria :

G(s) = - y ——------ --- (1 + 5)2
s + 4s + 4 +

Se tiene por tanto un diagrama de bode aproximado :

La magnitud en el pico superior (x) se puede obtener mediante la pendiente de 
la recta:

20 -  X~ f~ ' 2) -s- * - 1 0 1 o g ( 2 ) - 1 2 - - 6 db 

l0g(l)
Para medir el ancho de banda en el diagrama aproximado hay que buscar la fre­

cuencia en la que la magnitud vale -12-3=-15 db:
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Para calcular el valor del ancho de banda se aplica de nuevo la pendiente de la 
recta:

- 9

-20  = ~ IS~ X = ~ 15~ <~6) => o> = 2 - 1 0 ^  = 5.64 ra d /s  

,og( f )  log( f )
Como se observa el ancho de banda medido con el diagrama asintótico es mayor 

que el real. Esto indica que la gráfica real está por debajo de la recta asintótica de 
pendiente -20 db/dec.

Si la entrada al sistema es una señal senoidal de amplitud 2, la amplitud máxi­
ma de la salida se producirá a la frecuencia de resonancia (donde /G(ja>)l es máxi­
mo). Para calcular esta frecuencia basta con derivar e igualar a cero. Se derivará 
IG(jco)l2, puesto que el máximo se da a la misma frecuencia:

d\G(jco)\2 = d  / 1 + (02 \ _
do) d ( tí \(4 -c o 2)2 + 4 2<ü2]

2co((4 -  (o2)2 + 42 (o2) -  (1 + coz)(32íy -  4(4 -  (o2)coj ^

= ( ( 4 - íw2)2 + 4 2<ü2)2

de donde se obtiene una ecuación de segundo grado para a?, cuya única solución 
positiva es:

a)2 = 2 => cor = 42  ra d /s

La amplitud de la salida será 2 veces la magnitud máxima de la respuesta en 
frecuencia, es decir:

Amp = 2|G(y-v/2)| = 2 , ------- --------------FT = = °-5^
I A /(4 -V 22)2 + 16V22 V 36

PROBLEMA 106. Compensador en cascada

Se desea modificar la respuesta en frecuencia de un sistema G(s) de forma que la 
ganancia estática sea unitaria, y que el ancho de banda sea de 300 rad/seg. Para ello 
se va a poner en serie con el sistema un compensador según la figura:

u v \ + bs G(s) y
J\ .........

l + as
Definir los valores de K, b y a para que la ganancia estática total sea 1 y el ancho 

de banda del sistema total sea de 300 rad/seg, sabiendo que la respuesta en frecuen­
cia de G(s) es:
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Solución

La función de transferencia total es el producto, por estar los bloques en serie:

G'(s) = t f i± ^ G ( s )
1 + as

En primer lugar la ganancia estática del sistema total es l,p o r  lo que se cumple:
G'(0) -  KG(0) -  1

Para obtener K basta con medir el valor de G(0) en la gráfica. Midiendo en la 
parte de bajas frecuencias se obtiene:

-19.5
\G(0)\db -  -19.5 = 201og(|G(0)|) =* |G(0)| = 10 20 = 0.106 

por lo que:

= 9.43
G(0) 0.106

Por otra parte se desea que el ancho de banda sea de 300 rad/s, lo que implica que:

| G ' ( 3 0 0 ; ) L - |G ' ( 0 ) L - 3 - - 3
Ahora bien, la magnitud total en decibelios se descompone en la suma de cada 

término, por lo que:

1 + 6300;
|G'(300y)jrffo = lOlog(A')-

1 + a300j + |G (300 /)L  -  "3
db
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La magnitud deG a 300 rad/s se mide de la gráfica, obteniéndose aproximadamente:
|G(300j)\ = -33 db

Despejando se obtiene:

1 + 6300;
1 + a300j

= -3  + 32 -19 .5  = 9.5 db
db

Ahora basta seleccionar los valores a y  b para que la respuesta en frecuencia 
del término formado por el cero y el polo tenga una magnitud de 9.5 db a la frecuencia 
de 300 rad/s. Para ello es necesario que el cero (1/b) sea más pequeño que el polo 
(1/a), es decir, que se tenga una respuesta de la forma:

1/a

Odb-

9.5 db

1/b 300 “
Sabiendo que la pendiente es de +20 db/dec, se cumple que:

9 5  9 5 —
20 = -----------— -- t- t  =*> b = 1020 a = 2.985a

log(l / a) -  log(l / b) log(% )

Para que la magnitud en 300 rad/s sea efectivamente de 9.5 es necesario que el 
polo 1/a sea mucho más pequeño que 300 (de esta forma la gráfica real estará muy 
próxima a la recta asintótica horizontal. Hay infinitas soluciones. Tomamos por ejem­
plo l/a=10, con lo que quedaría:

a = 0.1
b = 0.2985

PROBLEMA 107. Filtro para banda

El siguiente circuito se utiliza para filtrar una señal u dando lugar a la señal y
C,

H H
“VW -1— r
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Se desea que el contenido de la señal u entre las frecuencias de 100Hz y 1kHz 

quede reducido a la cuarta parte (todo ese rango de frecuencias por igual).
Calcular los valores de R„ R2, C, y C2 utilizando la aproximación asintótica, sabien­

do que las frecuencias mucho menores de 100Hz y mucho mayores de 1kHz deben 
quedar inalteradas.

¿Cuál es el rango de frecuencias que queda prácticamente inalterada?

Solución

La función de transferencia del sistema se obtiene aplicando las leyes de Kirchoff 
y el concepto de impedancia compleja:

/ \

u (s )  = -----------+  —  +  Ü2
C,5

i(s).

/

J?jC25 +1 + /íjCjí + (1 +

y{s) = \ - ^ -  + R2 \i(s) =

(1 + R lCls)C 2s
1 + R jC 2 s  

C2s

i(s)

1 + (R¡C2 + /?,C, + /^Cj).^ + i?|C,
-w(s) =

(1 + /?,C,s)C25
(1 + i?,C,5)(l + R ¡C 2s) -u{s)

1 + (RyC2 + R]C\ + R2C2)s + RlClR2C2s
El sistema tiene, por tanto dos ceros y dos polos. Según el enunciado del proble­

ma, y teniendo en cuenta que se tienen dos ceros y dos polos la magnitud de la res­
puesta en frecuencia será de la forma:
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donde se observa que habrá un polo en co,, un cero en 200ji, otro cero en 2000k, y 
otro polo en co2. La constante que multiplica a los polos y ceros vale l,pues para fre­
cuencias bajas se tienen 0 db. Para calcular los polos se aplica la ecuación de la pen­
diente:

-1 2 .0 4 -0
-20  = --------------------------- => co, = 157.1 ra d ls

log(200;r) -  l o g ^ )

O - í - 1 2  04^
2 0 -------- v }----------- => <«,=25129.27 ra d ls

log(a)2) -  log(2000jr)

La función de transferencia será por tanto:
(

Gi s ) -
1 + ^ - 1  1+

200jr/ V 2000^, 

l + - ^ - |  11 +
157.1 \ 25129.27,

Para obtener los valores de las resistencias y condensadores basta igualar tér­
mino a término

1 + - L - I l l  +
n  s. \  2 0 0 j i /  \  2 0 0 0 j i ,G(s) = -------- -

1 + — I I1 + -
157.1/ V 25129.27/

(1 + /?,C,s)(l + R2C2s)
1 + (/?|C2 + /?,C, + R2C2 ) s + RlClR2C2s2

Del numerador se obtiene:
1 1

R,C + R2C2 = ------- + ------------ 0.0017507
2 2 2 0 0 ;r 2 0 0 0 jt

R .C .R .a ---------------- -—  = 2.533 • 10'71 2  20 0 jv 2000n

Del denominador se obtiene:

R,C2 + R.C. + R2C2 ----- —  + ------l----------- 0.006405
2 ' 1 ^ 2 157.1 25129.27

R,C,RJC2 ------------------------ = 2.533 • 10-7
' ^ 2 151.7 25129.27

Se observa por tanto que solo hay tres ecuaciones independientes, mientras que 
se tiene 4 incógnitas. Esto indica que hay infinitas soluciones. De las dos primeras 
ecuaciones se pueden despejar los productos RlC¡ y R2C2:
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R,C2 ------- —
*  2 0 0 0 t i

de la tercera ecuación se obtiene el producto R,C¡:
RxC2 = ~(RlCl + R2C2) + 0.006405 = 0.0046543

definiendo por ejemplo R,=1000Q=lk se despejaría C¡, C¡ y R2, quedando:
C, = 1.5915^F 

C2 = 4 .6 5 4 3 ^

R, = 34.19Q

PROBLEMA 108. Medición en diagrama de Bode

El diagrama siguiente muestra la respuesta en frecuencia (magnitud y fase) de 
un sistema G(s).

Frequency (rad/sec)
a) Determinar de forma totalmente exacta un polo del sistema.
b) Justificar de qué orden puede ser el sistema y por qué.
c) Obtener la ganancia estática del sistema en bucle cerrado:

M(s) = G(%  +
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d) Calcular de forma aproximada el ancho de banda del sistema en bucle cerrado: 

M(s) = G(% + G{s)) • Para ello tener en cuenta el valor aproximado de la fase.

Solución

a) se observa que para bajas frecuencias la pendiente de la magnitud es de -20 
db/dec, lo que indica que hay un polo en s=0. Si no lo hubiera, para bajas frecuen­
cias la pendiente sería cero (o +20 si hubiera un cero en s=0).

b) La pendiente para altas frecuencias es de -40 db/dec. Esto indica que hay 2 
polos más que ceros. En principio esto significa que podría haber 2 polos y ningún 
cero, ó 3 polos y 1 cero, ó 4 polos y 2 ceros. La primera posibilidad no es viable, ya 
que si se traza una recta tangente a la magnitud para bajas frecuencias se observa 
que la gráfica sube por encima de la recta, lo que indica la presencia de al menos 1 
cero:

Frequency (rad/sec)
Se puede concluir que el sistema puede ser de orden 3 con 1 cero ó de orden mayor 

con 2 polos más que ceros.
c) La ganancia estática en bucle cerrado será:

G(0) 1
M(0) =

1+G(0) 1 + J _  1 + !
G(0) oo

=  1

ya que G(0)=infinito, por tener un polo en s=0.
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d) El ancho de banda en bucle cerrado será aquella frecuencia (oa tal que :

GijfOg) \G (jo>a)\ _ M (0 )_ 1 
\l + G (j<oa)\ V2 V21 + G C M )

Como solo se tiene la magnitud de G, es necesario despejar de alguna forma de 
la ecuación anterior un valor para IG(jcoa) / . Para poder abordar esta idea hay que 
hacer una suposición sobre el argumento de G(jcoa), ya que /l+G(jcoa)/ depende de 
qué argumento tiene G(j(oa). La suposición que parece más razonable es que o)a es 
grande (en esa frecuencia la magnitud debe ser pequeña, por lo que el argumento 
de G(jü)J puede estar cercano a -180°( tal y como se observa en la gráfica). En ese 
caso se tendría:

G(j(oa) -  -\G(jo)a)\ => |l + G(j(oa)\ -  1 -  \G(jü)a)\ 

por lo que se podría despejar:

\G(jC° a)\ ~  - M ia u A  = - L  => \G(jcoa)\ -  0.4142 = -7.655dB 
|l + G(j(oa)\ l-\G (ja>a)\ V2 1 a''

De la gráfica se obtiene aproximadamente wa=3.7 radls. Observando el diagra­
ma de la fase se comprueba que la suposición era correcta, pues el argumento de G 
a esa frecuencia es cercano a -180°.

PROBLEMA 109. Dibujo de diagrama de Bode

Obtener utilizando la aproximación asintótica los valores de a y  k para que el 
sistema de función de transferencia:

k(s + a)(s + l)G(s) = —z-------------------
(s2 + s  + 4 )0  + 4)

tenga un ancho de banda de 8 rad/s y una magnitud a bajas frecuencias de 10 dB. 

Solución

En primer lugar se obtendrá la aproximación asintótica del diagrama de magni­
tud. Para ello se factoriza en primer lugar la función de transferencia:
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Se tiene por tanto 5 términos: 
ka

Valor constante: 201og(— ) = 10 d b , ya que la magnitud a bajas frecuencias debe 
16

valer 10 db (por enunciado).
Cero en s=-l.
Cero en s=-a.
Polo simple en s=-4.
Polo doble (par de polos complejos) en jpolo/=2 (el módulo de los polos es 2). 
Para dibujar el diagrama se conocen todos los términos excepto el cero en -a. 

Debido a esto se dibujará únicamente la función de transferencia :

k*a (l + s)G ’(s) -
16

1 +

en la que sí se conocen todos los términos:

Para que el ancho de banda de G(s) sea 8 rad/s se debe cumplir que: 

I^O'8)L = \G(j0)\db -  3 = 1 0 - 3  = 7db
Ahora bien:

|G(/8)L -  |G'0'8)|db + l + 2 = -2  + = 7
a db a db
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donde se ha medido el valor de /G’(j8)/ en la gráfica obtenida anteriormente. Se con­
cluye que el término del cero en a debe contribuir con una magnitud de 9 db a la 
frecuencia de 8 rad/s. La gráfica de magnitud del cero en -a  es:

Sabiendo que la pendiente es de +20 dbldec, se cumple que:
Q

2 0 ----------- ------------------ % -r  => a = 8 - 1 0 “  = 2.838 ra d ls
log(8) -  log(a) log(% )

Para concluir el problema basta con calcular el valor de k:

201og^ |J  = 10db => k = 17.83

PROBLEMA 110. Filtro pasa banda

• Obtener la función de transferencia de un filtro pasa banda que cumpla:
• Entre 50Hz y 20 kHz, magnitud constante e igual a 20 dB.
• Pendiente constante para frecuencias bajas, de forma que para 1 Hz se tengan -14 dB.
• Pendiente constante para frecuencias altas, de forma que para 100 kHz se tengan 0 dB.
• El orden de la función de transferencia sea mínimo.

Solución

Se pide que entre 100jiy 40000J t rad/s la magnitud sea constante e igual a 20dB. 
Por otra parte se tiene que a 2 jt  rad/s la magnitud debe valer -14 dB, y a 200000j t  rad/s 
la magnitud debe valer 0 dB. Todos estos datos se resumen en la gráfica siguiente:

Á
20dB

OdB
2:n ----

----
----

----
----

----
----

----
----

----
-é 

w
1 i

c
----------- -----------m ---------

D
Mk ^•  w

100 Jt 40000;3T 200000 Jt

-14dB ... -------------
*  A
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Como se trata de un filtro paso bajo se necesita al menos un cero en s=0, para 
que a frecuencias bajas se tenga una pendiente positiva.

La pendiente entre los puntos A y  B es:
2 0 - ( -1 4 )

p en d ,B = 20.01 db! dee
log(lOO^) -  log(2jr))

es decir, es exactamente 20 db/dec por lo que podemos poner un solo cero en s=0 
y un polo en lOOjt. En la parte de frecuencia alta, la pendiente entre los puntos C y 
D es:

0 -  (20)
pend^D = = -28.61 db! dee

log(200000;r) -  log(40000;r))

Como esta pendiente no es múltiplo exacto de -20 db/dec, no podemos situar sim­
plemente un polo en 40000n. Será necesario poner al menos 2 polos, ya que con 
un solo polo, si pasa por D no se cumpliría la condición de que la magnitud sea cons­
tante entre 50Hz y 20KHz. Las soluciones son infinitas. La posibilidad más simple 
será situar 2 polos iguales en una frecuencia mayor que 20KHz, deforma que con la 
pendiente de -40db/dec la gráfica pase por el punto D. La condición será por tanto :

0 - (20)
-40 p -  198692 ra d /s

log(200000jr) -  log(p)

De esta forma se tendría un diagrama de magnitud de la forma:

pues:

G(s) = K
1 +

IOOjt
1 +

198.692

Para terminar el cálculo falta obtener la constante K. Para ello se puede consi­
derar por ejemplo la frecuencia IOOjt en la que los únicos términos de la magnitud 
que son distintos de cero son el cero en el origen y la constante K:
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\G(jlOOjt)\db = 201og(/Q + 201og(100;r) = 20 => K  = 0.0318

Lo mismo se podría haber hecho con la frecuencia 2ji, obteniéndose el mismo 
resultado:

\G{j2n)\db = 201og(ÁT) + 201og(2^r) = -1 4  => K  = 0.0318

La solución propuesta no es única, ya que por ejemplo se podría haber situado un 
polo en el punto C, y otro polo intermedio entre C y D.

PROBLEMA 111. Compensador en serie

Se desea modificar la respuesta en frecuencia de un sistema G(s) para convertir­
lo en un filtro pasa banda, de forma que la ganancia estática sea nula, que la magni­
tud sea unitaria en la banda de paso, y la frecuencia de corte inferior sea de 2 rad/seg. 
Para ello se va a poner en serie con el sistema un compensador según la figura:

u
G(s)

J
.........fc -K --------

1 + as
W

Definir los valores de K  y a para cumplir lo anterior, y obtener la frecuencia de 
corte superior del filtro total resultante, sabiendo que la respuesta en frecuencia de 
G(s) es:

Solución

La magnitud de la respuesta en frecuencia del sistema completo es:
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db
kjco 

1 + ajeo
+ \G(j(o)\ db

Esta respuesta en frecuencia consta de la suma de dos términos. La magnitud de 
G es el término paso bajo, mientras que el término que se añade es el término paso 
alto (la magnitud tiende a cero cuando la frecuencia tiende a cero).

Para que la frecuencia de corte inferior sea de 2 rad/s, sabiendo que la magnitud 
en la banda de paso es de Odb (magnitud unitaria), se debe cumplir:

U j * \ 0 ( j 2 t b -db
db1 + 2 aj 

= 201og(&) + 201og(2) -  201og(Vl + 4a2) -1 9  = -3

Por otra parte se tiene que en la banda de paso la magnitud es unitaria. La banda 
de paso son aquellas frecuencias en las que tanto la magnitud de G como la magni­
tud del término paso alto son prácticamente constantes. Para el término paso alto 
esto quiere decir que a < x » » l en esta banda de paso. La magnitud en la banda de 
paso será por tanto:

kjco
+ \G(jco)\db

db

201og(—) -1 9  = 0 
a1 + ajeo

Despejando de las dos ecuaciones anteriores se obtiene:
a = 0.5 
k = 4.456

La frecuencia de corte superior dependerá únicamente de G, ya que el término 
paso alto tiene una magnitud constante a esas frecuencias. Debido a esto, la fre­
cuencia de corte superior es aquella en la que la magnitud de G ha bajado 3 db 
respecto de su valor en la banda de paso:

\G(jú)cs )\db = -19  -  3 = -22  db => co„ = lOrad / s

De la misma forma se podría haber planteado que la frecuencia de corte infe­
rior queda determinada únicamente por la parte pasa alto, por lo que:

k jl

db1 + a j í

de donde se obtiene directamente a=0.5.

201og(—) 
a
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PROBLEMA 112. Compensador en bucle cerrado

Definir la función de transferencia del regulador R(s) para que el sistema en bucle 
cerrado tenga una ganancia estática 1, y para que el sistema en bucle abierto R(s)G(s) 
tenga una magnitud de 0 dB a la frecuencia 3 rad/s.

yref +
R(s) G(s) y

\ j — '

Solución

Para que en bucle cerrado la ganancia estática sea 1 se debe cumplir que:

M(0) = * (0)C(0> - 1
1 + R(0)G(0)

Como G(0) es un número finito (aproximadamente 10~SI2°), la única posibilidad 
para que la ganancia estática en bucle cerrado sea unitaria (el error en régimen per­
manente sea cero) es que la ganancia estática del controlador R(s) sea infinita, es 
decir, que tenga un polo en s=0. Por lo tanto tendremos:

1
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Como además se pide que R(s)G(s) tenga una magnitud deOdB a la frecuencia 3 
rad/s, la forma más sencilla es definir:

N k 
R(s) = -

y calcular k para que se cumpla esa condición:

\R(j3)G(j3)\db = 201og(&) -  201og(3) + \G(j3)\db =

= 201og(¿) -  9.54 -  32 = 0 

De donde se obtiene k=119.4.

PROBLEMA 113. Filtro pasa banda

Obtener la función de transferencia del filtro pasa banda más sencillo posible que 
tenga una frecuencia de corte inferior de 1 rad/s, una magnitud unidad a frecuencias 
medias, una pendiente de caída de 40 db/dec, y de forma que a 200 rad/s la magnitud 
sea de 0.1 unidades.

Solución

Para tener una pendiente de caída a frecuencias bajas de 40 dbldec es necesa­
rio situar dos ceros en s=0. Por otra parte, para tener una pendiente de caída de 
40 dbldec a frecuencias altas, el sistema más sencillo deberá tener 4 polos (dos 
más que ceros). La forma más sencilla de lograr esto (aunque no la única) es colo­
car los polos iguales dos a dos, es decir:

La respuesta en frecuencia del filtro anterior (teniendo en cuenta que la magni­
tud a frecuencias medias es unitaria) es de la forma:
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Donde se ha dibujado con línea gruesa la aproximación asintótica, y con línea 

fina la forma aproximada de la gráfica real. Los datos del filtro que se pide se han 
dibujado también deforma aproximada. Para calcular las 3 incógnitas se podrían 
plantear 3 ecuaciones (una para cada condición), resolviendo después el sistema 
de ecuaciones resultante. Las 3 ecuaciones podrían ser:

K  1|G0')| -

*200
lG{200'^ ' 200’-)/ ,  2001 0,1

donde la magnitud a frecuencias medias se ha expresado en el punto medio del 
diagrama logarítmico entre a y  b, es decir oo = 4ab

Una forma más razonable de obtener los valores de a ,b y  K es realizar un cálculo 
aproximado. En primer lugar se tiene que a la frecuencia de 200 rad/s la curva real 
estará muy próxima a la asíntota, pues la magnitud es mucho menor que la que se 
tiene en la frecuencia de corte. Así pues se puede calcular el polo b tomando la 
gráfica asintótica, sin más que plantear la pendiente de -40 db/dec:

-40  = ------ ~2° — ------  => b -  63.25 ra d /s
log(200)-log  (b)

Para la frecuencia de corte inferior no sirve la aproximación asintótica, pues alre­
dedor de la frecuencia de corte la diferencia entre la curva real y la asintótica es 
grande. Sin embargo se puede hacer el siguiente razonamiento. Se descompone la 
función de transferencia del filtro en 3 partes, la parte paso alto, la parte paso bajo, 
y la ganancia:

G{s) = K  • • j - ^ - j  = *  • Gpa(s) • Gpb(s)

1 + a) (1 + í)
La frecuencia de corte inferior solo depende de la parte paso alto del filtro (no 

depende de K, por ser solo una línea horizontal, ni depende tampoco de b, pues la 
contribución de la parte baso bajo a frecuencias bajas es de 0 db). La gráfica del tér­
mino paso alto Gpa(s) es:
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X = \GpaU°°)\db = / / m 20I°g

/ \ 

(O2

1 +
(0

= 201og(a2)

\ a
La ecuación que da la frecuencia de corte inferior se puede simplificar a: 

que expresada en unidades es:

1

1 +
1

|g„ < H
- n

00 a

=> a = 0.6436 rad / s 
Por último se puede obtener la ganancia K aplicando la condición de que la mag­

nitud sea unitaria en la banda de paso. Razonando deforma aproximada, la contri­
bución de la parte paso bajo es de 0 db en las frecuencias medias, mientras que la

contribución de la parte paso alto es aproximadamente iG^Ooo)! = a2, por lo que

se tendrá:

\G(jco)\ *  Ka2 = 1 => K  = 2.414

Deforma más exacta se podría aplicar la ecuación:
Kab

\G{Jabj)\

■-3K
donde se ha aplicado a la frecuencia 4ab por ser el punto medio en la escala loga­
rítmica entre los puntos a y  b.
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PROBLEMA 114. Resonancia de amortiguador de coche

El dibujo representa el modelo de un amortiguador de automóvil:

Se desea poner en una calle una superficie en forma de badenes senoidales según 
el dibujo

El objeto de esta superficie es que los coches reduzcan su velocidad. Calcular el 
valor de X que produzca en el coche la máxima oscilación (se supone que la rueda no 
se despega del suelo en ningún momento), y obtener la amplitud de ésta.

Datos (para los dos apartados):
v=20km/h, m=1000 kg, d=10cm, k=40000 N/m, c= 8000 Ns/m, longitud en repo­

so del muelle lo=50cm.

Solución

La ecuación diferencial que describe el sistema es:
my = -m g  -  k(y -  u -  0.5) -  c(y -  ü)

Suponemos que el coche está circulando en régimen permanente por el suelo (antes 
del bache). El punto de funcionamiento será por tanto:

0 = - mg -  k(y0 - u 0 -  0.5) => y0 = u0 + 0.255

donde u0 es la altura del suelo respecto de una referencia de altitud absoluta. Toman­
do incrementos (linealizando) se tendría:

Ay = - —(Ay -  Au5) -  — (Ay -  Aü) 
m m

_  Ay (s) 8s + 40=> Cj \ S )  — — ~
A u(s) s2 + 8s + 40
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Con los badenes senoidales la señal de entrada será de la forma:
u(t) = 0.05sen(<yf)

donde la frecuencia está relacionada con la velocidad horizontal y la distancia entre 
los picos de los badenes según:

(O =
2n
~T
20000 X 
3600 ” T

0) = —  5.555 
X

34.9
X

Ante entrada senoidal la amplitud de la oscilación del coche en régimen perma­
nente queda definida por la magnitud de la respuesta en frecuencia. Esta será máxi­
ma por tanto cuando la magnitud sea máxima:

2

|G(ytü)|2 =
8 (oj + 40

-o) + 8 coj + 40
1600 + 64(0 

(40 -  <y2)2 + 64(0

do)
=  0 =

128o((40 -  <o2)2 + 64 (o2) -  (1600 + 64o;2)(2(40 -  cü2)(-2<w) + 128co)

((40 - a ) 2)2 + 64tü2)2 

Simplificando la ecuación anterior se obtiene:

(O4 + 50(tí2 -  2000 = 0 =*> (tí2 = 26.2347 a) = 5.122 ra d /s
34.9

X  = —  = 6.81 m
(O

La amplitud de la oscilación de la salida en régimen permanente será:
0.05|G(5.122y')| = 0.05 -1.3247 = 0.06624 m

ROBLEMA 115. Filtro pasa banda

Un filtro pasa banda tiene el diagrama de magnitud de la figura:
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Se desea colocar en serie con este filtro una función de transferencia de forma que 
el filtro pasa banda resultante total tenga una frecuencia de corte inferior de 2 rad/s y 
una magnitud unitaria en la banda de paso, manteniendo la misma frecuencia de corte 
superior. Obtener la función de transferencia más sencilla que permita lo anterior.

Solución

El filtro pasa banda inicial tiene una pendiente de +20db/dec a bajas frecuencias, 
y una pendiente de -20 db/dec a altas frecuencias. Eso indica que tiene un cero en 
s=0 y dos polos. Trazando las aproximaciones asintóticas se obtienen aproximada­
mente los polos del filtro:

Es decir, tiene un polo en 10 y otro polo en 1000. Se puede comprobar que efec­
tivamente el filtro tiene dos polos porque a la frecuencia del polo la magnitud es 3 db
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menor que en la banda de paso, lo cual concuerda exactamente con un solo polo. La 
función de transferencia del filtro es por tanto:

La frecuencia de corte actual es de 10 rad/s (es decir; la posición del primer polo). 
Para cambiarla a 2 rad/s es necesario introducir un polo a esa frecuencia. Para que 
siga siendo un filtro pasa banda, la forma más sencilla es introducir también un cero 
que cancele al polo en -10. Así pues, la función de transferencia a introducir en serie 
será:

Para que la magnitud del sistema total sea de 0 db en la banda de paso se toma 
por ejemplo la frecuencia media a)=100 rad/s:

G(s) -  -
s

donde la magnitud del filtro original se mide en la gráfica, quedando:

201og(£) = -201og - ( - 1 0 )  = 23.98 => * = 15.8
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11 CUESTIONES TEÓRICAS

Esta sección contiene cuestiones cortas diversas. Desde cuestiones puramente teó­
ricas, hasta pequeños problemas que no encajan bien en otras secciones.

La teoría necesaria básica para resolver los problemas de este capítulo puede encon­
trarse en el libro [SalaOO].
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CUESTIÓN 116. Clasificación de sistemas

Poner un ejemplo de sistema que sea:
a) Recurrente, discreto, y no realizable.
b) No lineal, continuo, de orden 2 y variante con el tiempo.
c) Continuo, lineal y estático
d) Discreto, inestable.
e) No lineal y no linealizable.

Solución:

a) y k = y*-. + uk+l
, ,  d 2y ídy
b) - f  + f j — - y  = u 

dt V dt

c) y = 2u

1d) G(z)
z - 2

e) —  + |_y| = « (no linealizable en y0= 0 , al ser la función |j| no derivable en ese 
dt

punto).

CUESTIÓN 117. Equivalente discreto

Dado un sistema continuo de f.d.t. G(s), se calcula el equivalente discreto median­
te la ecuación:

¿La aproximación entre la salida del sistema discreto (ante la secuencia obtenida 
al muestrear la entrada), y los valores muestreados de la salida del sistema conti­
nuo, depende del periodo de muestreo? En qué condiciones y por qué.

Solución

La exactitud de la aproximación depende de la forma de la entrada. Si la entra­
da es constante entre muestreos, entonces el equivalente anterior es matemáticamente 
exacto, y la aproximación es exacta, por lo que no depende del periodo de muestreo.
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Si la entrada no es constante entre muestreos, entonces el equivalente anterior es solo 
una aproximación, y la exactitud de la misma sí depende del periodo de muestre o 
(a menor periodo mejor aproximación).

alrededor de un punto de funcionamiento determinado es G(s). ¿Es correcto afirmar 
que Y(s)**G(s)U(s) ? ¿Por qué?

No es correcto, pues laf.d.t. que resulta al linealizar relaciona incrementos de las 
variables respecto al punto de funcionamiento, y no valores absolutos. Lo correcto 
sería: AY(s)**G(s)AU(s), siendo Ay=y-y0, Au=u-u0. El símbolo de aproximado en lugar 
de igual se debe a que los términos de orden mayor del desarrollo de Taylor se han 
despreciado.

CUESTIÓN 119. Modelo de simulación

La siguiente figura muestra el modelo de Simulink utilizado para comparar la res­
puesta de un depósito no lineal con la respuesta del modelo lineal aproximado. Expli­
car qué sucedería al proceder a la simulación con el modelo tal como muestra la figura.

CUESTIÓN 118. Linealización
La función de transferencia que se obtiene al linealizar el sistema -Z. _ f(y ,u )

d t

Solución

Eite Qipboatrd £dit Sptions gimulation Style

[CL02T
Caudal DepósitoEntrada

(m A3/s)

[002
Sum 2s+1 Grafica doble: 

Nivel de depósito (m)Caudal en 
el punto de 

funcionamiento
Ec.dif. 1er orden

(m A3/s) o
Nivel del depósito 

en el punto de 
funcionamiento 

(m A3/s)
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Solución

Las dos gráficas de las respuestas no se parecerían, pues la variable superior es 
la altura del depósito real, mientras que la variable inferior no es más que el incre­
mento de la altura respecto del punto de funcionamiento, ya que el nivel del depósi­
to en el punto de funcionamiento está a cero. Para que la comparación entre la 
salida real y la del modelo linealizado fuera correcta habría que introducirle el valor 
adecuado de la altura en el punto de funcionamiento. Además, en el bloque del depó­
sito habría que modificar el valor de la altura inicial, para que los dos sistemas empe­
zaran en el mismo punto.

CUESTIÓN 120. Clasificación de sistemas

De los siguientes sistemas determinar cuáles son recurrente/no recurrente, estáti­
co/dinámico, causal/no causal, lineal/no lineal, estable/inestable, variante con el tiem­
po/invariante con el tiempo:

a) G(s) =
s + 2s + 2

b) y + 2 = ü + 2u

c) yk = 0.5* m*

d) yk = u k + -  uk_2

e) y + sen(y) = u /t

Solución

a) Recurrente, dinámico, causal, lineal, estable, invariante con el tiempo.
b) Recurrente, dinámico, no causal, lineal, estable, invariante con el tiempo.
c) No recurrente, estático, causal, lineal, estable, variante con el tiempo.
d) No recurrente, dinámico, causal, lineal, estable, invariante con el tiempo.
e) Recurrente, dinámico, causal, no lineal, variante con el tiempo. La estabilidad 

depende del punto de funcionamiento. Para un punto de funcionamiento y0=0 sería 
estable, mientras que para y0=Jtsería inestable.
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CUESTIÓN 121. Filtros discretos

Diferencias entre filtro discreto de respuesta impulsional finita y de respuesta 
impulsional infinita. Poner un ejemplo de filtro de cada tipo para obtener la tenden­
cia de la evolución de una secuencia discreta como el índice de la bolsa.

Un filtro discreto de respuesta impulsional finita (FIR) es no recurrente, es decir; 
la salida en un instante depende de un número finito de entradas pasadas, o dicho de 
otra forma la salida en un instante no depende de salidas pasadas. Su función de 
transferencia es un polinomio finito en zr1 (es decir; todos los polos son z=0).

Un filtro de respuesta impulsional infinita (IIR) es recurrente, es decir, la salida 
en un instante depende de salidas en instantes anteriores, o lo que es lo mismo la sali­
da depende de todas las entradas pasadas hasta tiempo infinito. Su función de trans­
ferencia es un cociente de polinomios en z~] y sus polos son distintos de z=0.

Filtro FIR para calcular la tendencia de la evolución del índice de la bolsa: filtro 
promediador con ponderación :

Filtro IIR: Si la media se hace de todos los valores pasados, ponderados de forma 
exponencial, se obtiene un filtro IIR, por ejemplo:

Solución

Ejemplos:

yk -
uk + 0.8ma._j + 0.6 uk__2 + 0Auk_3 + 0.2uk_4 
~~  3

=> G(z) =
1 + 0.8z~' + 0.6 z~2 + 0.4z~3 + 0.2Z"4

3

yk = (1 -  a)(uk + auk_x + a2uk_2 + a3uk_3) + ■••

=> G(z) = (l + oz’ 1 + a2z~2 + • • -)(1 -a) = ———

CUESTIÓN 122. Sistema en bucle cerrado

Obtener el valor del regulador constante K para que la salida del sistema ante refe­
rencia escalón sea igual al 95 % de la referencia en régimen permanente, es decir el 
error sea del 5 %. ¿Es correcta esta solución?
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► y

Solución

La función de transferencia en bucle cerrado es:

Z - 0 . 5  + K
K

Para que ante referencia escalón unitario en régimen permanente la diferencia 
entre yref y la salida sea menor de 0.05, la ganancia estática en bucle cerrado debe 
ser mayor o igual a 0.95, es decir:

Si K>9.5, el polo tiene módulo mayor que 1 por lo que el sistema en bucle cerra­
do es inestable, y el cálculo realizado con la ganancia estática no es válido. La solu­
ción, por tanto no es correcta, es decir, no hay ningún valor de K para el que se cum­
pla el enunciado deforma que el sistema en bucle cerrado sea estable.

CUESTIÓN 123. Sistema en bucle cerrado

El siguiente diagrama de bloques representa un sistema de control discreto

M{ 1 )-----------------2:0.95 =* K  a 9.5
1 -  0.5 + K

El polo del sistema en bucle cerrado es:
Polo = 0.5 - K

t Q *  C(z) -rO — 7ii  

z + 0.5
z2 -  1.8z + 0.9

— :—  
z -  0.5

Definir una función de transferencia del regulador C(z) que sea realizable, de forma 
que en régimen permanente la diferencia entre la salida yk y una referencia escalón rk
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sea menor de 0.01 teniendo en cuenta que la perturbación dk es constante (escalón) 
pero de valor desconocido.

Solución

Aplicando el principio de superposición la transformada en z de la salida se puede 
obtener como la producida por rk (suponiendo dk=0) más la producida por dk (supo­
niendo rk=0):

✓v  ̂ Z + 0-5C(z)—z------------------
Y(Z) = V - 1 . 8 Z  + 0.9 r ^

1 + C(z), 2
(z + 0.5)0.5 i _ z-»

(z¿ - 1 .8z + 0.9)(z -  0.5) 
z + 0.5

z2 -  1.8z + 0.9

1 + C(z)-, 2 (z + 0.5)0.5 i _ z-<
(z¿ - 1.8z + 0.9)(z -  0.5)

Ya que tanto la entrada como la perturbación son escalones. El valor de yk en régi­
men permanente se obtiene por el teorema del valor final:

,• ,1 -u w  x 15C(1) 15 ,= hm(\ -  z )Y(z) = -------------r + ------------- d
^  1 + 15C(1) 1 + 15C(1)

Si se quiere que la diferencia entra la referencia y la salida sea menor de 0.01 
independientemente del valor desconocido d es necesario que:

---------------0 => C(l) = 00
1 + 15C(1)

condición que solo puede cumplirse si el controlador tiene un polo en z=l ,  es decir:

C { z ) - — C\z)  
z - 1

Con esta condición se cumple que y<* - r  , por lo que se cumplen las dos con­
diciones pedidas. Para terminar el problema es necesario definir C’(z) para que el 
sistema en bucle cerrado sea estable (todos los polos con módulo menor que 1). Para 
simplificar el problema se define C’(z) para que el denominador en bucle cerrado 
sea lo más sencillo posible, teniendo en cuenta que debe ser realizable:

„  , (z2 -  1.8z + 09)(z -  0.5)
C(z) = k -------------------------------

z(z -  l)(z + 0.5)

De esta forma el denominador en bucle cerrado que define los polos es :
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, , (z2 -1.8z + 09 )(z-0 .5 ) (z + 0.5)0.5 , , 0.5
j _i_ £  ____________________________ ____________________________ 1 i /c_________

z(z -1  )(z + 0.5) (z2 - 1 .8z + 0.9)(z -  0.5) z(z -1 )

Por lo que los polos son:

1 , 0 5  2 n c , n l ± V l - 2 *l + k --------= 0 => z - z  + 0.5£ = 0 =*> z = ----------------
z(z -1 )  2

Tomando por ejemplo k=l los polos son: z = 0.5 ±0.5 j  cuyo módulo es 0.707por 
lo que el sistema en bucle cerrado es estable.
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TRANSFORMADA DE LAPLACE

Definición de transformada de Laplace

Dada la señal continua
fO t < 0 

y^  í s O
se define su transformada de Laplace como

_ _ +00
v ( s ) = £[y(0] = J0 y(t)e~s,dt

donde s es una variable compleja. La integral existe para ciertos valores de s=s+jco, 
siempre que la señal no sea más rápida que una exponencial.

Propiedades

Operador lineal:

£ [ a  • f ( t )  + b ■ y(r)] = a £ [ / ( 0 ]  + b £[y(r)] = a F(s) + bY(S)

Derivada:

£ d¿ 1 
dt

- s  £ [ / ( 0 ] - / ( 0 +) = s - F ( s ) - / ( 0 +)

Aplicando la propiedad sucesivas veces:

£
d kf
d f

= sk F(s) -  sk~lf ( 0 +) -  sk~2f ( 0 +) -  L -  / (*_1)(0+)ik-i),

Integral:

£  f  f ( r ) d r
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Retardo en el tiempo:

£ [ / ( ' - 7’)] = e-srF(s)

Traslación compleja:

Teorema del valor final:

lint f  (t) = lim sF(s)
t—»00 S~*0

Teorema de Convolución:

£ -  r )g(r)dr  = £  ’̂ g ( t  -  r ) f ( r )dx = F(s)G(s)

Derivada respecto a s:

£ D  • / « ] = -
dF(s)

ds

Otra propiedad:

£ ' f ( L \
f \ a )

= aF(as)
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Transformada de Laplace de señales básicas

y(t) Y(s)
ó(t) (impulso) 1
1 (escalón) 1

s
t (rampa) 1

s2
? 2

53
eat 1

s - a
te* 1

(s - a ) 2
sen(cot) co

2 2 S + (0
cos( (Ot) s

2 2 5 + CO
eat sen(cot) co

( s - a ) 2 +co2
eat cos(cot) s - a

(s -  a)2 + co2
teat sen(cot) d i  co ' 2co(s -  a)

ds y (s - a ) 2 +co2 i [ s~a)2 +a>2 y
teat cos( cot) d ( s - a

C'I3i1»3II

i/sl ( s - a ) 2 +co2 ) k s - a f + o ) 2) 2
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Definición de transformada en Z

Dada una secuencia de valores (señal discreta) definida de 0 a

se define la transformada en Z de esa secuencia como:
oo

2  W  -  r(z) = y  y i Z"' = Jo + y. Z'1 + Z~2 +L
tro

Donde z es una variable compleja. Existirá la transformada en Z si el sumatorio 
converge para algún complejo z.

Propiedades

1. Es un operador lineal.

%{a- yk +b- uk] = a- {yk} + b-%{uk} = aY(z) + bU(z)

2. Operador retardo tt¡.

Z{y*-,} -Z{o,y0»ypK} = r 1 -Ejyo.ypK} = z~lY(z)

Retardo de 1 periodos (aplicar sucesivamente la propiedad anterior):
Z(yk, )=Z{0 ....0,y0,y„...} =zr'Y(z).

3. Adelanto: s iyo=0, %(yk+l)=z{y„y2,...}=zY(z).
Si y0¡*0, hay que restar el término de potencia positiva de z:

2  (y*+i) = ¿ Y { z ) - z y 0
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4. Producto por potencial:

5. Derivada respecto de z:

2  (k-yk) = - z
dY(z) 

dz

6. Teorema del valor final:

lim y k = lim( 1 -  z  ) Y ( z )k -+oo z -* \

7. Teorema del valor inicial:

y 0 = lim Y (z)

8. Convolución:

y=o 7=6
= F(z)G(z)
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Transformada en Z de señales básicas
yk Y(z)
ók (impulso) 1
4 , Z “ '

1 (escalón) 1
l - z - '

k (rampa) z-1
(1-z-1)2

ak 1
1 -  az~]

kak az~x
(1 -az - ' )2

sen(bk) z  sen(¿>)
z 2 -2zcos(Z>) + l

cos(bk) z (z  -  eos(b))
z 2 -2 zco s(6 ) + 1

ak sen(bk) asen(b)z
z i - 2 a c o s ( b ) z  + a 2

ak cos(bk) z(z -  a cos(b))
z 2 -2acos(b)z + a2

kak sen(bk)
d \ asen(b)z ] asen(b)z(z2 - a 2) 
z \ z 2 -2acos(b)z  + a 2 j  (¿2 -2acos (b) z+ a 2J

kak cos(bk)  ̂d z(z-acos(b)) ) acos(b)z(z2 + a 2) - l a 2z2
z [z2 -2acos(b)z + a2 j (z2 -2acos(b)z + a2f
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PROBLEMAS PROPUESTOS

INTRODUCCIÓN

En esta segunda edición del libro, la colección de problemas resueltos se ha amplia­
do con un conjunto de problemas propuestos clasificados en capítulos, siguiendo la 
misma estructura. Dichos problemas son el fruto de la recopilación de los exáme­
nes realizados entre 2001 y 2006 en la asignatura de Teoría de Sistemas de segundo 
curso de Ingeniería Industrial de la Universität Jaume I de Castellón.

1. RESPUESTA TEMPORAL DE SISTEMAS CONTINUOS

1.1. Respuesta de sistema térmico

La ecuación siguiente modela el comportamiento dinámico de un sistema térmi­
co en el que Q es la potencia calorífica entrante, T, es la temperatura de un cuerpo, 
T2 es la temperatura del otro cuerpo, y Te es la temperatura exterior:

'A' -0 .05 0.04 ' 'TT +
T

0.004 -  0.006 h . 0 Ö +
0.01

0.002

Estando el sistema en equilibrio con 0=10 W y T = 25°C, en un momento dado 
la temperatura exterior cambia bruscamente de 25 a 35 °C y al mismo tiempo se apaga 
la entrada de calor (Q pasa a valer 0). Obtener la evolución de la temperatura T2.

1.2. Respuesta de circuito eléctrico

Se supone que el circuito de la figura se encuentra en equilibrio (en régimen per­
manente) con el interruptor abierto (y el condensador C2 descargado). En un momen­
to dado se cierra el interruptor. Obtener la evolución con el tiempo de la tensión en 
los condensadores a partir de ese momento.
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C i= l OOuF

1.3. Caída por plano inclinado

El cuerpo de la figura, de masa 10 kg, puede deslizar sobre la superficie estando some­
tido a una fuerza de rozamiento viscosa de coeficiente c=l ONs/m y a una fuerza de roza­
miento de Coulomb de coeficiente ,0=0.1 (la fuerza de rozamiento de Coulomb es el pro­
ducto del coeficiente por la fuerza normal a la superficie). Estando en reposo se deja caer 
por la rampa de la figura. Obtener la distancia total que recorre en la zona llana.

1.4. Llenado de depósito con bomba

La función de transferencia que relaciona la tensión aplicada a una bomba con el 
caudal que proporciona es:

Q(s) 10"5 m3/sG(s)
U(s)  l +5 s  volt

El caudal se vierte a un depósito estanco (sin orificio de salida) de sección cons­
tante A=0.02 m2.

Estando el depósito inicialmente vacío se le aplica a la bomba una tensión de la forma:
u(t) (volt)

o 10
— ►
t (seg)
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Se ha medido el nivel máximo al que ha llegado el depósito, siendo éste de 1.5 

metros. Obtener el valor de a.

1.5. Caída por plano inclinado con tope elástico

El carro de la figura se deja caer por la rampa con velocidad inicial nula. El roza­
miento del carro con el aire y con la rampa se supone despreciable. Cuando llega al 
tope elástico inferior (que se supone en su posición de reposo) éste se comprime y 
después se expande, lo que hace que el carro vuelva a subir por la rampa. Calcular 
la altura máxima alcanzada tras el rebote. La masa del tope se supone despreciable.

k=200N/m
c=10Ns/m

1.6. Inmersión de bola

Se deja caer la bola de la figura con una velocidad inicial v0 =5 m/s, cayendo den­
tro del agua. Calcular la profundidad máxima alcanzada por la bola en el agua, y el 
tiempo que tarda en salir a la superficie.
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Datos: Volumen de la bola=0.001 m3, Densidad de la bola=800 kg/m3, densidad 
del agua=1000 kg/m3, coeficiente de rozamiento viscoso con el aire=lNs/m, coefi­
ciente de rozamiento viscoso con el agua=10Ns/m.

Nota: No se debe olvidar el empuje del agua sobre la bola (principio de Arquí- 
medes).

1.7. Lanzamiento de cohete desde submarino

Un submarino lanza un cohete en dirección vertical hacia arriba. El cohete parte 
del reposo desde una profundidad de 20 metros. Sabiendo que la fuerza que propul­
sa al cohete es constante e igual a 200 N, pero solo actúa durante los primeros 10 
segundos (después pasa a valer 0), calcular la altura máxima que alcanza.

Datos: masa del cohete=10 kg, volumen del cohete=2 litros, coeficiente de roza­
miento viscoso en el agua = 20 Ns/m, coeficiente de rozamiento en el aire = 2 Ns/m.

1.8. Respuesta de un sistema

Obtener la expresión de la transformada de Laplace de la señal y, así como los tér­
minos que aparecen en la expresión temporal de dicha señal (sin calcular los coefi­
cientes), sabiendo que la señal r es una rampa de pendiente 8, y la señal p  es de la 
forma p(t)=e~2'. Calcular las distintas posibilidades en función de los posibles valores 
del parámetro a.

1.9 .Transitorio de circuito eléctrico

Estando el circuito de la figura en régimen permanente (con los dos interrupto­
res cerrados) se abre el interruptor 1. El interruptor 2 es automático, y se abre cuan­
do la corriente a su través supera los 4 A (quedándose abierto a partir de ese instan­
te). Calcular la evolución con el tiempo de la tensión del condensador.
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10V.

0.1H
'o'Ctoü'-

7 OOOfjF

1.10.Transitorio de sistema mecánico

En la figura se muestra una masa (m,) unida a un muelle y un amortiguador, que 
empuja un carrito (m2). El movimiento del carrito se supone sin ningún tipo de roza­
miento, mientras que el de la masa nij presenta un rozamiento de Coulomb con el 
suelo de coeficiente ¡u=0.2. La longitud en reposo del muelle es de 0.5 metros. Se 
empuja con la mano el carrito contra la masa m, hasta que la posición de la misma 
(x) es de 0.1 metros. En esa posición, y partiendo del reposo, se deja libre el siste­
ma. Calcular la evolución con el tiempo de la posición de la masa m,.

c=20Ns/m
k=100N/m

rn,=lkg m2=lkg

- 3 3 —
^ W \ r

Nota: la masa nij empujará al carrito (y por tanto las dos masas estarán unidas) 
hasta que se alcance la velocidad máxima, momento en el cual el carrito se separará 
de la masa m, .

1.11. Transitorio de cazuela con agua

Se dispone de una cazuela vacía colocada sobre un quemador. En este quemador 
se puede controlar el flujo de calor suministrado a la cazuela, q. Estando el sistema 
en régimen permanente con un calor constante <70=500W, se introduce en la cazuela 
1 kg de agua a 5°C sin cambiar el quemador. Obtener la evolución con el tiempo de

Masa (kg) Calor específico 
(J/kg/°C)

Cazuela 0.6 8000
Agua 1 kg 4180

Coeficientes de 
transmisión (W/°C)

Cazuela-exterior 4
Cazuela-agua 20

Agua-exterior 5
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la temperatura de la cazuela, calculando el valor mínimo que alcanza. Obtener tam­
bién la temperatura que alcanzará el agua en régimen permanente.

Datos: Temperatura exterior=25°C.

1.12.Transitorio de circuito eléctrico

Se supone que el circuito de la figura se encuentra en equilibrio (en régimen per­
manente) con el conmutador en la posición de la figura. En un momento dado se gira 
el conmutador pasando a la posición vertical. Obtener la evolución con el tiempo de 
la tensión en el condensador a partir de ese momento.

L=10mH

R = lkQ

1.13.Transitorio de circuito eléctrico

Estando el conmutador en la posición horizontal (con el circuito en régimen per­
manente), se cambia a la posición vertical en un momento dado. Al cabo de 0.2 segun­
dos se vuelve el conmutador a la posición horizontal. Obtener la evolución de la 
tensión en el condensador, calculando el valor máximo que alcanza.

L=0.1 H

R=100 Q
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1.14. Respuesta de sistema no lineal

La ecuación siguiente modela la relación entre la entrada y la salida de un siste­
ma continuo:

Obtener la función de transferencia aproximada del sistema alrededor del punto 
de equilibrio definido por u= 1, y escribir los términos que aparecen en la evolución 
de la salida del sistema (sin calcular los coeficientes) si a partir del equilibrio la entra­
da se incrementa en 0.1 unidades.

1.15. Inmersión de masa con muelle

El sistema de la figura representa una masa unida a un muelle y que según su posi­
ción puede estar o no sumergida en el agua:

Se supone que en el aire no hay rozamiento, mientras que en el agua hay un roza­
miento viscoso de coeficiente c=l Ns/m.

Si inicialmente se suelta la masa desde la posición de reposo del muelle, con velo­
cidad inicial nula, obtener la evolución con el tiempo de la posición de la masa, obte­
niendo la máxima profundidad que alcanza y la posición de equilibrio final de la 
misma.

y + y jy  = 2sen(u) + ú

1 m. k

m

Datos:
• masa: m= 1 kg, volumen=0.000 lm3
• muelle: £=10 N/m, longitud en reposo /0=0.5m

Índice



302 PROBLEMAS RESUELTOS DE TEORÍA DE SISTEMAS

1.16. Respuesta de sistema no lineal

La ecuación siguiente modela la relación entre la entrada y la salida de un siste­
ma continuo:

y + — = 2yfü+sen(ú)
y

Obtener la función de transferencia aproximada del sistema alrededor del punto 
de equilibrio definido por y=2, y escribir los términos que aparecen en la evolución 
de la salida del sistema (sin calcular los coeficientes) si a partir del equilibrio la entra­
da se decrementa en 0.3 unidades.

1.17.Transitorio de sistema mecánico (ascenso por rampa)

La masa de la figura puede deslizar sobre la superficie, estando sometida a un roza­
miento de Coulomb de coeficiente ju=0.2. Además, el aire produce un rozamiento vis­
coso de coeficiente c=lNs/m. Se empuja la masa contra el muelle hasta que éste queda 
con una longitud de 0.2 m, soltándola después. Se supone que la masa del tope del 
muelle es despreciable. Obtener la posición más elevada alcanzada por la masa en 
la rampa.

m---------------------------------------------- m>
1.5m

1.18. Transitorio eléctrico

Estando el circuito de la figura en régimen permanente (con el interruptor abier­
to), en un momento dado se cierra el interruptor. Dicho interruptor es automático, y 
se abre cuando la corriente a su través supera los 5 A (quedándose abierto a partir 
de ese instante). Calcular la evolución con el tiempo de la corriente de la bobina.

lOOOfjF

n

70V- 500Q-
AA/V-
100Q

0.1H
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1.19. Inmersión de masa con muelle

El sistema de la figura representa una masa unida a un muelle y que según su posi­
ción puede estar o no sumergida en el agua:

Se supone que en el aire hay un rozamiento viscoso de coeficiente c= 1 Ns/m., 
mientras que en el agua el coeficiente es de c=10 Ns/m.

Si se estira el muelle y se suelta la masa desde una posición sumergida 0.5 metros, 
con velocidad inicial nula, obtener la evolución con el tiempo de la posición de la masa, 
obteniendo la máxima altura que alcanza. ¿Cuál sería la posición final de la masa?

• masa: m=lkg, volumen=0.000 lm3
• muelle : ¿=50 N/m, longitud en reposo /0=0.5m

1.20.Transitorio eléctrico

Estando el circuito de la figura en equilibrio (en régimen permanente), con el inte­
rruptor 1 abierto y el 2 cerrado, en un momento dado se cierra el interruptor 1. Cuando 
la tensión en el condensador alcanza los 90 voltios, se abre el interruptor 2. Calcular la 
evolución con el tiempo de la tensión del condensador y el valor máximo que alcanza.

lm

m

Datos:

L=0.1 H i 2
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1.21. Respuesta de sistema no lineal

La ecuación siguiente modela la relación entre la entrada y la salida de un siste­
ma continuo:

y  + 2sen(y) -  —  = -2*Ju + 0.2w

a) Obtener la función de transferencia aproximada del sistema alrededor del punto 
de equilibrio definido por y=2, y escribir los términos que aparecen en la evo­
lución de la salida del sistema (sin calcular los coeficientes) si a partir del equi­
librio la entrada se incrementa en 0.3 unidades.

tí) Obtener toda la información posible de la sobreoscilación, tiempo de pico y 
tiempo de establecimiento, así como la frecuencia de oscilación, dibujando de 
forma aproximada la evolución de la salida.

1.22. Respuesta de sistema no lineal

La ecuación siguiente modela la relación entre la entrada y la salida de un siste­
ma continuo:

0.1 y  +1.2y  + 4.8cos(y - —) + 8<Jy = 2u2 + 3• sen(ú)
6

a) Obtener la función de transferencia aproximada del sistema alrededor del punto 
de equilibrio definido por y= 1, y escribir los términos que aparecen en la evo­
lución de la salida del sistema (sin calcular los coeficientes) si a partir del equi­
librio la entrada pasa a valer 2 unidades, permaneciendo en ese valor.

b) Obtener toda la información posible de la sobreoscilación, tiempo de pico y 
tiempo de establecimiento, así como de la frecuencia de oscilación, dibujando 
de forma aproximada la evolución de la salida en el caso anterior.

1.23.Transitorio de calefactor eléctrico

El sistema de la figura representa un calefactor eléctrico. El calor disipado en la 
resistencia calienta la masa del radiador, que a su vez disipa calor al exterior. El con­
mutador 2 es un termostato, que cuando la temperatura del radiador es baja, se encuen­
tra en la posición horizontal. Cuando la temperatura alcanza los 70°C, el conmutador 
pasa a la posición vertical, quedándose en esa posición a partir de entonces. Estando 
el sistema en régimen permanente con el interruptor 1 abierto, se cierra dicho inte­
rruptor. Obtener la evolución con el tiempo de la corriente y de la temperatura.
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2. RESPUESTA TEMPORAL DE SISTEMAS DISCRETOS

2.1 Respuesta de sistema discreto

Un sistema discreto se describe mediante la ecuación en diferencias: 

y k = 2 + 0.8 y kA + 0.5«*., + uk_2

Se supone que el sistema está en equilibrio con u -0. Si en un momento dado se 
cambia la entrada según la secuencia:

2 - 1  2 0 0 •••}

Obtener el valor de y en el instante 100 desde que se cambia la entrada.

2.2. Evolución alumnos en escuela

La siguiente ecuación en diferencias modela el número de alumnos que se licen­
cian cada año en una escuela en función del número de alumnos que entran en primer 
curso:

yk = +°-4 uk_4
Si únicamente entran alumnos durante los 30 primeros años (100 alumnos al año):
a) Obtener la expresión de la secuencia de alumnos totales licenciados hasta el año 

k (escribir únicamente los términos que aparecen sin calcular el valor de los 
coeficientes).

b) Obtener el número total de alumnos que se licenciarán en toda la historia de 
la escuela.
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2.3. Respuesta de sistema discreto no lineal

Se sabe que la ecuación en diferencias que modela un sistema discreto es de la 
forma:

y k - a y L  +byk-2uk-i
Se han medido algunos valores de las secuencias de entrada y de salida, siendo: 

{«*}={...,1,2,0,-1,-2,1,...}, 0,1,5,4,2,-4,...}.
a) Obtener los valores de a y b utilizando todos los datos disponibles.
b) Obtener un modelo lineal aproximado alrededor del punto de funcionamiento 

definido por y=5.

2.4. Respuesta de sistema discreto

Un sistema discreto está modelado por la ecuación en diferencias:

y k - 1 -8 ^ . ,  + 0.81y*_2 = «*-, -  uk-2
Si, estando en equilibrio con un valor de u= 10, en un momento dado la entrada 

pasa a valer {...,10,20,30,40,50,40,30,20,10,0,-10,-20,-30,...}, obtener la transforma­
da en Z de la secuencia de salida y la expresión temporal de dicha secuencia.

2.5. Respuesta de sistema discreto

Obtener la respuesta del sistema cuya función de transferencia es:

< * , ) - - £ T 

en el instante 50 ante la entrada }= -¡0,2,3,2,1,0,0,...} .

2.5. Respuesta de sistema discreto

Obtener la respuesta del sistema cuya función de transferencia es:

z 3 + z 2 + z  + 1
« ’ >----------4 ? -

en el instante 100 ante la entrada uk = sen(2k) .
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2.7. Respuesta de sistema discreto (proceso de fabricación)

La siguiente ecuación modela la relación entre el número de piezas que entra y 
el número de piezas que salen cada minuto de un proceso de fabricación:

y k = 1 -2 ^ - i  -0 -3 6 ^ _ 2 + 0.48w¿_2

Si el proceso se encuentra en equilibrio con un valor w=10, y en un momento dado 
se cambia a w=l5, manteniéndose constante a partir de ese momento, obtener la evo­
lución del número de piezas que salen.

2.8. Respuesta de sistema discreto

La ecuación en diferencias siguiente modela la relación entre la entrada y la sali­
da de un sistema discreto:

y k = 10 + 0.8 1 ^ ,2  + 2uk_l + uk_2

Estando el sistema en equilibrio con una entrada igual a 2, se cambia dicha entrada 
en un momento dado, pasando a valer 3 durante 10 periodos, para pasar después a valer 
1 y permanecer constante en ese valor. Obtener la evolución de la salida del sistema.

2.9. Respuesta de sistema discreto

La ecuación en diferencias siguiente modela la relación entre la entrada y la sali­
da de un sistema discreto:

y k = l  + 1 .8 j/t_1 - 0 .S \ y k_2 + 0.5uk_2

Estando el sistema en equilibrio con una salida igual a 200, se cambia el valor de 
la entrada en un momento dado, pasando a valer 0 durante 5 periodos, para pasar des­
pués a valer 2 y permanecer constante en ese valor. Obtener la evolución de la sali­
da del sistema.

2.10. Respuesta de sistema discreto

La ecuación en diferencias siguiente modela la relación entre la entrada y la sali­
da de un sistema discreto:

y k = 5 + 1 . 8 ^  — 0 .8^  _2 + u k_,
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Estando el sistema en equilibrio con una salida igual a 100, se cambia el valor de 
la entrada en un momento dado, pasando a valer 0 durante 6 periodos, para pasar des­
pués a valer 1 y permanecer constante en ese valor. Obtener la evolución de la sali­
da del sistema.

2.11. Respuesta de sistema discreto

La ecuación en diferencias siguiente modela la relación entre la entrada y la sali­
da de un sistema discreto:

y k = ^ ~  0 3 y k_{ + 0.7y k_2 + uk_2

Estando el sistema en equilibrio en una situación tal que la entrada es igual a la 
salida, se cambia el valor de la entrada en un momento dado, pasando a valer -3 duran­
te 4 periodos, para pasar después a valer 0 y permanecer constante en ese valor. Obte­
ner la evolución de la salida del sistema.

2.12. Evolución de número de estudiantes

Las siguientes ecuaciones en diferencias modelan la relación entre el número de 
alumnos nuevos que entran cada año en una escuela (uk) y el número de alumnos que 
se licencian (wk), suponiendo que no abandona nadie:

wk -  0.64wk_2 = 0 .\2u k_2 + 0.24w(t_3

Si partiendo de la escuela vacía, se admite a 100 alumnos cada año, calcular el 
número de alumnos que habrá en la escuela en régimen permanente (cuando pase 
mucho tiempo).

Si estando el sistema en equilibrio en la situación anterior (con una entrada cons­
tante igual a 100), en un momento dado se reduce la entrada a 70 alumnos por año, 
obtener la evolución del número de estudiantes que hay en la escuela cada año (obte­
ner la expresión de los términos de la respuesta sin calcular los coeficientes).

2.13. Evolución de piezas fabricadas y almacenadas

Las ecuaciones siguientes modelan la cantidad de piezas en bruto almacenadas (x), 
y la cantidad de piezas acabadas almacenadas (y) en función de las piezas en bruto 
que entran cada día en un proceso:
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xk = 0.99x*_, + ukA 

y k =0 .96  y k_x +0.01^_,

Estando el sistema en equilibrio con w=100, un día determinado llega un camión 
con 1000 piezas acabadas procedentes de otra planta, que se añaden al almacén de 
piezas acabadas. Calcular la evolución con el tiempo del número de piezas acaba­
das a partir de ese día.

3. SISTEMAS CONTINUOS MUESTREADOS

3.1. Identificación de circuito eléctrico

La siguiente tabla muestra los datos obtenidos al realizar un ensayo de identifi­
cación mediante computador al circuito electrónico de la figura.

Tiempo Entrada Salida
0 6.165 6.171
0.002 5.627 5.482
0.004 5.075 4.814
0.006 5.352 4.978
0.008 4.304 3.832
0.010 6.696 6.143

O —

-CZIh

U\i)

O

y(t)

O

Calcular el valor de las resistencias del circuito anterior teniendo en cuenta que el 
valor de la entrada se ha mantenido constante entre periodos de muestreo, y que la 
capacidad del condensador es de lOOnF. Tener en cuenta que se trata de un sistema 
continuo poco habitual en lo que respecta a los grados del numerador y del denomi­
nador.
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4. SIMPLIFICACIÓN DE DIAGRAMAS DE BLOQUES

4.1. Diagrama de bloques

Simplificar el diagrama de bloques de la figura, obteniendo la función de transfe­
rencia G(s) = Y(s)/U(s)

s + 10 — * 0
Y(s)

5. MODELADO DE SISTEMAS FÍSICOS. LINEALIZACIÓN

5.1. Brazo articulado

El sistema de la figura representa un modelo de brazo articulado.

u (volt)
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El brazo (que puede girar alrededor de un punto fijo) se mueve gracias a la acción 

de un muelle construido de un material especial de manera que su constante elástica 
varía con su temperatura según la ecuación: K(T)=K0T J, con T en 0 C.

A través del muelle (que tiene una resistencia constante R) se hace circular una 
corriente eléctrica que produce su calentamiento. La entrada al sistema es la tensión 
aplicada. Entre el muelle y el exterior se produce una transmisión de calor con coe­
ficiente (i. Conforme el muelle se calienta o enfría su constante elástica cambia, y por 
tanto cambia la fuerza aplicada sobre el brazo, moviéndose éste.

El brazo se supone con toda su masa m concentrada en el extremo. El muelle tiene 
una longitud de reposo l0, y una capacidad calorífica mf¡. La temperatura exterior (Te) 
se supone constante.

a) Obtener las ecuaciones del sistema y expresarlas en representación interna.
b) Obtener las ecuaciones lineales aproximadas en representación interna en 

función del punto de funcionamiento Q0. Obtener la función de transferencia 
entre la tensión y el ángulo.

c) Estudiar la estabilidad del sistema en función del punto de funcionamiento 60. 
¿Es el funcionamiento del brazo articulado razonable? ¿Qué elemento se ten­
dría que añadir para que funcionara correctamente?

d) Comprobar si existe algún punto de funcionamiento donde el sistema oscile de 
forma natural a una frecuencia de 10 rad/s.

kg, m¡c¡=2 J/°C

5.2. Cuba de fermentación

El sistema de la figura representa una cuba de fermentación de vino de laborato­
rio. El vino al fermentar produce una cantidad de calor por unidad de tiempo q, que 
hace que éste se caliente. El vino transmite calor por convección y conducción a la 
cuba y al exterior. Por otra parte la cuba transmite calor al exterior.

Para regular la temperatura de fermentación se utiliza un ventilador cuya tensión 
de alimentación u se puede variar para modificar la velocidad del aire soplado sobre 
la cuba, v, lo que a su vez modifica los coeficientes de transmisión de calor. Sabien­
do que:

U 4
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• La relación entre la señal u (en voltios) y la señal z=v2 (en m2/s2) ha sido deter­
minada experimentalmente quedando definida por la función de transferencia

• Los coeficientes de transmisión de calor entre la cuba y el exterior y entre el vino 
y el exterior dependen de la velocidad del aire. Las relaciones (obtenidas expe­
rimentalmente) son:

• El coeficiente de transmisión entre el vino y la cuba se supone

• El calor generado por la fermentación por unidad de tiempo, q(t), es una señal 
de perturbación.

• La temperatura exterior se supone constante: T = \5  °C.
• La temperatura del vino y de la cuba se suponen uniformes en toda la masa del 

vino y de la cuba respectivamente.
• La masa de vino es mv= 10 kg, y el calor específico cv=4000 J/°Ckg.
• La masa de la cuba es m =  1 kg, y el calor específico cc=8000 J/°Ckg.

Obtener:
á) Las ecuaciones del sistema y expresarlas en representación interna.
b) Las ecuaciones lineales aproximadas en representación interna para el punto de 

funcionamiento w0=100V, q0= 100 W.
c) La función de transferencia entre la tensión y la temperatura del vino, y la 

función de transferencia entre el calor generado y la temperatura del vino.
d) ¿Se pueden simplificar las funciones de transferencia anteriores?. ¿Por qué?. 

Obtener la función de transferencia simplificada en caso de que sea posible.

5.3. Batería recargable

5 + 1

constante ¡uvc =15

La siguiente figura representa el modelo de una batería recargable.
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fx=o.o i  w r c f Te ce= 4 0 0 0  J/°/kg

El calor disipado por las resistencias calienta el líquido de la batería, cuya tempe­
ratura se supone uniforme. Se considera la transmisión de calor al exterior a través de 
las paredes de la batería. Las resistencias y el condensador varían con la temperatu­
ra y con la tensión según las funciones:

100 
----- T~c  = . /

1 - .
R2 = 10'

100

\
1 - - 100 q  ; *i = io+ 10 Q

donde T está en grados centígrados.
a) Obtener el modelo del sistema y expresarlo en representación interna, consi­

derando que la entrada de control es la tensión aplicada, y que la temperatura 
exterior es una entrada de perturbación.

b) Obtener la función de transferencia aproximada entre la tensión y la tempera­
tura en el punto de funcionamiento definido por vc0=9.9 V, Te 0=25°C.

c) Obtener la evolución aproximada de la temperatura si estando en equilibrio en 
el punto de funcionamiento anterior se incrementa la tensión de entrada en un 
valor de 1 volt. ¿Cuál es la temperatura máxima que se alcanza?

5.4. Planta depuradora

La figura muestra una planta depuradora formada por dos depósitos en serie en los 
que se produce una reacción de descomposición del contaminante del agua de entrada.

u=q,

cs=c2
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El agua que entra tiene un caudal qe que se considera constante, y una concentra­
ción de contaminante ce que puede variar (entrada de perturbación). En el primer depó­
sito se produce una reacción que elimina parte del contaminante. En el segundo depó­
sito se produce otra reacción que también elimina parte del contaminante. Se supone 
para simplificar que la concentración en cada tanque es uniforme (la misma en todo 
el tanque). La señal de entrada al sistema es el caudal de recirculación, u=qr, que se 
puede variar a voluntad mediante una bomba. Esa agua recirculada tiene una con­
centración igual a c2.

á) Obtener las ecuaciones del sistema y expresarlas en representación interna, con­
siderando como variable de salida la concentración del agua de salida.

b) Obtener un modelo lineal aproximado en representación interna alrededor del 
punto de funcionamiento definido por u0=0.002 m3/s, ce0=\0  kg/m3.

c) Obtener la función de transferencia que relaciona la variable de perturbación 
(concentración del agua entrante) con la de salida en el punto anterior. ¿Qué 
hay de extraño en esta función de transferencia, visto el modelo del sistema?

Datos: S,=30 m2, S2=10 m2, A12=0.001m2, As=0.001, ^=0.005 mVs, Kj=0.0005 s 1, 
K2=0.002 s-‘

Notas:
• La ecuación de la reacción en cada depósito es la de conservación de la masa (la 

variación con el tiempo de la masa total de contaminante en un depósito es igual 
a la masa de contaminante que entra por unidad de tiempo menos la que sale 
menos la que se elimina por reacción).

• La masa eliminada por reacción por unidad de tiempo es proporcional a la masa 
total de contaminante en el depósito (constante de proporcionalidad K¡ y K2)

5.5. Actuador electrostático

El sistema electromecánico de la figura representa un actuador electrostático con­
trolado por tensión empleado para provocar desplazamientos verticales de alta pre­
cisión (hasta 10 fm).

La salida del sistema es la distancia, d, que separa las placas de un condensador 
variable. La entrada del sistema es la tensión aplicada con la fuente variable (vin). 
La placa superior se suspende del bastidor del actuador por medio de un resorte y 
un amortiguador.
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La capacidad de un condensador plano es función de la separación existente entre 
placas, C=aJd, donde a  es una constante que depende del medio dieléctrico, e, y de 
la geometría de las placas, S. A su vez, la fuerza con la que se atraen las placas del 
condensador, cuyo origen está en la distribución de cargas de diferente signo que se 
establece, es función de la tensión en bornes del condensador, Vc, de la capacidad 
existente, C, y de la distancia que las separa. Esto es F = C -VL2 / d.

Datos: masa de la placa superior, m=lKg; &=1000N/m; longitud en reposo del 
resorte, /0=38cm; ¿?=10Ns/m; R=470 Q;; a= 1 • 10 5 Nm2 / V2; L=40cm.

a) Obtener las ecuaciones que representan el comportamiento dinámico del sis­
tema de forma exacta, considerando el efecto de la gravedad y expresarlas en 
representación interna.

b) Obtener una representación en espacio de estados lineal aproximada del siste­
ma alrededor de un punto de funcionamiento genérico d0, expresando las ecua­
ciones en función de d0. Representar en un diagrama la estructura interna del 
sistema linealizado empleando los bloques más simples.

c) Estudiar la estabilidad del sistema linealizado en función del punto de funcio­
namiento d0.

5.6 .Transductor electromagnético

El sistema de la figura representa un transductor formado por un imán de masa 
m unido a un muelle, que puede moverse libremente en el interior de una bobina, 
sometido a un rozamiento viscoso de constante c=2 Ns/m. La entrada al sistema es la 
fuerza aplicada al imán, f. Como consecuencia del movimiento del imán, se pro­
duce una fuerza electromotriz en la bobina, que es función de la posición del imán y
de su derivada: e =• 10A • e-100<A-01) vojt La inductancia de la bobina, L, depende 

de la posición de la masa: L = 0.2e“i00(/,“0J> H. Por otra parte, el campo magnético 
generado por la corriente que circula por la bobina produce una fuerza sobre el imán,
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que tiende a atraerlo al centro de la bobina, y que es función de la posición relativa
,F___ = i2(h -  0.1)e"100</i"°'I)2del mismo respecto de la bobina, y de la corriente: ^

La señal de salida del sistema es la tensión en la resistencia R.
f

m=0.1 kg

N.

h

R=10Q
h

k=20N/m, lo=0.3m
/7 7 77 7 7 7T

a) Obtener el modelo del sistema en representación interna.
b) Linealizar el modelo anterior y obtener la función de transferencia entre la fuer­

za y la tensión, alrededor del punto de equilibrio definido por h0=0.2.
c) Analizar (sin calcularla) cómo sería la respuesta del sistema ante una pequeña 

variación en escalón en la fuerza aplicada.

5.7. Actuador electromagnético (electroimán)

El sistema de la figura representa un solenoide formado por una masa m unida a 
un muelle, que puede moverse libremente en el interior de una bobina, sometida a un 
rozamiento viscoso de constante c=2 Ns/m. El comportamiento eléctrico de la bobi­
na es equivalente a una resistencia i?=2 Q en serie con una inductancia L que depen­
de de la posición de la masa: L = 0.2e~1O0tv”01)2 H. El campo magnético generado por 
la corriente que circula por la bobina produce una fuerza sobre la masa m, que tien­
de a atraerla al centro de la bobina, y que es función de la posición relativa de la masa 
respecto de la bobina, y de la corriente: F = i2 (y-0.1)r,00(-v_01)2 N. La señal de entrada 
al sistema es la tensión aplicada a la bobina, u.

m=0.1 kg

w  >
y |  ^k=20N/m, la=0.3m

/ / / / ) / / / /

a) Obtener el modelo del sistema en representación interna.
b) Linealizar el modelo anterior y obtener la función de transferencia entre la ten­

sión y la posición de la masa, alrededor del punto de equilibrio definido por 
y0=0.2.
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c) Analizar (sin calcularla) cómo sería la respuesta del sistema ante una pequeña 

variación en escalón en la tensión de entrada.

5.8. Depósitos acoplados

El sistema de la figura representa dos depósitos acoplados entre los que se recir- 
cula agua. El volumen total de agua es constante e igual a 0.15 m3. El caudal que recir- 
cula la bomba depende de la diferencia de niveles de los depósitos, según la ecuación:

hx - h 2 = 2 -2 -1 0 6qr2 (con qr en tnVs, h en m)

La entrada u es la tensión aplicada a la electroválvula, de tal forma que la sección 
del orificio de la válvula que comunica los depósitos depende de dicha tensión:

A¡ 2 = 10 ~5u (con A,2 en m2, y «en volt)

El émbolo de masa m=10 kg puede moverse debido a la presión del agua, habien­
do un rozamiento viscoso de constante c= 1 Ns/m. El muelle tiene una longitud en 
reposo /0=0.5 m y una constante elástica k= 3 N/m.

qr

á) Obtener el modelo del sistema en representación interna.
b) Linealizar el modelo anterior y obtener la función de transferencia entre la ten­

sión de la electroválvula y la posición del émbolo, alrededor del punto de equi­
librio definido por /í20=0.6 m.

5.9. Cilindro con émbolo semiaislado

El sistema de la figura representa un cilindro con un émbolo que divide el interior 
en dos partes herméticas. La masa de gas en cada parte es constante. El émbolo se puede
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mover mediante la aplicación de una fuerza F en el vástago, que es la entrada de con­
trol del sistema. El exterior del cilindro está aislado térmicamente excepto por el extre­
mo superior, por lo que solo hay transmisión de calor entre los dos gases a través del 
émbolo y entre el gas 2 y el exterior, ambos con coeficiente de transmisión jtt=l.

Te=300 °K

k=296N/m 
/o=0.2m

m=l kg

L=0.4m

0  O .lm

a) Obtener el modelo exacto del sistema en representación interna.
b) Obtener el modelo lineal aproximado en representación interna y la función de 

transferencia entre la fuerza y la posición del émbolo, alrededor del punto de 
equilibrio definido porx0=0.2 m.

Datos de los gases (los dos igual): mg 
tante de los gases perfectos), j«=l.

=0.01 kg, C =4000, /í=0.3,/?=8.3145 (cons-

5.10. Circuito cerrado de agua

El sistema de la figura representa un circuito cerrado de agua de sección cons­
tante. La bomba produce un incremento de presión que es función del caudal circu­
lante y de la tensión aplicada (u), de la forma:

A Pb =104M -5-10ue 2 

El conducto produce una caída de presión por rozamiento:

APc = 10” Q 2
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Con objeto de medir el caudal que circula se inserta en la tubería una resistencia 

variable con la temperatura:

R(T) = 100(1+ T ),  con Ten °C

Dicha resistencia está conectada al circuito de la figura. Como consecuencia de la 
corriente que circula por ella, ésta se calienta, y transmite calor al fluido (que se supo­
ne a temperatura constante). El coeficiente de transmisión de calor depende de la velo­
cidad del fluido, v, según la ecuación:

H = 0.01 Vi + 10v 

La señal de salida del sistema es la tensión en la resistencia sensora.

Datos: m^=0.01kg, cR=5000 J/kg°C, Tagua=20°C (constante). Todas las ecuaciones 
en unidades internacionales.

a) Obtener un modelo en representación interna del sistema.
b) Obtener un modelo lineal aproximado en representación interna, y la función 

de transferencia alrededor del punto de equilibrio definido por un caudal
Q0 -0 .5 -1 0 ~3m3/s .

5.11. Cilindro neumático de accionamiento termoeléctrico

El sistema de la figura representa un cilindro neumático con accionamiento ter­
moeléctrico. La señal de entrada (u) es la tensión aplicada a la resistencia calefacto- 
ra. Dicha resistencia se supone de capacidad calorífica despreciable, por lo que la 
potencia disipada en ella se transmite directamente al gas del interior del cilindro. 
Dicho gas puede perder calor al exterior por conducción-convección a través de la 
pared del cilindro, con coeficiente de transmisión fj,.
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Como consecuencia del calentamiento y aumento de presión del gas, éste ejerce 
una fuerza sobre el émbolo de masa m, superior a la ejercida por la presión exterior, 
de tal forma que éste se mueve.

La señal de salida del sistema es la posición del émbolo, y.
Se sabe que en régimen permanente, con la entrada u=0 volt, la posición de equi­

librio del émbolo es >>=0.3 m.

Datos: /?=10 Í2, m—2kg, ¿=500 N/m, /0=0.4m, L=0.5 m, 5=0.001 m2, î=l W/°K, 
7^=290 °K (constante), Pex¡= 105 Pa (constante), mgC =  0.2 J/°K.

a) Obtener un modelo en representación interna del sistema. 
tí) Obtener un modelo lineal aproximado en representación interna, y la función 

de transferencia alrededor del punto de equilibrio definido por una tensión 
«=30V.

5.12. Depósito con flotador

El sistema siguiente representa un cilindro flotando dentro de un tanque cilindri­
co de agua (ambos cilindros con las caras planas horizontales):

La entrada al sistema es el caudal entrante, Qe=u, que se puede variar mediante 
una electroválvula.
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a) Obtener las ecuaciones diferenciales que relacionan el caudal de entrada con el 

nivel de agua en el depósito y la posición vertical del cilindro, expresándolas 
en representación interna.

b) Obtener la función de transferencia aproximada entre el caudal de entrada y la 
posición del cilindro para el punto de funcionamiento Qe0=0.06 m3ls.

Datos: Tanque cilindrico: R=2m, orificio de salida As=0.01 m2. Cilindro flotando: 
radio r=lm, masa w=1000 kg

5.13.Calentador de agua

El sistema siguiente representa un calentador de agua:

La entrada al sistema es la tensión u aplicada al circuito. La resistencia (que 
tiene una masa no despreciable) se calienta por efecto Joule, y transmite calor por 
convección al agua, que a su vez transmite calor al exterior. Los coeficientes de trans­
misión dependen de la temperatura del agua:

p .1 0 (1 +  - 2 - )  W/ °C 100 u = (  1 + -2 -) W/ °C 
80

donde Ta está en °C. Las capacidades caloríficas del calefactor y del agua son: mrc =2000 
J/°C, »1^=100000 J/°C

Obtener un modelo en representación interna del sistema, suponiendo que la varia­
ble de salida es la temperatura del agua, y que la temperatura exterior es una entra­
da de perturbación.

a) Obtener un modelo lineal aproximado en representación interna alrededor del 
punto de equilibrio definido por T =  80°C, T =  20°C y expresarlo en formato 
matricial.

b) Obtener la función de transferencia que relacione la variación de la tempera­
tura exterior con la variación de la temperatura del agua alrededor del punto de 
equilibrio anterior.
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6. MODELADO DE SISTEMAS DISCRETOS

6.1. Cuenta bancaria

Se quiere calcular la evolución del saldo de una cuenta bancaria bajo varios supues­
tos. El interés mensual que paga el banco es del 0.4% en todos los casos. En todos los 
casos se parte de una cuenta vacía inicialmente. Calcular la transformada en Z de la 
evolución mensual del saldo y la expresión de la secuencia correspondiente (dejar 
indicados los coeficientes de los distintos términos que aparecen en la transformada 
inversa, sin calcularlos), en los siguientes casos:

a) Se ingresa una cantidad constante de 100 euros cada mes, y el banco paga los 
intereses cada mes.

b) Se ingresan 200 euros cada dos meses (en los meses intermedios no se ingresa 
nada), y el banco paga los intereses cada mes.

6.2. Estudiantes en escuela

Se quiere utilizar un modelo para estudiar la evolución del número de estudiantes 
en una escuela. La escuela tiene 2 cursos. Al primer curso entra un número de estu­
diantes cada año fijado por el límite de admisión (variable de entrada que se define cada 
año para el siguiente curso). En primer curso cada año aprueba una fracción a¡ del total 
de matriculados, que pasa a segundo, y abandona la escuela una fracción b¡. En segun­
do aprueba el curso una fracción de los matriculados a2 , que se licencian, y no aban­
dona nadie. En principio no se conocen los valores de esos parámetros, pero se dispo­
ne de datos de la evolución de alumnos en cada curso desde que se abrió la escuela:

Año 0 1 2 3 4 5

Alumnos nuevos 100 100 100 100 100 -

Alumnos en 10 0 100 158 198 220 230

Alumnos en 2o 0 0 29 61 82 99

a) Expresar las ecuaciones que representen el modelo de la escuela y expresarlas 
en representación interna

b) Calcular las constantes que definen el modelo a partir de los datos anteriores 
utilizando todos los datos disponibles.

c) Calcular el número de alumnos aproximado en Io y en 2o al que se llegaría en 
régimen permanente si se mantiene la entrada en 100.

d) Si en el año 5 se decide reducir la entrada de alumnos a 80 y mantenerla cons­
tante en ese valor a partir de entonces, obtener la transformada en Z de la evo­
lución de los alumnos totales de la escuela y expresar su transformada inversa.
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6.3. Empresa de Trabajo Temporal

Se pretende obtener un modelo matemático que represente la evolución mensual 
de la situación de los trabajadores de una empresa de trabajo temporal (ETT). Los tra­
bajadores pueden estar, o bien en la bolsa esperando que los manden a una empresa 
a trabajar (esperando que los alquilen), o trabajando alquilados en alguna empresa. 
El funcionamiento de la ETT es el siguiente:

• Cada mes, la bolsa de la ETT se ve incrementada en una cantidad de trabajado­
res (que se apuntan a la ETT) que depende del precio (uk) que paga la ETT al tra­
bajador por hora trabajada (el precio se decide para aplicarlo el mes siguiente). 
Esto es:

precio
200-------------- con a = 9 euros

a + precio

• Cada mes, un porcentaje de la bolsa de espera pasa a ser alquilado en una empre­
sa. Este porcentaje, expresado en tanto por 1, es una función del precio (cuanto 
más cara es la hora, más difícil es alquilarle un trabajador a una empresa):

0Ab u n-------------  con o = 1 2  euros
b+ precio

• El 5% de los trabajadores que están alquilados en alguna empresa, pasan a ser 
contratados directamente por la misma el siguiente mes, por lo que dejan la ETT.

• El 25% de los trabajadores que están alquilados en alguna empresa, pasan a la 
bolsa el mes siguiente.

• Finalmente, una proporción de la bolsa abandona la ETT cada mes por no estar 
conforme con el precio que van a cobrar:

0.6 precio
-------------  con c = 8 euros
c + precio

Se desea:
a) Obtener las ecuaciones de estado del sistema.
b) Suponiendo que el sistema se encuentra en equilibrio con un precio de 5 euros, 

calcular de forma aproximada la transformada en Z del número mensual de tra­
bajadores alquilados si se realiza una campaña de promoción subiendo el pre­
cio a 7 euros durante 3 meses, bajando después a 3 euros durante otros 3 meses, 
volviendo después a 5 euros. Obtener también la expresión de los términos que 
aparecen en la transformada inversa (sin calcular los coeficientes).
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6.4. Estudiantes en escuela

La siguiente ecuación en diferencias modela el número de alumnos que se licen­
cian cada año en una escuela en función del número de alumnos nuevos que entran 
en primer curso:

y k = QAyk-\ +0.4M..3

Mientras que la siguiente ecuación modela el número de alumnos que abando­
nan la escuela cada año sin terminar sus estudios, también en función del número 
de alumnos nuevos que entran en primer curso:

xk = 0Axk_x + 0.1ukA + 0.1 uk_2

a) Obtener la función de transferencia y la ecuación en diferencias que relaciona 
el número de alumnos nuevos que entran en primer curso cada año con el núme­
ro de alumnos total que hay en la escuela cada año.

b) Si durante los 10 primeros años entran 80 alumnos al año, y en los siguientes 
años entran 100 cada año, obtener la expresión genérica de la cantidad de alum­
nos que hay en la escuela en el año k (escribir únicamente los términos que apa­
recen en la transformada inversa sin calcular el valor de los coeficientes).

c) Obtener el número máximo de alumnos que llegará a tener la escuela.

6.5. Estudiantes en escuela

Se quiere utilizar un modelo para estudiar la evolución del número de estudiantes 
en una escuela. La escuela tiene 2 cursos. Al primer curso entra un número de estu­
diantes cada año fijado por el límite de admisión (variable de entrada que se define 
cada año al principio del curso para ese mismo curso). De los alumnos que cursan por 
primera vez primero, un 50% pasa a segundo, un 30% repiten y un 20% abandonan. 
De los alumnos que cursan por segunda vez primero, un 60% pasan a segundo, y el 
resto abandonan la escuela (no se les permite seguir). De los alumnos que cursan por 
primera vez segundo, el 70% aprueban y se licencian, mientras que el 30% repite. De 
los alumnos repetidores de segundo, el 90% aprueba y se licencia y el 10% sigue repi­
tiendo.

a) Obtener un modelo en representación interna del sistema.
b) Expresar las ecuaciones anteriores en forma de diagrama de bloques con los 

bloques más sencillos que sea posible.
c) Calcular la transformada en Z y la expresión de la secuencia (sin calcular los 

coeficientes) de la evolución del número de alumnos que se licencian cada año 
si entran 300 alumnos nuevos cada año durante 20 años y a partir de entonces 
ya no entra ninguno.
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6.6. Estudiantes en escuela

Se quiere utilizar un modelo para estudiar la evolución del número de estudiantes 
en una escuela. La escuela tiene 2 cursos. Al primer curso entra un número de estu­
diantes cada año fijado por el límite de admisión (variable de entrada que se define 
cada año al principio del curso para ese mismo curso). De los alumnos que cursan por 
primera vez primero, un 40% pasa limpio a segundo, un 40% aprueban solo algunas 
asignaturas, matriculándose al curso siguiente en asignaturas de primero y de segun­
do, y un 20% no aprueba nada y abandona. De los alumnos que cursan asignaturas 
de primero y segundo, un 60% aprueban todas las de primero, quedándoles solo asig­
naturas de segundo, un 10% aprueba todas las de primero y segundo que le quedaban 
y se licencian, un 20% aprueban solo algunas de primero y de segundo, quedándo­
les asignaturas de los dos cursos, y un 10% abandona. De los alumnos que solo tie­
nen asignaturas de segundo, el 80% las aprueban todas y se licencian, mientras que 
al 20% le quedan algunas asignaturas para el curso siguiente.

a) Obtener un modelo en representación interna del sistema, que incluya además 
una variable de estado que defina el número de licenciados total de la escuela 
desde que se inauguró hasta el año actual.

b) Expresar las ecuaciones anteriores en forma de diagrama de bloques, de tal 
forma que haya un bloque de primer orden para cada ecuación de estado.

c) Estando la escuela en equilibrio, con la entrada igual a 150, en un momento 
dado se decrementa dicha entrada a un valor de 100. Calcular la transformada 
en Z y la expresión de la secuencia (sin calcular los coeficientes) de la evolu­
ción del número de alumnos que abandonan cada año a partir de ese instante.

6.7. Comedor universitario

Se pretende obtener un modelo discreto de la utilización de un comedor universitario.
El funcionamiento es como sigue: En primer lugar los comensales se incorporan 

a la cola de la comida (llevando la bolsa a cuestas). Una vez salen del autoservicio 
con la bandeja de comida, se incorporan al grupo de personas con bandeja que están 
buscando un sitio en las mesas para comer. Una vez encuentran un sitio, se sientan a 
comer. Finalmente cuando terminan de comer se marchan y dejan el sitio libre.

Las características del modelo son:
• Se considera un periodo discreto de 1 minuto para el modelo.
• La entrada al sistema u, es la cantidad de gente que llega al comedor cada minuto.
• El número de plazas total del comedor es de 200.
• La gente que sale cada minuto de la cola de la comida depende del tamaño de

esa cola ( a más cola, más personal sirviendo), y se modela como: 5---——.5 + cola
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• La gente que encuentra sitio cada minuto depende de la gente que hay buscán­
dolo y del sitio libre que queda y viene dado por la función:

^  g e n te  _  bu scando

2 0 0  + gen te  buscan do  ’

donde f  es el número de sitios libres.
• Por último, la cantidad de gente que acaba de comer cada minuto es proporcio­

nal a la cantidad de gente que hay comiendo:
gente _ comiendo 

30
donde 30 representa el tiempo medio que tarda la gente en comer.

a) Definir las variables de estado del sistema y obtener las ecuaciones en repre­
sentación interna.

b) Suponiendo que el sistema está en equilibrio con una entrada ü = 4, calcular de 
forma aproximada la evolución del número de sitios ocupados por personas 
comiendo si la entrada pasa de 4 a 6 y se mantiene en 6 durante 10 minutos, 
pasando después a 2 (obtener la transformada en z y los términos de la trans­
formada inversa sin calcular los coeficientes).

6.8. Empresa de Trabajo Temporal

Se pretende obtener un modelo matemático que represente la evolución mensual 
de la situación de los trabajadores de una empresa de trabajo temporal (ETT). Los tra­
bajadores pueden estar, o bien en la bolsa esperando que los manden a una empresa 
a trabajar (esperando que los alquilen), o trabajando alquilados en alguna empresa. 
Los que están trabajando pueden estar a tiempo parcial o a tiempo completo. El fun­
cionamiento de la ETT es el siguiente:

• Cada mes, la bolsa de la ETT se ve incrementada en una cantidad de trabajado­
res (que se apuntan a la ETT) que depende del precio (uk) que paga la ETT al tra­
bajador por hora trabajada (el precio se decide un mes para aplicarlo el mes 
siguiente). Esto es:

200 ~ r e —  ......

9 + precio

• Cada mes, un porcentaje de la bolsa de espera pasa a ser alquilado a tiempo com­
pleto en una empresa. Este porcentaje, expresado en tanto por 1, es una fun­
ción del precio (cuanto más cara es la hora, más difícil es alquilarle un trabaja­
dor a una empresa):
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4.8
12 + precio

• Cada mes, un porcentaje de la bolsa de espera pasa a ser alquilado a tiempo par­
cial en una empresa. Este porcentaje, expresado en tanto por 1, es una función 
del precio:

3
10 + precio

• Un 20% de los trabajadores que están a tiempo parcial pasan a tiempo comple­
to el mes siguiente.

• El 5% de los trabajadores que están alquilados en alguna empresa (a tiempo par­
cial o completo), pasan a ser contratados directamente por la misma el siguien­
te mes, por lo que dejan la ETT.

• El 25% de los trabajadores que están alquilados en alguna empresa, pasan a la 
bolsa el mes siguiente.

• El 10% de los trabajadores a tiempo parcial, dejan la ETT al mes siguiente.
• Finalmente, una proporción (en tanto por 1) de la bolsa abandona la ETT cada 

mes por no estar conforme con el precio que van a cobrar:
1

1 + precio

Se desea:
a) Obtener un modelo en representación interna del sistema, suponiendo que la 

salida es el número total de trabajadores empleados por la ETT.
b) Obtener un modelo lineal aproximado alrededor del punto de equilibrio defi­

nido por un precio de 10 euros.

6.9. Proceso de fabricación

A un proceso de fabricación de piezas entran bloques para ser mecanizados. Se 
tienen 4 estaciones de mecanizado: una de corte, una de ranurado, una de pulido y 
una de taladrado. Los bloques pasan en primer lugar a la estación de corte, donde se 
cortan por la mitad, formando dos partes iguales. Después se pasan a la estación de 
ranurado donde se les mecaniza una ranura. El 60 % de las piezas ranuradas pasan a 
la estación de taladrado, donde se les hace un taladro. El 30% de las piezas ranuradas 
deben pasar a una estación intermedia de pulido, donde se pulen las rebabas. El 
90% de las piezas pulidas pasan después a la estación de taladrado. El 90% de las pie­
zas taladradas salen del proceso para ser envasadas (el 10% es defectuoso). Cada esta­
ción dispone de un buffer donde se almacenan las piezas que llegan a la estación a
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la espera de ser procesadas. Cada 10 minutos cada estación procesa un porcentaje 
de las piezas almacenadas en su buffer respectivo, siendo estos porcentajes: corte: 
30%, ranurado: 20%, pulido: 15%, taladro: 25%. La entrada son los bloques que 
llegan al proceso cada 10 minutos. La salida son las piezas correctas que salen de la 
estación de taladrado.

Obtener un modelo en representación interna del sistema.

7. CONVOLUCIÓN CONTINUA Y DISCRETA

7.1 Respuesta de sistema discreto

La secuencia de entrada u(k) ={3,1,2,-1,0,0...} se aplica a un procesador de tiem­
po discreto cuya respuesta impulsional es g(k) = {1,2,1,0,0...} . ¿Cuál es la secuen­
cia de salida del procesador?

7.2. Respuesta de sistema continuo

El comportamiento dinámico de un sistema viene descrito por la siguiente ecua­
ción diferencial:

0.025 • y  + 0.35 • y  + y  = u

Obtener por convolución la respuesta en el instante /=10 s. si se le aplica la siguien­
te entrada al sistema.

1 . 5 ---------------- ,----------------- r-----------------;-----------------,----------------- :-----------------------------------
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7.3. Respuesta de sistema discreto ante rampa

En la siguiente figura se muestra la respuesta de un sistema discreto ante una rampa 
unitaria:

c3

i fl K

) (

0 1 2 3 4 5
periodos (k)

Obtener utilizando convolución:
a) La función de transferencia del sistema.
b) La secuencia de valores que tomaría la salida si la entrada fuera la secuencia 

{1,1,2,2,2,2,2,2,...}.

7.4. Respuesta de sistema discreto

Un sistema discreto se describe mediante la ecuación en diferencias:

y*  = ° -8^ - i + ° - H - ,  + u t-2 - 2 v k-i
donde tanto u como v son señales de entrada. Si se dispone de las secuencias 

K }  = {l 2 -1  0 0 0 •••} {v*}={-2 0 1 0 0 0 •••}

Obtener mediante convolución el valor de y en el instante 20.
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7.5. Respuesta de sistema discreto en representación interna

La ecuación siguiente modela el comportamiento de un sistema discreto:

'0.7 0.3'
xk +

r
0 0.7 i

Obtener mediante convolución el valor del estado 1 en el instante 6 si, partiendo 
de condiciones iniciales nulas, la entrada es la secuencia m¿={0,2,2,2,0,0,...}.

7.6. Aproximación de respuesta de sistema discreto

La ecuación en diferencias siguiente modela la relación entre la entrada y la sali­
da de un sistema

yk = 0 -3 ^ - i  +  1H - i

Se sabe que la señal de entrada en los 4 periodos anteriores al periodo actual ha 
sido 10, 12, 8,7, desconociéndose los valores de periodos anteriores. Obtener una 
aproximación del valor de la salida en el periodo actual. ¿Es buena esta aproxima­
ción?

7.7. Respuesta de sistema discreto

La ecuación siguiente modela la relación entre la entrada y la salida de un siste­
ma discreto:

yk =  °-5yk-2 + uk + 2vk

Obtener mediante convolución la salida del sistema si las secuencias uk y vk son 
de la forma: uk={0,2,2,0,0,...}, vk={ 1,0,0,1,1,0,0,...}.

7.8. Respuesta de sistema discreto

La ecuación siguiente modela la relación entre la entrada y la salida de un siste­
ma discreto:

y k = 1 - 6 ^ - i - 0 . 6 4 ^ _ 2 + mA: + 2uk_l

Obtener mediante convolución la salida del sistema en todos los instantes (desde 
&=0 hasta infinito) si la secuencia uk es de la forma: uk={0,2,0,3,0,2,0,0,0,...}.
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8. REPRESENTACIÓN INTERNA

8.1 Modelo de circuito eléctrico

Dado un sistema eléctrico formado por los componentes de la figura:

Desarrollar un modelo de representación interna tomando como variables de estado:
a) Las tensiones en los condensadores y las corrientes en las bobinas.
b) La suma y diferencia de tensiones en los condensadores y la caída de tensión 

en R2. Determinar la matriz de la transformación lineal correspondiente.
c) Desarrollar un modelo entrada-salida a partir de la transformación realizada.

8.2. Modelo se sistema continuo

Dado el sistema de ecuación diferencial:

y  + 2 y  + 3 y  = 3ú + u

Obtener un modelo en representación interna válido de forma que uno de los esta­
dos sea la salida del sistema.

8.3. Modelo de circuito eléctrico

En el circuito de la figura la tensión de entrada («) se puede variar a voluntad. La 
fuente vp representa una perturbación de valor desconocido.

R,=l kQ Li=l mH Cr=50 yF

u C]=l n F -r -

Vp 0.1H
H 5 B W -

U i o n 100¡jF

▼
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a) Obtener un modelo en representación interna del sistema.
b) Representar el modelo anterior del sistema mediante un diagrama de bloques 

en el que se utilicen los bloques más simples que sea posible.

8.4. Modelo de proceso químico

Un proceso químico parte de un reactivo a que al reaccionar produce reactivo b 
(4 moles de b por cada uno de a) que a su vez reacciona para dar reactivo c (1 mol de 
c por cada 2 de b). Cada minuto un porcentaje (a) de los moles del reactivo a reac­
cionan para dar lugar a reactivo b. Por otra parte, cada minuto otro porcentaje ((3) de 
los moles de b reaccionan para dar reactivo c. Se ha realizado un experimento par­
tiendo de 500 moles de reactivo a, midiéndose cada minuto las cantidades de cada 
reactivo:

Minuto 0 1 2 3 4 5 6

Moles de a 500 452 408 364 329 298 262

Moles de b 0 9 372 517 638 730 812

Moles de c 0 0 ? 14.5 28 45.2 60.2

á) Obtener un modelo en representación interna del sistema utilizando todos los 
datos disponibles.

b) Utilizando el modelo, calcular la transformada en Z y la expresión de la secuen­
cia (sin calcular los coeficientes) de la evolución del número de moles del reac­
tivo b.

c) Obtener el número de moles de reactivo b cuando pase mucho tiempo.

8.5. Modelo de sistema continuo

Obtener un modelo en representación interna del sistema modelado por las ecua­
ciones diferenciales (y es la salida del sistema):

w + 2 w = 3 u

y + 3y =w+u

8.6. Modelo de sistema discreto

Obtener un modelo en representación interna del sistema modelado por las ecua­
ciones en diferencias (y es la salida del sistema):
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wk +0 .5  wk_2 = 2  uk_x

y k + i y k-1 = w k + M*-i

8.7. Respuesta de sistema continuo en representación interna

Describir cómo será la respuesta ante impulso unitario del sistema siguiente, sin 
calcular la expresión de dicha respuesta, dando valores numéricos aproximados de 
las especificaciones que la caracterizan:

'0 1 0 ' "0
0 0 1 * X  + 0
0 -20 - 4 _1

[100 -10 o]•X

8.8. Modelo de proceso de fabricación de piezas

La siguiente ecuación modela la relación entre el número de piezas que entran y 
el número de piezas que salen cada minuto de un proceso de fabricación:

yk = L2y k-i - 0 3 6 y k_2 +0.48uk_2

Escribir un modelo en representación interna válido del sistema. ¿Se podría obte­
ner un modelo con estados desacoplados? ¿Por qué?

9. SISTEMAS CONTINUOS DE SEGUNDO ORDEN

9.1. Identificación de sistema mecánico
Estando un sistema mecánico en equilibrio, con la entrada igual a 100 N y la sali­

da igual a 10 m, se reduce la entrada a 60 N y se registran los valores que va toman­
do la salida a lo largo del tiempo. Los valores medidos han sido:

t (  s) 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

y(m) 10 9.901 9.414 8.541 7.456 6.365 5.428 4.737 4.320 4.151 4.177

f(s) 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8 1.9 2 3

jKm) 4.328 4.538 4.754 4.938 5.072 5.150 5.178 5.168 5.134 5.089 5

Obtener toda la información posible del modelo del sistema.
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9.2. Identificación de sistema mecánico

Estando un sistema mecánico en equilibrio, con la entrada igual a 100 N y la sali­
da igual a 3 m, se cambia la entrada a 140 N, manteniéndose en ese valor durante 0.1 
segundos, volviendo después a 100 N. Tomando como origen de tiempos el instante 
en que se cambia la entrada, los valores medidos de la salida del sistema han sido:

t (  s) 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

y( m) 3 3.099 3.487 3.873 4.085 4.091 3.937 3.691 3.414 3.169 2.974

t(s) 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8 1.9 2

y( m) 2.849 2.790 2.784 2.816 2.866 2.922 2.972 3.010 3.034 3.045

a) Si en lugar de volver la entrada a 100 N al cabo de 0.1 segundos, se hubiera 
mantenido en 140 N, ¿cuáles serían los valores de la salida en los instantes de 
la tabla anterior? (Nota: recordar el concepto de equivalente discreto de un sis­
tema continuo).

b) Con los datos obtenidos en el apartado anterior obtener toda la información 
posible del modelo del sistema continuo.

9.3. Identificación de sistema continuo

La figura muestra la entrada y la salida de un sistema. Obtener todos los datos posi­
bles del modelo del mismo:
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9.4. Sistema en bucle cerrado

El sistema de la figura representa un proceso controlado por un controlador en 
bucle cerrado.

a) Obtener el valor de K, para que en bucle cerrado la respuesta del sistema ante 
referencia escalón (supuesta nula la perturbación p) tenga una sobreoscilación 
del 5%, obteniendo el tiempo de establecimiento al 98%.

b) Si la referencia r es constante y la perturbación p  también lo es, obtener el valor 
de K2 para que el error (señal e) en régimen permanente sea nulo.

9.5. Sistema en bucle cerrado

El sistema de la figura representa un proceso controlado por un controlador en 
bucle cerrado.

K(s + b)
- O - H

1
s s + 3

y

á) Obtener los parámetros del controlador (K y b) si se quiere que en bucle cerra­
do la respuesta del sistema ante referencia escalón (supuesta nula la perturba­
ción p) tenga una sobreoscilación del 10% y un tiempo de establecimiento al 
95% de 1 segundo.

b) Si la referencia r es constante y la perturbación p  también lo es, ¿cuál es el valor 
del error (e=r-y) en régimen permanente?
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9.6. Identificación de péndulo con motor de continua

La siguiente ecuación modela el comportamiento de un péndulo con un motor 
de continua

„  de
J2a u ~&b' —r~ml} — = K -------------dt__ mg¿sen(Q)
1 F  m Ra *

Partiendo de la posición de equilibrio definida por u=0 se le da a la tensión de 
entrada al motor un valor de u=10 voltios, midiéndose la evolución del ángulo. Ésta 
ha sido:

l (sec)

Obtener toda la información posible del modelo del sistema.

9.7. Identificación de sistema continuo

La figura siguiente muestra la evolución de la señal de entrada y la señal de sali­
da de un sistema. Obtener toda la información posible del modelo del mismo.
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9.8. Identificación de sistema continuo

La figura siguiente muestra la evolución de la señal de entrada y la señal de sali­
da de un sistema. Obtener toda la información posible del modelo del mismo.
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9.9. Características de la respuesta

Describir (sin calcular la transformada inversa) cómo sería la respuesta del siste­
ma siguiente ante entrada escalón, dando toda la información posible:

9.10. Características de la respuesta
Describir y esbozar (sin calcular la transformada inversa) cómo sería la respues­

ta del sistema siguiente ante entrada escalón, dando toda la información posible sobre 
las especificaciones de dicha respuesta:

9.11. Sistema en bucle cerrado

La ecuación siguiente modela el comportamiento dinámico de un sistema térmi­
co en el que Q es la potencia calorífica entrante, T, es la temperatura de un cuerpo, 
y Te es la temperatura exterior:

Tx «-0.17; + 2Q + 0.17;

Si se mide la temperatura T¡ con un sensor y se define la entrada como una reali-

á) Obtener el valor de k para que la sobreoscilación de la respuesta ante escalón 
del sistema en bucle cerrado sea del 10%.

b) Obtener el valor de k para que el tiempo de establecimiento al 98% sea de 500 
segundos.

c) ¿Cuál es el valor de la temperatura T, en régimen permanente si la referencia 
Tre{ y la temperatura exterior Te son constantes?

RESPUESTA EN FRECUENCIA DE SISTEMAS CONTINUOS

10.1. Compensador en serie

Dada la respuesta en frecuencia de un sistema, obtener la función de transferen­
cia de un compensador (C(s)), de orden lo más pequeño posible, de forma que al poner­
lo en serie con el sistema se cumpla:

mentación de la salida según la ecuación: Q(t) = k í  (Tref -  Tx(t ) ) cIt  .
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• La ganancia estática total sea unitaria.
• La magnitud total sea menor que 1 para todas las frecuencias.
• El ancho de banda total sea el mismo que el del sistema original.
Nota: Operar con los valores exactos de la respuesta del sistema (obtenidos de la 

gráfica), pero utilizar la aproximación asintótica para C(s).

10.2. Identificación de sistema

Dada la magnitud de la respuesta en frecuencia de un sistema, y sabiendo que es 
de segundo orden, obtener la función de transferencia del mismo. Calcular el ancho 
de banda de la función de transferencia obtenida y compararlo con el medido direc­
tamente en la gráfica.
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10.3. Compensador en serie

Se desea modificar la respuesta en frecuencia de un sistema G(s) de forma que la 
ganancia estática sea unitaria, y que el ancho de banda sea de 10 rad/seg. Para ello se 
va a poner en serie con el sistema un compensador según la figura:

u
R(s) G(s)w

Definir una función de transferencia R(s) lo más sencilla posible para que la ganan­
cia estática total sea 1 y el ancho de banda del sistema total sea de 10 rad/seg, sabien­
do que la respuesta en frecuencia de G(s) es:
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10.4. Identificación de sistema

En las siguientes figuras se observa la respuesta de un sistema obtenida ante la 
entrada que se muestra, y la respuesta en frecuencia del mismo sistema. Obtener el 
modelo del sistema.

0:5 -----------1---------- ¡----------j---------- ¡--------- j-----------¡--------- 1---------
0.4................. ;---------- -j................ j-................ |------------ -j....... ......... j---.............|.................

^0.3 -................•...............-i...............i-................ i..............-i............ - 4 ............... '...............

0.1 - ......................;...................... ......................... r .......................;...................... -j....................... j-.......................;........................

Q U  _  j..................................................................................... . ..........I............. .............. -J...........)............. .............. , 1..........   I.......,.............j_________  _______  
0 1 5  10 15 20 25 30 35 40

Figura 1-a. Ensayo de respuesta temporal
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Figura 1-b. Respuesta en frecuencia

10.5. Diagrama de Nyquist

Trazar el diagrama de Nyquist del proceso.
4G(s) =

s2 + 4 í + 8

10.6. Compensador en serie

Dada la magnitud de la respuesta en frecuencia de un sistema,
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obtener la función de transferencia de otro sistema, lo más sencillo posible, de forma 
que al ponerlo en serie con el anterior en el sistema total se cumpla:

• La ganancia estática sea nula.
• La magnitud a frecuencias altas sea unitaria.
• La frecuencia de corte inferior sea de 1 rad/s.

10.7. Compensador en serie

Obtener los valores de a y K  para que el sistema en bucle cerrado tenga una ganan­
cia estática igual a 0.9, y para que el sistema en bucle abierto K(s+a)G(s) tenga una 
magnitud de 20 dB a la frecuencia 5 rad/s.

>v +
K (s+a) G(s) y

J
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co

10.8. Sistema resonante

Obtener el valor de a para que el sistema de función de transferencia

/:(s  + 10)2G(s) =
(s 2 + s + a )

tenga una frecuencia de resonancia de 1 rad/s y una magnitud a altas frecuencias de 
0.1 unidades, y dibujar la aproximación asintótica y el diagrama real aproximado de 
magnitud.
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10.9. Filtro paso alto

Obtener el valor de a para que el sistema de función de transferencia

G j s ) .  *(s + 60)
( i  + a)(s + 10)

tenga una frecuencia de corte inferior igual al rad/s y dibujar la aproximación asin­
totica del diagrama de bode de magnitud.

801-------i—  i i i 11 ¡i------- 1—  | | 11111----------------------- 1—  | | i M 11

6 0 ----------------------------------------------------------------- ------------------------------------------------------------------------------

4 0 ----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

2 0 ---------------------------------------------------------------------------------------------------------

0 ------------------------------------------ ---------------------------------------------------------------

-20-------------------------------------------------------------------------------------------

- 4 0 -----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

- 6 0 -----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

.gol----- 1— I—LUJJJJ------ —̂ I— l i l i lí---------1— I—I...1.I..1.1.1
1 0 1 10° 1 0 1 1 0 2

10.10. Compensador en serie

Dado el sistema de función de transferencia G(s) = ______ 5000,?_______  ̂defi-
(s + 1000)O + 10000)

nir (utilizando la aproximación asintotica) un compensador R(s) tal que al ponerlo en 
serie se consiga aproximadamente que:

• La ganancia estática total sea nula.
• La magnitud a las frecuencias entre 500 y 800 rad/s sea de 2 unidades.
• La magnitud entre 4000 y 20000 rad/s sea de 1 unidad.
• La pendiente de caída a partir de 30000 rad/s sea de -20 db/década.
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10.11. Compensador en serie

^  x 0.01(5 + 70000) .
Dado el sistema G(s) ------- --------------- , definir (utilizando la aproximación asm-

' (5+1000)
tótica) un compensador R(s) lo más simple posible tal que al ponerlo en serie se con­
siga aproximadamente que:

• La ganancia estática total sea unitaria.
• La magnitud a las frecuencias entre 2000 y 8000 rad/s sea de 2 unidades.
• La magnitud a frecuencias superiores a 80000 rad/s sea constante e igual a -6 

decibelios.

10.12. Compensador en serie

Dado el sistema G(s) = ----- , obtener un compensador R(s), lo más simple
5 + 5  + 1

posible, tal que al ponerlo en serie con el sistema se consiga de forma aproximada:

• Magnitud de 4 unidades para frecuencias menores de 0.8 rad/s.
• Magnitud de 2 unidades para frecuencias mayores de 30 rad/s.
• Magnitud de 1 unidad para frecuencias entre 2 y 10 rad/s.

Dibujar la aproximación asintótica del diagrama de Bode de magnitud del siste­
ma total resultante, y esbozar por dónde iría la gráfica exacta de dicho diagrama.

11. REAUMENTACIÓN

11.1. Realimentación en sistema térmico

La ecuación siguiente modela el comportamiento dinámico de un sistema térmi­
co en el que Q es la potencia calorífica entrante, T, es la temperatura de un cuerpo, 
T2 es la temperatura del otro cuerpo, y Te es la temperatura exterior:

t ; -0 .05 0.04 ‘ ■27
+

T
Q +

■ 0.01 •

t2 0.004 -  0.006 h . 0 0.002

Si se mide la temperatura T2 con un sensor y se define la entrada como una reali­
mentación de la salida (Q=k(50-T2)), obtener el valor de k que hace que en régimen
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permanente la temperatura T2 sea de 49.9 °C, suponiendo una Te =25°C constante. ¿Es 
correcta esta realimentación? ¿Por qué?

11.2. Realimentación en circuito eléctrico

En el circuito de la figura la tensión de entrada («) se puede variar a voluntad. La 
fuente vp representa una perturbación de valor desconocido.

Se mide la tensión del condensador y se define la entrada como una realimenta­
ción de la salida (u=k(10-vc)), donde 10 es la tensión de referencia. Obtener el rango 
de valores de k de forma que el error (e=l0-vc) en régimen permanente sea menor de 
1 voltio, sabiendo que vp es un valor constante comprendido entre 2 y 4 voltios. ¿Se 
puede lograr al mismo tiempo que la respuesta no sea oscilatoria?. En caso de res­
puesta negativa, ¿cómo podrían lograrse los dos objetivos?

11.3. Realimentación en sistema térmico

La ecuación siguiente modela el comportamiento dinámico de un sistema térmi­
co en el que Q es la potencia calorífica entrante, T¡ es la temperatura de un cuerpo, 
y Te es la temperatura exterior:

Si se mide la temperatura T¡ con un sensor y se define la entrada como una reali­
mentación de la salida según la ecuación:

á) Obtener el valor de k para que el tiempo de establecimiento al 98% de la res­
puesta ante escalón del sistema en bucle cerrado sea de 8 segundos.

b) ¿Cuál es el valor de la temperatura T, en régimen permanente si la referencia 
7^-=20 y la temperatura exterior Te =30?.

0.1H

u

t

tx = - 0.27; -o .o it ;  + 2 0 0 + 0.017;

2 (0  = A:(7;e /(0 -7 }(0 -2 7 i(0 )
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12. CUESTIONES TEÓRICAS

12.1. Clasificación de sistemas

Clasifica los sistemas descritos por las siguientes relaciones de entrada-salida:

Sistemas Variantes en el Tiempo: 
Sistemas Invariantes en el Tiempo: 
Sistemas Estáticos:
Sistemas Dinámicos:
Sistemas Causales:
Sistemas No Causales:

12.2. Clasificación de sistemas

Clasifica los sistemas descritos por las siguientes relaciones de entrada-salida:

(a) y(t) = ú(t)

(c) y(k) = k -u i (k - 1) - 3  -u2(k + 4)

(d)y(k  +1) = 0.5* • y(k) + 0 .2 -u(k)

(e) VI ~y¡ + Ai • y¡ = un * i, 2

(a) y k+i = ~52'k ■y(k )~  ^ - - ( 3  -  yk_¡)
 ̂£--1

(b) PL -yi + Ph -y< = «,•> i - 1»2

(c) y(k)  = k • », (k - 1) -  4 • u2 (k + 3)

(d) >;(£ +1)= 0.5* •}>(£) + 0 .2 -w(A:)

(f) y(t) = ú(t)
Sistemas Estáticos: 
Sistemas Dinámicos: 
Sistemas Lineales:
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Sistemas No lineales:
Sistemas Variantes en el Tiempo:
Sistemas Invariantes en el Tiempo:
Sistemas Causales:
Sistemas No Causales:

12.3. Clasificación de sistemas

Clasifica los sistemas descritos por las siguientes relaciones de entrada-salida:

(a) y(t)  = u(t)

(b) y(k) = k  - u ( k - 1) -3

(c) y ( k ) = k ' { - y ( k - \ )  + u(k

(d) y  + 6y + y-u = - 2 - ú

(e) y(k)  -  k ■ u(k -1 ) -  2 ■■ ■■: • u ( k - 2 )
v 7 y{k + 1)

Sistemas Lineales:
Sistemas No Lineales:
Sistemas Estáticos:
Sistemas Dinámicos:
Sistemas Causales:
Sistemas No Causales:
Sistemas Variantes en el Tiempo:
Sistemas Invariantes en el Tiempo:
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