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INTRODUCCION

El presente libro es el fruto de la recopilacion de los problemas de los examenes
realizados entre 1996 y 2000 en la asignatura de Teoria de Sistemas de segundo curso
de Ingenieria Industrial de la Universitat Jaume I de Castellon. Esta segunda edicion
se amplia con una coleccion de problemas propuestos extraidos de los examenes de
la misma asignatura entre 2001 y 2006.

Teoria de Sistemas es una asignatura troncal cuyo contenido abarca los concep-
tos basicos de la ingenieria de sistemas. El programa actual de dicha asignatura es el
siguiente:

1. Introduccién. Definiciones basicas.

2. Sistemas dinamicos continuos. Transformada de Laplace.
3. Andlisis de la respuesta temporal de sistemas dinamicos.
4. Sistemas dinamicos discretos. Transformada en Z.

5. Representacion interna.

6. Modelado de sistemas fisicos.

7. Convolucion de sefiales y respuesta de sistemas.

8. Respuesta en frecuencia de sistemas lineales.

9. Aplicaciones.

Los problemas estan clasificados en diversas categorias, correspondiendo (aun-
que no exactamente) con el temario anterior.

Al principio de cada seccion se explica brevemente el tipo de problemas que con-
tiene dicha seccidn, asi como los capitulos de los libros de teoria recomendados en
los que se puede encontrar la teoria necesaria para resolverlos. En resumen se podria
establecer la siguiente correspondencia entre las secciones de problemas del libro y
los temas del programa anterior:

* La seccion 1 se corresponde con el tema 2.

» Las secciones 2 y 3 se corresponden con el tema 4.

« Las secciones 4, 5 y 6 se corresponden con el tema 6 (y con los temas 2 y 4).

» La seccion 7 se corresponde con el tema 7.

indice
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* La seccion 8 se corresponde con el tema 5.

* La seccion 9 se corresponde con el tema 3.

* La seccion 10 se corresponde con el tema 8.

* La seccion 11 se corresponde con diversos temas.

Los problemas estan resueltos con explicaciones detalladas para ayudar al estu-
diante a comprender mejor los conceptos tedricos.

Los problemas propuestos afiadidos en esta segunda edicion estan clasificados
siguiendo la misma estructura anterior.

El libro pretende servir de apoyo para los estudiantes (y profesores) de asignatu-
ras similares que se imparten en la mayoria de las titulaciones de ingenieria industrial
de las universidades espaiiolas.

indice



NOMENCLATURA

Alo largo del texto se utilizan los siguientes convencionalismos:

1. Se denomina u,(?) a la sefial escalon unitario continua (u,(2)=1 para t 20, uy(t)=0
para 1<0).

2. Se denomina u(k) a la sefial escalon unitario discreta (uy(k)=1 para k=0, u,(k)=0
para k<0).

3. En general se llaman las sefiales temporales (tanto continuas como discretas)
mediante letras minusculas, utilizando la letra mayuscula correspondiente para deno-
minar a la transformada de la sefial (de Laplace o en Z). Cuando no sea asi se dis-
tinguira la sefial de su transformada indicando de forma explicita la dependencia de
t (sefial continua), de k (seiial discreta), de s (transformada de Laplace) 6 de z (trans-
formada en Z).

4. Se utiliza el subindice , para indicar el valor de las variables en un punto de
equilibrio en sistemas continuos (&, y,, etc) .

5. Se utiliza una barra sobre la variable para indicar el valor en el punto de fun-
cionamiento o de equilibrio en sistemas discretos (i, y, etc).

6. Se utiliza la letra griega A para representar la variacion de una sefial respecto
de un valor constante correspondiente a un punto de funcionamiento o de equilibrio
del sistema (Ay=y-y,).

indice



RESPUESTA TEMPORAL
DE SISTEMAS CONTINUOS

Esta seccion contiene problemas cuya resolucion requiere la obtencion de la res-
puesta temporal de sistemas lineales continuos en el tiempo ante diversas entradas. La
resolucion de todos ellos se basa en la utilizacion de la transformada de Laplace.

El procedimiento de resolucion consiste basicamente en los siguientes puntos:

1. Plantear la ecuacion diferencial (o ecuaciones diferenciales) del sistema.

2. Tomar transformadas de Laplace, teniendo en cuenta las condiciones iniciales
(cuando éstas son distintas de cero).

3. Obtener la transformada de Laplace de la salida.

4. Obtener la evolucion temporal de la salida mediante la transformada de Lapla-
ce inversa.

En algunos ejercicios el procedimiento anterior debe realizarse mas de una vez,
puesto que el sistema cambia en un momento determinado (cortocircuito eléctrico
por ejemplo), y la evolucién temporal obtenida con el primer sistema sirve para deter-
minar las condiciones iniciales para el sistema modificado.

Por otra parte, en algunos de los problemas se deben aplicar ademas algunas de
las propiedades de la transformada de Laplace, como el teorema del valor final.

La ecuacion diferencial del sistema puede ser un dato, o bien debe obtenerse a
partir de las ecuaciones bésicas del sistema fisico de que se trata.

La teoria necesaria basica para resolver los problemas de este capitulo puede encon-
trarse en el capitulo 3 de [Sala00].

También puede encontrarse la teoria necesaria en los libros [Meade93] (capitulo
4), [Solyman99] (capitulos 2 y 5), [Oppenheim98] (capitulos 2 y 9), [D’azz092] (capi-
tulos 3 y 4), y [Ogata93] (capitulo 1).

indice
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PROBLEMA 1. Respuesta de un sistema

Obtener la salida del sistema:
d2
4y &
dte” dt
en el instante t=4 segundos ante la entrada u definida como:
1

u(t)

u

v

Solucién

Este problema se puede resolver de 2 formas, por convolucion, o mediante trans-
formada de Laplace.

Para resolverlo mediante la T.L. el primer paso es obtener la T.L. de la sefial de
entrada. En este caso se puede descomponer como la suma de 3 sefiales: un esca-
16n unitario retrasado 1 segundo menos una rampa unitaria retrasada 1 segundo mds
una rampa unitaria retrasada 2 segundos:

U4
.”
./
/’
A b 0 c(y)
a(?) X4
1 . -....II-...J...-.-.I
L[] J
: s
H 4
: R
: ’
1 2 t

u(t) = a(t) - b(t) + c(¢)
tomando transformadas:
U(s) = A(s)-B(s)+ C(s) =
! LRIYCE |

-5 -5 -2s
=€ —-e¢ —Zte == 2 2
S N N A S

indice



RESPUESTA TEMPORAL DE SISTEMAS CONTINUOS 19

con lo que la salida es:

(s-1) o 1
3 te 3
s’(s+1) s’(s+1)
Para calcular la transformada inversa, se hace con cada término, sin conside-
rar el retraso, y luego se le impone el retraso correspondiente:

Y(s) = G(s)U(s) = e

3S—1 .2 +:_31+%+_"_2 —LLL 2e"——1-t2+2t—2
s'’(s+1) s+1 s s s 2
s s-1 T.LL ( ~(r=1) 1 2 \
e u,(t—1) 2e ——@-"+2(t-1)-2
TR o )\ 2( Y +2(-1) J
donde U,(t-1) es el escaldn unitario retrasado 1 unidad.
; P _ - +l3+_—21+—1— TN R L S
s'(s+1) s+l s 57 s 2
25 1 T.L.1. [ -u-2) 1 2 \
e u,(t-2) —e +—(=-2)Y -(t-2)+1
Gl o )\ 2( ) -(@-2) J
Con lo que la salida completa vale:
W(e) = (1 1)(25('"’ _ %(z C1)? +2(-1)- 2) "

+uy (1 - 2)(—e"("2) + %(r —2R - (t-2)+ 1)

que, en el instante t=4 queda:

y(4)=2e'3——;—32+2-3—2—e'2+—;—22—2+1 =—;——e_2+2e'3

PROBLEMA 2. Respuesta de un sistema

Obtener la respuesta del sistema cuya ecuacion diferencial es:

d’y dy
—+2—+y=u
dr’ dt Y
0 t<l
ante la entrada u=141 l=tr=3
0 t>3

indice



20 PROBLEMAS RESUELTOS DE TEORIA DE SISTEMAS

Solucion

El problema se puede resolver por convolucion o mediante la transformada de
Laplace. Para resolverlo mediante la T.L. hay que calcular en primer lugar la
T.L. de la entrada. En este caso es fdcil ver que se puede descomponer en resta de
dos escalones unitarios retrasados 1 y 3 segundos respectivamente:

ui(t)
uxt)
1 3
u())
u(t)=u,(t-1)-u,(t-3)
e—s e—3s
tomando transformadas: U(s) = -
s s
por lo que:
R | e 1 e 1
Y(s) = G(HU(s) = (— - =— -
(5) = GOU() (s s )(s+1)2 s s+ s (s+1)7

Para calcular la transformada inversa de cada término se deja el retraso fuera,
y al final se afiade al resultado:

e’ |

e T N
s (s+1)? s s+l (s+1)?

indice



RESPUESTA TEMPORAL DE SISTEMAS CONTINUOS 21

quedando finalmente:

y(t) = u (e =11 =& = (1 =D |-, (r = 31— P = (1= 3)e |

PROBLEMA 3. Respuesta de un sistema

Un sistema continuo de ecuacion diferencial
y+0.02y + 0.001y = 0.3u

ha recibido (partiendo del reposo) una entrada de la forma:
uy 4

100 =

50

>
1 100102 y5e0)

Calcular la respuesta del sistema en el instante t=150 haciendo las suposiciones
que se consideren oportunas.

Solucion

Tomando transformadas de Laplace (al ser nulas las condiciones iniciales) se
obtiene:

s*Y(s) + 0.025Y (s) + 0.001Y(s) = 0.3U(s)

: 0.3 U(s)
s +0.025 + 0.001
Los polos de la funcion de transferencia son —0.0130.03] por lo que la respuesta
tendrd un término de la forma e**'cos(0.03t). Estos polos son muy lentos compara-
dos con la anchura de los pulsos de la entrada, por lo que se podrd aproximar la
entrada a la suma de 2 impulsos. Esta idea se puede comprobar calculando el valor
del término de la respuesta en el instante t=2 segundos, que es la anchura del pulso
mds ancho: e*%cos(0.06)=0.98~1. Es decir, en el tiempo que dura el pulso de entra-
da la sefial de salida apenas tiene tiempo de cambiar nada. Asi pues se aproxima la

= Y(s)=

indice



22 PROBLEMAS RESUELTOS DE TEORIA DE SISTEMAS

entrada a dos impulsos retrasados. El valor de cada impulso es la integral (el drea):
u(t) = 1008(t) +1006(¢t -100) = U(s) ~ 100 + 100e™'**

La transformada de Laplace de la respuesta serd por tanto:

0.3
Y(s) = G()U(s) = 100 +100¢™%) =
(s) = GV = 55025 7 0,001 )
30 L+ ey 2 1000—— 003 (1, goor)

(s +0.01)* +0.03?
cuya transformada inversa es, directamente:

() = 1000(e™*" sen(0.03¢) + ¢~ sen(0.03(s - 100)))

(s +0.01)* +0.03°

Sustituyendo en t=150 se obtiene la respuesta pedida:
¥(150) = 386.9

PROBLEMA 4. Respuesta de un sistema

Mediante un computador se controla la entrada de un sistema de funcion de trans-
ferencia:

s+1
s(s+2)

El periodo con el que el computador actualiza la entrada es de 1 segundo. Se quie-
re que la salida valga y=1 en el instante t=3 segundos. Para ello se decide dar a la
entrada un valor de A durante el primer periodo, cambiandolo por un valor de A/2 en
el segundo periodo, haciendo nula la entrada a partir de entonces. Obtener el valor
de A para que se cumpla lo anterior.

G(s) =

Solucién
La entrada al sistema es constante en cada periodo, segiin la figura:

u
A

A

A/2

v
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La salida del sistema en el instante t=3 se puede calcular utilizando la transfor-
mada de Laplace. La sefial de entrada es la suma de 3 escalones retrasados:

A
u(t) = Auy(t) - i;1—uo(t -D- —2—u0(t -2)

Por lo que su transformada de Laplace es:

-5 -2s
U(s)=A(1_0.5e _ 0.5 )
S

s s

La transformada de Laplace de la salida serd por tanto:

- =25
Y(s) = Gs)U(s) = A—21 (l _05¢” 05e )
s(s+2)\s s s

Para obtener la transformada inversa se calculard en primer lugar la de la fun-
cion:

s+1 _£+£+ ¢ as(s+2)+b(s+2)+cs’
S5 (s+2) s s s+2 s (s+2)

lgualando los numeradores se obtiene b=0.5, a=0.25, ¢=-0.25, por lo que la trans-
formada inversa de esta funcién es:

s+l 025,05 0B o, (025+05-025¢ Ju,(1)
s°(s+2) s s s+2

Aplicando superposicion se obtiene la transformada inversa de Y{(s):
(1) = A(0.25 + 0.5¢ - 0.25¢™ Ju, (1)

-~ 0.54(0.25 +0.5( - 1) = 0.25¢™ Yu (£ - 1) -
~0.5A(0.25 + 0.5(1 - 2) - 0.25¢ 22 Ju (1 - 2)

Sustituyendo por t=3 y aplicando la condicién de que y(3)=1 se obtiene:
¥(3)=0.7686A=1 = A=13

Este problema también puede resolverse utilizando el equivalente discreto, ya que
la entrada es constante en cada periodo de [ segundo, y nos interesa el valor de la
salida en el instante 3seg, es decir en el periodo de muestreo 3. Ver el problema 70
para mds detalles.

PROBLEMA 5. Respuesta de un sistema

Obtener la respuesta del sistema cuya ecuacion diferencial es:
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2
d—Z+3—q’X+2y=4u
dt dt

ante la entrada:

v

S
—
(¥8]
EN
-

Solucion

La funcion de transferencia del sistema es:
4

43542 (s+2)(s+1)

La respuesta se puede obtener bien por convolucion, bien utilizando la transfor-

mada de Laplace.

La sefial de entrada se puede descomponer en suma de varias entradas (un esca-
16n retrasado 1segundo menos una rampa de pendiente 2 retrasada 3 segundos mds
otra rampa de pendiente 2 retrasada 4 segundos):

u(t) = 2uy(t = 1) = 2(t = uy(t = 3) + 2(t = Duy(t - 4)

2e7° 2eF 2™

G(s) =

= U(s)= - +
( s 5 s
La transformada de Laplace de la respuesta serd por tanto:
4 2 -5 2 -3s 2 ~45
Y(s) = G(s)U(s) = c_= L=
(s+2)(s+D\ s s s

Para obtener la respuesta hay que calcular dos transformadas inversas:
4 b ;
Y(§)= ————= 2 P
s(s+2)s+1) s s+2 s+1
_a(s+ 2)(s+ 1)+ bs(s+1)+cs(s +2)

s(s+2)s+1)

Igualando numeradores y resolviendo se obtiene a=2, b=2, c=-4 por lo que:

Y1) = (2+2e™ - de Yuy(1)
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4 a b c d
()=—5————=—+~ +— =
SS(s+2)(s+D) s 55 s+2 s+l

_as(s +2)(s + 1)+ b(s +2)(s + 1) + cs* (s + 1) + ds’ (s +2)
- s(s +2)(s +1)

Igualando numeradores y resolviendo se obtiene a=-3, b=2, c=-1, d=4 por lo que:
Ya(8) = (=342t =™ +4e uy(1)
Aplicando superposicion se obtiene la respuesta del sistema:
y(#) = 2y,(1=1) - 2y,(t - 3) + 2y,(1 - 4) =
=2(2+2e7" — 4y (e - 1) -
—2(=3+2(t=3) - e 4+ 4¢P Juy(t - 3) +
+2(=342(t=4) - e + 4™ P Yy (1 - 4)

PROBLEMA 6. Desintegracion de sustancias

Las ecuaciones siguientes modelan la desintegracion de una sustancia A que da
lugar a otra B, y ésta a otra C:

x, = -0.01x,
xp = 0.02x, - 0.005x,
x. = 0.01x,

donde x; representa la cantidad (n° de moles) de la sustancia j. Si inicialmente se tiene
unicamente una cantidad x,=100 moles, calcular:

a) La cantidad final de cada producto cuando pase mucho tiempo.

b) El valor maximo que alcanzara el producto B.

Solucidn

a) Tomando transformadas de Laplace en las ecuaciones (teniendo en cuenta las con-
diciones iniciales) se obtiene facilmente la transformada de Laplace de las tres varia-
bles del sistema:

x, ==00lx, = sX,(5)-x,(0)=-0.01X,(s)
x,(0) 100
s+0.01 s5+0.01

= X,(s5)=
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Xy =0.02x, —0.005x, = sX,(5)=0.02X,(s)-0.005X,(s)

= Xy(s) = 2
(s +0.005)(s + 0.01)
X =0.0lx, = sX.(5)=0.01X,(s)
- X.(s)= 0.02
s(s +0.005)(s +0.01)

Para calcular la cantidad final de cada producto cuando pase mucho tiempo se
puede utilizar el teorema del valor final:

100
li t) = limsX =i =
Hmxa (1) = limsX () = s o1
. . . 2
limxg(t) = limsXy(s) = lims =0
1= s=0 s=0 (s + 0.005)(s + 0.01)
limxc(2) = limsX(s) = lims 0.02 =400 moles

s=0 s(s +0.005)(s + 0.01)

b} Para calcular el valor maximo que alcanzard el producto B hay que calcular la

evolucion con el tiempo por medio de la transformada inversa y calcular el mdximo
de esa funcion:

2
Xp(s) = x5(t) = 400e%" — 4007
(s +0.005)(s + 0.01)
Derivando e igualando a cero se tiene:
_____dxg(t) =2 14 =0 = 1=138.63 seg
t

Con lo que el valor mdximo serd:

xB,MAX = 400e~0.005'138.63 _ 400e—0.01'138.63 = 100 moles

PROBLEMA 7. Respuesta de un sistema
Obtener la salida en el instante 10 del sistema definido por la ecuacion diferencial

Y+y=iu+u
ante la entrada definida por:
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0.5 1.5 2.5 t

-2

Solucion

La funcion de transferencia del sistema es:
Y(s) s+1

U@s) s +1
La respuesta puede obtenerse utilizando la transformada de Laplace. La entra-
da se puede descomponer en suma de 3 escalones retrasados:

u(t) = 2uy(t = 0.5) = 4uy(t = 1.5) + 2u,(t = 2.5)

2e—0.5s 4e—l.5s 2e—2.55
= U(s) = - +
s N N

G(s) =

La transformada de Laplace de la respuesta serd por tanto:

-0.5s -1.5s -2.5s
Y(s) = G(s)U(s) = s2+11(2e de +2e )
S+

N N N

Para obtener la transformada inversa basta con resolver la de la funcion:

s+1 a b cs  a(s* +1)+bs+cs®
Y1(5)=_E_=— 2 2 = 2
s(s+1) s s7+1 s7+1 s(s*+1)

Igualando los numeradores se obtiene a=1, b=1, c=-1, por lo que:
y,(2) = (1 + sen(t) = cos(t))uy(t)
Aplicando superposicion se obtiene la respuesta:
y(£) =2y,(t =0.5) -4y, (t =1.5)+ 2y,(t - 2.5) =
= 2(1 +sen(z - 0.5) = cos(t — 0.5)Ju, (t - 0.5) -

- 4(1 + sen(t — 1.5) - cos(t = 1.5))u, (t - 1.5) +

+2(1 + sen(t - 2.5) - cos(t — 2.5))Ju,(t — 2.5)
Sustituyendo en t=10 se obtiene el valor pedido:

y(10) = -2.5752
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PROBLEMA 8. Respuesta de un sistema

Dado un sistema cuya respuesta impulsional es:

0 O<r<l
0 2 I<t<?2
t =
8 3-1 2<t<3
0 t>3
obtener la respuesta del mismo en el instante t=4 ante la entrada definida como:
1 O0<t<2
u(t) =
0 t>2

Solucion

La respuesta se puede obtener mediante la transformada de Laplace o mediante

convolucion. La entrada se puede descomponer de la siguiente forma:
1 e-2s

ut) =u,(t)-u,(t-2) = U(s)=--

s

K

Por otra parte la respuesta impulsional se puede descomponer en suma de varias
sefiales, lo que permite obtener la funcion de transferencia:

8(t) = 2uy(t = 1) = ug(t =2) = (t = 2)uy(t = 2) + (t = uy(t = 3)
2e-s e—25 e—2s e—3s
= G(s5) = - -—t+—
s s s s
La transformada de Laplace de la salida serd por tanto:

- =25 =25 -3s -2s
Y(s)=G(s)U(s)=(2e L LL +"2)(1-e )=
N S ) A

2e—s e—25 2e—35 e—4s e—-25 e—35 e—4s e—SS
= - - + - +
2 2 2 2 3 3 3 3

N A A S S S A S

cuya transformada inversa es inmediata:
y(#) =20t = Duy(t = 1) = (£ = 2)up(t = 2) = 2(t = uy(t -3) +

(t-2)’ (t=3)

+({t-Duy(t-4)- uy(t=2)+

u,(t-3) +

2 2
Ak MPPP IO Ul

uy(t=5)
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29
que sustituido en el instante t=4 permite obtener el valor pedido:

y(4) =0.5

PROBLEMA 9. Aplicacién de superposicion

Se ha medido en varios instantes la respuesta de un sistema continuo lineal ante
una entrada rampa unitaria. Los valores obtenidos han sido:

Tiempo (seg) | 1 2 3 4
Salida 1 25 ) 36| 49
Obtener la respuesta de ese mismo sistema en el instante t=4 seg ante la entrada:

u(t)
1

| R
1 2 3 t

Sugerencia: razonar con el principio de superposicion. No intentar obtener G(s),
ya que no hay datos suficientes para calcularla.

0

Solucion

La sefial de entrada se puede descomponer en suma de 4 rampas con diferentes
retrasos:

o (t)
uof w(®)
5 —
; k—t >
D 1 2\, 3 t

ux(t) \ us(t)

20 ‘\_
\-
\
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u(t) = 2tu,(t) = 2(t = Dug(t = 1) = 2(¢ = 2)ue (t = 2) + 2(t = uy(t = 3)

donde u,(t) es el escalén unitario.
La salida ante esta suma de entradas es la suma de las salidas ante cada entra-

da por separado. Ante la primera rampa la salida es:
w(t) =2tuy(t) = y()=2y(1t) = y(4)=2y4)=98

donde se ha llamado y(t) a la respuesta del sistema ante rampa unitaria (cuyos valo-
res se tienen en la tabla). Ante la segunda rampa se tiene:

u, (1) =20t -Duy(t-1) = y,(t)=2y¢t-1) = y,(4=2y3)=72

por ser el sistema lineal e invariante.
Procediendo de la misma forma con las otras 2 rampas se tiene:

(1) =20t =2uy(r=2) = y(1)=2y(t-2) = (4 =2y2)=5
u (1) =20t =-3uy,(t=-3) = y,(t)=2yt-3) = y,(4)=2y1)=2

Por lo que la salida total es:
(4 =y,(4) -y, +y,(4)=98-72-5+2=-04

PROBLEMA 10. Respuesta de un sistema

Un sistema continuo tiene una respuesta ante rampa unitaria:
y(t) = =2 + 4t + 2¢7¥ cos(t)

Obtener la respuesta de ese sistema en el instante t=2 segundos ante la entrada

0 0<t<0.5
3 05<t<1
1 1<t<15
0 t>1.5

Solucion

La entrada es una combinacion de escalones retrasados (un escalon de valor 3
retrasado 0.5 menos un escalén de valor 2 retrasado 1 menos un escalon de valor 1
retrasado 1.5). Por lo tanto se necesita obtener la respuesta del sistema ante esca-
16n. La transformada de Laplace de la respuesta ante rampa es:

G(s)

Y.(s) = =
S
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La transformada de Laplace de la derivada de la respuesta ante rampa es:
L{iy—} - s¥(5) - y,0) = 29
dt s

ya que y,(0)=0. Es decir, la derivada de la respuesta ante rampa es la respuesta ante
escalon:

Y.(5)

_ dy.(t) = 4 —de™ cos(t) - 2¢™ sen(r)

y.()

La respuesta del sistema ante la entrada pedida serd por tanto:
(1) =3y,(t=0.5)u,(r - 0.5) - 2y,(t = Dug(t =1) = y,(z = 1.5)u,(t - 1.5)
por lo que el valor en el instante t=2 es:
¥2) = 3(4 - 4¢2"9 cos(1.5) - 2?9 sen(1.5)) -
- 2(4 -4e7 cos(l) - 2e™ sen(l)) -
— (4 - 47" ¢05(0.5) - 267 sen(0.5)) = 2.3444

PROBLEMA 11. ldentificacion de motor

Se quiere obtener la funcién de transferencia de un motor. Se sabe que ésta es de la forma:

G(s) = Q&S_l = K
u(s) s(l+1s)

donde 0 es el angulo girado, y u es la tension aplicada. Se ha aplicado una sefial de
entrada escal6n de valor 5 voltios, midiéndose la evolucion del angulo:

Evolucién del &ngulo girado

|
1

I i i
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Time (sec.)

Obtener la funcidn de transferencia del sistema.
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Solucion

La respuesta del sistema ante una entrada escalon de valor 5 se puede obtener
mediante la transformada de Laplace:

K
5K > L
0(s) = G(s)u(s) = — = = 0(t)=A+Bit+Ce "
s(1+1s) s (s + =)
T

Tomando transformadas, sumando e igualando los numeradores se obtienen los
coeficientes A,ByC:

1 1 K
As(s +—) + B(s + —) + Cs* 5—
A B C T T T
O(s)=—+—+ T = i = T
R s(s+—) s (s +—)
T T T
A+C=0 5K+
ArB-ol = lB-sk
T
B K C=5Kt
o_s54%
T T

Finalmente queda:

r t

6(1) = =5K7 + 5Kt + 5Kte * = 5K(t—T +7¢ *)

Observando la respuesta, cuando t se hace grande la exponencial tiende a cero,
quedando unicamente el término SK(t-t), es decir, una recta de pendiente 5SK. Midien-
do la pendiente en la grdfica se obtiene

sk 20 = K=-4
02

Por otra parte la recta 20(t-7) es igual a la recta 20t retrasada t segundos, luego
Tes el retraso de la recta de la figura respecto de la recta 20t, es decir, T=0.1 segun-
dos (medidos por ejemplo en 6(t)=16). La funcion de transferencia es, por tanto:

4
Gls) = s(1+0.15)

PROBLEMA 12. Motor de continua

Las ecuaciones de un motor de continua controlado por armadura son:
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T=K, i
e=K,'w
di
L—+Rji,+e=u
dw
J—+bw=T
dt
Estando el motor inicialmente en reposo, se le somete a una entrada de la forma:
u(t) (volt)
{k
p
0 001 t (Seg)

Se ha medido la distancia angular total recorrida por el eje del motor, que ha
sido de 20 rad.
Obtener el valor de p de 2 formas:

a) Despreciando el efecto de la inductancia, y considerando la entrada exacta.
b) Considerando la inductancia, pero aproximando la entrada por un impulso.

Datos: K,=0.028 Nm/A, K,=0.0029V/rpm, J=23.5 gcm? L,=1.27mH, R,=11.4 Q,
b=10"°Nm/rpm.

Solucidn

En primer lugar se obtiene la funcidn de transferencia del motor de continua
tomando transformadas de Laplace y despejando:

u(s) - K,s06(s)
Ls+R,

u(s) - K,s0(s)

Ls+R,

Lsi(s)+Rji(s)+e(s)=u(s) = i(s)=

Js*0(s) + bsO(s) =T(s) = K,i (s)= K,

_6(s) K,
u(s) (Js*+bs)L,s+R)+K,K,s

G(s)

a) Si se desprecia el efecto de la inductancia (L,=0), la funcion de transferencia
queda:
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a(s) K,
u(s) s(JRs+bR +K,K,)
0.028 1045

T (26791075 +8.8426-10%)  s(s +33)

La transformada de Laplace de la sefial de entrada es:

1 _ ,~00is
u(s) = E _ Ee—o.ols = p( € )
N N N

Como las condiciones iniciales son nulas (el motor parte del reposo), la trans-
formada de Laplace del angulo de giro es:

1045  p(1-¢e7%)
(s +33) s
El dngulo total recorrido se puede calcular mediante el teorema del valor final:

-001s
lim6(¢) = lim s6(s) = lim 1045 p(l-e"7) _

G(s) = G(s)u(s) =
s

50 s=0 (s +33) s
-0.0ts
_1095p,,, 001 _ 6 31667p
33 50

donde se ha aplicado la regla de L’ Hopital por ser una indeterminacién del tipo 0/0.
Como el dngulo total recorrido ha sido de 20 rad, el valor de p, es:

0316667p =20 = p=63.158V

b) Si no se desprecia la inductancia la funcién de transferencia del motor queda:

0
G(s) = 8s)
u(s)
_ 0.028
(23.5:107s% +9.545-107°5)(0.00127s +11.4) + 7.754-107*s
Si la entrada se aproxima por un impulso, el valor de éste serd el drea bajo la
curva, es decir:

u(t)y = 0.01pd(t) = u(s)=~001p
Por lo que la transformada de Laplace del dngulo girado serd:
0(s) = G(s)u(s) =
0.028-0.01p
- (23.5:10775% +9.545-10°5)(0.00127s +11.4) + 7.754-107s

Procediendo de la misma forma que en el apartado anterior (utilizando el teore-
ma del valor final) se tiene:
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lim0(t) = lingsé?(s) =
0.028-0.01p

im -7 3 4
s0(23.5-107"5 + 9.545-107°)(0.00127s + 11.4) + 7.754-10
=031667p=20 = p=63.158V

PROBLEMA 13. Amortiguador de coche

El dibujo representa el modelo de un amortiguador de automovil:

v
m e

c k y/_

u -y

Obtener la evolucion con el tiempo de la altura de la masa m si estando circulan-
do por una superficie horizontal en régimen permanente se encuentra de repente
con un bordilllo de altura 0.1 metro.

Datos:
v=20km/h, m=1000 kg, d=10cm, k=40000 N/m, c= 8000 Ns/m, longitud en repo-
so del muelle 1. =50cm.

Solucién

La ecuacion diferencial que describe el sistema es:
my =-mg—-k(y—-u-0.5)-c(y-u)

Suponemos que el coche estd circulando en régimen permanente por el suelo (antes

del bache). El punto de funcionamiento serd por tanto:
=-mg—k(y,—u,—0.5) =y, =u,+0255

donde u, es la altura del suelo respecto de una réferencia de altitud absoluta. Toman-
do incrementos (linealizando) se tendria:
Ay(s) B 8s +40
Au(s) 5% +85+40

El bordillo de 0.1 m de altura representa una sefial escalon de valor 0.1, por lo
que la transformada de Laplace de la salida es:

Aj = KAy - Awy- Ay - M) = G(s) =
m m
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8s+40 0.1 08s+4
S +85+40 s s((s+4) +4.899)
cuya transformada inversa es:
Ay(t) = A + Be™ cos(4.899¢) + Ce™ sen(4.899¢)
donde tomando transformadas, sumando e igualando numeradores se obtienen las

constantes quedando:
Ay(t) = 0.1-0.1e™ cos(4.899¢) + 0.08165¢™* sen(4.899¢)

La evolucion de la posicién absoluta del coche es:
¥(t) =y, + Ay(t) = uy + 0.255 + Ay(?)

Ay(s) =

PROBLEMA 14. Amortiguador de coche il

El dibujo representa el modelo de un amortiguador de automovil:

v
m _—

'

u -y

a) Obtener la evolucidn de la altura de la masa m si estando circulando por una
superficie horizontal en régimen permanente a velocidad de 1 m/s se encuentra de
repente con un badén de seccion trapezoidal de la forma de la figura:

30cm 30cm

M

b) Obtener la longitud minima y maxima que alcanza el muelle en el caso anterior.

Datos (para los dos apartados):
m=1000 kg, k=40000 N/m, c= 8000 Ns/m , longitud en reposo del muelle 1. =50cm.

Solucién

a) La ecuacion diferencial que describe el sistema es:
my = -mg-k(y-u-0.5)-c(y-u)
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Suponemos que el coche estd circulando en régimen permanente por el suelo (antes
del bache). El punto de funcionamiento serd por tanto:

0=-mg~k(y,—u,-05) = y,=u,+0255
donde uy es la altura del suelo respecto de una referencia de altitud absoluta. Toman-
do incrementos (linealizando) se tendrz’a:

Ay(s)  8s+40

Au(s) s> +8s+40

Como la velocidad horizontal es 1m/s, la forma de la sefial de entrada Au(t) es:
Au A

85 =~ by - uS) - S (ay- i) = G(s) =
m m

0.1

[
|

0.3 0.6 t

Esta sefial se puede descomponer en suma de una rampa de pendiente 1/3 menos
otra rampa de pendiente 1/3 retrasada 0.3 segundos menos un escalén de valor 0.1
retrasado 0.6 segundos. Su transformada de Laplace serd por tanto:

1/3 1/_36—0.35' _ 9—.1‘6_0'&

Au(s) = — -
(<) s s’ s
La transformada de la evolucién de la altura del coche serd:
8s+40 (1/3 1/3 o3 0.0 )
Ay(s) = G()Au(s) = ———— | — ——¢7 " = —e7 "
Y(s) = Gls)hu(s) s2+8s+40\ &2 s )

Para obtener la transformada inversa bastard obtener la respuesta ante rampa
y ante escalon, y aplicar los retrasos adecuados. La respuesta ante rampa es:

8s+40
s ((s +4)* +4.9%)
= y.(t) = A+ Bt +Ce™ cos(4.9t) + De™ sen(4.9¢)

Tomando transformadas, sumando e igualando los numeradores se obtienen los
4 coeficientes, quedando:

y,(2) = t - 0.2041242¢% sen(4.9¢)
La respuesta ante escalon se obtiene sin mds que derivar la respuesta ante rampa:

d
()= 20 -

y,(s) =

1+0.8165¢% sen(4.91)- ™ cos(4.9t)

Por lo que la evolucion de la altura del coche es:
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Ay(t) = % y,(t) - % y,(t = 0.3)uy (¢ = 0.3) = 0.1y,( — 0.6)u, (¢ — 0.6) =

- %(t ~ 0.2041242¢"* sen(4.90))uy (1) -

--:1)’-(; -0.3-0.2041242¢™*"* sen(4.9(¢ - O.3)))u0(t -0.3) -

-0. 1(1 +0.8165¢ %% sen(4.9(¢ - 0.6)) - ¢ *** cos(4.9(¢ - O.6)))u0(t -0.6)

La evolucion de la posicion absoluta seria
y(t) = Ay(t) + y, = Ay(t) + u, + 0.255
b) La evolucion con el tiempo de la longitud del muelle es:
I(t) = y(t) — u(t) = Ay(t) — Au(t) + y, — u, = Ay(t) = Au(t) + 0.255

Como la funcion anterior estd definida a intervalos (entre 0y 0.3, entre 0.3 y 0.6
y desde 0.6 en adelante), los valores mdximo y minimo los tomard en un extremo de
un intervalo, 6 en medio de un intervalo, en cuyo caso la derivada debe anularse.

La mdxima longitud del muelle se dard en el extremo de un intervalo, concreta-
mente en el instante 1=0.6%, ya que en ese momento la posicién de la rueda cae brus-
camente. El valor de esta longitud mdxima serd:

1. = Ay(0.6") - Au(0.6") +0.255 = 0.255 + 0.1002 = 0.3552 m

La longitud minima se dard probablemente entre el instante 0 y el instante 0.3
segundos, ya que es en ese momento cuando la masa del coche tiende a comprimir
mds el muelle. En principio podria ser en el extremo del intervalo (en t=0.3 seg), o
en medio del mismo. En el extremo del intervalo se tiene una longitud:

I(t =0.3) = Ay(0.3) - Au(0.3) + 0.255 = 0.255 - 0.1 + 0.09938 = 0.25438
No parece que sea la longitud minima, pues es casi igual a la longitud en régimen

permanente (0.255). Asi pues, la longitud minima se dard entre 0 y 0.3 segundos, por
lo que se obtendrd derivando e igualando a cero. En este intervalo la longitud es:

I(t) = Ay(t) — Au(t) + 0.255 =
1
= —;:(t -0.2041242¢™ sen(4.899t)) - 5[ +0.255
derivando e igualando a cero se tiene:
@y 1

d 5(1 +0.8165¢* sen(4.899r) - e cos(4.899r)) _% =0

1 (1)
t = ——arctgl ——— ! = 0.1809 se
4.899 80,8165/ 8
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por lo que la longitud minima es:
L., =1(0.1809) = 0.2294 m

PROBLEMA 15. Viscosimetro de bola

El siguiente dispositivo se utiliza para medir la viscosidad de un fluido:

m=0.1 k O

uQ

4

H=1.5m

%

h 4

El tubo vertical estd lleno del fluido en cuestion. La bola, de masa m, se deja caer
partiendo del reposo. La bola solo esté sujeta a la fuerza de gravedad y al roza-
miento viscoso del fluido, con coeficiente c.

a) Obtener la expresion de la velocidad de caida de la bola y de la posicion de la
bola en funcion del tiempo.

b) El sistema se utiliza para medir el coeficiente c. Para ello se cronometra el tiem-
po que tarda la bola en recorrer los ultimos 30 cm del tubo. Obtener la relacién entre
ese tiempo y el coeficiente ¢ si la altura H fuera infinita. Si se utiliza esa relacion para
obtener ¢ a partir del tiempo medido en el sistema con H=1.5, ;cuél es el valor mini-
mo de ¢ que podria medirse con un error menor del 1%?.

30 cm

Solucion

a) Las ecuaciones del movimiento son.:
my = mg —cy

. C .
y+—y=8§
m
donde y es la distancia de la bola a la superficie del liquido.

Las condiciones iniciales son nulas por partir del reposo con y(0)=0, por lo que
tomando transformadas de Laplace se tiene:
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9.8
s2(s +10c¢)

La evolucién con el tiempo se obtiene sin mds que aplicar la transformada
inversa:

fﬂﬂ+Mmﬂﬂ=2§ = Y(s)=
S

n A B D 9.8

f)=A+Bt+De" sy — 4 =
Y0 s s s+10c  s*(s+10c)

9.8
~100c2
9.8
" 10c
_ 98
~ 100>
Por lo que la evolucion de la posicion de la bola es:

9.8 9.8
)= ——1f— 1 _ e—-lOCt
Y1) 10c 10002( )

La velocidad se obtiene sin mds que derivar la posicion:

. _ﬁ _ ,-10ct
50 =g =)

b) Si la altura H fuera infinita la velocidad de la bola en el ultimo tramo seria
constante e igual a:

: 9.8
xNV) = ——0
¥ 10¢
Si el tiempo que tarda la bola en recorrer esos ultimos 30 cm es T, se cumplird que:
03 98 9.8
)= = Toe 3

Si la altura del sistema real es H=1.5m, la velocidad de la bola cuando entra en
el ultimo tramo es menor que la velocidad limite anterior. Si se utiliza la expresion
anterior para calcular ¢ se cometerd un error que depende de la diferencia entre la
velocidad limite y la que realmente tiene la bola. Para que el error sea menor del 1%,
la velocidad real de la bola en el ultimo tramo debe tener un error menor del 1% res-
pecto de la velocidad limite. Si se define t, como el instante en el que la bola entra en
el ultimo tramo se tiene que:

(t)_gigt_ 9.8
)= 10¢" " 10082

Para que el error sea menor del 1%:

(1-e*) =15
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N 9-8 -10ct 9-8 -10¢t

t)=—Il-e"")=099— = ¢ " =00l
¥ = ol ) 10

En las dos ecuaciones anteriores se tienen 2 incégnitas. Sustituyendo la segunda

en la primera se obtiene:
9.8 9.8 15¢ 0.99

t)=—1-——-099=15 =1=—H+
¥ 10c'  100c¢? ' 98  10c

De la segunda ecuacion se obtiene:

-10ct, _ -In(0.01) 046 046
e =0.01 c= 107, = : = E+ 099
9.8 10c
de donde se despeja el valor minimo de c:
2
PO 046 = c- \ﬁ)%- 0.099)22 - 0.486 Ns/m
9.8 10 15

PROBLEMA 16. Viscosimetro de caida de bola ll

El siguiente dispositivo se utiliza para medir la viscosidad de un fluido:

m=0.1 kg O

A

__¥

A 4

El tubo vertical esté lleno del fluido en cuestion. La bola, de masa m, se deja
caer partiendo del reposo, existiendo un sistema que mide el tiempo T que tarda la
bola en recorrer los ultimos 30 cm del tubo. La bola solo esta sujeta a la fuerza de gra-
vedad y al rozamiento viscoso del fluido, con coeficiente c. El objetivo del sistema
es obtener el valor del coeficiente ¢, que esté relacionado con la viscosidad.

a) Si se quiere que exista una relacién aproximada de la forma: c=k*T calcular
el valor minimo que debe tener H para que esta expresion aproximada tenga un error
menor del 1%, sabiendo que ¢>0.5 Ns/m. Obtener el valor de esa constante k. Suge-
rencia: definir H para que la velocidad de la masa m en el tramo de medida sea casi
constante.

30 cm
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b) Obtener el valor de ¢ que predeciria el sistema (con la relacion aproximada
c=k*T) para un fluido con un valor real de c=0.7 Nm/s. Para ello calcular el valor
exacto de T'y aplicar la relacin anterior.

Solucidn

a) Tal y como se obtuvo en el ejercicio anterior, la evolucién de la posicion de la
bola es:

98 98 "
t)=—1- l1-e ™
Y0 =100 100c2( )

y su velocidad:

()= 22 (1)

Sila altura H fuera infinita la velocidad de la bola en el ultimo tramo seria cons-
tante e igual a:

. 9.8
RN) = —
y(®) ™
Si el tiempo que tarda la bola en recorrer esos ultimos 30 cm es T, se cumplird que:
03 938 9.8
T 3

por lo que la constante pedida es k=9.8/3.

Si la altura es finita la velocidad de la bola en el iltimo tramo serd algo menor
que la velocidad limite. Si se quiere que el error sea menor del 1%, esta velocidad
debe ser mayor del 99% de la velocidad final, es decir:

. 98 ~10¢t 98 —10ct
)=—{l-e """ )=099— = ¢ ' =0.01
¥ lOc( ) 10¢

donde t, es el tiempo que tarda en recorrer la altura H.
Por otra parte se tiene que:

()28, 98
=106~ 10062

En las dos ecuaciones anteriores se tienen 2 incégnitas, ya que se tomard el valor
frontera c= 0.5 para el que el sistema de medicién debe tener un error menor del 1%.
De la primera ecuacion se obtiene el tiempo:

t = In(0.01) _ 0.921 seg

-10c¢

(1 _ e—mal ) -H

De la segunda ecuacion se obtiene la altura:
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9.8 9.8
H=y({t)=——0921- ———
YW= 1003 100-0.5°
b) Si ¢=0.7, la ecuacién de la evolucién de la altura con el tiempo es:

y(t) = —9?84 - %—3(1 - e"")

Si se llama t, al tiempo que tarda en llegar al inicio del tramo de medicion,y T
el tiempo que tarda en recorrer ese tramo de 0.3 m, se tiene:
9.8

9.8 “t
t)=—t -—|1-¢e""|=1417
¥() 7 1 49( € )

de donde se obtiene t,. Para ello se tantea, sabiendo que serd algo mayor que 0.921
seg. Para t,=1, la parte izquierda de la ecuacion da 1.2. Para t,=1.2, se tiene 1.48.
Para t,=1.15 se tiene 1.4101. Para t,=1.155 se tiene 1.417, luego t,=1.155 seg. Por
otra parte se tiene:

(l _e-lo-o.s-o.921) =1417m

9.8 9.8 ~7(t,+T)
y(t1+T.)=——7—(tl+T)—E(l—e )= 1717

de donde se obtiene T. Para el tanteo se sabe que el tiempo es cercano a 3¢/9.8=0.2143.
De hecho, sustituyendo este valor se tiene que la parte izquierda de la ecuacion da
1.717, por lo que la solucién aproximada es T=0.2143 (el error es éefectivamente
mucho menor del 1%, puesto que el tiempo aproximado y el exacto coinciden hasta
la cuarta cifra significativa.

PROBLEMA 17. Objeto en cazuela

Se dispone de una cazuela llena de agua y colocada sobre un quemador. En este
quemador se puede controlar el flujo de calor suministrado a la cazuela, g. Estando
el sistema en régimen permanente con un calor constante g,=500W, se introduce en
el agua un objeto a temperatura ambiente, quedando sumergido en el agua sin con-
tacto con la cazuela ni con el aire. Al mismo tiempo se corta (se pone a cero) el
calor del quemador. Obtener la evolucién con el tiempo de la temperatura del objeto,
calculando el valor maximo que alcanza.

Datos: Temperatura exterior=25°C.

Masa (kg) | Calor especifico (J/kg/°C
Cazuela 0.6 8000
Agua 1kg 4180
Objeto 0.5 kg 6000
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Coeficientes de transmision (W/°C)
Cazuela-exterior 4
Cazuela-agua 20
Agua-exterior 5
Agua-objeto 15

Solucioén

Antes de introducir el objeto solo hay dos masas que almacenan calor, por lo que
las ecuaciones térmicas del sistema son:

mcCcTC =q- Au'ca(Tc - Ta)_ nuce(Tc - T;x)

m,e,T, = (T, = T,) - (T, = T,,)
Si estd en régimen permanente con q,=500, las temperaturas serdn:
0= qo = teo(Teo = To) = Bee(Tio = T,
0= p,(Too ~To0) = thee(To — T.,)

de donde se obtiene:
T,=75°C

a
T,=815°C

Estas serdn las condiciones iniciales cuando se introduzca el objeto. La otra con-
dicién inicial serd la temperatura del objeto, que es T (0)=25°C.

Una vez se ha introducido el objeto hay 3 masas que almacenan calor, por lo

que las ecuaciones son ahora:
meT, = q-p, (T ~T)- 4T, ~T,)
n‘lacaj:z = M(‘a(]:‘ - Ta) - M(I(’(]:l - ]-‘FX) - Ma()(]:l - ]:1)
m()c()j:l = ALta()(]:I - 7:))

Para obtener la evolucion con el tiempo de la temperatura T, basta con tomar
transformadas de Laplace teniendo en cuenta las condiciones iniciales, y teniendo
en cuenta que q=0 (se apaga el quemador):

480057 (s) - 4800-87.5 = =20(T.(s) = T,(s)) - 4(Tc(s) _B)
s
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4180sT,(s) - 418075 =

- 20(T,(5) = T,(5) - { 7.(5) -
3000sT, (s) — 300025 = 15T (s) - T,(s))

despejando de las ecuaciones anteriores se obtiene la transformada de Laplace de la
temperatura del objeto:

255 +0.7392344s> +4.81559-107s +1.246013-10°°
s(s® +1.956938-107s> +8.281499-107s +4.984051-10°°)
cuya transformada inversa es:
255> +0.7392344s” +4.81559-107s +1246013-107°

s(s +7.197372-107 )(s + 0.005)(s + 1.384964 107

B\ _15(7,5) - T,(5))
s/

T,(s) =

I,(s) =

. - - - . -2
T(')(t) = A+Be—7.l97410 I+Ce 0.005¢ + De 1.385-10™¢

donde tomando transformadas, sumando e igualando numeradores se obtienen las
constantes quedando finalmente:

T,(t) = 25+ 45.646¢ 71741071 | 30 4746005 . 6,172 5107

La temperatura mdxima se obtiene derivando e igualando a cero.
dr, (1)
Cdr
de donde se obtiene t=422.5, y la temperatura mdxima:

T ... =T,(422.5)=153.88°C

o,max

= =0.03285¢ 71941971 1 0.197374¢°% + 00854817 = 0

PROBLEMA 18.Transitorio eléctrico

Se supone que el circuito de la figura se encuentra en equilibrio (en régimen perma-
nente) con el interruptor abierto. En un momento dado se cierra el interruptor. Obtener
la evolucién con el tiempo de la tension en los condensadores a partir de ese momento.

C,=100uF

10k l—_-{
MW

10k

C,=10uF

10V "=
/

20k
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Solucién

En régimen permanente los condensadores son circuitos abiertos, puesto que:
i- =Cv, =0 enrégimen permanente

Debido a esto las tensiones en los condensadores en el momento en que se cie-
rra el interruptor (condiciones iniciales) serdn:

v,(0) =10k -,(0) =0
v,(0) =10-10k-i,(0) =10V
Al cerrar el interruptor el circuito pasa a ser:
C=100uF v,

Aplicando las leyes de Kirchoff se tiene:
0 = v, +v, +20000i, = v, + v, +20000-10-10°v, = v, + v, + 0.27,
v, = =5v, -5y, )
Por otra parte se tiene que:
v, = 10000, = 10000(i, - i,) = 10000-10-10"°y, —10000-100-107°,
v, ==v,+ 0.1y, = =1.5v, = 0.5v, 0

Tomando transformadas de Laplace en las ecuaciones (1) y (1), teniendo en cuen-
ta las condiciones iniciales se obtiene:

$V,(8) = v,(0) = =5v,(5) = 5v,(s) )
sv,(8) = v,(0) = =1.5v,(s) = 0.5v,(s) n
de donde se despejan v,(s) y vy(s):

-5 -5
vl(s)= > -
S“+6.55+5  (s+5.608)(s +0.8915)
10s+15 10s +15
VZ(S) =

2 +655+5 (s+5.608)(s+0.8915)

La respuesta es la transformada inversa:
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V(1) = -1.06e*¥" + 1.06e>%

v,(2) = 1.29¢°%" 4+ 871>

PROBLEMA 19.Transitorio eléctrico Il

Estando el circuito de la figura en régimen permanente (con los dos interrupto-
res cerrados) se abre el interruptor 1. Al cabo de 0.1 segundos se abre el interruptor
2. Calcular la evolucion con el tiempo de la tension del condensador.

] 10H
30000 1
sov_L_ S00e ¥ 5009 —— 1000uF

T 10V 2

Solucidon

En régimen permanente con los interruptores cerrados se tiene que la bobina es
un cortocircuito y el condensador un circuito abierto, por lo que

ve(0) =20 V
i,(0) = 20/500 = 0.04 A

Si se abre el interruptor 1 el circuito queda:

10H

i

5009 3
—| e
10V—=

T 2|

Las ecuaciones diferenciales del sistema son:

10 = 500i, + Ith—L +
dt

i, =< +0.001%c
500 dr

Tomando transformadas de Laplace teniendo en cuenta las condiciones iniciales
se obtiene:
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19 _ 5001, + 1052, ~10i,(0) + V.
M

V.
I, = 255+ 0.0015V, - 0.001vc(0)

Despejando V. se obtiene:

20s® +1040s +1000 205’ +1040s + 1000
¢ s(s* + 525 + 200) s(s +47.8174)(s + 4.1826)

donde tomando transformadas e igualando se obtiene
A=S5
B=-14378
C=164378
Luego entre 0y 0.1 la tension del condensador es:

ve(t) = 5-1.4378e 57 4164378

Si en t=0.1 se abre el interruptor 2, el circuito queda:
10H

L
{ 1000uF
50082 5

———

V¢

j

10V —==
T

por lo que la ecuacién diferencial es:

10 = 500i, + lOél-L + Ve
. dt = 10 =050, +0.0Li, +v,
“Ve
dt
Para obtener la evolucion se toman transformadas de Laplace teniendo en cuen-
ta las condiciones iniciales. Las condiciones iniciales son la corriente en la bobina
y la tension en el condensador en t=0.1%, que coinciden con los valores en t=0.1-.

Definiendo un nuevo origen de tiempos t' =t-0.1 y tomando transformadas quedaria:
10
— =500/, +10sl, -10i,(0") +V,
s

I, = 0.001sV, - 0.001v,(0")

v-(0*)s? + (1000i, (0*) + 50v,.(0"))s + 1000
s(s* +50s + 100)

i, =0.001

=V, =
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Las condiciones iniciales se obtienen a partir de la tension del condensador en el
instante t=0.1- en el circuito antes de abrir el segundo interruptor:

ve(t' =07 ) =vo(t =0.1") = v.(t = 0.17) =
= 5-1.4378¢7*™" 1 16.4378¢%*% = 15.807

it =0")=i(t=01")=i(t=01)= ye(t=019) 0.001v.(¢ = 0.1)
500

donde

Vo(t = 0.17) = 68.752¢ ™7™ - 68.752¢ 4% = -44.676
por lo que

i(t'=0"= 13.807 0.001(-44.676) = -0.01306 A
por lo que:

15.807s* + 777.3s + 1000
Ve(s) =

s(s* +50s + 100)

Se podria resolver el problema también a partir de la ecuacién diferencial de orden
2 de la tension del condensador. En ese caso las condiciones iniciales serdn la ten-
sion en el condensador y su derivada en t=0.1*. La tension coincide con el valor en
t=0.1-, pero la derivada no. Para obtener el valor hay que tener en cuenta que i,(0.1%)=
i,(0.17), por lo que teniendo en cuenta la ecuacion del circuito después de abrir el
interruptor:

0.0019,(t = 0.1") = i, (¢ = 0.1') = i, (t = 0.17) =

_ 2 =01) 6 0015, = 0.17)
500

de donde se obtiene:

it =0.17) = 1%‘% = -13.06

Tomando transformadas de la ecuacién diferencial de orden 2 se tiene:

10 055V, = 0.5%,(0") + 0.015V, = 0.01sv,(0") = 0.015,(0*) + V,
s

_ 15.807s* + 777.3s + 1000 _ 15.807s + 777.3s + 1000
s(s* + 505 +100) s(s +47.9129)(s + 2.0871)

cuya transformada inversa es:

Ve
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v(t') =10 + 5.7867¢2%™" 4+ 0.0203¢ 4%
Por lo que el resultado final se puede expresar como:
{5 - 143785 4 16.4378e~*15% 0<r<0.1

ve(t) =

10 + 5.7867¢ 2%871¢-0D | 0 02034721200 t>0.1

PROBLEMA 20. Impacto en péndulo

Se golpea el péndulo de la figura con un martillo en direccion horizontal, de forma
que la fuerza ejercida por el martillo sobre el péndulo es la descrita por la grafica.
Si el péndulo parte del reposo, y la bola sufre una fuerza de rozamiento viscoso con
el aire de coeficiente c=1 Ns/m, obtener de forma aproximada el angulo maximo de
oscilacion que alcanza, y el tiempo que tarda en volver a pasar por la posicion verti-
cal. Hacer las suposiciones que se consideren oportunas.

FN)
A
A i' 2000
1500
05m
1000
v
O _ -
5ke 0.001 0.002 0.003 0.004 t (seg)

Solucién

Si se define como entrada al sistema la fuerza horizontal que ejerce el martillo
sobre la bola, la ecuacion diferencial del movimiento de rotacién del péndulo es:

160 =mL*6 = FLcos(0) —mgLsen(8) - c(6L)L
donde q es el dngulo respecto de la vertical. Sustituyendo valores se obtiene:

6 = 0.4F cos(0) - 19.6sen(6) - 0.26

Para obtener la evolucion temporal de forma aproximada se linealiza la ecuacién
diferencial alrededor del punto de funcionamiento 6,=0, F,=0:
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A6 =0.4AF - (0.4F,sen(6,) +19.6c0s(6,))A6 —0.2A6 =
= 0.4AF —19.6A6 - 0.2A6

La funcién de transferencia es:
AB(s) 0.4
AF(s) s +02s+19.6

Como la fuerza F actita durante un tiempo muy corto (4 ms), siendo nula después,
se puede aproximar por una sefial impulso de valor igual al drea encerrada bajo la
curva F(t). Esta drea es:

F(t) =[0.001-1500 +0.001- 2000 + 0.001-1750 + 0.001 - 750]5(t) =6d(?)
con lo que la transformada de Laplace de la respuesta aproximada es:
0.4 24 24
AG(s) = ——m———AF(5) = — = ) 7
s°+0.25+19.6 s +02s+19.6 ((s+0.1) +4.426

ya que las condiciones iniciales son nulas. La transformada inversa da la evolucion
con el tiempo:

0(t) = AB(t) = =22 o011 sen(4.426¢)

4.426
El dngulo maximo que alcanzard se obtendrd derivando e igualando a cero:
46@) _ 2.4e7%" cos(4.426¢) - 023 oigey (4.4261) =0
dt 4.426
cuya solucién es:
ki .k entero

t=0.3498+
4.426

El angulo mdximo se tendrd en el primer mdximo de la funcion, es decir, para k=0
— 1=0.3498 seg:

0., =6(0.3498) = 0.5235 rad

El tiempo que tardard en volver a pasar por la posicion 6=0 se obtiene sin mds
que igualar:

0@) = ﬂ-e'°'“sen(4.426t) =0 = t= k.
4.426 4426

El primer paso se tendrd para k=1, por lo que t=0.7098 seg.
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PROBLEMA 21. Temperatura de jamén

Obtener la temperatura del jamon en el instante t=2000 seg, si partiendo de tem-
peratura ambiente se le da un calor de entrada de 5000 W durante 1000 segundos,

pasando después a cero.

Datos: T,=25°C, u,=100 W/°C, u,=20 W/°C, c,=4000 J/kg°C , c;=6000 J/kg°C ,
m,=20 kg , m=5 kg

Solucion
Las ecuaciones de transmision de calor son:

d,
mjcjz = .ul(Ta - T,)

m.c

a-a

dT
t" =0, ~-u(T,-T)-u,(T,~-T)

Como T, es constante, se toman incrementos (AT =T-T,, AT ,=T,-T,), y se obtiene
un sistema lineal. Esto es equivalente a linealizar el sistema alrededor del punto de
Juncionamiento Q,,=0, T,,=T,,=25°C. El resultado es:

dAT

m;c; dtj = W (AT, - AT))
maca%—];‘- =0, - u (AT, - ATj) - w,AT,
!

donde se ha puesto Q, por ser Q,=AQ,, al ser Q,,=0.
Tomando transformadas de Laplace se tiene:

m;c;sAT,(s) = wAT,(s) - w,AT,(s)
m,c,sAT,(s) = 0,(s) - (th, + ,)AT,(s) + AT (s)

ya que las condiciones iniciales de las variables incrementales son nulas. Despejan-
do de las ecuaciones se obtiene la funcién de transferencia entre Q,y AT,

indice



RESPUESTA TEMPORAL DE SISTEMAS CONTINUOS 53

AT (s) 1
T
mc.mc,
e maca+umjcj S+ U,
# U,
que, sustituyendo valores queda:
AT (s) _ I _ 4.167-107° _
Q.(s) 24-10°5* +116000s +20 s* +4.833:1075+8.333-10”
4.167-107°

B (s +4.654-107)(s +1.7905-10™)

La entrada es una suma de dos escalones retrasados:
I - -1000s

0.(f) = 5000(uy (1) - uy(1 - 1000)) = Q.(s) = 5000 ———
S

La transformada de Laplace del incremento de temperatura serd:
2.0835-107 (1 - e719%%)
(s +4.654-107)(s +1.7905-10™) s

Para calcular la transformada inversa se obtiene en primer lugar la de la fun-
cion:

AT,(s) = G(5)Q,(s) =

2.0835-10~
Y(s) = 3 4
s(s +4.654-107)(s + 1.7905-10™)
a b c

+ +
s $+4.654-10° 5$+1.7905-10™*

Sumando e igualando los numeradores se obtiene a=250, b=10, c=-260 con lo
que la transformada inversa es:

3(0) = (250 + 1079541077 260e-1-’9°5"°“')u0(t)

Aplicando superposicion el incremento de temperatura pedido serd:
AT(1) = y,(1) - y,(r - 1000) =

- (250 +10g™65+1077 _ 260e-‘-79°5"°“')u0(t) -
- (250 + 104654907 (-1000) _ 260e'1'79°5'1°—‘("'000))uo(t ~1000)

Sustituyendo en el instante t=2000 se obtiene AT(2000)=35.54°C, por lo que la
temperatura absoluta serd:

T,(2000) = T, + AT,(2000) = 60.54°C
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PROBLEMA 22. Caida por rampa

El cuerpo de la figura, de masa 10 kg, puede deslizar sobre la superficie estando
sometido a una fuerza de rozamiento viscosa de coeficiente c=/0Ns/m. Estando en
reposo se deja caer por la rampa de la figura. Obtener la distancia total que recorre en
la zona llana.

2m

Solucion

La ecuacion del movimiento es diferente segiin se encuentre la masa en el plano
inclinado, o en la superficie horizontal. Debido a esto se resolverd en primer lugar
el movimiento por la rampa, obteniendo la velocidad al final de la misma. Esta
serd la condicion inicial para el movimiento horizontal, que permitird resolver facil-
mente el problema.

En primer lugar se plantea la ecuacion diferencial que gobierna el movimiento
de la masa por el plano inclinado. Para ello se definen las siguientes variables:

N

0

< >
2m

mX=mgsen(0)—cX=mg%—c§c = J\E+5c=7'_—

Tomando transformadas de Laplace y teniendo en cuenta que se suelta partien-
do del reposo se tiene:

\O
(o]

s X(s) = 5x(0*) = x(0*) + sX(s) = x(0*) = s(s + 1) X(s) =

L | —

&
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9.8

X(s) = zi = x(t)=A+ Bt+Ce”
s°(s+1)
Tomando transformadas de Laplace, sumando e igualando los numeradores se
obtienen los coeficientes A,By C:

x() = gﬁ(—l +t +e")

NG

La rampa inclinada tiene una longitud de /5 metros. Por otra parte interesa
conocer la velocidad en el punto final de la rampa, puesto que serd la condicion ini-
cial para la ecuacion del movimiento en el plano horizontal. El tiempo que tarda en
alcanzar el final de la rampa es:

x(t1)=«/—=%L5§(—1+tl+e"‘) = 1 =1.213 seg

9.8
x(t,) = NG

Para el movimiento en el plano horizontal se define la variable:

(1-e™)=3.08m/s

X

«—>

mi=-cx = Xi+x=0

La ecuacion diferencial es ahora:

Tomando transformadas de Laplace y teniendo en cuenta la condicion inicial de
la velocidad se obtiene la transformada de Laplace del desplazamiento horizontal:

s2X(s) - sx(0) = x(0*) + sX(5) - x(0*) = s(s + DX(5)-3.08 = 0
3.08
s(s+1)

Como se pide la distancia total recorrida, ésta se puede obtener mediante el teo-
rema del valor final:

X(s) =

lim x(t) = lim sX(s) = lim>-25 = 3.08
t—>x s—0 s=0 s+ 1
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PROBLEMA 23. Lanzamiento de balon

Se lanza un balén de 0.25 kg en sentido vertical hacia arriba empujandolo con la
fuerza de la grafica. Si el balon parte del reposo, y la fuerza de rozamiento viscoso
con el aire tiene un coeficiente c=0.25 Ns/m obtener la altura maxima que alcanza
tras el primer rebote con el suelo si se supone un coeficiente de restitucién 1 en dicho
rebote. Hacer las suposiciones que se consideren oportunas.

FN)

a
30

2 t (seg)

Solucion

Llamando y a la altura del balon respecto del suelo, la ecuacion diferencial del
movimiento es:

my = -mg —cy + F(¢)
donde F es la fuerza que empuja el balén hacia arriba. Sustituyendo valores se
obtiene:
§=-g-y+4F()
Tomando transformadas de Laplace y teniendo en cuenta que las condiciones ini-
ciales son nulas se obtiene la transformada de la evolucion de la altura:

-5, 4F()
sSS(s+1D)  s(s+1)
La transformada de Laplace de la fuerza es una suma de dos escalones retrasa-
dos, por lo que la transformada de Laplace de la altura es:
- 120 Y
—E T _(-e™)
s(s+1) s°(s+1)

Para obtener la transformada inversa se calcula en primer lugar la de la funcion:

SPY(s) = ~E - sY(s) + 4F(s) = ¥(s5)=
RY

Y(s) =

1 a b ¢ as(s+D)+b(s+1)+cs’

Y(§) == —+—+ =
1(5) sP(s+1) s 50 s+1 si(s+1)

lgualando los numeradores y despejando se obtiene: a=-1, b=1, c=1, es decir:

) =-l+t+e”’
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Aplicando superposicion se obtiene la salida:
W) = 110.2(=1+ 1+ e Yuy(£) = 120(=1 + (£ = 2) + €2 Ju(t - 2)

Igualando a cero se obtiene el tiempo que tarda el balon en llegar al suelo. Este
tiempo servird para calcular la velocidad con que llega al suelo:

W) = 1102(=1+ 14+ Juy(£) = 120(~1+ (1 = 2) + €™ Juy(t - 2) = 0
Agrupando términos se obtiene:
0=2498-98:-77649¢" =0 = (=254 seg
La velocidad en ese instante vale:
(1) = 110.2(1- e Jup(1) = 120(1 - ™2 Jup(r - 2) = =98 m/s

Como el rebote tiene coéficiente de restitucion 1, la velocidad con que sale rebo-
tado hacia arriba es la misma, por lo que la condicién inicial para la segunda parte
del movimiento es

y(0)=98m/s

Tras el rebote la ecuacion diferencial es la misma, solo que la fuerza con que se
empuja es nula:

y=-8-7
Tomando transformadas de Laplace y teniendo en cuenta la condicion inicial de
velocidad se tiene:

fnn-ﬂm=—§-wo>

-g 0 __-98 9.8
SS(s+1) s(s+1)  sE(s+1) s(s+1)

Para obtener la transformada inversa necesitamos obtener la del término:

Ys)m—— 9, b _as+Debs 11
s(s+1) s s+l s(s+1) s s+1

Y(s)=

= y()=1-¢"
La evolucion de la altura tras el rebote serd por tanto:
y() = -9.8(-1+t+e')+9.8(1-¢")
El punto mds alto serd aquel en que la velocidad sea nula:
y(t)=-9.81-¢")+9.8" =0 = =0693 seg
Por lo que la altura mdxima alcanzada serad:
¥(0.693)=3 m
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RESPUESTA TEMPORAL
DE SISTEMAS DISCRETOS

Esta seccion contiene problemas cuya resolucion requiere la obtencion de la res-
puesta temporal de sistemas lineales discretos en el tiempo ante diversas entradas. La
resolucion de todos ellos se basa en la utilizacion de la transformada en Z.

El procedimiento de resolucion consiste basicamente en los siguientes puntos:

1. Plantear la ecuacion en diferencias del sistema.

2. Tomar transformadas en Z, teniendo en cuenta las condiciones iniciales (cuan-
do éstas son distintas de cero).

3. Obtener la transformada en Z de la salida.

4. Obtener la evolucion temporal de la salida mediante la transformada en Z inversa.

En algunos ejercicios se debe linealizar la ecuacion en diferencias del sistema
antes de tomar transformadas en Z, pues el sistema no es lineal, o parte de un punto
de funcionamiento distinto de cero.

En este tltimo caso la linealizacion de la ecuacion en diferencias (aunque de hecho
ésta ya sea lineal) permite simplificar el calculo, pues las condiciones iniciales pasan
a ser nulas, y la consideracion de condiciones iniciales distintas de cero en sistemas
discretos es mas susceptible de producir errores en la resolucion.

Por otra parte, en algunos de los problemas se deben aplicar ademas algunas de
las propiedades de la transformada en Z, como el teorema del valor final.

La ecuacion en diferencias del sistema suele ser un dato del problema.

La teoria necesaria basica para resolver los problemas de este capitulo puede encon-
trarse en el capitulo 4 de [Sala00].

También puede encontrarse la teoria necesaria en los libros [Meade93] (capitulo
5), [Solyman99] (capitulos 6 y 8), [Oppenheim98] (capitulos 7 y 10), [Phillips93]
(capitulo 2) y [Ogata95] (capitulo 2).
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PROBLEMA 24. Identificacion de sistema discreto

La respuesta ante escalon unitario de un sistema discreto es: {0,1,1.5,1.75,1.875,...}.
Obtener la ecuacion en diferencias y la funcion de transferencia. Obtener la res-
puesta del sistema en el instante 6 ante la entrada u,=k (es decir, u={0,1,2,3,...}).

Solucién

A partir de la respuesta ante escalon se obtendrd la respuesta impulsional, que
nos define directamente la f.d.t. Se cumple que la respuesta impulsional se obtiene
a partir de la respuesta ante escalon sin mds que restar los valores. De esta forma:

8o=0

g,=1-0=1

8,=1.5-1=0.5

g;=1.75-1.5=0.25

8,~1.875-1.75=0.125

etc.

es decir, g, = O.Sk"uo(k - 1), cuya transformada en Z es
I I
G(z) =z =
2) 1-0.5:" z-05

La ecuacion en diferencias es:
Yo = 0.5y, = u

Para obtener la respuesta del sistema en el instante 6 ante la entrada rampa
unitaria se utiliza la transformada en Z:

-2
z

Y(2) = 6@VE = g5y -

a b cz”!
= + +
1-05z7" 1-z" -z
donde la descomposicién se ha realizado basdndose en los polinomios en z'. Como
el orden del denominador es mayor que el del numerador no es necesario dividir
los polinomios. Los términos de la descomposicion se desprenden de los polos. El
polo real en z= 0.5 da lugar a una respuesta de la forma a(0.5 ), el polo doble en z=1
da lugar a dos términos, un escalon: buy(k), y una rampa: ck. Para obtener las cons-
tantes basta con hacer la suma e igualar los numeradores, obteniéndose

a(l-z7"Y +b(1-z7)1-0.5z")+cz7'(1-0.5z7") = 27

Las ecuaciones resultantes son:
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a+b=0
-2a-15b+c=0
a+05b-0.5¢c=1
Cuya solucién es: a=4, b=-4, c¢=2. La respuesta del sistema es, pues:
¥e = (40.5) - 4+ 2k)uy (k)
cuyo valor en el instante k=6 es:
¥s = 8.0625

PROBLEMA 25.Transformada en Z

Dado el sistema de funcion de transferencia
z+2
G(Z ) =
z°-z+1
definir una secuencia de entrada acotada de forma que produzca una salida no aco-
tada. Calcular esa secuencia de salida. Datos:

-1
Z{a" sen(bk)} = aSCn(b)_Zl —
1-2acos(b)z” +a°z
‘ 1-acos(b)z™
Z{a cos(bk)} T1- 2acos(b)z™! + a*z?

Solucién

J3

Los polos del sistema son l + —= i, cuyo modulo es 1 y cuyo argumento es %
2 2

Al ser el médulo 1, el sistema es criticamente estable. Si la entrada es una secuencia
cuya transformada en Z tiene los mismos polos que el sistema, la salida tendrd un

término en rampa, que hard que no sea acotada. Por ejemplo:

2
z

V=TT

zZ+2 z2 2 +27° 77 4277
= 7= 2
-zl -z +1 (22—z+1) (l—z"l+z'2)

Como tenemos un par de polos complejos conjugados de médulo 1 y argumento

Y(z) =

% , que ademds tienen multiplicidad 2, la secuencia de salida tendrd los siguientes

términos:
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y, = A sen(%k) + Bcos(%k) +C ksen(%k) + chos(% k)

Para calcular los coeficientes bastard obtener la transformada en Z e igualar con
lo de arriba:

7
sen(=)z"™' .
Z{Asen(fk)}=A 3 _ 40866, 0866:
3 1-2cos(=)z" +z 1-2"+z 2" -z+1
7
1-cos(=)z™! oyt -
Z{Bcos(zk)} =B ”3 _B 1 2.52 - Bz2 0.5z
3 1-2c0s(5)z" 427 I
zZ Cksen( k) --Czi (z)gﬂ -
dz |z -z+1
,0.866(z" ~z+1)- 086622z ~1) __ . -0.8662" +0.866
(Z 'Z+1) (22—z+1)
2
zZ chos( KHl=-Dz 4 ﬂ =
dz|z2* -z +1
__p,22-05)(" -z+D-(z"-05)Q2z-1) _
(z —z+1)
2
- -Dz 0.5z +2z 20.5
(zz—z+1)

Sumando:
A0.866z(z% = z+ 1)+ B(z* - 0.52)(z* - z + 1)
(z -z+ 1)
O 5Dz* - 2Dz* +0.5Dz + 0.866Cz° - 0. 866Cz
(z -z+ 1)
_ Bz* +(0.866A - 1.5B +0.5D +0.866C)’
B (22 -7+ 1)2
(—O 866A +1.5B -2D)z* + (0.866A - 0.5B + 0.5D — 0.866C)z
(z -zZ+ 1)

Y(z)=
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B=0

0.866A+0.5D+0.866C=1

-0.866A-2D=2

0.866A+0.5D-0.866C=0

resolviendo: A=4/3/0.866=1.54, D=-5/3, C=0.5774

PROBLEMA 26. Respuesta de un sistema

La funcion de transferencia de un sistema discreto es
222 +2-0.5

G(z) = = '
Obtener la respuesta del sistema ante una secuencia de entrada de la forma
{Zk sen(3k) k=0
u, =

0 k<0

Solucién

Este problema puede resolverse mediante la transformada en Z o por convolu-
cion. La transformada en Z de la entrada es:

2sen(3)z 0.2822z
U(Z) = 2 2 - 2
z°=2%2cos(3)z+2 z°+396z+4
La transformada en Z de la salida serd por tanto:
Y(z) = G(U(z) = (2427 -0527)U(z2) =
=2U(2) + z7'U(z) - 0.5z72U(z)

La transformada inversa serd la suma de los tres términos. Como el producto por
z” implica el retardo de un periodo, el resultado final es:

Ve = 2uu(k) +u,_u,(k =1) = 0.5u, _,uy(k-2)=
= 2-2"sen(3k) + 2" sen(3(k - 1))uy(k - 1) -
-0.5-2"%sen(3(k - 2))u, (k - 2)

donde u,(k) representa el escalon unitario.
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PROBLEMA 27. Respuesta de un sistema

Los 4 primeros valores de la respuesta del sistema discreto cuya funcion de trans-

ferenciaes G(z) = frente a una entrada desconocida son {0,0,1,2,8}. Ademas

z-0.
se conoce el valor de la respuesta en el instante 20, y,,=0.01. Sabiendo que la entra-
da vale 0 a partir del instante 4 (u,=u;=...=0), obtener los valores de la entrada hasta

el instante 3 (u,, u,, u,, u;).

Solucién

La ecuacion en diferencias del sistema es:
Vi =08y, +u,
Con los datos que se tienen se pueden plantear varias ecuaciones:
yy=08y,+u, = 0=080+u, = u,=0
v, =08y, +uy, = 1=080+uy = u =1
¥, =08y, +u, = 28=08'1+u, = u,=2
Para obtener u; se dispone del dato y,,=0.01. Para poder utilizar este dato se cal-

cula la respuesta del sistema mediante la transformada en Z. La entrada es una secuen-
cia finita, por lo que su transformada en Z es:

U) = ug+u,z" +u,27 +uz” = 27 42772 + 27

La salida serd por tanto:
z - -2 3
Y(2) =G(2)U(2) = W(Z +2z7 +u,z )
- 0.8z

cuya tranformada inversa es:
¥, = (0.8) 2y (k = 2) +2(0.8)* 7 uy(k = 3) + 1,(0.8) *uy(k - 4)

Aplicando la expresion al periodo k=20 e igualando a 0.01 se obtiene el valor
pedido:

Yy = 0.01 = (0.8)'% +2(0.8)7 +1,(0.8)' = 1, = ~1.8847
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PROBLEMA 28. Respuesta de un sistema

Calcular la salida del sistema de funcion de transferencia

z+2
= 50
en el instante 100 ante una entrada definida como:
0 k<S5
u, =43 5sk<25
1 k=25

Solucion

El problema se puede resolver por convolucion o mediante la transformada en Z.
La entrada es una suma de dos escalones retrasados, por lo que su transformada
enZes:

3z 2:75

1-z7' 1=z

u, = 3uy(k-5) - 2u,(k-25) = U(z)=

La transformada en Z de la salida serd por tanto:
2 +2z7 ( 377 _ 2:7% )
1-1.5z7" +0.54z7" : :
27 4277
= 0= )1=09)(1 =062

donde se ha expresado G(z) como funcién de z'. Para calcular la transformada inver-
sa se resuelve en primer lugar la de la funcion:

Y(2) =G(2)U(z) =

1-z7 1=z

3z -2z7%)

7' +227
(1-zH1-09z")1-0.6z7")
Como el orden del denominador (en z') es mayor que el del numerador, la trans-
formada inversa es de la forma:
P, = a+b(0.9)" +c(0.6)"

Tomando transformadas e igualando a la expresion anterior se obtienen
abyec:

P(z) =
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a b c
+ +
1-z7 1-09z7 1-067"
_a(1-09z7")(1-0.62")+b(1-2")1-0.62")+c(1-09z")1-2z")
(1-z")1-0.9z")1-0.627")
~ z—l +22—2
(1-zH1-0.9z(1-0.6z27")

P(z) =

Igualando los numeradores se obtienen las ecuaciones:
a+b+c=0
-1.5a~-1.6b-1.9c =1
0.54a+0.6b+0.9c =2

de donde se obtiene a=75, b=-96.67, c=21.67
La respuesta del sistema se obtendrd por superposicion, teniendo en cuenta los
retardos:

Vi = 3p_suy(k = 5)—2p, _su,(k -25) =
= 3(75-96.67(0.9)** +21.67(0.6)* Ju, (k ~ 5) -

-2(75 -96.67(0.9)"% +21.67(0.6)""* )uo(k -25)
Cuyo valor en el periodo k=100 es:
Yio = 75.058

PROBLEMA 29. Modelo de indice de ozono

La siguiente ecuacién en diferencias representa un modelo discreto del efecto de
las emisiones de CFC sobre la capa de ozono:

Vi = 1.8y, + 0.8y, = —u_,
donde la salida y, es un indice que mide la concentracién media de ozono en la atmés-
fera al principio de la década k, y la entrada u, representa las emisiones totales de

CFCs durante la década k. Se tienen los siguientes datos de las emisiones de las
ultimas décadas:

1950-1960 | 1960-1970 | 1970-1980 | 1980-1990 | 1990-2000
? 4 5 7 5

donde el interrogante significa que no se conoce el dato de esa década. Suponiendo
que en décadas anteriores no hubo emisiones, y que el indice de concentracion en
1950 era de 100, mientras en 1980 era de 81.2, calcular:
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a) Las emisiones de la década de 1950-1960.
b) Suponiendo que las emisiones se reducen a cero a partir de las proximas déca-
das, calcular el valor minimo al que llegara el indice de ozono.

Solucién
a) Si definimos el instante 0 como la década de los 40, se tienen los siguientes datos:
uy=0, u,=4, u;=5, u,=7, u;=5
y,=100, y,=100, y,=81.2
ya que antes de la década del 50 las emisiones habian sido nulas, y el indice era

del 100%. La incégnita que hay que calcular es u,. Planteando la ecuacion en dife-
rencias para los distintos instantes se tiene:

v, = 1.8y; + 0.8y, = ~u,
y; = 1.8y, +0.8y, = -u,
¥, — 1.8y, + 0.8y, = -y,
donde sustituyendo los valores conocidos se obtiene un sistema de 3 ecuaciones y 3
incognitas:
81.2-1.8y, +0.8y, = =5
y;-1.8y, +80 = -4
¥, =100 = -y,
Resolviendo el sistema se obtiene:
w=27 ; =973 ; y, =911

b) Silas emisiones se reducen a cero se tiene que us=u,=...=0.

FPara calcular el valor minimo al que llegan las emisiones se utilizard la trans-
formada en Z. Tomando transformadas en la ecuacion en diferencias (teniendo en
cuenta las condiciones iniciales) se tiene:

Yesz = 1.8y, + 0.8y, = -y,
| T.Z.
%Y (z) - zy, — 2%y, - 1.82Y (2) + 1.8zy, + 0.8Y (2) = —zU(z) + 479
De donde despejando se obtiene:
_ Vo2 + (¥, = 1.8y, + uy)z — zU(2)
2 -182+0.8

La transformada de la entrada se calcula facilmente sin mds que aplicar la defi-
nicion de transformada en Z, ya que la secuencia se anula a partir del periodo 6:

UG)=0+27z"+4z2 452 + 7274 + 527

Y(2)
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por lo que:
100z -80z7-2.7-4z7" -5z -772 -5
72 -1.82+0.8

La transformada inversa en Z permite obtener la secuencia de valores y,. En

este caso, se puede calcular el valor final que alcanzard cuando k — » aplican-
do directamente el teorema del valor final:

Y(2) =

limy, = lim(1-27)Y(2) =
2 ~1 -2 -3 -4
- -27-47" - -777 -5
=ll_m(z_l)IOOz 80z -2 2" -5z Z 2 __185
=i z-1)(z-0.8)

Es decir, el modelo predice un valor final del indice de ozono negativo. Como esto
no tiene sentido fisico se concluye que el valor minimo que alcanzard (segiin el mode-

lo) es del 0% (es decir,segiin el modelo desaparecerd todo el ozono).

PROBLEMA 30. Modelo de proceso de produccion

A un proceso entran piezas tipo a y de €l salen piezas tipo b. Partiendo del proce-
so vacio se introduce un niimero constante de 10 piezas tipo a cada media hora. Se ha
contado el nimero de piezas tipo b que salen también cada media hora. Las piezas
obtenidas han sido: {0,4,14,20,20,20,...}. Se pide:

a) Obtener el modelo discreto que relaciona la cantidad de piezas entrantes y la
cantidad de piezas salientes cada periodo. ;Cual es la ganancia estatica de este mode-
lo? ;Cual puede ser la justificacion de esta ganancia?.

b) ¢Cual es el niimero maximo de piezas que hay en un momento dado dentro
del proceso?. Suponer que son todas tipo a (en cuanto se transforman en piezas tipo
b salen del proceso).

¢) Si en un momento dado dejan de introducirse piezas, determinar la evolucion
del nimero de piezas que salen en los siguientes periodos. ;Cual es la cantidad total
de piezas tipo b que salen desde que se deja de introducir piezas tipo a?

Solucion

a) Se tiene que partiendo de condiciones iniciales nulas, ante la secuencia de entrada
{} ={10,10,10,-}
la secuencia de salida ha sido:
{}=1{0.4,14,20,20,-}

indice



RESPUESTATEMPORAL DE SISTEMAS DISCRETOS 69

Tomando transformadas en las dos secuencias se obtiene la funcién de transfe-
rencia:

10
1-z
YWz) =4z +14z72 42022 +20z7 +-- =
=477 +14z72 +203 (L + 27 +-+) =
20z° 4z +10z7 + 627

u(z) = ,

=47 +14z7% +
Z Z 1 _ Z_l 1 - z—]
G(z) = @) _ 04z +z7% 40627
u(z)

La ganancia estdtica del modelo es G(1)=2. El significado es que en régimen per-
manente de cada pieza tipo a que entra salen 2 piezas tipo b, es decir, las piezas
tipo a se dividen en 2 dentro del proceso.

b) Las piezas tipo a que hay dentro del proceso es la diferencia entre las que entran
y las que salen, es decir:

d,, =d, +u —0.5y,

donde las piezas que salen se han dividido por 2 porque 2 piezas tipo b equivalen a
1 pieza tipo a. Como inicialmente la mdquina estaba vacia se puede obtener la evo-
lucién de las piezas dentro de la mdquina:

d, =dy+u,-05y, =10

d,=d +u,-05y, =10+10-2 =18

d,=d, +u, - 05y, =18+10-7 =121
d,=d; +u, -05y;, =21+10-10 =21

A partir del instante 3 el niimero de piezas dentro del proceso es constante e igual
a 21, por lo que esta es la respuesta buscada. El cdlculo de las piezas cada periodo
es util en este caso porque el sistema es de respuesta impulsional finita, y ante entra-
da escalon en un niimero finito de periodos (3 en este caso) las variables se hacen
constantes.

Otra alternativa para el cdlculo que no necesita que el sistema sea de ese tipo
es tomar transformadas en z para calcular d(z):

2d(z) - zd, = zd(z) = d(z) + u(z) - 0.5y(z)
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1 10 2z7'+5z2+377
d(z) = __ z z_l z)=
z-1\1-z2 -z
~ 10z7' =277 -5 -3z ~ 1077 +8z72 +3z77°
(l_z—l)Z l_z—l

El valor final que alcanza se obtiene por el teorema del valor final:
d, = {in}(l -7 d(z) =10+8+3=21

¢) La ecuacion en diferencias del proceso es:
Y =04u,  +u, , +06u,_,

Si estando en régimen permanente (21 piezas dentro del proceso, 10 piezas entran-
do y 20 saliendo) dejan de introducirse piezas, la entrada pasa a valer 0. Si se escri-
be la ecuacion en diferencias adelantada:

Viws = 0.4u, ., +u,,, +0.6u,

y se supone que dejan de entrar piezas en el instante 3, es decir uy,=u,=u,=10,
u;=u,=...=0, se puede calcular la evolucion mediante la ecuacion en diferencias
(va que la respuesta es finita en el tiempo):

y; = 0.4u, + u, +0.6u, = 20
vy =0.4u, +u, +0.6u, =16
ys =0.4u, +u; +0.6u, =6
Y = 0.4us +u, +0.6u; =0

y a partir de ese momento la salida vale 0. La secuencia de salida desde el instante
en que dejan de introducirse piezas es por tanto:

{20,16,6,0,0,...}

La cantidad total de piezas tipo b que salen es la suma de la secuencia anterior,
es decir, 42 piezas.

Otraforma de resolver el problema es definir la ecuacion en diferencias en incre-
mentos. Definiendo Ay,=y-20, Au,=u,-10, como el sistema es lineal la ecuacion en
diferencias que se cumple es la misma:

Ay,.; =04Au,,, + Au,,, +0.6Au,

Con la diferencia de que con las variables incrementales las condiciones inicia-
les son nulas. La reduccion de la entrada de 10 a 0 implica un escalon de valor —10
en Au,, por lo que:

(-10)

1

AY(z) = G(2)Au(z) = (0.42™" + 272 +0.627)

-z
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La transformada inversa en z dard la evolucion de Ay,:
Ay, = -4uy(k - 1) = 10u,(k - 2) - 6u,(k - 3)

donde u,(k) representa el escalon unitario. La evolucién total de las piezas de sali-
da serd:

Vi = Ay, +20 =20 - 4uy(k - 1) = 10u,(k - 2) - 6u,(k - 3)
es decir, la secuencia de salida es:
{n}={20.16,6,0,0,..}

PROBLEMA 31. Respuesta de un sistema

Un sistema discreto se describe mediante la ecuacion en diferencias:
Y, =08y, +0.5u,_ +u,_,-2v,_,
donde tanto u como v son sefiales de entrada. Si se dispone de las secuencias

{w}={ft 2 -1 2 0 0 -}
wp={2z 01111 -}

Obtener el valor de y en el instante 100.

Solucidén

Como el enunciado no dice lo contrario se supondrd que las condiciones inicia-
les (valores de las secuencias para k<0) son nulos. Tomando transformadas en z en
la ecuacién en diferencias se tiene:

Y(z) = 0.827'Y(2) + 0.5z7'U(2) + 22U (2) - 227V (2)
de donde se obtiene
-1 -2 -1
0.5z + i U(z) - 2z _
1-0.8:z 1-0.8z

De las secuencias de entrada se obtienen las transformadas en z aplicando la défi-
nicion:

Y(2) = V(z)

U@Z)=1+2z"-2z2 4277
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V(@)=-2+72 472 +7"+.- =

-2
Z

-z

= —2+z'2(1+z'1 +77° +) =2+

La transformada en z inversa permite calcular la secuencia de salida. Esta se rea-
lizard en dos partes:

057"+ 272 2:5 41522 +2224+0.527!
Y(2) = ———U(2) = —
1-0.8z 1-0.8z

Si se descompone en suma de 4 términos con sus correspondientes retrasos la
transformada inversa es inmediata:

1
Y(2) = —
(D =170%

—(227% +1.527 +2272 +0.527')
.0Z

| TIZ
y,(k) = 2-0.8%uy(k = 5)+1.5-0.8 2 uy(k = 3) +
+2-0.82uy(k-2)+0.5-0.8" "y, (k- 1)

donde se ha llamado u,(k) al escalén unitario. Como tinicamente interesa el valor en
el instante 100 se tiene que:

y,(100) = 2:0.8%+1.5-087 +2:0.8%+05-0.8° =2.6-10°
La segunda parte es:
-1 -1 -3
—2_2_—-7‘/(2) = A O 1 2 1
1-0.82 1-0.8z d-z7")1-0.8z7)

Para calcular la transformada inversa de la forma mds sencilla se calculard en

primer lugar la de la funcion:

-1
TG, T Aw(+Bog —E

A . B B A+B-(0.84+B):" _ 7"
1-z7" 1-0.82"" (1-z"1-0.8z7" (1-z"1-0.8z"
de donde se obtiene A=5, B=-5. La transformada inversa de Y,(z) se puede calcular
ya directamente:

Ya(k) = 4-0.8 " uy(k = 1) = 2(5 - 5- 0.8 Juy (k - 2)

Y,(z) = -

Cuyo valor en k=100 es:
¥,(100) = 4-0.8” -2(5-5-0.8") = -10
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Con lo que la salida total es:
y(100) = y,(100) + y,(100) = -10

PROBLEMA 32. Respuesta de un sistema

La respuesta de un sistema discreto ante rampa unitaria es
y, =1-2-0.5+0.8° - 0.8%

Calcular la salida del sistema en el instante 100 ante una entrada definida como:

0 k<5

u, = % k5<55k< 15
3 S5sk<I15
0 k=15

Solucion

La entrada es una combinacién de escalones retrasados (un escalon de valor 3
retrasado 5 menos un escalén de valor 3 retrasado 15). Por lo tanto se necesita obte-
ner la respuesta del sistema ante escalén. La transformada en z de la respuesta
ante rampa es:

F(2) =2
(z=1)
La transformada en z de la respuesta ante rampa adelantada es:
G(2)z
Z{5,(k+1)= 3,00} = 21,(5)- 23,0 - ¥.(2) = T2 =¥ 2)

ya que y(0)=0. Es decir, la respuesta ante escalon se obtiene a partir de la respues-
ta ante rampa:

Yo(k) =y, (k+1) -y, (k) =
=1-2:05""+0.8" -08k+1)-1+2-0.5 -0.8" +0.8%k =
=05-02-08-08
La respuesta del sistema ante la entrada pedida serd por tanto:
Y, = 3y,(k = S)uy(k = 5)-3y,(k - 15)uy(k - 15)
por lo que el valor en el instante k=100 es:
Yoo = 3(0.5% =0.2:0.8” - 0.8) - 3(0.5% - 0.2-0.8% - 0.8) = 3.349-10°
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PROBLEMA 33. Respuesta de un sistema

La respuesta ante rampa unitaria de un sistema discreto es:
{»}={013357252525,..}

Obtener la respuesta del sistema en el instante k=30 ante la entrada cuya trans-

formada en z es:

ZZ

&= D -09)

Solucion

La respuesta del sistema ante rampa unitaria es:

<
(D) = 60—

mientras que las respuesta ante escalon es:
Z
Y.(2) = G(z)z——1 =(@z-Dy,(2) = y.(k)=y (k+1)-y (k)

donde en la transformada inversa de zy,(z) se ha tenido en cuenta que la condicién
inicial (y,(0)) es nula.
La respuesta ante escalon se obtiene por tanto como:

{30} = {1,2,05,-1,00,...}

cuya transformada en z es:

y.(2)=1+27"+05z2 -7 = G(z)——z—I
Z -—
Por lo que la respuesta que se nos pide tiene una transformada en Z:

7 -1 -2 -3 4
¥@) = G@uz) = 6@ 5 55 = (14227 40527 =27 ) —

Otra forma de resolver el problema es calcular la funcién de transferencia:

{n}=1{0.1335252525..}

= Y(@)=z"+3z2+3577+257* -

l-z
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z—l

Como la entrada ha sido una rampa unitaria: U(z) = (i-—-——_—l—)-z-
-2

Por lo que la funcion de transferencia es:

(S ML W | (Lol 20
G(z) U0 (& #3352+ 25

=(1-z)(2527 +(1-z2")(1+327 +3.527)) =
= (-7 1+227"+0522 - 27)

La respuesta ante la nueva entrada serd:

Y(z) = G(2)U(2) = (- z)(1+227 +0.527 - 72)
T (1-z"H(1-0.9z7")

1427740527 -7
1-0.977
cuya transformada inversa es:
¥, =09 +2:0.9 " uy(k = 1) + 0.5-0.9 % uy(k - 2) - 0.9, (k - 3)

y el valor en el instante 30:
Yso = 0.9° +2:0.9” +0.5:0.9% - 0.9 = 0.1046

La transformada inversa también puede calcularse dividiendo primero:

1+2z7'+05z7% -7 _

Y )=
@ 1-0.9z7"
- L1112 + 06797 — 146777 + 22777
1-0.9z

¥, = =1.467776, +0.6798,_, +1.1118,_, +2.46777-0.9"
cuyo valor en el instante k=30 es:

y, = 2.46777-0.9%° = 0.1046

ya que las secuencias impulso son:

{6,}={100..} ; {8.}={0.100.} ; {5..}={0010.}
Se obtiene el mismo resultado planteando el cdlculo por convolucién a partir de

Y(z), ya que ésta estd definida como un producto de 2 transformadas:

1 = X(z2)W(z)

= (14227 40522 = 2%)——
@ =( SRl e

30

Va0 = Zka”"‘ =0.9° +2-0.9%” +0.5-0.9% - 0.9 = 0.1046
=0
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PROBLEMA 34. Respuesta de un sistema

El modelo de un sistema discreto esta definido por la ecuacion en diferencias:
v, -1.72y,_,+0.81y,_, = 10u, + 10y, _,

Estando el sistema en equilibrio con u=20 se pasa a u=30 en un instante deter-
minado. Obtener la evolucidn de la salida del sistema.

Solucién

Como el sistema es lineal la ecuacion en diferencias es vdlida también para varia-
ciones respecto de un punto de funcionamiento.
El punto de funcionamiento en el que estd inicialmente el sistema es:

y-1.72y +0.81y =10u +10u =400 = y=4444.44
Definiendo los incrementos como:
Ay, = u, —u =u, —20
Ay, =y, -y =y, -4444.44
se tiene la siguiente ecuacion en diferencias:

Ay, - 1.72Ay,_, +0.81Ay,_, = 10Au, +10Au,_,

Con estas variables se tiene que la entrada es un escalén de valor 10, y que las
condiciones iniciales son nulas, por lo que la salida se obtiene sin mds que aplicar
la transformada en z:

10+10z72
1-1.72z7' +0.81z72
1+272
(1-1.72z7" +0.81z7)(1 -z

AY(z) = AU(z) =

El polinomio de segundo orden tiene dos raices complejas conjugadas:
2 -172z+081=0 = z=086x0.2653j=09,,,,
es decir, el médulo de las raices es 0.9 y el argumento 0.3 rad. En este caso no es
necesario dividir los polinomios, ya que el polinomio en z”' del denominador es de

orden mayor que el del numerador. La respuesta (transformada Z inversa) serd por
tanto de la forma:

Ay, = A+ B(0.9)" sen(0.3k) + C(0.9)* cos(0.3k)

Tomando transformadas, sumando e igualando los numeradores se obtienen los
coeficientes A, By C, quedando:
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Ay, =2222.2 - 471.5(0.9)* sen(0.3k) - 2122.2(0.9)* cos(0.3k)
por lo que la evolucién de la salida es:
¥, = Ay, +§ = 6666.6 — 471.5(0.9)" sen(0.3k) - 2122.2(0.9)" cos(0.3k)

PROBLEMA 35. Respuesta de un sistema

La ecuacion en diferencias siguiente representa un modelo de un sistema discreto:

Uy
b+u,_,

Ve =@+

El sistema esta en equilibrio con la entrada constante igual a 2 y la salida cons-
tante igual a 5. En un momento dado se cambia la entrada a un valor de 3, mante-
niéndose constante en ese valor durante 10 periodos, volviendo al valor de 2 a partir
de entonces. Se sabe que la salida tuvo un valor de 5.4 en el instante 20 periodos des-
pués de cambiar la entrada de 2 a 3.

a) Calcular los valores de a y b de forma aproximada.

b) Calcular los valores de a y b de forma exacta.

Solucion

En primer lugar se sabe que en situacion inicial de equilibrio se tiene u=2, y=5,
por lo que se tiene la siguiente ecuacion:

5=5a+

2+b
a) Para resolver el problema de forma aproximada se obtendrd el sistema lineal
aproximado alrededor del punto de equilibrio anterior, obteniendo después la evo-
lucion temporal de la salida utilizando la funcién de transferencia aproximada:

Ay, = aAy,_, + Eb-leu_)z—Auk_l = aly,_, +_(—E—+b_2)_2_Auk—l
La funcion de transferencia es por tanto:
AY(z) b z™!
AUGz) (b+2)*1-az

Si se considera el instante inicial aquel en el que la entrada cambia de 2 a 3, la
variacion de la entrada es una suma de dos escalones retrasados:

1-z7"

Au, = uy(k) —uy(k-10) = AU(z) = |
-2
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La transformada en Z de la variacion de la salida serd por tanto:
b 7 1=z
b+2Y¥U-az)y (1-2"

Para calcular la transformada inversa se calcula en primer lugar la del sistema:

AY(z) =

-1 -1 -1
P(z) = j . c - d . c(l-z )_T d(l lez )
(l-az"Y1-z l-az 1-z (I-az)Y1-2z7)
de donde igualando los numeradores se obtiene c=1/(a-1), d=1/(1-a), quedando:
1 '
p,=ca*+d= (1-a“
l-a

La evolucién de la salida serd por tanto:

b UL ko))
(b+2)2\1—a(1 ) l—a(l ? )/

Sabiendo que en el instante k=20 se tiene y,=5 .4, es decir, Ay,=0.4, se tiene la
ecuacion:

Ay,

b (L oy o b@®-d®)
_(b+2)2\1—a1 @)y d-a)) (b +2)*(1 - a)

Esta ecuacion junto con la que se obtuvo en primer lugar de la condicion de equi-
librio inicial permiten obtener los dos pardmetros pedidos. De la primera ecuacion
se obtiene:

Ay,, = 0.4

2
5(1-a)
que sustituido en la segunda ecuacién da
2
( _2)(a10_a20)

04 \31-a) 2 )

2
(5(1—a)) (-a

Resolviendo la ecuacion por tanteo se obtienen dos soluciones a=0.928, a=0.972,
para los que se obtienen los correspondientes valores de b=3.556, b=12.286. Asi pues
se obtienen dos soluciones:

(10a - 8)(a'® - a®)

Hlw

a=0928 b=3.556
{a =0972, b=12.286

b) Para la solucién exacta se tratard de no utilizar las ecuaciones aproximadas.
Para ello se define una variable de entrada auxiliar w’ definida como:
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Uy

U,

b+ U,
de esta forma la ecuacion del sistema es:
Vi = @Yy +U
que es una ecuacién lineal (vdlida por tanto también para incrementos):
Ay, = aAy,_, +Au,_,
es decir, la funcién de transferencia es:
AY(z)
AU'(z) 1-az”

La nueva entrada pasa de un valor de 2/(2+b) a un valor de 3/(3+b) por lo que
se tiene:

(3 2\1-2"
\3+4b 2+b)1-7"

AU (2) =

es decir, la salida es:
b (3 2 zb 1=z

AY(z) = -
®+2)°\3+b 2+b)(1-az™") (1-27)

por lo que la transformada inversa es:

(3 2 N\ b i)
A =375  2eo\Tma T e

que, sustituida en el instante k=20 da:

(3 2N ey b))
Mo =\375 T2\ T T4

=( b )alo_azo
B+b)2+b)) l-a

que, sustituyendo de la primera ecuacion se tiene:

( 2, \
04 - 5(1-a) a®-a* _
o |Ge—2 s> | 1-a
51 - a) 5(1 - a)
_ 5(10a - 8)(a" - a®)
14-10a
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que se resuelve por tanteo obteniéndose a=0.95, a=0.964 para los que se obtienen
los correspondientes valores de b=6, b=9.11. Asi pues se obtienen dos soluciones:

a=095 b=6
{a =0964, b=09.11
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SISTEMAS CONTINUOS
MUESTREADOS

Esta seccion contiene problemas relacionados con sistemas continuos cuya salida
es muestreada con un periodo constante y cuya entrada es constante entre mediciones.

La resolucion de los problemas se basa en la utilizacion del concepto de equiva-
lente discreto para retenedor de orden cero.

En algunos problemas se necesita aplicar minimos cuadrados para obtener los para-
metros del sistema discreto equivalente a partir de los datos del muestreo, obtenien-
do después el sistema continuo a partir del sistema discreto calculado.

En otros problemas se pide calcular la respuesta del sistema en un instante de mues-
treo cuando el sistema continuo esta sometido a una entrada constante entre periodos.
Estos problemas se pueden resolver también por convolucion o mediante la trans-
formada de Laplace, pero aqui estan resueltos calculando el equivalente discreto y
aplicando a continuacion la ecuacion en diferencias obtenida.

La teoria necesaria basica para resolver los problemas de este capitulo puede
encontrarse en el capitulo 4 de [Sala00].

También puede encontrarse la teoria necesaria en los libros [Phillips96] (capitu-
lo 12), [Phillips93] (capitulos 2 y 3) y [Ogata95] (capitulos 2 y 3).
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PROBLEMA 36. ldentificacién de sistema muestreado

Un sistema continuo es controlado mediante un computador, que cambia la entra-
da cada 100 ms, manteniéndola constante entre muestreos. La salida se mide también
cada 100 ms. Se han tomado 4 valores consecutivos de entradas y de salidas, obte-
niendo: u={1, 1.5, 2, 1}, y={0.5, 0.85, 1.35, 1.94}. Si se supone que el sistema es
de primer orden, obtener la funcion de transferencia discreta del sistema. Obtener la
f.d.t del sistema continuo, y la aproximacion discreta del mismo por el método de la
derivada. ;Son iguales las dos f.d.t. discretas? Por qué.

Solucién

Al tratarse del equivalente discreto de un sistema continuo se sabe que tiene un
retraso de 1 periodo. La f.d.t. serd entonces:
bz b

G(z) =

l+az”! z+a
siendo la ecuacion en diferencias:
Vet ay, =bu,_
Con los datos disponibles se pueden plantear 3 ecuaciones:
¥y, =085=~05a+b
y, =1.35=-0.85a +1.5b
y; =194 =-1.35a +2b

que, en forma matricial es:

-05 1 0.85
a

-0.85 1.5 bl = 1.35

-135 2 1.94

El sistema de ecuaciones es incompatible, y se resuelve por minimos cuadrados,
quedando:

(1=05 117 (=05 17 7-05 17 [085
a
[b]= 085 15| -|-085 15|| |-085 15| -|1.35]=
—135 2| [-135 2| |-135 2| |1.94
L0.6709
'[0.5176]
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es decir:
0.51762™"
1-0.6709z7"

Laf.d.zt. del sistema continuo se obtiene sin mds que expresar la G(s), obtener el
sistema discreto y despejar igualando con la G(z) que se tiene:

G(z) =

G(S)=L = G(z)=(1—z'1)Z{ el }:(1_2“)2{9__ ot }=
1+1s

s(1+ 1s) s l+ts
PSRN ]
=(1-z7")|a --oZle =

1-z27
T

1_ -1 1_ -: -1

=(1-z"|a l_l—a IT =a|l- z -al eT)z

- l1-e 7z l-e *z" l-e 27!

Igualando la expresion anterior con la G(z) ya conocida se obtiene:
T
€T 06709 = t-—00 901 __
In(0.6709) In(0.6709)

T

a(l-e ©)=05176 = a=1.573

es decir, el sistema continuo es:

1.573 6.292
G(s) = =
14025 s+4
La aproximacién discreta por el método de la derivada se obtiene sin mds que sus-
-1
tituir la variable s por 1-2 quedando:

, 6.292 0.6292 0.4494
G (Z) = 1 = 3 = =)
-z w4 14-:2 1-0.714z
0.1

La f.d.t. obtenida no coincide con la anterior, pues aquella era un equivalente
matemdtico exacto para entradas constantes entre muestreos, mientras que ésta tlti-
ma es solo una aproximacion.
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PROBLEMA 37. Identificacion de sistema muestreado

La entrada de un sistema continuo es controlada por medio de un computador, que
modifica la misma cada 200 ms. Con objeto de obtener el modelo continuo del sis-
tema se han muestreado las entradas y salidas en 4 periodos consecutivos, obtenién-
dose u={1, 2, 1, 2}, y,={0, 0.49, 1.44, 1.86}. Sabiendo que se trata de un sistema
de ler orden, obtener la ganancia estatica del sistema continuo, y la amplitud y el des-
fase de la salida en régimen permanente si la entrada al sistema fuera una seiial con-
tinua senoidal (no generada por el computador) de amplitud 3, frecuencia 0.3 Hz y
fase 0.

Solucioén

Los valores muestreados de la entrada y la salida me permiten calcular la G(z)
equivalente del sistema continuo, pues la entrada es constante entre muestreos. Como
el sistema es de ler orden supondremos que

bz
l+az”
ya que el valor de la salida en el instante 0 es nulo, lo que implica que el sistema tiene

retraso 1. Esto es coherente con el equivalente discreto de un sistema continuo de ler
orden estdndar

G(z) =

»

1

KG
l+1ts

G(s) =

(se utiliza K; para la ganancia estdtica para no confundirla con la k del indice de
la secuencia).

Para calcular a y b se utiliza la ecuacion en diferencias aplicada a los instantes
k=12y3:

Y, ==ay, +buy =049=-0-a+b
1.44 = -0.49a + 2b

1.86 = —1.44a + b
i 0.49

2049 2 Z 144

“144 1 1.86

Se tiene un sistema incompatible de 3 ecuaciones y 2 incégnitas. La solucion
que minimiza el error cuadrdtico es la de minimos cuadrados:
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Mo 1770 1N\ T 0 17 [049
a
[b]= -049 2| -|-049 2 -049 2| -{1.44]|=
-144 1] |-144 1 -1.44 1.86
-0.95291
_[0.4873_
es decir:
-]
G(z)=_0ﬁ§Z§Z__]
1-0.9529;

La ganancia estdtica del sistema continuo coincide con la del equivalente discre-
to, pues es un equivalente exacto para entrada escalén:
0.4873

G(s)ls = G(Z)le = 1209529 =10.34

Para obtener la respuesta ante una serial senoidal es necesario obtener la f.d.t.
continua G(s). Para obtenerla se discretizard la expresion continua genérica para
obtener después los valores de K y T por comparacién con la G(z):

G(z)=(l—z")ZJlF.I£__)} (1-z “)Z{K Ks T}_

K 1+71s
i (-
_(1—2“)Z{K (-e ’)}—(l—z‘l Z{KG}—KG-Z{Le ) } -

T

O A A
1—z7 T T

S B l-e 7z

Igualando el denominador de G(z) se tiene:
T 02

e”=e " =0.9529 = 7=4.14

Igualando el numerador se tiene:
T

K (1-¢ ) =0.0471K, = 04873 = K, =10.34

como ya se habia obtenido anteriormente.
La salida ante la entrada senoidal quedard definida por la respuesta en fre-

cuencia:
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Amplitud
46(27-0.3) = 3-10347 +4.141jzﬂ_0-3| 394
Desfase
arg(G(j27-0.3) = aretg 22 - 1 dd3rad = 4.84rad

PROBLEMA 38. Respuesta de sistema continuo

Mediante un computador se controla la entrada de un sistema de funcion de trans-
ferencia:

G(s) = s+1
s(s+2)

El periodo con el que el computador actualiza la entrada es de 1 segundo. Se quie-
re que la salida valga y=1 en el instante t=3 segundos. Para ello se decide dar a la
entrada un valor de A durante el primer periodo, cambiandolo por un valor de A/2 en
el segundo periodo, haciendo nula la entrada a partir de entonces. Obtener el valor de
A para que se cumpla lo anterior.

Solucién

La entrada al sistema es constante en cada periodo, segiin la figura:

u
4

A

A2

»
»

1 2 ¢

Este problema puede resolverse utilizando el equivalente discreto de un sistema
continuo, ya que la entrada es constante en cada periodo de 1 segundo, y nos inte-
resa el valor de la salida en el instante 3seg, es decir en el instante de muestreo k=3.
El procedimiento consiste en obtener el equivalente discreto para retenedor de orden
cero (para entrada constante):
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62 =1~z 2 =0~ z“)Z{————s *l }

s 2 (s +2)

Donde la transformada en Z de la funcién de transferencia continua representa
la transformada en Z de la sefial discreta obtenida al muestrear con periodo 1segun-
do la respuesta impulsional de la funcion de transferencia continua. Esta respuesta
impulsional se obtiene por descomposicion en fracciones simples:

s+1 a b ¢ _as(s+2)+b(s+2)+cs2__0.25+_(E_O.25
s(s+2) s

s s+2 s (s+2) s 55 542

— L5 0.25U,(r) + 0.5¢ - 0.25¢™ —meT=1, 025 1 0.5kT - 0.25¢ 7 =
025 0577 0.25
[z (-2 I-ez!
Con lo que el sistema discreto equivalente queda:

0.25 . 0.5 _ 0.25 }
1-z7 A=z 1-e?%7"

0.5z _0.25(1 - zh

I

= 0.25+0.5k - 0.25(e2) —Z

G(z)=(- z"){

=025+ PR
-z~ l-e77"
La salida pedida se puede calcular ahora por convolucién discreta, para lo cual

se necesita obtener la respuesta impulsional g, = Z'l{G(z)} .

g, = 0256, +0.5U,(k —1)-0.25(e)" +0.25(e*)* "' U, (k - 1)

En este caso la suma de convolucion se reduce a 2 términos, ya que la entrada
discretizada es la secuencia

u, ={A,44.,0,0,.. }:

3

y3)=y3:T)=y, = Eujgk—j = U8 +tug, =1=
=0

= A(0.5-0.25(e®) +0.25(¢™)*) + %(o.s ~0.25(e™)* +0.25(e*)')

De donde se obtiene A=1.3.

Otra posibilidad, una vez obtenida G(z) es aplicar la ecuacion en diferencias para
los instantes k=0,1,2,3, y obtener asi el valor de y(3)
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PROBLEMA 39. Identificacion de sistema muestreado

Un sistema continuo es controlado por un computador, que actualiza la entrada al
mismo cada 100 ms. Se dispone de varias medidas de la entrada y de la salida del sis-
tema, siendo u,={0.5,-1,1.5,-2}, y,={1,-1,0.8,0.1}. Del sistema se sabe que es de pri-
mer orden, y ademas se conoce exactamente el valor de su constante de tiempo, que
es 1=0.5. Se sabe que la informacion de las entradas y salidas no es muy fiable, por
problemas de ruido. El valor de la constante de tiempo sin embargo, es exacto. Cal-
cular la ganancia estatica del sistema utilizando toda la informacién disponible.

Solucion

La funcién de transferencia del sistema buscado es:
K K

G(s) = =
1+ 140.5s

Como el sistema continuo tiene una entrada constante entre periodos (estd con-
trolado por un computador), existe una funcion de transferencia discreta equiva-
lente que relaciona las secuencias se entradas con los valores muestreados de la sali-
da. Esta funcién de transferencia discreta equivalente es:

c-1z[8 Lz K
G(z)=(1-z )z{ : } (-2 )Z{s(1+0.5s)}

Para calcularla hay que obtener la transformada inversa de Laplace, muestrear

la sefial resultante, y aplicar transformada en Z:
K 2K A B K
= =—+ KK m, K1-e™)
s(A1+05s) s(s+2) s s+2 s s+2

K-y =K(1-(e)) = K(1-(0.81873)")
1 1
Y4 K _
(1 -z' 1= 0.818732")

Luego el equivalente discreto es:
1 )= 0.18127Kz"!
1-0.81873z""

1
G(z)=(1-z"K -
(@ ==K = " 1081873,

La ecuacion en diferencias serd por tanto:
y, = 0.81873y, , +0.18127Ku, ,
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La tinica incognita es la ganancia estdtica, K. Para obtenerla se plantean tantas
ecuaciones en diferencia como sea posible con los datos que se tienen (ya que éstos
tienen mucho ruido)

y, = 0.81873y, +0.18127Ku, => -1=0.81873+0.090635K
y, = 0.81873y, +0.18127Ku, = 0.8 = -0.81873-0.18127K
y, = 0.81873y, + 0.18127Ku, => 0.1 = 0.654984 +0.271905K

El sistema anterior es un sistema de ecuaciones con 3 ecuaciones y 1 incégnita.
La solucién de minimos cuadrados minimiza el error cuadrdtico:

0.090635 -1.81873
-0.18127|K = | 1.61873
0.271905 -0.554984

0.09063577[0.0906351) " [0.09063577 [ -1.81873
K =11-0.18127| [-0.18127|! [-0.18127| | 1.61873 |=-5.297
0.271905| 10.271905|| 10.271905| |-0.554984

PROBLEMA 40. Identificacion de sistema muestreado

Un sistema continuo de primer orden ha tenido como entrada la sefial u(t):

2.5
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La salida se ha medido con un sensor, habiéndose obtenido la grafica:

3 :

25 S

LN

0 1 2 3 4 5 6
t (seqg)

Obtener la funcion de transferencia del sistema.

Solucién

Como la entrada es constante entre periodos de 1 segundo existe el equivalente
discreto del sistema continuo que relaciona la secuencia de valores de entrada con
los valores muestreados de la salida cada segundo. Este sistema discreto a periodo
1 segundo es:

G(s) = k
1+1s
k AT
= G(Z>=(1-Z")Z{ }=(1-—z")Z{k(l-e f)}
s(1 +ts)
( \ - _% -1 -1
G(Z)=k(l-—z")( l_l_ 11 J=k(1 el)z __bz _
l—z | -7 -1 l—az
l-e 7z |

Con los datos de las grdficas se obtendrd la funcion de transferencia discreta equi-
valente, y a partir de ésta la ganancia estdtica k, y la constante de tiempo, T. Para ello
se tomardn tantos valores como sea posible. La secuencia de valores de la entrada es:

{u.}={2.2,1,0,0,0,..}
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ya que u, es el valor constante que tiene la entrada entre el instante kT y el instante
(k+1)T. La secuencia de valores de salida se obtiene muestreando la salida cada
segundo, de forma que y,=y(kT):

3

i
2.5 -

|/

0 1 2 3 4 5 6
t (seg)
{n}={0.172,2.6,235,1.48,09, .}
Expresando la ecuacion en diferencias del sistema se tiene:
Yer1 = @Y, + buy
Con los datos medidos, se pueden plantear 5 ecuaciones:
y=ay, +buy, = 172=2b
Y, =ay, +bu, = 2.6=172a+2b
y;=ay,+bu, = 235=26a+b
yy=ay; +bu, = 148 =235a
ys=ay, +bu, = 09=148a

Expresando las ecuaciones en forma matricial se tiene:

F 0 2 1,727
172 2 2.6
26 1 [a]= 2.35
235 otP] |148
148 0 09|
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con lo que se tiene un sistema de ecuaciones incompatible (mds ecuaciones que incog-
nitas). Los valores de a y b que minimizan el error cuadrdtico constituyen la solucion
de minimos cuadrados:

( 0 2
172 2
1
0

N -1
2.6
2.35
_1 48 0_
[1.727
2.6
2.35
1.48
i 0.9 |
Igualando los coeficientes de la funcion de transferencia discreta se obtiene:
1
a=0592=¢° = 71=1952

1

b=0819=k(l-e *)=k(1-0.5992) = k=2.043

[a] [O 1.72 26 235 1.48]

bl 112 2 1 0 0

[0 1.72 26 235 1.48]

0.5992
2 2 1 0 0 _[ ]

0.8190

PROBLEMA 41. Aproximacion discreta

Dado el sistema continuo de funcion de transferencia

3
s2+35+2

a) Obtener un sistema discreto aproximado mediante la aproximacién de TUSTIN
o bilineal (aprox. de la integral) para un periodo de muestreo de 0.3 segundos.

b) Obtener cudl es la mayor diferencia entre la respuesta ante escalon del siste-
ma continuo y la del sistema discreto aproximado, y en qué instante se da.

G(s) =

Solucién

a) La aproximacion de la integral por trapecios (de TUSTIN o bilineal) se obtie-
ne sin mds que sustituir la variables en la funcion de transferencia continua por:
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2(z-1)
T(z+1)
La funcién de transferencia discreta aproximada serd por tanto:
G(z) = : 3 _ Zzizz+6z+3
( 2(z-1) ) 2(z-1) ' 66.44z° - 84.88z + 26.44
0.3(z+1) 0.3(z+1)

b) Para calcular la diferencia entre la respuesta ante escalon exacta y la aproxi-
mada es necesario obtener la respuesta del sistema continuo en los instantes de mues-
treo (cada 0.3 segundos), y restarla de la respuesta del sistema discreto aproximado,
calculando después el valor mdximo:

1 muestreo
Y(s) = }G(S) T y(1) ¥(0.3k)
=e¢, = y(0.3k) -y,

! 1 r r
Y'(z) = —G'(z1)—"—y,
1-z
Y(s) = 3 s y(t)=A+Be" +Ce™ = 1.5 - 3¢ + 1.5¢™*
s(s+1D)(s+2)

La sefial muestreada cada 0.3 segundos es:
$(0.3k) = 1.5 = 3e™** +1.5¢°%* =1.5-3-0.7408" +1.5-0.5488"

z(3z2% + 62 +3)
(z - 1)(66.442" — 84.887 + 26.44)
0.04515(1+2z7" +z7)
B (1-z"")1-0.5384z7")(1-0.7392z7")
donde tomando transformada inversa en Z se obtiene:
y; = A+ B0.5384" + C0.7392" = 1.5+1.153-0.5384" - 2.608-0.7392"
La diferencia es
e = y(0.3k) -y, =
= -3-0.7408" +1.5-0.5488" ~1.153-0.5384" + 2.608-0.7392"

cuyo valor mdximo se puede obtener (aproximadamente) derivando respecto de k e
igualando a cero:

% = —31n(0.7408)0.7408" + 1.51n(0.5488)0.5488" —

Y'(z) =

- 1.1531n(0.5384)0.5384" + 2.6081n(0.7392)0.7392* = 0
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Resolviendo la ecuacién por tanteo se obtiene k=2.05, por lo que el mdximo se
dard en el instante k=2.

Otra forma de calcular el valor mdximo en este caso es obtener los sucesivos valo-
res para k=0,1,2 etc, ya que la diferencia tiende a cero con el tiempo, y las poten-
ciales convergen rdpido, por lo que el mdximo se dard para un valor de k pequefio.
Haciendo el cdlculo para los primeros instantes se obtiene:

€,=-0.045, e,= -0.0921, e,= -0.1038, e;= -0.0982, e,= -0.0856, e;= -0.0712,
es= -0.0574, e,=-0.0454, e;= -0.0354, e,= -0.0273, e,,= -0.0209. Se observa que la
diferencia mdxima se da en el instante k=2, y es de 0.1038 (en valor absoluto).
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SIMPLIFICACION
DE DIAGRAMAS DE BLOQUES

Esta seccion contiene problemas en los que se tiene que simplificar un diagrama
de bloques para obtener la funcién de transferencia entre dos variables del mismo.

La resolucion de los problemas se basa en la aplicacion de las distintas propieda-
des y reglas de simplificacion estudiadas en teoria (traslacion de nodos de bifurca-
cién y de nodos sumadores, cierre de bucles, elementos en serie y paralelo, etc).

La teoria necesaria basica para resolver los problemas de este capitulo puede encon-
trarse en el capitulo 5 de [Sala00].

También puede encontrarse la teoria necesaria en los libros [D’azz092] (capitulo
5), y [Ogata93] (capitulo 1).
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PROBLEMA 42. Diagrama de blogues

Obtener por simplificacion la funcion de transferencia entre u e y en el siguiente

sistema:
+ Y-
L;(g———vR ———j:»O o G d >
o 1
(H [+
Solucion

En primer lugar se traslada un nodo de bifurcacién de la entrada de G a la sali-
dadeG:

1/G (e

u+l" + y

—+

A continuacién se simplifica el bucle de realimentacién interno:

1/G |«
O R | o .
+ 1+GH
H <

Se unen los dos blogues que estdn en paralelo:
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1+GH

h

1/G-H

Por ultimo se simplifica el bucle de realimentacion:

RG

1 +GH
- RG 1

‘Trere @

v

PROBLEMA 43. Diagrama de bloques

Obtener por simplificacion la funcion de transferencia entre u e y en el siguiente
sistema:

Solucion

En primer lugar se traslada un nodo de bifurcacién de la salida de G a la entra-
dadeG:

G

A
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A continuacién se unen los bloques G y V que estdn en serie:

o GV éf?—’ y
+ +

+

o J—Ox

Se unen los bloques GV y un bloque unitario que estdn en paralelo:

G e

+G-V — Y

A

G

1+G- VY

y

H <_+(‘5;_1+G-V <.|

1+G-V|—» Y

Se unen los blogques H y -GV que estdn en serie, y el resultado con el bloque G que
estd en paralelo:
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99

G+HGV |«

Se simplifica el bucle de realimentacion:

—eeb 1

1+G+HGY

Por ultimo se unen los bloques en serie:

1+GV

1+ G+ HGV

PROBLEMA 44. Diagrama de bloqgues

1+G-V =Y
1+GV —>y
Y

Obtener por simplificacion la funcién de transferencia entre u € y en el siguiente

sistema:

\ 4

Solucion

En primer lugar se traslada el nodo de bifurcacién de la salida de H a la

entrada:
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Se unen el bloque H y un bloque unitario que estdn en paralelo:

gt +
— 5O G 3 H » R ;y

v

1- Hie

Se traslada el nodo de bifurcacion de la entrada de H a la salida de R

u + +
__t> G + H > R ‘; y
(1-HY(HR) |
Se une el bloque inferior con un bloque unitario que estd en paralelo:
u . +
| G N H » R —p y

[ (1- HY/(HR)-1

A
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Se unen los bloques en serie (Hy R) y se simplifica el bucle de realimentacion:

_ G »| HR/(I-HR)

v

[ (1- H)/(HR)-1

F

Se unen los bloques en serie de la parte superior y se simplifica el bucle de rea-
limentacién:

u GHR /(1- HR) y
1+ GHR((L- H)/(HR) -1)/(1- HR)

Se opera para simplificar la expresion final:

u GHR
1-HR + G- GH - GHR

PROBLEMA 45. Diagrama de bloques

Obtener la funcién de transferencia entre las variables u e y del siguiente sistema:

|G +=<\j H

+4

=
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Solucidn

En primer lugar se simplifica el bucle de realimentacion:

|—>G S Vg2
S

L= s}

L

y

1+G
+
u
Se separa en dos el nodo sumador:
L G

A 4

1+G

“+
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Se simplifica el bucle de realimentacién:

[
1/(1-G)

+

A4

1+G

]

-+

Se unen los dos bloques en paralelo (uno de ellos unitario), y se mantiene el blo-
que H/(1-H) para que no desaparezca la variable y:

I
1/(1-G)

1+G

Se unen en serie los tres bloques:

y

v

E] (1+G)/(1-G)/(1-H)

+
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Se simplifica el bucle de realimentacion:

F
u 1- (1+G)
(1-6G)(1-H)

>

H/(1-H)

Por uiltimo se unen en serie los dos bloques restantes:

U

—>

PROBLEMA 46. Diagrama de bloques

Obtener la funcion de transferencia entre u e y en el siguiente sistema:

FH(l-G)

(1- H)1-G)- F(1+G)

A

\ &

\

|

Solucion

Se traslada el nodo de bifurcacién de la entrada de G a la salida:

H

A

\ &l

|
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Se simplifica el bucle de realimentacion superior (manteniendo el bloque H para
que no se pierda la sefial que va al ultimo nodo sumador):

G/(1-GH)

1/G |

G/(1-GH) | ¥ MH

|<__1/G<—IV

d »
1/G |
I-H |¢———
Se simplifica el bucle de realimentacién interno:
u G/(1- GH) Y N

1- F/(1- GH)
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Se simplifica el bucle de realimentacion resultante:

G/(1-GH)
U —p 1- F/(1- GH) [ >
L+ (- H) G/(1-GH)

1- F/(1- GH)

Finalmente se simplifica la expresién obtenida:

> G y
1+G-F-2GH

indice



MODELADO DE SISTEMAS
FISICOS. LINEALIZACION

Esta seccion contiene problemas en los que se tienen que obtener las ecuaciones
diferenciales que modelan un sistema fisico. Posteriormente esas ecuaciones se
linealizan alrededor de un punto de funcionamiento, pasando después a analizar el
comportamiento del sistema lineal aproximado (estabilidad, respuesta temporal
ante determinada entrada, etc.).

La teoria necesaria basica para resolver los problemas de este capitulo puede encon-
trarse en el capitulo 2 de [Sala00].

También puede encontrarse la teoria necesaria en los libros [D'azz092] (capitulo
2), [Phillips96] (capitulo 2), [Franklin91] (capitulo 2) y [Ogata93] (capitulo 2).
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PROBLEMA 47. Surtidor de gasolinera

Un surtidor de gasolinera estd modelado por las ecuaciones:

d
a—g =P-bQ" -cQ
dt
donde las constantes a, b y ¢ dependen de la geometria del surtidor, Q es el caudal de
gasolina que da el surtidor, y la presion P proporcionada por la bomba de impul-
sion cumple la ecuacion diferencial:

d- i +P=u
dt

siendo u la tension de entrada al motor de la bomba, que se puede manipular a volun-
tad (es la entrada al sistema). Tomando a=2, b=4, c=1, d=0.1, calcular:

a) Obtener el sistema linealizado alrededor del punto de funcionamiento definido
por Q=1 V/s.

b) Calcular aproximadamente la evolucion del caudal con el tiempo si estando en
el punto de funcionamiento anterior, la entrada aumenta instantaneamente en 0.5.

¢) Si lo que se desea medir y controlar es la cantidad total de gasolina suminis-
trada (V) , /qué funcidén de transferencia debe tener el elemento sensor H(s)?. Para el
sistema linealizado alrededor del punto Q,=0, despreciando la constante d (tomar
d=0), calcular el valor méximo que puede tomar la ganancia K sin que el sistema en
bucle cerrado funcione de forma incorrecta ante referencia escalon (funcionara inco-
rrectamente si el valor de V sobrepasa el de V., en algin momento, pues la gasolina

no se puede recuperar del depdsito del coche):

Vref + u=P
K " G(s) Q_,
- v
H(s) [
Solucién

a) El punto de funcionamiento se define como:
do 2

a—=0=PF -b0Q," -c

0 o —bQy" -0y
dapP
Z =0=-F +u,

de donde, teniendo en cuenta que Q,=1, se obtiene Py = u, =5

indice



MODELADO DE SISTEMAS FISICOS. LINEALIZACION 109

linealizando la primera ecuacion se obtiene:

49 _dAQ 1 ,p _2000+¢ )0 _05AP-45A0
dt dt a a
que, tomando T.L. y despejando queda:
0.5
AQ(s) = ——AP(s
Qos) s+4.5 (s)
la segunda ecuacion ya estd linealizada, por lo que es vdlida también con incrementos:

d~d£+AP=Au
dt

que tomando T.L. queda:

AP(s) = AU(s
(s) 1+0.1s (s)
que, sustituido arriba nos da el sistema linealizado:
AQ(s) = 0.5 AU(s)

(s +4.5)(1+0.1s5)

b) Un cambio brusco significa una senal escaldn. Si la entrada aumenta en 0.5
respecto al punto de funcionamiento, quiere decir que el incremento de la entrada es
un escalon de valor 0.5. Para obtener la evolucién del incremento del caudal se apli-
card la f.d.t. obtenida anteriormente:

0.5

AU(s) = —
s

0.5 0.5 2.5
AQ(s) = — = =
(s+4.5)(1+0.1s5) s (s+4.5)(s+10)
0.0555 -0.1 0.045
= + +
s s+45 s+10

conloquelaTlIL.es:
AQ(t) = 0.0555(1 — 1.8¢™*> +0.81¢7'"")
siendo la evolucion del caudal absoluto:
Q(t) = AQ(t) + @y ~ 1+ 0.0555(1 - 1.8¢*> +0.81¢™'")

c) En primer lugar se obtiene G(s) linealizando alrededor de Q,=0, u,=0 (d=0 en
este apartado), quedando:
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dt dt a a

o _dAQ 1, 2b6Qi+c,.

AQ(s) _ 05

=0.5Au-05AQ0 = G(s)=
AU(s) s+05

1
La f.d.t. del sensor debe ser H(s)=—, que es el operador integral, pues para
s

obtener la cantidad total de gasolina vertida (V) basta integrar el caudal (Q).
laf.d.t. en bucle cerrado serd (segiin el diagrama de bloques):

0.5
K_______
KGs) _ “ii0s
1+ KG(s)H(s) |, gl 05
s(s+0.5)
0.5Ks 0.5Ks

T 05K+s(s+05) s2+0.55+0.5K

Para que el sistema no sea oscilatorio, los polos de la f.d.t. en bucle cerrado deben
ser reales (no tener parte imaginaria, que da lugar a términos senoidales), por lo que:

05°-4-05K>0 = K<%

Nota: el sistema no debe ser oscilatorio, pues eso significaria que tendria sobreosci-
lacién (la salida se pasaria de largo, o lo que es lo mismo, se introduciria en el depésito
mds gasolina de la requerida, siendo imposible por las caracteristicas fisicas del pro-
blema volver a recuperarla del depésito del coche para llegar al valor final deseado).

PROBLEMA 48. Ventilador de continua

Un motor de corriente continua acciona un ventilador en el seno de un fluido, en
el que el par de rozamiento es proporcional al cuadrado de la velocidad de giro.

a) Obtener las ecuaciones del sistema considerando como entrada la tension del
motor, y como salida la velocidad del motor.

b) Obtener la ecuacion linealizada alrededor del punto de funcionamiento defini-
do por u=10 V. ;Se podria simplificar el modelo lineal obtenido? ;Como?

c¢) Obtener de forma aproximada la evolucion de la velocidad si partiendo del punto
de funcionamiento anterior, la entrada se aumenta bruscamente en 1 V.

d) Obtener aproximadamente la amplitud de la oscilacion de la variable w en régi-
men permanente cuando el incremento de la entrada alrededor del punto de equilibrio
u=10, es una senoidal de amplitud 1 y frecuencia 5 rad/s.
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Datos: Ecuaciones eléctricas del motor de continua:

=K,-0:;T=K,"|

dt
par de rozamiento: T,,,=c «’, momento de inercia del motor+ventilador, J.

Valores:
L=0.1 H,R=10 W, Kyp=0.2 Virdls, K,=0.3 Nm/A, c=107 Nm/(rdls)’, J=0.4 kg m’.

Solucion

a) Las ecuaciones del sistema son las ecuaciones eléctricas del motor (expresa-
das arriba) mds la ecuacion de rotacion mecdnica:

b) Para linealizar la ecuacién en primer lugar hay que calcular el punto de fun-
cionamiento:

Ri,+e=u=10 w =14.58 rad/ s
i=K, 0 E=2916V
T=K,I = T =02126 Nm
0=T-cw? i, =0.7087 A

La tinica ecuacién no lineal es la mecdnica, por lo que bastard linealizar ésta, ya
que el resto, al ser lineales, se cumplen igual para valores absolutos como para incre-
mentos:

o _dho 1, €t e Som-m)+t (T T)=
dt dt J J J

= ——j—Za_)'Aw + %AT = -0.0729Aw + 2.5AT
dAi,
dt
Ae =K, Aw
AT = K, - Ai,
Tomando T.L. y despejando Awx(s) en funcion de AU(s) se obtiene:

= Au
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Aw(s) K,
AU(s) (R+Ls)(Js+2cw)+K K,
_ 03 _
(10 +0.15)(0.4s + 0.02916) + 0.06
0.3 7.5

~ 0.045% + 4.00295 + 0.3516 (s + 0.088)(s + 100)

El modelo obtenido si se puede simplificar, pues uno de los polos es claramente
dominante respecto del otro (es 1000 veces mds lento), por lo que se podria reducir
manteniendo la ganancia estdtica a:

G(s) = Aw(s) B 0.075
AU(s) (s+0.088)

El resultado anterior se habria obtenido directamente si se hubiera despreciado
la inductancia L desde el principio, cosa que suele ser vdlida para los pequefios moto-
res de continua.

c) Si la entrada varia bruscamente en 1 V.eso representa una entrada Au en esca-
[6n de valor 1V. La evolucién de la salida se obtendra:

0.075  0.852 0.852
s(s+0.088) s  5+0.088
Aw(r) = 0.852(1 — %%
Utilizando la f.d.t. completa seria:

Aw(s) = G(s)AU(s) =

75 B
s(s +0.088)(s + 100)
_0852 0853  0.00075

s s+0.088 s+100

Aw(s) = G(s)AU(s) =

= Aw(r) = 0.8521 - 0.853¢°%¥ 4+ 0.00075¢~"

que prdcticamente coincide con lo anterior, ya que el término de e”™ ademds de ser
muy pequerio, tiende a cero muy rdpidamente.
La evolucion completa de la velocidad serd:

w(t) = @ + Aw(t) = 14.58 + 0.852(1 — %)

d) Si el incremento de la entrada es una sefial senoidal de amplitud 1 y frecuen-
cia 5 radls tendremos Au(t)=sen(5t). La repuesta del sistema ante esa entrada tiene
una parte transitoria que tiende a cero con el tiempo, y una parte de régimen per-
manente que es senoidal de la misma frecuencia que la entrada. La amplitud y des-
fase de esa parte permanente vienen dadas por la respuesta en frecuencia del siste-
ma, es decir, la amplitud de la oscilacién de la variable Aw(t) serd
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_|L0075 | 0075
|5j+0.088|  +/5* +0.088

La fase seria el argumento:

0.075 5
=arg(G(j5)) = arg| ———oo—o | = ~arctan
v B(GU5) g(5j+ 0.088) (0.088

=0.015rad/s

|G(jS)

)= _1.553rad

Es decir, la parte permanente de la salida seria: Aw(t) =0.015sen(5¢ - 1.553)

PROBLEMA 49. Boya conica

Se dispone de una boya conica cuya base superior tiene un diametro de 2 m. Se puede
actuar sobre la boya colocando pesas encima. La variable de entrada al sistema sera por
tanto la masa de las pesas colocadas sobre la boya. Se desea obtener la masa y la altu-
ra total de la boya. Para ello se parte de una posicion (x,=?) de reposo inicial descono-
cida, sin ninguna pesa encima (u,=0). A continuacion se le pone encima una pesa de 100
kg, midiendo la evolucion de la posicion de la boya, observandose que:

- La posicion mas hundida que alcanza es de x=x,-0.08m.

- El tiempo que ha tardado en llegar a esa posicion de hundimiento maximo desde
que se puso la pesa es de 0.6 segundos.

- La nueva posicion en la que se estabiliza es de x=x,-0.05m.

Obtener la masa (M) y la altura (H) de la boya, asi como la posicion inicial x,, sabien-
do que el agua produce una fuerza de rozamiento vertical sobre la boya proporcional
a la velocidad de ésta. Utilizar las aproximaciones que sean necesarias para el calculo.

2
Datos: volumen de un cono: V = e g . Principio de Arquimedes: fuerza ver-

tical de empuje = peso del agua desalojada (F=1000*V*g, donde V en m®).
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Solucién

nd’ h  aD*(H-x)’
4 3 12H?
Ya que, h=H-x, d=D*h/H=D*(H-x)/H.
En la posicion de reposo inicial (u,=0) la masa de la boya serd por el principio
de Arquimedes igual a la masa del agua que desaloja:
10007 (H - x,)’
H2

El volumen hundido es: V =

M =1000V =

Las ecuaciones del movimiento son:
d , v .
E[(M + u)x] = (M +u)xX +ux = ~-Mg - ug — cx +1000gV

donde M +u es la masa total (la de la boya mds la de la pesa que se coloque encima).
aD*(H - x)
12H?
c+u ie 1000g #D*(H - x)?
M+u  M+u 12H

Linealizando el sistema alrededor de uy = 0,1y =0,% =0,x0=?, queda:

(M +u)X +ux + cx - 1000g = -Mg-ug

X =

CHdy o Ko .. 1000g aD?

Aji = - - i ~3(H - x,) (-1)Ax -
M +u, M +u, (M +u,) 12H"
_1000g aD*(H - x,)° A
(M +u,* 12H
es decir:
. ¢ .. 1000g &© 2 1000g =«
AX + M-Ax +——M—?(H - XO) Ax = ——MTE—[?]?(H - X0)3AL{
que, sustituyendo el valor de M queda:
2 2
Ak + 3c H Ai+ 3g _ 3g H A
1000z (H - x,) (H -x,) 1000z (H - x,)
3¢ H?
3
G(s) = AX(s) _ 1000 (2H Xo)
AUGS) 2, 3¢ H 3g

S+
10007 (H - x,)° (H - x,)
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La colocacion en un momento determinado de una pesa de 100 kg representa una
entrada escalon de valor 100 para Au, por lo que las medidas tomadas (mdximo hun-
dimiento y tiempo en llegar a ese mdximo) corresponden a la respuesta ante escalén
del sistema anterior.

El tiempo en llegar al mdximo no es mds que el tiempo de pico (1,=0.6seg).

La posicion en la que se estabiliza nos da el valor de la ganancia estdtica, ya que:
Au=100 = Ax(t—0)=-0.05 = G(s=0)=-0.0005

Elvalor del hundimiento mdximo nos permite obtener la sobreoscilacion, pues:

Ax(max) - Ax(t = ©) _ -0.08 - (-0.05)

S = =0.6
Ax(t = ») -0.05
De la ganancia estdtica podemos obtener una ecuacion:
3 H?
3 2
G(0) = 2007 H = %) B 00005 = H =495
3g 100077(H - x,)
(H - x,)
que, sustituyendo en G(s) queda:
_ 3g 495
3
G(s) = AX(s) _ 1000 32.95 X,
AU(s) 3¢ 495 3g
s*+ TS+
1000z 3.95°x, (3.95x,)

Como se trata de un sistema de 2° orden estdndar, se puede expresar:
-En
d=e"F =06 = E=016

=206 = w,=w1-F =523 = w,=5304
w,

comparando con G(s) se tiene:

38 _,2.28132 = x,-0265m = H=13lm = M = 698Kg
3.95x,
3¢ 495
¢ f =2Ew, = c=11847 Kgis
10007 3.95%x,
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PROBLEMA 50. Acuario

Se quiere controlar la temperatura del agua de un acuario de peces tropicales. Para
ello se dispone de una resistencia calefactora de masa total 0.5 kg y calor especifico
4000 J/kg°C que esta en contacto con la pared del acuario. La pared del acuario tiene
una masa de 10 kg y un calor especifico de 10000 J/kg°C. El agua tiene una masa
total de 20 kg v un calor especifico de 4180 J/kg°C. Los coeficientes de transmision
de calor son: resistencia-pared:u,=100W/°C, agua-pared: u,,=50W/°C, pared-exte-
rior: w,=30W/°C, agua-exterior: u,,~20W/°C. La entrada al sistema es la potencia
eléctrica que entra en la resistencia (u=V*R), mientras la salida del sistema es la tem-
peratura del agua. Obtener:

a) Las ecuaciones de estado del sistema.

b) Dibujar el diagrama de bloques del sistema, donde aparezcan las distintas tem-
peraturas, incluida la temperatura exterior, que sera una entrada de perturbacion.

¢) Simplificar el sistema reduciéndolo a uno de orden 2. Para ello despreciar la
capacidad calorifica de la resistencia calefactora, es decir, suponer que la potencia u
es transmitida directamente a la pared del acuario. Obtener las ecuaciones de estado
del sistema reducido dibujando ademas el diagrama de bloques correspondiente.
(Cémo se podria comprobar si la simplificacién hecha es correcta?.

En los siguientes apartados utilizar el modelo simplificado de orden 2.

d) Para controlar la temperatura del agua se plantea una realimentacion de la sali-
da, de forma que u=k(T,T,) donde T, es la temperatura del aguay T,,=35°C es la
temperatura de referencia constante. Si los peces sobreviven mientras la temperatu-
ra esté entre 30 y 36°C, muriendo en cuanto se sale de ese rango, obtener la condi-
cidn que debe cumplir k para que en régimen permanente los peces estén vivos, supo-
niendo una temperatura exterior constante de 20°. Para mayor seguridad se decide
tomar el valor de k que hace que la temperatura en régimen permanente sea de 33°C.
Calcular dicho valor.

e) Si estando con el control anterior en régimen permanente con 7,=20, T,=33, se
produce un cambio brusco de T, de forma que pasa a valer 10°C, calcular la evolu-
cién temporal de la temperatura del agua, y si los peces sobreviviran.

Solucion

a) Las ecuaciones de transmision de calor entre los diferentes cuerpos son:

mrcrj:' =Uu-= :u'rp(Tr - Tp)
m,e,T, =, (T, = T,) = (T, = T,) = 0, (T, - T}
macaT;z = 0uap(Tp - T;z)_ :uae(j:z - Te)
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sustituyendo valores y despejando las derivadas:
T, = -0.057, +0.057, +0.0005u

7, = 0.0017, - 0.00187, + 0.0005T, + 0.00037,

T, = 0.00067, - 0.000847, +0.000247,

0, en forma matricial:

7] [-0.05 0.05 0 7.1 [0.0005 0
T,|=10.001 -0.0018 00005 |[T,[+] O |u+]|0.0003|T,
T, 0  0.0006 -0.00084|(T, 0 0.00024

donde la entrada u es una entrada de control y T, es una entrada de perturbacion. Si
se considera constante se pueden linealizar las ecuaciones tomando incrementos,
quedando:

AT.] [-0.05 0.05 0 AT.7 [0.0005
AT,=10.001 -0.0018 0.0005 [|AT,|+| O |Au
AT, 0  0.0006 -0.00084||AT, 0

b) El diagrama de bloques que representa las ecuaciones anteriores se obtiene
expresando en primer lugar los bloques fundamentales de las 3 ecuaciones dife-
renciales:

ut Mrpr R 1 Tr
> —p
mc.s + ‘U.rp

7,
‘upeTe+urpTr+MapTa 1 7
> —
mpCpS'I' yrp + ‘uap + Mpe

’uaeTe+ ‘uapr 1 Ta

> —»>
M8+ Uy + Uy,

Completando después con los nodos sumadores y de bifurcacién necesarios
para generar las sefiales de entrada a cada bloque a partir de las de salida. El
resultado es:
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T,
l
—»U
* ae
T, o
¥, () _r ]+ 3 1 T,
+4 St ey g _’+ MpCpS+ Upp + Hap + Hpe dun
A 4
K,
ap

macas"'y’ap +:u’ae

F 3

p

¢) Las ecuaciones de estado reducidas se pueden obtener suponiendo la simpli-
ficacion de que el calor de la resistencia pasa directamente a la pared (la resistencia
no acumula calor) quedando:

m,c,T, = = (T, = T,) = (T, = T,)
macaT‘a = :”tap(Tp - T;)_ Mae(]; - T;)

que puesto en forma matricial es:

T,] [-0.0008 0.0005 |[7,] [107 0.0003 1
7 _[0.0006 -0.00084”7;]+ 0 “[0.00024} :

El diagrama de bloques serd ahora mds reducido:

. R
< g
Ko
+
u + £ 1 T,
—
o MuCp, + gy + My,
uap v
ap
ry
T, 1 +
< — ]
MGCaS + My + Uge +

Se puede comprobar si la simplificacion es correcta calculando la f.d.t. entre la
entrada (u) y la salida (T,). Si la aproximacion de 2° orden es buena, sus polos deben
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ser parecidos a los 2 polos mds lentos de la f.d.t. de 3er orden. Ademds, el 3er polo
de ésta debe ser mucho mds rdpido que los otros.
Lafd.t. entre Au=u-0 y AT,=T,-T, se obtiene de:

2.99-1071°

G = I - A —lb =
() = clsl = A) b = o 52657 +831-10%5 7 185107

Los polos de la f.d.t. son:
{-0.051, -0.00027, -0.00135}
Es evidente que el primer polo (-0.051) es mucho mds rdpido que los otros (38

veces mds rdpido), por lo que se podrd eliminar, manteniendo la ganancia estdtica,
quedando:

5.86-107°
(s +0.00027)(s + 0.00135)

El polo rdpido es debido a la baja capacidad calorifica de la resistencia cale-
factora, que hace que se caliente muy rdpidamente, por lo que el sistema se comporta
como si la potencia (u) se transmitiera directamente a la pared del acuario.

Se puede comprobar que la f.d.t. obtenida a partir de las ecuaciones de estado
reducidas coincide prdcticamente con la de arriba.

d) Tomando la ecuacion de 2° orden al tomar u=k(T,+T,)=k(35-T,), siendo T =20,
las ecuaciones quedan:

T:p' ) [—0.0008 0.0005 ”Tp]+[10'5}k(35_“+ [ 0.0003 }20
0 a

T, | 0.0006 -0.00084||T, 0.00024

G(s) =

7| | 00006  -0.00084 ||T 0.0048

a a
Elvalor final que alcanzarad la temperatura T, en régimen permanente se obtiene
sin mds que hacer cero las derivadas:

[T,,(t = oo)} _ [—0.0008 0.0005 - 10'5/«}" . [0.006 +35- IO'Sk] ~

'Tp] [-0.0008 0.0005 - 10-511 [Tp] . [0.006 +35- 10‘5k]

T, (1t = ») 0.0006 -0.00084 0.0048
-1 [—7.44-10'6 —2.46~10‘7kl

B 3.72:107 +6:107°k | -7.44-10° -2.1-107k
Para que no mueran los peces, T, tiene que ser al menos 30°C:
7.44-10° +2.1-107k
3.72:107 +6-10°k

=30 = k=124
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7.44-10° +2.1-107k
P T, (0)=33, =33 = k =403
ara que L=)=33, =3 0 107 +6-10°k
Para este valor de k se puede calcular la temperatura de la pared: T,(x)=38.2°C
e) Si estando en el equilibrio anterior (T,=20, T,=33, T,=38.2) se produce un cam-
bio brusco de forma que T,=10°C, se tiene la ecuacién diferencial original con los

valores:

T -0.0008  0.0005 1[7, 107° 0.0003
Pl= +403 35-T7,)+ 10
T, 0.0006 -0.00084(|T, 0 0.00024

La evolucion de la temperatura del agua se obtendrd sin mds que resolver la ecua-
cion diferencial, teniendo en cuenta que las condiciones iniciales son: T (0)=33,
T,(0)=38.2. Se ha considerado el origen de tiempos en el instante en el que se pro-

duce el cambio de temperatura exterior.
Para resolver la ecuacion basta con tomar transformadas de Laplace:

ST (s)-T,(0")] [-0.0008 -0.00353][T,(s)] [0.144 11
[sTa(s)—Ta(O*)] {0.0006 -0.00084”7;(s)}+[0.0024]

A
despejando:
[T,(5)]_[-0.0008 -0.00353)[T,(s)] 014471 382
- = -+
g [I;(s)] [0.0006 -0.00084“2,@)] [0.0024]s [33}
(T (s) ~0.0008 -0.003537\™ (1 0.144 711 [38.2]
79|\’ [0.0006 ~0.00084|) |0.0024[5 7| 33 |

-1

[7,(5)] s+0.0008 0.00353 1 10.144 711 [38.2]
_YL(S)_ [ -0.0006 s +0.00084 | 10.0024|s | 33 |

5 +0.00084 -0.003537([0.144 71 (3822
[Tp(s)} 0.0006 s+0.0008] {0.0024L+[33]

- (s* +0.00164s +2.79-10°°)

T,(s)
. i 38.25% +0.065 +0.000112
s(s* +0.00164s +2.79-107°) | 33s* + 0.0517s + 8.83-107°

La transformada de Laplace de la evolucién de la temperatura del agua serd
por tanto:
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3352 +0.0517s + 8.83:107
s(s* +0.00164s +2.79-107%)

La transformada inversa me dard la evolucion temporal T (t):

T;,(t) =31.65+1.624co0s( 0.00146t + 0.59)6-0'00082t

T,(s) =

Para comprobar si en algiin momento la temperatura se sale del rango admisi-
ble, basta con comprobar que el valor minimo es superior a 30. En este caso no hace
falta calcularlo, pues ese valor minimo siempre serd mayor que 31.65-1.624=30.026,
por lo que, por los pelos los peces sobreviven.

PROBLEMA 51. Embolo con gas adiabatico

a) Obtener las ecuaciones que definen la dinamica del sistema de la figura:

GAS ™~ K X

donde la entrada es la fuerza F, y la salida es la posicion de la masa m. El muelle tiene
una longitud de reposo de 1 m, y el gas se comporta de forma adiabatica (no se trans-
mite calor al exterior), por lo que su ecuacion es: PV'=c. La seccion del cilindro es
de 2 m~.
b) Obtener la ecuacion linealizada alrededor del punto de funcionamiento F=10 N.
c¢) Obtener de forma aproximada la evolucién de la posicién cuando partiendo
de la posicion de equilibrio anterior, la entrada se aumenta bruscamente en 1 N.

Datos: K=2 N/m, m=2 kg, y =2, ¢=40.
Solucién
a) En primer lugar la ecuacion que describe el sistema es:

mi=-F-mg+P-S-K(x-1)
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donde la ecuacion que relaciona la presion con el desplazamiento es:
c

SYxY

PV' =P(xS) =c = P=

Sustituyendo en la ecuacion anterior se obtiene:

mi=-F-mg+ -K(x-1)

ST x
que, sustituyendo valores queda:
| 10
X=-—F-98+—5-x+1
2 X
b) El punto de funcionamiento es:

O=—110—9.8+1—02—x0+1 = x,+13.8x,-10=0
2

%o
cuya unica solucién positiva es:
x, =0.827 m
La ecuacion linealizada se obtiene haciendo el desarrollo de Taylor:

. _%AF_,_(i?—l)Ax - _%AF—36.36Ax

Xo

que se puede expresar en forma de funcion de transferencia como:

Ax =05
G(s) = — = 5——
AF 5 +36.36

¢) Si estando en equilibrio con Fy=10N, la entrada se aumenta en IN, se tiene que
la sefial AF es un escaldon de valor 1, por lo que la salida se puede calcular median-
te la funcién de transferencia (las condiciones iniciales de Ax son nulas):

-0.5 -0.5
T M) =
s +36.36 s(s” +36.36)

El sistema tiene dos polos complejos conjugados puros, es decir, es criticamente
estable, por lo que aparecerd en la respuesta un término senoidal no amortiguado

(el sistema oscilard indefinidamente).
La transformada inversa serd de la forma:

Ax(t) = A + Bsen(~+/36.36¢) + C cos(~/36.36¢)

tomando transformadas:

Ax(s) =

Ax(s) = A4 Y3668 Cs
s 5+3636 s°+36.36
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Sumando e igualando el numerador a —0.5 se obtienen los valores de A,B y C:
= -0.01375
A(s* +36.36)+/3636Bs +Cs* =-0.5 = [B=0
C =0.01375

Por lo que la evolucion aproximada final de la posicion del émbolo es:

x(2) = xo + Ax(t) = 0.827 - 0.01375(1 - cos(36.361)) m

PROBLEMA 52. Embolo adiabatico con gas I

Dado el sistema de la figura:

Datos: (;ilindro: seccion S=0.05 m?, longitud L=0.5m.
Embolo: masa M=2kg.
Muelle: K=2000 N/m, longitud en reposo: L=0.5m.

Gas: Gas perfecto con evolucion adiabética: p-y'4 =60 donde Venm’yP

en N/m’ son el volumen y la presion del gas dentro del cilindro.

a) Obtener la ecuacion diferencial que relaciona la entrada (fuerza F) con la sali-
da (desplazamiento x)

b) Obtener la ecuacion linealizada alrededor del punto de funcionamiento defini-
do por x=0.2m. ;Cuél es la frecuencia natural del sistema linealizado? ;Y la frecuencia
propia?

c¢) Calcular de forma aproximada la evolucion de la posicién del émbolo con el
tiempo si estando en el punto de funcionamiento anterior la fuerza F se incrementa
en un término senoidal de amplitud 100 N y frecuencia w. ;Qué sucede si w es pro-
xima a la frecuencia propia calculada antes?.
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Solucién

a) En primer lugar la ecuacion que describe el sistema es:
mi=F+mg-P-S+K(L-x-0.5)
donde la ecuacion que relaciona la presion con el desplazamiento es:

c

PV =P((L—X)S) = C => P=m

Sustituyendo en la ecuacion anterior se obtiene:

c
mi=F+mg-———+K(L-x-05
TS Loy ( )
que, sustituyendo valores queda:
= LF408- 2% 1000x
2 0.5-x)"
b) El punto de funcionamiento es:
0-1F +9.8——92'43—14—1000-O.2 = F,=145334N
2 (05-0.2)"
La ecuacion linealizada se obtiene haciendo el desarrollo de Taylor:
¢ = LAF 4 —ﬂ?—ﬁ- 1000|Ax = ~ AF - 3503.5Ax
2 (0.5-x,)" 2
que se puede expresar en forma de funcién de transferencia como:
Ax 0.5
G(5) = o = T 3307
AF s +3503.5

La frecuencia natural es
w, =~/3503.5 =59.19 rad/s

que coincide en este caso con la frecuencia propia, al ser nulo el coeficiente de amor-
tiguamiento.

c) Si estando en equilibrio con F,=1453.34 N, la entrada se aumenta en una sefial
senoidal de amplitud 100 N y frecuencia w, se tiene que la sefial AF es una sefial
senoidal de transformada de Laplace:

100w

s? + w?

AF(s) =

por lo que la salida se puede calcular mediante la funcién de transferencia (las
condiciones iniciales de Ax son nulas):
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. 50
2 % AF(s) = — 2w 2 2
s° +3503.5 (s +59.19°)(s" +w?)
La transformada inversa serd de la forma:
Ax(t) = Asen(59.19¢t) + Bcos(59.19¢t) + Csen(wt) + Dcos(wt)
tomando transformadas:
59.19A4 Bs Cw Ds
2 2 + 2 2 + 2 2 + 2 2
s°+59.19° s7+59.19° sT+w° sT+w
Sumando e igualando el numerador a 0.5w se obtienen los valores de A, B, C y
D:

Ax(s) =

Ax(s) =

50w = 59.19A(s*> + 0®) + Bs(s* + w*) +
+ Co(s® +59.19%) + Ds(s* +59.19%)

de donde se obtiene:

B=D=0
i -50w*
59.19(59.19* — w?)
50

C= 2 2

(59.19% = @?)
es decir:
2
Ax(t) = 0D en(59.197) + ——2—sen(ar)
59.19(59.19? - w?) (59.19° = w?)

Si la frecuencia de la sefial senoidal de entrada (w ) se aproxima a la frecuencia
propia (59.19 rad/s) la amplitud de la senoidal de salida se hace muy grande (ide-
almente si w— 59.19, la amplitud tiende a infinito). En esta caso, al ser el amorti-
guamiento nulo la frecuencia propia coincide con la frecuencia de resonancia, y ade-
mds el pico de resonancia es infinito, por lo que si la frecuencia de entrada se aproxima
a la de resonancia la amplitud tiende a infinito.

PROBLEMA 53. Maqueta de helicoptero

El sistema de la figura representa un modelo a escala para simular la dinamica
de un helicoptero.
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nmy=0.5kg

=1

m;=1kg

A

]

La fuerza de empuje, F,, la proporciona la hélice que es movida por un motor de
corriente continua, cuya tension u se puede cambiar a voluntad. La relacion entre esa
tension u y la fuerza de empuje viene dada por una ecuacion diferencial de primer
orden de constante de tiempo 7=0.2 seg, y ganancia variable en funcion de la velo-

cidad angular del helicoptero K = 10(1 - 8) newtons, con 6 en rad/seg.

a) Obtener la funcion de transferencia entre la entrada (tension del motor) y la sali-
da (angulo 6) en funcion del punto de funcionamiento 6,.

b) Estudiar la estabilidad del sistema en funcién del punto de funcionamiento.
(Sugerencia: obtener primero los valores de 6, para los que el sistema es critica-
mente estable).

¢) Obtener de forma aproximada los valores de 6§, para los que el sistema es osci-
latorio. Para ello, despreciar en las ecuaciones la constante de tiempo T de la hélice.

d) Si, estando en el punto de funcionamiento 6,=1.5 rad (unos 86°), con u, cons-
tante se procede a desviar con la mano el sistema de su posicion 0.2 rad hacia arri-
ba, soltandolo después, calcular de forma aproximada la evolucion temporal de la
posicion angular. ;Qué sucederia en el sistema real, teniendo en cuenta lo obtenido
en el apartado b)? Nota: se supone que se suelta la hélice con velocidad inicial cero.

Solucion

a) La ecuacion que relaciona la tension del motor con la fuerza de empuje es una
ecuacion diferencial de orden 1, de constante de tiempo Tty de ganancia 10(1-w):

(I) T, +F =10(1-0)u
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La ecuacién del movimiento es la de rotacion:
(II) (m, + my)[*6 = F.L + (m, — m,)gLsen(6)

Sustituyendo valores (aproximando g=10) y despejando la derivada mds alta se
tiene:

(I) F, =-=5F +50(1-8)u

.2 10
I 0 =—F ——sen(0
{r) 373 ()

El punto de funcionamiento se define como:
Foo
10

==5F,+50u, = u,=

0= %F;O ——13gsen(00) = F,=5sen(6,) = u,=0.5sen(6,)

Linealizando las ecuaciones de obtiene:
(I) AE = -5AF, +50(1 - 8,)Au - 50u,A8 =
= -5AF, + 50Au - 25sen(6,)A8

(II) A6 = %Aﬁ; - ?cos(eo)w

Tomando transformadas de Laplace en las ecuaciones linealizadas y despejando
se obtiene la funcién de transferencia:

SAF,(s) = =5AF,(s) + 50Au(s) - 25sen(6,)sA0(s) =>

50 25sen(8,)s
+5

= AF/(s)= mAu(s) - AB(s)

s2 AB(s) = %Ali(s) - %COS(BO)AB(S) =

1 / 10/5
18 10(5sen(6y)s \
- u(s) 3\ 515 +cos(00)}A9(s)

_AB(s) _ 1002

Au(s) 251 5)+ ?sen(@o)s + ?cos(@o)(s +5)

100/3

s> +55% + —13(—)(5sen(00) +cos(6,))s + ?cos(@o)

G(s)
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b) El sistema serd estable si los tres polos tienen parte real negativa, y serd ines-
table si al menos uno de los polos tiene parte real positiva. Para estudiar la estabi-
lidad se considerard en primer lugar la condicidn limite, es decir, los valores de 8,
para los que uno de los polos tiene parte real nula. Al ser el sistema de orden 3, el
polo criticamente estable puede ser un polo real (en cuyo caso serd un polo en s=0)
o un polo complejo conjugado (en cuyo caso serdn un par de polos imaginarios puros).

La primera posibilidad (polo en s=0) se traduce en la condicion:

50
—3—005(60) =0 = 6,=90°
Con este valor los polos del sistema son:

Fe52+ 0520 = {S—O _
3 §=-25+3.23j

Como se observa los otros dos polos son estables. Para comprobar si 6,=90° defi-

ne un limite de estabilidad, tomamos un valor inmediatamente inferior y un valor

inmediatamente superior a éste y comprobamos los polos del sistema. Los polos serdn

muy proximos a los calculados arriba, por lo que los polos complejos serdn estables.

El polo real serd muy préximo a cero, pero puede ser positivo o negativo determi-
nando la estabilidad:

cos(6,)=¢>0

0,=90°-¢ =»
sen(g,) =1

s° +55° +%)-(5+e)s+?s =((s+(7)2 +wp2)(s+a)

50
—€
3

= a=-—2———2->0
(o} +Cl)p

Luego el polo real es estable y el sistema es estable (los polos complejos son prdc-
ticamente iguales a los calculados para 6,=90°.

cos(f,) =-e<0

6, =90+ =
sen(6,) = 1

5° + 552 +%(5+ s)s—%gs = ((s+a)2 +a)p2)(s+a)

_50
_%

=aq
02+wp2

Luego el polo real es inestable, y el sistema es inestable.
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Se concluye que el sistema es estable para puntos de funcionamiento 6,<90° y
serd inestable para 6,>90°.

Falta por comprobar la segunda posibilidad en cuanto a los polos criticamente
estables, es decir, que haya dos polos imaginarios puros. En este caso se tendria:

s +55% + %Q(SSen(HO) +c0s(6,))s + %cos(eo) =

=" +0)(s+0a) =5 +as’ +wis +aw?
Igualando término a término se obtiene:
a=35

ow’ = 5?Ocos(Bo) = o’'= %)-cos(eo)

., 10 10

) —3—c0s(90) =3 (5sen(8,) + cos(8,))

Q
= sen(f,)=0 = 0, = {180°
Por lo que las posibles soluciones estdn justo en el limite del rango posible de
movimiento de la maqueta. Es decir, esta segunda posibilidad no da ningiin limite de
estabilidad valido.
c) Si se desprecia la constante de tiempo de la hélice se tiene un sistema de orden
2. En primer lugar habrd que obtener la funcién de transferencia en este caso:

(I) F,=10(1-0)u

. 2 10 20 . 10
I 6 =—F -—sen(8) = —(1-0)u-—sen(0
) 3F 3 (6) 3( u 3 n(6)

El punto de funcionamiento es el mismo, y la linealizacién da la funcion de trans-
ferencia:

A =2 - 39qu9 - 19cos(¢90)A¢9
3 3 3
2
G(s) - A6(s) _
Au(s)

st + 1—3qsen(90)s + 1—3Qcos(00)

Los polos del sistema son ahora:

1{ 10 100 40
s = —2-(—?sen(00) + \/—9—sen2(90) - 7008(90))
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El sistema serd oscilatorio si los polos tiene parte imaginaria, es decir, si el tér-
mino dentro de la raiz es negativo:

1—ggscfznz(t?o) - ?cos(()o) <0

5c0s*(6,) + 6¢0s(6,) -5 > 0
cuya solucién es
1 > cos(6,) > 0.566
es decir
0° <8, <55.53°
d) Para el punto de funcionamiento 0,=1.5 rad, se tiene:
u, = 0.5sen(g,) = 0.4987 V
En este punto de funcionamiento, la funcién de transferencia es:
_ AB(s) _ 1004
Au(s) s> +5s5° +16.865+1.179

Si la tension de entrada permanece constante, se tiene que Au=0. Por otra parte,
si se desvia el sistema de forma externa (con la mano) de la posicion de equilibrio,
se tiene que las condiciones iniciales de la variable de salida A@ no son nulas. En
concreto, como se desplaza 0.2 rad hacia arriba, y se suelta partiendo del reposo se
tiene que:

G(s)

AB(t=0)=02 rad
AB(t=0)=0

Como el sistema es de orden 3 se necesita también el valor inicial de la deriva-
da segunda. En el momento en que se suelta, la fuerza de empuje vale:

F,=10u, = 4987 N

De la ecuacion dindmica del movimiento se obtiene la condicion inicial para la
aceleracion:

AB(t = 0) = i;‘-F(z =0)- %sen(@(t =0)) =

e

2 10
= 3—4.987 - —é—sen(l.S +0.2)=0.019 rad/s’
Para obtener la salida hay que escribir la ecuacién diferencial que relaciona Au
con A6, y tomar transformadas de Laplace, teniendo en cuenta las condiciones ini-

ciales:
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100
. %
G(s) = 3 5
S~ +55°+16.86s5 +1.179

< AB+5A0+16.86A0 +1.179A6 = 33.33Au

Tomando transformadas (teniendo en cuenta que Au=0, y que hay condiciones
iniciales) se obtiene:

$*AB(s) - s> AB(0) — AG(0) + 55°AB —55A6(0) +
+16.86sA6(s) —=16.86A8(0) +1.179A6(s) =0

-5*AB(0) - 55A0(0) - 16.86A6(0) - A6(0) _
5° +55% +16.865 +1.179 B
0.2s + 5 +3.391
5 4557 +16.865+1.179
La evolucion aproximada se obtendrd como la transformada de Laplace inversa:
AB(1) = -0.2055¢7°7*" + 0.00548¢7>** cos(3.23t + 0.06772)

AB(s) =

PROBLEMA 54. Amortiguador de gas

Se quiere modelar la dinamica del amortiguador de gas representado en el dibujo:

L=0.4m

/
k=296N/m “_—_"1

2 0.01m
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Cuando el émbolo se mueve cambia la presion de las dos partes del cilindro, cir-

culando entre ellas un caudal masico de gas Q,,. Se pide:

a) Obtener las ecuaciones diferenciales que relacionan la fuerza aplicada F con el des-

plazamiento x y la masa de gas m, presente en la parte inferior del cilindro sabiendo que:

- La masa total de gas en el cilindro es constante e igual a: m,+m,= [ kg.

- La longitud en reposo del muelle es de 0.3m.

- La masa del émbolo es de 2kg.

- El caudal masico de gas que pasa de una parte del cilindro a la otra es Q,,=c(P,-P,),
estando Q,, en kg/s, y las presiones en Pa, siendo ¢ una constante desconocida.

- Se supone para simplificar que el gas se comporta de forma isoterma (su tempe-
ratura se supone constante), cumpliendo la ecuacidn de los gases perfectos
PV=mRT, donde R es una constante y m es la masa del gas en el compartimento.

- La presion del gas en reposo es de P,=P,=P,= 400000 Pa.

b) Obtener en funcion de ¢ la funcion de transferencia aproximada entre F y x alre-

dedor del punto de funcionamiento F,=I0N.

¢) Estando el sistema en equilibrio con una fuerza de F=10N se retira esa fuerza,

observandose que el émbolo sube alcanzando una altura maxima de x=0.245m en
0.23 segundos. Calcular de forma aproximada el valor de la constante c.

d) Calcular la evolucién con el tiempo de la posicion del émbolo en el supuesto

anterior.

Solucién

a) Las ecuaciones del sistema son la del movimiento:
() Mx=-F-Mg-K(x-03)+(P,-PF)S
y la del flujo de gas de un compartimento a otro:
() ny=-m =Q, =c(h-F)

Para obtener las ecuaciones diferenciales hay que expresar las dos ecuaciones
anteriores en funcion de x y m,. Para ello se aplica la ley de los gases perfectos, tenien-
do en cuenta que la evolucién se considera isoterma:

PV, = PSx = mRT
PV, = P,S(0.4- x) = m,RT
PV = P,S-0.4 = (m, + m))RT

m, 04P, 04 (1-m)

2 04-x(m +m,)
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Con lo que las ecuaciones quedan:
04FS m 04FS (1-m,)

) X=——1—F—g——}§(x—0.3)+

M M x M (04-x)
N U R (T mp)
arn m = C(O.4P0 . 04F, 04—

Sustituyendo valores queda:
() %=—-LF_08-148x-03)+6.283 ™ —6283-0=")
2 X (0.4 - x)
Iy 1, = -160000c(1’i - —(I—_ﬂ"—))
x  (04-x)

b) Para obtener la funcién de transferencia hay que linealizar las dos ecuacio-
nes. El punto de funcionamiento es F,=10N:

O=_C(PIO_P20) = B, =Py = F, =400000 Pa

O=—%E)—g—148(x0—0.3)+S(P]0—PzO) = x,=02 m

=——=—=05 k%
© = 04P, 0.4 8
Las aproximaciones lineales son:
(I) A¥ = -0.5AF -|148+6.283712 1 6.283—(1—‘—’"&)7 Ax +
X, (0.4 - x,)
6.283  6.283
+ + Am,
X, 04-x,

(II) Arm, = 160000c 1’"—3+£—“—"% Ax -
Xy (0.4-x,)

- 1600000(—1— + 1

x, 04-x,

)Am,

que, sustituyendo valores da:
(I) Ax =-0.5AF -305Ax + 62.83Am,
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(II) A, = 4-10°cAx - 1.6-10°cAm,

Tomando transformadas de Laplace (suponiendo nulas las condiciones iniciales),
y despejando se obtiene la funcién de transferencia aproximada:

(D) sAmy(s) = 4-10°cAx(s) - 1.6 -10%cAm,(s)

4-10%¢
= Am,(s) = ———— Ax
1(9) s+1.6-10%¢ (5)
() s*Ax(s) = -0.5AF(s) + 9.075Ax(s) + 62.83Am,(s) =
4-10%c
= ~0.5AF(s) - 305Ax(s) + 62.83———— Ax
(5) (s) s+1.6-10%¢ ()
G(s) = Ax(s) -0.5(s +1.6-10%¢)
AF(s) s*(s+1.6-10%¢)+305(s +1.6-10%°c)-251.32-10°%
. 6
G(s) = Ax(s) 0.55 +0.8-10°¢

AF(s) s +1.6-10%cs? +305s +236.7-10°¢

¢) La retirada de la fuerza de 10N es equivalente a una sefal escalén de valor —10
para AF, por lo que la evolucion de Ax(t) es la respuesta ante un escalon de valor
—10 de la funcién de transferencia anterior. Si la altura mdxima que alcanza el émbo-
lo es de x,,,,=0.245m, eso implica un valor mdximo para Ax:

Ax,, = X, — %, =0045 m

n

Este dato permite obtener la sobreoscilacién de la respuesta ante escalon, pues el
valor en que se estabiliza Ax tras el escalon se obtiene sin mds que multiplicar el
valor del escalén por la ganancia estdtica de G(s):

Ax,, = Ax(®)  0.045-(=10G(0)) _ 0.045 - 0.0338
Ax(®)  (-10G(0))  0.0338

Por otra parte, el tiempo en que tarda en llegar a ese valor maximo es el tiempo
de pico, que es:

=0.331

t,=023 seg

Si el sistema fuera de segundo orden estdndar, los dos pardmetros anteriores per-
mitirian calcular la funcion de transferencia. Como el sistema es de orden 3, habrd
que hacer una aproximacion: se supondrd que el polo real es mucho mds rdpido que
los polos complejos, de forma que el comportamiento del sistema de orden 3 se apro-
xima al de un sistema de orden 2. Segiin esto, la funcion de transferencia se puede
escribir como:
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Ax(s) _ 0.5s5 +0.8-10%¢
AF(s) s +1.6-10%°cs* +305s +236.7-10°
0.55+0.8-10°¢

(st 28w, s + ,7)(s +Q)

G(s) =

Si el comportamiento del sistema se puede aproximar al de los polos complejos,
se pueden utilizar las ecuaciones del sistema de segundo orden estdndar para cal-
cular el amortiguamiento y la frecuencia natural:

=

§=0331=eF = §=——1—2—=0.332
1+( T )
In(é)
£ =023=" o %
wl’ wn 1_52
= i = 1448 radls

n

~ 02341-03322
Igualando los denominadores se tiene:
s° +1.6-10%¢s? + 3055 + 236.7-10%¢c = (5% + 9.6155 + 209.68)(s +0t)
De donde igualando término a término se obtienen las siguientes ecuaciones:
1.6:10°% = a +9.615
305 = 9.615a + 209.68
236.7-10%¢ = 209.68c

Se podria resolver por minimos cuadrados, puesto que se tienen 3 ecuaciones y
solo 2 incdgnitas. El resultado que se obtiene es

a =9.9384
c=0.8804-107

Sin embargo en este caso no estd claro que esta sea la solucién mds correcta. Otra
posibilidad es despejar de la segunda ecuacion, de donde se obtiene

a=9914
De la primera ecuacién se obtiene
c=122-10"
De la tercera ecuacion se obtiene
c=0.878-107
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por lo que se podria tomar el valor medio:
c=1.05-10"

En todo caso no deja de ser una aproximacion, puesto que el sistema no es de 2°
orden estdndar.
Tomando por ejemplo este tltimo valor, la funcion de transferencia queda:

0.55s+84 0.5(s +16.8)

G(s) = - =
() s* +16.85s% + 3055 + 2485 s((s +3.19)* +15.1 12)(s +10.4)

Con este resultado se puede comprobar la validez de la suposicion inicial. El polo
real es —10.4, mientras los polos complejos tienen una parte real de —3.19, por lo que
son ligeramente dominantes respecto el polo real. La suposicion de que el sistema se
aproxima a uno de segundo orden no es del todo exacta, pero puede ser razonable.

d) Para calcular la evolucion con el tiempo del émbolo bastard calcular la trans-
formada de Laplace y realizar la transformada inversa. En este caso AF es un esca-
l6n de valor —10, por lo que:

Ax(s) = - 0.5s+84 .—10 ~
s? +16.85* +305s +2485 s
55+ 84

" S{(s+ 3197 +15.1%)(s + 10.4)

Ax(t) = 0.0338 - 0.0109¢7'%%" ~ 0.026¢7>"" cos(15.11¢ — 0.495)

Por lo que la evolucién de la posicion absoluta del émbolo serd:
x(t) = Ax(t)+ x, =

= 0.2338 - 0.0109¢7'% - 0.026¢>"" cos(15.11¢ - 0.495)

PROBLEMA 55. Levitacién magnética

La figura muestra un sistema de levitacién magnética:

donde la fuerza F de atraccion magnética depende de la corriente que circula por la
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.2
bobina y de la distancia de la bola al electroimén segin: F = — ,con Fen N, ien

A ey en m. Sabiendo que el aire produce un rozamiento viscoso sobre la bola de coe-
ficiente c=10Ns/m:

a) Obtener las ecuaciones diferenciales que definen el sistema y expresarlas en
forma de ecuaciones de estado validas (para ello elegir las variables de estado de forma
correcta).

b) Obtener las ecuaciones de estado lineales aproximadas y la funcion de trans-
ferencia aproximada entre u e y en funcion del punto de funcionamiento u,.

¢) Si se mide la altura y con un sensor y se define la tension de entrada como u=u,+
k(y-y,), {Cual es el rango de valores de u, en los que existe algin valor de & para el
que el sistema es estable?. ;Y si se mide también la corriente i, definiendo la entra-
da como u=u,+k;(y-y,)+k(i-i,)?

d) Si se mide la altura y con un sensor, y se define la tension de entrada como u=ky,
(Existe algin valor de k para el que el sistema sea estable?

Datos: m=1kg, L=0.01H, R=1€2.

Solucién

a) La ecuacion el movimiento es:
.2

. . 4 .
my=mg—F—cy=mg—7—cy

Mientras que la ecuacién del circuito eléctrico es:

u=Lﬁl—+Ri
dt

Definiendo los estados como Y ¥, 1,y despejando de las ecuaciones anteriores
se expresan las ecuaciones en representacion interna:

dy .

dt =)
dy i c
d_,F e
dt my m
di R. 1
— = ——f =y
dt L L

que, sustituyendo los valores quedan:
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dy .
dr Y
. .2
D _95-L 105
dt y
i = —-100i + 100u
dt

b) Para linealizar las ecuaciones anteriores se calcula en primer lugar el punto
de funcionamiento:

0 = -100i, + 1004, =

Iy = U,
.2 2
0-98-2 = y -%
Yo 9.8
Las ecuaciones aproximadas lineales son:
dAy .
A
dt Y
. .2 . 2
By h_py 2k ai-10ay =25 ay-1085- 280
dar Yo Uy Uy
dai = —100Ai + 100Au
dt

Para obtener la funcién de transferencia se toman transformadas de Laplace:

sAi(s) = =100Ai(s) + 100Au(s) = Ai(s) = 100 Au(s)
+100

2

s Ay(s) = 28 Ay(s) - 10sAy(s) - 196 Ai(s) =

”é Uy
9.8* 19.6 100
= Ay(s) - 10sAy(s) - Au(s
A6 = 1088y(5) = S =—=En Aus)
de donde se obtiene:
-1960
G(s) = iyisi = 920 o
s (s2+10s— = )(s+100)
Uy
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c) Si se define la entrada como una realimentacion de la salida Au=-k(Ar-Ay)
(donde en este caso Ar=0) la funcion de transferencia aproximada en bucle cerra-
do es:

1960k
M(s) = —kG(s) _ U, _
1 - kG(s) (sz +10s - 96?4)(5‘ +100) + 1960k
0 Uy
1960k
= Uy

$ +1105% + (1000 - 202 1960k _ 5604

2
U Uy Uy

Otra forma de obtener el polinomio caracteristico en bucle cerrado en este caso
es sustituir en la ecuacion de estado aproximada Au=kAy, obteniendo la matriz del
sistema y sus valores propios. El resultado es el denominador de M(s). Para com-
probar la estabilidad se estudia en primer lugar el caso en que el sistema es criti-

camente estable. Habra un polo en s=0 si:
1960k 9604 49
-——=0 = =2

Uy Uy Uy

Para ese valor de k, los otros dos polos serdn:

s* +110s + (1000 - 96'?4) =0
Uy
~110 \/1102 - 41000 - 96'?4)
= S = 0
2
Estos dos polos serdn estables siempre que:
1000 - 96'?4 >0 = u,>0.3l

Uy

En ese caso existird un valor de k para el que el sistema es estable, pues para k
ligeramente menor o ligeramente mayor que 4.9/u, los tres polos serdn estables. Para
comprobar si k debe ser mayor o menor se toma por ejemplo u,=1 y k=5, obtenién-
dose unos polos: -101.0758, -8.7013, -0.2229.

Si el punto de funcionamiento es u,<0.31 cuando se tiene un polo criticamente
estable hay otro que es inestable, luego el sistema es inestable. En este caso habria
que comprobar la segunda posibilidad en la que se pueden tener polos criticamente
estables, es decir, polos imaginarios con parte real cero. La ecuacion seria:
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s° +110s* + (1000 - 96'?4)s+ 1960k _ 2604 _

2
Uy Uy Uy

=(s>+0)(s+a) =5 +as* +w’s +aw’

que no tiene ninguna solucion posible si u,<0.31, pues o# es siempre positivo.

El rango de puntos de funcionamiento en que el sistema se puede estabilizar con
la realimentacién de la salida es u,>0.31.

Si se mide también la corriente y se define la entrada como: Au=k,Ay+k,Ai el
polinomio caracteristico en bucle cerrado se puede obtener a partir de la matriz
del sistema en bucle cerrado:

dA
— = Ay
dt Y
AS ) 2 19.
by 9% ) 0ay- 120
d u Ko
%= ~100Ai +100(k, Ay + k,Ai)
t

Con lo que el polinomio caracteristico es:

|sI - Al =||- s+10
0 Uy
-100k, 0 s+100(1-k,)

s 0
96.04 £6_

2

= 5* + (110 - 100k, )s” + (1000 - 1000k, — i’if.f)s +
Uy

N 1960k,  9604(1 - k,)

2
Uy Uy

Si u,>0.31 es evidente que el sistema se puede estabilizar (basta con hacer k,=0
y se tiene el caso anterior). Asi pues se considerard el caso u,<0.31. El sistema
serd criticamente estable (con polo en s=0) si:

1960k, _ 9604(12—k2) _0 = k= 4.9(1 - k,)
Uy U, U,
En ese caso los otros dos polos son las raices de:
96.04

5% + (110 - 100k, )s + (1000 — 1000k, -——)=0

0

Las raices de este polinomio son:
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~110 + 100k, + \/(1 10 - 100k;,)? — 4(1000 - 1000k, - 96'?4)

0

S =

2

Para que estas raices sean estables (parte real negativa) se debe cumplir que:
-110+100k, <0 = &k, <1.1

y ademds
10001000k, - 2025 0 =, <1 200004
7 %
que se resume en
b <1- 0.092604
U,

Como conclusion, para cualquier valor de u, distinto de cero existen los valores
de k, y k, tales que el sistema en bucle cerrado es estable, ya que basta tomar k, de

forma que se cumpla la condicion anterior, y tomar después k, ligeramente mayor
49(1-k
que 221=%)
uO

cerrado son: (-1109.7, -0.14355+ 32.823i,-0.14355- 32.823i ).
d) Si se define u=ky las ecuaciones exactas en bucle cerrado son:

Como ejemplo, si se toma uy=0.1, k,=-10, k;=600, los polos en bucle

dy .
di Y
. .2
D _g95-T 109
dt y
di
— ==100i + 100
dt £
El punto de funcionamiento es ahora:
i 2 i 2
0=98-2> = y ==X
Yo 9.8
i 9.8 9.8
0 =-100i, + 100 = = =k2X == =y ="
0 ky, o = kY, 93 0= Yo B
Para comprobar la estabilidad se calcula el sistema lineal aproximado:
dby _
dt
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aby = iQ;Ay - 2i—°Ai - 10Ay = k*Ay — 10Ay - 2kAi
dar Yo
idA?l- = -100Ai + 100kAy
Los valores propios de la matriz de estado en bucle cerrado son las raices del polinomio.:
s -1 0
IsI-Al=| -k* s+10 2k | =

-100k 0 s+100
=5 +110s + (1000 - k*)s + 100k>

Para comprobar la estabilidad se estudia la posibilidad de que el sistema sea cri-
ticamente estable. No puede haber un polo real en s=0, porque en ese caso k=0, lo
cual no es una solucién vdlida (u seria cero). La otra posibilidad es que haya un par
de polos complejos con parte real nula:

s> +110s% + (1000 - k?)s +100k% = (s* + w*)(s + a) =
=5 +as® + w’s + aw?

de donde se obtiene:

a=110
2 2
w? =1000-k* = 100k = 100k k =22.887
a 110

Para este valor de k, el polo real es estable por lo que el sistema st se podrd esta-
bilizar. Si se toma un valor de k menor que 22.887 se comprueba que los polos son
todos estables.

PROBLEMA 56. Levitacion en chorro de aire

El sistema siguiente modela la levitacion de una bola en un flujo de aire vertical:

@ 4 vy

e,

yu
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donde u es la tension que se aplica al motor de continua, v, es la velocidad del aire
cuando sale de la hélice y v,(y) es la velocidad del aire a una altura y (que disminu-
ye con la distancia a la hélice). Sabiendo que:

- Larelacion entre la sefial 4 y la sefial v;? ha sido determinada experimentalmente

5
s+10 .
- La funcion que define la relacion de la velocidad del aire con la altura es

quedando definida por la funcidn de transferencia G(s) =

v,(y)=v, e

- La fuerza de rozamiento viscoso entre el flujo de aire y la bola es proporcional
a la velocidad relativa entre éstos y el coeficiente es c=1.

Calcular:

a) Las ecuaciones diferenciales que definen el sistema.

b) Las ecuaciones lineales aproximadas. Expresarlas en forma de funcion de trans-
ferencia aproximada entre u € y, en funcion del punto de funcionamiento u,.

¢) Si se mide la altura y con un sensor, y se define la entrada como u=u,+100(Ar-
(y-y,)) (donde Ar es la altura de referencia respecto del punto de equilibrio y,), obte-
ner el minimo valor de u, para el que el sistema aproximado en bucle cerrado es esta-
ble. Obtener la frecuencia con que oscilaria el sistema en bucle cerrado en ese punto
de funcionamiento.

d) Si en lugar de definir la realimentacion con incrementos, se define directamente
u=100(r-y) (en las ecuaciones exactas), obtener el valor de r, que da lugar al mismo
punto de funcionamiento anterior (es decir al mismo valor de y,). Determinar si el sis-
tema realimentado es estable en ese punto de funcionamiento.

Datos: m=0.1kg. Todos los datos en unidades del S.I.

Solucion

a) La ecuacion diferencial que relaciona la velocidad de salida del aire del ven-
tilador con la tensién de entrada es:

Zid?(vf) +10v? = 5u

2 +10v2 =5u = ¥, =-5v, +25—” )
vs

La ecuacion diferencial del movimiento vertical de la bola es:

my = -mg —c(y=v,(y)) = —-mg-cy +cve™
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que sustituyendo valores queda:
j=-10-10y +10ve™ n
b) El punto de funcionamiento queda definido por:
Su U,

= 0 = [0
0=-5v,+ = y,=

sz

1. u
=-10+10v e = = =In(=>
s0 yO 4 ( 2 )
Las ecuaciones lineales aproximadas son:

Au

Av, = (-5— Slhy )Avs +—5—Au = ~10Av, +

5
2v,,° 2v, 21,

50
A = —10A) - 20v, e Ay + 10e™* A, = ~10Aj - 20Ay + 102

$
o

Tomando transformadas de Laplace en las ecuaciones anteriores y despejando se
obtiene:

5

> Au(s) = Av,(s)= m Au(s)
\2u, (s +10)

102
s*Ay(s) = ~10sAy(s) - 20Ay(s) +
N
1042

iy Av(s)

—————Av

(s” +10s +20)

por lo que la funcion de transferencia entre la tension y la altura de la bola es:
50

Ay(s) _ Uy

Au(s)  (s* +10s+20)(s +10)

sAv (s) = =10Av (s) +

Av,(s)

= Ay(s) =

G(s) =

c) Si se define la entrada como u=u,+100(Ar-(y-y,)) se tiene en realidad Au=100(Ar-
Ay) , es decir, una realimentacion de la salida con ganancia 100.
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A, A, A,
_ 100 »| O >
La funcion de transferencia en bucle cerrado es:
5000
M(s) = 100G(s) _ U, S
1+100G(s) (52 1105 420)(s +10) +
0
5000
= Yy
5000
s° +20s” +120s+ 200 +
Uy

Para que el sistema sea estable todos los polos deben tener parte real negativa.
El limite de estabilidad se dard cuando haya un polo con parte real nula. Si fuera un
polo real en s=0, se tendria que

5000

Uy

200 + 0

que no da ninguna solucién vdlida (si u, es negativa el ventilador aspiraria la bola

hacia abajo). La otra posibilidad es un par de polos complejos conjugados con parte
real cero. En ese caso se tiene:

5000

U

s* +20s* +120s + 200 + =(s*+w)(s+a) =

=5 +as’ +ws +aw’

de donde igualando término a término se obtiene:

a=20

w® =120

a0® =200+ 2% _ 2400 = u, =2.2727V
Uy

Para valores mayores que éste el sistema seria estable. Para comprobarlo basta
con calcular los polos para un valor ligeramente mayor de 2.2727.
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En el punto de funcionamiento u,=2.2727 el sistema tendria dos polos imagina-
rios puros de parte imaginaria w=10.954 rad/s, por lo que ésta es la frecuencia con
la que oscilaria.

Para uy=2.2727, el valor del punto de funcionamiento es y,=0.032.

d) Si se define la realimentacién sin incrementos u=100(r-y), las ecuaciones dife-
renciales del sistema quedan:

y, = =5y, + 200N
2v,
y=-10-10y +10v.e™ {n
El punto de funcionamiento quedard definido ahora por:
0=-10+10ve™"

, 5000, - )

2v,,

0=-5v,
Para que el punto de funcionamiento sea igual al anterior (y,=0.032) se tiene:

v, =1.06609 = 1, =0.05473

Para comprobar si el sistema es estable en ese punto de funcionamiento hay qye
obtener el sistema lineal aproximado:

Av, = (—-5 - é(l(r0 - yo)) Av, + 2—5—9Ar _B0
V5o Vso Vso

= -10Av, - 234.5Ay + 234.5Ar

Ay =

Ay = =10Ay - 20v e Ay + 10e™>° Av, = =10Ay - 20Ay + 9.3809Av,
Tomando transformadas de Laplace y despejando se obtiene:
Ay(s) 2200 B 2200
Ar(s) s° +20s> +120s +2400  (s? +10.954%)(s + 20)

por lo que el sistema tiene dos polos imaginarios con parte real cero, es decir, es cri-
ticamente estable, lo que significa que no es estable desde el punto de vista BIBO.

PROBLEMA 57. Submarino

El sistema de control de profundidad de un submarino esta formado por un depé-
sito de compensacion, que puede llenarse parcialmente de agua para compensar el
empuje y el peso, y de esta forma hacer que el submarino suba o baje. El volumen
total del submarino es constante e igual a 15 m*. La masa total del submarino (con
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el depdsito de compensacion vacio) es de 14000 kg. La forma de modificar la fuer-
za es hacer que el depésito de compensacion se llene mas o menos de agua, con lo
que el peso supera al empuje o al revés. Para poder hacer esto, se dispone de un poten-
te compresor de aire que permite fijar a voluntad la presidn en el depdsito (p)). El
caudal de agua desde el depdsito al mar (o viceversa) depende de la diferencia entre

esta presion y la presion exterior pe, de forma que ¢ =10°(p, - p,), estando en uni-

dades internacionales. La presion exterior depende de la profundidad p, = pgh, con
p =1000kg/ m’

Deposito de
compensacion

1 _Airea presion

— _Agua v
a T

a) Obtener las ecuaciones diferenciales que modelan el comportamiento del siste-
ma, considerando como entrada la presion p,. Expresarlas en representacion interna.

b) Obtener las ecuaciones linealizadas en representacion interna en funcion de la
profundidad de equilibrio 4,.

¢) Obtener la funcion de transferencia aproximada entre la entrada (p;) y la sali-
da (h), estudiando su estabilidad en funcion de 4,.

d) Para controlar la profundidad del submarino alrededor del punto de funciona-
miento 7,=500m se decide medir la profundidad / y realimentar de forma que
Ap, = k(Ar - Ah) (Es posible estabilizar el submarino de esta forma? Si no es asi,

{como se podria estabilizar?

Solucion

a) Por una parte se tendrd la ecuacién del movimiento vertical:

d .

—\mh|=mg-E

4 r( T ) r8
donde m;=14000+m, es la masa total del submarino (incluida el agua del deposi-
to), y donde el empuje es constante E=15000g (el volumen desalojado por el sub-
marino es constante). Desarrollando la ecuacion se obtiene:
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%((14000 +m,)h) = (14000 + m, )i + ri o =
= (14000 + m,)g — 150008 = m,g — 1000g

despejando la derivada mds alta se obtiene:
i h , 9:8m, - 9800
(14000 + m,) (14000 + m,)

Por otra parte se tiene la ecuacion de llenado del depésito de compensacion. El
caudal volumétrico es ¢ =10°(p, - p,), por lo que la ecuacién de la evolucién
del volumen de agua es:

V, = -10°(p, - p,) = =10™(p, - 9800k)
donde el signo negativo indica que el depdsito se vacia si la presion interna es mayor

que la externa.
Si se define como variable la masa de agua en lugar del caudal se tendrad:

. y -3
m, = pV = -107(p, - 9800h)
que es la segunda ecuacion diferencial que define el sistema. Para expresar las ecua-
ciones en representacion interna se definen los estados: h, h , m, . Las ecuaciones en

representacion interna serdn:

dh h h 9.8m, - 9800 _

— + =
dr (14000 +m,) (14000 + m,)

_ 107(p, - 9800m)h _9.8m, - 9800
(14000 +m,) (14000 +m,)

dm,
dt
b) El punto de funcionamiento es:
Pio = 9800A,
m,, = 1000

Las ecuaciones linealizadas son:

= ~107(p, - 9800h)

indice



MODELADO DE SISTEMAS FiSICOS. LINEALIZACION 149

o .
dbh_10°(p =9800h) o, 98 14000+98£)0
dt (14000 +m,,) (14000 + m, ;)

que, sustituyendo queda:

Am,, + OAh

Bk 6.533-10% Am,
dt
AAm, 107 Ap, +9.8Ah
dt

c¢) Tomando transformadas de Laplace y despejando se obtiene la funcion de trans-
ferencia:

sAm,(s) = -107° Ap;(s) +9.8Ah(s)
~107Ap.(s) + 9.8AA(s)

= Am(s)=

~ Ap,(s) + 9.8Ah(s)
§

s*Ah(s) = 6.533-10™ Am,_(s) = 6.533-10™ ~10

por lo que la funcion de transferencia es:
Ah(s) ~ -6.533- 1077
Ap(s) s -6.4023- 1073

G(s) =

Para estudiar la estabilidad, como la funcién de transferencia es constante (no
depende de h,) bastard con calcular los polos:

0.1857
-0.09285 £ 0.1608

por lo que hay un polo con parte real positiva, y el sistema es inestable.

$2-6.4023-10° =0 = s={

d) Se define el sistema en bucle cerrado como: Ap, = k(Ar — Ah), es decir, una

realimentacion de la salida con controlador k. La funcion de transferencia en bucle
cerrado serd por tanto:
-6.533-107k
M(s) = kG(s) - 5 > i
1+ kG(s) s -6.4023:-107 -6.533-10""%

Para comprobar si existe algiin valor de k para el que el sistema en bucle cerra-
do es estable se comprobard en primer lugar el caso criticamente estable (un polo
con parte real nula). Para tener un polo en s=0 la condicion es:

-6.4023-107 -6.533:107k =0 = k =-9800

En ese caso el sistema tiene los 3 polos en s=0. Se puede comprobar que para
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un valor de k inmediatamente superior o inmediatamente inferior a éste hay siempre
al menos un polo con parte real positiva, por lo que el submarino no se puede esta-
bilizar.

Para estabilizar el submarino seria necesario medir alguna otra variable de esta-
do. Si se mide ademds de h, su derivada y la masa de agua en el depdsito se puede
definir una realimentacion del estado de la forma:

Ap, = kA +k,Ab +k Am, +k  Ar

Con esta realimentacion se puede conseguir los polos en bucle cerrado que se
deseen, por lo que el submarino si se puede estabilizar (basta con elegir los 3 polos
con parte real negativa).

PROBLEMA 58. Polea con depésito

El sistema de la figura consta de un cilindro que gira alrededor de un eje fijo. Dicho
cilindro tiene una cuerda enrollada, en cuyo extremo cuelga un deposito. Solidaria al
cilindro hay una barra de longitud L y peso despreciable, que tiene en un extremo una
masa m. Por efecto del peso del depésito, el cilindro gira con lo que la masa m se
eleva. La variable de entrada al sistema es el caudal de entrada al dep6sito, y la varia-
ble de salida es el angulo 6.

a) Obtener las ecuaciones diferenciales que modelan el comportamiento del sis-
tema.

b) Expresar las ecuaciones anteriores en representacion interna.

¢) Obtener la funcion de transferencia aproximada entre la entrada u y el angulo
6, en funcion del punto de funcionamientod,.

d) Estudiar la estabilidad del sistema en funcion de 8,
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Datos: L=2m, m=100kg, R=0.1m, Seccion depésito: S=1m?, Orificio de salida:
A=0.001m’. Peso del deposito despreciable.

Solucién

a) Si se llama T a la tension del cable, las ecuaciones del movimiento son:

mgLcos(0) - TR = mI’0

d N e,
E(magmy) - E—(Shpy) = T + Shpg

donde y representa la posicion vertical del depésito desde la polea hacia abajo (la
variable y aumenta conforme el depdésito desciende).
Si se supone que el cable es rigido se tiene que:

y=-RO = y=-RO
por lo que sustituyendo se obtiene:

d . dy,. di. -
E(Shpy) - —SpR;,;(hB) - -T+Shpg = T = Shpg+ SpRE(he)

Con lo que la ecuacidn final del movimiento es:

mgLcos(8) ~ SRhpg — SpR*(h6 + hO) = mI*6
Sustituyendo los valores y simplificando queda:

2000cos() - 10004 - 1046

400 + 104
Para completar las ecuaciones que describen el sistema falta la ecuacion de lle-
nado del depdsito:

(I 6=

Sh=u-A-2gh

que sustituyendo valores queda:
(II) h=u-4472-10"Vh
b) La expresion de las ecuaciones anteriores en representacion interna se obtie-

ne sin mds que definir los estados: x, =0 X = 6" x, = h, y expresar las ecuacio-
nes anteriores de la forma:

X, = fi(x),%,,%5,1)

X, = fo(x,%,,%5,u)

X3 = f3(x;, %, %5, 1)

En este caso se tiene:
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X =X,
_2000cos(x,) - 1000x;, - 10:x, (1 - 4472107 x, )
X, =

’ 400 +10x,

Xy = u~4472-107 [x,

donde se ha sustituido la expresion de la derivada de h para tener una representa-
cién interna correcta.

c) Para obtener la funcién de transferencia aproximada entre la entrada y el dngu-
lo hay que linealizar las ecuaciones. El punto de funcionamiento es:

0= 2000cos(4,) - 10004,
400 + 10k,
0=u,-4472-10"[hy = u, =6.324-107/cos(,)

Se linealizaran las ecuaciones (1) y (1) por separado, para tomar después trans-
formadas de Laplace, y despejar mds fdacilmente la funcion de transferencia pedida.

hy = 2cos(6,)

(D AG = MAQ +
400 + 10A,
, =1000(400 + 10,) - 10(2000cos(6,) ~ 1000k,) ,
(400 + 10k, )’

que simplificando da:

-2000sen(6,) AG+ -400000 -~ 20000 cos(6,) Al
400 + 20cos(6,) (400 +20cos(6,))’

. =3 ] 3
(11) Ah=Au-MAh=AM—M—Ah

2.k, \Jcos(8,)
Tomando transformadas de Laplace (suponiendo condiciones iniciales nulas) y
despejando se obtiene:

(I) A8 =

1
1.581-107
S+ —

Jcos(6,)

-400000 - 20000cos(6,)

(400 + 20cos(6,))’
2000sen(6,)

400 + 20cos(6,)

(1) Ah(s) = Au(s)

Ah(s)

1) A6(s) =

Con lo que la funcion de transferencia final es:
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-400000 - 20000cos(6,)
ABGs) _ (400 + 20cos(6,))’
Au(s) ([,  2000sen(d,) ) [ 1.581-107)
s+ s+
200+ 20cos() )| Jeos(@y) |

d) Para analizar la estabilidad hay que estudiar la parte real de los polos de la
funcién de transferencia. El sistema serd estable si todos los polos tienen parte real
menor que cero. Si hay un polo con parte real positiva el sistema serd inestable.

Uno de los polos es siempre estable, pues

1.581-107°
— <

Jcos(6,)

Los otros dos polos dependen del valor de 6,

() G(s) =

Polo] = - 0 Vg,

Si
2000sen(6,) 50 © 6,50
400 + 20cos(6,)
Hay dos polos imaginarios puros:
Polos2y3 = + 2000sen(6,)
400 + 20cos(6,)

Por lo que el sistema es criticamente estable.
Si
2000sen(8,)
400 +20cos(6,)

Hay dos polos reales diferentes:

Polod = \/_ 2000sen(f,)

<0 =« 6,<0

400 + 20cos(6,)

Polo3 = + |- 2000sen(6,) >
400 + 20 cos(6, )

Por lo que el sistema es inestable (hay un polo con parte real positiva).
El resumen del andlisis de estabilidad es:

INESTABLE si -90<6,<0
CRITICAMENTE ESTABLE si 0<6,<90
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PROBLEMA 59. Depdsito con flotador

El sistema siguiente representa una esfera flotando dentro de un tanque esférico
de agua.

Qs

La entrada al sistema es el caudal entrante, Q,, que se puede variar mediante una
electrovalvula.

a) Obtener las ecuaciones diferenciales que relacionan el caudal de entrada con el
nivel de agua en el deposito y la posicion vertical de la esfera, expresandolas en repre-
sentacion interna.

b) Obtener la funcion de transferencia aproximada entre el caudal de entrada y la
posicion de la esfera para el punto de funcionamiento Q,,=0.06 m’/s.

c) Calcular la evolucion con el tiempo de la posicion de la esfera si estando en el
punto de funcionamiento anterior se abre la valvula pasando el caudal al valor 0.065
m?*/s. A la vista de la evolucion temporal, ;Se podria aproximar esta respuesta a la
de un sistema de orden menor? Definir ese sistema de orden reducido.

d) Si se mide la posicion de la esfera con un sensor y se define la entrada como
AQ=kAy. ;Considerando el sistema reducido anterior, se puede conseguir que el sis-

tema en bucle cerrado sea estable y sobreamortiguado? ;Y si se considera el sistema
total?
Datos:
- Tanque esférico: R=2m, orificio de salida A =0.01m>.
- Esfera flotando: radio =1m, masa m=1000 kg
- Volumen de un casquete esférico de altura h: V=mh’(R-h/3), donde R es el radio
de la esfera.
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Solucién

a) Se define y como la posicion de la parte inferior de la esfera, y h como el nivel
del agua en el depdsito,

————{h%R—ﬂ wh -y =" )

3
=0,-0,=0.-A~2gh

Desarrollando la derivada se obtiene
[27R — 70 - 270 (h - y) + 7 - ¥’ o+ |27 (R = y) = (R - » =

= 0. - An28h
que se simplifica, sustituyendo valores:
() [27h+ 21y + 7y* = 27y +[ 2700 = y) - - 3Py =
= Q, -0.01419.6h

La ecuacion del movimiento vertical de la bola es:

y)-mg

3y h-
m-y = E-mg = pga(h-y)(r-
que se simplifica a:
n j =9.8a(h - y)* (1— ) 9.8

Para expresar las ecuaciones en representacion interna se definen los estados
como h, y, dyldt, quedando:
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dr 2:rh+2ny+ny2—21rhyy 2mh + 27y + ;y” — 2mhy

dh  2a(h-y)-m(h-y)" s Q, -0.014/19.6h

dy .
dr Y
% —98m(h-yP(d-""2) 038
t

b) El punto de funcionamiento es:

0=0,-001v19.6./h, => h,=1836Tm

0 = 9.87(h, - y,)2(1 - ﬁ%ﬁ) ~9.8
= -y, = 06355 =y, =12012m

Linealizando las ecuaciones se obtiene:
Ah =
2
— o/~ - 1
27hy + 21y, + 7y, = 27k, 27y + 27y, + 71y, — 270hy Y,
{—(Q‘)0 — 0.01,/19.6], (27 + 21y, - 27h,) }
* Ay +

(2.7th0 + 27y, + my,” = 2mh,yy, )2
.00 4.9/, (2hy + 27y, + 7y, = 27hy Y,
{ (2.75h0 + 27y, + y," = 27y Y, )2
) (Q. - 0.01/19.6h, (27 - 2:%)}Ah
(Znho + 27y, + 7y,” = 27hyy, )2
Ay = {=19.6m(h, - y) + 9.8m(h, — 3,)* }Ay +
+{19.6m(h, - y) - 9.87(hy = y,)* } A

que sustituyendo valores queda:
Ah = =0.2792A5 + 0. 1025AQ, - 0.001674Ah

Ay = =26.697Ay + 26.697Ah

Para obtener la funcion de transferencia basta con tomar transformadas de Lapla-
ce y despejar:
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sAh(s) = =0.2792s5Ay(s) + 0.1025A0, (s) = 0.001674Ah(s)
-0.27925Ay(s) + 0.1025A0, ()
s+0.001674

s*Ay(s) = =26.697Ay(s) + 26.697Ah(s) =
~0.27925Ay(s) + 0.1025AQ, (s)

= Ah(s) =

= —26.697Ay(s) + 26.697
s +0.001674
De donde se obtiene:
Ay(s) _ 2.7364 _
AQ.(s) s(s+0.001674) +26.697(s + 0.001674) + 7.4538s
27364

T @ +0.0016745% + 34.1505 + 0.04469

c) Si el caudal pasa a ser 0.065 se tiene un escalén de valor 0.005 para la serial
AQ, , por lo que la evolucién es la transformada inversa de:

0.005-2.7364
Ay(s) = — : -
s(s* +0.001674s + 34.150s + 0.04469)
) 0.013682
5(s +0.001308)((s + 0.0001827)* + 5.8438)

Ay(t) =

A+ Be *®P% 1 Ce¥%01%7 sen(5.84381) + De ™' cos(5.8438¢)
Tomando transformadas, sumando e igualando los numeradores se obtiene:
A= 0.3063

B=-0.3063
C=-6.8559 10°

D=-1.1058 107
A la vista de los valores calculados, los términos senoidales de la respuesta son

muy pequefios por lo que la respuesta se puede aproximar a:
Ay() = 0.3063(1 — %1%

que es la respuesta de un sistema de primer orden de ganancia estdtica K=0.3063/0.005

y de constante de tiempo 1/0.001308:
61.2
G(s) =~ _6126
1 +764.5s

d) Si se define AQ,=kAy considerando el sistema reducido de orden 1 se tiene un
sistema en bucle cerrado:
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Ay(s)(1 +764.55) = 61.26AQ, = 61.26kAy(s)
= (76455 +1-61.26k)Ay(s) =0
por lo que el tinico polo en bucle cerrado seria:
61.26k -1
" 7645

Para que sea estable basta con que sea negativo. En este caso también serd sobre-
amortiguado, por ser un solo polo real:

61.26k-1<0 = £k <0.01632
La misma conclusién se obtiene si se plantea directamente la funcién de transfe-

rencia en bucle cerrado (suponiendo que AQ,=-k(Ar -Ay), aunque Ar sea cero en este
caso), es decir:

M(s) = =GO _ -61.26k
1-kG(s) 764.5s +1—-61.26k

Si se considera la funcién de transferencia total de orden 3 siguiendo el mismo
razonamiento se obtiene el polinomio del denominador en bucle cerrado siguiente:

s* +0.001674s% + 34.150s + 0.04469 —2.7364k

Para que el sistema sea estable y sobreamortiguado el polinomio anterior debe
tener 3 polos reales negativos. Para comprobar si esto es posible se considera en pri-
mer lugar el caso en que se tiene un polo real criticamente estable. En ese caso se
tiene:

0.04469-2.7364k =0 = k =0.0163

Para este valor de k los otros 2 polos son —0.000837 + 5.8438j, es decir son
estables, pero muy oscilatorios (amortiguamiento casi cero). Para que el sistema sea
sobreamortiguado se necesita que la parte imaginaria de esos polos sea cero. Para
ver si existe un valor de k en el que se cumple ésto se considera el caso limite en
que se tiene un par de polos complejos conjugados con parte imaginaria cero y un
tercer polo real, es decir:

s +0.001674 s> + 34.150s +0.04469 - 2.7364k =
=(s+a)(s+b) =5’ +(2a+b)s* + (a* +2ab)s +a’b
de donde se obtiene
2a+b=0.001674 = b=0.001674-2a
a’* +2ab=3415 = a*+2a(0.001674 - 24) = 34.15
= a=0.000558+£3.374;

es decir, no existe ninguna solucion real para a, por lo que no existe ningtin valor de
k en el que todos los polos tengan parte imaginaria cero.
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PROBLEMA 60. Invernadero

Un invernadero dispone de una compuerta para regular la intensidad luminosa

segun la figura:
A\ -
x
\

L,

Sensor

En el interior se tiene un sensor para medir la luminosidad interior (L,), que depen-
de de la luminosidad exterior y de la posicion de la compuerta segin la ecuacion:

L = L, sen(6)

El sensor es el circuito eléctrico de la figura:

—éDR(Ls)
0V — |

%JOkQ :ll-_ 100uF ‘J’

donde el elemento sensor es una LDR (resistencia variable en funcion de la luz que
recibe). La relacion entre la luminosidad y la resistencia de este elemento es:

100
1+L

S

R(L) = kQ

La entrada manipulada () es el par en el eje de la compuerta. La salida a contro-
lar es la medida del sensor (y). La compuerta se supone homogénea, de masa 10 kg
y momento de inercia respecto del eje de J=20 kg m*.

a) Obtener las ecuaciones que definen el sistema (incluyendo el sensor), y expre-
sarlas en representacion interna.

b) Obtener las ecuaciones lineales aproximadas y la funcién de transferencia entre
la entrada y la salida en el punto de funcionamiento definido por y,=8 V (suponien-
do la luminosidad exterior constante € ignal a L,=100) .

¢) Si se define una realimentacion del estado en el sistema aproximado. ¢ Es posi-
ble estabilizar el sistema en bucle cerrado midiendo unicamente uno de los estados?
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Solucion

a) Las ecuaciones del movimiento de la compuerta son:

Jo = mgécos(@) -u = 6 =49cos(f)-0.05u

Por otra parte las ecuaciones eléctricas del sensor son:

10=Ri+vc 4 5

. ( 10) 10
v, . = V,=={l+—|v, +—
z=104+10 v, R R

donde se han definido las corrientes y tensiones:
i

R(Ly)

10V — ,
10k -|- 100uF ¢y= Ve
% T

Sustituyendo la resistencia variable en funcién de la luminosidad se tiene:

R(L) - 100000 o _ 10°
1+ L 1+ L, sen(0)

por lo que la ecuacion eléctrica queda:
5, = _/1 N 1+ L, sen(H))

Tomando como variables de estado la tension en el condensador, la posicion 0y
su derivada (la velocidad angular) se tienen las ecuaciones en representacion

interna:

v, +1+ L, sen(8)

a6 _4

dt

40 = 4.9¢cos(0) - 0.05u
dt

dv, (1 N 1+ L, sen(0)\

- e 1+ L sen(@
da\ 10 }vf++“se()

siendo al salida:
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b) 8i la luminosidad exterior es constante (L,=100), el punto de funcionamiento
definido por y,=8V es:

0=-(1+ﬂ9%ﬁ)8+1+100sen(00) = §,=04 rad

0 =4.9cos(6,) - 0.054, = u,=9024 Nm
Las ecuaciones lineales aproximadas son:

—— = -4.9sen(6,)A0 - 0.05Au = -1.911A6 - 0.05Au

dAv ( 1+ 1005en(00)\
A DRl bt LU Y ~10v_, +100)cos(8,)A6 =
a U7 10 ) e+ (10 Joos(y)

= -5Av, +18.42A60
siendo la salida

Ay = Av,

Para obtener la funcién de transferencia entre Au 'y Ay basta con tomar trans-
formadas de Laplace y despejar:

s*AB(s) = ~1.911A8(s) - 0.0SAu(s)} - Ay(s) _ -0.921
sAy(s) = =5Ay(s) + 18.42A0(s) Au(s) (s*+1.911)(s+5)
c) Si se define una realimentacién del estado de la forma:
Au = kAO + kA8 + k,Av, + ar

la ecuacion del sistema en bucle cerrado es:

488 _ b

dt
d—jtﬁ = ~1.911A6 - 0.05(k,A8 + k,AD + k;Av, + ar )Au
AV, _ _say, +18.42A0

dt

por lo que los polos (valores propios) en bucle cerrado son las raices del polinomio:
s -1 0
1.911+0.05k, s+0.05k, 0.05k | =
-18.42 0 s+5

= 5° + (5 +0.05k,)s” +(0.25k, +1.911+ 0.05k,)s +
+0.921k, +9.555 +0.25k,
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Medir vinicamente uno de los estados equivale a hacer cero las constantes corres-
pondientes a los otros dos estados. Si se mide tinicamente la posicion, el polinomio
resultante serd:

5° +55% +(1.911 + 0.05k,)s + 9.555 + 0.25k, =
= (s* +1.911 +0.05k,)(s + 5)

El sistema tiene un polo en s=-5, mientras que los otros dos polos son:
s==%,1911+005k; si 1.911+0.05k, >0 = £k >-3822

5=+, -1911-0.05k, si 19114005k <0 = k <-38.22

En el primer caso se tienen dos polos con parte real cero, por lo que el sistema es
inestable. En el segundo caso se tiene un polo con parte real positiva, por lo que el
sistema también es inestable. Por tanto no se puede estabilizar midiendo tinicamen-

te la posicion.
Si se mide unicamente la velocidad el polinomio resultante es:
s* +(5+0.05k,)s* +(0.25k, +1.911)s + 9.555

Para ver si se puede estabilizar se calculard en primer lugar el valor de k, que
hace el sistema criticamente estable. No puede haber un polo en s=0, pues el térmi-
no independiente es constante. La tinica opcion es pues que haya un par de polos
complejos conjugados de parte real nula:

S+(G+ 0.05%, )s? + (0.25k, +1.911)s +9.555 =
=(*+0)(s+a) =5 +as’ +w’s+aw®

Igualando coéficientes se obtiene:

a =5+0.05k,
w® = 0.25k, +1.911
aw® = 9.555

cuya tinica solucién vdlida (con a#>0) es k,=0, a=5, «*=1.911. En este caso hay dos
polos complejos de parte real cero, y el tercer polo es estable (s=-5). Modificando
ligeramente el valor de k, se conseguird que los tres polos sean estables. Por ejem-
plo, con k,=1 se tienen los polos s=-5, s=-0.025+-1.38], que son estables. Luego si
se puede estabilizar el sistema midiendo unicamente la velocidad.

Si se mide unicamente la tension de salida del sensor v, el polinomio seria:

s +55% +1.911s + 0.921k, +9.555

En este caso se tiene un polo en s=0 si
0921k, +9.555=0 = k, =-10.3746
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Para este valor los otros dos polos son:

‘e -5£+25-4-1911 -4.583
- 2 " 1-0.417

es decir, son estables, por lo que variando ligeramente el valor de k; se puede con-
seguir que los tres polos sean estables. Por ejemplo para k;=-9 los polos son -4.6474,
-0.1763 +- 0.4913j, es decir estables. Luego también se puede estabilizar el sistema
midiendo tinicamente la tensién del condensador.

PROBLEMA 61. Cilindro neumatico de simple efecto

El sistema siguiente representa un cilindro neumatico de simple efecto.

Seccion S

El funcionamiento es como sigue. La electrovalvula recibe como seiial de entra-
da una tension u que regula la apertura de la misma. El caudal masico de gas g, que
entra en el cilindro a través de la valvula depende de la caida de presion en la misma
y de la tension, segun la ecuacion:

g, =310’ AP,

Estando todas las variables en unidades internacionales. La presion de suministro
a la electrovalvula se supone constante e igual a 10° Pa.

Por otra parte el cilindro tiene un orificio al exterior por el que sale un caudal masi-
co g, que es funcion de la caida de presion en el orificio:

q, =oAL,
también en unidades internacionales. El gas se supone que se comporta como un
gas perfecto. Ademas, para simplificar se supone que la transmision de calor es tan

rapida que la temperatura del gas es constante e igual a la temperatura exterior. La
masa de un gas es igual al nimero de moles por el peso molecular del mismo:

m, =n:p,
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a) Obtener las ecuaciones que modelan el sistema en funcidn de «, expresandolas
en representacion interna.

b) Obtener las ecuaciones lineales aproximadas del sistema alrededor del punto
de funcionamiento x,=0.4, calculando la funcion de transferencia aproximada entre
la tension de la electrovalvula y la posicion del émbolo.

¢) Estudiar la estabilidad del sistema en funcién de a. Explicar como se compor-
ta el sistema si =0, dando una justificacion fisica de ese comportamiento.

Datos: P, =10°Pa, T,,=300°K, $=0.01 m?, m=100 kg, ¢c=30 Ns/m, k=150 N/m, lon-
gitud en reposo del muelle /,=0.2m, p,=30gr, constante de los gases R=10.

Solucion

a) La ecuacion del movimiento del émbolo es:
mi=PS-P

S —mg —k(x=1))—cx
donde la presién del gas en el interior depende de la masa de gas y del volumen segiin
la ley de los gases perfectos:
RT m, RT m
PV =PSx=nRT =m,— =P=—"5—=10-+%

" P x Sp, X
donde se han sustituido los valores y se ha tenido en cuenta que la temperatura se
supone constante. Sustituyendo valores se obtiene la ecuacién:

_ 3 M, .
-10°—=2-10-9.8-1.5(x - 0.2) - 0.3%

X
La masa de gas dentro del cilindro cambia en funcién del caudal mdsico entran-
te y saliente segiin la ecuacion:

m, =q,-q, =3-10"u*(10° - P) - a(P - 10°)

donde se ha sustituido la presion de alimentacion y la presion exterior por sus res-
pectivos valores constantes. Sustituyendo la expresién de la presién obtenida antes
se tiene:

m
i, = 3-10°%12(10° = 10" 22) - 010" 22 - 10%) =
) X X

- 0.03u2(1 - 1022y _ 10%a(100 22 — 1)
X X

Definiendo las variables de estado como la posicién, la velocidad, y la masa de
gas dentro del cilindro se tiene:
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X=v

1 =102 Z10-9.8-1.5(x - 0.2) - 0.3v
X

i, = 0.03u3(1 - 1022) = 10100 2% - 1)
X X

.
que son las ecuaciones en representacion interna del sistema.
b) El punto de funcionamiento queda definido por:

0=y,

3m30
40=10"——-10-9.8-1.5(x, - 0.2) - 0.3v,

Xo

0 = 0.03u,2(1-10 Te0y 105100222 1)

Xo Xo

de donde, teniendo en cuenta que x,=0.4, se obtiene:
My, = 8.04-107 kg
U, = 2052.7-Jo

Las ecuaciones lineales aproximadas se obtienen linealizando las ecuaciones ante-
riores alrededor del punto de funcionamiento:

[Ax = Av
3
Av = I—O—Amg - (1 5+ gO\Ax-—OBAv
Xo X )
;
y A, = - 0.3u,” +10° Am 4 (0.3u,” + 120 a)m,, Acs
X, X,
+0.06u,(1 - 10780 —£2)Au
%o

que sustituyendo valores da:

Ax = Av
AV = 2500Am, - 51.75Ax - 0.3Av
Ari, = =2.816°10” aAm, + 566019aAx + 98.4+/a Au
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Para obtener la funcién de transferencia aproximada se toman transformadas de
Laplace:

sAX(s) = 2500AM,(s) - 51.75AX(s) = 0.3sAX(s)
SAM, (s) = =2.816 - 10 aAM,(s) + 566019AX (s) + 98.4/ct AU(s)

De la segunda ecuacion se obtiene.
4
566019a —AX(s)+ 98.4a 7
s+2816:10'a s+2816:10'a
Sustituyendo en la primera ecuacion se tiene:
4
566019a _AX(s) + 98.4/a 7
s+2.816-10'a s+2.816-10'a
~51.75AX(s) - 0.3sAX(s)
de donde se despeja la funcion de transferencia:

AU(s)

AM,(s) =

s2AX(s) = 2500( AU(s)| -

Gisy = DX _ 246000/ _
AU(s)  (s+2.816-107a)(s” +0.3s + 51.75) - 14.15- 10°a
246000~/a

TS+ (2.816-10" ¢ + 0.3)s* +(51.75 + 8.448-10°a)s + 42.28 - 10°«x

c¢) Para estudiar la estabilidad en funcion de o se analizard en primer lugar el
caso en que el sistema estd en el limite de estabilidad, es decir, los valores de a para
los que el sistema tiene algiin polo con parte real cero. Existen dos posibilidades: que
el polo sea un polo real (s=0), 0 que haya un par de polos complejos conjugados con
parte real cero.

El primer caso es que exista un polo real igual a cero. En ese caso el término inde-
pendiente del polinomio del denominador de la funcién de transferencia debe ser
nulo:

2:100=0 = a=0
Es decir, si el pardmetro a=0, el sistema tiene un polo en s=0. Los otros dos polos
para ese caso son las raices del polinomio:
§$* +0.35+51.75=(s +0.15)* +7.2%

es decir, son estables, aunque muy oscilatorios. El pardmetro a se sabe que no puede
ser negativo (indica la relacion entre la caida de presion en el orificio y el caudal.
De hecho a=0 representa un orificio totalmente cerrado. Para valores pequerios
de a los tres polos son estables (para comprobarlo basta con calcularlos para un
valor cualquiera de o).
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El segundo caso limite posible es aquel en que se tienen dos polos complejos con-
Jjugados de parte real cero. En ese caso se cumple la ecuacion:

s> +(2.816-10"a + 0.3)s* +(51.75 + 8.448-10°a)s + 42.28 - 10°cx =
=(s+b*)s+d) =5 +ds* +b’s + b*d
Para obtener o se iguala término a término:
d=281610"a +0.3

b? =51.75+8.448-10°a
b*d = 42.28-10°a = (2.816-10"a + 0.3)(51.75 + 8.448-10°x)

La ecuacion anterior no tiene ninguna solucion positiva para a, por lo que no
existe ningun valor que haga que el sistema tenga dos polos conjugados de parte real
cero.

La conclusidn es que el sistema es estable para cualquier valor de a, siendo cri-
ticamente estable (polo en s=0) tinicamente en el caso a=0.

El significado fisico del caso a=0 es que el orificio de salida no existe (estd total-
mente cerrado). Esto produce que todo el gas que entra al cilindro se acumule en
él. Esto representa una integral (la masa de gas es la integral del caudal entrante,
que es funcién de la entrada u). El polo en s=0 de la funcién de transferencia repre-
senta esa integral.

PROBLEMA 62. Embolo con gas con transmision de calor

Considérese el sistema de la figura, que representa un émbolo con gas con trans-
mision de calor:

F

!

Text

Au(T - Text)

Suponiendo que el gas se comporta como un gas perfecto, y que su temperatura
es uniforme, se pide:

a) Obtener las ecuaciones diferenciales que relacionan la fuerza con la posicién y
la temperatura, expresandolas en representacion interna.
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b) Linealizar las ecuaciones, obteniendo la funcion de transferencia entre la fuer-
za 'y la posicién del émbolo en funcion de u para el punto de funcionamiento x,=L/2.

¢) Analizar cualitativamente el comportamiento del sistema en funcion del coefi-
ciente de transmision de calor, u, para m=1 y para los casos limite en que u=0 (cilin-
dro adiabatico), y u=o (cilindro isotermo).

Datos: S=0.1 m* (seccion del émbolo), m=10 kg, L=0.4 m, Text=25°C, m,=0.1 kg
(masa del gas), C,=1 J/kg°K (calor especifico del gas). La posicion en reposo del
émbolo (con F=0) es de x=0.1 m.

Solucion

a) Las ecuaciones de movimiento vertical del émbolo son
2.

d'x
m—-=F+mg-P-§
ar’ 8
Por otra parte las ecuaciones del gas perfecto son:

PV = P(L - x)S = nRT

donde el volumen se ha expresado en funcion del desplazamiento vertical.
Para obtener el valor de la constante nR se utiliza el dato de la posicién en reposo del
émbolo con fuerza nula. En ese estado la temperatura es constante e igual a la exterior.

s = _py = nr =293 _ 009866
(L-x,)

La ecuacién térmica es un balance de energia: el incremento de energia del gas
por unidad de tiempo es igual a la potencia mecdnica suministrada al gas por lafuer-
za PS menos el calor perdido al exterior:

nRT i-wT-T,)

ar .
mg .CVE: PSX—M(T_YLXI)= L—X
donde m, es la masa del gas, y C, es el calor especifico del gas.
Si se toman como variables de estado la posicién (x), la velocidad (v=dx/dt) y la
temperatura (T), se obtienen las ecuaciones diferenciales en representacion interna
que definen el sistema:

dx

—_ =y

dt

av 1 nRT

—_—— — +mMm-—

dt m m(L - x)

dT_ nRT V_H(T‘Tm)

d mC(L-x  mgC,

ecuaciones no lineales que se pueden linealizar alrededor de un valor F,, x,, T,
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b) En primer lugar, se calcula el valor en reposo de F,, y de T, para x,=L/2=0.2,
v,=0, haciendo nulas las derivadas. De la ecuacién térmica se obtiene de forma inme-
diata que T,=T, ,=298°K:

dl'  nRT o
mCy o Ty 0 M0 =T) = 0= T, =T, ~298°K
La ecuacion de la velocidad permite obtener F,:
av F T RT
@ _ g____n_li__=0 = O=—mg+n = 49N
dt m m(L - x,) L-x,
En segundo lugar, se obtiene el sistema lineal aproximado alrededor del punto de

funcionamiento anterior:

— = Ax = Av
dt
1
D _pvetapo R - —TR a7
dt m m(L - x,) m(L - x,)
£=AT=(- £, nRv, \AT+———————-———nRT0 Av +
dr "G, T meL-%))" " mC(L-x)
nRTv,

t—
m,C.(L - x,)
que, sustituyendo valores queda:
Ax = Av
AV = 0.1AF - 73.5Ax - 0.04933AT
AT = —-10uAT +1470Av

Para obtener la f.d.t entre la fuerza y la posicion se toman transformadas de Lapla-
ce suponiendo nulas las condiciones iniciales:

SAT(s) = —10uAT(s) + 1470sAx(s) = AT(s) = 14705 Ax(s)
s+10u
s*Ax(s) = 0.1AF(s) - 73.5Ax(s) - 0.04933[ 1470s le(s)
s+10u
G(s) = Ax(s) _ 0.1(s +10u) _
AF(s)  s*(s+10p) +72.5155 + 73.5(s + 10 )
0.1(s + 10w)

" $ +10ps” +146.0155 + 7354
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c) Para analizar el comportamiento del sistema se deben obtener los polos y ceros
del mismo en funcion del coeficiente u. Resulta mds sencillo estudiar en primer lugar
los casos limite.

En primer lugar se considera el caso adiabdtico (u=0). Para este caso limite la
funcién de transferencia resultante es:

Ax(s) 0.1s ~ 0.1
AF(s) s +146.0155s s°+146.015

cuyos polos son s=112.08j, es decir son imaginarios puros. Esto significa que el sis-
tema es criticamente estable por lo que su respuesta ante cualquier entrada tendrd
una componente senoidal de frecuencia 12.08 rad/s que no se amortiguard con el
tiempo. La justificacion fisica de este hecho es que no se pierde nada de energia hacia
el exterior (debido al aislamiento térmico perfecto).

En segundo lugar se considera el caso isotermo (u=o). En ese caso la funcién
de transferencia limite que se obtiene es (tomando limites cuando p—>):

Ax(s) 0110 0.1
AF(s) 10s*+735 s*+73.5

cuyos polos son s=38.57], es decir, también son imaginarios puros, por lo que la res-
puesta del sistema siempre tendrd una componente senoidal de frecuencia 8,57 radls
que no se amortigua con el tiempo. En este caso la justificacion fisica también es que
no se pierde nada de energia, aunque el mecanismo es diferente. Cuando se com-
prime el gas se pierde calor al exterior, pero cuando se expande éste el calor se recu-
pera, por lo que en un ciclo la energia perdida es nula. Comparando con el caso adia-
batico se observa que la ganancia estdtica es menor en aquel caso. La razén es que
cuando se comprime con una fuerza constante en el caso adiabdtico la temperatura
aumenta, por lo que la presion aumenta mds para el mismo desplazamiento que en
el caso isotermo, por lo que el gas compensa la fuerza ejercida con un desplazamiento
menor.

Para terminar falta analizar el caso intermedio, es decir, u=1. La funcion de
transferencia resultante es:

G(s)

G(s) =

G(s) =

) 0.1(s + 10)
(s +6.02)((s +1.99) +10.87*)

Es decir, el sistema tiene como polos dominantes un par de polos complejos con-
Jugados de pare real —-1.99 y parte imaginaria 10.87. El sistema es, pues, bastante
oscilatorio, pero es estable, pues todos los polos tiene parte real negativa. La sobre-
oscilacion aproximada se puede estimar mediante la formula correspondiente a un
sistema de segundo orden estdndar, pues, aunque tiene un cero y un polo adiciona-
les, éstos son mds rdpidos que los dominantes, ademds de estar parcialmente can-
celados entre si:
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10.87
E= cos(arctg(m—)) =0.18
En
8=l 2056 = 56%
El tiempo de establecimiento aproximado serd:
4 4
Ew, 0.18v1.99 +10.87

tog = =2 seg

Por otra pare la ganancia estdtica es de 1.36-107 por lo que un incremento de la

Jfuerza de 1 N producird un desplazamiento del émbolo de 1.36 mm.
La respuesta ante escalon unitario del sistema con u=1 es:

x 102
2

T T Y T T

18

14} /\ L~

06

02

05 1 1.5 2 25

t (segq.)

o
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MODELADO
DE SISTEMAS DISCRETOS

Esta seccion contiene problemas en los que se debe obtener el modelo (las ecua-
ciones en diferencias) de diferentes sistemas discretos. El enunciado del problema
describe las caracteristicas del sistema. La resolucion del problema suele incluir la
obtencion de las ecuaciones en diferencia, la linealizacion de dichas ecuaciones (cuan-
do no son lineales), y el analisis del sistema lineal aproximado (estabilidad, res-
puesta ante determinadas entradas, etc.).

La teoria necesaria basica para resolver los problemas de este capitulo puede encon-
trarse en el capitulo 2 de [Sala00].

indice



174 PROBLEMAS RESUELTOS DE TEORIA DE SISTEMAS

PROBLEMA 63. Modelo de utilizacién de transporte ptblico

Se quiere obtener un modelo matemaético de la evolucion mensual de los usuarios
de la autopista, la nacional y el tren entre Castellon y Valencia, y su relacion con el
precio de la autopista. Tras hacer una encuesta se dispone de los siguientes datos:

- E130% de los usuarios de autopista de un mes pasan a ser usuarios de la nacio-
nal el mes siguiente, independientemente del precio.

- E120% de los usuarios de la nacional pasan a la autopista el mes siguiente, inde-
pendientemente del precio.

- E1 5% de los usuarios de la nacional pasan al tren el mes siguiente.

- E1 10% de los usuarios del tren pasan a la nacional el mes siguiente.

- El efecto del precio de la autopista sobre los usuarios es el siguiente: para un pre-
cio de 800 ptas, los usuarios no se ven influenciados. Un aumento (o reduccién) de
este precio en un mes, produce una reduccion (o aumento) del niimero de usuarios de
autopista en el mes siguiente en un valor de 100*(Precio-800). E1 20% de estos usua-
rios proceden del tren, o pasan a éste.

Sabiendo que el niimero total de usuarios permanece constante e igual a 20000:

a) Obtener las ecuaciones de estado del sistema tomando como estados los usua-
rios de cada medio de transporte.

b) (Es correcto el conjunto de variables de estado tomado antes?. ;Por qué?. Obte-
ner las ecuaciones de estado para un conjunto de variables de estado que sea correc-
to segiin la definicion de estado.

¢) Cual es el valor constante del precio de la autopista que habria que fijar para que
se igualase el nimero de usuarios de autopista y de nacional en régimen permanente.

d) Supongase que el sistema esta en equilibrio con un precio de 795 pts. Se desea
que en 2 meses se pase a la situacion en la que los usuarios de autopista igualan a
los de nacional. Calcular los valores de los precios que hay que fijar en esos 2 meses
y en los siguientes para que se mantenga esa situacion.

Solucién

a) Definiendo los estados como a, n, y t, las ecuaciones serian:
a,,, = a, +0.2n, -0.3a, -100(x, —800) =
=0.7a, + 0.2n, - 100, + 80000
n.,, =n, +03a, +0.1z, = 0.251, +80(u, - 800) =
= 0.3a, +0.75n, + 0.1z, + 80u, - 64000
o =t +0.05n, - 0.1z, +20(x, — 800) =
= 0.05n, + 0.9z, + 20u, - 16000
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b) El conjunto de variables de estado no es correcto pues las 3 variables no son
independientes, ya que el nimero total de usuarios es constante, es decir:

a, +n +t, =20000 Vk

Esto quiere decir que solo se necesitan 2 variables de estado para definir com-
pletamente el sistema. Si nos quedamos con las variables a, y n, para obtener las
ecuaciones de estado basta con sustituir en las ecuaciones anteriores el valor de t,:

t, =20000-a, - n,
quedando:
a,,, = 0.7a, + 0.2n, - 100u, + 80000
1, = 0.3a, +0.75n, + 0.1(20000 - a, - n, ) + 80u, - 64000 =
= 0.2a, +0.65n, + 80u, - 62000
c¢) Para que en régimen permanente se tenga a,=n, se debe cumplir:
a =0.7a + 0.2n - 100« + 80000
n = 0.2a + 0.65n + 80u - 62000

Q}
I
3

de donde se obtiene:
u =791.304
a =n = 8695.65
d) Si el sistema estd en equilibrio con un precio de 795 pts, los valores de a, y n,
en ese equilibrio son:

a =0.7a + 0.2n - 100- 795 + 80000 a=76154
=
n =0.2a +0.657 + 80795 - 62000} n =8923.1

Si se quiere que en 2 periodos se pase a la situacién calculada en el apartado c,
permaneciendo después en ese estado, se deberdn cumplir las siguientes ecuaciones:

a, = 0.7a, + 0.2n, - 100u, + 80000
n, = 0.2a, + 0.65n, + 80u, — 62000

a, = 0.7a, + 0.2n, - 100y, + 80000

n, = 0.2a, + 0.65n, + 80u, ~ 62000
donde se cumple que a,=7615 4, n,=8923.1, a,=n,=8695.65, por lo que se tienen 4
ecuaciones y 4 incognitas, u,, u,, a,, n;. Resolviendo el sistema se obtiene:

u, = 738.14
u, = 8149
a, = 13301
n, = 4375
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A partir del instante 2 el precio debe ser u,=u;=...=791.304 para mantener la
situacion de equilibrio en la que el niimero de usuarios de nacional y autopista es
el mismo.

PROBLEMA 64. Modelo de préstamo hipotecario

Se quiere pedir un préstamo hipotecario de 10 millones de pesetas. Si el interés
anual es del 6%, calcular

a) La cuota mensual constante que se pagaria para amortizar el préstamo en 15
afios.

b) La cuota mensual del primer mes, si ésta aumenta mensualmente con la infla-
cién, que se supone del 2.4% anual (también para amortizar en 15 afios).

Nota: Para resolver el problema establecer un modelo discreto con periodo men-
sual que relacione la cantidad total amortizada hasta el mes k+1 con la cantidad
total amortizada hasta el mes k, teniendo en cuenta que la cantidad total amortizada
se incrementa cada mes en la cuota pagada menos los intereses mensuales de la deuda
actual (la deuda actual son los 10 millones menos la cantidad total amortizada).

Solucién

a) Si se define x, como la cantidad total amortizada hasta el mes k, y se llama u,
a la cuota pagada el mes k, la ecuacion en diferencias es:

Xpo =X, + U, —%92—6—(10000000— X;)

donde 0.06/12=0.005 es el interés mensual, 10000000-x, es la deuda en el mes k, y
0.005(10000000-x,) son los intereses de la deuda en el mes k.
Tomando transformadas en z se obtiene:
50000

- Z—l

zx(z) = zx, = zx(z) = x(z) + u(z) + 0.005x(z) -

Si la cuota es constante e igual a c su transformada en z es:
c

u(z) = 1-z7

Sustituyendo se obtiene x(z):
¥(z) = (c-50000)z (c - 50000)z7"
(z=-1)(z-1.005) (1-z")(1-1.005z")
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La transformada inversa es:
x, = A+ B(1.005)"
Tomando transformadas, sumando e igualando los numeradores se obtiene:
x, = 200(c - 50000)((1.005) - 1)
Para amortizar todo el préstamo en 15 afios=180 meses se tiene que cumplir que
X,50=10000000:
Xigo = 200(c = 50000)((1.005)"® ~ 1) = 10000000
= ¢ =84385.68 pts

El modelo también podria haberse planteado tomando como variable la deuda
restante en el mes k. En ese caso la ecuacion en diferencias seria:

d., =d, —u +0.005d,
donde habria que tener en cuenta que la condicion inicial es d,=10000000, y la ecua-
cidn para obtener la cuota seria d,g,=0. El resultado es el mismo.
b) Si la cuota aumenta cada mes en un porcentaje igual a la inflacion (2.4%), la
ecuacion que cumple la cuota es:
0.024

e, = U + u, =1.002u,

Llamando c a la cuota del primer mes y tomando transformadas se obtiene u(z):

cz
zu(z) - zu, = 1.002u(z) = u(z) = ————
(2) - 2, () = )=~
con lo que la transformada de la cantidad amortizada es:
cz 50000z

50000 1002 z-1
= 1.005x(z2) + u(z) - ' = = ==
zx(z) x(z) +u(z) 1= x(2) z -1.005

(c - 50000)z* + (50100 - ¢)z
T (z-1)(z-1.002)(z - 1.005)
(c - 50000)z7" + (50100 - ¢)z*
T (=21 -1.002z7)(1 - 1.00527")
La transformada inversa es:
x, = A+ B(1.002)" + D(1.005)"

Tomando transformadas, sumando e igualando los numeradores se obtiene:

1000¢ ( 10‘3)06 _ 10000000)(1.005)"

x(z)

x, = 10000000 - (1.002)* +

indice



178 PROBLEMAS RESUELTOS DE TEORIA DE SISTEMAS

La condicién de amortizacién en 180 meses es:

1000c¢ ( 1000c¢
3

(1.002)% + (==~ 10000000 (1.005)'® =

X, = 10000000 - )

= 10000000
de donde se obtiene:
¢ = 72088.8 pts

De la misma forma que el apartado a) el problema se podria plantear utilizando
como variable la deuda en lugar de la cantidad amortizada.

PROBLEMA 65. Modelo de proceso quimico

Un proceso quimico parte de un reactivo a que al reaccionar produce reactivo b
(4 moles de b por cada uno de @) que a su vez reacciona para dar reactivo ¢ (1 mol de
¢ por cada 2 de b). Cada minuto el 10% de los moles del reactivo a reaccionan para dar
lugar a reactivo b. Por otra parte, cada minuto el 5% de los moles de b reaccionan para
dar reactivo c¢. Si inicialmente se tienen Gnicamente 500 moles de a, obtener:

a) Las ecuaciones discretas que definen el sistema a periodo 1 minuto.

b) Cual es el numero de moles total maximo y en qué instante se da.

Solucién

a) Las ecuaciones son:
a,,, = a, -0.1q,
b,,, = b, +0.4a, -0.05b,
€. =, +0.025h,

b) Para obtener el niimero de moles mdximo es necesario obtener la evolucion en
el tiempo del niimero de moles. Para ello se toman transformadas en z en las ecua-
ciones anteriores:

za(z) - za, = za(z) - 500z = 0.9a(z)
zb(z) - zb, = zb(z) = 0.95b(z) + 0.4a(z)
zc(z) = zcy = zc(z) = c(z) + 0.025b(z)

de la primera ecuacion se obtiene:
500z
z2-09

a(z) =
de la segunda se obtiene:
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0.4 200
b(z) = a(z) = :
z-0.95 (z-0.95)(z-0.9)
y de la tercera:
0.025 5z

=—0D50(2) =
)= D= - 095) - 09)

El niimero total de moles es la suma de los tres:

n(z) = a(z) + b(2) + c(z) =

(z-1)z-0.95)(z-0.9)
500 - 775z + 28027
T (1-27)(1-0.9571)(1-0.977)
cuya transformada inversa es:
n, = A+ B(0.95)" + C(0.9)
Tomando transformadas, sumando e igualando numeradores se obtiene:
n, = 1000 +2000(0.95)* ~2500(0.9)*

Para obtener el valor mdximo se iguala a cero la derivada:

@I_:; = 20001n(0.95)(0.95)* -~ 25001n(0.9)(0.9)" = 0

= 1.05555" =2.5676 = k=17.44
El maximo se dard por tanto en el periodo k=17 6 en el k=18:
n,, = 1000 +2000(0.95)"" - 2500(0.9)'"" = 1419.3

n, = 1000 +2000(0.95)'® — 2500(0.9)'® = 1419.2

es decir, el niimero de moles total mdximo es 1419.3 y se da en el periodo k=17.

PROBLEMA 66. Modelo de préstamo hipotecario ll

500z(z - 1)(z - 0.95) +200z(z - 1) + 5z

Se quiere pedir un préstamo hipotecario de 5 millones de pesetas. El interés anual

es del 6%.

a) Si se quiere empezar pagando el primer mes 40000 pts, de forma que la cuota
aumente después un porcentaje cada mes, calcular ese porcentaje de aumento si se

quiere amortizar el préstamo en 10 afios.

b) Si se quiere empezar pagando el primer mes 40000 pts, de forma que la cuota
aumente después una cantidad fija cada mes, calcular esa cantidad fija de aumento si

se quiere amortizar el préstamo en 10 afios.
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Solucidén

a) Si se define d, como la deuda que queda por pagar el mes k y u, la cuota paga-
da ese mes, la ecuacion en diferencias que da la evolucion de la deuda es:

0.06
Ao =4y ""“Edk ~ U

donde la cantidad 0.06/12%d, son los intereses de la deuda durante el mes k. Para

obtener la evolucion de la deuda basta tomar transformadas en z (teniendo en cuen-
ta que la deuda inicial es d,=5000000):

zd(z) - zd, = 1.005d(z) ~ u(z)
Si se llama a al porcentaje de aumento mensual de la cuota (en tanto por uno), la
ecuacion en diferencias que define la cuota es:
,, =u +au =I+au,
Tomando transformadas en z (teniendo en cuenta la condicion inicial u,=40000)

se tiene:

2u(z) = 2y = (1+ Au(z) = u(z) = ;40‘_ (010 f Z)

Sustituyendo en la ecuacion de la deuda se obtiene:
5000000z 40000z B
z-1.005 (z-1.005)z-(l1+a))
_ 5000000 - (5000000(1 + a) + 40000)z"!
- (1-1.005z" )1~ (1+a)z™)

d(z) =

La transformada inversa en z dard la evolucion con el tiempo.
d, = A(1.005)" + B(1 + a)*
Tomando transformadas, sumando e igualando los numeradores se obtiene:

. 4985000-5000000(1 +) | g 40000 |
1.005 - (1 + a) 1.005 (1 +a)

La condicién para que se amortice la deuda en 10 arios=120 meses es que d,,,=0:

4985000 ~ 5000000(1 40000
dyy = 1+ ; gosyz 4 20000,y _g
1.005-(1+a) 1.005 -(1 +a)
de donde se obtiene a=0.005768, es decir, la cuota se aumenta en un 0.5768% cada
mes.
b) Si la cuota se aumenta cada mes en una cantidad constante, y se llama x a
esa cantidad, la ecuacion en diferencias serd:
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Uppy = U, +X

donde tomando transformadas en z se obtiene:

zu(z) — zuy = u(z) + . 0
-z

de donde se obtiene:

U, xZ 40000z° + (x - 40000)z

u(z) = + 7 = 2
z=1 (z-1) (z-1

La ecuacion de la deuda es la misma:

2d(z) - zd, = 1.005d(z) - u(z)
de donde se obtiene:
(o) - 5000000z _ 40000z” + (x - 40000)z _

z-1.005 (z-1.005)(z - 1)

5000000 — (10040000)z™" + (5040000 - x)z™
- (1-1.0057)(1 -2

La transformada inversa es:
d, = A+ Bk + C(1.005)"
donde tomando transformadas, sumando e igualando numeradores se obtiene:

d, = 8000000 + 39800x + 200xk — (3000000 + 40000x)(1.005)"

La condicion de que d,,,=0 da el valor de x:

d,,, = 8000000 + 39800.x +200x120 - (3000000 + 40000x)(1.005)"*° = 0

de donde se obtiene x=283.18 pts (la cuota se aumenta 283.18 pts cada mes).

PROBLEMA 67. Modelo de comedor universitario

Se pretende obtener un modelo discreto de la utilizacion de un comedor univer-

sitario.

El funcionamiento es como sigue: En primer lugar los comensales buscan sitio en
las mesas. Cuando lo encuentran dejan la carpeta para reservarlo y pasan a la cola
de comidas. Una vez salen de la cola de comidas van al sitio que habian reservado y

comen. Después de comer se marchan y dejan el sitio libre.
Las caracteristicas del modelo son:
- Se considera un periodo discreto de 1 minuto para el modelo.

- La entrada al sistema u, es la cantidad de gente que llega al comedor cada minuto.
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- El niimero de plazas total del comedor es de 200.
- La gente que sale cada minuto de la cola de la comida depende del tamafio de

i , .. . cola
esa cola (a mas cola, mas personal sirviendo), y se modeliza como 5

5+cola
- La gente que encuentra sitio cada minuto depende de la gente que hay buscando-
gente _buscando

L s . la funcién: &-
o0y del sitio libre que queda y viene dado por la funcion: § 200 + gente _buscando

donde & es el nimero de sitios libres.

- Por ultimo, la cantidad de gente que acaba de comer cada minuto es proporcio-
nal a la cantidad de gente que hay comiendo: %é_gﬂ__m donde 30 repre-
senta el tiempo medio que tarda la gente en comer.

a) Definir las variables de estado del sistema y obtener las ecuaciones en repre-
sentacion interna.

b) Suponiendo que el sistema esta en equilibrio con {i= 4, calcular de forma apro-
ximada la evolucion del niimero de sitios ocupados con carpetas si la entrada pasa de
4 a 7y se mantiene en 7 durante 15 minutos, pasando después otra vez a 4.

Solucidn

a) Las variables de estado necesarias para definir completamente el sistema son:
c,=gente en la cola=sitios ocupados con carpetas en las mesas.

b,=gente buscando sitio para dejar la carpeta

g.=gente comiendo

Las ecuaciones son:

bk+1=bk+uk_(200—gk_ck)200:_b
k
c,
e = 6+ (200 =g, =) 7p T = 5
k %

C 8

=g +5—*t—-2&

8is1 = 8k 5+c, 30

b} Para calcular la evolucién aproximada es necesario obtener unas ecuaciones
lineales aproximadas en el punto de funcionamiento u=4:

- b
b=b+i-(200-3-0)———
0-8-)50+5
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E=F+(200-F~7)—2 — 5
200+ b 5+c¢
- - c g
=g+5 -2
8815 30
Despejando se obtiene el punto de funcionamiento:
c=20
g =120
b =143

Las ecuaciones linealizadas son:

200 b
Ab, = 11-(200 -5 -5)—=22__|Ab, + —2—Ac. +
kel { (200-¢ C)(200+b)2} 200+

b
+ —Ag, +Au
20045 okt

Acy,, ={1~- b = - 25_2 Ack——b—_Agk+
200+b (5+0) 200+ b

L

(200 +b)

29 25

Ag. = 2 Mg, +—22Ac
8 =308 T 5y T

+(200-% -7)

que sustituyendo valores queda:
Ab,,, = 0.7387Ab, + 0.06673Ac, + 0.06673Ag, + Au,
Ac,,, = 0.8933Ac, - 0.06673Ag, + 0.2613Ab,
Ag, = 0.9667Ag, +0.04Ac,

Si la entrada pasa de 4 a 7 y se mantiene en 7 durante 15 minutos, la sefial
Au, es:

Au, = {3,3,3,3,3,3,3,3,3,3,3,3,3,3,3,0,0,...} = 3uo(k) - 3u,(k - 15)

La variable que se pide es el niimero de carpetas, o sea el tamafio de la cola, Ac,.
Para obtenerlo se toman transformadas en Z en las ecuaciones anteriores y se obtie-
ne esta variable:

zAb(z) = 0.7387Ab(z) + 0.06673Ac(z) + 0.06673g(z) + Au(z)
zAc(z) = 0.8933Ac(z) - 0.06673Ag(z) + 0.2613Ab(z)
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zAg(z) = 0.9667Ag(z) + 0.04Ac(z)
Despejando se tiene: Ag(z) = 0.04 Ac(z)
z -0.9667
0.06673Ac(z) + 0.06673g(z) + Au(z) _
z-0.7387

0.06673(1+ 004 )
\" " 2-0.9667/

z-0.7387

Ab(z) =

Ac(z) + Au(z)

(2 = 0.8933)Ac(z) = ~0.06673— = Ac(z)+
z - 0.9667

(2-0.9267)
\z-0.9667/
z-0.7387
(z - 0.8933)(z - .9667)(z - 0.7387)Ac(z) =
= —0.0026692(z — 0.7387)Ac(z) + 0.01744(z - 0.926T)Ac(z) +
+0.2613(z - 0.9667)Au(z)
Ac(z) 0.2613(z - 0.9667)
Au(z) 2~ 2598727 +2222762 - 062371
02613(z - 0.9667)

B (z-.6734591)(z-.9400564 )(z- 9851844 )
La respuesta ante escalén unitario es:

0.2613(z - 0.9667 )z
(z-.6735)(z-.9401)(z-.9852)(z-1)
cuya transformada inversa es:
Ye(k) =
= 30u,(k) +2.8236-(0 .6735)*-9.6536-(0.9401)"-23.1745 - (0.9852)*
La evolucion de la cola serd por tanto:
¢, =20+ Ac, =20+ 3y,(k)-3y,(k—15)uy(k-15) =
=20+ 3(30 +2.8236-(0 .6735)!-9.6536-(0.9401)% )uo(k) +
+3(-23.1745-(0.9852)" Ju (k) -

-3(30+2.8236-(0 .6735)"'%-9.6536-(0.9401)"* Ju,(k - 15) -

0.06673 Ac(z) + Au(z)

+0.2613

Y.(z) =

—3(-231745-(0.9852)"* Juy(k - 15)
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CONVOLUCION CONTINUA
Y DISCRETA

Esta seccion contiene problemas en los que se calcula la respuesta de un sistema
continuo o discreto por medio de la integral o la suma de convolucion.

Algunos de los problemas coinciden con problemas resueltos en otras secciones
del libro, pero resueltos utilizando la integral de convolucion en lugar de la trans-
formada de Laplace (para sistemas continuos), o la suma de convolucién en lugar
de la transformada en Z (para sistemas discretos).

La resolucion de estos problemas suele realizarse segun las siguientes fases:

1. Obtencion de la funcion de transferencia del sistema.

2. Obtencion de la respuesta impulsional mediante la transformada de Laplace
(o transformada en Z) inversa.

3. Obtencion de la respuesta del sistema mediante la aplicacion de la integral de
convolucidn (sistemas continuos) o la suma de convolucion (sistemas discretos).

La teoria necesaria basica para resolver los problemas de este capitulo puede encon-
trarse en el capitulo 4 de [Sala00].

También puede encontrarse la teoria necesaria en los libros [Meade93] (capitulo
2), [Solyman99] (capitulos 5 y 8), y [Oppenheim98] (capitulo 2).
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PROBLEMA 68. Respuesta de sistema continuo

Obtener la salida del sistema:
2
dy b,
dt dt
en el instante t=4 segundos ante la entrada u definida como:
1

u(t)

v

Solucion

Este problema se puede resolver de 2 formas, por convolucion, o mediante trans-
formada de Laplace.
Para hacerlo por convolucion, hay que obtener en primer lugar la respuesta impul-
sional. La f.d.t. del sistema es:
G(s) = = =—- s H=1-e
() st+s  s(s+1) s s+1 8()

La serial de entrada estd definida por:

0 t<l1
u()=12 -1t l<t<2
0 t>2

Aplicando la integral de convolucion:
4
y(4) = fou(T)g(4 -T)dt =
I 4
= [(u(r)g(4 - v)dr + ﬁzu(r)g(4 ~T)dr + [[u(T)g(4 - T)d =

- jfu(r)g(4 —7)dr = jf Q- 1)1 - e Ndr = %- et +2¢” ~ 0.464

PROBLEMA 69. Respuesta de sistema continuo

Obtener la respuesta del sistema cuya ecuacion diferencial es:
dZ
_31 +2 dy +y=u
dt dt
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0 t<l
ante laentrada ¥ =11 lst<3
0 t>3

Solucion

El problema se puede resolver por convolucién o mediante la transformada de
Laplace. Por convolucion, habria que resolver la ecuacion para cada tramo. Pre-
viamente se necesita la respuesta impulsional:

— 1 _ 1 L o
Gls) = S +2s+1 (s +1)? g(t) = te
<l:
¥(0) = [ u(x)g(t - T)dz = 0
I<t<3;

(t) = j: w(T)g(t - T)dT = j: u(D)g(t =TT + [(T)g(t - D) =
=0 +ﬂ(t -1)e’ " dr : fo_l—xe'xdx =j;_lxe'xdx =
=[x ] -, e )dx = =(t=1)e "D = (e Z 1) =
= 1= D _ (s = 1)e~-D

=3

¥(0) = [u()g(t - T)d7 =
- L’ W(T)g(t - 7)dr + fu(r)g(z ~7)do + [u(T)g(t - T =

x-l—r _3
_ _ -(t-1) = _ -x =
—O+f(t T)e dr+0 jjl xe dx

A S AT

=—(t-De "V +(1=3)e P = (e =)
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PROBLEMA 70. Respuesta de sistema continuo

Mediante un computador se controla la entrada de un sistema de funcion de trans-
s+1

s(s+2)
da es de 1 segundo. Se quiere que la salida valga y=1 en el instante t=3 segundos. Para
ello se decide dar a la entrada un valor de A durante el primer periodo, cambiandolo
por un valor de A/2 en el segundo periodo, haciendo nula la entrada a partir de enton-
ces. Obtener el valor de A para que se cumpla lo anterior.

ferencia: G(s) = . El periodo con el que el computador actualiza la entra-

Solucién

La entrada al sistema es constante en cada periodo, segin la figura:

u
A

A

A2

v

1 2 ‘

La salida del sistema en el instante t=3 se puede calcular por convolucion.
La respuesta impulsional es:
+1 05 05
Gls)= ——=— 4
s(s+2) s s+2

Aplicando la integral de convolucién para t=3 se tiene:

¥3) = f: W(t)e(3 = T)dr =

g(t) = 0.5u,(t) + 0.5¢™

= [14-(05+05e2 " )dr+ [ % ((05+05¢707)dr -

-6(6’2"1) A é -6 (94_92)

=0.5A+0.5Ae + 0.55 +05 5 e = 0.7686A =1

= A=13
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PROBLEMA 71. Respuesta de sistema continuo

Obtener la respuesta del sistema cuya ecuacion diferencial es:

2
1——2)-+3£X+2y=4u
dt dt

ante la entrada:

v

Solucion

La funcion de transferencia del sistema es:
4 4

G(s) == =
S+35+2 (s+2)(s+1D

La respuesta impulsional es:
g(t) = Ae™ + Be™

Tomando transformadas, sumando e igualando los numeradores se obtiene:
g(t) = —4e™ +4e”'

La entrada es:

0 t<l

2 l<r<3
“D=1g_ 2 3sr<4

0 t=4

La salida se puede calcular por convolucion, para lo cual se planteard la integral
de convolucién para cada intervalo:
1<l

) = f gt -T)dr =0

I<t<3
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¥(0) = [, u(v)g(t - T)dr =

= [[0g(t - DT + [ 247 - 4600 )t =

21-7) 1! 21—
o e (e
2 | 2 2

= 4-8¢7"D 4 472D

I<it<4
¥(2) =j:u(r)g(z -7)dr =
=ﬁjog(t -1)dt +f2(4g‘("f) _ 4e-2(1-1))d1 .
-(1-1) -2(1-1) _
+ [18-20)de " - 4e™0)dr -
201-1) 13 w0
= S[e""’) _€ X )] + 32[e-(1_r) _ € 2 )} -
1 2 ;
-8 'L'(e'("’) - ﬂ) _etD 4 e _
2 9 .
) 8(6-(“3) - _{_211____3_)_ ~e 4 6’—2(,-1)) + 40(1 —e ¥ im:i -
2 9 > 5
-2(1-3)
_8(lt_3e—(r—3) +3€ _
2 2
=20- 4! al 86"(“1) + 4e-2(r—l) _ 8e-(t—3) + 46_2('_3)
>4

y(®) =j:u(r)g(t ~7)dt =
=j:Og(t -1)dT +ﬁ32(4g_("7) _4e"2(’—‘r))d17 N

+ f:(s - 20)(4e™77 — 4e ™)z + [ 0g(t - T =

3 4

-2(1-1) -2(1-7)
=8le (-7 _ € +32|e 0 e_r__ _
1 2 3

2

4
-2(t~-1) -2(1~71)
—(1- e (1 e
-8lt|e " - ——| e —— | =
2 2
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-2(1-3) -2(1-1)
-3 € —u-n €
=8le Y e | 4
2
-2(t~4) =2(1-3)
-4y € -3 €
+40l e eV | -
2 2

- 8(4e""4) - 4——————6_2;_4) -3¢ 43 6_20_3))

=-8e 0D 4 470D _8e Y 4 472 4 ™" _ 4720

PROBLEMA 72. Respuesta de sistema continuo

Obtener la salida en el instante 10 del sistema definido por la ecuacion diferencial
y+y=u+u ante laentrada definida por:

u(t
A

2 e

v

0.5 1.5 2.5 t

Solucidn

La funcién de transferencia del sistema es:

G(s) = 28 _ 5+
u(s) s°+1
Para aplicar convolucion se necesita obtener la respuesta impulsional:
g(t) = Asen(t) + Bcos(t)

Tomando transformadas, sumando e igualando los numeradores se obtiene:
g(t) = sen(t) + cos(¢)

La salida en el instante 10 serd:
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0
(10) = j: (1)g(10 - T)dT =
- Ji:Z(sen(lO )+ cos(10 - 7))d7 +
5
+jf5 (-2)(sen(10 - 7) + cos(10 - 7))dt =

= 2[cos(10 - 7) - sen(10 - 7)];; ~ 2] cos(10 - 7) —sen(10 - )7 =
= 2(cos(8.5) — sen(8.5) - c0s(9.5) + sen(9.5)) -
- 2(cos(7.5) - sen(7.5) - cos(8.5) + sen(8.5)) = —=2.5752

PROBLEMA 73. Respuesta de sistema continuo

Dado un sistema cuya respuesta impulsional es:

0 O<t<l
2 l<t<2
8t) = 3-¢ 2<t<3
0 t>3
obtener la respuesta del mismo en el instante t=4 ante la entrada definida como:

N 1 O0<t<?2
u _{O r>2

Solucién

Utilizando la integral de convolucioén se tiene que:
4
v(4) =j; g(u(4-1ydv

Para calcular la integral hay que dividir el intervalo de integracion en varios
subintervalos, de forma que en cada uno la definicion de las dos funciones sea tnica.
En primer lugar se expresa la funcion u(4-t):

4-7) 1 0<4-7<2 = 2<1<4
ud-1)=
0 4-1t>2 = T<2

Por lo que los intervalos de integracion quedan [0,1],[1,2], [2,3],[ 34] y la inte-
gral final es:
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W4) = ﬁ:g(r)u(4 —T)dt = fo'o-o + jfz-Odr + jj (3-1)-1dr + f;b 1dr =

2 3
- [3-v)dr = [13—'—”—1 =05
2 2 5

La integral de convolucion también se puede plantear de la forma:
4
y4) = j; u(t)g(4 -t)dt

En este caso habria que plantear en primer lugar la funciéon g(4-7):

0 0<4-17<1 = 3<t1t<4

2 l<4~-17<2 = 2<1<3
84T =13 _(4-1)  2<4-7<3 = l<r<2

0 4-1>3 = 1<l

Por lo que los intervalos de integracion quedan [0,1],[1,2], [2,3],[ 3,4] y la inte-
gral final es:

y4) = ﬁ) 414(17)g(4 -T)dr = le(r -Ddr =05

PROBLEMA 74. Motor de continua

Las ecuaciones de un motor de continua controlado por armadura son:
T=K,"i,

e=K, w

Ladl“ +Ri, +e=u
dt

dw
J—+b-w=T
dt
Estando el motor inicialmente en reposo, se le somete a una entrada de la forma:
u(t) (volt)
4
Uy
0 0.01 t (seg)
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Se ha medido la distancia angular total recorrida por el eje del motor, que ha

sido de 20 rad.
Obtener el valor de u, despreciando el efecto de la inductancia, y considerando la

entrada exacta.

Datos: K,,=0.028 Nm/A, K,=0.0029V/rpm, J=23.5 gem? L,=1.27mH, R,=11.4 Q,
b =10 Nm/rpm.

Solucion

En primer lugar se obtiene la funcion de transferencia del motor de continua

tomando transformadas de Laplace y despejando:
u(s) - K,s0(s)
Ls+R,

u(s) - K, s0(s)
Ls+R,

Lsi (s)+Ri(s)+e(s)=u(s) = i(s)=

Js*0(s) + bsO(s) = T(s) = K, i (s) = K,,

_6(s) K,
u(s) (Js*+ bs)(Ls+R)+ K, K,s
Si se desprecia el efecto de la inductancia (L,=0), la funcion de transferencia

queda:

G(s)

6(s) K
G(s) = = m =
u(s) s(JRs+bR, +K, K,)
0.028 1045

" 5(2.679-1075 +8.8426-107)  s(s +33)

Como las condiciones iniciales son nulas (el motor parte del reposo), la salida del
sistema se puede obtener por convolucion. Para ello se obtiene en primer lugar la

respuesta impulsional:
G(s) = 1045 =31.67_|_—31.67
s(s +33) s s+33

La respuesta del sistema sera:

6(t) = j:, W(T)g(t - T)dt =31.67u, f:m(l e Y

g(t) = 31.67(1- ™)

= 31.67%(0.01 e e dr)

indice



CONVOLUCION CONTINUA Y DISCRETA 195

El angulo total recorrido es el limite cuando el tiempo tiende a infinito:

t—» [—>x

lim6(t) = lim{31.67u0(0.01 i e33’dr)} - 031674,

Como el dngulo total recorrido ha sido de 20 rad, el valor de u, es:
0.3167u, =20 = u,=63.15V

PROBLEMA 75. Temperatura de jamén

Obtener por convolucion la temperatura del jamén en el instante t=2000 seg, si
partiendo de temperatura ambiente se le da un calor de entrada de 5000 W durante
1000 segundos, pasando despu€s a cero.

Datos: T,=25°C, m;=100 W/°C, m,=20 W/°C, c,=4000 J/kg°C , ¢;=6000 J/kg°C,
m,=20 kg , m=5 kg
Solucién

Las ecuaciones de transmision de calor son:

dr,
m'Cj'Et— = (T, 'T,)

dar
my., dt" =0, -u(T,-T)-u,(T,-T)

Como T, es constante, se toman incrementos (AT=TT,, AT,=T,-T,), y se obtiene
un sistema lineal. Esto es equivalente a linealizar el sistema alrededor del punto de
funcionamiento Q =0, T,,=T;;=25°C. El resultado es:

dAT,
myc;—= = (AT, - AT)

JJ

dAT,
mc

a“a dt =Qe_lu'l(AT;1_ATj)_lu2ATa
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donde se ha puesto Q, por ser Q,=AQ.,, al ser Q,,=0.
Tomando transformadas de Laplace se tiene:

mjc;sAT,(s) = AT, (s) - wAT(s)
mc SAT (s) = Q,(s) = (u, + 1,)AT,(s) + w AT ()

ya que las condiciones iniciales de las variables incrementales son nulas. Despejan-
do de las ecuaciones se obtiene la funcion de transferencia entre Q, y AT,

_AT() _ 1
Q.(s) m,c,m;c; §2
W

que, sustituyendo valores queda:

G(s)

Y,

4167-107°
s* +4.833-1075+8.333:10”
Aplicando la integral de convolucion se tiene que

000 1000
AT;(2000) = Jf 0.(v)8(2000 - 7)dv = [50005(2000 - 7)dz

ya que la entrada vale 5000 hasta el instante 1000 seg y después vale 0. Para resol-
ver la integral anterior es necesario obtener la respuesta impulsional:
4.167-107°
G(s) = N 3 4
Cs+4.654-107)(s +1.7905-107")

—4.654:107¢

G(s) =

-1.7905-10 ¢

= g(t) = Ae + Be

Tomando transformadas, sumando e igualando los numeradores se obtiene
A= -931*10°, B=9.31*107, por lo que la integral queda:

AT,(2000) =
000 -3 —
soooﬂ (29311076 ¢=+63+1072000-1) g 31106 1790510720011y . _

o 9308 . o 03581 L1
004655 _ - 4.654-107 1 + - 1.790510" ¢ = 35.54OC
4.654-10 1.7905-10 0

Por lo que la temperatura en el instante t=2000 seg serd:
T,(2000) = T, + AT,(2000) = 60.54°C
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PROBLEMA 76. Respuesta de sistema discreto

La respuesta ante escalon unitario de un sistema discreto es: {0,1,1.5,1.75,1.875,...}.
Obtener ia ecuacion en diferencias y la funcién de transferencia. Obtener la res-
puesta del sistema en el instante 6 ante la entrada u,=k (es decir, u={0,1,2,3,...}).

Solucién

A partir de la respuesta ante escalon se obtendrd la respuesta impulsional, que
nos define directamente la f.d.t. Se cumple que la respuesta impulsional se obtiene
a partir de la respuesta ante escalon sin mds que restar los valores. De esta forma:

8=0

g,=1-0=1

g,=1.5-1=0.5

g;=1.75-1.5=0.25

8,=1875-175=0.125

etc.

es decir, g, = 0.5 'u (k - 1), cuya transformada en Z es

1 I
G(z)=27" =
@ =2 1057 " 7205

La ecuacion en diferencias es:
V= 0.5y, =u,,

Para obtener la respuesta del sistema en el instante 6 ante la entrada rampa
unitaria se utiliza la suma de convolucion:

5
Yo = Egjuﬁ—j = Bolhs + 8ilUs + §oUy + 83Uy + 84Uy + Gy + Bl =
=

=5+05*4+0.25%3+0.125*%2 + 0.0625*1 = 8.0625

PROBLEMA 77. Respuesta de sistema discreto

La funcién de transferencia de un sistema discreto es

2722 +7-0.5
G0 - 5

Obtener la respuesta del sistema ante una secuencia de entrada de la forma
2*sen(3k) k=0
u, =
“ o k<0
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Solucién

Al tratarse de un sistema discreto con todos los polos en 0, su respuesta impul-
sional es finita. La salida se podrd obtener entonces de forma muy simple sin mds
que aplicar la suma de convolucion:

Respuesta impulsional.

G(z)=2+7"'-05z7 = g ={21,-050,0,..}
Salida:

&
e = zgjuk-j = 8oty + 81y T &Yy, =
Jj=0

= 2-2%sen(3k) + 2* ' sen(3(k - 1)) - 0.5- 252 sen(3(k - 2))

Obviamente lo anterior solo es valido si k=2, pues si k<2 la suma tiene menos tér-
minos:

Yo = 8oy = 2-2%sen(0) = 0
¥, = golty + &ty = 22" sen(3) +2° sen(0) = 3sen(3)

Esto se puede contemplar en la expresion general de y, sin mds que multiplicar
los términos retrasados por escalones unitarios retrasados:

¥, = 2-2%sen(3k) + 2¢"" sen(3(k - 1))uy(k - 1) -
-0.5:2"2sen(3(k - 2))u,(k - 2)

PROBLEMA 78. Respuesta de sistema discreto

Los 4 primeros valores de la respuesta del sistema discreto cuya funcion de trans-

ferencia es G(z) = frente a una entrada desconocida son {O, 0,1, 2.8}

z-0. .
Ademas se conoce el valor de la respuesta en el instante 20, y,,=0.01. Sabiendo que
la entrada vale 0 a partir del instante 4 (u,=u,=...=0), obtener los valores de la entra-

da hasta el instante 3 (i, u,, u,, u;).

Solucién

La ecuacion en diferencias del sistema es:
yk+l = 08yk + uk
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Con los datos que se tienen se pueden plantear varias ecuaciones:
y,=08y,+u, = 0=080+uy, = uy,=0
¥, =08y, +uy, = 1=080+y = u =1
¥, =08y, +u, = 28=08'1+u, = u,=2

Para obtener uz se dispone del dato y,,=0.01. Para poder utilizar este dato se

plantea la suma de convolucién:
20

Yoo = Zukgzo-k = Up8r + U819 T Up8is T U317
=

La respuesta impulsional es:
g = (0.8)"uy(k - 1)
por lo que la ecuacion queda:
¥, = 0.01 = (0.8)'® +2(0.8)"7 +1,(0.8)"° = u, = -1.8847

PROBLEMA 79. Respuesta de sistema discreto

Calcular la salida del sistema de funcion de transferencia

z+2
DT 50w
en el instante 100 ante una entrada definida como:
0 k<5
u, ={3 5sk<25
1 k=25

Solucion

Como se pide unicamente la salida en el instante 100 se plantea el cdlculo por
convolucion. Para ello se necesita la respuesta impulsional:

7+2 ~ 77 4227 ~
2 -152+054 1-152"+054z2
6.555z™" - 3.7037
(1-0.9z7"1-0.6z7")

donde se ha dividido por tener el numerador el mismo orden (en z7') que el denomi-
nador. La transformada inversa es:

G(z) =

=3.7037 +
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g, = 3.70375, + A(0.9)" + B(0.6)"

Para calcular los coeficientes Ay B se toman transformadas, se suma y se igua-
lan los numeradores:

! +B ! =
1-0.9z" 1-0.677"
6.55577"' - 3.7037
(1-0.9zH1-0.6z7")

G(z)=3.7037+ A

= 37037 +

A(1-0.6z"")+ B(1-0.9z") =6.5557"" —3.7037
de donde se obtiene A=10.7407, B=-14.44444, es decir:
g, =3.70376, +10.7407(0.9)* - 14.444(0.6)"

La salida en el instante 100 serd.

100 24 100 24 )
Yoo = D U0t = D, 38100 + ), Bin—i = 3:10.7407 Y (0.9)" -
i=0 i=3 i=25 i=5

24 100
- 3-14.4442 (0.6)'*" + 10.74072(0.9)100'i -
I= =25

100
- 14.44425(0.6)“")" +3.7037

donde el término 3.7037 se debe a que g,=3.7037+10.7407(0.9)°-14.444(0.6)°, ya que
el impulso unitario es una secuencia que vale I en el instante 0'y cero en los demds
instantes. Simplificando las sumas anteriores se obtiene:

95 95
Yioo = 3.7037 + 31.41212(0.9)" - 43.3322(0.6)" +
=26

75 75
+ 10.74072 (0.9) - 14.4442 (0.6)'

i=0 i=0

Para realizar el cdlculo se necesita obtener la suma de una serie geométrica de
la forma:

& a —a
S-aS=d"-a""" = §

por lo que la salida pedida es:
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76 96 76 %
Yoo = 370374314121 222007 _ 4333506 -067

1-09" . ., 1-06"
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REPRESENTACION
INTERNA

Esta seccion contiene problemas relacionados con la representacion interna de sis-
temas, tanto continuos como discretos.

Los problemas van desde la obtencion de las ecuaciones en representacion inter-
na de un sistema fisico hasta la obtencion de representaciones internas equivalentes,
o el calculo de una realimentacion del estado para que el sistema cumpla unas deter-
minadas especificaciones (de estabilidad u oscilacion).

La teoria necesaria basica para resolver los problemas de este capitulo puede encon-
trarse en el capitulo 5 de [Sala00].

También puede encontrarse la teoria necesaria en [Solyman99] (capitulos 2 y 6),
[Franklin91] (capitulo 6), [Ogata93] (capitulo 9), [Phillips93] (capitulo 2), [Phillips96]
(capitulos 3 y 11), y [Ogata95] (capitulo 5).
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PROBLEMA 80. Realimentacion del estado discreta

Dado el sistema en representacion interna:

calcular los coeficientes de la realimentacion del estado:

Uy =[L1 LZ]XL +ac
para que la funcion de transferencia entre r, e y, sea de respuesta impulsional finita.

Conseguir ademas que la ganancia estética sea 1 (es decir, ante referencia escal6n uni-
tario, la salida tenga un valor final 1).

Solucién

Sustituyendo la entrada por su expresion en el sistema queda:

0 1 1 1
x"“=[—0.8 1.6]"”[1]“‘ L} k+[1]a"k

Vi =[0 l]xk

Laf.d.zt. entre la referencia r y la salida y se obtiene sin mds que tomar T.Z. y des-
pejar, quedando:

Y(z)=[0 1]X(2) =
1 -1

-[o 1](21"[-8.8 1.16]_[1}[L‘ LZ])

Operando la expresion anterior se obtiene:
Y(z) (z-0.8)a
R(z) 2-z(1.6+L +L,)+0.8+06L +038L,

Para que esta f.d.t. sea de respuesta impulsional finita los polos deben ser todos
cero, ya que, expresandola en funcion de z7' queda:

1

1
]a-R(z)

Y(z) az'-0.8az” _
R(z) 1-(1.6+L +L,))z" +(0.8+0.6L, +0.8L,):
(z-0.8)x

=az'-0.8az? = .
Z
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para que sea de respuesta impulsional finita. Las 2 ecuaciones que se obtienen son
pues:

L+L +16=0
0.6L, +0.8L,+0.8=0
cuyas soluciones son:
L =-24
L,=08

Si ademds se desea que la ganancia estdtica sea 1, se tiene que, ante referencia
escalén, la salida es:

1 (z-0.8)
Y(7) = ——————a
(2) R
y, aplicando el teorema del valor final:
lim y, = lim(1- 7)Y(2) = l_in}g-#'s)g =02a =1

=2a=5

PROBLEMA 81. Circuito eléctrico

Dado el circuito de la figura, obtener las ecuaciones en representacion interna,
tomando como estados la tension en el condensador, y la corriente en la bobina, y
siendo la entrada la tensién u. Suponiendo que esos dos estados se miden mediante
sensores, obtener qué condicion deben cumplir las ganancias de realimentacién del
estado (K, y K,) para que la respuesta del sistema no sea oscilatoria.

L=0.1H C=0.001 F
ST 1) Y
1
u
R=10 Q R=10 Q
X I
X = =
[xz Ve

realimentacion:
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Tomando K ,=5, obtener el minimo valor de K, que satisfaga la condicién de no

oscilacion.
Solucién
Definiendo:
|1 I
—m 11 le
— }
. IR
u i
se tiene:

di
) u=L—L+Ri
(1) & R

(1) Ri, = v, + Ri,
() i =iy +i,

(v) i, =cPe
despejando de (II) y (Ill) se tiene:
Pk, Yo
F 2 2R
pooh Yo
© 2 2R

con lo que despejando las derivadas de los estados se tiene:
di; R . 1 1

I, ——V.+—u
dt 2L 2L ° L
dv. 1. 1

i, ~——V
d 2C" 2RCC
sustituyendo los valores numéricos se tiene:

di .

TIL = -50i, - 5v, +10u
av .

_EQ = SOOIL - SOVC

Si se realimenta el estado (u = K x = [K1 K, ]x) se tendrd la ecuacion:
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: i

-dC;—L = =50i, - 5v. + 10K, KZ][VL ] = (=50 + 10K, )i, + (=5 + 10K, )v,
1 c

dv .

th = 500i, - 50v,

Para que el sistema no sea oscilatorio, los valores propios de la matriz del estado
=50 +10K, -5+10K,
500 -50

no deben tener parte imaginaria (deben ser reales):
M_[—50+10K1 —5+10K2] A +50-10K, 5—10K2]
500 -50 -500 A+50
=(A+50-10K,)(A +50) +500(5 -10K,) =
= A* +(100 - 10K,)A + 5000 - 500K, — 5000K, = O

. _ 10K, -100= (100 - 10K, ) - 4(5000 - 500K, - 5000K, )

2
Para que los valores propios sean reales es necesaria la condicién:

(100 - 10K,)* - 4(5000 - 500K, - 5000K,) = 0
1 1

que es la condicion pedida.
Si K,=5 la ecuacion queda:

-7500 + 20000K, =0 = K, = 590 = 0.375
20000

que es el valor minimo pedido de K.

PROBLEMA 82. Circuito con operacionales

Obtener las ecuaciones en representacion interna del sistema de la figura toman-
do como estados las tensiones en los condensadores. Las tensiones u e y van referi-
das a masa.

1k€2

VV NG BE
u W -

10kQ —
+ y

indice



208 PROBLEMAS RESUELTOS DE TEORIA DE SISTEMAS

Si las tensiones en los condensadores se miden mediante sensores, y la entrada se
define como una realimentacion del estado, calcular el valor de la matriz de reali-
mentacion para que la salida y sea senoidal pura de frecuencia 50Hz.

¢, Se puede conseguir lo mismo si la entrada se define como una realimentacion de

la salida (es decir, u=K-y)?.

Solucién

Definimos las tensiones y corrientes como:

is  1kQ

Las variables de estado seradn las tensiones en los condensadores, v, y v, . Apli-
cando las leyes de Kirchoff se tiene:

u=10% =10*-10"y, = v =10u
que es la primera ecuacién de estado. Por otra parte:
u+v, =10%;, = =107y, +107u
i =10V, =i, +i, =10*u+10u+10"v, = v, =1000v, + 1100u
que es la segunda ecuacion de estado. La ecuacién de salida es:
y=-v=-v,

Expresadas en forma matricial se tiene:
v, 0 0 10
= + u
[vz] [1000 0]{\12:' [1100]
Vi
={-1 -1
rel-t -]

La realimentacion del estado se define como u=k,v,+ky, +k, . La ecuacién en

bucle cerrado resultante es:
v, 0 0 10 v, 10
= + [k &Y |+ ki
' 1000 O 1100 v, 1100
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Para que la salida sea una sefial senoidal pura de 1005 radls los valores propios
(polos) del sistema en bucle cerrado deben ser imaginarios puros de valor 100, es decir:
H s =10k, -10k, ]

~1000 - 1100k, s - 1100k,

= (s = 10k, )(s = 1100k, - 10k, (1000 + 1100k,) = s> + (1007)
Igualando coeficientes se tiene:
-10*k, = (1007)* = k, = -9.8696
-10k, - 1100k, =0 =k, =1085.656

Si se define una realimentacion de la salida u=ky=k[-1 -1]x, la ecuacién dife-
rencial en bucle cerrado seria:

12 0 0 10 v, 10
= +k [— 1 - l] + Kot
v, 1000 O 1100 Vv, 1100

La ecuacion caracteristica seria:

s+ 10k 10k
[—1000+ 1100k s+1 100k] -

= (5 + 10k)(s + 1100k) — 10k(~1000 + 1100k) = s> + (1007)*
Igualando coeficientes se obtiene:
10k +1100k =0

10000k = (1007)?

que es un sistema de 2 ecuaciones y una incognita que no tiene solucion. Por lo tanto con
la realimentacion de la salida no se puede conseguir una respuesta senoidal pura de 50 Hz.

PROBLEMA 83. Circuito con operacionales

Obtener las ecuaciones en representacion interna del sistema de la figura tomando
como estados las tensiones en los condensadores. [as tensiones u e y van referidas a masa.

1kQ
10uF
IuF  1kQ —
u_l I—-JW -

I
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Si las tensiones en los condensadores se miden mediante sensores, y la entrada se
define como una realimentacion del estado, calcular el valor de la matriz de reali-
mentacion para que la salida y sea senoidal pura de frecuencia 100Hz.

¢ Se puede conseguir lo mismo si la entrada se define como una realimentacion de

la salida (es decir, u=K-y)?

Solucidén

La representacion interna del sistema anterior tiene la siguiente estructura:

X, X
[xz] = A, xz] + B, u
X
y=C,, [xz] + D, u

En nuestro caso, tenemos que las variables internas son las tensiones en los

Xy Vi
condensadores, de forma que x = [ ] = [ ]
X2 V2

Se tomardn las siguientes intensidades y referencias de tension:

is  pe
5, R=1k

Teniendo en cuenta la condicion del operacional realimentado (v* =v- = 0), apli-
cando las leyes de Kirchoff se obtienen las dos ecuaciones de estado:

u=v1+Ri1=v]+RCl£iﬁ = vl=—-1—vl+Lu )
dt RC, RC,
.ou=v, dv, v,
I = =l +l=C,—=+-—=
I 2 3 2 dt R
1 1
=y, =- v, - v, + : u r)

RC, ' RC, ’ RC,

La ecuacion de la salida es simplemente:
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y=-"

Escribiéndolo en forma matricial y sustituyendo valores se obtiene la siguiente
expresion:
v -1000 0 v, 1000
= + u
v, { -100 -100{}v, 100

o )

v,

Para que la salida sea senoidal pura de 100Hz los polos en bucle cerrado deben
ser imaginarios puros con parte imaginaria 200mj. Si se define una realimentacion
del estado u=k,v,+k,v,, la ecuacion en bucle cerrado es

v, -1000 O 1000 v,
= + [k &]
v, -100 -100 100 v,
Por lo que la ecuacion caracteristica (que define los polos 6 valores propios) es:
-1000 O 1000
sl - - A
-100 -100 100
(s +1000(1 = k,))(s + 100(1 - k,)) + 10°(1 = k, )k, = 5* + (2007)

donde igualando término a término se obtiene:
10001 - k,) +100(1 - k,) =0

10° -10°k, - 10°k, +10° = (2007)?

de donde se obtiene:
k, = -2.9478
k, = 404784
Si sinicamente se mide la salida de forma que u=ky, la ecuacion en bucle cerrado es:
2 -1000 O 1000 v,
MR R S
Vv, 100 100 100 Vv,
Por lo que la ecuacion caracteristica (que define los polos 6 valores propios) es:
g [—1000 0 } _ k[moo][o _q )
-100 -100 100
(s +1000)(s + 100(1 + k)) - 10°k = s* + (2007)*

donde igualando término a término se obtiene:
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1000 +100(1 + k) = 0
10° +10°k + 10° = (2007)?

que es un sistema de 2 ecuaciones y 1 incégnita que no tiene solucion, por lo que con
la realimentacion de la salida no se puede conseguir que la salida sea senoidal pura
de 100 Hz.

PROBLEMA 84.Transformacion de estado

Las siguientes ecuaciones representan la dinamica de una reaccion quimica, donde
x, es la concentracion del componente 1 y x, es la concentracion del componente 2.
La entrada u es la cantidad de reactivo que se introduce por unidad de tiempo.

X, -4 17 [x 0

= . +| |u

X, 0 =2| |x, 1

Obtener unas ecuaciones de estado equivalentes a éstas en las que las dos varia-

bles de estado sean independientes entre si. Definir esas dos variables de estado nue-
vas en funcion de x; y x,.

Solucién

Para que las dos variables de estado sean independientes la matriz de la ecua-
cién debe ser diagonal. Para conseguir una representacion del sistema con matriz
diagonal se pueden aplicar dos métodos, que en realidad son equivalentes. Una opcién
es calcular la funcidn de transferencia y obtener una representacion interna basada
en la descomposicién en fracciones simples. La otra opcion es diagonalizar direc-
tamente la matriz para obtener la matriz de transformacion.

a) Mediante la funcion de transferencia. Como la salida no estd definida, podria
tomar un valor cualquiera (por ejemplo y=x,+x,). Sin embargo no es necesario en
realidad calcular la funciéon de transferencia, puesto que lo tinico que se requiere son
los polos, y éstos no son mds que los valores propios de la matriz:

A+d —1

0 A+2=()\.+4)()\.+2)

es decir, los polos son —4 y 2. La descomposicion en fracciones simples de la fun-
cion de transferencia dard como resultado una expresién de la forma:

a B

+

G(s) =
(5) s+2 s+4
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donde a'y B son dos constantes que no se conocen. Los estados se pueden definir
entonces como:

wi(s) = u(s) = w =-=2w +u

1
wz(s)=s+4u(s) = W, =-4w, +u

La ecuacion de estado para las nuevas variables w, y w, es, por tanto:
w, -2 07 [w 1
= : + | |u
W, 0 -4 |w,| |1
unicamente falta obtener la relacion entre éstas variables y las variables originales
X, ¥ x;,. Una forma sencilla de hacerlo es obtener la transformada de Laplace de x,

y x,. Tomando transformadas en la ecuacion de estado y despejando se obtiene:
i

x,(s) s 0 -4 17\ [0
= - u(s)
de donde operando se obtiene:

x,(s)

" Gieea

u(s)

%)=

Se observa por tanto que w,=x,. Por otra parte w, se puede poner como una com-
binacién lineal de x, y x, (esto siempre se cumple para dos representaciones del mismo
sistema):

s+2
W, = ————————y aQ——————U+Q,——1u
(s+4)(s+2) (s+4)(s+2) (s+2)

Sumando e igualando los numeradores se obtiene que:

=0ox +0,X, =

a, =1
o, +0,(s+4)=5+2 =
a =-2
es decir,
w, =X,
w, = =2X, + X,
b) La segunda alternativa para la resolucién del problema es la obtencién direc-
ta de la matriz de transformacion que diagonaliza la matriz del proceso.
Si se define la matriz de transformacion T de forma que:

w=Tx = W=Tx=TAx+Thu=TAT 'w+Thu
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basta calcular la matriz T que hace que la nueva matriz de la ecuacion del proceso
(TAT"') sea una matriz diagonal. La matriz de transformacién que logra lo anterior
tiene en sus columnas los vectores propios de la matriz A. Los valores propios son —4
y —2. El vector propio asociado al valor propio A,=-4 es la solucion de:

-4 1 1
[0 _2]v1=-4v1 = y = [0}

donde a es una constante arbitraria. El vector propio asociado al valor propio A,=—2

es la solucién de:
4 1 1
[ ]vz =-2v, = V= ﬁ{ }

0 -2 2
donde f3 es una constante arbitraria. La matriz T se forma con los vectores propios, es decir:
a B1°
o 28

donde cualquier valor de o0y B da una matriz vadlida. Si por ejemplo se toma a=1y

B=1 se tiene la matriz:
117" 1 -1/2
T = =
[O 2] [0 1/2 }

La ecuacion resultante en las nuevas variables es:

-4 0]
W=TAT“w+Tbu={ W+

_1/2
0 -2 J”

1/2

mientras que la relacion entre las nuevas variables y las originales es:
w, I -1/23{x,1 [x, —-0.5x,
w, [0 1/2 ] X | 0.5x,

PROBLEMA 85. Diagrama de bloques

w =

Obtener las ecuaciones en representacion interna del sistema siguiente

X1 1

X2
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Solucion
Para la variable x, se cumple:
1 , :
() =——x,(s) & X +x=x, = X =-X+1X,
s+1
Par la variable x, se tiene:
3 .
x,(s) = (x,(s) +x,(8) + x5(5) - u)—-z— < X, ==2x, +6x, +3x; - 3u
s+
Y por ultimo para la variable x;:
4 ,
x;(s) = (xl(s) +x,(8) + x5(5) - u)—5 < X3 ==5x, +8x; +4x; - 4u
s+

La variable de salida es:
y=Xx-x
Agrupando las 3 ecuaciones en forma matricial se obtiene:
X, -1 1 0]fx 0
=16 =2 3||x|+|-3|u
X3 8 0 -1lix -4

Xy
y=[-1 1 0]x,
X3
PROBLEMA 86. Circuito con operacionales
Dado el siguiente sistema:
R 10k
u
10k . _
+ y
= 470nF
10k 470nF
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a) Obtener las ecuaciones en representacion interna tomando como estados las ten-

siones de los condensadores.
b) Obtener el valor de R para que ante entrada escaldn, la salida en régimen per-

manente tenga un término senoidal, calculando su frecuencia.

Solucion

a) Definimos las corrientes y tensiones siguientes:
R 10k i,

V2

Donde las flechas de las tensiones indican la caida de tension. Las ecuaciones del
operacional realimentado en funcionamiento lineal son v* = v-, ademds de las corrien-

tes nulas absorbidas por las entradas positiva y negativa.
Aplicando las leyes de Kirchoff a los distintos elementos del circuito se obtienen

las ecuaciones de donde se tratard de despejar dos relaciones de la forma:
v, =a, v, +a,v, +bu
Vy = Ay v, +ayv, + bu
En primer lugar tenemos que:

v, =v'-0=v"=v

Por otra parte se tiene que:

- -~ 10* 10*
Ll BN y=__0_u+(1+1)vl
R R

R 10*
que representa la ecuacion de salida. En la otra rama se tiene:
-V, -V 1 1 1
i, =470-10%y, = 20" L —y
2 ? 10* R 10°* R

De aqui sale la primera ecuacion de estado:
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10° 10* 10°
v, = v, ——V, =
47R 47 47R
Para la segunda ecuacion de estado se tiene que:
L v o, 1 1 1
L=l +1, = 'i—(')l;+47010 9Vl = EV] —'I—(FVZ ——R?u

u

de donde se obtiene:

10° -10°R 10* 10°
47R 47 47R

Las matrices del sistema en representacion interna son:

10°-10°R  10*

v, = u

A-| 4R 47
010
47R 47
108
“4r| . 10* . 10
b= = 14— S od=——
| e o) aeeg
47R

b) Para que la salida tenga un término senoidal los valores propios (polos) del
sistema deben ser imaginarios puros, es decir, deben tener parte real nula. El poli-
nomio que da los valores propios es:

10° -10*R I_Qi

_Al= 47R 47 | _
A - 4| A

47R 47

_(A 108-10“1?)(“91)4_ I6° 10°
47R 47) 47TR 47
4 8 4 8

=)L2+(1_(1__10 10 R))H_l_()_2
47 47R 47

Para que las raices sean imaginarias puras el término de A debe ser cero, por lo
que:

4 8 4 4
LAl 0 R SE LA
47" 4R 2

En ese caso los polos (valores propios) son:
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La frecuencia de la salida es la parte imaginaria de los polos, por lo que esa
frecuencia es:

10*
w=—-=22176rad/s
47

PROBLEMA 87. Circuito con operacionales

Dado el siguiente circuito donde las tensiones u e y van referidas a masa.

1k
1kQ

IuF  1kQ
u _I [ —

+

10pF

'

Obtener:

a) Las ecuaciones en representacion interna del sistema tomando como estados las
tensiones en los condensadores.

b) Si la salida se mide mediante un sensor y se realimenta definiendo u=k(r-y),
;existe algin valor de k>0 para el que el sistema en bucle cerrado (con la nueva entra-
da r) tenga una respuesta ante escalén no acotada?

¢) Si las tensiones en los condensadores se miden mediante sensores, y la entra-
da se define como una realimentacién del estado, u=Kx+r, calcular el valor de la
matriz de realimentacion para que las ecuaciones de estado en bucle cerrado sean des-
acopladas.

Solucién
a) La representacion interna del sistema anterior tiene la siguiente estructura:
X 4 X, B
= + u
x2 x2 xz 2x1
X

y=C1x2|:x

2

} +D, u
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En nuestro caso, tenemos que las variables internas son las tensiones en los
condensadores, de forma que

Se tomardn las siguientes intensidades y referencias de tension:

i _
5 o R=1k

Teniendo en cuenta la condicién del operacional realimentado (vt = v- = 0), apli-
cando la s leyes de Kirchoff se obtienen las dos ecuaciones de estado:

1
u=vl+Ril=v1+RC1ﬁ = vl=——vl+—-—1—u )
dt RC, RC,
.ou=v, ., dv, v,
I = =L+ =0C—=+-=
1 R 24 > "R
1
= v, =- L v, - 1 v, + u n

RC, RC, RC,
La ecuacién de la salida es:
y==v,=Ri,=v,-v,-u

Escribiéndolo en forma matricial y sustituyendo valores se obtiene la siguiente
expresion:
v, -1000 0 1Jv, 1000
= +
J, [-100 -100][v2] [100 ]”

b) En este apartado se realiza una realimentacion de la salida. Una respuesta ante
escalon no acotada quiere decir un comportamiento inestable del sistema. El dia-
grama de bloques que representa el bucle cerrado del sistema es el que se muestra a
continuacion:
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k ¥ G(s) >

G(s) es la funcién de transferencia del sistema, cuya equivalencia con la represen-
tacion interna es:

G(s)=C(sI-A)'B+D

s +1000 0 71771000
G(s) =[1 -1][ [ ]_1=

100 s+100 100
—s5* - 200s -5(s +200)

TS +1100s+10° (s +100)(s + 1000)

La funcion de transferencia en bucle cerrado es:
M(s) = _kG(s)
1+ kG(s)
La ecuacion caracteristica serd:
1+kG(s)=0 = (s+100)(s+1000)- ks(s+200) =0

(1= k)s® + (1100 - 200k)s +10° = 0

Para que el sistema sea inestable es necesario que al menos un polo (raiz de la
ecuacion caracteristica) tenga parte real positiva. Los polos son:

~1100 + 200k = /(1100 = 200k)? - 4(1 - k)10°
2(1-k)

Esto se cumplird si
—1100+200k>
2(1-k)
I-k>0 y -1100+200k >0 = No hay solucién
{1-k<0 y —1100+200k <0 =1<k<5.5

También habrd un polo con parte real positiva si
“41-b10°>0 = k>1
Se concluye que st hay valores de k>0 tales que el sistema en bucle cerrado es
inestable (cualquier valor k>1).

c) En el presente apartado se procede a realimentar el estado, de forma que las
nuevas ecuaciones de estado se hallen desacopladas. La entrada se define como:
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]+

vy

Las ecuaciones en bucle cerrado son:
e )
v, -100 -100| |100 [ "*([v,| |100

Para que el sistema en bucle cerrado sea desacoplado la matriz de estado debe
ser diagonal. Por lo tanto, se deben seleccionar k, y k, de modo que cumplan:

1000k, =0 = k, =0

u=[k k]

~-100+100k, =0 = k =1

PROBLEMA 88. Representacion interna discreta

El modelo de un sistema discreto esta definido por la ecuacion en diferencias:
v, -1.72y,_, +0.81ly,_, =104, +10u, _,

Obtener una representacion interna valida para el sistema.

Solucién

La de funcién de transferencia es:

Y 10+1077°
_(}l = G(Z) = | Z )
U(z) 1-1.72z7 +0.81z

Para obtener una representacion interna del sistema se definen las variables de
estado x, y x, como aquellas sefiales cuya transformada en Z es:

-1

1-1.72z7 +0.81z

-2

T1-172z7+ 081z

X, (2) = U(z)

X, (2) U(z)=z"X,(2)

se tienen las siguientes ecuaciones de estado:
x,(k+1) = x,(k)
Xy(k+1) = 1.72x,(k) = 0.8 Lx, (k= 1)+ u, = 1.72x,(k) - 0.81x,(k) + u,
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La salida se puede expresar en funcién de los estados como:
-2

Y(z)=10 U(z)+10 U(z)

1-1.72z7" +0.81z7 1-1.72z7" +0.81z72

Ye = 10x,(k +1) +10x,(k) = 10(1.72x, (k) - 0.81x,(k) + 1, ) + 10x, (k) =
= 1.9x, (k) +17.2x, (k) + 10,

Es decir, las matrices que definen el sistema son:

=ﬂ , C=[19 172] ; D=10

0 1
A= ;
[—0.81 1.72} 1

Esta solucion evidentemente no es inica.

PROBLEMA 89. Representacion interna discreta

Dado un proceso modelado por la ecuacion en diferencias
Y =04u,_, +u,_, +0.6u,_,

Obtener un modelo en representacion interna correcto del sistema.

Solucion

Partiendo de la funcién de transferencia:

2
()= 22 L0477 472 106, - 222 2406

u(z) z
se pueden definir los 3 estados (el sistema es de orden 3) como:

(2 =z"uiz = xk)=u_, = x(k+1)=u,

x,(z) = 22u(z) = z’lxl(z)
= xk)=u_,=xk=-1) = x,(k+1)=x(k)
x(z) = 22u(z) = z'lxz(z)
= xk)=u_,=xk=-1) = x(k+1)=ux,(k)

quedando la salida definida como:
¥, = 0.4x,(k) + x,(k) + 0.6x,(k)
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Las ecuaciones en representacion interna serdn por tanto:

000 1
Xu=|1 0 Ofx, +]0]u,
010 0

¥ =[04 1 06]x
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SISTEMAS CONTINUOS
DE SEGUNDO ORDEN

Esta seccion contiene problemas relativos a sistemas continuos de segundo orden.
Los problemas estan relacionados con las caracteristicas de la respuesta de estos
sistemas ante entrada escalon, como la ganancia estatica, la sobreoscilacion, el tiem-
po de pico, el tiempo de establecimiento o la frecuencia de oscilacion.

En algunos problemas se plantea la obtencion de la funcion de transferencia del
sistema a partir de la respuesta ante escalon del mismo, o a partir de algunos datos de
dicha respuesta.

En otros problemas se debe calcular alguna de las caracteristicas de la respuesta
del sistema a partir de informacion de la funcion de transferencia.

Los problemas hacen referencia tanto a sistemas de segundo orden estandar (nin-
gun cero), como sistemas con cero adicional, o sistemas de orden superior con un par
de polos complejos conjugados dominantes.

La teoria necesaria basica para resolver los problemas de este capitulo puede encon-
trarse en el capitulo 7 de [Sala00].

También puede encontrarse la teoria necesaria en los libros [Oppenheim98] (capi-
tulo 6), [Phillips96] (capitulo 4), [Franklin91] (capitulo 2) y [Ogata93] (capitulo 4).
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PROBLEMA 90. Identificacion de sistema

Obtener la f.d.t. aproximada del sistema cuya respuesta ante una entrada escalon
de valor 3 es:

R T WY (Y W QY T QY QI |

|
/
/
|
[
/
|

COO0000000 ottt
oxbhwhuvoNDO-LvwRIONDON

0 0.20.40608 1 1.21.4161.8 2 2.22.4262.8 3
t (seg)
(Se trata de un sistema de 2° orden estandar?. Si no es asi, /qué tipo de sistema
puede ser, y por qué?.

Solucidén

Midiendo sobre la grdfica la sobreoscilacion y el tiempo de pico se tienen datos
suficientes para obtener £y w,. La ganancia estdtica se obtiene sin mds que leer el
valor en el que se estabiliza la entrada, teniendo en cuenta que la entrada es un esca-
16n de 3 unidades:

K=E=O.5
3

iy
5 =871 _gog7 0%
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-&n 2 252 1
In(0247) = —=(1-&) =" ———
0247 J1-8 A-s)=mt (In(0.247))*
2
~ £- 2(ln(0.247)) -
7° +(In(0.247))
1=065= =0 =-——=-483=0,/1-& = o, =529
w, 0.65
luego el sistema de 2° orden estdandar es:
. 2
G(s) = Ko, 0.5-5.29 _ 14

S +2Ew,s+® 2 52 +2-0406-5295+5297  s° +4.35+28

Para comprobar si realmente se trata de un sistema de 2° orden estdndar, hay que
medir alguna otra caracteristica de la respuesta, por ejemplo la frecuencia de osci-
lacién. Midiendo el semiperiodo de oscilacion (distancia entre el mdximo y el mini-
mo) da aproximadamente 0.9 segundos, luego la frecuencia de oscilacion medida es:

w, = _ 2" _35 radls
T. 209

osc

si fuera un sistema de 2% orden estdndar, esa frecuencia de oscilacién deberia ser
igual a w,. Sin embargo, el valor calculado de w,es 4.83 radls, por lo que no es un
sistema de 2° orden estdndar.

Se puede averiguar qué tipo de sistema puede ser, haciendo el cdlculo de manera
diferente. Si se trata de un sistema de 2° orden (aunque no sea estdndar), la fre-
cuencia de oscilacion coincide con w,, pues es el término que aparece dentro del fac-
tor senoidal de la respuesta. Asi pues, de la frecuencia de oscilacién medida se puede
tomar w, en lugar de calcularlo a partir del tiempo de pico. De esta forma: w,=
w,=3.5 rad/s. Para este valor de w,, el tiempo de pico (si fuera de 2¢ orden estdn-

dar) seria de t, = 22 _09.5in embargo, el t, del sistema real es de 0.65

w 3.5

D

(bastante menor), con lo que se puede concluir que podria tratarse de un sistema con
un cero adicional negativo (constante T positiva). Por otra parte el cero adicional
produce un aumento de la sobreoscilacion respecto de la que tendria el sistema de
segundo orden estdndar con los mismos polos. Esto implica que el amortiguamien-
to del sistema serd en realidad mayor que el valor calculado al principio del pro-
blema, es decir, & >0.406. Esto encaja también en el hecho de que la frecuencia pro-
pia sea menor que la calculada inicialmente a partir del tiempo de pico. El cdlculo
exacto de los valores es complicado, pues tanto el tiempo de pico como la sobreos-
cilacion dependen de T, v,y E.
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PROBLEMA 91. Identificacion de sistema

Un sistema es sometido a una entrada escalén de valor 3. La salida en cada ins-
tante se puede leer en un display (de nimeros). Se dispone también de un crondéme-
tro. El valor inicial del display es cero. El valor maximo que llega a marcar el display
durante la respuesta transitoria al escalon es de 15.8. Cuando pasa mucho tiempo la
lectura del display se estabiliza en 12. Mediante el cronémetro se ha medido también
el tiempo que ha pasado desde que el display llegé al primer valor maximo hasta que
llego al segundo valor maximo. Este tiempo es de 25 segundos. Obtener la funcion
de transferencia del sistema. ;Podemos saber si se trata o no de un sistema de 2° orden
estandar?. ;Qué medida adicional podriamos haber tomado para comprobarlo?

Solucioén

Supondremos que se trata de un sistema de 2° orden estdndar.

Ganancia estdtica: k = % =4

Sobreoscilacion: 6 = —1%1—2- =0.317

De la sobreoscilacion se puede obtener el amortiguamiento:
N 1
d=eV"F = E-— -0343
T 2
+1
(ln((S))

De la frecuencia propia se puede obtener la natural:

2 wp
w,=w,1-§ = o, = = (0.266
1-&
La funcion de transferencia del sistema (suponiéndolo de 2° orden estdndar) seria:
kw? 0.28

G(s) = . =
(s) s’ + 28w, s + w2 s* +0.1825 +0.07

Con los datos que tenemos no podemos saber si se trata o no de un sistema de 2°
orden estdndar. Para comprobarlo hubiera bastado con medir el tiempo de pico, y
comprobar si coincide con el valor tedrico para un sistema de 2° orden estdndar:
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7
t, =—=12.57 _Si el tiempo medido coincide con éste, se trata de un sistema estdn-
w
P

dar. Si no coincide no seria un sistema estdndar.

PROBLEMA 92. Identificacion de sistema

La siguiente grafica muestra la salida de un sistema ante una entrada en rampa
de pendiente 2 (u(z)=2¢). Obtener la funcién de transferencia del sistema. ;Cual es la
ganancia estatica del mismo?

1.7
l’-\

12T
1.4 A
1.3 / A
1.2 I S e N
1 1 \ //
§ l N
0.9 /

y 0.8}
0.7
0.6 Lif
0.5
0.4
0.3
0.20-/
0'8 /

012345678 9101112131415
t(seg)
Solucién

La grdfica medida tiene un aspecto simular a la respuesta ante escalén de un sis-
tema de segundo orden. Debido a esto, en primer lugar supondremos que el sistema
se descompone en dos bloques en serie:

u(t)=2t
U(s)=2/s*

s/2

u’'(t)=1
U(s)=1/s

G’(s)

y(t)

de forma que la respuesta medida es la respuesta ante escalén unitario de un siste-
ma G’(s). Para calcular este sistema se supondrd que es de segundo orden estdn-

indice



230 PROBLEMAS RESUELTOS DE TEORIA DE SISTEMAS

dar, y se aplicardn las ecuaciones conocidas de las caracteristicas de la respuesta
ante escalon de este tipo de sistemas: ganancia estdtica, tiempo de pico, frecuencia
de oscilacion y sobreoscilacion.

La ganancia estdtica de G'(s) es K=1.2, pues el escaldn es unitario, y la salida se
estabiliza en 1.2. La sobreoscilacion es:

0= lea-12 =0.367 = 36.7%

De este valor obtenemos el amortiguamiento:
-En

5=0367=¢""% = £-0305
El tiempo de pico es:

tp=3.3=—ﬂ— => wp=0.95rad/s

w,

Si el sistema es de segundo orden estdndar, ésta debe ser la frecuencia de osci-
lacion. Midiendo el periodo se obtiene aproximadamente:

por lo que si encaja con la respuesta de un sistema de 2° orden estdndar.
Para calcular la funcion de transferencia basta calcular la frecuencia natural:

, 0.95
o = =
TJ1-8 41-0.305°

con lo que tenemos:
1.2

s +0.61ls+1

La funcion de transferencia total del sistema que buscamos serdn los dos bloques
en serie:

G'(s) =

1.2s
2(s* +0.61s +1)
La ganancia estdtica de este sistema es nula ya que:
G(0)=0
lo cual significa que ante una entrada escalén (constante) la salida del sistema ten-
deria a cero con el tiempo.

G(s) = %G’(s) -
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PROBLEMA 93. Caracteristicas de la respuesta

El sistema de 2° orden G(s) tiene ganancia 0.5, frecuencia natural 2 y coeficiente
de amortiguamiento 0.3. Dibujar la respuesta ante escaldn unitario, indicando las
caracteristicas fundamentales. Superponer a esa grafica la respuesta de los sistemas
siguientes, indicando la diferencia fundamental respecto a la respuesta de G:

a) Igual que G, pero con un coeficiente de amortiguamiento de £=0.5 (G,).

b) Con £=0.15, y w,=4 (G,).

c) Igual que G, pero con un cero adicional en 2 (G,).

d) Igual que G, pero con un polo adicional en -0.25 (Gg).

Solucion

La respuesta ante escalon de G(s) es:

0.7 : .

MP
0.6} o5

0.5 A
0.95%0, 51 \ A

Y ol P

o3} | ]
02} [/ -

0.1Lf 1

ol - - . -
0 ;2 4 1ty 6 8 10

Los valores de las distintas especificaciones de la respuesta son:

s
5=e V¥ 03723
&
M, =051+ ¥ )= 068616
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232
3
lios = =5
Ewn
La respuesta de G, es:
0.7 ey
o6 [ \ -
05— /\\—"“" """"""""" E—
Y04l |
0.3} | ]
0.2¢ j
j
0.1}
0 2 4 6 8 10
La diferencia fundamental es la menor sobreoscilacién y el menor tiempo de esta-
blecimiento. El tiempo de pico y el periodo de oscilacion son algo mayores.
La respuesta de G; es:
1 . .
0.8¢ -
vs 0.6l | VO )
0.4}/ / ]
0.2}]/
ol L s - :
2 4 6 8 10
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Es mds rdpida y mds sobreoscilatoria, sin embargo el tiempo de establecimiento
es el mismo (la exponencial que envuelve a las oscilaciones es la misma por tener los
polos la misma parte real).

La respuesta de G, es:

0.8 . : . ;

0.6

Y, 04

0.2

-0.2 - - - -
0 2 4 6 8 10

Debido al cero positivo (1<0) la respuesta tiene una oscilacién inicial contra-
ria. Ademds tiene una sobreoscilacion algo mayor, y un tiempo de pico también mayor.
El tiempo de establecimiento es similar.

La respuesta de G; es:

0.7 — : : :

0.6

o5l |

Ys 04l | 7 ]

0.2
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El polo adicional tiene una parte real de un valor mds pequerio que los polos com-
plejos (0.25 frente a 0.6) , por lo que ese polo es ligeramente dominante. La respuesta
se parece por tanto mds a la de un sistema de primer orden (no hay sobreoscilacion).
En este caso la dominacion no es muy clara, por lo que el efecto de los polos com-
plejos en la respuesta no es despreciable.

PROBLEMA 94. Identificacion de sistema

Para obtener el modelo de un sistema continuo se han hecho dos experimentos.
En el primero se le ha dado una entrada escalon de valor 5 y se ha ido midiendo la
salida en el display del sensor. El valor maximo que alcanzo la salida es de 8, mien-
tras que el valor en el que se estabilizo es de 7. El segundo experimento ha consisti-
do en una entrada senoidal de amplitud 2 y frecuencia 10 rad/s. El valor minimo leido
en el display del sensor ha sido de —1.5 y el valor maximo de 1.5. Calcular el mode-
lo del sistema.

Solucion

En primer lugar, suponemos que el sistema es de segundo orden estdndar, ya
que su respuesta ante un escalon es subamortiguada. La expresion general de la fun-
cion de transferencia de un sistema de segundo orden estdndar es la siguiente:

ka?

G(s) = a
(s) 5* +28w,s + o}

Del primer experimento podemos obtener los siguientes pardmetros:

Unicamente falta determinar el valor de w,. Pero como en el primer experimen-
to no se dan datos de los tiempos (de pico, de establecimiento), se empleardn los datos
aportados por el segundo experimento para la determinacion de dicho pardmetro.
Las medidas realizadas nos indican vinicamente la amplitud de la salida para una
frecuencia de 10 radls.
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. kow? ko?
|G(jw)| = z -

|0 - 0® + 28w,0j] i \/(wf —w2)2 +(2E0,0)°

1G(10,)| = 1—25- =0.75

1.4w?
(02 -100)" +(2:0526-10- 2

=0.75

2.4840* + 89.33w? 10000 =0=> w, = 6.93rad /5

Ya se dispone de los pardmetros necesarios para completar la funcion de trans-
ferencia. De este modo el sistema objeto de identificacion posee la siguiente fun-
cion de transferencia:

67.235

G(s) = =122
)= 7 7348

PROBLEMA 95. Caracteristicas de la respuesta

Un sistema de 2° orden G(s) tiene ganancia 0.5, frecuencia natural 1.5 y coeficiente
de amortiguamiento 0.5. Dibujar la respuesta ante escalén unitario, indicando las
caracteristicas fundamentales. Superponer a esa grafica la respuesta de los sistemas
siguientes, indicando la diferencia fundamental respecto a la respuesta de G:

a) Igual que G, pero con un coeficiente de amortiguamiento de E=0 (G,).

b) Con £=0.25, y ®,=3 (G,).

c) Igual que G, pero con un cero adicional en -3 (G,).

d) Igual que G, pero con un polo adicional en -6 (G;).

Solucion

La respuesta ante escalon de G es:
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M,,O'B
0.551
0.5 /
0.95%0.5 N
0.4} e >
y S Tose/ 2=,
03t [/
0.2}
/]
/
0.1}/
/
0 .
0 2t 4 6
t
donde los valores son:
- E”
d=e V¥ =0.163
- §.7[
M, =051+e V¥ )= 05815
T
= o T T 2418
2 W, w1-&
3
Los=——=4
fw,
El sistema G, con E=0 tiene una respuesta:
1
0.8}
Y, 0.6}
04t [/
02| J
0
0
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La caracteristica fundamental de este sistema es que la sobreoscilacion vale 1
(100%), y el tiempo de establecimiento infinito. El tiempo de pico es algo menor.
La respuesta del sistema G; es:

0.8 . . : . : .

0.7¢ ]
0.6¢ ]

~~~~~

y, 0.5 d N e

0.4
0.3
0.2
0.1

3 4 5 6

La exponencial que envuelve las oscilaciones es la misma, por lo que el tiempo de
establecimiento es el mismo. Esto se debe a que la parte real de los polos es la misma.
El tiempo de pico es menor, y la sobreoscilacion mayor, debido al menor amorti-
guamiento. La frecuencia de oscilacién también es mayor.

La respuesta del sistema G, es:

0.6 _ . :

04l [/ ]
Y4 :

03} |/ .
0.2f [/ .

01}// ]

0 2 4 6 8

Al ser un cero negativo (t>0) el sistema es mds rdpido (tiempo de pico menor) y
tiene mds sobreoscilacion. El tiempo de establecimiento es similar, y la frecuencia de
oscilacion es la misma.
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La respuesta de G es:
0.6 , . .

0.5 /f e ]
0.4}

Y, /
03} | ]
02t

0.1f /

0L s . :
0 2 4 6 8

Al ser un polo estable y de parte real bastante mayor que la de los polos com-
plejos, éstos dominan, por lo que la respuesta es parecida a la del sistema de 2°
orden estdndar. El efecto del polo adicional es hacer el sistema algo mds lento
(tiempo de pico mayor) y algo menos oscilatorio (sobreoscilacion ligeramente
menor). El tiempo de establecimiento es similar, y la frecuencia de oscilacién es
la misma.

PROBLEMA 96. Identificacion de sistema

Un sistema continuo lineal se encuentra en bucle cerrado con la entrada definida
por una realimentacion de la salida de la forma u=10(r-y). Estando en equilibrio en
un punto de funcionamiento definido por ry=15, y,=14, u,=10 se produce un cambio
en la sefial de referencia que pasa a valer r=20. Midiendo la salida se ha observado
que el valor maximo que alcanza es y,,,,=22, en un tiempo de 2 segundos. Calcular la
funcion de transferencia del sistema en bucle abierto haciendo las suposiciones que
se consideren oportunas.

Solucién

Como se tiene una realimentacién de la salida estdndar la funcién de transfe-
rencia en bucle cerrado es:
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¥ + ¥y
—_ | 10 L | OB -
YO _ sy 10GE)
r(s) 1+10G(s)

Como el sistema es lineal, si con r,=15 el sistema se estabiliza (estd en equilibrio)
en y,=14, la ganancia estdtica es:

14
M) =—
15
Al ser el sistema lineal la funcion de transferencia es vdlida para incrementos, por
lo que ante un incremento escalon en la referencia de valor 5 el valor final que alcan-

zard el incremento de la salida es:

14
Ay(e) = SM(0) = —

De los datos medidos (valor mdximo de la respuesta y tiempo en el que se da) se
tienen la sobreoscilacion y el tiempo de pico. Si se supone que el sistema en bucle
cerrado M(s) es de segundo orden estdndar se tiene que:

-Ex
5= Mne ~AV(®) 22-14-1473 0105 05 . £_01065
Ay(®) 14/3
1
t,=2 = = 0,= 1.5798 rad/s

w,\1-&
Con lo que el sistema en bucle cerrado es:

2

M(s) = Kw, 2.3293 _10G(s)

s*+2Ew s+ ] T 52 033655+ 24957 1+ 10G(s)
de donde se obtiene despejando:
2329
G(s) = M(s) - 0.23293
10(1 - M(s)) s° +0.3365s +0.1664

PROBLEMA 97. Identificaciéon de sistema

Un sistema mecénico se encuentra en equilibrio con una fuerza de entrada de 100
N, y una posicion de 0.6 m. En un instante determinado se aumenta la fuerza, pasan-
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do a 150 N, y se registra la evolucion de la posicion con el tiempo. De este registro
se han obtenido los siguientes datos:

- La posicion maxima alcanzada fue de 1.2 m, alcanzandose en t=1.5 segundos.

- La posicion alcanzé un minimo local en el instante t=2.9 segundos.

- El sistema quedo en reposo en una posicion de de 1 m.

Obtener de forma aproximada la funcion de transferencia del sistema. ;Qué varia-
bles relaciona esta funcion de transferencia, y qué representa?

Solucién

Si la fuerza se incrementa pasando de 100 a 150 N, se tiene una sefial de entra-
da escalén de valor 50 N para la sefial Au. Por otra parte la salida del sistema (posi-
cién) pasa del valor de equilibrio de 0.6 m a un valor final de 1 m, pasando por un
valor mdximo de 1.2 m. Esto significa que la variacion de la posicion respecto del
punto de funcionamiento ha alcanzado un valor final de Ay (©) =1-0.6 =0.4m, y
un valor mdximo de Ay(t,)=1.2-0.6=0.6 m, donde el tiempo de pico ha sido t,=1.5
segundos. Con estos datos, si se supone que el sistema se puede aproximar a uno de
segundo orden estdndar, se pueden calcular los pardmetros del mismo:

k=0 _04 008
Au 50
iy
5=0'60’40'4=0.5=eﬁ? — £-02I5
=l5="a— T = 0, =2145 rad/s
w, wl-&

La funcion de transferencia estimada del sistema mecdnico es:
Ay(s) 0.0368
Au(s) s*+0.922s5+4.6

El dato del tiempo que tardé en alcanzar el primer minimo local sirve para com-
probar la validez de la suposicion de que el sistema es de segundo orden estdndar. El
tiempo transcurrido entre el primer mdximo y el primer minimo es el semiperiodo de
oscilacién, por lo que la frecuencia de oscilacion es:

T
5=2.9-1.5=1.4=—”— = o, =2244~0,=0,1-& =2.095
w

osc

G(s) =

Se observa que hay una ligera discrepancia, ya que si el sistema fuera exacta-
mente de segundo orden estdndar la frecuencia de oscilacién deberia coincidir con
la frecuencia propia. Este pequefio error puede deberse a la presencia de polos o
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ceros adicionales que no son totalmente despreciables. Una forma de estudiar cudl
puede ser el caso es tomar como frecuencia propia la frecuencia de oscilacion (esto
es vdlido aunque el sistema no sea estdndar). Con esta frecuencia propia el tiempo
de pico tedrico seria:

T
tp,teorico = m— = 14 seg

Ahora bien, el tiempo de pico real (medido) ha sido mayor, lo que puede deberse
a la presencia de un polo adicional o de un cero positivo. En este iltimo caso la
respuesta hubiera tenido un transitorio inicial contrario al escalén de entrada.

La funcién de transferencia obtenida relaciona la variacion de la entrada (fuer-
za) respecto del punto de funcionamiento con la variacion de la salida (posicion) res-
pecto del punto de funcionamiento. Esta funcion de transferencia representa una ecua-
cion diferencial lineal que aproxima el comportamiento del sistema mecdnico alrededor
del punto de funcionamiento definido por uy=100N, y,=0.6 m.

PROBLEMA 98. Sistema en bucle cerrado

Dado el sistema de control realimentado:

Uef T+ €

—p> R(s) ._u___’ G(s) y >

H(s)=1 g

donde R(s)=k,(1+0.22s) y donde G(s) es un sistema de 2° orden estandar, ;Se puede

&
ST

decir que la sobreoscilacion del sistema en bucle cerradoes § = e V-8 , donde
Y ,
U, (s)

es el amortiguamiento de la funcién de transferencia M(s) =

Solucidn
No seria correcto, pues esa formula solo es vdlida para sistemas de 2° orden estdn-

dar, y la funcion de transferencia global en bucle cerrado M(s) no es de 2° orden
estdndar, ya que:
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kp(l + 022.5’)2_b—'—~
M(s) = R(s)G(s) _ s"+as+a,
T+ RGS) 14k (1+0.225) b
s‘+as+a,
k,(1+0.225)b k,(1+0.225)b

TS vas+a,+k(140225)b 5 +(a,0.22bk )s + a, + bk,

por lo que M(s) es un sistema de 22 orden con un cero adicional negativo (T positiva)
pudiendo afirmarse que la sobreoscilacion real serd mayor que la que predice la for-
mula.

PROBLEMA 99. Caracteristicas de la respuesta
Describe las diferencias y semejanzas entre las respuestas ante escalon de dos sis-

temas de 2° orden estandar con la misma ganancia y factor de amortiguamiento o,
pero diferente frecuencia natural y amortiguamiento, es decir:

k, =k,

0,=§w,, =0,=5w,,
£ <§&,

W,, >W,,

Solucién

El sistema 1 tiene mayor sobreoscilacion (§ menor), menor tiempo de pico y mayor
. . . 2 2
frecuencia de oscilacion (@, = w,/1 - & mayor).

Los dos sistemas tienen el mismo tiempo de establecimiento, pues la envolvente
exponencial de la respuesta es la misma ( mismo valor de o = Ew,).

PROBLEMA 100. Identificacion de sistema

Un sistema de segundo orden estandar recibe como entrada una sefial rampa uni-
taria partiendo de condiciones iniciales nulas. Se ha medido la salida a partir del
instante 3 segundos, obteniéndose la grafica de la figura. Obtener toda la informacién
posible de la funcion de transferencia del sistema.

indice



SISTEMAS CONTINUOS DE SEGUNDO ORDEN 243

12
11 /
10 //

o /

ye) /

0 //

: v

6 //

7
52.5 3 3.5 4 4.5 5 55 6
t (seg)

Solucién

La funcién de transferencia de un sistema de segundo orden estdndar es:

kw,?
G(s) == . >
s +28w,5s+w,

La transformada de Laplace de la respuesta ante rampa serd:

ko ?

Y(s) = G(s)U(s) = (5% + 2§a’;,,s +m,?)

Si se hace la descomposicién en fracciones simples (suponiendo en principio que
el sistema es subamortiguado, es decir que tiene polos complejos) se obtiene:

kew 2 k(o> +w,?)

n

52 (s + 28w, s + ,7) - sS(s+0) +w,?)

a b S+0 w,
-t Hc 2 7 +d 2 2 -
s S (s+0) +w, (s+0) +w,

as((s +0) +@,) + b((s +0)* + ) + ¢cs* (s + 0) +ds’w,

5*(s* +28w,s + ®,7)

Igualando los numeradores se obtiene:

b0’ +w,}) =k(0®+w,’) = b=k
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- =2k -2k
a0’ +w,2)+2b0=0 = a= 22b02= = 02= g
o +w, o t+w, w,
a+c=0 = c=—a=%
wﬂ
P 2kEo
- 2
2a0+b+co+dw,=0 = d= b a9 _ O =—k1+2§
wp w, w,
Es decir, la salida del sistema es:
2
y(t) = 2k +kt + EEe"” cos(w,t) — k 1+25 e " sen(w,t)
n n p

Como solo se dispone de la salida a partir del instante t=3 segundos aproxima-
damente, y el tramo de y(t) que se observa es una linea recta, se puede concluir que
los términos exponenciales ya se han hecho prdcticamente cero en ese instante, por
lo que el trozo de y(t) que se tiene en la grdfica se puede aproximar a:

-2kE
Esta respuesta no depende de que el sistema sea sobreamortiguado o subamorti-
guado, porque los pardmetros a y b de la descomposicion en fracciones simples
dan el mismo resultado.
De la grdfica se pueden tomar dos puntos, por ejemplo (t=4, y=7.3),y (t=5, y=9.3)
por lo que se pueden plantear dos ecuaciones:

~2kE

n

_2kE

y(t) = + kt t > 3seg

+4k =73

y(4) =

V(5) = +5k=9.3
Restando las dos ecuaciones se obtiene:
5k-4k =93-73 = k=2

De la ecuacion de arriba se obtiene:

'uf+4k=13== = -0.175
w w,

n

Es decir, no se puede obtener la funcién de transferencia, sino solo la ganancia
estdtica y la relacion entre § y w,. Ni siquiera se puede saber si el sistema es sub-
amortiguado o sobreamortiguado.
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De la respuesta se puede concluir también que el tiempo de establecimiento es
menor de 3 segundos, pues los términos exponenciales ya han desaparecido.

Aunque intentdramos medir mds puntos de la respuesta para tener mds ecuacio-
nes no conseguiriamos mds informacion, pues la grdfica que se tiene es una linea
recta que queda totalmente definida por dos puntos (si se toma otro punto se obtiene
una ecuacion que no es independiente de las dos anteriores, por lo que no se obtie-
ne informacioén adicional).

PROBLEMA 101. Sistema en bucle cerrado

Obtener el valor minimo de la constante K para que en régimen permanente la
diferencia entre la salida y y la entrada u sea menor del 10% de la entrada cuando
ésta es un escalon.

+
u X |2 y
1+2s

v

3.5
s+ 35

Para ese valor de K, definir la caracteristica de la respuesta del sistema ante escalon.
(Existe algin valor de K para el que se cumpla la condicién del 10% y el siste-
ma no sea oscilatorio?.

Solucién

La funcién de transferencia en bucle cerrado es:

1
M(s) - Y(s) _ $+05 ] K(s+3.5)
Uues) . 3.5 s2+4s+1.75+3.5K
(s +0.5) (s +3.5)

Para que se cumpla la condicién del enunciado, la ganancia estdtica del sistema
en bucle cerrado (funcion de transferencia entre u e y) debe ser mayor o igual a 0.9:

M(O)=——KL3§——20.9 = K=245
1.75+3.5K
Para K=4.5 el sistema en bucle cerrado es:
4.5(s +3.5
M(s) = _2_(_)_
s +4s+175

es decir es un sistema de 22 orden con cero adicional. Las caracteristicas son:
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w, =175 = 4.1833

- 04781
2w

n

k=M(©0)=09
Es decir, el sistema es oscilatorio (tiene polos complejos conjugados). Si el cero
no estuviera la sobreoscilacién y el tiempo de pico serian:
- Eﬂ
8=e V¥ =0.1808 = 18.08%

~ P
" w4 1-E

Debido a la presencia del cero negativo, que ademds tiene una parte real no mucho
mayor que la de los polos complejos (3.5 frente a 2) la repuesta real tendrd una sobre-
oscilacion bastante mayor, y un tiempo de pico menor a los calculados.

El tiempo de establecimiento al 95% serd:

t = 0.855

ya que el cero adicional prdcticamente no afecta al tiempo de establecimiento.
Para que el sistema no sea oscilatorio los polos de M(s) deben ser reales, es decir:

4> -4(1.75+43.5K)>0 = K <0.6428

por lo que no existe ningiin valor de K de forma que el sistema no sea oscilatorio y
se cumpla la condicion del error menor del 10%.
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10 RESPUESTA EN FRECUENCIA
DE SISTEMAS CONTINUOS

Esta seccion contiene problemas relacionados con la respuesta en frecuencia de
sistemas continuos lineales.

Fundamentalmente se trata de problemas en los que se maneja el diagrama de Bode
de magnitud, utilizando los conceptos de aproximacién asintética del mismo.

En algunos problemas se pide dibujar el diagrama de magnitud de un sistema.
En otros se pide definir algiin parametro de un sistema para que una caracteristica de
la respuesta en frecuencia (por ejemplo el ancho de banda) cumpla unos requisitos
determinados. En otros problemas se tienen que obtener los polos del sistema apro-
ximando la grafica por lineas rectas de pendientes multiplos de 20 db/dec.

La teoria necesaria basica para resolver los problemas de este capitulo puede encon-
trarse en el capitulo 8 de [Sala00].

También puede encontrarse la teoria necesaria en los libros [Meade93] (capitulo
3), [Oppenheim98] (capitulo 6), [D’azz092] (capitulo 9), [Ogata93] (capitulo 6), [Phi-
1lips96] (capitulo 8) y [Franklin91] (capitulo 5).
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PROBLEMA 102. Filtro paso bajo

Obtener la funcion de transferencia del filtro necesario para filtrar la sefial:
“sen(6t) t>0
u(t) = e (61)
0 t<0
de manera que el contenido en frecuencias de la salida quede amplificado (multipli-
cado) por 10 para frecuencias menores de 2 rad/s, y el ancho de banda de la sefial de
salida sea aproximadamente de 3 rad/s. Para el calculo suponer que la aproximacion

asintotica (por rectas) de la respuesta en frecuencia del filtro es exacta (no asi lade la
sefial de entrada).

Solucioén

En primer lugar se calculara el contenido en frecuencias de la sefial de entrada:
_ 6
La primera informacién de la G(s) del filtro nos dice que debe amplificar por 10
para frecuencias menores de 2 rad/s. Eso significa que:
[Y(jw)| = |G(jw)|-[U(jw)| = 10-[U(jw)| para w<2 radls.

U(jw) = U(s)

es decir, lG( jw)l =10 para w<2 radls.
o0 pasando a decibelios:
|G(ja))|db = 20log,,(10) =20 db para o < 2 radls.

De esta forma, ya tenemos que el diagrama de bode de G serd una recta horizontal
de 20 db hasta la frecuencia de 2 radls (por lo menos). Para completarlo habrd que
ver cuantos polos (o ceros) hay que ponerle a esa frecuencia, para que se cumpla
la segunda condicién del problema. Esta condicién es que el ancho de banda de la
sefial de salida sea de 3 radls. Aplicando la definicion de ancho de banda:

IY(jwa )ldb = |Y(j0)ldb -3
ahora bien:
Y (jw),, = 20l0g,, (¥ (jo))) = 2010g,,(G(jw)]) + 20l0g,,(U(jw))) =

= IG(jw)Idb + |U(jw)ldb
por lo que tenemos:
[YGw,)|,, =Y G, =GB, + UGB, =Y (O, -3 =
= |G(j0)ldb + |U(j0)|db -3
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de la ecuacién anterior la iinica incégnita es |G(3))|,, » ya que:

6
UGO). = |—2> | —_158 db
UGN, |(j0+1)2+36db

6
UG/ =—2 | = 1357 db
VG ](j3+1)2+36db

y ademds: |G(jO)|,, = 20 db (ya obtenido).
Despejando entonces de la ecuacion se obtiene:
|G(3j)ldb =20-158-3+13.57=14.77

Como se ve, es menor que 20 db, por lo que habrad que afiadir polos. El nimero
de polos dependerd de la pendiente requerida para que de 2 rad/s a 3 rad/s el dia-
grama de bode baje 20-14.77=5.23 db.

El nimero de décadas que hay entre 2 y 3 radls es: log,(3/2)=0.176, por lo que
la pendiente requerida es: pendiente = iZ?) = -29.7 db/dec -

0.

Como no es miiltiplo de -20 db, no se puede conseguir lo que se pide colocando
polos en 2 rad/s. En lugar de eso, se colocardn 2 polos (pendiente -40 dbldec) en la

frecuencia adecuada (mayor de 2 radls), para que |G(3j)|, =14.77. Para bajar
5.23 db con pendiente de -40 dbl/dec, el niimero de décadas es:
decadas = —5—4—%)—3 = 0.13 = log(3) - log(polo) = polo =2.22 rad/s

luego habrd que poner 2 polos en -2.22, quedando la G(s) total como:
10 B 10 49284
(4t gp (1404557  (s+2.22)
222
ya que la ganancia estdtica tiene que ser G(s=0)=10.
El diagrama de ‘G( Jjw)| queda:

G(s) =

20db -40 db/dec

-,
~,
e

S,
-,
-,
~,
-,
~,
-~
-,
-

14.77 db

~~~~~~~ -29.7 db/dec

"~

v

2 22 3 @ (rad/s)
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Elfiltro obtenido amplifica por 10 las frecuencias menores de 2.22 radls, y por tanto
también las menores de 2 radls, por lo que cumple las condiciones del problema.

Esta solucion no es iinica, pues se podria haber colocado por ejemplo 3 polos
(-60 db/dec) en una frecuencia mayor, o haber introducido algiin cero, etc.

PROBLEMA 103. Filtro paso bajo Il

Se desea construir un filtro que elimine las altas frecuencias de una sefial, de forma
que las frecuencias menores de 1 kHz no se modifiquen, mientras a la frecuencia de
2 kHz, la atenuacion debe ser de 12 dB. Este filtro se construye mediante amplifica-
dores operacionales, segiin la figura. Obtener los valores de los componentes (la solu-
cién no es unica), utilizando la aproximacion asintética de la respuesta en frecuencia.
(Cual es el ancho de banda del filtro? ;Se cumple realmente la 1* condicién del fil-
tro? Si no es asi, ;Cudl es la atenuacion a 1 kHz?

C1 2

||2 —

R4

Solucioén:

En primer lugar se obtendrd la f.d.t. del circuito de operacionales. Llamando x
a la salida del primer operacional tenemos:

u x R,
—_—_—— = =y
R 1 R(1+R,C,s)
L+C1s
_i. = _-—-—-——-——.—y => y= ——————————-—R4 X
R, 1 R,(1+R,C,s)
I
—+C,s
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Con lo que:

Y _ R,R,
u RR,(1+R,Cs)1+R,Cs)
Se desea que a frecuencias menores de 1 kHz la ganancia sea 1 (0 db), por lo que
se colocardn los polos en esa frecuencia (1kHz=1000Hz=2*n*1000rad/s=6283 radls).
La pendiente que debe tener la respuesta en frecuencia se calcula sabiendo que a
2kHz la ganancia debe ser 12 db menor que a frecuencias bajas, es decir, de -12
db. El niimero de décadas entre 1kHz y 2 kHz es log,,(2/1)=0.3 décadas, por lo que
la pendiente es: -12/0.3=-39.86 db/decada. Como la pendiente requerida es de apro-
ximadamente -40 db serdn necesarios 2 polos en la frecuencia de 6283 radls, es decir:
|
C,=R(C,=——
R2 1 42 6283
La ganancia unidad a bajas frecuencias (sefial no modificada para frecuencias
menores de 1kHz) se consigue haciendo que la ganancia estdtica sea 1, es decir:

RR,
R R,
Una de las irifinitas posibilidades seria seleccionar:
C,=C,=1uF=10"F
R,=R,=R;=R,=159%

El ancho de banda del filtro se calcula como la frecuencia a la cual la ganancia
ha decrecido 3 db o se ha reducido por y 2 Tespecto del valor a bajas frecuencias

(1 en este caso). Con los datos anteriores, la G(s) queda:

I
G =
(5= 150.0001595)

por lo que el ancho de banda es:

1 1 1
: 2|= - — =0.707
(1+0.000159w,)*| 1+0.000159%°w,} ~2

|G(jw,)| =

= @, =40478rad/s = 644Hz

Como se ve no se cumple la primera condiciéon del filtro, debido a que el cdlculo
de los polos se ha realizado utilizando la aproximacion asintética. La atenuacion a
1kHz sera:
1 _ ! _
I+ 0.000159j6283)2| 1+ 0.000159°6283°

|G(j6283)| = ‘
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o bien en decibelios:
! |
(1+0.000159,6283)*|

|G(j6283),, = ZOlogm( = 20l0g,,(0.5) = -6db

PROBLEMA 104. Decodificador analdgico

Un decodificador de sefial analogico consiste en un sistema continuo que modi-
fica el contenido en frecuencias de la sefial codificada para dar como salida la seiial
original. Con el objeto de copiar el decodificador se han hecho experimentos intro-
duciéndole sefiales senoidales de distintas frecuencias y de amplitud 1, midiéndose
la amplitud de la salida en régimen permanente:

®=1000 rad/s = amplitud=10
®=2500 rad/s = amplitud=9.97
®=518000 rad/s = amplitud=0.3633
®=910000 rad/s = amplitud=0.123
®=8.3-10" rad/s = amplitud=0.004015
®w=10-10" rad/s = amplitud=0.00401

Obtener con estos datos la funcion de transferencia aproximada del decodificador,
sabiendo que es de orden 2.

Solucion

Los datos de frecuencias menores (1000 y 2500 rad/s) nos indican 2 cosas: por
una parte el diagrama es prdcticamente horizontal para frecuencias bajas, y por otra
parte, la ganancia estdtica del sistema es 10 (la magnitud a frecuencias bajas).

Los datos de frecuencias mds altas (8.3-10° y 1(P) indican que el diagrama es prdc-
ticamente horizontal para frecuencias altas. Esto nos indica que habrd el mismo niime-
ro de polos que de ceros, ya que de lo contrario habria una pendiente miltiplo de
+20dbldec. Por lo tanto sabemos que el sistema tiene 2 polos y 2 ceros.

Lo unico que queda por determinar es la situacion de los 2 polos y los 2 ceros
para que el diagrama de bode pase por los puntos que se han medido. Si se calcula
la pendiente entre los dos puntos de frecuencias intermedias se tiene:

_ 2010g(0.3633) — 2010g(0.123)
1og(518000) — 1og(910000)
Como la pendiente es préxima a -40dbldec es evidente que los 2 polos deben estar

situados antes de la frecuencia de 518000, y los 2 ceros después de la frecuencia de
910000. Llegado este punto hay infinitas posibilidades. La mds simple es suponer que

Pend = -38.44 db/ dec
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los 2 polos son iguales, introduciendo por tanto una pendiente de -40 db/dec a par-
tir de su valor (w,}, y que los 2 ceros también lo son, reduciendo la pendiente a 0 des-
pués de su valor (w,)

20db
—o—o

-40db/dec

e -48db
Elvalor w, se obtiene de plantear la pendiente entre ese punto y el de frecuencia
518000:
~ 20log(10) — 2010g(0.3633)
log(w,) - log(518000)

Elvalor de w, se obtiene de plantear la pendiente entre el punto de w, y el de w,:
201og(10) — 2010g(0.00401)

log(w,) ~ log(w,)

Con esta solucién la curva no pasa exactamente por el punto de frecuencia 910000,
ya que la pendiente medida era -38.44 y no -40. Sin embargo hay que tener en cuen-
ta que las rectas no son mds que aproximaciones asintéticas que llevan implicito un
error de partida relativamente grande.

La funcion de transferencia quedaria:

w, =10%rad/s

-40 = w, =5-10°rad/s

2

s

I+ —

( +5406) 0.004(s + 5-10°)?
z = 2
1+ _s_s) (s +100000)
10
Como se ha comentado la solucion no es tinica. También seria vdlida cualquier
solucién que colocara los dos polos en lugares diferentes, siempre que estuvieran
antes de la frecuencia de 518000 y que las pendientes fueran compatibles (lo mismo
es vdlido para los ceros):

G(s)=10
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20db
-20 db/dec

-20 db/dec

-48db
El valor mds pequefio del polo se daria en el caso de que el otro polo estuviera
exactamente en 518000 (linea a trazos). Este valor minimo se puede obtener a par-
tir de la pendiente de -20db/dec entre el polo y el punto 518000:

20 < 20log(10) - 2010g(0.3633)
log(w,,;,) — 1og(518000)

De todas formas es mds probable la primera solucion, ya que si las frecuencias
518000 o 910000 estuvieran cerca de algiin polo o cero (puntos de ruptura), el dia-
grama real se alejaria bastante de la aproximacion por rectas, y la pendiente medi-
da en esa zona no hubiera sido tan préxima a -40 db/dec.

®,,, =18819rad/s

PROBLEMA 105. Diagrama de Bode y ancho de banda

Calcular el ancho de banda del sistema cuya funcion de transferencia es:
s+1

s +4s+4

Dibujar el diagrama de Bode asintético de la magnitud de la respuesta en frecuencia
y calcular mediante esa aproximacion el ancho de banda. Compararlo con el obteni-
do antes justificando el resultado obtenido.

¢, Si la entrada al sistema es una seifial senoidal de amplitud 2, cual sera la ampli-
tud maxima de la salida en régimen permanente y a qué frecuencia se producira?.

G(s) =

Solucion
. 1+ jow . 1+ 0®
G(jw)=——F—— = |G(jo)| =
(@) 4-w* + 4wj GG \/(4—(02)2+42a)2
El ancho de banda es la frecuencia w, tal que

_l6Go)

IG(jw,)| N
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por lo que es la solucién de:

1+w,? 1
G-0?2)P+Fo? 42
Elevando al cuadrado en ambos lados y reordenando se obtiene una ecuacion
de segundo grado para w2, cuya dnica solucion positiva es:

w?=2465 = w,=496 radls

El diagrama asintético de la respuesta en frecuencia se obtiene sin mds que fac-
torizar la funcion de transferencia en términos con ganancia estdtica unitaria:

s+1 ___1_ (1+5s)

G(s) =
() s*+4s+4 4( s)2
1+—
2
Se tiene por tanto un diagrama de bode aproximado:
A
1 2 w
[} 1 >
| I
] ]
] [}
] [}
X —m—fommmmmman R

-20db/dec

20*log(1/4)=-12db mum +20db/dec

La magnitud en el pico superior (x) se puede obtener mediante la pendiente de
la recta:

= x=10log(2)-12 = -6db

Para medir el ancho de banda en el diagrama aproximado hay que buscar la fre-
cuencia en la que la magnitud vale —12-3=-15 db:

1 2 w w

20*10g(1/4)=-12db e %20db/dec

15db=mmd D
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Para calcular el valor del ancho de banda se aplica de nuevo la pendiente de la
recta:

-9
- ~15-x _-15-(-6) = @, =210 =564 rad/s

w w
WA
2 A2
Como se observa el ancho de banda medido con el diagrama asintotico es mayor
que el real. Esto indica que la grdfica real estd por debajo de la recta asintética de
pendiente —20 dbldec.

Si la entrada al sistema es una sefial senoidal de amplitud 2, la amplitud mdxi-
ma de la salida se producird a la frecuencia de resonancia (donde |G(jw)/ es mdxi-
mo). Para calcular esta frecuencia basta con derivar e igualar a cero. Se derivard
/G{jw)[?, puesto que el mdximo se da a la misma frecuencia:

dG(jo)’ d ( 1+’ ) ~
dw do\(4-w?) + 4w’
20((4-0°) +40) - (1+0*)(320 - 44 - 0")w)
((4-w?) + 420?)
de donde se obtiene una ecuacion de segundo grado para o7, cuya tinica solucion
positiva es:

w'=2 = w =+2radls

La amplitud de la salida serd 2 veces la magnitud mdxima de la respuesta en
frecuencia, es decir:

2
L+2 2 12 = 0577

(4-2°Y +1642° V36

Amp = 2G(j~2)| = 2 \/

PROBLEMA 106. Compensador en cascada

Se desea modificar la respuesta en frecuencia de un sistema G(s) de forma que la
ganancia estatica sea unitaria, y que el ancho de banda sea de 300 rad/seg. Para ello
se va a poner en serie con el sistema un compensador segun la figura:

G( S) ___Z__,

u . Kl+bs
l+as

b 4

Definir los valores de K, b y a para que la ganancia estatica total sea 1 y el ancho
de banda del sistema total sea de 300 rad/seg, sabiendo que la respuesta en frecuen-
cia de G(s) es:
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40
|G(jw)|db

20

\\

'40 \ X
10° 10" 10° w (rad/s)

Solucidén

La funcion de transferencia total es el producto, por estar los bloques en serie:
1+ bs
1+as

G'(s)=K G(s)

En primer lugar la ganancia estdtica del sistema total es 1, por lo que se cumple:
G'(0) = KG(0) =1
Para obtener K basta con medir el valor de G(0) en la grdfica. Midiendo en la

parte de bajas frecuencias se obtiene:
-19.5

G(0)|, ~-19.5 = 20log(|G(0))) =>|G(0)| =10 ® =0.106
db g

por lo que:

G(0) 0.106
Por otra parte se desea que el ancho de banda sea de 300 radls, lo que implica que:
6300/, =|G'(O)|, =3 = -3

Ahora bien, la magnitud total en decibelios se descompone en la suma de cada
término, por lo que:

IG'(300,)|,, = 10log(K) + —:—ﬂ%@i_

+ |G(300j)|db =-3

db
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La magnitud de G a 300 rad/s se mide de la grdfica, obteniéndose aproximadamente:
|G(300,)| = -33db
Despejando se obtiene:

1+ 5300/
1+ a300j

=-3+32-19.5=9.5db

db

Ahora basta seleccionar los valores a y b para que la respuesta en frecuencia
del término formado por el cero y el polo tenga una magnitud de 9.5 db a la frecuencia
de 300 radls. Para ello es necesario que el cero (1/b) sea mds pequerio que el polo
(1/a), es decir, que se tenga una respuesta de la forma:

1/a

|

)

/ 9.5 db |

[}

0 db H

b 300 ®

Sabiendo que la pendiente es de +20 dbldec, se cumple que:

9.5
- 9.5 2 L po10%4=2985a
log(1/a) - log(1/b)  log(¥/)

Para que la magnitud en 300 rad/s sea efectivamente de 9.5 es necesario que el
polo 1/a sea mucho mds pequefio que 300 (de esta forma la grdfica real estard muy
proxima a la recta asintotica horizontal. Hay infinitas soluciones. Tomamos por ejem-
plo 1/a=10, con lo que quedaria:

a=0.1
b = 0.2985

PROBLEMA 107. Filtro para banda

El siguiente circuito se utiliza para filtrar una sefial  dando lugar a la sefial y
G
R

R;

2
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Se desea que el contenido de la sefial u entre las frecuencias de 100Hz y 1kHz
quede reducido a la cuarta parte (todo ese rango de frecuencias por igual).

Calcular los valores de R, R, C, y C, utilizando la aproximacion asintética, sabien-
do que las frecuencias mucho menores de 100Hz y mucho mayores de 1kHz deben
quedar inalteradas.

;Cual es el rango de frecuencias que queda practicamente inalterada?

Solucion

La funcion de transferencia del sistema se obtiene aplicando las leyes de Kirchoff
y el concepto de impedancia compleja:

u(s) = 1 1 +CL+R2 i(s) =

—+C;s 25

R]

_(RGus+1+RGs+(1+ RGIRGs\,

1+ RC5)C,s
1+ RC,s
1 : C,s
“”_hp+&}m‘1H&Q+AQ+&gn+&Q&qﬁm”‘
(1+ RC5)Cys

_ (I+ RCs)1 + R,C,s)
1+ (RC, + RC, + R,C,))s + RC,R,C,s"
El sistema tiene, por tanto dos ceros y dos polos. Segiin el enunciado del proble-

ma, y teniendo en cuenta que se tienen dos ceros y dos polos la magnitud de la res-
puesta en frecuencia serd de la forma:

u(s)

A
w, w,
0db >
-20 db/dec ﬁo db/dec
20log(1/4)
=-12.04db 2007 20007
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donde se observa que habrd un polo en w,, un cero en 200z, otro cero en 2000, y
otro polo en m,. La constante que multiplica a los polos y ceros vale 1, pues para fre-
cuencias bajas se tienen 0 db. Para calcular los polos se aplica la ecuacion de la pen-
diente:

= -12.04-0 = w, =157.1 radls
log(200) - log(w,)

__ 0-(-12.04 = ©,=2512927 rad/s
log(w, ) - 10g(20007)

La funcion de transferencia serd por tanto:
s s
s [
200x 20007

Gls) = s 5
(1 + ) (1 +
157.1 25129.27)

Para obtener los valores de las resistencias y condensadores basta igualar tér-

mino a término

s s
(1 + ) (1 + )
G(s) = 2SOOJr 2000, -

s
e f1e —2
157.1 25129.27
) (1+ RCs)(1+ R,C,s)
1+(RC, + RC, + R,C,)s + RC,R,C,s’

Del numerador se obtiene:

1 1
+

200 2000z

RCRC, = ———1_ _ 2533107

2007 20007

RC, +R,C, = = 0.0017507

Del denominador se obtiene:
1 1

157.1 " 2512927

1 1
151.7 25129.27

Se observa por tanto que solo hay tres ecuaciones independientes, mientras que
se tiene 4 incégnitas. Esto indica que hay infinitas soluciones. De las dos primeras
ecuaciones se pueden despejar los productos R,C, y R,C,:

= 0.006405

RC,+RC, +R,C, =

=2.533-1077

R1C1R2C2 =
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261
RC-—L
2007
1
C, =
R, 20007

de la tercera ecuacion se obtiene el producto R,C,:

RC, = —-(RC, + R,C,) + 0.006405 = 0.0046543
definiendo por ejemplo R,=100082=1k se despejaria C,, C, y R,, quedando:

C, = 1.5915uF
C, = 4.6543uF
R, = 34.19Q

PROBLEMA 108. Medicion en diagrama de Bode

El diagrama siguiente muestra la respuesta en frecuencia (magnitud y fase) de
un sistema G(s).

20 e
0 T
IG(jw)(dB TN
-20 N
\N\
10™ 10° 10’
-90 Frequency (rad/sec)
-\\\N
Fase ® \
-180 \
10™ 10° 10’

Frequency (rad/sec)

a) Determinar de forma totalmente exacta un polo del sistema.
b) Justificar de qué orden puede ser el sistema y por qué.
¢) Obtener la ganancia estatica del sistema en bucle cerrado:

M) = "N+ 6y
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d) Calcular de forma aproximada el ancho de banda del sistema en bucle cerrado:

G(s
M(s) = ( y(l + G(s)) - Para ello tener en cuenta el valor aproximado de la fase.

Solucidn

a) se observa que para bajas frecuencias la pendiente de la magnitud es de —-20
dbldec, lo que indica que hay un polo en s=0. Si no lo hubiera, para bajas frecuen-
cias la pendiente seria cero (0o +20 si hubiera un cero en s=0).

b) La pendiente para altas frecuencias es de —40 db/dec. Esto indica que hay 2
polos mds que ceros. En principio esto significa que podria haber 2 polos y ningiin
cero, 6 3 polos y I cero, 6 4 polos y 2 ceros. La primera posibilidad no es viable, ya
que si se traza una recta tangente a la magnitud para bajas frecuencias se observa
que la grifica sube por encima de la recta, lo que indica la presencia de al menos 1
cero:

20 —
0 =
|G(jw)|dB TN
'20 \; \\
g
107 10° 10’
-90 Frequency (rad/sec)
*\\\\
Fase ° \
-180 ~—
10" 10° 10’

Frequency (rad/sec)

Se puede concluir que el sistema puede ser de orden 3 con 1 cero 6 de orden mayor
con 2 polos mds que ceros.
¢) La ganancia estdtica en bucle cerrado serd:

Moy SO __ 11,

1+6o) ,_ 1t .1

G(0) 0

ya que G(0)=infinito, por tener un polo en s=0.
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d) El ancho de banda en bucle cerrado serd aquella frecuencia w, tal que:

_| 6l | 16Gw) MO _ 1
11+ G(jw,)

Mo, 1+GGw) 2 2

Como solo se tiene la magnitud de G, es necesario despejar de alguna forma de
la ecuacion anterior un valor para |G(jw,)/ . Para poder abordar esta idea hay que
hacer una suposicion sobre el argumento de G(jw,), ya que [1+G(jw,){ depende de
qué argumento tiene G(jw,). La suposicion que parece mds razonable es que w, es
grande (en esa frecuencia la magnitud debe ser pequefia, por lo que el argumento
de G(jw,) puede estar cercano a —180°( tal y como se observa en la grdfica). En ese
caso se tendria:

G(jo,) = G(jw,)| = [1+G(jo,)|=1-|G(jw,)

por lo que se podria despejar:

GG, _ _[GUw) 1 G(jo,)| = 0.4142 = =7.655dB

1+G(jo,)| 1-|G(w,) 2
De la grdfica se obtiene aproximadamente w,=3.7 rad/s. Observando el diagra-

ma de la fase se comprueba que la suposicion era correcta, pues el argumento de G
a esa frecuencia es cercano a —180°.

PROBLEMA 109. Dibujo de diagrama de Bode

Obtener utilizando la aproximacién asintética los valores de a y & para que el
sistema de funcion de transferencia:

G(s) = lzc(s +a)(s+1)
G +s5+4d(s+4)

tenga un ancho de banda de 8 rad/s y una magnitud a bajas frecuencias de 10 dB.

Solucion

En primer lugar se obtendrad la aproximacion asintética del diagrama de magni-
tud. Para ello se factoriza en primer lugar la funcion de transferencia:

A)
Ks+a)s+])  k-a (“;)(1”)
G(s)=— = 2
(s> +5+4)(s +4) 16( s)( s s)

1+—
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Se tiene por tanto 5 términos:
Valor constante: 2010g(—1k%) = 10db , ya que la magnitud a bajas frecuencias debe

valer 10 db (por enunciado).
Cero en s=-1.
Cero en s=-a.
Polo simple en s=-4.
Polo doble (par de polos complejos) en [polo/=2 (el médulo de los polos es 2).
Para dibujar el diagrama se conocen todos los términos excepto el cero en —a.
Debido a esto se dibujard unicamente la funcién de transferencia:

_k-a (L+5)

G,(s)_ 2
16 s s s
l+=]{l+—+—

4 4 4

en la que si se conocen todos los términos:

6" G| %g
1
14 N
'
g
2 \
0
4
:
: \
-1
-12 \\
-14 \
-}6 \
'28 -1 0 1
10 10 10

Para que el ancho de banda de G(s) sea 8 radls se debe cumplir que:
[G(j8)|db = |G(j0)|db -3=10-3="7db

Ahora bien:
IG(jS)Idb = IG'(jS)Idb +(1 +j—8 =-2+ 1+J—8 =7
alap algzs
= |1+ _']_8 =9
alg
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donde se ha medido el valor de |G’ (j8)/ en la grdfica obtenida anteriormente. Se con-
cluye que el término del cero en —a debe contribuir con una magnitud de 9 db a la
frecuencia de 8 rad/s. La grdfica de magnitud del cero en —a es:

0 dh

a 8 w
Sabiendo que la pendiente es de +20 db/dec, se cumple que:
9
0= 2 = 98 = a=8'10%=2838 rad/s
log(8) - log(a)  log(8/)

Para concluir el problema basta con calcular el valor de k:

2010g(11(—z-) =10db = k=17.83

PROBLEMA 110. Filtro pasa banda

* Obtener la funcion de transferencia de un filtro pasa banda que cumpla:

* Entre 50Hz y 20 kHz, magnitud constante e igual a 20 dB.

* Pendiente constante para frecuencias bajas, de forma que para 1 Hz se tengan—14 dB.
* Pendiente constante para frecuencias altas, de forma que para 100 kHz se tengan 0 dB.
* E]l orden de la funcidn de transferencia sea minimo.

Solucién

Se pide que entre 100 y 40000 radls la magnitud sea constante e igual a 20dB.
Por otra parte se tiene que a 2 rad/s la magnitud debe valer —14 dB, y a 2000007 rad/s
la magnitud debe valer 0 dB. Todos estos datos se resumen en la grdfica siguiente:

A B C
20dB R—- .
0dB 20 ; ; -~
1007 40000 2000007
4B oy,
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Como se trata de un filtro paso bajo se necesita al menos un cero en s=0, para
que a frecuencias bajas se tenga una pendiente positiva.
La pendiente entre los puntos Ay B es:

i 20-(~-14)
A 1og(1007) - log(27))
es decir, es exactamente 20 db/dec por lo que podemos poner un solo cero en s=0

y un polo en 100m. En la parte de frecuencia alta, la pendiente entre los puntos C'y
D es:

=20.01 db/dec

pend

_ 0-(20)
10g(200000) — 10og(400007))
Como esta pendiente no es miiltiplo exacto de —20 db/dec, no podemos situar sim-
plemente un polo en 40000m. Serd necesario poner al menos 2 polos, ya que con
un solo polo, si pasa por D no se cumpliria la condicién de que la magnitud sea cons-
tante entre 50Hz y 20KHz. Las soluciones son infinitas. La posibilidad mds simple

serd situar 2 polos iguales en una frecuencia mayor que 20KHz, de forma que con la
pendiente de —40dbldec la grdfica pase por el punto D. La condicién serd por tanto:

_ 0 - (20)
~ 10g(2000007) - log(p)

De esta forma se tendria un diagrama de magnitud de la forma:

A B C

= ~28.61 db/dec

pend, ,,

= p=198692 rad/s

20dB *

0dB é >
10071 400007t 198692

-14dB.

que cumple todos los requisitos pedidos. La funcion de transferencia del filtro serd
pues:
s

G(s)=K 5
s s
(1 + ) (1 + )
100z« 198.692

Para terminar el cdlculo falta obtener la constante K. Para ello se puede consi-
derar por ejemplo la frecuencia 1007 en la que los tnicos términos de la magnitud
que son distintos de cero son el cero en el origen y la constante K:
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|G(,j1007)| , = 20log(K) +2010og(1007) =20 = K =0.0318

Lo mismo se podria haber hecho con la frecuencia 2x, obteniéndose el mismo
resultado:

|G(j2m)|,, = 20log(K)+20log(2w) = -14 = K =0.0318

La soluciéon propuesta no es tinica, ya que por ejemplo se podria haber situado un
polo en el punto C, y otro polo intermedio entre C y D.

PROBLEMA 111. Compensador en serie

Se desea modificar la respuesta en frecuencia de un sistema G(s) para convertir-
lo en un filtro pasa banda, de forma que la ganancia estatica sea nula, que la magni-
tud sea unitaria en la banda de paso, y la frecuencia de corte inferior sea de 2 rad/seg.
Para ello se va a poner en serie con el sistema un compensador segun la figura:

u y

—_— g S G(s) —
1+as

v

Definir los valores de K y a para cumplir lo anterior, y obtener la frecuencia de
corte superior del filtro total resultante, sabiendo que la respuesta en frecuencia de
G(s) es:

40
GGw)idb

20

-40 \\
10° 10’ 10?2 w (rad/s)

Solucidon

La magnitud de la respuesta en frecuencia del sistema completo es:
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: kjw
lM(Jw)Lu; = 1+

+|G(jw),,

db

Esta respuesta en frecuencia consta de la suma de dos términos. La magnitud de
G es el término paso bajo, mientras que el término que se afiade es el término paso
alto (la magnitud tiende a cero cuando la frecuencia tiende a cero).
Para que la frecuencia de corte inferior sea de 2 radls, sabiendo que la magnitud
en la banda de paso es de 0db (magnitud unitaria), se debe cumplir:
|M(2j)ldb = + |G(j2)|db =

db

2kj
Tooe

= 20log(k) + 201log(2) - 20log(V1 + 4a*)-19 = -3

Por otra parte se tiene que en la banda de paso la magnitud es unitaria. La banda
de paso son aquellas frecuencias en las que tanto la magnitud de G como la magni-
tud del término paso alto son prdcticamente constantes. Para el término paso alto
esto quiere decir que aw>>>1 en esta banda de paso. La magnitud en la banda de
paso serd por tanto:

kjw
l+agjw

. . k
piciok, =2 +fotio, ~ 20108y -19-0

db
Despejando de las dos ecuaciones anteriores se obtiene:
a=05

k = 4.456

La frecuencia de corte superior dependerd iinicamente de G, ya que el término
paso alto tiene una magnitud constante a esas frecuencias. Debido a esto, la fre-
cuencia de corte superior es aquella en la que la magnitud de G ha bajado 3 db
respecto de su valor en la banda de paso:

IG(jw,)|, =-19-3=-22db = o, =70rad/s

De la misma forma se podria haber planteado que la frecuencia de corte infe-
rior queda determinada tinicamente por la parte pasa alto, por lo que:

kj2
1+aj2

= 2010g(£) -3
a

db

de donde se obtiene directamente a=0.5.
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PROBLEMA 112. Compensador en bucle cerrado

Definir la funcion de transferencia del regulador R(s) para que el sistema en bucle
cerrado tenga una ganancia estatica 1, y para que el sistema en bucle abierto R(s)G(s)
tenga una magnitud de 0 dB a la frecuencia 3 rad/s.

Yref + y
R(s) G(s)

v

v

0
IG(j(ﬂ)hB

-10

-20 \

-30 N

-50 \\\
\
-60
-70
N 0 1
10 10 10

Solucioén

Para que en bucle cerrado la ganancia estdtica sea 1 se debe cumplir que:
RO)G(O)
L+ R0)G(0)
Como G(0) es un nimero finito (aproximadamente 107%%), la tinica posibilidad
para que la ganancia estdtica en bucle cerrado sea unitaria (el error en régimen per-

manente sea cero) es que la ganancia estdtica del controlador R(s) sea infinita, es
decir, que tenga un polo en s=0. Por lo tanto tendremos:

M(0) =

R(s) = -l—R’(s)
s
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Como ademds se pide que R(s)G(s) tenga una magnitud de 0 dB a la frecuencia 3
rad/s, la forma mds sencilla es definir:

R(s) = K
s

y calcular k para que se cumpla esa condicion:
|R(j3)G(j3),, = 20log(k) - 2010g(3) +|G(j3)|,, =
= 20log(k)-9.54-32=0
De donde se obtiene k=119 4.

PROBLEMA 113. Filtro pasa banda

Obtener la funcion de transferencia del filtro pasa banda mas sencillo posible que
tenga una frecuencia de corte inferior de 1 rad/s, una magnitud unidad a frecuencias
medias, una pendiente de caida de 40 db/dec, y de forma que a 200 rad/s la magnitud
sea de 0.1 unidades.

Solucién

Para tener una pendiente de caida a frecuencias bajas de 40 db/dec es necesa-
rio situar dos ceros en s=0. Por otra parte, para tener una pendiente de caida de
40 dbldec a frecuencias altas, el sistema mds sencillo deberd tener 4 polos (dos
mds que ceros). La forma mds sencilla de lograr esto (aunque no la tinica) es colo-
car los polos iguales dos a dos, es decir:

Ks*

B

La respuesta en frecuencia del filtro anterior (teniendo en cuenta que la magni-
tud a frecuencias medias es unitaria) es de la forma:

G(s) =

0 db

b
; 200,

20log(0.1)-
=-20db
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Donde se ha dibujado con linea gruesa la aproximacién asintética, y con linea
fina la forma aproximada de la grdfica real. Los datos del filtro que se pide se han
dibujado también de forma aproximada. Para calcular las 3 incégnitas se podrian
plantear 3 ecuaciones (una para cada condicién), resolviendo después el sistema
de ecuaciones resultante. Las 3 ecuaciones podrian ser:

K 1
IG()| = =—
(1+L2) (1+L2) V2
a b
} K200?
|G(200,)| = - —=0.1
200 200
1+ > 1+ %
a

Kab
b

|G(ab )| = =1
il+—”1+—i
a b

donde la magnitud a frecuencias medias se ha expresado en el punto medio del
diagrama logaritmico entre ay b, es decir @ = ~Jab

Una forma mds razonable de obtener los valores de a, b y K es realizar un cdlculo
aproximado. En primer lugar se tiene que a la frecuencia de 200 rad/s la curva real
estard muy préxima a la asintota, pues la magnitud es mucho menor que la que se
tiene en la frecuencia de corte. Asi pues se puede calcular el polo b tomando la
grdfica asintdtica, sin mds que plantear la pendiente de —40 db/dec:

_ -20-0
log(200) - log(b)

Para la frecuencia de corte inferior no sirve la aproximacion asintdtica, pues alre-
dedor de la frecuencia de corte la diferencia entre la curva real y la asintética es
grande. Sin embargo se puede hacer el siguiente razonamiento. Se descompone la
funcion de transferencia del filtro en 3 partes, la parte paso alto, la parte paso bajo,
y la ganancia:

b=6325rad/s

52 1

(o) ()

La frecuencia de corte inferior solo depende de la parte paso alto del filtro (no
depende de K, por ser solo una linea horizontal, ni depende tampoco de b, pues la
contribucion de la parte baso bajo a frecuencias bajas es de 0 db). La grdfica del tér-
mino paso alto G,(s) es:

G(s)=K-

7= K-G,(5) G,(s)
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donde x es igual a:

wZ

x= ‘Gpa(jw)'db = [im20log P 20log(a’)
o 1+—

aZ

La ecuacion que da la frecuencia de corte inferior se puede simplificar a:
|Gp“(j)ldb - ‘Gva(joo)|db -3
que expresada en unidades es:
: 1 G,.(jo) 0?
lea(j)| = 1 = i Pﬁ I = o2
(1 + '—2) V2 (1 + )

_a

o) 42
a gz

= a=0.6436rad/s

Por ultimo se puede obtener la ganancia K aplicando la condicién de que la mag-
nitud sea unitaria en la banda de paso. Razonando de forma aproximada, la contri-
bucion de la parte paso bajo es de 0 db en las frecuencias medias, mientras que la

contribucién de la parte paso alto es aproximadamente iGpa( joo)| = a?, por lo que
se tendrd:
|G(jw)| = Ka* =1 = K=2414

De forma mds exacta se podria aplicar la ecuacion:

|G(@j)\=——[§—“b——a—=1 = K =2.463
(1+—) (1+—)
a b

donde se ha aplicado a la frecuencia ~ab por ser el punto medio en la escala loga-
ritmica entre los puntos a 'y b.
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PROBLEMA 114. Resonancia de amortiguador de coche

El dibujo representa el modelo de un amortiguador de automévil:

1%
m e

C k y/~

uy

Se desea poner en una calle una superficie en forma de badenes senoidales segiin
el dibujo

~

El objeto de esta superficie es que los coches reduzcan su velocidad. Calcular el
valor de X que produzca en el coche la maxima oscilacion (se supone que la rueda no
se despega del suelo en ningiin momento), y obtener la amplitud de ésta.

Datos (para los dos apartados):

v=20km/h, m=1000 kg, d=10cm, k=40000 N/m, c= 8000 Ns/m, longitud en repo-
so del muelle [,=50cm.

. X N

Solucion

La ecuacion diferencial que describe el sistema es:
my =-mg—-k(y-u~0.5)-c(y-u)
Suponemos que el coche estd circulando en régimen permanente por el suelo (antes
del bache). El punto de funcionamiento serd por tanto:

0=-mg-k(y, -ty —0.5) =y, =uy,+0255
donde uy es la altura del suelo respecto de una referencia de altitud absoluta. Toman-
do incrementos (linealizando) se tendria:

A = =X (Ay - Aus) - £ (Aj - As)
m m

Ay(s) _ 8s + 40

= G(s)= =
(s) Au(s) s*+8s+40
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Con los badenes senoidales la sefial de entrada serd de la forma:
u(t) = 0.05sen(wr)

donde la frecuencia estd relacionada con la velocidad horizontal y la distancia entre
los picos de los badenes seguin:

_2m
T = W= 2—Jr5.555 = ——34'9
20000 X X X
3600 T

Ante entrada senoidal la amplitud de la oscilacion del coche en régimen perma-
nente queda définida por la magnitud de la respuesta en frecuencia. Esta serd mdxi-
ma por tanto cuando la magnitud sea mdxima:

8j+40 | 1600+ 640’

L _
|G(jo)| = |-0? +8wj + 40| (40 - w?)* + 640)°
dlsuar)
dw o

1280((40 - ©)? + 6407 ) - (1600 + 64”)(2(40 - w*)(-2w) + 128w)
(40 - 0?y + 640%)’
Simplificando la ecuacién anterior se obtiene:
0 +500* -2000=0 = w’=262347 = w=5122 rad/s
34.9

X=——=0681m
w

La amplitud de la oscilacion de la salida en régimen permanente serd:
0.05G(5.122)] = 0.05-1.3247 = 0.06624 m

ROBLEMA 115. Filtro pasa banda

Un filtro pasa banda tiene el diagrama de magnitud de la figura:
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-15 /[ \

-25 \
\

3 4

10

30 =
10 10° 10° w 10

Se desea colocar en serie con este filtro una funcion de transferencia de forma que
el filtro pasa banda resultante total tenga una frecuencia de corte inferior de 2 rad/s y
una magnitud unitaria en la banda de paso, manteniendo la misma frecuencia de corte
superior. Obtener la funcién de transferencia mas sencilla que permita lo anterior.

Solucion

El filtro pasa banda inicial tiene una pendiente de +20db/dec a bajas frecuencias,

y una pendiente de —20 db/dec a altas frecuencias. Eso indica que tiene un cero en

s=0 y dos polos. Trazando las aproximaciones asintéticas se obtienen aproximada-
mente los polos del filtro:

5

-10
/, ) N
-13
-15

oy \

-25

A/

NN
N

! 10° w 10°

-30
10° 10

Es decir, tiene un polo en 10 y otro polo en 1000. Se puede comprobar que efec-
tivamente el filtro tiene dos polos porque a la frecuencia del polo la magnitud es 3 db

4
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menor que en la banda de paso, lo cual concuerda exactamente con un solo polo. La
funcién de transferencia del filtro es por tanto:

G(s) =

s
c
(1+ %101+ % 000
La frecuencia de corte actual es de 10 rad/s (es decir, la posicién del primer polo).
Para cambiarla a 2 rad/s es necesario introducir un polo a esa frecuencia. Para que
siga siendo un filtro pasa banda, la forma mds sencilla es introducir también un cero
que cancele al polo en -10. Asi pues, la funcion de transferencia a introducir en serie

serd:
1 + / 10

1+/2

Para que la magnitud del sistema total sea de 0 db en la banda de paso se toma
por ejemplo la frecuencia media w=100 radls:

100,

1+ 10 )
kT—mj— +|G(j100)|db =0
T2
db

donde la magnitud del filtro original se mide en la grdfica, quedando:

, 100; /
2010g(k)=—2010g Ol _(-10)=2398 = k=158

100/
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CUESTIONES TEORICAS

Esta seccion contiene cuestiones cortas diversas. Desde cuestiones puramente teo-
ricas, hasta pequefios problemas que no encajan bien en otras secciones.

La teoria necesaria basica para resolver los problemas de este capitulo puede encon-
trarse en el libro [Sala00].
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CUESTION 116. Clasificacién de sistemas

Poner un ejemplo de sistema que sea:

a) Recurrente, discreto, y no realizable.

b) No lineal, continuo, de orden 2 y variante con el tiempo.
¢) Continuo, lineal y estatico

d) Discreto, inestable.

e) No lineal y no linealizable.

Solucion:

a) Yy = Yo+l

d’y dy
by S yp |2y
dr’ a2

d) G(z) = z—%

e) .ZX + l y| = y (no linealizable en y,=0 , al ser la funcién I y| no derivable en ese
t

punto).

CUESTION 117. Equivalente discreto

Dado un sistema continuo de f.d.t. G(s), se calcula el equivalente discreto median-
te la ecuacion:

- G(s
G(z)=(1-2 1>'Z{Q}
)
(La aproximacion entre la salida del sistema discreto (ante la secuencia obtenida
al muestrear la entrada), y los valores muestreados de la salida del sistema conti-

nuo, depende del periodo de muestreo? En qué condiciones y por qué.

Solucién

La exactitud de la aproximacion depende de la forma de la entrada. Si la entra-
da es constante entre muestreos, entonces el equivalente anterior es matemdticamente
exacto, y la aproximacion es exacta, por lo que no depende del periodo de muestreo.
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Si la entrada no es constante entre muestreos, entonces el equivalente anterior es solo
una aproximacion, y la exactitud de la misma si depende del periodo de muestreo
(a menor periodo mejor aproximacion).

CUESTION 118. Linealizacién
d

La funcién de transferencia que se obtiene al linealizar el sistema %Y _ fO,u)
dt

alrededor de un punto de funcionamiento determinado es G(s). {Es correcto afirmar
que Y(s)=G(s)U(s) ? ; Por qué?

Solucién

No es correcto, pues la f.d.t. que resulta al linealizar relaciona incrementos de las
variables respecto al punto de funcionamiento, y no valores absolutos. Lo correcto
seria: AY(s)=~G(s)AU(s), siendo Ay=y-y,, Au=u-u,. El simbolo de aproximado en lugar
de igual se debe a que los términos de orden mayor del desarrollo de Taylor se han
despreciado.

CUESTION 119. Modelo de simulacién

La siguiente figura muestra el modelo de Simulink utilizado para comparar la res-
puesta de un deposito no lineal con la respuesta del modelo lineal aproximado. Expli-

deposito

Caudal de
Entrada
(m"3fs)

Depésito

i

5 25+1 + R ?Eafiga de.t|Ei
um ivel de depdsito (m
Caudal en Ec.dif. 1er orden um P (m)
el punto de
funcionariento
(m*3fs) i

Nivel del depbsito
en el punto de
funcionamiento
{(m"3/s)
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Solucidn

Las dos grdficas de las respuestas no se parecerian, pues la variable superior es
la altura del depésito real, mientras que la variable inferior no es mds que el incre-
mento de la altura respecto del punto de funcionamiento, ya que el nivel del deposi-
to en el punto de funcionamiento estd a cero. Para que la comparacién entre la
salida real y la del modelo linealizado fuera correcta habria que introducirle el valor
adecuado de la altura en el punto de funcionamiento. Ademds, en el bloque del depé-
sito habria que modificar el valor de la altura inicial, para que los dos sistemas empe-
zaran en el mismo punto.

CUESTION 120. Clasificacion de sistemas

De los siguientes sistemas determinar cuales son recurrente/no recurrente, estati-
co/dinamico, causal/no causal, lineal/no lineal, estable/inestable, variante con el tiem-

po/invariante con el tiempo:
s+1

a) G(s) = 55—

) 6() sP+2s5+2

by y+2=1ii+2u
¢) ¥ = 0.5,

d) e =W+l —U_,

e) y+sen(y)=ult

Solucidn

a) Recurrente, dindmico, causal, lineal, estable, invariante con el tiempo.

b) Recurrente, dindmico, no causal, lineal, estable, invariante con el tiempo.

c) No recurrente, estdtico, causal, lineal, estable, variante con el tiempo.

d) No recurrente, dindmico, causal, lineal, estable, invariante con el tiempo.

e) Recurrente, dindmico, causal, no lineal, variante con el tiempo. La estabilidad
depende del punto de funcionamiento. Para un punto de funcionamiento y,=0 seria
estable, mientras que para y,=7 seria inestable.
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CUESTION 121. Filtros discretos

Diferencias entre filtro discreto de respuesta impulsional finita y de respuesta
impulsional infinita. Poner un ejemplo de filtro de cada tipo para obtener la tenden-
cia de la evolucion de una secuencia discreta como el indice de la bolsa.

Solucién

Un filtro discreto de respuesta impulsional finita (FIR) es no recurrente, es decir,
la salida en un instante depende de un niimero finito de entradas pasadas, o dicho de
otra forma la salida en un instante no depende de salidas pasadas. Su funcion de
transferencia es un polinomio finito en z' (es decir, todos los polos son z=0).

Un filtro de respuesta impulsional infinita (IIR) es recurrente, es decir, la salida
en un instante depende de salidas en instantes anteriores, o lo que es lo mismo la sali-
da depende de todas las entradas pasadas hasta tiempo infinito. Su funcién de trans-
ferencia es un cociente de polinomios en z™' y sus polos son distintos de z=0.

Ejemplos:
Filtro FIR para calcular la tendencia de la evolucion del indice de la bolsa: filtro
promediador con ponderacion:

_u +0.8y,_ +0.6u,_, +04u,_;+0.2u, ,

g 3

1+0.8z7"' +0.6272+0.4z° +0.2z7*
3

Filtro IIR: Si la media se hace de todos los valores pasados, ponderados de forma
exponencial, se obtiene un filtro lIR, por ejemplo:

=  G(2)=

2 3
V= (l_a)(uk +au,_,+au,_,+a “k_3)+"'
l-a

-1
—-az

= G)= (1 +az” +a’7? +---)(1 -a)=

=y, =ay,_,+(-au,

CUESTION 122. Sistema en bucle cerrado

Obtener el valor del regulador constante K para que la salida del sistema ante refe-
rencia escalon sea igual al 95 % de la referencia en régimen permanente, es decir el
error sea del 5 %. ;Es correcta esta solucion?
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+ -1
° K oy Z >y
1-05z7"

yref

Solucién

La funcion de transferencia en bucle cerrado es:
KL
Y@ _ " z-05 _ K

Y2 g g—Ll_ z-05+K
z-05

M(z) =

Para que ante referencia escaldn unitario en régimen permanente la diferencia
entre y,; y la salida sea menor de 0.05, la ganancia estdtica en bucle cerrado debe
ser mayor o igual a 0.95, es decir:

M(1) = K 2095 = K=95
1-05+K
El polo del sistema en bucle cerrado es:
Polo=05-K

Si K>9.5, el polo tiene modulo mayor que 1 por lo que el sistema en bucle cerra-
do es inestable, y el cdlculo realizado con la ganancia estdtica no es vdlido. La solu-
cidn, por tanto no es correcta, es decir, no hay ningiin valor de K para el que se cum-
pla el enunciado de forma que el sistema en bucle cerrado sea estable.

CUESTION 123. Sistema en bucle cerrado

El siguiente diagrama de bloques representa un sistema de control discreto

dx
Ty C - 2+05 yi
; @ 2 -1.87+0.9 >
0.5 |
z-0.5

Definir una funcién de transferencia del regulador C(z) que sea realizable, de forma
que en régimen permanente la diferencia entre la salida y, y una referencia escalon r,
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sea menor de 0.01 teniendo en cuenta que la perturbacion d, es constante (escalon)
pero de valor desconocido.

Solucién

Aplicando el principio de superposicion la transformada en z de la salida se puede
obtener como la producida por r, (suponiendo d,=0) mds la producida por d, (supo-
niendo r,=0):

z+05
Clo) 22—
Y(Z) = Z —1.8Z+O.9 r +
(z+0.5)0.5 1-z"
1+ C(2)—;
(z°-1.82+0.9)(z-0.5
z+0.5
2_1.8 d
+ s -
1+ C(2) (2 +0-5)0. -2z

(2 -1.82+0.9)(z - 0.5)

Ya que tanto la entrada como la perturbacion son escalones. El valor de y, en régi-
men permanente se obtiene por el teorema del valor final:

15C(1) 15
r+ d
1+15C1) 1+15CQ)

Si se quiere que la diferencia entra la referencia y la salida sea menor de 0.01
independientemente del valor desconocido d es necesario que:

15
- =0
1+15C(1)
condicion que solo puede cumplirse si el controlador tiene un polo en z=1, es decir:

C(2) = ——l——C’(z)
z-1

Yo = lim(1-27)Y(2) =

Cl) =

Con esta condicion se cumple que Y. =¥ , por lo que se cumplen las dos con-
diciones pedidas. Para terminar el problema es necesario definir C’(z) para que el
sistema en bucle cerrado sea estable (todos los polos con médulo menor que 1). Para
simplificar el problema se défine C’(z) para que el denominador en bucle cerrado
sea lo mds sencillo posible, teniendo en cuenta que debe ser realizable:

(z* - 1.8z +09)(z - 0.5)
z2(z-1)(z+0.5)

De esta'forma el denominador en bucle cerrado que define los polos es:

C(z)=k
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(2> = 1.8z + 09)(z - 0.5) (z+0.5)0.5 g9
z2(z=-D(z+0.5) (z* -1.82+0.9)(z - 0.5) z2(z-1)
Por lo que los polos son:

0.5 =0 = ’-z+05k=0 = z=1——i——1_l
zZ(z-1) 2

1+k

1+k%

Tomando por ejemplo k=1 los polos son: z = 0.5 £0.5 j cuyo médulo es 0.707 por

lo que el sistema en bucle cerrado es estable.

indice



ANEXOS



TRANSFORMADA DE LAPLACE

Definicién de transformada de Laplace

Dada la sefial continua
t<0

~ 0
y() = {y(t) t=0

se define su transformada de Laplace como

Y(9) = [y0] = [ y(e)e"dr

donde s es una variable compleja. La integral existe para ciertos valores de s=s+jw,
siempre que la sefial no sea mas rapida que una exponencial.

Propiedades

Operador lineal:

Lla - f)+b-y)]=a LI fO]+b L[y®)] = aF(s) + bY(S)

Derivada:

e [%] - s £[F®)]- f0) = 5 F(s) - (0

Aplicando la propiedad sucesivas veces:

dkf k k-1 + k=2 poy+ (k=1) ry+
53}7,7 =s"F(s)-s f(0)-s"7f(0")-L - f7(0")

Integral:

]=fwf(f)d‘r . £[f(t)] ) F(s) +ﬁ;f(r)d1:
A

N S S

S‘l[f _f(mydr
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Retardo en el tiempo:

L[fe-D]=e""F(s)

Traslacién compleja:

L[ f(0)]= Fis-a)

Teorema del valor final:

lim f(t) = ling sF(s)

Teorema de Convolucion:

L [ j; f@t- r)g(r)dr] =L [ j:g(t - r)f(r)dr] = F(s)G(s)

Derivada respecto a s:
dF(s)
ds

L[t f]=-

Otra propiedad:
[ {2)] - rtes
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Transformada de Laplace de sefales basicas

y(®) Y(s)
&t) (impulso) 1
1 (escalén) 1
s
t (rampa) 1
s
¢ 2
s
ear 1
s—a
te” 1
(s —a)’
sen(wt) w
s+’
cos(wt) Ky
s+’
e” sen(wt) w
(s-a)? +o*
e” cos(wt) s—~a
(s -a)* +?
te” sen{wt) ~ d a) _ 2w(s-a)
ds\ (s-a)’ +o’ ((s—a)2+a)2)2
te” cos(wt) d s—a . (s-a) -
ds\(s-a) +0* | (s5-a) +0)
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TRANSFORMADA EN Z

Definicion de transformada en Z

Dada una secuencia de valores (sefial discreta) definida de 0 a o:

Dt = oy oy

se define la transformada en Z de esa secuencia como:

Zn) = Y@ = iyiz"' =Y+ 0T +y, 27 +L

=0

Donde z es una variable compleja. Existira la transformada en Z si el sumatorio
converge para algiin complejo z.

Propiedades

1. Es un operador lineal.

Z{a y, +bu} = a- O} +bZlu} = a¥(@)+bU(2)

2. Operador retardo z7'.
Z{yk—l} =Z{09y09y1’K } = Z—I 'Z{yosypK } = Z_IY(Z)
Retardo de | periodos (aplicar sucesivamente la propiedad anterior):

2(Yi)=2{0,....0,y,.y,,...} =2 (z2).

3. Adelanto: si y,=0,  Z(Yi))=2{Y1Y2r-.-}=2¥(z).
Si y,=0, hay que restar el término de potencia positiva de z:

Z ) = 2¥(2) = 2y,
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4. Producto por potencial:

Z (akyk) = Y{i\
\a/
5. Derivada respecto de z:
dY(z)
dz

Zky)=-2

6. Teorema del valor final:

I{im Vi = lin?(l -z (2)

7. Teorema del valor inicial:

Yo =limY(z)

Z=r00

8. Convolucion:

j=0 /=0

Z[ifk_,- -g,] =Z[ig’<-/‘ ~f,] = F(2)G(2)
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Transformada en Z de sefales basicas

Yi Y(z)
&, (impulso)| 1
8, z
1 (escalén) 1

1-z"
k (rampa) z!

(1 _ Z—l )2
a 1

1-az™'
ka* -

az

(1-az)’
sen(bk) zsen(b)

z? =2zcos(b) +1
cos(bk) z(z —eos(b))

z2 =2zcos(b) +1
a* sen(bk) asen(b)z

z* —2acos(b)z +a*
a* cos(bk) z(z - acos(b))

2" =2acos(b)z + a’
ka* sen(bk) , i{ asen(b)z } _ asen(b)z(z’ -a”)

z | z? -2acos(b)z +a’ (22 —2acos(b)z+a2)2

ka* cos(bk)

d z(z - acos(b))

_,4 _acos(b)z(z’ +a*)-2a’7’
z | 22 - 2acos(b)z + a*

(22 ~2acos(b)z +a’ )2
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PROBLEMAS PROPUESTOS

INTRODUCCION

En esta segunda edicion del libro, la coleccion de problemas resueltos se ha amplia-
do con un conjunto de problemas propuestos clasificados en capitulos, siguiendo la
misma estructura. Dichos problemas son el fruto de la recopilacién de los exame-
nes realizados entre 2001 y 2006 en la asignatura de Teoria de Sistemas de segundo
curso de Ingenieria Industrial de la Universitat Jaume I de Castellon.

1. RESPUESTATEMPORAL DE SISTEMAS CONTINUOS
1.1. Respuesta de sistema térmico

La ecuacién siguiente modela el comportamiento dindmico de un sistema térmi-
co en el que Q es la potencia calorifica entrante, T, es la temperatura de un cuerpo,
T, es la temperatura del otro cuerpo, y T, es la temperatura exterior:

-0.05 004 YT 1 0.01
= +| |0+ T,
0.004 -0.006}|7,| |0 0.002
Estando el sistema en equilibrio con Q=10 Wy T,=25°C, en un momento dado

la temperatura exterior cambia bruscamente de 25 a 35 °C y al mismo tiempo se apaga
la entrada de calor (Q pasa a valer 0). Obtener la evolucién de la temperatura T,.

T,
L,

1.2. Respuesta de circuito eléctrico

Se supone que el circuito de la figura se encuentra en equilibrio (en régimen per-
manente) con el interruptor abierto (y el condensador C, descargado). En un momen-
to dado se cierra el interruptor. Obtener la evolucion con el tiempo de la tension en
los condensadores a partir de ese momento.
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C,=100uF
'vv}»—-l SS—y
R;=10kQ C,=10pF
v,i=15V I
R;=10kQ V=3 V
R,=20kQ

1.3. Caida por plano inclinado

El cuerpo de la figura, de masa 10 kg, puede deslizar sobre la superficie estando some-
tido a una fuerza de rozamiento viscosa de coeficiente c=10Ns/m y a una fuerza de roza-
miento de Coulomb de coeficiente ¢=0.1 (la fuerza de rozamiento de Coulomb es el pro-
ducto del coeficiente por la fuerza normal a la superficie). Estando en reposo se deja caer
por la rampa de la figura. Obtener la distancia total que recorre en la zona llana.

1.4. Llenado de depésito con bomba
La funcion de transferencia que relaciona la tension aplicada a una bomba con el

caudal que proporciona es:

G(s) = 0(s) _ 10°  md/s
U(s) 1+5s volt

El caudal se vierte a un deposito estanco (sin orificio de salida) de seccion cons-
tante A=0.02 m”.
Estando el depdsito inicialmente vacio se le aplica a la bomba una tension de la forma:
u(t) (volt)

A

0 10 t (seg)
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Se ha medido el nivel maximo al que ha llegado el deposito, siendo éste de 1.5
metros. Obtener el valor de a.

1.5. Caida por plano inclinado con tope elastico

El carro de la figura se deja caer por la rampa con velocidad inicial nula. El roza-
miento del carro con el aire y con la rampa se supone despreciable. Cuando llega al
tope elastico inferior (que se supone en su posicion de reposo) éste se comprime y
después se expande, lo que hace que el carro vuelva a subir por la rampa. Calcular
la altura maxima alcanzada tras el rebote. La masa del tope se supone despreciable.

k=200N/m
c=10Ns/m

1.6. Inmersién de bola
Se deja caer la bola de la figura con una velocidad inicial v, =5 m/s, cayendo den-

tro del agua. Calcular la profundidad maxima alcanzada por la bola en el agua, y el
tiempo que tarda en salir a la superficie.

O

2m
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Datos: Volumen de la bola=0.001 m?, Densidad de la bola=800 kg/m®, densidad
del agua=1000 kg/m>, coeficiente de rozamiento viscoso con el aire=1Ns/m, coefi-
ciente de rozamiento viscoso con el agua=10Ns/m.

Nota: No se debe olvidar el empuje del agua sobre la bola (principio de Arqui-
medes).

1.7. Lanzamiento de cohete desde submarino

Un submarino lanza un cohete en direccion vertical hacia arriba. El cohete parte
del reposo desde una profundidad de 20 metros. Sabiendo que la fuerza que propul-
sa al cohete es constante e igual a 200 N, pero solo actia durante los primeros 10
segundos (después pasa a valer 0), calcular la altura maxima que alcanza.

Datos: masa del cohete=10 kg, volumen del cohete=2 litros, coeficiente de roza-
miento viscoso en el agua =20 Ns/m, coeficiente de rozamiento en el aire = 2 Ns/m.

1.8. Respuesta de un sistema

Obtener la expresion de la transformada de Laplace de la sefial y, asi como los tér-
minos que aparecen en la expresion temporal de dicha seiial (sin calcular los coefi-
cientes), sabiendo que la sefial r es una rampa de pendiente 8, y la seifial p es de la
forma p(t)=e. Calcular las distintas posibilidades en funcion de los posibles valores
del parametro a.

p

% 1 y
+

‘s+8

v

”wlo

1.9. Transitorio de circuito eléctrico

Estando el circuito de la figura en régimen permanente (con los dos interrupto-
res cerrados) se abre el interruptor 1. El interruptor 2 es automatico, y se abre cuan-
do la corriente a su través supera los 4 A (quedandose abierto a partir de ese instan-
te). Calcular la evolucion con el tiempo de la tension del condensador.
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; 0.1H
—g o000 1
v 2 ¥ 50 ——1000uF
T 60V P

1.10. Transitorio de sistema mecanico

En la figura se muestra una masa (m,) unida a un muelle y un amortiguador, que
empuja un carrito (m,). El movimiento del carrito se supone sin ningun tipo de roza-
miento, mientras que el de la masa m, presenta un rozamiento de Coulomb con el
suelo de coeficiente 4=0.2. La longitud en reposo del muelle es de 0.5 metros. Se
empuja con la mano el carrito contra la masa m, hasta que la posicion de la misma
(x) es de 0.1 metros. En esa posicion, y partiendo del reposo, se deja libre el siste-
ma. Calcular la evolucion con el tiempo de la posicion de la masa m,.

my=1kg my=1kg
c=20Ns/m
k=T00N/m

Nota: la masa m, empujara al carrito (y por tanto las dos masas estaran unidas)
hasta que se alcance la velocidad maxima, momento en el cual el carrito se separara
de lamasam, .

1.11. Transitorio de cazuela con agua

Se dispone de una cazuela vacia colocada sobre un quemador. En este quemador
se puede controlar el flujo de calor suministrado a la cazuela, ¢. Estando el sistema
en régimen permanente con un calor constante ¢;=500W, se introduce en la cazuela
1 kg de agua a 5°C sin cambiar el quemador. Obtener la evolucion con el tiempo de

Masa (kg) Calor especifico Coef}c.icrentes de
(Jkg’C) transmision (W/°C)
Cazuela 0.6 8000 Cazuela-exterior 4
Agua 1 kg 4180 Cazuela-agua 20
|_Agua-exterior 5
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la temperatura de la cazuela, calculando el valor minimo que alcanza. Obtener tam-
bién la temperatura que alcanzara el agua en régimen permanente.
Datos: Temperatura exterior=25°C.

1.12. Transitorio de circuito eléctrico

Se supone que el circuito de la figura se encuentra en equilibrio (en régimen per-
manente) con el conmutador en la posicion de la figura. En un momento dado se gira
el conmutador pasando a la posicién vertical. Obtener la evolucion con el tiempo de
la tension en el condensador a partir de ese momento.

L=10mH

WV C=10uF T I R=1kQ

1.13.Transitorio de circuito eléctrico
Estando el conmutador en la posicion horizontal (con el circuito en régimen per-
manente), se cambia a la posicion vertical en un momento dado. Al cabo de 0.2 segun-

dos se vuelve el conmutador a la posicion horizontal. Obtener la evolucion de la
tension en el condensador, calculando el valor maximo que alcanza.

L=0.1H

R=1 Q _L
é C=100 uF § R=100 Q
=10V T
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1.14. Respuesta de sistema no lineal

La ecuacion siguiente modela la relacion entre la entrada y la salida de un siste-
ma continuo:

Y+ 4]y =2sen(u) +u

Obtener la funcidn de transferencia aproximada del sistema alrededor del punto
de equilibrio definido por u=1, y escribir los términos que aparecen en la evolucion
de la salida del sistema (sin calcular los coeficientes) si a partir del equilibrio la entra-
da se incrementa en 0.1 unidades.

1.15. Inmersion de masa con muelle

El sistema de la figura representa una masa unida a un muelle y que segun su posi-
cién puede estar o no sumergida en el agua:

NN\

Se supone que en el aire no hay rozamiento, mientras que en el agua hay un roza-
miento viscoso de coeficiente ¢c=7 Ns/m.

Si inicialmente se suelta la masa desde la posicion de reposo del muelle, con velo-
cidad inicial nula, obtener la evolucion con el tiempo de la posicion de la masa, obte-
niendo la maxima profundidad que alcanza y la posicion de equilibrio final de la
misma.

Datos:

* masa: m=1kg, volumen=0.0001m’
* muelle: ~=10 N/m, longitud en reposo /,=0.5m
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1.16. Respuesta de sistema no lineal

La ecuacion siguiente modela la relacion entre la entrada y la salida de un siste-
ma continuo:

y+ 1-6-= 2J17+sen(u)
y

Obtener la funcién de transferencia aproximada del sistema alrededor del punto
de equilibrio definido por y=2, y escribir los términos que aparecen en la evolucion
de la salida del sistema (sin calcular los coeficientes) si a partir del equilibrio la entra-
da se decrementa en 0.3 unidades.

1.17.Transitorio de sistema mecanico (ascenso por rampa)

La masa de la figura puede deslizar sobre la superficie, estando sometida a un roza-
miento de Coulomb de coeficiente u=0.2. Ademas, el aire produce un rozamiento vis-
coso de coeficiente c=1Ns/m. Se empuja la masa contra el muelle hasta que éste queda
con una longitud de 0.2 m, soltandola después. Se supone que la masa del tope del
muelle es despreciable. Obtener la posicion mas elevada alcanzada por la masa en
la rampa.

#=50N/m, 1;=0.5m

m=0.2 kg ;
30° -I 7
< >
1.5m

1.18.Transitorio eléctrico

Estando el circuito de la figura en régimen permanente (con el interruptor abier-
to), en un momento dado se cierra el interruptor. Dicho interruptor es automatico, y
se abre cuando la corriente a su través supera los 5 A (quedandose abierto a partir
de ese instante). Calcular la evolucion con el tiempo de la corriente de la bobina.

1000uF

7ov—L_ 50082 10082 o1H

10V~
T
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1.19. Inmersion de masa con muelle

El sistema de la figura representa una masa unida a un muelle y que segiin su posi-
cion puede estar o no sumergida en el agua:

SN\

Se supone que en el aire hay un rozamiento viscoso de coeficiente c=1 Ns/m.,
mientras que en el agua el coeficiente es de c=10 Ns/m.

Si se estira el muelle y se suelta la masa desde una posicion sumergida 0.5 metros,
con velocidad inicial nula, obtener la evolucion con el tiempo de la posicion de la masa,
obteniendo la maxima altura que alcanza. ;Cual seria la posicion final de la masa?

Datos:

» masa: m=1kg, volumen=0.0001m’
» muelle : =50 N/m, longitud en reposo /,=0.5m

1.20. Transitorio eléctrico

Estando el circuito de la figura en equilibrio (en régimen permanente), con el inte-
rruptor 1 abierto y el 2 cerrado, en un momento dado se cierra el interruptor 1. Cuando
la tension en el condensador alcanza los 90 voltios, se abre el interruptor 2. Calcular la
evolucion con el tiempo de la tension del condensador y el valor maximo que alcanza.

L=0.1H 1 2

. C=100 uF § R=20 Q
v=100 V -+
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1.21. Respuesta de sistema no lineal

La ecuacion siguiente modela la relacion entre la entrada y la salida de un siste-
ma continuo:

y+2sen(y) - 1 or+02u
y

a) Obtener la funcion de transferencia aproximada del sistema alrededor del punto
de equilibrio definido por y=2, y escribir los términos que aparecen en la evo-
lucion de la salida del sistema (sin calcular los coeficientes) si a partir del equi-
librio la entrada se incrementa en 0.3 unidades.

b) Obtener toda la informacion posible de la sobreoscilacion, tiempo de pico y
tiempo de establecimiento, asi como la frecuencia de oscilacién, dibujando de
forma aproximada la evolucion de la salida.

1.22. Respuesta de sistema no lineal

La ecuacion siguiente modela la relacion entre la entrada y la salida de un siste-
ma continuo:

0.1% +1.25 + 4.8cos(y —%)+8J;=2u2 +3-sen(it)

a) Obtener la funcidn de transferencia aproximada del sistema alrededor del punto
de equilibrio definido por y=1, y escribir los términos que aparecen en la evo-
lucion de la salida del sistema (sin calcular los coeficientes) si a partir del equi-
librio la entrada pasa a valer 2 unidades, permaneciendo en ese valor.

b) Obtener toda la informacion posible de la sobreoscilacion, tiempo de pico y
tiempo de establecimiento, asi como de la frecuencia de oscilacion, dibujando
de forma aproximada la evolucion de la salida en el caso anterior.

1.23.Transitorio de calefactor eléctrico

El sistema de la figura representa un calefactor eléctrico. El calor disipado en la
resistencia calienta la masa del radiador, que a su vez disipa calor al exterior. El con-
mutador 2 es un termostato, que cuando la temperatura del radiador es baja, se encuen-
tra en la posicion horizontal. Cuando la temperatura alcanza los 70°C, el conmutador
pasa a la posicion vertical, quedandose en esa posicion a partir de entonces. Estando
el sistema en régimen permanente con el interruptor 1 abierto, se cierra dicho inte-
rruptor. Obtener la evolucion con el tiempo de la corriente y de la temperatura.
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1 2 L=10 H
< e TWO—  Tex=30°C
“r
T |u=10 W/°C

10V R=02Q <~

m,c,=2000 J/°C

2. RESPUESTATEMPORAL DE SISTEMAS DISCRETOS
2.1 Respuesta de sistema discreto

Un sistema discreto se describe mediante la ecuacion en diferencias:
Ve =2+08y,,+0.5u, , +u,_,

Se supone que el sistema esta en equilibrio con u=0. Si en un momento dado se
cambia la entrada segiin la secuencia:

= 2 1200 ]

Obtener el valor de y en el instante 100 desde que se cambia la entrada.

2.2. Evolucion alumnos en escuela

La siguiente ecuacion en diferencias modela el niimero de alumnos que se licen-
cian cada afio en una escuela en funcién del nimero de alumnos que entran en primer
curso:

Ve =04y, ,+04u,_,

Si inicamente entran alumnos durante los 30 primeros afios (100 alumnos al afio):

a) Obtener la expresion de la secuencia de alumnos totales licenciados hasta el afio
k (escribir unicamente los términos que aparecen sin calcular el valor de los
coeficientes).

b) Obtener el niimero total de alumnos que se licenciaran en toda la historia de
la escuela.
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2.3. Respuesta de sistema discreto no lineal

Se sabe que la ecuacion en diferencias que modela un sistema discreto es de la
forma:

Yi = aylf—l +b Y, oy

Se han medido algunos valores de las secuencias de entrada y de salida, siendo:
{up={....1,2,0,-1,-2,1,...}, {yp3={...0,1,5,4,2,-4,...}.

a) Obtener los valores de a y b utilizando todos los datos disponibles.
b) Obtener un modelo lineal aproximado alrededor del punto de funcionamiento
definido por y=5.

2.4. Respuesta de sistema discreto

Un sistema discreto estd modelado por la ecuacion en diferencias:

Vi =18y, +08ly, , =u,_,—u,,

Si, estando en equilibrio con un valor de ¥=10, en un momento dado la entrada
pasa a valer {...,10,20,30,40,50,40,30,20,10,0,-10,-20,-30,...}, obtener la transforma-
da en Z de la secuencia de salida y la expresion temporal de dicha secuencia.

2.5. Respuesta de sistema discreto

Obtener la respuesta del sistema cuya funcién de transferencia es:
2z

z? —1

G(2) =

en el instante 50 ante la entrada {1, }= §,2,3,2,,0,0,...} .

2.5. Respuesta de sistema discreto

Obtener la respuesta del sistema cuya funcién de transferencia es:

en el instante 100 ante la entrada u, = sen(2k) .
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2.7. Respuesta de sistema discreto (proceso de fabricacion)

La siguiente ecuacion modela la relacion entre el nimero de piezas que entra y
el nimero de piezas que salen cada minuto de un proceso de fabricacion:

Y, =12y,,-036y, , +048u,_,

Si el proceso se encuentra en equilibrio con un valor ¥=10, y en un momento dado
se cambia a #=15, manteniéndose constante a partir de ese momento, obtener la evo-
lucién del nimero de piezas que salen.

2.8. Respuesta de sistema discreto

La ecuacion en diferencias siguiente modela la relacion entre la entrada y la sali-
da de un sistema discreto:

y, =10+081y, ,+2u,_,+u,_,

Estando el sistema en equilibrio con una entrada igual a 2, se cambia dicha entrada
en un momento dado, pasando a valer 3 durante 10 periodos, para pasar después a valer
1 y permanecer constante en ese valor. Obtener la evolucion de la salida del sistema.

2.9. Respuesta de sistema discreto

La ecuacion en diferencias siguiente modela la relacion entre la entrada y la sali-
da de un sistema discreto:

v, =1+18y,,-0.81y, ,+0.5,_,

Estando el sistema en equilibrio con una salida igual a 200, se cambia el valor de
la entrada en un momento dado, pasando a valer 0 durante 5 periodos, para pasar des-
pués a valer 2 y permanecer constante en ese valor. Obtener la evolucion de la sali-
da del sistema.

2.10. Respuesta de sistema discreto

La ecuacién en diferencias siguiente modela la relacion entre la entrada y la sali-
da de un sistema discreto:

Ve=5+18y,_,-08y,_, +u,
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Estando el sistema en equilibrio con una salida igual a 100, se cambia el valor de
la entrada en un momento dado, pasando a valer 0 durante 6 periodos, para pasar des-
pués a valer 1 y permanecer constante en ese valor. Obtener la evolucion de la sali-
da del sistema.

2.11. Respuesta de sistema discreto

La ecuacion en diferencias siguiente modela la relacion entre la entrada y la sali-
da de un sistema discreto:

Ve=—4-03y,_,+07y,, +u,_,

Estando el sistema en equilibrio en una situacion tal que la entrada es igual a la
salida, se cambia el valor de la entrada en un momento dado, pasando a valer -3 duran-
te 4 periodos, para pasar después a valer 0 y permanecer constante en ese valor. Obte-
ner la evolucion de la salida del sistema.

2.12. Evolucién de niimero de estudiantes

Las siguientes ecuaciones en diferencias modelan la relacion entre el numero de
alumnos nuevos que entran cada afio en una escuela (1,) y el niimero de alumnos que
se licencian (w,), suponiendo que no abandona nadie:

w, —0.64w,_, =0.12u,_, + 0.24u,_,

Si partiendo de la escuela vacia, se admite a 100 alumnos cada afio, calcular el
numero de alumnos que habra en la escuela en régimen permanente (cuando pase
mucho tiempo).

Si estando el sistema en equilibrio en la situacion anterior (con una entrada cons-
tante igual a 100), en un momento dado se reduce la entrada a 70 alumnos por aiio,
obtener la evolucion del nimero de estudiantes que hay en la escuela cada afio (obte-
ner la expresion de los términos de la respuesta sin calcular los coeficientes).

2.13. Evolucion de piezas fabricadas y almacenadas
Las ecuaciones siguientes modelan la cantidad de piezas en bruto almacenadas (x),

y la cantidad de piezas acabadas almacenadas (y) en funcién de las piezas en bruto
que entran cada dia en un proceso:
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x, =0.99%, _, +u,

v, =096y, , +0.0lx,_,

Estando el sistema en equilibrio con #=100, un dia determinado llega un camioén
con 1000 piezas acabadas procedentes de otra planta, que se afiaden al almacén de
piezas acabadas. Calcular la evolucion con el tiempo del nimero de piezas acaba-
das a partir de ese dia.

3. SISTEMAS CONTINUOS MUESTREADOS
3.1. Identificacion de circuito eléctrico

La siguiente tabla muestra los datos obtenidos al realizar un ensayo de identifi-
cacion mediante computador al circuito electronico de la figura.

Tiempo | Entrada | Salida

0 6.165 6.171 et
0.002 5627 5.482 Oﬂ_ L p—— ”O
0.004 5.075 4.814

uit) — ¥t

0.006 | 5352 | 4.978
0.008 | 4304 | 3.832
0.010 | 6.69 | 6.143 O

O

Calcular el valor de las resistencias del circuito anterior teniendo en cuenta que el
valor de la entrada se ha mantenido constante entre periodos de muestreo, y que la
capacidad del condensador es de 100nF. Tener en cuenta que se trata de un sistema
continuo poco habitual en lo que respecta a los grados del numerador y del denomi-
nador.
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4, SIMPLIFICACION DE DIAGRAMAS DE BLOQUES
4.1. Diagrama de bloques

Simplificar el diagrama de bloques de la figura, obteniendo la funcion de transfe-
rencia G(s)=Y(s)/U(s)

» 2
+
> — > 1 —>
s s+10
3
s+4

5. MODELADO DE SISTEMAS FiSICOS. LINEALIZACION
5.1. Brazo articulado

El sistema de la figura representa un modelo de brazo articulado.
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El brazo (que puede girar alrededor de un punto fijo) se mueve gracias a la accion
de un muelle construido de un material especial de manera que su constante elastica
varia con su temperatura segun la ecuacion: K(T)=K,T’,con T en ° C.

A través del muelle (que tiene una resistencia constante R) se hace circular una
corriente eléctrica que produce su calentamiento. La entrada al sistema es la tension
aplicada. Entre el muelle y el exterior se produce una transmisién de calor con coe-
ficiente u. Conforme el muelle se calienta o enfria su constante elastica cambia, y por
tanto cambia la fuerza aplicada sobre el brazo, moviéndose éste.

El brazo se supone con toda su masa m concentrada en el extremo. El muelle tiene
una longitud de reposo /,, y una capacidad calorifica m,c,. La temperatura exterior (T,)
se supone constante.

a) Obtener las ecuaciones del sistema y expresarlas en representacion interna.

b) Obtener las ecuaciones lineales aproximadas en representacion interna en
funcién del punto de funcionamiento 6,. Obtener la funcién de transferencia
entre la tension y el angulo.

c) Estudiar la estabilidad del sistema en funci6n del punto de funcionamiento 6,.
(Es el funcionamiento del brazo articulado razonable? ;Qué elemento se ten-
dria que afiadir para que funcionara correctamente?

d) Comprobar si existe algin punto de funcionamiento donde el sistema oscile de
forma natural a una frecuencia de 10 rad/s.

Datos: R=10 Q, L=0.5m, /,=0.2m, T,=25°C, K;,=0.001 N /m°C?, u=0.5 W/°C, m=1

kg, mc=2 J/°C

5.2. Cuba de fermentacién
El sistema de la figura representa una cuba de fermentacion de vino de laborato-
rio. El vino al fermentar produce una cantidad de calor por unidad de tiempo g, que

hace que éste se caliente. El vino transmite calor por conveccion y conduccion a la
cuba y al exterior. Por otra parte la cuba transmite calor al exterior.

u +__1

Para regular la temperatura de fermentacion se utiliza un ventilador cuya tension
de alimentacion u se puede variar para modificar la velocidad del aire soplado sobre
la cuba, v, lo que a su vez modifica los coeficientes de transmision de calor. Sabien-
do que:
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+ Larelacion entre la sefial u (en voltios) y la sefial z=v* (en m%*/s?) ha sido deter-
minada experimentalmente quedando definida por la funcién de transferencia
0.5
G(s)= —
s+1
* Los coeficientes de transmision de calor entre la cuba y el exterior y entre el vino
y el exterior dependen de la velocidad del aire. Las relaciones (obtenidas expe-
rimentalmente) son:

L+
°C
2 ,3 LA
4 °C
* El coeficiente de transmision entre el vino y la cuba se supone

- W
constante u,, =15 / C

* El calor generado por la fermentacion por unidad de tiempo, g(¢), es una seiial
de perturbacion.

* La temperatura exterior se supone constante: 7 =15 °C.

* La temperatura del vino y de la cuba se suponen uniformes en toda la masa del
vino y de la cuba respectivamente.

* La masa de vino es m =10 kg, y el calor especifico ¢ =4000 J/°Ckg.

* La masa de la cuba es m =1 kg, y el calor especifico ¢ =8000 J/°Ckg.

H ce
‘LLVE

Obtener:

a) Las ecuaciones del sistema y expresarlas en representacion interna.

b) Las ecuaciones lineales aproximadas en representacion interna para el punto de
funcionamiento u,=100V, g,=100 W.

¢) La funcién de transferencia entre la tensién y la temperatura del vino, y la
funcion de transferencia entre el calor generado y la temperatura del vino.

d) {Se pueden simplificar las funciones de transferencia anteriores?. ;Por qué?.
Obtener la funcion de transferencia simplificada en caso de que sea posible.

5.3. Bateria recargable

La siguiente figura representa el modelo de una bateria recargable.
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u=0.01y,cx Te c.=4000 J/°/kg
m=0.03 kig

/T
S AAAY
L

El calor disipado por las resistencias calienta el liquido de la bateria, cuya tempe-
ratura se supone uniforme. Se considera la transmision de calor al exterior a través de
las paredes de la bateria. Las resistencias y el condensador varian con la temperatu-
ray con la tension segun las funciones:

100 2
¢= " F R2=105(]_.Y.”__] Qs RI=10+L @
- 100 10

100

donde T esta en grados centigrados.

a) Obtener el modelo del sistema y expresarlo en representacion interna, consi-
derando que la entrada de control es la tension aplicada, y que la temperatura
exterior es una entrada de perturbacion.

b) Obtener la funcidn de transferencia aproximada entre la tension y la tempera-
tura en el punto de funcionamiento definido por v ,=9.9 V, T, =25°C.

c¢) Obtener la evolucion aproximada de la temperatura si estando en equilibrio en
el punto de funcionamiento anterior se incrementa la tension de entrada en un
valor de 1 volt. ;Cual es la temperatura maxima que se alcanza?

5.4. Planta depuradora

La figura muestra una planta depuradora formada por dos depdsitos en serie en los
que se produce una reaccion de descomposicion del contaminante del agua de entrada.

u=q,

95
c,=c;

indice



314 PROBLEMAS RESUELTOS DE TEORIA DE SISTEMAS

El agua que entra tiene un caudal g, que se considera constante, y una concentra-
cién de contaminante ¢, que puede variar (entrada de perturbacion). En el primer dep6-
sito se produce una reaccion que elimina parte del contaminante. En el segundo depd-
sito se produce otra reaccion que también elimina parte del contaminante. Se supone
para simplificar que la concentracion en cada tanque es uniforme (la misma en todo
el tanque). La sefial de entrada al sistema es el caudal de recirculacion, u=q,, que se
puede variar a voluntad mediante una bomba. Esa agua recirculada tiene una con-
centracion igual a c,.

a) Obtener las ecuaciones del sistema y expresarlas en representacion interna, con-
siderando como variable de salida la concentracion del agua de salida.

b) Obtener un modelo lineal aproximado en representacion interna alrededor del
punto de funcionamiento definido por u,=0.002 m3/s, c, ;=10 kg/m’.

¢) Obtener la funcion de transferencia que relaciona la variable de perturbacion
(concentracion del agua entrante) con la de salida en el punto anterior. ;Qué
hay de extrafio en esta funcion de transferencia, visto el modelo del sistema?

Datos: §,=30 m?, §,=10 m?, A ,=0.001m, 4,=0.001, ¢,=0.005 m*/s, K ,=0.0005 s,
K,=0.002 s

Notas:

* La ecuacion de la reaccion en cada deposito es la de conservacion de la masa (la
variacion con el tiempo de la masa total de contaminante en un depdsito es igual
a la masa de contaminante que entra por unidad de tiempo menos la que sale
menos la que se elimina por reaccion).

+ La masa eliminada por reaccion por unidad de tiempo es proporcional a la masa
total de contaminante en el dep6sito (constante de proporcionalidad K, y K,)

5.5. Actuador electrostatico

El sistema electromecénico de la figura representa un actuador electrostatico con-
trolado por tension empleado para provocar desplazamientos verticales de alta pre-
cision (hasta 10 um).

La salida del sistema es la distancia, d, que separa las placas de un condensador
variable. La entrada del sistema es la tension aplicada con la fuente variable (v,,).

La placa superior se suspende del bastidor del actuador por medio de un resorte y
un amortiguador.
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vingt}

La capacidad de un condensador plano es funcion de la separacion existente entre
placas, C=a/d, donde a es una constante que depende del medio dieléctrico, ¢, y de
la geometria de las placas, S. A su vez, la fuerza con la que se atraen las placas del
condensador, cuyo origen est4 en la distribucion de cargas de diferente signo que se
establece, es funcion de la tension en bornes del condensador, V., de la capacidad
existente, C, y de la distancia que las separa. Estoes F = C -V ?/d.

Datos: masa de la placa superior, m=1Kg; k~=1000N/m; longitud en reposo del
resorte, /,=38cm; b=10Ns/m; R=470 Q;; o=1 - 10° Nm* / V*; L=40cm.

a) Obtener las ecuaciones que representan el comportamiento dindmico del sis-
tema de forma exacta, considerando el efecto de la gravedad y expresarlas en
representacion interna.

b) Obtener una representacion en espacio de estados lineal aproximada del siste-
ma alrededor de un punto de funcionamiento genérico d,, expresando las ecua-
ciones en funcion de d,. Representar en un diagrama la estructura interna del
sistema linealizado empleando los bloques mas simples.

¢) Estudiar la estabilidad del sistema linealizado en funcion del punto de funcio-
namiento d,,.

5.6. Transductor electromagnético

El sistema de la figura representa un transductor formado por un imén de masa
m unido a un muelle, que puede moverse libremente en el interior de una bobina,
sometido a un rozamiento viscoso de constante ¢=2 Ns/m. La entrada al sistema es la
fuerza aplicada al iman, f. Como consecuencia del movimiento del iman, se pro-

duce una fuerza electromotriz en la bobina, que es funcién de la posicion del iman
q p y
de su derivada: € = 10h-e™®"Y" yo)t La inductancia de la bobina, L, depende

Ry -100(h-0.1)* for
de la posicién de la masa: L =0.2¢™'®"*Y" H. Por otra parte, el campo magnético
generado por la corriente que circula por la bobina produce una fuerza sobre el iman,
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que tiende a atraerlo al centro de la bobina, y que es funcion de la posicion relativa

. . . . ~100(/0.1)
del mismo respecto de la bobina, y de la corriente: F,,,,,g =i*(h=0.1)e""" N,
La sefial de salida del sistema es la tension en la resistencia R.

h Sk=20N/m, 1¢=0.3m
L -
2777777

a) Obtener el modelo del sistema en representacion interna.

b) Linealizar el modelo anterior y obtener la funcion de transferencia entre la fuer-
za 'y la tension, alrededor del punto de equilibrio definido por /,=0.2.

¢) Analizar (sin calcularla) como seria la respuesta del sistema ante una pequefia
variacion en escalon en la fuerza aplicada.

5.7. Actuador electromagnético (electroiman)

El sistema de la figura representa un solenoide formado por una masa m unida a
un muelle, que puede moverse libremente en el interior de una bobina, sometida a un
rozamiento viscoso de constante c=2 Ns/m. El comportamiento eléctrico de la bobi-
na es equivalente a una resistencia R=2 Q en serie con una inductancia L que depen-
de de la posicion de la masa: L = 0.2¢'°c-*" H_ El campo magnético generado por
la corriente que circula por la bobina produce una fuerza sobre la masa m, que tien-
de a atraerla al centro de la bobina, y que es funcion de la posicion relativa de la masa
respecto de la bobina, y de la corriente: F =2 (y—0.1)e'*-°” N, La sefial de entrada
al sistema es la tension aplicada a la bobina, u.

m=0.1 kg

§ lu
y I % k=20N/m, 1=0.3m
747744

a) Obtener el modelo del sistema en representacion interna.

b) Linealizar el modelo anterior y obtener la funcion de transferencia entre la ten-
sioén y la posicion de la masa, alrededor del punto de equilibrio definido por
¥,~0.2.
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¢) Analizar (sin calcularla) como seria la respuesta del sistema ante una pequeiia
variacion en escalon en la tension de entrada.

5.8. Depdésitos acoplados

El sistema de la figura representa dos depdsitos acoplados entre los que se recir-
cula agua. El volumen total de agua es constante e igual a 0.15 m’. El caudal que recir-
cula la bomba depende de la diferencia de niveles de los depdsitos, segun la ecuacion:

h -h, =2-2-10°g,” (con g, en m*/s, h en m)

La entrada u es la tension aplicada a la electrovalvula, de tal forma que la seccion

del orificio de la valvula que comunica los depdsitos depende de dicha tension:
A, =10"u (con A, en m?, y u en volt)

El émbolo de masa m=10 kg puede moverse debido a la presion del agua, habien-
do un rozamiento viscoso de constante ¢=1 Ns/m. El muelle tiene una longitud en
reposo [,=0.5 m y una constante elastica <=3 N/m.

qr

An AL510* m? Y

a) Obtener el modelo del sistema en representacion interna.

b) Linealizar el modelo anterior y obtener la funcion de transferencia entre la ten-
sion de la electrovalvula y la posicion del émbolo, alrededor del punto de equi-
librio definido por 4,,=0.6 m.

5.9. Cilindro con émbolo semiaislado

El sistema de la figura representa un cilindro con un émbolo que divide el interior
en dos partes herméticas. La masa de gas en cada parte es constante. El émbolo se puede
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mover mediante la aplicacion de una fuerza F en el vastago, que es la entrada de con-
trol del sistema. El exterior del cilindro est4 aislado térmicamente excepto por el extre-
mo superior, por lo que solo hay transmision de calor entre los dos gases a través del
émbolo y entre el gas 2 y el exterior, ambos con coeficiente de transmision u=1.

T.=300 °K

L=0.4m

k=296N/m
1,=0.2m

0.Im

a) Obtener el modelo exacto del sistema en representacion interna.
b) Obtener el modelo lineal aproximado en representacion interna y la funcién de
transferencia entre la fuerza y la posicion del émbolo, alrededor del punto de

equilibrio definido por x,=0.2 m.
Datos de los gases (los dos igual): m,=0.01 kg, C,=4000, n=0.3, R=8.3145 (cons-

tante de los gases perfectos), u=1.

5.10. Circuito cerrado de agua

El sistema de la figura representa un circuito cerrado de agua de seccion cons-
tante. La bomba produce un incremento de presion que es funcién del caudal circu-
lante y de la tensidon aplicada (), de la forma:

AR, =10*u -5-10"Q"
El conducto produce una caida de presion por rozamiento:

AR =101] .QZ
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Con objeto de medir el caudal que circula se inserta en la tuberia una resistencia
variable con la temperatura:

R(T)=10(1+T),conTen°C

Dicha resistencia esta conectada al circuito de la figura. Como consecuencia de la
corriente que circula por ella, ésta se calienta, y transmite calor al fluido (que se supo-
ne a temperatura constante). El coeficiente de transmision de calor depende de la velo-
cidad del fluido, v, segiin la ecuacion:

1 =0.01yT+10v

La sefial de salida del sistema es la tension en la resistencia sensora.

Y

—_—

100 Q

/\M
ul %R(T) %0‘01 F _J]:24 4

%

§=0.002m*  L=5m

Datos: m;=0.01kg, c,=5000 J/kg°C,T,,,;
en unidades internacionales.

=20°C (constante). Todas las ecuaciones

a) Obtener un modelo en representacion interna del sistema.
b) Obtener un modelo lineal aproximado en representacion interna, y la funcion
de transferencia alrededor del punto de equilibrio definido por un caudal

0, =0.5:102m* /s.

5.11. Cilindro neumatico de accionamiento termoeléctrico

El sistema de la figura representa un cilindro neumatico con accionamiento ter-
moeléctrico. La sefial de entrada (u) es la tension aplicada a la resistencia calefacto-
ra. Dicha resistencia se supone de capacidad calorifica despreciable, por lo que la
potencia disipada en ella se transmite directamente al gas del interior del cilindro.
Dicho gas puede perder calor al exterior por conduccién-conveccion a través de la
pared del cilindro, con coeficiente de transmision u.
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Como consecuencia del calentamiento y aumento de presion del gas, éste ejerce
una fuerza sobre el émbolo de masa m, superior a la ejercida por la presion exterior,
de tal forma que €ste se mueve.

La sefial de salida del sistema es la posicion del émbolo, y.

Se sabe que en régimen permanente, con la entrada u=0 volt, la posicion de equi-

librio del émbolo es y=0.3 m.

Datos: R=10 Q, m=2kg, &=500 N/m, [;=0.4m, L=0.5 m, $=0.001 m’, u=1 W/°K,
T,=290°K (constante), P, ~10° Pa (constante), m,C =0.2 J/°K.
a) Obtener un modelo en representacion interna del sistema.

b) Obtener un modelo lineal aproximado en representacion interna, y la funcion

de transferencia alrededor del punto de equilibrio definido por una tension

u=30V.

5.12. Depdsito con flotador

El sistema siguiente representa un cilindro flotando dentro de un tanque cilindri-
co de agua (ambos cilindros con las caras planas horizontales):

U,

La entrada al sistema es el caudal entrante, Q,=u, que se puede variar mediante
una electrovélvula.
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a) Obtener las ecuaciones diferenciales que relacionan el caudal de entrada con el
nivel de agua en el depdsito y la posicion vertical del cilindro, expresandolas
en representacion interna.

b) Obtener la funcion de transferencia aproximada entre el caudal de entrada y la
posicion del cilindro para el punto de funcionamiento Q,,=0.06 m’/s.

Datos: Tanque cilindrico: R=2m, orificio de salida A =0.01m> Cilindro flotando:

radio 7=1m, masa m=1000 kg

5.13.Calentador de agua

El sistema siguiente representa un calentador de agua:

L=2H T
—TTOH ‘
W

u C) R=10 Q @};T Hae

m,c,=2000 J/°C

La entrada al sistema es la tensién u aplicada al circuito. La resistencia (que
tiene una masa no despreciable) se calienta por efecto Joule, y transmite calor por
conveccion al agua, que a su vez transmite calor al exterior. Los coeficientes de trans-
mision dependen de la temperatura del agua:

T T
<y W/°C =(1+ -2
100) Moo = ( 20

donde T, estd en °C. Las capacidades calorificas del calefactor y del agua son: m,¢,=2000
J°C, mc,=100000 J/°C

Obtener un modelo en representacion interna del sistema, suponiendo que la varia-
ble de salida es la temperatura del agua, y que la temperatura exterior es una entra-
da de perturbacion.

a) Obtener un modelo lineal aproximado en representacion interna alrededor del
punto de equilibrio definido por T,=80°C, T,=20°C y expresarlo en formato
matricial.

b) Obtener la funcién de transferencia que relacione la variacion de la tempera-
tura exterior con la variacion de la temperatura del agua alrededor del punto de
equilibrio anterior.

u, =10(1 + ) W/°C
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6. MODELADO DE SISTEMAS DISCRETOS
6.1. Cuenta bancaria

Se quiere calcular la evolucion del saldo de una cuenta bancaria bajo varios supues-
tos. El interés mensual que paga el banco es del 0.4% en todos los casos. En todos los
casos se parte de una cuenta vacia inicialmente. Calcular la transformada en Z de la
evolucion mensual del saldo y la expresion de la secuencia correspondiente (dejar
indicados los coeficientes de los distintos términos que aparecen en la transformada
inversa, sin calcularlos), en los siguientes casos:

a) Se ingresa una cantidad constante de 100 euros cada mes, y el banco paga los

intereses cada mes.

b) Se ingresan 200 euros cada dos meses (en los meses intermedios no se ingresa

nada), y el banco paga los intereses cada mes.

6.2. Estudiantes en escuela

Se quiere utilizar un modelo para estudiar la evolucion del nimero de estudiantes
en una escuela. La escuela tiene 2 cursos. Al primer curso entra un nimero de estu-
diantes cada afio fijado por el limite de admision (variable de entrada que se define cada
afio para el siguiente curso). En primer curso cada afio aprueba una fraccion a, del total
de matriculados, que pasa a segundo, y abandona la escuela una fraccion b,. En segun-
do aprueba el curso una fraccion de los matriculados a, , que se licencian, y no aban-
dona nadie. En principio no se conocen los valores de esos pardmetros, pero se dispo-
ne de datos de la evolucion de alumnos en cada curso desde que se abrio la escuela:

Aflo 0 1 2 3 4 5
Alumnos nuevos 100 100 100 100 100 -
Alumnos en 1° 0 100 158 198 220 230
Alumnos en 2° 0 0 29 61 82 99

a) Expresar las ecuaciones que representen el modelo de la escuela y expresarias
en representacion interna

b) Calcular las constantes que definen el modelo a partir de los datos anteriores
utilizando todos los datos disponibles.

¢) Calcular el nimero de alumnos aproximado en 1°y en 2° al que se Ilegaria en
régimen permanente si se mantiene la entrada en 100.

d) Si en el afio 5 se decide reducir la entrada de alumnos a 80 y mantenerla cons-
tante en ese valor a partir de entonces, obtener la transformada en Z de la evo-
lucién de los alumnos totales de la escuela y expresar su transformada inversa.
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6.3. Empresa de Trabajo Temporal

Se pretende obtener un modelo matematico que represente la evolucién mensual
de la situacion de los trabajadores de una empresa de trabajo temporal (ETT). Los tra-
bajadores pueden estar, o bien en la bolsa esperando que los manden a una empresa
a trabajar (esperando que los alquilen), o trabajando alquilados en alguna empresa.
El funcionamiento de la ETT es el siguiente:

 Cada mes, la bolsa de la ETT se ve incrementada en una cantidad de trabajado-
res (que se apuntan a la ETT) que depende del precio (#,) que paga la ETT al tra-
bajador por hora trabajada (el precio se decide para aplicarlo el mes siguiente).
Esto es:

precio

200 cona =9 euros

a+ precio

+ Cada mes, un porcentaje de la bolsa de espera pasa a ser alquilado en una empre-
sa. Este porcentaje, expresado en tanto por 1, es una funcion del precio (cuanto
mas cara es la hora, mas dificil es alquilarle un trabajador a una empresa):

045 — con b = 12 euros
b+ precio

* El 5% de los trabajadores que estan alquilados en alguna empresa, pasan a ser
contratados directamente por la misma el siguiente mes, por lo que dejan la ETT.
* El 25% de los trabajadores que estan alquilados en alguna empresa, pasan a la
bolsa el mes siguiente.
*» Finalmente, una proporcién de la bolsa abandona la ETT cada mes por no estar
conforme con el precio que van a cobrar:
0.6precio

— con ¢ = § euros
¢ + precio

Se desea:

a) Obtener las ecuaciones de estado del sistema.

b) Suponiendo que el sistema se encuentra en equilibrio con un precio de 5 euros,
calcular de forma aproximada la transformada en Z del nimero mensual de tra-
bajadores alquilados si se realiza una campafia de promocion subiendo el pre-
cio a 7 euros durante 3 meses, bajando después a 3 euros durante otros 3 meses,
volviendo después a 5 euros. Obtener también la expresion de los términos que
aparecen en la transformada inversa (sin calcular los coeficientes).
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6.4. Estudiantes en escuela

La siguiente ecuacion en diferencias modela el nimero de alumnos que se licen-
cian cada afio en una escuela en funcion del nimero de alumnos nuevos que entran
en primer curso:

v, =04y, +0.4u,_,

Mientras que la siguiente ecuacion modela el nimero de alumnos que abando-
nan la escuela cada afio sin terminar sus estudios, también en funcién del nimero
de alumnos nuevos que entran en primer curso:

x,=04x_, +0.Le,  +0.1u,_,

a) Obtener la funcion de transferencia y la ecuacion en diferencias que relaciona
el niimero de alumnos nuevos que entran en primer curso cada afio con el nime-
ro de alumnos total que hay en la escuela cada afio.

b) Si durante los 10 primeros afios entran 80 alumnos al afio, y en los siguientes
afios entran 100 cada afio, obtener la expresion genérica de la cantidad de alum-
nos que hay en la escuela en el afio k (escribir inicamente los términos que apa-
recen en la transformada inversa sin calcular el valor de los coeficientes).

¢) Obtener el nimero maximo de alumnos que llegara a tener la escuela.

6.5. Estudiantes en escuela

Se quiere utilizar un modelo para estudiar [a evolucion del nimero de estudiantes
en una escuela. La escuela tiene 2 cursos. Al primer curso entra un nimero de estu-
diantes cada afio fijado por el limite de admision (variable de entrada que se define
cada afio al principio del curso para ese mismo curso). De los alumnos que cursan por
primera vez primero, un 50% pasa a segundo, un 30% repiten y un 20% abandonan.
De los alumnos que cursan por segunda vez primero, un 60% pasan a segundo, y el
resto abandonan la escuela (no se les permite seguir). De los alumnos que cursan por
primera vez segundo, el 70% aprueban y se licencian, mientras que el 30% repite. De
los alumnos repetidores de segundo, el 90% aprueba y se licencia y el 10% sigue repi-
tiendo.

a) Obtener un modelo en representacion interna del sistema.

b) Expresar las ecuaciones anteriores en forma de diagrama de bloques con los

bloques mas sencillos que sea posible.

¢) Calcular la transformada en Z y la expresion de la secuencia (sin calcular los

coeficientes) de la evolucion del nimero de alumnos que se licencian cada afio
si entran 300 alumnos nuevos cada afio durante 20 afios y a partir de entonces
ya no entra ninguno.
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6.6. Estudiantes en escuela

Se quiere utilizar un modelo para estudiar la evolucion del nimero de estudiantes
en una escuela. La escuela tiene 2 cursos. Al primer curso entra un niimero de estu-
diantes cada afio fijado por el limite de admision (variable de entrada que se define
cada afio al principio del curso para ese mismo curso). De los alumnos que cursan por
primera vez primero, un 40% pasa limpio a segundo, un 40% aprueban solo algunas
asignaturas, matriculandose al curso siguiente en asignaturas de primero y de segun-
do, y un 20% no aprueba nada y abandona. De los alumnos que cursan asignaturas
de primero y segundo, un 60% aprueban todas las de primero, quedandoles solo asig-
naturas de segundo, un 10% aprueba todas las de primero y segundo que le quedaban
y se licencian, un 20% aprueban solo algunas de primero y de segundo, quedando-
les asignaturas de los dos cursos, y un 10% abandona. De los alumnos que solo tie-
nen asignaturas de segundo, el 80% las aprueban todas y se licencian, mientras que
al 20% le quedan algunas asignaturas para el curso siguiente.

a) Obtener un modelo en representacion interna del sistema, que incluya ademas
una variable de estado que defina el nimero de licenciados total de la escuela
desde que se inaugurd hasta el afio actual.

b) Expresar las ecuaciones anteriores en forma de diagrama de bloques, de tal
forma que haya un bloque de primer orden para cada ecuacion de estado.

¢) Estando la escuela en equilibrio, con la entrada igual a 150, en un momento
dado se decrementa dicha entrada a un valor de 100. Calcular la transformada
en Z y la expresion de la secuencia (sin calcular los coeficientes) de la evolu-
cién del namero de alumnos que abandonan cada afio a partir de ese instante.

6.7. Comedor universitario

Se pretende obtener un modelo discreto de la utilizacién de un comedor universitario.

El funcionamiento es como sigue: En primer lugar los comensales se incorporan
a la cola de la comida (llevando la bolsa a cuestas). Una vez salen del autoservicio
con la bandeja de comida, se incorporan al grupo de personas con bandeja que estan
buscando un sitio en las mesas para comer. Una vez encuentran un sitio, se sientan a
comer. Finalmente cuando terminan de comer se marchan y dejan el sitio libre.

Las caracteristicas del modelo son:

» Se considera un periodo discreto de 1 minuto para el modelo.

* La entrada al sistema u, es la cantidad de gente que llega al comedor cada minuto.

« El nimero de plazas total del comedor es de 200.

* La gente que sale cada minuto de la cola de la comida depende del tamaifio de

cola

esa cola ( a mas cola, mas personal sirviendo), y se modela como: 55 —
+ cola

indice



326 PROBLEMAS RESUELTOS DE TEORIA DE SISTEMAS

» La gente que encuentra sitio cada minuto depende de la gente que hay buscan-
dolo y del sitio libre que queda y viene dado por la funcidn:

. gente_buscando
200 + gente_buscando ’

donde & es el nimero de sitios libres.
* Por Gltimo, la cantidad de gente que acaba de comer cada minuto es proporcio-
nal a la cantidad de gente que hay comiendo:
gente__comiendo
30
donde 30 representa el tiempo medio que tarda la gente en comer.

a) Definir las variables de estado del sistema y obtener las ecuaciones en repre-
sentacion interna.

b) Suponiendo que el sistema esta en equilibrio con una entrada ' = 4, calcular de
forma aproximada la evolucion del nimero de sitios ocupados por personas
comiendo si la entrada pasa de 4 a 6 y se mantiene en 6 durante 10 minutos,
pasando después a 2 (obtener la transformada en z y los términos de la trans-
formada inversa sin calcular los coeficientes).

6.8. Empresa de Trabajo Temporal

Se pretende obtener un modelo matematico que represente la evoluciéon mensual
de la situacion de los trabajadores de una empresa de trabajo temporal (ETT). Los tra-
bajadores pueden estar, o bien en la bolsa esperando que los manden a una empresa
a trabajar (esperando que los alquilen), o trabajando alquilados en alguna empresa.
Los que estan trabajando pueden estar a tiempo parcial o a tiempo completo. El fun-
cionamiento de la ETT es el siguiente:

» Cada mes, la bolsa de la ETT se ve incrementada en una cantidad de trabajado-
res (que se apuntan a la ETT) que depende del precio (1,) que paga la ETT al tra-
bajador por hora trabajada (el precio se decide un mes para aplicarlo el mes
siguiente). Esto es:

oL

20 -
9 + precio

» Cada mes, un porcentaje de la bolsa de espera pasa a ser alquilado a tiempo com-
pleto en una empresa. Este porcentaje, expresado en tanto por 1, es una fun-
cion del precio (cuanto mas cara es la hora, mas dificil es alquilarle un trabaja-
dor a una empresa):
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4.8
12 + precio

 Cada mes, un porcentaje de la bolsa de espera pasa a ser alquilado a tiempo par-
cial en una empresa. Este porcentaje, expresado en tanto por 1, es una funcion
del precio:

3
10 + precio

* Un 20% de los trabajadores que estan a tiempo parcial pasan a tiempo comple-
to el mes siguiente.

* El 5% de los trabajadores que estan alquilados en alguna empresa (a tiempo par-
cial o completo), pasan a ser contratados directamente por la misma el siguien-
te mes, por lo que dejan la ETT.

* E1 25% de los trabajadores que estan alquilados en alguna empresa, pasan a la
bolsa el mes siguiente.

* El 10% de los trabajadores a tiempo parcial, dejan la ETT al mes siguiente.

* Finalmente, una proporcidn (en tanto por 1) de la bolsa abandona la ETT cada
mes por no estar conforme con el precio que van a cobrar:

1
1+ precio

Se desea:

a) Obtener un modelo en representacion interna del sistema, suponiendo que la
salida es el niimero total de trabajadores empleados por la ETT.

b) Obtener un modelo lineal aproximado alrededor del punto de equilibrio defi-
nido por un precio de 10 euros.

6.9. Proceso de fabricacion

A un proceso de fabricacion de piezas entran bloques para ser mecanizados. Se
tienen 4 estaciones de mecanizado: una de corte, una de ranurado, una de pulido y
una de taladrado. Los bloques pasan en primer lugar a la estacion de corte, donde se
cortan por la mitad, formando dos partes iguales. Después se pasan a la estacion de
ranurado donde se les mecaniza una ranura. E1 60 % de las piezas ranuradas pasan a
la estacion de taladrado, donde se les hace un taladro. El 30% de las piezas ranuradas
deben pasar a una estacion intermedia de pulido, donde se pulen las rebabas. El
90% de las piezas pulidas pasan después a la estacion de taladrado. E1 90% de las pie-
zas taladradas salen del proceso para ser envasadas (el 10% es defectuoso). Cada esta-
cion dispone de un buffer donde se almacenan las piezas que llegan a la estacion a
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la espera de ser procesadas. Cada 10 minutos cada estacién procesa un porcentaje
de las piezas almacenadas en su buffer respectivo, siendo estos porcentajes: corte:
30%, ranurado: 20%, pulido: 15%, taladro: 25%. La entrada son los bloques que
llegan al proceso cada 10 minutos. La salida son las piezas correctas que salen de la
estacion de taladrado.

Obtener un modelo en representacion interna del sistema.

7. CONVOLUCION CONTINUA Y DISCRETA
7.1 Respuesta de sistema discreto

La secuencia de entrada u(k) = {3,1,2,-1,0,0...} se aplica a un procesador de tiem-
po discreto cuya respuesta impulsional es g(k) = {1,2,1,0,0...} . ;Cuél es la secuen-
cia de salida del procesador?

7.2. Respuesta de sistema continuo

El comportamiento dinamico de un sistema viene descrito por la siguiente ecua-
cion diferencial:

0.025-y+035-y+y=u

Obtener por convolucion la respuesta en el instante =10 s. si se le aplica la siguien-
te entrada al sistema.

1.5“ J—

uy

0.5"

0 1 2 3 4 5 6 7
t (seg)
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7.3. Respuesta de sistema discreto ante rampa

En la siguiente figura se muestra la respuesta de un sistema discreto ante una rampa
unitaria:

2.5

1.5

0.5

Ly el
n
pu 2

-0.5
0 1 2 3 4 5
periodos (k)

Obtener utilizando convolucion:
a) La funcion de transferencia del sistema.
b) La secuencia de valores que tomaria la salida si la entrada fuera la secuencia

{1,1222222,.}.
7.4. Respuesta de sistema discreto

Un sistema discreto se describe mediante la ecuacidn en diferencias:
Ve =08y, ,+0.5u,_, +u, ,-2v,

donde tanto u como v son sefiales de entrada. Si se dispone de las secuencias

fut=ft 2 -1 000 -} {t=f20100 0 -}

]

Obtener mediante convolucion el valor de y en el instante 20.
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7.5. Respuesta de sistema discreto en representacion interna
La ecuacion siguiente modela el comportamiento de un sistema discreto:
Y _[0.7 0.3x+1u
k+1 0 07 k 1 k

Obtener mediante convolucion el valor del estado 1 en el instante 6 si, partiendo
de condiciones iniciales nulas, la entrada es la secuencia ©,={0,2,2,2,0,0,...}.

7.6. Aproximacion de respuesta de sistema discreto

La ecuacidn en diferencias siguiente modela la relacion entre la entrada y la sali-
da de un sistema

y, =03y, +10u,_
Se sabe que la sefial de entrada en los 4 periodos anteriores al periodo actual ha
sido 10, 12, 8,7, desconociéndose los valores de periodos anteriores. Obtener una

aproximacion del valor de la salida en el periodo actual. ;Es buena esta aproxima-
cion?

7.7. Respuesta de sistema discreto

La ecuacion siguiente modela la relacion entre la entrada y la salida de un siste-
ma discreto:

Y, =05y, ,+u, +2v,

Obtener mediante convolucion la salida del sistema si las secuencias u, y v, son
de la forma: 4,={0,2,2,0,0,...}, v,={1,0,0,1,1,0,0,...}.

7.8. Respuesta de sistema discreto

La ecuacion siguiente modela la relacion entre la entrada y la salida de un siste-
ma discreto:

Vi = 1-6J’k—1 - 0-64)’k-2 + Uy +2uk_1

Obtener mediante convolucion la salida del sistema en todos los instantes (desde
k=0 hasta infinito) si la secuencia u, es de la forma: ©,={0,2,0,3,0,2,0,0,0,...}.
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8. REPRESENTACION INTERNA
8.1 Modelo de circuito eléctrico

Dado un sistema eléctrico formado por los componentes de la figura:

R;=1 k€2 Li=1mH Cz=50 uF

AN ———5050—]

R=100 Q ly
u C1=1 MF:_—-_

L,=2 mH

v

Desarrollar un modelo de representacion interna tomando como variables de estado:

a) Las tensiones en los condensadores y las corrientes en las bobinas.

b) La suma y diferencia de tensiones en los condensadores y la caida de tension
en R,. Determinar la matriz de la transformacion lineal correspondiente.

¢) Desarrollar un modelo entrada-salida a partir de la transformacion realizada.

8.2. Modelo se sistema continuo
Dado el sistema de ecuacion diferencial:
y+2y+3y=3u+u

Obtener un modelo en representacion interna valido de forma que uno de los esta-
dos sea la salida del sistema.

8.3. Modelo de circuito eléctrico

En el circuito de la figura la tension de entrada (i) se puede variar a voluntad. La
fuente v, representa una perturbacion de valor desconocido.

(Y
u l 100§ _—IZIOOyF
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a) Obtener un modelo en representacion interna del sistema.
b) Representar el modelo anterior del sistema mediante un diagrama de bloques
en el que se utilicen los bloques mas simples que sea posible.

8.4. Modelo de proceso quimico

Un proceso quimico parte de un reactivo a que al reaccionar produce reactivo b
(4 moles de b por cada uno de a) que a su vez reacciona para dar reactivo ¢ (1 mol de
¢ por cada 2 de b). Cada minuto un porcentaje (o) de los moles del reactivo a reac-
cionan para dar lugar a reactivo b. Por otra parte, cada minuto otro porcentaje (§) de
los moles de b reaccionan para dar reactivo c. Se ha realizado un experimento par-
tiendo de 500 moles de reactivo a, midiéndose cada minuto las cantidades de cada
reactivo:

Minuto 0 1 2 3 4 5 6

Moles de a 500 452 408 364 329 298 262
Moles de b 0 ? 372 517 638 730 812
Moles de ¢ 0 0 ? 14.5 28 45.2 60.2

a) Obtener un modelo en representacion interna del sistema utilizando todos los
datos disponibles.

b) Utilizando el modelo, calcular la transformada en Z y la expresion de la secuen-
cia (sin calcular los coeficientes) de la evolucion del nimero de moles del reac-
tivo b.

¢) Obtener el nimero de moles de reactivo b cuando pase mucho tiempo.

8.5. Modelo de sistema continuo

Obtener un modelo en representacion interna del sistema modelado por las ecua-
ciones diferenciales (v es la salida del sistema):

w+2w=3u

y+3y=w+u

8.6. Modelo de sistema discreto

Obtener un modelo en representacion interna del sistema modelado por las ecua-
ciones en diferencias (y es la salida del sistema):
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w, +0.5w,_, =2u,_,

Ve #3Y, =W +uy

8.7. Respuesta de sistema continuo en representacion interna

Describir como sera la respuesta ante impulso unitario del sistema siguiente, sin
calcular la expresion de dicha respuesta, dando valores numéricos aproximados de
las especificaciones que la caracterizan:

0 1 0 0
x=[0 0 1 |-x+|0|u
0 -20 -4 1

y=[100 -10 0] x

8.8. Modelo de proceso de fabricacion de piezas

La siguiente ecuacion modela la relacion entre el nimero de piezas que entran y
el nimero de piezas que salen cada minuto de un proceso de fabricacion:

Ve =12y,,-036y,_, +0.48u,,

Escribir un modelo en representacién interna valido del sistema. ;Se podria obte-
ner un modelo con estados desacoplados? ;Por qué?

9. SISTEMAS CONTINUOS DE SEGUNDO ORDEN

9.1. Identificacion de sistema mecanico

Estando un sistema mecanico en equilibrio, con la entrada igual a 100 N y la sali-
da igual a 10 m, se reduce la entrada a 60 N y se registran los valores que va toman-
do la salida a lo largo del tiempo. Los valores medidos han sido:

t(s) |0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
y(m) [ 10 9.901 |9.414 | 8.541 | 7.456 |6.365 |5.428 {4.737 |4.320 [4.151 |4.177

t(s) | L1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8 1.9 2
y(m) | 4.328 | 4.538 {4.754 | 4.938 | 5.072 |5.150 |5.178 |5.168 [5.134 |[5.089

Obtener toda la informacion posible del modelo del sistema.
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9.2. Identificacion de sistema mecanico

Estando un sistema mecénico en equilibrio, con la entrada igual a 100 N y la sali-
da igual a 3 m, se cambia la entrada a 140 N, manteniéndose en ese valor durante 0.1
segundos, volviendo después a 100 N. Tomando como origen de tiempos el instante
en que se cambia la entrada, los valores medidos de la salida del sistema han sido:

t(s) |10 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
ym) |3 3.099 [3.487 | 3.873 | 4.085 {4.091 |3.937 {3.691 |3.414 }3.169 |2.974
t(s) | 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8 1.9 2

y(m) | 2.849 | 2.790 [2.784 | 2.816 | 2.866 [2.922 |2.972 [3.010 |3.034 |3.045

a) Si en lugar de volver la entrada a 100 N al cabo de 0.1 segundos, se hubiera
mantenido en 140 N, ;cuales serian los valores de la salida en los instantes de
la tabla anterior? (Nota: recordar el concepto de equivalente discreto de un sis-

tema continuo).

b) Con los datos obtenidos en el apartado anterior obtener toda la informacion
posible del modelo del sistema continuo.

9.3. Identificacion de sistema continuo

La figura muestra la entrada y la salida de un sistema. Obtener todos los datos posi-
bles del modelo del mismo:

1

0.95

0

0.85

0.8

0.75

0.7

0.65

0.6

0.55

0.5

0.45

0.4

0.35

0.3

0.25

0.2

0.15

0.1

0.05

0

0 05

1

15 2 25 383 35 4 45 5 55 6
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9.4. Sistema en bucle cerrado

El sistema de la figura representa un proceso controlado por un controlador en
bucle cerrado.

s+3

K (s +8)
S

a) Obtener el valor de K, para que en bucle cerrado la respuesta del sistema ante
referencia escalon (supuesta nula la perturbacion p) tenga una sobreoscilacion
del 5%, obteniendo el tiempo de establecimiento al 98%.

b) Si la referencia r es constante y la perturbacion p también lo es, obtener el valor
de K, para que el error (sefial e) en régimen permanente sea nulo.

9.5. Sistema en bucle cerrado

El sistema de la figura representa un proceso controlado por un controlador en
bucle cerrado.

p

” e | K(s+b) é
+

—

v

=]
+
w

a) Obtener los parametros del controlador (K'y b) si se quiere que en bucle cerra-
do la respuesta del sistema ante referencia escalon (supuesta nula la perturba-
cidn p) tenga una sobreoscilacion del 10% y un tiempo de establecimiento al
95% de 1 segundo.

b) Si lareferencia r es constante y la perturbacion p también lo es, ;cual es el valor
del error (e=r-y) en régimen permanente?
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9.6. Identificacion de péndulo con motor de continua

La siguiente ecuacion modela el comportamiento de un péndulo con un motor
de continua

do
d*0 u-Ky o=
mL? = =K, _—-1-{-—"‘-— mgLsen(0)
t

a

Partiendo de la posicion de equilibrio definida por u=0 seledaala tensiéq de
entrada al motor un valor de u=10 voltios, midiéndose la evolucion del angulo. Esta
ha sido:

}45 k) ’ T H ¥ ' L] 1 A) H 3 A3 i ) H g 1 1

i H H f

PR R [ b e e e e b B i i fo e e e
i | H i

08 b m e e N o b ek e e - e - wd = e e o
i H i H

% A AN W R DU o
H i H

6 {rad) oas b ‘:_____‘_;_‘__ e __;_ i S
§ i f

RIS ] § { § .
i | H H

015 L ! i H 4
i § H i

syl ! i ! i ]
i i H i

008 L : ! i i i
§ § H H
i i H f

o i 13 i i 1 i 3 H i H % 3. i 3 3 i 3 i
300204386028 1 12 141618 2 22242628 3 3234 88 38 4
t (sec)

Obtener toda la informacion posible del modelo del sistema.

9.7. ldentificacién de sistema continuo

La figura siguiente muestra la evolucion de la sefial de entrada y la sefial de sali-
da de un sistema. Obtener toda la informacién posible del modelo del mismo.
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0 0.20.40.60.8 1 1.21.4161.8 2 2.2242.62.8 3 3.23.43.63.8 4 4244

9.8. Identificacion de sistema continuo

La figura siguiente muestra la evolucioén de la sefial de entrada y la sefial de sali-

da de un sistema. Obtener toda la informacion posible del modelo del mismo.

5.5

4.5

3.5

2.5

10 02040608 1 12141618 2 22242628 3 32343638 4 42444648 5 52545658 6
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9.9. Caracteristicas de la respuesta

Describir (sin calcular la transformada inversa) como seria la respuesta del siste-
ma siguiente ante entrada escalon, dando toda la informacion posible:

G(s) = — 35+ 30
(s +s+2)(s+3)

9.10. Caracteristicas de la respuesta

Describir y esbozar (sin calcular la transformada inversa) como seria la respues-
ta del sistema siguiente ante entrada escalon, dando toda la informacion posible sobre
las especificaciones de dicha respuesta:

_ 25 +20
(s% +5+1)(s5+0.05)

G(s)

9.11. Sistema en bucle cerrado

La ecuacion siguiente modela el comportamiento dindmico de un sistema térmi-
co en el que Q es la potencia calorifica entrante, T, es la temperatura de un cuerpo,
y T, es la temperatura exterior:

T =-0.17 + 20 +0.17,
Si se mide la temperatura T, con un sensor y se define la entrada como una reali-
mentacién de la salida segin la ecuacién: Q(t) = k j; (T, -Ti(r))dr.

a) Obtener el valor de & para que la sobreoscilacion de la respuesta ante escalon
del sistema en bucle cerrado sea del 10%.

b) Obtener el valor de k para que el tiempo de establecimiento al 98% sea de 500
segundos.

c) (Cuél es el valor de la temperatura T, en régimen permanente si la referencia
T, y la temperatura exterior T, son constantes?

RESPUESTA EN FRECUENCIA DE SISTEMAS CONTINUOS
10.1. Compensador en serie
Dada la respuesta en frecuencia de un sistema, obtener la funcion de transferen-

cia de un compensador (C(s)), de orden lo mas pequeiio posible, de forma que al poner-
lo en serie con el sistema se cumpla:
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* La ganancia estética total sea unitaria.

+ La magnitud total sea menor que 1 para todas las frecuencias.

* El ancho de banda total sea el mismo que el del sistema original.

Nota: Operar con los valores exactos de la respuesta del sistema (obtenidos de la
grafica), pero utilizar la aproximacion asintética para C(s).

/'

-45
107 3 10’ 102

w (rad/s)

10.2. ldentificacién de sistema

Dada la magnitud de la respuesta en frecuencia de un sistema, y sabiendo que es
de segundo orden, obtener la funcidn de transferencia del mismo. Calcular el ancho
de banda de la funcién de transferencia obtenida y compararlo con el medido direc-
tamente en la grafica.
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W,

-10

|Gldb

-15

-20

-25

-30

V4

1P

10.3. Compensador en serie

w (rad/s)

10'

10?

Se desea modificar la respuesta en frecuencia de un sistema G(s) de forma que la
ganancia estatica sea unitaria, y que el ancho de banda sea de 10 rad/seg. Para ello se
va a poner en serie con el sistema un compensador segin la figura:

u
—_——»

R(s)

G(s)

y
SN

Definir una funcion de transferencia R(s) lo mas sencilla posible para que la ganan-
cia estatica total sea 1 y el ancho de banda del sistema total sea de 10 rad/seg, sabien-

do que la respuesta en frecuencia de G(s) es:
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de sistema

-

ificacion

En las siguientes figuras se observa la respuesta de un sistema obtenida ante la
entrada que se muestra, y la respuesta en frecuencia del mismo sistema. Obtener el

modelo del sistema.

10.4. Ident

. | Y S
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Figura 1-b. Respuesta en frecuencia

10.5. Diagrama de Nyquist

Trazar el diagrama de Nyquist del proceso.

4
+4s5+8

s2

G(s) =

10.6. Compensador en serie

Dada la magnitud de la respuesta en frecuencia de un sistema,
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10 16 10 16

16

obtener la funcion de transferencia de otro sistema, lo mas sencillo posible, de forma

que al ponerlo en serie con el anterior en el sistema total se cumpla:

» La ganancia estatica sea nula.

+» La magnitud a frecuencias altas sea unitaria.
* La frecuencia de corte inferior sea de 1 rad/s.

10.7. Compensador en serie

Obtener los valores de a y K para que el sistema en bucle cerrado tenga una ganan-
cia estatica igual a 0.9, y para que el sistema en bucle abierto K(s+a)G(s) tenga una

magnitud de 20 dB a la frecuencia 5 rad/s.

Yref +
K(s+a)

o] GO

v
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IG(o)las
-10

-20 \

-30 \\
-40 N
N
-50 S
\\

-60 N
-70 ® o 1

10 10 10 o

10.8. Sistema resonante

Obtener el valor de a para que el sistema de funcién de transferencia

_ K(s+10)°

G
(<) (s +s+a)

tenga una frecuencia de resonancia de 1 rad/s y una magnitud a altas frecuencias de
0.1 unidades, y dibujar la aproximacion asintética y el diagrama real aproximado de
magnitud.

40

30

20

10

-30

40
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10.9. Filtro paso alto

Obtener el valor de @ para que el sistema de funcidén de transferencia

s(s + 60)

)= TG 10

tenga una frecuencia de corte inferior igual al rad/s y dibujar la aproximacion asin-
totica del diagrama de bode de magnitud.

80

60

40

20

0

-20

-40

-60

-80
10" 10° 10' 10°

10.10. Compensador en serie

5000s

, defi-
(s + 1000)(s + 10000)

Dado el sistema de funcion de transferencia G(s) =

nir (utilizando la aproximacion asint6tica) un compensador R(s) tal que al ponerlo en
serie se consiga aproximadamente que:

» La ganancia estatica total sea nula.

*» La magnitud a las frecuencias entre 500 y 800 rad/s sea de 2 unidades.
* La magnitud entre 4000 y 20000 rad/s sea de 1 unidad.

* La pendiente de caida a partir de 30000 rad/s sea de -20 db/década.
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10.11. Compensador en serie

0.01(s + 70000)
(s+1000)

tética) un compensador R(s) lo mas simple posible tal que al ponerlo en serie se con-
siga aproximadamente que:

Dado el sistema G(s) = , definir (utilizando la aproximacion asin-

+ La ganancia estdtica total sea unitaria.

» La magnitud a las frecuencias entre 2000 y 8000 rad/s sea de 2 unidades.

* La magnitud a frecuencias superiores a 80000 rad/s sea constante e igual a -6
decibelios.

10.12. Compensador en serie

Dado el sistema G(s) = , obtener un compensador R(s), lo mas simple

s +s+1

posible, tal que al ponerlo en serie con el sistema se consiga de forma aproximada:
» Magnitud de 4 unidades para frecuencias menores de 0.8 rad/s.
» Magnitud de 2 unidades para frecuencias mayores de 30 rad/s.

» Magnitud de 1 unidad para frecuencias entre 2 y 10 rad/s.

Dibujar la aproximacion asintdtica del diagrama de Bode de magnitud del siste-
ma total resultante, y esbozar por donde iria la grafica exacta de dicho diagrama.

11. REALIMENTACION
11.1. Realimentacién en sistema térmico
La ecuacidn siguiente modela el comportamiento dindmico de un sistema térmi-

co en el que Q es la potencia calorifica entrante, T, es la temperatura de un cuerpo,
T, es la temperatura del ofro cuerpo, y T, es la temperatura exterior:

T, -0.05 0.04 [T 1 0.01
L= +| 10+ T,
T, 0.004 -0.006((T,| |0 0.002
Si se mide la temperatura T, con un sensor y se define la entrada como una reali-
mentacion de la salida (Q=k(50-T,)), obtener el valor de k que hace que en régimen
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permanente la temperatura T, sea de 49.9 °C, suponiendo una T, =25°C constante. ;Es
correcta esta realimentacion? ;Por qué?

11.2. Realimentacion en circuito eléctrico

En el circuito de la figura la tension de entrada (u) se puede variar a voluntad. La
fuente v, representa una perturbacion de valor desconocido.

Y 0.1H

. Il 00t 4

102 2 "= 100uF

Se mide la tension del condensador y se define la entrada como una realimenta-
cion de la salida (u=k(10-v.) ), donde 10 es la tensién de referencia. Obtener el rango
de valores de k de forma que el error (e=10-v.) en régimen permanente sea menor de
1 voltio, sabiendo que v, es un valor constante comprendido entre 2 y 4 voltios. ;Se
puede lograr al mismo tiempo que la respuesta no sea oscilatoria?. En caso de res-
puesta negativa, ;como podrian lograrse los dos objetivos?

11.3. Realimentacioén en sistema térmico

La ecuacién siguiente modela el comportamiento dindmico de un sistema térmi-
co en ¢l que Q es la potencia calorifica entrante, T, es la temperatura de un cuerpo,
y T, es la temperatura exterior:

T, =-0.27, -0.01T; +20Q + 0.01T,

Si se mide la temperatura T, con un sensor y se define la entrada como una reali-
mentacion de la salida segiin la ecuacion:

O(t) = k(Tyr (1)~ Ty (1) - 211 (1))

a) Obtener el valor de k para que el tiempo de establecimiento al 98% de la res-
puesta ante escalon del sistema en bucle cerrado sea de 8 segundos.

b) (Cual es el valor de la temperatura T, en régimen permanente si la referencia
T,,,=20'y la temperatura exterior T, =30?.
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12. CUESTIONES TEORICAS
12.1. Clasificacion de sistemas

Clasifica los sistemas descritos por las siguientes relaciones de entrada-salida:

(@) y(#) = u(?)
(b) Y() = EO.I" ‘un-k)

@) y(B)=k-u(k-1)-3-uy(k+4)
() y(k+1)=0.5" y(k)+ 0.2 -u(k)
(e)ﬁfa Y +ﬁi§ Yi=u, i=12
Sistemas Variantes en el Tiempo:
Sistemas Invariantes en el Tiempo:
Sistemas Estaticos:

Sistemas Dinamicos:

Sistemas Causales:
Sistemas No Causales:

12.2. Clasificacion de sistemas

Clasifica los sistemas descritos por las siguientes relaciones de entrada-salida:

(@) Vi = =57 y(k) - L (3= y,)

(b) B v+ By =u, i=12
) y(k)=k-uk -1) -4 u,(k +3)
(d) y(k+1)=0.5" y(k)+ 0.2 -u(k)
© yn) = Z 08* -u(n k)

) y(®) =u@)

Sistemas Estaticos:

Sistemas Dinamicos:
Sistemas Lineales:
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Sistemas No lineales:

Sistemas Variantes en el Tiempo:
Sistemas Invariantes en el Tiempo:
Sistemas Causales:

Sistemas No Causales:

12.3. Clasificacion de sistemas

Clasifica los sistemas descritos por las siguientes relaciones de entrada-salida:

(a) (1) = u(?)
(b) y(k) =k -u(k~1) -3
(© y(k)=k™ - y(k 1) +u(k-1)

d)y+6y+yu=-2-u

u(k -2)

(e) y(k) = k-uk -1)- SEeD)

Sistemas Lineales:

Sistemas No Lineales:

Sistemas Estaticos:

Sistemas Dinamicos:

Sistemas Causales:

Sistemas No Causales:

Sistemas Variantes en el Tiempo:
Sistemas Invariantes en el Tiempo:
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