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Destinado el presente libro a los alumnos de cuarto ano de
Bachillerato hemos procurado adaptarlo a este grado de formacion
intelectual 'y, desde luego, supone el conocimiento previo de las
materias relativas a los cursos anteriores que detalla el cuestiona-
rio oficial.

. Los temas que desarrollamos en nuestras LECCIONES siguen
filmente dicho cuestionario. En rigor, no son preceptivas las lec-
ciones I8, 19, 22 y 23, que lratan nuy sumariamente asuntos
reservados para el quinto ano. Sin embargo, creemos conveniente
anticipar estos conocimientos que ¢l alumno utilizard en el estudio,
inmediato, de la Fisica.

Los ¢jercicios que acompanan a cada leccion servirdn para
dafianzar la parte doctrinal. Algunos constituyen verdaderas am-
pliaciones de dicha doctrina y puede prescindirse de ellos. No los
omitimos, para que los buenos alumnos, con la ayuda inteligente
del Profesor, puedan afinar, precisamente en ellos, el temple de su
voluntad y la agudeza de su ingenio.

Al final del libro se insertan unas tablas goniométricas natu-
rales con cinco cifras decimales exactas que, aparte de su utilidad
practica, constituyen un excelente entrenamiento para el manejo de
las tablas logaritmicas.

FEDERICO ALICART

Lucena del Cid, verano de 1935.
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LECCION 1

LOS NUMEROS FRACCIONARIOS

1. Las unidades fraccionarias.—Si dividimos la unidad
simple en un cierto niimero de partes iguales se obfienen las lla-
madas unidades fraccionarias. Por ejemplo, dividiendo la unidad
simple en dos partes iguales cada una de éstas constiluye una

. . = - 1
unidad fraccionaria que se representa con el simbolo 3.

En general, si dividimos la unidad simple en 7 partes iguales
aparece la unidad fraccionaria que se representa por % El niime-

ro natural 7 se llama denominador de la unidad fraccionaria.
De esta definicion se deducen las igualdades siguientes:

1 Pk (N NS
5 N e P |
1 T R DA S R
3 3 TR T T R
1 1 ~ (n veces) 1 1
i Yurmets e rier g e R

EL PRODUCTO DE UNA UNIDAD FRACCIONARIA POR SU DE-
NOMINADOR ES LA UNIDAD SIMPLE O ENTERA.

2. Los niimeros fraccionarios.—Del mismo modo que los
nimeros naturales se forman por la agrupacién de unidadesen-
teras, podemos formar los niimeros fraccionarios agrupando uni-
dades fraccionarias.

Reuniendo 3 unidades fraccionarias de denominador 5, se for-
ma el nimero fraccionario %-

Por consiguiente:

ot
==




| AR

Reuniendo m unidades fraccionarias de denominador nn se for-

ma el niimero fraccionario = que se lee asi: eme eneavos. Por
consiguiente:

1 e 1 (m veces) . 1 it m @)

Todo niimero fraccionario consta de dos términos que son dos
nimeros naturales: m se llama numerador y n denominador.

3. Representacion geométrica.—Si sobre una escala de
nimeros naturales

0 1 P) 3 4 P

llevamos repetidamente, a partir del origen 0, la unidad fraccio-
naria —}; apareceran, sobre dicha escala, nuevos puntos, que lla-
maremos A, B, C, D, etc.

¥ T

(oIl TR PR = Gy S S S s SR R D TV IR S

Representando cada punto de la nueva escala por su abcisa,
es decir, por su distancia al origen 0, tendremos la figura si-
guiente

L2008 4, 5.6 T8 800 U B T, I8 6 Ty 19419 PO
ZTE W el ka7 Ll TRl L e T 4 4 4 4 4 4 4 4 4
e - TP TR i TSN TR T W T i
[e} 7 2 3 4 &

que constifuye la escala de los niimeros fraccionarios de denomi-
nador 4.
De dicha figura se deducen las igualdades siguientes,
4 8 12

== 1 — = 2

A 4 4

— 3 ...efcétera.
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Si suponemos formadas todas las escalas de niimeros fraccio-
narios cuyos denominadores son sucesivamenfe 2, 3, 4, 3, efc. y
reunimos en una sola figura fodas las representaciones parciales
obtendremos una imagen geoméirica de todos los niimeros fraccio-
narios.

4. El cocientfe exacto de dos niimeros enferos.—Si repe-
timos n veces, como sumando, el segmento representativo de la
fraccion 2+ se.obfiene el segmento de longitud m.

En efecto:

m m , (n veces) m 1 1 (n veces)
b e Gt S e eemy e m e
e n ¥ig L n 1
4 . (n veces)
—i——:!-nlz(i_..:__ _..]’.o-...._il_ 1_']1“:1_“1:1“
1 e et n -’

Esto significa que
______ S-R— A (5)

EL PRODUCTO DE UN NUMERO FRACCIONARIO POR SU DE-
NOMINADOR ES IGUAL AL NUMERADOR DE LA FRACCION.

Dicho con ofras palabras:
TODO NUMERO FRACCIONARIO REPRESENTA EL COCIENTE
EXACTO DE SU NUMERADOR POR SU DENOMINADOR.

Y expresado con simbolos matematicos

m

——=— 1 (4)

n
EJERCICIOS

1 Expresar numéricamente un dia tomando como unidad simple la
semana.

2 Expresar numéricamente una hora tomando como wnidad simpt la
semanda.

3 Hepresar nwméricamente un aio bisiesto tomando como unidad
simple la semana.

4 Ezpresar el valor de una peseta tomando como unidad simple el
duro.

1




2 12

12

Eaxpresar el valor de un real tomando como unidad simple la pe-
seta.

Expresar el valor de una moneda de diez céntimos tomando como
unidad simple el real. {13E
La torre Eiffel mide 312 m de altura y el Empire State Building
(edificio de la Quinta Avenida de Nueva York) mide 380 m. Expre-
sar la altura de la torre tomando como unidad simple la altura del
Empire. :

La torre Eiffel pesa 7.000 toneladas y el Empire 53.000 t. Expresar
el peso de la torre tomando como unidad simple el peso del Empire.
Construir la escala de nimeros fraccionarios de denominador 3.
Construir la escala de wimeros fraccionarios, de denominador 5.
Superponer las dos escalas anteriores.

Expresar el cociente exacto de 15 por 7.




LECCION. 2

ADICION Y SUSTRACCION DE FRACCIONES

5. Nimeros fraccionarios positivos y negativos.—Hasta
ahora hemos supuesto que, en la expresion de un niimero fraccio-
nario, m y n eran dos numeros enteros y positivos, pero no hay
inconveniente en que uno de ellos 0 ambos sean negativos desde
el momento en que se admite la igualdad (4).

Aplicando la regla de los signos de la divisién enfre niimeros
enteros podemos escribir las siguientes igualdades:

e T m —m m
+n i) hill +n n
AT (e T —m _ , m
—n n —n n

De este modo aparecen los nimeros fraccionarios divididos en
dos grupos: los positivos y los negativos. Estos se destacan por-
gue les precede el signo menos.

Ejemplos:
Lo 2 5riail 5 Eoy nayuifneog
EERNAI T Banafhu g i Gl SOy TR

Los niimeros fraccionarios negativos se representan geométri-
camente del mismo modo que los positivos, sin otra diferencia que
estar situados a la izquierda del origen.

Ejemplo.—Construir una escala de numeros fraccionarios positivos y
negativos de denominador 3.

= fo]

Observaciéon.—Del mismo modo que, al estudiar la operacion de
dividir, se excluye el caso de que el divisor sea cero, también, desde ahora,
13




quedan excluidos de nuestro estudio los niimeros fraceionarios enyo deno-
minador sea cero. En el curso proximo, no obstante, dedicaremos una
leccién especial a este caso singular.

6. Forma fraccionaria de los niimeros enteros.—La pro-
piedad (4) nos permite expresar cualguier nimero entero bajo for-
ma fraccionaria. Basta observar que un entero, por ejemplo 7, es
el cociente de dividirlo por la unidad.

Podremos escribir

—|=a
|
|
-1

y en general

2

Regla:

PARA EXPRESAR UN NUMERO ENTERO EN FORMA FRACCIO-
NARIA SE ESCRIBE DICHO NUMERO COMO NUMERADOR Y SE
PONE LA UNIDAD SIMPLE COMO DENOMINADOR.

7. EIl principio de permanencia.—Al infroducir las fraccio-
nes en la Aritmética se ha enriquecido el concepto de niimero.
Ademas de los niimeros enteros nos enconframos ahora con los
nimeros fraccionarios. Todos ellos reunidos, enteros y fracciona-
rios, constifuyen los llamados niimeros racionales. Por otra parte,
el hecho de que los niimeros enteros se presten a adoptar la forma
externa de las fracciones indica que puede existir una armonia en-
fre aquellos niimeros y los que acabamos de introducir.

Esta idea ha sido expresada por 2l matemadtico aleman Hankel
(ano 1867) en su principio de permanencia del siguiente modo:

EN . TODA AMPLIACION DEL CONCEPTO DE NUMERO DEBEN
CONSERVARSE LAS LEYES FORMALES DE LAS OPERACIONES
ARITMETICAS.

Este principio se aplica constanfemente, de manera implicita, al
establecer las operaciones aritméticas con ntimeros racionales.

14




8. Adicion de dos fracciones.
Regla:

LA SUMA DE DOS FRACCIONES DE IGUAL DENOMINADOR ES
OTRA FRACCION DEL MISMO DENOMINADOR Y CUYO NUMERA-
DOR ES LA SUMA DE LOS NUMERADORES.

a b a-+b
4 £ =" (6)

n n n

Demostracion:
En virtud de lo dicho en el parrafo 4, bastara demostrar que el
producto de = -+ 2 por n vale a - b.

En efecto:
a b a b
e —_ —_— —— e = h
(11 {-n)n st oo a -+
Ejemplos
SRR EEEST D (A o —4 SOl a5 Syl o ind
=T TR A e A P D Dl T T TR
— e 3 e 9
+5 e il 5

9. Sustraccién de dos fracciones.
Regla: .

LA DIFERENCIA DE DOS FRACCIONES DE IGUAL DENOMINA-
DOR ES OTRA FRACCION DEL MISMO DENOMINADOR Y CUYO
NUMERADOR ES LA DIFERENCIA DE LOS NUMERADORES.

a b a—b

By Dl (7)
n n n

Demostracion:

Aplicando el método expuesto en el caso de la suma tendremos

(i—ﬂ)nzﬁ' 11—211=a—h
n

n n n
Ejemplos: :
e LR D +5 —g ' 8
T el e gl oot sl
+2 —8 __ +5 5 '
=g FGja=gann =I5l e




10. Sumas y restas combinadas.—También del mismo
modo se demuestra que

B e Brg 00 €y Bl s 0 BRI Bk = gy
m m m m m m
En efecto:
a b (o T e A b e
(H+H__TE"—TIT)m T i
| e —m =g +1 d
| —'_Tﬂm L =8 s bassie S dy — B
| v EJERCICIOS
I v d \‘..
| 1. Representar los puntos que tienen por abeisas
LT =S e 20
—4 4 4 —3
; Efectuar las adiciones siguientes:
i CHI SOV R D +i2 |+ 9
+3 +3 +8 1 I8 +10 410
Ea SN0 o BT L e O R R
] $5 v O3 45 18 1T 116 +16
Breg s N0 S SRS Asbreetig RE S R
' — T " T oy = | i i
| 4 B 6L H10 L 420 ) 430
.- RN TR R e e i g R
|
l 4, s A= AT He —16 —10 | —1
+50 +50 = +15 +15 +22 U +22
: = —8 —9 5 —11 —1
| gy TR R e i e
T A NP AT o WS -
—3 ' —3 —9 '3 —100 " —100
1 —2 = Y —3
| =5 7] Bb TikpTe oy o ey ot =y
6. +14 —4 +5 —7 —3 , +1
} A F I T = dnre
g A8 —8 —4 —1 +6 410 | —12
| il gy s ¢ F30 T 30 "+30 " 430
l 16
Lk
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10.

11.

12,

Efectuar las sustracciones siguientes:

+5 +-4 +1 +2 +12 +9

i e — 53

F3 +3  F8 — 48 10 = F10

bl TV =5 PO 2 EIANL N AN

T N PO TS § = e ) —11 =1
£ et gl kol be s e b S
+350 +50 +15 +15 +22 +22

—2 =5 -7 co R e — 24

— -3 =9 -9 — 100 — 100
_{_14 — e 4 .’I +i'} — -_7 " ‘—3 —_— .f{:..l_Ql : ﬁ_. —_— ?..—.%-.
195 125" ° 8 +8  —4 —4 =10 —10

18. Efectuar las siguientes sumas algebraicas:

+5 , 43 46 | +4 41

o —38 =8 1 —8 -8

o e rerc it T gt 2 e e ©

+11 +11 TR +11 +11

e el aeliouil mdd e B isde

—5 | =3 -5 =
-

17



LECCION 3

PRODUCTO Y COCIENTE DE UNA FRACCION
POR UN ENTERO

11. Producto de una fraccién por un enfero.
Regla: .
PARA MULTIPLICAR UNA FRACCION POR UN ENTERO SE
MULTIPLICA EL NUMERADOR POR EL ENTERO Y SE DEJA EL
MISMO DENOMINADOR.

Dicho mas brevemente

B he=. 20 )

Demostracion:
Basta observar que

A .= 5 h =4ab
n
Ejemplos:

-2 — 8 8 — 6 a A 18 18
i—3'(_4): =y _—T'(_&J _%5_ 5
12. Producto de un entero por una fraccién.—Como en
las operaciones arifméticas entre niimeros racionales deben con-
servarse las leyes formales que ya conocemos, se podrd aplicar la
propiedad conmutativa del producto al primer miembro de la igual-
dad (9) y tendremos

a a ab
])'fzﬁ—b: = (10)

que expresa la misma regla enunciada en el parrafo anterior.

13. Cociente de una fraccién por un entero.
Regla:

PARA DIVIDIR UNA FRACCION POR UN ENTERO SE MULTI-
18



PLICA EL DENOMINADOR POR EL ENTERO Y SE DEJA'EL MISMO
NUMERADOR.

Dicho mas brevemente )
ol T i
= L=
n nb .(“)_
Demostracion:

Multiplicando la expresion %: b por el denominador b n
tendremos

(-Ei h) hn—[ i:h)-b] Sged ooyl o
n 1
Ejemplos:
+9 + 9 9 = : :
) e S e o o R i, ) B
14. Operaciones que no alteran el valor de una frac-
cion. - La formula (9) nos dice que si mulfiplicamos el numerador
de una fraccion por un entero, esta fraccion queda mulllpllcada
por dicho entero. Por otra parte, la férmula (11) nos dice que si
mulfiplicamos el denominador de una fraccion por un entero, esta
fraccion queda dividida por el entero. .
Aplicando simultdneamente ambas propiedades se deduce la
siguiente
Regla:
SI SE MULTIPLICAN LOS DOS TERMINOS DE UNA FRACCION
POR UN ENTERO, NO SE ALTERA EL VALOR DE LA FRACCIOE,
Dichc mas brevemente

a an

b - bn (12)
Si escribimos invertida la igualdad anterior

an s a

bn © b

se comprueba la siguiente:
Regla:

ELL VALOR DE UNA FRACCION NO SE ALTERA DIVIDIENDO
SUS DOS MIEMBROS POR UN ENTERO QUE SEA FACTOR DE
AMBOS.

19




.+ Ejemplos:
1.° Multiplicando los dos términos de la fraccion -'--F—g por 4 resulta

+3 412
=gl SR se

' o ; =
2.° Multiplicando los dos términos de la fraccién 7 por— 10 resulta

—4 440
— 7 ~ + 10 ’
SR e Sl e,
3.° Dividiendo por 5 los dos términos de la fracciéon 150 tendremos
— 1 _ — 3
+ 50 . 4+ 10

15. Simplificacién de fracciones.—Simplificar una fraccion
es formar ofra equivalente a ella y que tenga sus férminos mas
sencillos. Para ello basta dividir el numerador y el denominador
de la fraccion por un divisor comuin.

Ejemplos:

— 1080
25798

Como & numerador y el denominador son nimeros pares podemos di-

vidir por 2 y tendremos

Simplificar la fraccién

— 1080 —a40

—528 T —B6d

16. Fracciones irreducibles.—Si dividimos los dos térmi-
nos de la fraccion % por 216, que es su mdximo comun divisor,
tendremos

1080 5
1728) 7 .8

Esta nueva fraccion es equivalente a la fraccién propuesta y
como fiene sus términos primos entre si, no es susceptible de
nuevas simplificaciones; por eso recibe el nombre de fraccion

irreducible.
Regla:

PARA SIMPLIFICAR EN FORMA IRREDUCIBLE UNA FRAC-
CION DADA BASTA DIVIDIR AMBOS TERMINOS POR SU MAXIMO

COMUN DIVISOR.
20



-EJERCICIOS
Calcular los productos siguientes:

1. -+25 . 435 .IJO
() T (—10) (—6)

Teo 47 omm 486
O e ‘
- !‘24 i (’ I) " —]—‘5_8_ (_2) 1 (—ld) 1 +JO (+106)
B 5 7
:’_j - (—=8) » iil)l— - (420) » (411) - +32 » (=99) - 50
s 51 M £
C(412) - H(—10) » (—8) - T (—999) - =

Efectuar las divisiones siguientes:

5. 42 +16 +210 +118

—5— g (+3) v Iﬁ:i' : (4‘6) ” mg - (—15) ” m: —
6. —4 —I—33 8

g O : (+11) » : (—20) » 2  (—12)
7. —1 —14 -7 — 10

5 (D) e T () = (2T =

- (1) i—?—

3 : : :
8. Trasformar 39 ¢én otra fruccion equivalente de denomi-

nador 100.
9. Simplificar, en forma irreducible, las fracciones

135 : 480 1443
1715 1320 2442




LECCION 4
LA REDUCCION A COMUN DENOMINADOR

17. Reduccién de fracciones a comun dencminador.—
Para reducir dos o mas fracciones a comiin denominador se hace
uso de la propiedad demostrada en el pdrrafo 14.

Ejemplo:
Reducir a comiin denominador las fracciones
5} T+ 11
g e Yit(g
Multiplicando los dos términos de cada fraccién porel producto
de los denominadores restantes tendremos

5: . 5iX18% 18 1}~ 1080
BV ' Bex 1918 7. 178
B ok, o800 T8, 4 o 41008
AT IR E S 18Y o 1728
11 15K08 X120 1056
I8 w1854 0BG 120w, w728

Sin embargo este procedimiento no es el mas ventajoso. Obser-
-vemos que el minimo comtin miiltiplo de 8, 12 y 18 es 72. Entonces
podremos escribir

8 29 =72 - dlagi6 — 12 o 18 34—

-
o]

y por consiguiente

5 o OnBsc 9 oub
i8 (T AR AT
T bR gl Al
A2 T i2we T W2
11 dix4 - laa
AT 8 k. HE

Asi quedan reducidas a comiin denominador las fracciones pro-
puestas y en la forma mas sencilla, puesto que el nuevo denomi-
22 .




nador es él- minimo comin miiltiplo de los denominadores anti-
guos. Si hay denominadores negativos, se prescinde de su signo
para hallar el minimo comtin miiltiplo.

Regla:

PARA REDUCIR VARIAS FRACCIONES AL MINIMO "DENOMI-
NADOR ('O\I[’\' SE TOMA COMO NUEVO DENOMINAPOR EL MI-
NIMO COMUN MULTIPLO DE LOS DENOMINADORES Y SE FOR-
MAN LOS NUEVOS NUMERADORES MULTIPLICANDO CADA UNO:
DE LOS ANTIGUOS POR EIL COCIENTE DE DIVIDIR DICHO MINI-
MO COMUN MULTIPLO POR EL DENOMINADOR RESPECTIVO.

Observacion.—Como resultado de la regla anterior puede suceder
(ue las fracciones trasformadas tengan denominadores opuestos. En este
caso para reducir a comin denominador basta multiplicar los dos térmi-
nos de una de las fracciones o de varias por — 1.

Ejemplo:

4 ypo=2
9 ¥ 1o

Multiplicando por — 1 lo dos télmlIIOa de la pmnem fraeclén tendte-
mos como resultado

Redueir a comiin denominador =2

i

18. Adicidén y sustraccién de niimeros fraccionarios.—
En los pdrrafos 8, 9 y 10 se han explicado los procedimientos para
sumar y restar fracciones de igunal denominador. En el caso de que
los denominadores fuesen diferentes debe hacerse primero la re-
duccién a comiin denominador; después se efectiia la operacion
del modo indicado en dichos péarrafos y finalmente se simplifica el
resulfado obtenido.

Ejemplos:




19. Caso particular de los niimeros enferos.—Los proce-
dimientos expuestos para efectuar la adicién o sustraccién de frac-
ciones son aplicables a toda clase de niimeros racionales y en
particular a los enteros. Esto quiere decir que la adicién o sustrac-
cion de niimeros enferos pueden efectuarse de dos maneras:
1.% Con arreglo al célculo de niimeros enteros, y 2.? Con arreglo
al cdlculo de fracciones. Los resultados obtenidos aplicando estos
criterios estdn siempre de acuerdo.

Ejemplo:

La adicion (--5) - (— 8 ) puede efectuarse de dos ma-
neras:

1.* Como los niimeros enteros

(+5)+(—3) =42

2.* Como los numeros fraccionarios

r 45 =3 (+5)+(—3) +2
chopzem it 4ot | Gl

Ambos resultados son igunales.

20. Suma de un entero y una fraccién.—De lo dicho en el
parrafo anterior se deduce que la suma de un niimero enfero a y
de un fraccionario - puede obfenerse del siguiente modo:

e Bto biie ) 8| pe & B0k m,
- NRIN il Brahs LAt ok Sk n
Regla:

PARA SUMAR UN ENTERO CON UNA FRACCION, O VICEVER-
SA, SE MULTIPLICA EL ENTERO POR EL DENOMINADOR DE LA
FRACCION; A ESTE PRODUCTO SE LE ANADE EL NUMERADOR
Y, FINALMENTE, COMO DENOMINADOR DEL RESULTADO SE
PONE EL MISMO DENOMINADOR DE LA FRACCION DADA.

Ejemplo:

8 =) (43)4(=8) —=12)+ (8 —20 20

lie: $)Fgy +3 +3 B e

21. Susfraccién de un nimero enfero y un fracciona-
rio.—Del mismo modo expuesto en el pdarrafo anterior, podemos

escribir .
an m “ ) an-—m

m
A —— = —

n

a m
1, n n n n

24
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Regla:

PARA RESTAR DE UN NUMERO ENTERO UNA FRACCION, SE
MULTIPLICA EL ENTERO POR EL DENOMINADOR DE LA FRAC-
CION; DE ESTE PRODUCTO SE RESTA EL NUMERADOR Y, FI-
NALMENTE, COMO DENOMINADOR DEL RESULTADO SE ESCRIBE
EL MISMO DENOMINADOR QUE TIENE EL SUSTRAENDO.

Ejemplo:
=D G0 Lorae Ag ) = (0) (—54) — (—5) -49 LD
O e AN e | T = R e =% B I S
J+'}_l T 6"— 6 = 6 6 ] [ 6

Observacion.—Si el minuendo fuese fraceionario y el sustraendo ente-
ro la regla seria la siguiente:

AR np Wl (et N
n n
Ejemplo:
S (+9)— S N o - e b i g v . e e -
—6 § —6 3 5 I —6 B3-S0 Of 6
EJERCICIOS
Reducir al minimo denominador comin las fracciones siguientes
SRR I Sl ¥ O R
3 7 9 2 4 8
3. + 1 —2 -3 e a b gl
AT T T R —f—.').'}( X yz'ol'zx
5 1 1 1 6. x Y
AEh T B=D. AT =h3 X—y 3 x* 4 y*—2xvy
Efectuar las operaciones siqguientes
7. —11 4 + 5 B =D T
+ 14 —24 —20 " +15
9. oyl —=8 =11 10. —2 —10
—18 +42 T —66 +21 —28
11. SR 12, X v
b b ac
13. X 5 x 3x 14, 2x-}3 Bx—2 x—1
Th e b g ROWETIUT G
15, 2 3 4x 16. P
WPt g e
17. a—b 18, 3x-}y—z X =Yy 2
0% I 4 3 10
19. x+y Sy 20. a—b a-+b
X— x+y a+4b a—b

25




LECCION &
PRODUCTO Y COCIENTE DE NUMEROS FRACCIONARIOS

22. Producto de fracciones.—EIl principio de permanencia
(parrafo 7) y la férmula (3) nos indican el modo de efectuar el pro-
ducto de fracciones.

Regla: ]

PARA MULTIPLICAR DOS O MAS FRACCIONES SE ESCRIBE
COMO NUMERADOR EL PRODUCTO DE LOS NUMERADORES Y
COMO DENOMINADOR EL PRODUCTO DE LOS DENOMINADORES.

Dicho mds claramente:
a m a m
Bon e ik (13)
Para comprobar esta regla basta ver que
a m a m
b - F) 4 b0 = s hbi (Tll'l) —

Ejemplo:

k : 8 + 7

Efectuar el producto de —- T por—i
— 87 TN (=B)(+A) =2 = 2
Fa =R R (R T et S

23. Potencia de una fraccién.—De la regla anterior se de-

duce
antl s iRt R g Eha o at
£ L R TR S TR S e T

y en general cuando el exponente sea un nimero natural z, cual-

quiera, fendremos
0 VY (14)
b TR

Regla:

PARA ELEVAR UNA FRACCION A UNA POTENCIA SE FOR-
MAN LAS POTENCIAS CORRESPONDIENTES DE SUS DOS TER-
MINOS.
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24.—Producto de dos potfencias de un niimero racional.—
Representando por x un niimero racional cualquiera, tendremos

RELERDEE= e Sl A i L e et B ol i 0l =i 8

Yy, en general, si m y n representan dos numeros naturales cua-
lesquiera, fendremos
xm . xn — xm+n (15)

Regla 4

PARA MULTIPLICAR DOS POTENCIAS DE UN NUMERO RA-
CIONAL SE FORMA OTRA POTENCIA DE LA MISMA BASE Y
CUYO EXPONENTE SEA LA SUMA DE LOS EXPONENTES DE
LOS FACTORES.

25. Numeros reciprocos. — Consideremos las fracciones
™ y o que fienen los mismos términos pero en orden invertido.
Efectunando su producto, tendremos

m 1n m n
A R S (16)

11 m n m
Definicion:
SE DICE QUE DOS NUMEROS SON RECIPROCOS, CUANDO SU
PRODUCTO VALE LA UNIDAD.

Ejemplos:
ok T o B g
1.° El reciproco de - es —5
2.° I reciproco de — 4 es Z_L-:- = — —:

26. Division de fracciones.—EIl cociente de dos ntimeros
fraccionarios - y - se obtiene del modo que indica la siguiente
férmula:

a m an

1y M0 e 17

b n bm ¥i%)
Demostracion:
Basta multiplicar el cociente ¢ por el divisor - y ver si resul-

fa el dividendo +-; y en efecto, se verifica

el e o USRI WAL g _(n S
bm n b m TR A i m AN
a a
| Sl 1F
b b
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Regla:

PARA DIVIDIR DOS NUMEROS FRACCIONARIOS BASTA MUL-
TIPLICAR EL DIVIDENDO POR EL RECIPROCO DEL DIVISOR.
Ejemplo:

— 3 — 5 + 15 15
e dr

27. Cociente de dos potfencias de un nimero racional.—

De la igualdad 15 (parrafo 24) se deduce inmediatamente
XN e (18)

lo cual nos permite formular la siguiente

Regla:

EL COCIENTE DE DOS POTENCIAS DE UN NUMERO RACIO-
NAL ES OTRA POTENCIA DE LA MISMA BASE QUE TIENE
POR EXPONENTE LA DIFERENCIA DE LOS EXPONENTES DEL
DIVIDENDO Y DEL DIVISOR.

Ejemplo:

9\6 /9\t 9\~  r9\ @81
kel s s =

28. Potencia de una pofencia de un niimero racional.—
Sean x un nimero racional, m y n dos nlimeros nafurales.

En virtud del concepto de elevacién a potencias podremos
escribir

(n veces) (n veces)
(xrﬂ)n:xm’ R L e L A XM, — x Mmim-fm-feecceeee +m — xmn

Regla:

PARA ELEVAR A UNA POTENCIA OTRA POTENCIA DE UN
NUMERO RACIONAL, SE FORMA OTRA POTENCIA QUE TENGA
POR BASE DICHO NUMERO Y POR EXPONENTE EL PRODUCTO
DE LOS EXPONENTES.

Ejemplo:
(x4 3 = x!2

EJERCICIOS
)/ Calcular los productos siguientes:

1. X v a T a —2m
e e b —_— . ” v ) .
WS s T i ey n
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6x  15x? -)-—-3ax 8ab . 48xyz a®h
&) bW .—A3y? 4z 2x ab 9xy
S8 D A e 2 Dy AT L ey e LR X
@ T T ATy AD e Y 2 wE oy
4u-+z 2x X G x*—y? da— b al3b
@) L 3 PSR T RGNS Ty 1
a b X X v X Y
%) ( i ?)' 7 5 (7— 3) (T " "I)
~ (i e l).xyz
S SN P g a 7

Calcular las potencias siguientes:

AN _ 4xy?%\ > 1 35N\
o) ( 2b ) b) (?‘m’T ;‘s) c) (E + 'b)
g) (b uv b) (a-— _)

8. Simplificar las e;{'pr'esmnes' siguientes:

CETTES - 6y

Efectuar las divisiones siguientes:

9, 30ab ; 18 v —4m
LTS A s S ) § o Prapaiie L » .
a) T 138 b) (—24x): 5 ¢)ih : — ot
10. i 16'ctd) Bilcie b) 2,3x 9x , 0,45ab® 0,1b l
L e e e T T NS ER, T 7 .
% k d / By? 1,4y A 0,2xy " 0,3 y:?
11. < . 3 3 —
i X Iy b) _;ty o X o a+b : a—b
x =yl el Xfian ¥° WRHY a—b ~atbhb
12, 3 ] 4 19 1 Z 1 BRI | 3
a'}(a-_?): b b)(xf v ]ixy C)(E_b'_'l“c'):a.bé
13. x?—2xy+y? =x—y , x?— y? X—Yy
et et :

) @ g - { -
@) x242xy+ ¥y x4y 7 x4 2xy + y? x-+y

Efectuar las operaciones siguientes:

S L O I w[(-—--)J

16. a) (— 1—10)4 ) (( —
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LECCION 6
EXPONENTES CERO Y NEGATIVO

29. Potencias de exponentfe cero.—La regla enunciada en
el parrafo 27 exige que el exponente del dividende sea mayor que
el exponente del divisor. Cuando no se cumple esta condicion
surgen algunas dificultades.

Si los exponentes del dividendo y del divisor son iguales es
porque n vale cero y entonces la formula (18) dira:

xm . xm — x0

En este caso la citada regla no es cierta, porque x° es un sim-
bolo que carece de significado. Pero como el valor del cocienfe,
en esfe caso, es la unidad, podemos admitir desde ahora en ade-
lante el convenio

=0 — 19)
y de este modo la regla del parrafo 27 seguird siendo cierta.

Convenio:
TODO NUMERO RACIONAL ELEVADO AL EXPONENTE CERO
VALE LA UNIDAD.

30. Potencias de exponente negativo.—Si el exponente
m -+ n del dividendo es menor que el exponente m del divisor,
sera porque el valor de 7 es negativo. En esfe caso tampoco es
aplicable la regla del parrafo 27, puesto que elevar un niimero x a
un exponenfe negativo es una operacion que carece de significado
propio.

Ejemplo:

Aplicando la citada regla para dividir 3° por 37, resulta como cociente

§5-7 — g-2

Pero 3 -2 es un simbolo que carece de signifleado y por eso el método
expuesto no sirve para efectuar la divisién propuesta.

Otro método es el siguiente:

a5

ab 2T 3_ —
a7
5]

- l\. _—
= BT et =

S 1
a

37: 35 D=
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Pues bien, si desde ahora en adelante admitimos que el simbolo 3 - 2 sig-
nifica lo mismo que al tendremos que es cierta la igualdad
SUESFHE e
y la regla del parrafo 27 serd aplicable sin excepecién si, ademés del con-
venio del parrafo 29, establecemos otro

Convenio

TODO NUMERO RACIONAL ELEVADO A UNA POTENCIA DE
EXPONENTE ENTERO Y NEGATIVO ES IGUAL A UNA FRACCION
CUYO NUMERADOR ES LA UNIDAD Y CUYO DENOMINADOR ES
LA MISMA POTENCIA PERO CON EXPONENTE POSITIVO.

Dicho mas brevemente
1 (20)

31. Operaciones con potencias de exponente entero y
negativo.—LIna vez definido el concepto de potencia de exponente
entfero y negativo es preciso comprobar si éstas se comportan, en
las operaciones aritméticas, del mismo modo que las potencias de
exponenfe entero y positivo.

Por ejemplo, queremos efectuar el producto de x —m por x —".
Si aplicamos la regla del parrafo 24, resulta

x—m, _x-n — x—(m-+n) (21)

pero como dicha regla se ha obtenido suponiendo que los expo-
nenfes eran positivos, es preciso comprobar si es también valida
en el caso de ser negativos los exponentes. La comprobacion se
efectia del siguiente modo

1 1 1 1

r—1m e e ¢ — = — ———, gl W1 B ]
X b xm xn xm _xn wm+n X SCHAED)

En general, fodas las propiedades del calculo de potencias con

exponentes enferos y positivos son aplicables al cdlculo de poten-
cias de exponentes enteros y negativos.

Ejemplos:
1.2 x—m.:yxy—n — x—m-+nA (22)
En efecto
gl o _xl.m._ . .{l" S :E lin—m = g imih,
( 2.9 (X)’}' m — yx—m y—ln (25)
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En efecto
1 1
(X‘Y) m = (K}')m =% xm l\‘rm
Xy—m x—m E
(y) Ty
En efecto

X\ m X \m Xmn
(?) = 1: (Sf_) 0 _).—m e
4.0 r:x._m)‘" — xmn

En efecto

5 m i gitag ( xm )_“ x—mn

EJERCICIOS
Efectuar las operaciones siguientes

L. o) b) 25
2, ) Serl b)Hix? P
— 24 u? + y© X 3
. a) —7&0]* —  b) (4 1 19)
4, @22 by 103
il e ; 2N-3
5. a) {3 ) b) (-5)
6. a) 1orri2-i b) 27 - 32
Z. 0 N N 2 b) 1 :x-3
8. aj) 36 : 62 b)r 28 93
9. a) t-2 - b)) (—t)-2
10. a) (x—2)3 b) (x—3)2
11. a) ab - g2 [ I ORI

= x—m, y—l‘l‘l

(24)
S R
_\_-m_ ¥ _}rm e V--m
(25)
= x—mn
¢) 1000°
3x0 y0
(i _z“'__
0
A
c) 13T+
10—
0D
c) 125 - 52
c)tifilie ahm
" ]
eyienge 1.
¢) (—t3)-

¢) (x—9—2

¢) - ol g7

12, a) adbh—2-a—2h ., ) a-1hd:a-1Hh-3 ¢) a2b—3-a—4b-5

13. 4

10
) ok Py =tig . g &0k gatiusdy,

o

7
b; — EI.E' ]J3 (-—9

10

14. 3 - 3
a.) SR Fh e i

=

RO ST
Mab c

o
L
T Ty )

dx—m yn z2

By

15. ) (x2 + y)?
32 \
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b) Bx-1 — 2y-92 ¢) (att + b2

P Oxniysmognd




LECCION 7
PROPIEDADES DE LAS PROPORCIONES

32. Definiciones.—Se llama razén de dos niimeros al co-
ciente, indicado o efectuado, de dichos niimeros. El dividendo se
llama antecedente y el divisor consecuente. La razén del antece-
dente a al consecuente b, se expresa asi:

i obien a:b

Se llama proporcién numérica a la igualdad de dos razones

numericas.

33. Propiedad fundamental de las proporciones.—En
los cursos anferiores se han estudiado algunas propiedades de las
proporciones cuyos férminos son nimeros positivos. Ahora vamos
a ampliar dicho estudio suponiendo, ademads, que los términos de
la proporcién son nimeros racionales cualesquiera distinios de
cero.

Sea la proporcién a: b = ¢ : d que puede ponerse en la forma

a ¢
b d (26)

Multiplicando sus dos miembros por el producto de los conse-

cuentes, b d, tendremos

e
il._ bd

]
3 bid =
y simplificando resulta
ad = c¢b (27)
EN TODA PROPORCION EL PRODUCTO DE LOS EXTREMOS
ES IGUAL AL PRODUCTO DE LOS MEDIOS.

34. Cailculo de un extremo.—Dividiendo los dos miembros
de la igualdad (27) por d o por a, tendremos respectivamente
be h be
ST T it

33




n”w—— T r—

UN EXTREMO DE UNA PROPORCION ES IGUAL AL PRODUC-
TO DE LOS MEDIOS DIVIDIDO POR EL OTRO EXTREMO. °

35. Cdlculo de un medio.—Dividiendo los dos miembros
de la igualdad (27) por ¢ o por b, tendremos respectivamente
ad ad
Ay
¢ b
UN MEDIO DE UNA PROPORCION ES IGUAL AL PRODUCTO
DE LOS EXTREMOS DIVIDIDO POR EL OTRO MEDIO.

b =

36. Cuartos y medios proporcionales.—Cada término de
una proporciéon se dice que es cuarto proporcional de los ofros
tres. Esta denominacién se aplica mds especialmente al segundo
consecuente.

Por ejemplo en la proporcién

2= 1A

15 es el cuarto proporcional a 2, 3 y 10.

Puede ocurrir que los medios de la proporcién sean iguales,
por ejemplo

f: bi=h 50

Estas proporciones se llaman continuas y entonces se dice
que c es el tercero proporcional de @ y b. También, en ese caso,
se dice que b es medio proporcional aay c.

Ejemplo:

La proporcién 2 : 4 = 4 : 8 es continua.

8 es tercero proporcional de 2 y 4.

4 es medio proporeional de 2 y 8.

Aplicando la propiedad fundamental de las proporciones a la propor-
cion continua

2z h= b g
resulta b*=ac dedonde b=1Yac
Regla:

PARA OBTENER EL MEDIO PROPORCIONAL DE DOS NUMEROS
SE EXTRAE LA RAIZ CUADRADA DEL PRODUCTO DE DICHOS
NUMEROS.

37. Propiedad reciproca de las proporciones.—Si el
producto de dos niimeros es igual al producto de otros dos, puede
34




formarse con ellos una proporcién que tenga por extremos uno de
los pares de niimeros y por medios el ofro par.
En efecto, si se verifica
ad=>be

podemos dividir ambos miembros por el producto @ b y fendremos
i el
ArHE SN
y simplificando queda la proporcion
d
b

P
—

Consecuencias:

De esta propiedad se deducen diversas consecuencias que in-
feresa conocer.

I. Los términos de una proporcion pueden ordenarse de ocho
modos distintos sin que desaparezca la proporcién.

En efecto, si se verifica la proporcién

azib=c:d

también se verifican las proporciones siguientes

a b b d b a c di
] T e S i AT T (@ 0 po Rl B

¢ a d ¢ d b

d B h a ® L A

pues en todas ellas se cumple la propiedad reciproca de las pro-
porciones.

Cualquiera de estas siete proporciones se deduce de la propor-
cion inicial permutando, sus extremos, o sus medios, o sus dos
miembros o cada antecedenfe con su consecuenfe.

II. En toda proporcién podemos muitiplicar un extremo y un
medio por un niimero sin que desaparezca la proporcién.

En efecto, de la proporcion

arb=ic:d
se deduce
na:b=ne:d ytambién na:nb=ec:d
puesto que de aquella proporcién se deduce la igualdad
nad=nbe

IlI. En toda proporcion podemos dividir un extremo y un me-
dio por un niimero sin que desaparezca la proporcién.
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En efecto, de las proporciones
na:nb=c:d obien na:b=nc;d

-

se deduce
arb=ecud
puesto que de aquellas proporciones se deduce la igualdad
ad=hc
EJERCICTOS
Comprobar la exactitud de las proporeiones siguientes:
1S a) 223 =10:15 b) (—4):7T=8:(—14)
2. a) (—8):(—6)=12:9 b) 12:(—18)=(—10):15
Calcular el walor de x en las proporciones siguientes:
b 3. a) (—6):9=(—14):x b) 5H:x ={(-—22):(—10)
' 4. a) (=x):4=11:(—3) b) 22:({—<=6)=x:(—18)
Formar proporciones con las igualdades siguientes: ! :
5. o) 4°9 = 123 b) 28 = 4-4
6. a) 0,62 =4"03 b)) 5212 = 23
Hallar un medio proporcional entre los nivmeros siguientes:
7. @) =8 ;718 by 48 ; 12
8. a) 20 ; 320 b) 25 ; 500
9. Bkt 10 5 1
G W CURN: A 3
Determinar un cuarto proporcional a los nitmeros siguientes:
10. @) DI E b), 2a ;3b ; 2¢
11. Z X o ) (¢
a) XZj L 5’-’2_ b) a?b ; 5548 M

 Ordenar de todas las maneras posibles los términos de la proporcion

12, a) (—6):8=9:(—12) b) m :n = x:y
Caleular un tercero proporcional a los nitmeros siguientes

13. a) 9 ;6 “b) 8 : 60

14. a), 4% ; 3y b) x2yz;xy2azd

15. Demostrar que multiplicando miembro a miembro dos proporciones
se obtiene ofra proporcion. :
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LECCION. &8
TRASFORMACIONES DE UNA PROPORCION

38. Sucesién de razones iguales.—Si tenemos una suce-
sion de dos o mds razones iguales, la nueva razén que fiene por
anfecedente la:suma de todos los antecedentes y por consecuente
la suma de fodos los consecuentes es igual a una cualquiera de
las razones dadas.

En efecto, sean las fres razones iguales

ailay =b ehis=riic
Representando por g su valor fendremos
] aray—q = 'f;»:b]:(] n e e —
De estas igualdades se deduce
a=a;,q

b =h,,q (28)

C=0C,q
y sumando miembro a miembro estas tres igualdades resulta
a+bide = ayq+ b qteq
y sacando el factor comiin ¢ del segundo miembro tendremos
at+b+t+e = (a4+by+e¢)g
de donde se deduce, finalmente
(a+bFc): (a,+by'+ ¢ )=q
Observacion:
Si en vez de sumar aritméticamente las igualdades (28) las
sumamos algébricamente se deducen, segiin el modo de efectuar
- esfa suma, ofras tantas igualdades de los tipos siguientes
a+b—e=(a; + b —e¢)q
a—b+e=(a —bt+e)q
a—b—c=(a;—b;—ec )q ete.
de las cuales se deduce
(a+b-Le):(a, + b, e,y =q
(a—Db'+¢) (g, —=b, e,,) =q
(a==b—e):(a,;, —by —e,) =1q
a7




BT Emm— Ty —

| Regla:

' SI TENEMOS UNA SUCESION DE DOS O MAS RAZONES IGUA-
LES, LA NUEVA RAZON QUE TIENE POR ANTECEDENTE UNA
SUMA ALGEBRICA CUALQUIERA FORMADA CON LOS ANTECE-
DENTES Y POR CONSECUENTE LA SUMA ALGEBRICA ANALOGA
FORMADA CON LOS CONSECUENTES ES IGUAL A UNA CUAL-
QUIERA DE LAS RAZONES DADAS.

39. Proporciones que se derivan de una proporcion
dada.—En el parrafo 37 hemos visto como, de una proporcion, se
deducen ofras siete que tienen los mismos elementos que la pri-

’ mera pero en distinto orden. Ahora vamos a deducir otras propor-
ciones en las que infervienen nuevos elementos.

Aplicando a la proporcion a : b= c:d la propiedad demos-
frada en el parrafo anterior se deduce inmediatamenfe que

(a+c):(b+d)=a:b ytambién (a-+e):(b+d)=c:d
Es decir:

I. En toda proporcion, la suma de los antecedentes es a la
suma de los consecuentes como un anfecedente es a su conse-

cuente.
Del mismo modo pueden deducirse estas nuevas proporciones
(a—e):(b—d)=a:b (a—e)s(b—d)=c:d
Es decir:

II. En toda proporcion la diferencia de los antecedenies es a
la diferencia de los consecuentes como un antecedente es a su con-
secuenfe.

De la proporcion a:b=c:d se deduce a:c=>b:d y apli-
cando a ésta la propiedad que acabamos de enunciar resultara

(a+b):(c+d)=a:c obien (a+b):(c+d)=b:d
(a—b):(e—d)=a:c obien (a—b):(c—d)=D>b:d

Es decir:

IlI. En toda proporcién la suma de los dos términos de la pri-
mera razon es a la suma de los ofros dos, como un término de la
primera razén es a su homdélogo de la segunda.
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IV. En toda proporcion la diferencia de los dos términos de la
primera razén es a la diferencia de los ofros dos como un férmino
de la primera razon es a su homdélogo de la segunda,

Observando que los dos pares de proporciones liltimamente
escritas tienen sus segundos miembros iguales se deducen ofras
nuevas

(a+b):(e+d)=(a—Db):(e—d) =~
(a+b):(a—b)=(c+d):(c—d)

Y esta ultima referida a la proporcién a:b=c:d nos dice:

V. En toda proporcién la suma de los términos de la primera
razon es a su diferencia como la suma de los dos términos de la
segunda razon es a su diferencia.

Y refiriéndola a la proporcion a:b=c :d tendremos:

VI. En toda proporcion la suma de los antecedentes es a su
diferencia como la suma de los consecuenfes es a su diferencia.

40. Proporciones progresivas.—Si tenemos dos propor-
ciones '
3:8= 6 :16
8:5=16:10
tales que los consecuentes de la primera sean los antecedentes de
la segunda, diremos que estas proporciones forman una propor-
cién progresiva, la cual se escribe asi:
Bic NG MR ()
Reciprocamente, de toda proporcion progresiva se deducen
varias proporciones simples; por ejemplo, la proporcién
2ie T A D=6 w20 22T

supone gue se verifican las proporciones simples
E 2uafi=sonn0igl
1 :9 =21 : 27
y permutando los medios en cada una de éstas se obtiene
6 =T:21

LA
T2 21 =19 : 2V

de donde se deduce finalmente
2:6=7:21=9;27
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Regla:

EN TODA PROPORCION PROGRESIVA LA RAZON DE UN TER-
MINO CUALQUIERA DEL PRIMER MIEMBRO A SU HOMOLOGO
EN EL SEGUNDO MIEMBRO ES CONSTANTE.

Por consiguiente, la proporcién progresiva

g nbi e lop o7

significa, también, que se cumplen las relaciones
a:XxX=b:y=mc:z

y aplicando a esta sucesién de razones iguales la primera regla
del pdrrafo 38 tendremos que

EN TODA PROPORCION PROGRESIVA LA SUMA DE TODOS
LOS TERMINOS DE LA IZQUIERDA ES A LA SUMA DE TODOS
LOS TERMINOS DE LA DERECHA COMO UN TERMINO CUAL-
QUIERA DE LA IZQUIERDA ES A SU HOMOLOGO DE LA DERECHA.

Cuando se conocen las razones enfre un niimero y ofros dos

pueden expresarse dichas razones en forma de proporcién pro-
gresiva.

Ejemplo:
Expresar mediante una proporeion progresiva las razones
Xiay —=idall
y:2=2:5
Si multiplicamos los términos de la primera razén por 2 y los
de la segunda por 7, tendremos
Xy = 614
y:2=14:35
de donde se obtiene la proporcion progresiva.
X:V:iZ=—106:14:35
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EJERCICIOS

1 Comprobar todas las reglas expuestas en el pdrrafo 39, aplicando
la propiedad reciproca de las proporciones.

2  Trasformar las proporciones

8:6=20:15 » 10: 8 =35:28
aplicando las reglas del pdrrafo 39.
3 Descomponer el nmivmero 25 en dos sumandos cuya razén sea 2
4 Caleular dos niimeros cuya diferencia sea 35 y su razon :—
& Comprobar si se verifican las proporciones progresivas

2:4:11 =10:20:50
43:19: 72 =129 : 57 : 216
8:420: 173 = 56 : 2940 : 1211

Formar una proporcidn progresiva con las proporciones simples

6 d:b—1:3 A= 2= 3
b:e=3:8 hizici=beT

o =y =l 2 b L g
y:2=2:3 y:2=3:4
Z:u—3:4 Z:u=293:6

8. dj:ip=wa:w, 9, kpiks— 1 0
igz iy = Wi : Wa ks : kg = 137 : 15

10. aj:a, = my:m; 1, 1li:1 =ke:k
A : a3 = My : My L:l3 =ks: ke

12. pyipa=Va:i Wy 13, Zii73 —Ta:Ty
Pz:iPs = V3: Vs ZyiZ3 =T3:01
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LECCION 9
FRACCIONES DECIMALES

41. Expresion decimal de una fraccién ordinaria.—Entre
los niimeros fraccionarios merecen destacarse aquellos cuyo deno-
minador es una potencia de 10. Estas fracciones se llaman deci-
males para distinguirlas de las restantes, que se llaman fracciones
ordinarias.

Si queremos trasformar una fracciéon ordinaria en decimal, ha-
bra que multiplicar los dos términos de aquélla por un niimero en-
tero elegido convenientemente para que ¢l nuevo denominador
sea una pofencia de 10.

Ejemplos:

1. Convertir en decimal la fraccion ordinaria -j;,-

Observando que el denominador descompuesto en sus factores primos
vale

. 40=2%3
se ve facilmente que el producto de 40 por 52 es una potencia de 10, pues
40°52 = 25552 = 25:5% — (2:5 )3 = 108

Multiplicando los dos términos de la fraccion propuesta por 25 ten-

dremos

=

{ 725 175

— = — = — — E'.i?-]
40 4025 1000
2.7 Convertir en decimal la fraccion ordinaria 1
Descomponiendo el denominador en sus factores primos resulta

12 = 223

v como las potencias de 10 solo tienen como factores primos 2 y 5, resulta
que no existe ningin nimero entero que multiplicado por 12 nos de una
potencia de 10.

Consecuencias:

1.2 Toda fraccién ordinaria, cuyo denominador,contenga como
factores primos, solamenfe, 2 y 5, puede expresarse exactamente
en forma decimal.

2.% Toda fraccion ordinaria, cuyo denominador contfenga algtin
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factor primo distinto de 2 y 5, no puede expresarse exactamente en
forma decimal.

42, Fracciones decimales periddicas.—También puede
convertirse una fraccion ordinaria en decimal, recordando que
toda fraccién ordinaria representa el cocienfe exacto de sus dos
términos. Bastara, pues, efectuar esta division calculando, ademas
de la parte entera, la parte decimal del cociente.

Ejemplos:

1. Convertir en decimal la fraceiéon ordinaria -;5]-'

Efectuando la division tendremos

7.0 I4O
300 0,174
200
00
v por consiguiente

i
4 = 0,175

: : AT S
2.9 (Convertir en decimal la fraceion =

5 I 3
| 20 1,666...
[ 20
| 20
«e ve que la cifra 6 del cociente se repite constantemente y nunca podre-
‘ mos llegar a un resto cero, lo enal estd de acuerdo con lo dicho en la con-
secuencia 2.% del parrafo anterior.
' Como valores aproximados de 2 en forma decimal, podemos tomar
cualquiera de los siguientes:
1.6 1.66 1,666 1.6666 1,66666 ete.

Efectuando la division

La expresion decimal exacta de 2 se obtendrd repitiendo infinitas ve-
ces la cifra 6, llamada periodo por esta repeticion.

Como no es posible Illa}ft:l'ial]lll(*ﬂtl' eseribir infinitas veces una cifra,
emplearemos el simbolo 6 para significar esta repeticion incesante del pe-
riodo. Entonces tendremos la igualdad

o4

] o —_

— = 16

< o N N B L : i -

3. Convertir en decimal la fraccion ordinaria 5
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Efectuando la division

39,0 l4-1
380 0,886363...
2 80
160
280
180
se ve que el grupo de cifras 63 se repite constantemente y forma el pe-
: J ; 39 :
riodo. Valores aproximados de —;— en forma decimal son,
0,8 0,88 0,886 0,8863 0,88636 0,886363
0,8863636 0,88636363 0,886363636 0,8863636363 etc.
con toda la aproximacion que queramos.

Como expresion exacta podemos escribir
39 _ (),8963
44 :

Los resultados obtenidos en los dos tiltimos ejemplos se llaman
fracciones decimales peridédicas. Son decimales por su forma ex-
terior y periddicas porque existe en ellas un grupo de cifras, lla-
mado periodo, que se repite incesantemente.

Estas fracciones pueden ser de dos clases: 1.% periédicas
puras, cuando el periodo empieza en la cifra de las décimas.
2.7 periddicas mixtas, cuando el periodo no empieza en la cifra
de las décimas.

Ejemplos:
— — ——
1,6 0,45 36,567 =on fracciones decimales periédicas puras.

—_— — e 3 i T A .
0,8863 107,49  7,3586  son fracciones decimales periédicas mixtas.

43. La fraccion generatriz.—Al convertir una fraccion ordi-
naria en decimal, empleando el método de la division que acaba-
mos de explicar, pueden ocurrir dos casos: 1.°, que se llegue a un
resto cero. 2.°, que nunca se llegue a un resfo cero.

En el primer caso la fraccién ordinaria es equivalenfe a un de-
cimal exacto. ~

En el segundo caso, como todos los restos parciales que se
obtengan han de ser menores que el divisor, fiene que repefirse
algtin dividendo parcial y desde ese momento se repetird indefini-
damente un grupo de cifras del cociente,
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Consecuencia:

Toda fraccién ordinaria es equivalente a un decimal exacto o
periédico. Esta fraccion ordinaria se llama generatriz del decimal.

Ejemplos:
1. La fraccién generatriz de 0,175 es -;0
. o - = 3
2.° La fraccion generatriz de 1,6 es

3. La fraccién generatriz de 0,8863 es 2

41
EJERCICIOS
Convertir en fraccidn decimal
1. 3 5 7 11 _ 17
N o SOt 3
&9 LIBERSIIIES SROI070 T8l =4 i
9 9 ) 99 999
3. 1 2 4 4 5
B s el T Ak v Sl
4. g ey Rles SIS Seantd L, 3D
6 12 15 24 36

Efectuar las operaciones indicadas y comprobar sus

obtenidos manejando los nimeros decimales equivalentes.

5. 21 7 11 9
p— L W . T 3 — 8 - »
5 } 40 2 16 —I_ - 64
6. 13 3 e 7
S8E=D it = S BT E el ;)
4 80 25 20
2 4 3 7 41
95 X g X geg i
gll *iog= MIESS 9 7
20 ° 16 50 625

" 12:-:;
8
1
»"” —— "
9999
" _1._2
37
~ 16
5
resultados
disoiapena 2
3 ! 1)
D )
6 80
CTEORIR
37 A
7
bl 8

: 261
150
807
150
s
73
11
150

con los

Expresar directamente en forma decimal el resultado de las operaciones

siguientes:

I, e ; 1 >
3.10% + 7 10—|—1 + 4 .-m et b.'iUU
10, 115 2BhbiFy JATIIE
Z eV _10' _:_ l) W
11 ] 1 1
o0 T 4000 T & 10000
12. g 2uipH Gl
= 1 000 000
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LECCION 10
SUCESIONES DE NUMEROS

44. Concepto de sucesion.—Recibe el nombre de sucesion
todo conjunto de niimeros considerados en un cierto orden. Estos
niimeros se llaman elementos de la sucesion.

En toda sucesiéon hay dos cosas esenciales: sus elementos y
el orden en que estdn colocados dichos elementos.
jemplos:

1.7 Los ntiimeros digitos considerados de menor a mayor forman la
sueesion

1258 dae B0 65 T8, D180

2. Los nimeros digitos considerados de mayor a menor forman otra

sucesion
10,9, 8,7, 6,5, 4, 3,2, 1

5. Los ntimeros digitos considerados en el orden

6,9,1,5,4,2, 8,10,8,7
forman otra sucesién distinta de las dos anteriores

45. Sucesiones finitas e infinitas.-Consideremos la sucesion
1,085 T d1, 13 17519

formada por todos los niimeros primos inferiores a 20 en su orden
nafural de aparicién y veremos gue a todo elemento sigue otro,
excepto el 19 al cual no le sigue ninguno; este es el iiltimo elemen-
io de la sucesion. Al propio tiempo vemos que a todo elemento de
la sucesion preczade otro excepto al elemento 1 al cual no le pre-
cede ninguno; este es el primer elemento de la sucesion.

Las sucesiones que poseen un primer elemento y un tltimo
elemento se llaman finitas. Todas las sucesiones cifadas en los
ejemplos anteriores son finitas. Pero exisfen también sucesiones,
por ejemplo la de los niimeros naturales .

1.°2. 8 g gt g o
que poseen primer elemento y carecen de iiltimo. Estas sucesiones
se llaman infinitas.
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Ejemplos:
1. La sueesion de los ntimeros pares
2,4, 6,8, 10, 12, 14....
es infinita
2.° La sucesion de los ntiimeros impares
¢ s Y A i T R o o
es infinita.
3. La sucesion de unidades
1 1 1

1
——i g — —ly —— g — ———
2 4

1 2
es infinita.

46. Sucesiones mondétonas.—Cuando todo elemento de una
sucesién es siempre mayor o igual, o, siempre menor o igual que
el elemento siguiente se dice que la sucesion es mondétona. Segtin
los casos, las sucesiones monotonas se llaman crecientes o decre-
cienfes, no crecientes o no decrecientes.

Ejemplos:

1. La sucesion 1,2,3,4,5,6,7,8, es mondtona ereciente.

2.  La sueesion 8,7,6,5,4,3,2,1, es monditona decreciente.

3. La sucesion 5,7,9,9,9,9,9,  es mondtona no decreciente.
4.° La sucesion 8,4,3,3,3,3,3, es mondtona no creciente,
5.2 La sueesién 5,7,3,18,11 no es mondtona.

47. Sucesiones mondéfonas convergenftes.—la sucesion
de unidades :

i} 1
4 n
tiene las siguientes propiedades:

1.2 Es infinita.

2.2 Es monétona.

3. Sus términos se acercan cada vez mads al valor cero.

4.* El valor absoluto de la diferencia enfre un elemento cual-
quiera de la sucesion y el niimero cero puede llegar a ser tan pe-
queflo como se quiera.

Las fres primeras propiedades son evidentes. Para comprobar
la cuarta elijamos un niimero muy pegueio, por ejemplo m'h . Pues

47

CLIRALSHER.
,,31

1 2




bien, el valor absoluto de la diferencia entre el término que ocupa,
en la sucesioén, el lugar 10* |- 1 y el niimero cero es

1 0 1
105 41 101

Abreviadamente se dice que los términos de la sucesién con-
vergen hacia el valor cero.
Definicién:

TODA SUCESION INFINITA Y MONOTONA CUYOS TERMINOS
CONVERGEN HACIA UN CIERTO NUMERO SE DICE QUE ES CON-
VERGENTE.

Ejemplos:
1. La sucesion infinita
1+ 1=2
1 2
L gy
1 3
L i
1 b5}
T
g T
k= FEaE

es monGtona decreciente y sus términos convergen hacia el valor 1.
2. En el pirrafo 42, ejemplo 2.°, hemos obtenido la sucesién
1.6 - 1,66 1,666  1,66867 .ol
que es mondtona creciente y, segiin lo expuesto en dicho lugar, converge
hacia su fraccion generatriz
3.% La sucesion infinita
B30 25,9954 5,990 0 15 RN B SE R IR
es monétona creciente y converge hacia el valor 6.
4.° La sucesion de los nimeros enteros y negativos
—1 2, —3, —d gL e | Bt DA A
es mondtona decreciente, pero no es convergente, pues sus términos no se
acercan indefinidamente hacia ningin mimero.
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48. L{mife de una sucesién.
EL NUMERO AL CUAL SE ACERCAN INDEFINIDAMENTE LOS
TERMINOS DE UNA SUCESION MONOTONA CONVERGENTE SE
LLAMA LIMITE DE LA SUCESION.
Ejemplos: 1. EIl limite de la sucesién de unidades
SRR SE R U S Y
1 2 iy ey 9

3 4 5 n
es cero, lo cual, en términos matemidticos se expresa asi:

1
Im — —
n 0

n-—» o
2. El limite de la sucesion
; 8 Aieh 3 n + 1
D s — 3 —— 3 —— 5 Yrrerriavee, e e e P
R | - n
es 1 y por consigniente eseribiremos
1
Iim —n—-——'—_—— =1
n
n-3 w
EJERCICIOS

1. Citar ejemplos de sucesiones finitas e infinitas. ;

2, ;Qué dificuliad surje caando se quiere formar una sucesion mo-
nétona creciente con todos los nmimeros racionales positivos?

3. ¢ Qué clase de sucesién van formando las edades de una persona?

4. ¢ Qué clase de sucesion van formando los dias que le quedan de
vida a una persona?
Determinar el carvdcter de las sucesiones que a continuacidn se

expresan y, en caso de convergencia, _c_almlgz'.ﬂ-il' su limite..
5. R s 1 i L%
1 3 ) 3 I 3 _8‘ 3 -1_6_ 3 _?:é' 3 rensa
6. 1 ) 3 4 5 6
R T e PG T et
7. 3 9 27 81 243 729
4716 a2 99" TeR " gD T
8. 2o 8 1 5 6
L2 e e v e ok T
9. V2 V3 Ve V5 V6
N s e e e RS
10. 1 2 3 4 5 T4
o 9 P e 3 I m— 1 - 2Ry -b— ) e— _(T = ? »
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Estudiar el cardcter de las sucesiones deducidas de las siguientes eax-

presiones cuando x adquiere, sucesivamente, los valores 1, 2, 3, 4,5 . ...
11. a4+ x 12, a—x 13. ax
1, & 16. 6x 16. (—1_)"
X 6
X x_ X
17. 10 ip., NI 19. 0
10

20.  Estudiar el cardcter de las sucesiones dedueidas de las expresiones
indicadas en los ejercicios 11 - 14 cuando x adquiere sucesivamente los
valores

i} 1 1 1

ol 5 ¢ e

Caleular los timites siguientes:

1
21, T e 22, lim (3 - ;)
%300+ XL X —> ®




LECCI/ON 11

CONVERSION DE FRACCIONES DECIMALES
EN ORDINARIAS

49. Convertir un decimal exacto en fraccién ordinaria.
—Segiin se ha estudiado en cursos anferiores y hemos recordado
en el parrafo 41, tfoda fraccion decimal es equivalente a una frac-
cion ordinaria que tiene por denominador una potencia de 10. El
exponente de esta potencia es el numero de cifras decimales que
tiene la fraccion y el numerador de esta fraccién ordinaria es el
entero que se obtiene suprimiendo la coma en el decimal,

Ejemplos:

1.”  Convertir en fracciéon ordinaria el decimal 14, 6.

P L
g 10 53
2.2 Convertir en fraceion ordinaria el decimal 0,1875.
0,1876 = 18?5 - = i
! 10000 16

Como ejercicio exponemos la siguiente comprobacién de lo
dicho: Sea una fraccion decimal exacta e,abc donde e representa
la parte entera, a las décimas, b las centésimasy ¢ las mi-
lésimas. l.lamando £ a su fraccién generatriz tendremos

f = e,abe

y multiplicando por 1000 los dos miembros de esta igualdad re-
sulta

1000 f = eabe
de donde
eabe

1000

de acuerdo con lo dicho anteriormente.

f — =

50. Significado de una fraccién decimal periédica.—Las
fracciones decimales periodicas carecen de significado propio,
a1




pues al aplicar el procedimiento del parrafo anterior aparecen,
tanfo en el numerador como en el denominador del resultado, infi-
nitas cifras lo cual es inadmisible; pero, en los parrafos siguientes
demostraremos que todo decimal periédico posee una fraccion
generafriz de significado perfectamente claro. Pues bien, diremos
que el decimal periddico vale lo mismo que su fraccion generafriz.

51. Calcular la fraccién generafriz de vn decimal pe-
riodico puro.—Sea el decimal periédico puro, sin parte ente-
ra, (),:13. Representando por fsu fraccion generatriz tendremos

f = 0,45454545... de donde
100 £ = 45,45454545...
y restando miembro a miembro estas dos igualdades resulta
45 5
09 = AT

Este es el valor de la fraccién generatriz, segiin puede compro-

barse fdacilmente.

99 — 45 osea I =

Regla:

LA FRACCION GENERATRIZ DE UN DECIMAL PERIODICO PU-
RO, QUE CAREZCA DE PARTE ENTERA, TIENE POR NUMERA-
DOR EL PERIODO Y POR DENOMINADOR TANTOS NUEVES CO-
MO CIFRAS TENGA ESTE PERIODO. ‘

Ejemplos:
% 74 2 e 4059 41

Si el decimal periédico puro posee parte entera se aplica la
regla anterior prescindiendo de la parte entera y a la fraccién ob-
tenida se le agrega dicha parte entera.

Ejemplos:

-~ P 8 35
£ s R
38 =3+ 08 =3+ 3 -
o m— 302 14288
4800 = U - NG it _—
14,302 14 + 0,302 14 4 999 999

52. Calcular la fraccién generatriz de un decimal pe-
riédico mixto.— Sea el decimal periédico mixto 0,2083, cuya frac-
cion generafriz, f queremos calcular.
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Tendremos las igualdades siguientes

FE0R0883 33804 Labik
10000t = 2083,33833. ..., ..
1000f = 208,33333 .......

y restando miembro a miembro las dos iiltimas resulta

2083 — 208
9000 f = 2083 — 208 0 sed f = PR O
Regla:

LA FRACCION GENERATRIZ DI UN DECIMAIL PERIODICO MIX-
TO QUE CARECE DE PARTE ENTERA TIENE POR NUMERADOR LA
PARTE NO PERIODICA SEGUIDA DEL PERIODO, MENOS LA PAR-
TE NO PERIODICA Y POR DENOMINADOR TANTOS NUEVES COMO -
CIFRAS TENGA EL PERIODO SEGUIDOS DE TANTOS CEROS COMO
CIFRAS TENGA LA PARTE NO PERIODICA.

Ejemplos:
Bl 318 —3 315 7
s e = T T
e e L L Ut
90,0017 = ~5000: /= 9000 9128

Si el decimal periodico mixto i:rosee partfe enfera, por ejemplo
2,14’1?5, bastarda correr la coma un cierfo ntimero de lugares a la
izquierda para que desaparezca dicha parfe entera.

En nuestro ejemplo resulia el decimal 0,21@) que es diez ve-
ces menor que el niimero propuesto,

Segtin la regla anferior

SO 21473 — 21 21452
D213 = "—"g5900 99900
y enfonces
~ L 3 21452 21452
XT3 — 10 0.2E403 = 10 99900 9990

53. Fracciones decimales no periédicas con infinitas
cifras decimales.—Si consideramos una fraccion periodica cual-
quiera, por ejemplo 0,66555. .. .. , y detfrdas del primer periodo ana-
dimos un cero, defrdas del segundo periodo afnadimos dos ceros,
defrds del fercer periodo fres ceros y asi indefinidamente vamos
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aumentfando el niimero de ceros a cada avance, habremos formado
una expresion de forma decimal, no periddica, con infinitas cifras
0,505005000500005. . . ........

Esfa expresion no tiene fraccion generafriz pues ya sabemos
que éstas producen decimales exacfos o periédicos. Por consi-
guienfe el valor de dicha expresion no puzde representarse por una
fraccion ordinaria, o sea por una razon de dos enteros. Por esie
mofivo se dice que dicha expresién equivale a un ntimero irracional.

EJERCICIOS
Convertir en fraccién ordinaria
1. 0,35 1 =i <084 (idn L DI28 el WS 4 ler] 116520
0,875 » 0,075 » 00032 »  0,6125 »  0,54375
2. 0,38 % 000401080 (e 0SIE i 01050 b
—_ | —_ — —
0,1621 »  0,10203» 3,5 » 814 » 20,045 b
3 0,85 . 0,350 » 10,7083 w 000094 0,1701
T — — — —
1,4324 » 10,16100»  4,0123 » 6,000135 » 21,6143
Efectuar las operaciones .

o 1 5 :“ ~
4. 0,40+ (zT: 3 L’-) N0 ST

4 1 1 -,
5. 3,14 + (T' 4 IF) 10,06
Tl b 2P e 48 : ¥
3 2 : 5%
8 140;, 9 _'."’.:-;ﬂ
o 102 . 3,2 ;
10. (0,D° 11. 0,25+ 1,2
0,025
W Vg 13. S X
.'1,5)1')

2 2 % 0,63 X 1,25
0,46 x (2,31)7"

14. 15. (1,21 + 4,78)°
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LECCION 12

LA RADICACION

54. Definicion.—En la extraccién de raices, o radicacion,
intervienen dos datos llamados radicando ¢ indice. La operacién
consisfe en calcular un tercer niimero, llamado raiz, que elevado
a la potencia senalada por el indice nos reproduzca el radicando.

La igualdad

B oo
V125 =8  expresa lo mismo que esta otra

; 5 =125
y, en general, podemos escribir la igualdad
(l; a )n o (29)

En lo sucesivo supondremos que el radicando es un niimero
positivo en cuyo caso, segiin demostraremos mds adelante, existe
siempre un valor positivo de la raiz, el cual recibe el nombre de
valor principal o determinacion aritmétfica de la raiz para disfin-
guirlo de ofros resultados de esta operacion.

Por ejemplo, /4 tiene dos valores, que son 2 y —2, pues

B—4¢ y (—2=4

pero el valor principal de la raiz es 2.
En todos los razonamientos siguientes nos referiremos siempre
al valor principal.
Observacicnes:
1.7 El indice de foda raiz ha de ser un niimero entero positivo
o negativo. De momento carece de significado para nosotros una
expresion del fipo
2
a = —
V 16
2.7 Cuando el indice es la unidad, la raiz es igual al radicando.
1

V a =a puesto que a' = a
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55. Raiz de un producto.
Regla:
LA RAIZ DE UN PRODUCTO DE DOS O MAS FACTORES ES
IGUAL AL PRODUCTO DE LAS RAICES DE DICHOS FACTORES.
Esto es
n n n -
N T NS ANIET (30)
En efecto, elevando el segundo miembro de esta igualdad a la
potencia 7 debe obtenerse como resultado ab y asi sucede pues

(va) (\? b) = (vz) (\;' 'n')" = ab

Ejemplo:

AL i % F oY 5.0 e,
V5 X 4 = V5 X VI =35 X £ = 80
Escribiendo la igualdad (30) con sus miembros invertidos re-
sulta

n n n
Va + Vb = Map
lo cual nos dice que

EL PRODUCTO DE DOsS O MAS RAICES DEL MISMO INDICE
ES IGUAL A UNA RAIZ DEL MISMO INDICE CUYO RADICANDO
ES EL PRODUCTO DE LOS RADICANDOS.

Fjemplo:
V2 - V5 = Vioo = 10
Hiaae & i ires 3 &5y
va? + Va = al.a = Va} = a
56. Raiz de un cociente.
Regla: -
LA RAIZ DE UN COCIENTE O DE UNA FRACCION ES IGUAL AL
COCIENTE DE LAS RAICES DEL DIVIDENDO Y DEL DIVISOR.
Esto es

n
a Va
\/'h_ Sl T (31)
v b
En efecto, elevando el segundo miembro a la potencia 7 debe
resultar —: y asi sucede, pues

ey ol bedpgig)es il

VE T




Ejemplo:#

T T
g8l WANPTGR 5% 1B 7736

Escribiendo la ignaldad (31) con sus miembros invertidos resulta

1o enal nos dice que
EL COCIENTE DE DOS RAICES DEL MISMO INDICE ES IGUAL
A LA RAIZ DEL COCIENTE DE SUS RADICANDOS.
Ejemplo:
VE —\/Z=vi =3
V.3 3

57. Raiz de una potencia.
" Regla:

LA RAIZ DE UNA POTENCIA ES IGUAL A LA POTENCIA DE
DICHA RAIZ.

Esto es |
n n m 3
En efecto, elevando el segundo miembro a la potencia n debe '
resultar a™ y asi ‘'sucede, pues, segiin lo dicho en el parrafo 28,

_[(&;)"‘]“ (e = ey et

‘\/12 2 = (\/12)) — 52 = 95
Eseribiendo la igualdad (32) con sus miembros invertidos resulta

I'I_ m L
(V’ a ) = Vam
lo cual nos dice que '

LA POTENCIA DE UNA RAIZ ES IGUAL A LA RAIZ DEL RA-
DICANDO ELEVADO AL EXPONENTE DE AQUELLA POTENCIA.

Ejemplo:

(vi) = ve _ va |
o7



58. Operacmnes que no alteran la rafz de una pofencia.

Regla:
LA RAIZ DE UNA POTENCIA NO SE ALTERA MULTIPLICAN-
DO EL INDICE Y EL EXPONENTE POR UN NUMERO.

Esto es
n nh
Vvam = Vamh (33)
En efecto, elevando el primer miembro a la potenc:a nh debe
resulfar a™ y asi sucede, pues

(\/a"’ P — [(‘\I;:ﬁ)n]h= (am)h = gmh

Ejemplos:
i) 30! s 4 i 8t .
V113 — /1120 Vig = yal = va?
Eseribiendo la igualdad (33) con sus miembros invertidos resulta

nhi - . | A
Vamh — yam
lo ¢unal nos dice que
LA RAIZ DE UNA POTENCIA NO SE ALTERA DIVIDIENDO EL
INDICE Y EL EXPONENTE POR UNO CUALQUIERA DE SUS DI- -
VISORES COMUNES.

Ejemplos:
6 ) 6 ——— 5 1 ——
Vv 238 — V??"" Valdh — ‘\/as = g

Observaciones: ;

1.* Para aplicar esta iiltima propiedad es indispensable, como hemos
dicho, que se tome un divisor comin del indice y del exponente. Solo asi
evitaremos resultados que carezcan de signitficado.

Ejemplos:

10

Podemos dividir por 2 el indice y el exponente del radical V7% y es-

eribir la igualdad
10

V"'f‘ — Vr—-4

pero si dividimos por 3 ya no podemos eseribir
10

oA T
0 ol
VI T 78
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pues el segundo miembro carece de significado, segiin lo dicho en el pd-
rrafo 54, obs. 1.2

2." En particular, si el exponente m es un miiltiplo del indice n ten-
dremos '

WEVE-E e

20
4

1 m
n

Ejemplos:
4 3 2
Vie® = 16 Ty = T = s
3.* Toda raiz de indice negativo se convierte ficilmente en otra de
indice positivo multiplicando aquel indice y el exponente del radicando
por —1.

Ejemplos:

= 16°

6 6

—4 —4 4 4 =
st T O e A 1 1 LA StaRee bl 189 soniangf
\/a—-—\/a‘—\/a‘,__‘\/z b, V205 = V20 — 2070 — L

59. Raiz de una raiz.
Regla:

LA RAIZ DE UNA RAIZ ES IGUAL A OTRA RAIZ QUE TIENE
EL MISMO RADICANDO QUE LA PRIMERA Y CUYO INDICE ES EL
PRODUCTO DE LOS INDICES.

Esto es

m

Ve = V= o

En efecto, elevando el segundo miembro a la potencia m debe
n
resultar ve asi sucede, pues

N s

Wiz = Vi

Escribiendo la igualdad (35) con sus miembros invertidos resulta

Ejemplo:

mn

Ve s Vie
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lo cual nos dice que

TODA RAIZ CUYO INDICE ES EL PRODUCTO DE DOS FACTO-
RES ENTEROS ES IGUAL A LA RAIZ QUE TIENE POR INDICE A
UNO DE LOS FACTORES Y POR RADICANDO A OTRA RAIZ CON
INDICE IGUAT. AL OTRO FACTOR Y CON EL RADICANDO IGUAL
AL PRIMITIVO. -

Ejemplos.

; el i D 4 e B
\ffl(i — \ V16 = Va=2 » \6@? = \/ V20 = \65 =3

'60. Inferpretacién de las potencias de exponente frac-
cionario. —Si en la igualdad (34) suponemos que /7 no es miilfi-
plo de 7 nos enconframos con un exponente fraccionario al cual
podemos dar la siguiente inferpretacién:

TODA POTENCIA DE EXPONENTE FRACCIONARIO ES IGUAL
A LA RAIZ DE UNA POTENCIA DE LA MISMA BASE QUE TIENE
POR EXPONENTE EL NUMERADOR DE LA FRACCION Y POR IN-
DICE EL DENOMINADOR.

Ejemplos: y

8 4 8 N2 / 8 \—2
6* =Ve (‘1‘1‘) T = \/(%)
Observacion: &5 ¢

Lo mismo que se hizo en el parrafo 31 con las potencias de exponen-
te entero y negativo debemos comprobar, si las potencias de exponente
fraccionario, segilin la interpretacion que acabamos de exponer, se
eomportan, en las operaciones aritméticas, del mismo modo que las po-
tencias de exponente entero. Esta comprobacion serd efectuada en uno
de los eursos proximos. X

EJERCICIOS

1. Determinar el signo de cualquier raiz de indice impar de un ni-
mero negativo. o

2.  Determinar el signo de cualquier raiz de indice par de un nimero
negativo. :

Stmplificar las expresiones siguientes: e

3. V2 V32 » Ve -V2 » V3 - Vis o V8 - Va2

3 5 <l ¢ e gl B e e S

4. V4 V126 » V7 _+ V343 » Ve - V8 » Vo - Vo3
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LECCION 13
EL NUMERO REAL

61. Raiz de un ntimero entero.— Los niimeros enteros tie-
nen la propiedad notable de que sus raices de indice entero y po-
sitivo no pueden ser niimeros fraccionarios.

En efecto, sea @ un niimero enfero y supongamos que su
raiz de indice natural, n, sea la fraccion irreducible %_

De la igualdad
n
L (36)
Va = q
se deduce
ﬂ = &
ql‘l

y como, por ofra parte, toda potencia, de exponente enfero, de
una fraccion irreducible es otra fraccién irreducible, tendremos que
prl
q"
niimero enfero a. Esto significa que la igualdad (36) no es cierta.

es también irreducible y por consiguiente no puede ser igual al

62. La raiz cuadrada de 2.—Observemos, ahora, que \/ 2~

no puede ser un niimero entero, puesto que
12 < 2 < 22 o0 sea 1<V2 <2

y, como segtin lo dicho en el parrafo anterior, tampoco puede ser
fraccionario, no podremos expresar exactamente su valor median-
te un niimero racional,

Observemos, por ofra parte, que

1,4* = 1,96 <72 & 2,95 = 1.5*

0 sea

1,4<V2 <15
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También se verifican las relaciones
1,41* = 1,9881 < 2 < 2,0164 ='1,422

0 sea

141 < V2 <142

Del mismo modo se verifica
1,4142 = 1,999396 < 2 < 2,002225 = 1,415°

o sea

1,414 < V2 < 1,415

Andlogamente, podemos comprobar las siguientes desigual-
dades
1,4142 < V2 < 14143 1,41421 < V2 < 1,41422

De todas ellas, se deduce que

\ I

1 | una unidad

1,4 una décima
1,41 una centésima
1,414 | son valores aproximados de una milésima
1,4142 una diezmilésima

V2 con error menor que

1,41421 una cienmilésima

/

En general, signiendo esta marcha podremos expresar v 2 con
toda la aproximacion que queramos, medianfe niimeros racionales.
Para expresar exacfamente v/z haria falta emplear infinitas cifras
decimales.

Podemos escribir
V2= 141421....
Esta expresion decimal no puede ser periddica, pues enfonces
V2 seria igual a la fraccién generatriz. Si recordamos que hemos
llamado irracionales a los niimeros de forma decimal de infinitas

cifras aperiédicas (pdrrafo 83), podremos afirmar que v2 es un
niimero irracional.

63. Representacién geoméfrica de v3. Si, tomando la
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unidad de longitud como cateto, construimos un friangulo rectan-
gulo isésceles (fig. 1)

C

A B
fig. 1
tendremos, en virtud del feorema de Pitdagoras
BCC = AB® + AC® = 12+12 = 2
0 sea
BC = V2

Llevando, pues, este segmenfo sobre un eje (fig. 2) donde se

Ve

T B :
fig. 2

representen los niimeros racionales, obtendremos un punto X al
cual le corresponde la abscisa vz, por ser ésta su distancia al
origen O.

64. EIl nimero irracional como limite.—Si representamos
sobre una recta la sucesion de punfos que tienen por abscisas los
elementos de la sucesiéon 1,4 1,41 1,414 1,4142, etc., veremos
que dichos punfos se acercan indefinidamente al punto X que tiene
por abscisa v . Esto quiere decir que vz es el limite de aquella
sucesion.

De aqui se deduce una interpretacion de las fracciones decima-
les aperiddicas, que hasta ahora no han tenido significado para
nosofros.

TODO NUMERO DECIMAL APERIODICO CON INFINITAS CIFRAS
EXPRESA EL LIMITE DE LA SUCESION DE FRACCIONES DECI-
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MALES EXACTAS QUE SE OBTIENEN DEL. PRIMERQ; TOMANDO,
SUCESIVAMENTE, UNA CIFRA, -DOB~ €IFRAS; -TRES, CHFRAS,.:
ETC., DE SU PARTE DECIMAL.

Ejemplo: 2

La expresiin decimal del niimero 7 contiene infinitas cifras dt}(:lm.tle&s
y es aperiodica. Por consiguiente T es un nimero mamondl Yy su \alox
exacto es el limite de la sucesion

8,1 3,14 3141 3,415  3,14159 0,141.,*@3.,..'.'.'

‘Cualquiera de estos elementos representa un valor aproximado de 7.

3 1

65. Los niimeros reales.—Del mismo modo que para el caso

de V/ 2 podemos demostrar que V5, Vs, V 7y Vs, Voo, etcé-

tera, son también nimeros irracionales. En general, la-exfraccién

de la raiz cuadrada de un mimero natural, ‘que no sea cuadrado

perfecto, da origen a umn nimero irracional. ' : a0l

Extrayendo la raiz ciibica de los niimeros enteros, que no sean

cubos perfectos aparecen, también, infinifos miimeros irracionales:

Y todavia podemos recurrir a las raices cuartas, quintas, efc., para
obtener un caudal inagotable de niimeros irracionales.

De este modo el concepto de niimero se ha ennquecndo exrra-

ordinariamente.

LA REUNION F TODOS LOS NUMEROS R;iCIONALES E TRRA-
CIONALES CO\STITI YE EL CAMPO DE LOS NUMEROS REALES.

Estudiando la representacion geométrica de este campo resulta
que los niimeros reales llenan por complero todo el eje sm de]ar
sobre €l,"hueco alguno. ;

Es verdaderamente notable observar como los niimeros racio-
nales pueden adoptar la forma externa de los miimeros irraciona-

les; en efecfo, el niimero racional 2,45 es el limite de la sucesion
monoétona de niimeros racionales

2.4 2,450 2. 430 2,4500 2 AS000ET
Observemos, ahora que el nimero racional 0,7 es el limite de
la sucesion monoétona de numeros racionales

0,7 077 0777 w ORI TTunsh OTITTR s« 50 OTTLTIT. eovkc



Finalmente el niimero irracional V/ 3 es el limite de la sucesion
mondétona de niimeros racionales

1,7 1,73 1,732 1,7320 1,73205......

En resumen:

TODO NUMERO REAL, ES DECIR, RACIONAL O IRRACIONAL,
PUEDE EXPRESARSE COMO EL LIMITE DE UNA SUCESION MO-
NOTONA DE NUMEROS RACIONALES.

De esta definicion comiin se deduce la posibilidad de que exista
una armonia, entre todos los niimeros reales, a base del principio
de Hankel o de permanencia de las leyes formales, enunciado en
el parrafo 7.

Las operaciones aritméticas con los niimeros reales tiene gran
importancia en la Matemdtica pura y por eso se estudian con fodo
rigor en los cursos universitarios, sin embargo en las aplica-
ciones prdcticas de dicha ciencia carecen de inferés estas teorias,
pues cuando hay que efectuar algiin cdlculo aritmético con un
ndmero irracional se le susfituye por un valor racional, tan
aproximado como se quiera.

Ejemplo:

El drea del circulo se obtiene multiplicando el euadro del radio por el
numero , pero en la prdctica se toma en vez de w uno de los valores
aproximados, 3,14 o 3,1416 o 3,141592, segin la exactitud con que
se quiera obtener el drea pedida.

EJERCICIOS

1. Indicar el modo de obtener una sucesion cuyo limite sea el numero

irracional \/ 5  y caleular algunos términos de dicha sucesion.
3

2. Caleular términos de una sucesion cuyo limite sea \/ 2
3.  La sucesion cuyo término general es

i o 1
2w = il gy Tromret mnoT

define un nimero real que se representa por la letra e. Calcular algunos
valores aproximados del niumero e.

(Con el simbolo n !, que se lee: factorial de ene, se expresa el producto
de todos los niimeros naturales desde 1 hasta n).
66
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4. La sucesion
1 ¢ 1 1 1 1
3-1:1——3_ 3 3-22317‘(?_“7—) 93 Q=383 T (—'9_""1—1')

; oo . L
tiene por limite el niimero real e
Formar nuevos términos de esta sucesion.y calcular algunos

valoresa prowimt‘zdos de T,
5. Determinar la naturaleza del nimero real definido por la sucesion
1. 1,00 1,000 | 1,660-% 10000 " ete. :

6. Formar ung sucesion cuyo limite sea 1 + V 2
7. Expresar en forma de nimero real el nimero racional HEA

5 e 1
8.  Formar una sucesidn cuyo limite sea v 2 — o

9. Expresar en forma de nimero real el producto irracional 3 vy
10. Expresar en forma de niimero real el producto \/_2— : \/-3_

11. Interpretar la expresion 3Y2
12. Estudiar el significado de la, expresion (V3 )V2
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LECCION 14
RAZON DE DOS MAGNITUDES

66. Concepto de magnitud.—Denfro de los estudios mate-
maticos y de sus aplicaciones reciben el nombre de magnitudes
los segmentos rectilineos, los arcos, los dngulos, las superficies,
los voliimenes, los pesos, los tiempos, las velocidades, las acele-
raciones, las fuerzas, las masas, etc. Asi se dice que dos voliime-
nes son magnitudes de la misma especie u homogéneas. Un dn-
gulo y una fuerza son dos magnitudes de distinta especie o hete-
rogéneas. : .

Lo caracteristico de un conjunto de magnitudes homogéneas
es: 1.° La posibilidad de compararlas enfre si y llegar a saber
cuando son iguales o desiguales. 2. La posibilidad de realizar
con ellas la operacién de sumar.

Por ejemplo, tratandose de segmentos recfilineos o de angulos
o de pesos es muy fdcil averiguar si son iguales o desiguales.

También es muy sencillo determinar el segmento, o el dngulo,
o el peso, suma de los dos elementos dados. Ofras veces, si se
trata de dreas o de volimenes o de fuerzas no suelen ser fan faci-
les estas determinaciones, pero siempre son posibles.

En cambio, un dolor o una alegria no son magnitudes, pues,
por una parte, no es posible, en la actualidad, comprobar cientifi-
camente si los dolores o las alegrias que experimentan dos per-
sonas son iguales o desiguales y, por otra parte, tampoco se sabe
definir el estado de animo gue debe corresponder a la suma de dos
alegrias o de dos tristezas.

67. Razén de dos magnifudes.—Hemos dicho que con dos
magnitudes homogéneas se forma siempre una ftercera que es su
suma. En particular, sumando repetidamente una magnitud A se
forman sus miilfiplos.

Asi, por ejemplo, la suma de A + A es una nueva magnitud
que represenfaremos por 2A. Del mismo modo, la suma 2A + A es
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ofra magnitud “que representaremos por 3A, y asi sucesivamente
se forman las magnitudes 4A, BA, 6A,... es decir, fodos los muilti-
plos de A.

Definicion:

SE DICE QUE LA RAZON DE DOS MAGNITUDES A Y B ES EL

NUMERO -n—, CUANDO SE VERIFICA LA IGUALDAD n A = m B.

La razén de las magnitudes A y B también se expresa simboli-

camente en las formas A : B vy ‘; de manera que cualquiera de
las fres igualdades -

nA—=m By o ulAE B =it oo %:%

expresa que la razén de la magnifud A 'y la magnitud B vale ™
siendo A el antecedente y B el consecuente.

Ejemplo:

Calcular la razon entre el mes y la semana.
Para ello hemos de encontrar un multiplo del mes que sea igual & un
miiltiplo de la semana. ;
Observando que
d 7 meses son 210 dias
y que 30 semanas son 210 dias
tendremos la igualdad
: 7 meses = 30 semanas
v por 'OOI:Siguienté la razén pecﬁda es ?
Podremos esecribir =55
un mes : ynd semana = 30 : 7
que se lee asi: un mes es a una semana como 30 es a 7.

68. Procedimiento para determinar la razén de dos
magnifudes homogéneas.—Para mayor claridad expondremos
el procedimiento sobre un ejemplo concrefo.

Se frata de calcular la razon de dos segmentos recnlmeos ayb,

i
T
-

:

L

; g fig.5
que miden, respectivamenfe, 26 em y 14 cm.




Si llevamos el segmento b sobre el segmento a tantas veces
como sea posible, veremos que el primero esta contenido en el
ofro una vez y sobra un resto c.

Podremos escribir la igualdad

a=b+c¢ -

Si ahora llevamos este resto sobre el segmento b cuantas veces
sea posible, veremos que el segmento ¢ estd contenido una vez
en b y sobra un resto d.

Podremos escribir la igualdad

b=c¢c+d

Llevando el nuevo resto sobre ¢ resulta que el segmento d estd
contenido seis veces en el segmenfo ¢ y no sobra resto alguno.

Podremos escribir la igualdad

c=6d
De las dos tltimas igualdades se deduce
b=6d-}+d=7d
y sustituyendo, en la primera igualdad, en vez de b y c¢ sus valo-
res7d y 6d, tendremos
a=7d}+6d=13d i
De los anteriores razonamientos se deduce, en resumen, que
a=13d
bhi==i87id
y por consiguiente

i=rdia=-7 .15.d
13b=13. 7 d

En definitiva, se llega a la conclusi6n
' 7a=13b
lo cual significa que el valor de la razén pedida es
a_ 13
T LORr
Observacion:
Para dar mayor claridad a la explicacién hemos empezado su-

poniendo conocidas las longitudes de los segmentos cuya razén
se quiere calcular; pero, obsérvese que la esencia del método estd
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precisamente en calcular la razén sin conocer esas longitudes; en
caso confrario el problema seria trivial, porque, como veremos en
la leccion préxima, la razén de dos magnifudes es igual a la de sus
medidas expresadas con una misma unidad.

1o =~

-4 | BT ST

o0~

10,
11.

12

EJERCICIOS

i Es el dinero una magnitud?

iSon magnitudes las edades de las personas?

;Son magnitudes las temperaturas?

Calcular la razén entre el kilémetro y el decdmetro.

Calcular la razén entre el dngulo Uano y el dngulo recto.
Calcular la razdn entre el dngulo recto y el dngulo lano.
Caleular la razén entre el hectémetro cuadrado y la centidrea.
Calcular la razén entre el radio y el didmetro de una circun-
ferencia.

Caleular la razén entre el perimetro y el lado de un cuadrado.
Caleular la razén entre el radio y el lado de un exdgono regular,
Calcular la razén entre el metro cubico y el litro.

Calcular la razén entre el gramo y la tonelada.

b



LECCION 15
MEDIDA DE LNA MAGNITUD

69. Medida de uvna magnifud: definicién.— Se llama me-
dida de una magnitud a la razoén de ésta con una de sus homo-
géneas, que se elige como unidad. '

Esto significa que para medir una magnitud cualquiera es pre-
ciso elegir antes la unidad de medida.

En el ejemplo del pdrrafo 68, la medida del segmento a es 26
si se forlia como ‘unidad el ‘centimetro, por ser

L ae= 26 Fiacin
; Pero si tomamos como unidad el segmenfo b entonces, la me-
dida de dicho segmento a es .-

Consecuencia: :

LA MEDIDA DE UNA MAGNITUD PUEDE ALCANZAR DIVER-
SOS VALORES SEGUN SEA LA UNIDAD ELEGIDA.

70. Magnitudes conmensurables.—Hay magnitudes, como
los segmentos a y b del parrafo 68, de tal naturaleza que es posi-
ble encontrar una unidad de medida que esté contenida un niimero
exacto de veces en cada una de ellas. Asf, por ejemplo, tomando
como unidad el segmento d, vemos que el segmento a confiene
13 veces a la unidad y el segmentfo b la confiene 7 veces.

SE DICE QUE DOS O MAS MAGNITUDES HOMOGENEAS SON
CONMENSURABLES CUANDO ES POSIBLE ENCONTRAR UNA UNI-
DAD DE MEDIDA QUE ESTE CONTENIDA UN NUMERO EXACTO
DE VECES EN CADA UNA DE ELLAS.

Ejemplo:

Las magnitudes siguientes

A =3 kg B=0,12 dg C=15g
son conmensurables, pues, si tomamos como unidad el decigramo, ten-
dremos
A =:30000.degi . ;0B =a8deg . ., 1C:=150 deg
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Como existe una unidad de medida que estd contenida un nii-
mero exacto de veces en las magnitudes A, B y C, éstas son con-
mensurables. :

Consecuencia:

LA RAZON DE DOS MAGNITUDES CONMENSURABLES ES UN
NUMERO RACIONAL.

71. Magnitudes inconmensurables.—Cuando se determina
la razén de dos magnitudes, no siempre suceden las cosas tan
sencillas como en el pdrrafo 68. Veamos otro ejemplo: Determinar

p

fig. 4

la razén de la hipotenusa al catefo de un tridngulo rectangulo
isésceles.

Siguiendo el procedimiento explicado en dicho parrafo, llevare-
mos el cateto MP sobre la hipotenusa MN, en la cual estda conteni-
da una vez y sobra un resto P; N. Llevando este resto sobre el
cateto PN resulta que estd contenido dos veces (PM; |+ M; Ps) y
sobra un resto P, N. Llevando este resto sobre el segmento P; N
resulta que estd contenido dos veces (P; M: -+ M: Ps) y sobra un
resto P; N. Asi hay que razonar indefinidamente, pues siempre so-
bra un resto. No existe una unidad de medida comiin a la hipofe-
nusa y al catefo de un friangulo rectangulo isosceles. Ambas mag-
nifudes son inconmensurables.

NOTA:

Para interpretar claramente la figura anterior haremos las siguientes
indicaciones:

73
5



1.% El segmento M, P, se ha trazado perpendicular a la hipotenusa;
como el dngulo en N vale 45° también sera isosceles el tridangulo M; Py Ny
por consiguiente

PBEN=PM

2.2 P Py es un arco de circunferencia al cual son tangentes las rectas
P M; v P; M; como perpendiculares a los radios en sus extremos. Por con-
siguiente

P M, =P, M,

3.2 Aplicando estos mismos razonamientos al triiangulo M; N P, re-

sulta
PN =P M, Pa My, = P; M;

4.* Como ejercicio formnilense las ignaldades que se deducen del

triangulo Ms N P,.

72. Razé6n de dos magnitudes inconmensurables.—El
procedimiento explicado en el parrafo 68 no sirve para determinar
la razon de dos magnifudes inconmensurables, porqgue nunca se
llega a un resto cero; pero los sucesivos restos son cada vez mads
pequefios y pronto se hacen prdcticamente despreciables; por ejem-
plo, en el caso, antes estudiado, de la hipotenusa y el cateto de un
tridngulo rectangulo isésceles, los restos son Pt N, P: N, Ps N,
efc. Si despreciamos el resto siguiente P, M, por ser muy pequeifio,
es como si la hipotenusa y el cateto fuesen conmensurables y
obfendremos un niimero racional que sera un valor aproximado de
la razén de dichos segmentos. Mayor exactitud lograremos si des-
preciamos los restos a partir de P; N; entonces obtendremos ofro
valor mds aproximado de la razon. Repitiendo indefinidamente este
proceso, formaremos una sucesion monofona de niimeros raciona-
les cuyo limite es el valor exacto de la razon pedida,

LA RAZON DE DOS MAGNITUDES INCONMENSURABLES ES
UN NUMERO IRRACIONAL.

DPor este motivo, algunos autores llaman, fambién, inconmen-
surables a estos niimeros irracionales.

Ejemplos:

1.° La razén entre la hipotenusa de un tridngulo rectingulo is6sceles
y su cateto es el nimero irracional V3.

2. La longitud de una cireunferencia y su didmetro son dos magni-
tudes inconmensurables. Su razon es el nimero irracional .
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73. Larazén de dos magnitudes como razén de sus me-
didas.—Sean A y B dos magnitudes, cuyas medidas, con la uni-
dad U, son dos niimeros, racionales o irracionales, m 'y n, res-
pecfivamente.

Entonces podremos escribir

AUE-S Y
Bi—="n\l]

de las cuales se deduce
1Pl e (1 1 e S
m. B=mn.m. U
de donde
nA=mB

y por consiguiente la razén de las magnifudes es igual a la razén
" de sus medidas.

LA RAZON DE DOS MAGNITUDES ES IGUAL A LA DE'SUS
MEDIDAS CON UNA MISMA UNIDAD.

En particular si tomamos como unidad la magnitud B y la me-

dida de A es el niimero a, el valor de la razon sera % , es decir a.

LA RAZON DE DOS MAGNITUDES ES IGUAL A LA MEDIDA
DE LA PRIMERA CUANDO SE TOMA COMO UNIDAD LA SEGUNDA.
Ejemplos:

1. El ddlar se cotiza a 7,32 ptas. El franco a 0,48 ptas. Por consi-
guiente, la razon del délar al franco es 7,32 : 0,48 = 15,25.

2. El valor del délar tomando como unidad el franco es, en la fecha
de la cotizacién anterior, 15.25.

EJERCICIOS
1. Euxpresar la medida del km® tomando como unidad la hectdrea.
2. Hallar la medida del siglo tomando como unidad el lustro.
3. Hallar la medida o valor del duro tomando como unidad el real.
4. Determinar la medida de una circunferencia tomando por wnidad
el radio.

o

;Son conmensurables el lado y la altura de un tridngulo equildtero?
6. Son magnitudes conmensurables el miligramo y la tonelada
métrica,
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10.

76

;Son conmensurables el perimetro y el drea de wn rombo?

Un caracol avanza 1 mm por segundo y un avion recorre 200 km
por hora. Calcular la razén de sus velocidades.

La Tierra du una vuelta alrededor de su eje en 24 horas y uit ven-
tilador da 2000 revoluciones por minuto. Caleular la w-a‘—'dn entre
las velocidades de giro de ambos.

Expresar el drea de un circulo tomando como unidad el cuadrado
que tiene por lado el didmetro de dicho circulo.




LECCION 16
MAGNITUDES PROPORCIONALES

74. Proporcionalidad directa.—Supongamos un vehiculo
que avanza sobre una pista con velocidad constante de 40 kiléme-
tros por hora.

Al cabo de una hora habra recorrido 40 km.

Al cabo de dos horas habra recorrido 80 km.

Al cabo de fres horas habra recorrido 120 km.
efcéfera

La marcha del vehiculo establece una correspondencia entre
dos conjuntos de magnitudes, que son los fiempos trascurridos y
las distancias recorridas. Esta correspondencia posee fres propie-
dades: 1.* Las magnifudes pertenecientes al primer conjunfo son
homogéneas y las del segundo también lo son. 2. A cada mag-
nitud'de uno de los conjunfos corresponde una sola magnitud del
ofro conjunfo (correspondencia uniforme). 3. La razon de dos
magnifudes cualesquiera del primer conjunto es igual a la razén
de sus correspondientes en el segundo conjunfo.

Ejemplo:
2 horas : 3 horas = 80 km : 120 km
4 horas : 2 horas = 160 km : 80 km
etcétera
SIEMPRE QUE DOS CONJUNTOS DE MAGNITUDES
A S BB D e L5 s
AN PEBENCE SD S I B Vs

ESTEN RELACIONADAS POR UNA CORRESPONDENCIA QUE CUM-
PLA LAS TRES CONDICIONES CITADAS, DIREMOS QUE LAS MAG-
NITUDES DEL PRIMER CONJUNTO SON DIRECTAMENTE PRO-
PORCIONALES A LAS DEL SEGUNDO CONJUNTO.
Consecuencia:

Si los dos conjuntos antes citados son proporcionales se ve-
rificardn las proporciones
As'D —=FAYAEB] A Oh="A% e il A= A? sHEG L]

&
o
Il
=
a
=
H=
|
=
fus)



75. Proporcionalidad inversa.— Algunas veces sucede que
la correspondencia entre los dos conjuntos de magnifudes satisface
a las dos primeras condiciones del parrafo anterior, pero la razén
de dos magnitudes cualesquiera del primer conjunto es igual a la
razén inversa de las magnitudes correspondientes en el segundo
conjunto. Es decir, que en vez delas proporciones escritas en la
consecuencia del parrafo 74 se verifican las siguientes:

NavBi=RBle Al D B O S A
O 23 B & R 2 1B == BV U E ) DR BN
etcétera

Entonces diremos que las magnitudes del primer conjunto son
inversamente proporcionales a las del segundo conjunto.
Ejemplos:

Sobre una pista, que tiene 1 km de longitud, avanzan varios vehiculos
a diversas velocidades.

> . 1 -
El vehiculo que marcha a 40 km por hora recorre la pista en 4 de hora.

o 1
» » » 50 » » » » 50 de hora.
% 3 1
» » » 60 » » » » ) de hora.
eteétera

Nos enconframos, pues, con dos conjuntos de magnitudes (ve-
locidades y tiempos) relacionados por una correspondencia que
cumple con las condiciones 1.* y 2.* del pdrrafo 74. Ademads, la
razon de dos magnitudes cualesquiera del primer conjunto es igual
a larazon inversa de las magnitudes correspondientes en el se-
gundo conjunto, puesto que, por ejemplo,

40 km por hora : 50 km por hora = 4 : 5
% horas : 41—0 horas == %- ¢ 410 =140450'=4 :5
Observacion:

En lo sucesivo, cuando hablemos de magnifudes proporciona-
les, sin especificar la clase de proporcionalidad, nos referiremos
siempre a la directa.

76. Correspondencia en la igualdad.—Supongamos los
conjuntos de magnitudes proporcionales A, B, C,... yA’, B’, C,...
donde las magnitudes C y H del primer conjunfo son iguales. En
78




esfe caso, las dos magnitudes correspondientes C’ y H' en el se-
gundo conjunto, fambién son iguales.
En efecto, por ser proporcionales las magnifudes, fendremos

O R B 2
y como es C = H la primera razon vale la unidad, de manera que
(B s b |
de donde
i

EN DOS CONJUNTOS DE MAGNITUDES PROPORCIONALES A
VALORES IGUALES DEL PRIMER CONJUNTO CORRESPONDEN
VALORES IGUALES EN EL SEGUNDO CONJUNTO.

Esta propiedad se expresa abreviadamente diciendo que, en las
magnitudes proporcionales existe correspondencia en la igualdad.

77. Correspondencia en la suma.—Si la magnifud A es
suma de B y C, también su correspondiente A’essumade B'y C

En efecto, de la proporcion

Ingetin bt sl ol
se deduce, segiin lo dicho en el parrafo 39-1II.
B+ O:C=B+C):¢

y susfituyendo en vez de B - C su valor A, tendremos
' £:C=(B"'30%:C
lo cual nos dice que la magnitud correspondiente a A’es B’ -~ C
0 sea A =D + O

SI DOS CONJUNTOS DE MAGNITUDES SON PROPORCIONALES
SE CORRESPONDEN EN LA SUMA.

78. Criterio general de proporcionalidad.
SI TENEMOS DOS CONJUNTOS DE MAGNITUDES
P.EN0 - T T ¢ SYNRL - (Y
AUB D
RELACIONADOS DE MANERA QUE A CADA ELEMENTO DE UN
CONJUNTO CORRESPONDA UN ELEMENTO EN EL OTRO CON-
JUNTO Y ADEMAS EXISTE CORRESPONDENCIA EN LA IGUAL-
DAD Y LA SUMA, LAS MAGNITUDES DE DICHOS CONJUNTOS
SON PROPORCIONALES.
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En efecto, si se verifica la desigualdad

A>B osea =B +P
en virtud de la correspondencia en la suma, tendremos
A’=8B 4| P 0 sea AR

Ademads, a la magnitud # A del primer conjunfo corresponde la
n A’ en el segundo conjunto y a la m B corresponde la m B’.
Por consiguiente, si se verifica la desigualdad

A m
nA > mB 0 sea B 5= 7
también se verificara
A B : AV Lo
1 ¢ >N 0 sea B e =
Por el confrario si se verifica
A m
nA < mB 0 sea B < n
también se verificard
A B : AYidmst 0
n < m 0 sea B b

De lo dicho se deduce que las razones
AB | oy o AN Bl
son fales que cualquier ntiimero racional menor que una de ellas es
también menor que la ofra y cualquier niimero racional mayor que
una de ellas también es mayor que la ofra, lo cual sélo puede su-
ceder siendo
£l AZIB= A1

en cuyo caso las magnitudes son proporcionales.

NOTA:

En la parte de este curso dedicada a la Geometria expondremos ejem-
plos de aplicacién del criterio general de proporcionalidad.

EJERCICIOS

Eraminar si existe velacion de proporeionalidad entre las magni-
tudes siguientes:
1. Los pesos y los volitmenes de una sustancia.

2.  Las edades y las estaturas de uwna persona.

3. Los didmetros y las longitudes de varias circunferencias.

4. El tiempo empleado en ejecutar un trabajo y el niimero de personas
que lo realizan.

5. Las alturas de un tridngulo y los lados respectivos,
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11.

12.

13.

14.

El consumo de una ldmpara eléctrica y el tiempo que ha estado
encendida.

Los arcos de una circunferencia y sus angulos centrales corres-
pondientes.

El tiempo empleado en una excursion y el nimero de excursionistas.
El drea de un ctrenlo y su radio.

El lado de un cuadrado y su diagonal.

Expresar que la aceleracion de, wi cuerpo, es. proporeional a la
fuerza que actita sobre él.

Expresar que la intensidad de la corr amte eléctrica que atraviesa
un conductor es proporcional a la tensidn entre sus extremos.
Expresar que la energia cinética de un cmapo es proporcional al -
cuadrado de su velocidad.

Expresar que la fuerza de atraccion de dos cuerpos materiales es
directamente proporcional al producto de swus masas e inversa-
mente proporeional al cuadrado de sus distancias.
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EECCION i7
LA REGLA DE TRES

79. Fundamento del método.—Cuando se conoce la razén
de dos magnitudes homogéneas y el valor de una de ellas es muy
facil calcular la otra.

En efecto, si la razén entre las magnitudes A y B es 7 tendre-
mos, en virtud de lo dicho en el parrafo 67,

nA=mB
de donde
e e ) by
n m
Ejemplos:

1.° La razon entre la extension de la zona regable en Espana y la
extension total del territorio es ,‘%0 . Calcular la extensién de dicha zona
regable sabiendo que Espafa tiene una superficie total de 50 000 000 Ha.

Solucioén:
Representando por x el valor pedido tendremos
x : 50000 Ha = 3 : 100
y escribiendo que el producto de extremos es igual al producto de

medios resulta
100 x = 3 . 50 000 000 Ha

de donde
3
X = 950 + 50 000 000 Ha = 1 500 000 Ha
2.° La razon entre las longitudes de via electrificada en Italia y Es-
13

pafia es - . La longitud que corresponde a Italia es 1950 km. Calcular la
longitud electrificada en los ferrocarriles espafioles.

Solucion:
Representando por y el valor pedido tendremos
1950 km : y = 13 : 6
0 sea

de donde
y = % © 1950 km = 900 km

6.1950 km = 13 y
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80. La regla de fres simple.—Todos los problemas referen-
tes a la regla de tres consisten en calcular una magnitud sabiendo
el valor de su razén con ofra magnitud homogénea conocida.
Cuando los términos de la razon son datos del problema, la regla
de fres se llama simple y se resuelve segiin hemos. visto en el
parrafo anferior.

Ejemplos:

1. Para la combustion completa'de’ 3 kg de antracita se necesitan
66 m? de aire. ;Qué volumen de aire se neecesitard para la combustién de
1 000 kg de antracita?

Solucién:

Representemos por x el volumen de aire necesario; como  los
voliimenes de aire son directamente proporcionales a los pesos de
antracita, tendremos que la razén entre las' magnitudes x 'y 66 m’

. 1 000 . .
debe seriguala —5— quees la razén enfre sus magnitudes co-
rrespondientes. Por lo tanto, escribiremos
: 1000
x : 66 m® = 1000 : 3 de donde X =g 66 m® = 22 000 m?

2. Un avién a 220 km por hora hace un trayecto en 3 horas. ;Cudnto
tardara en recorrer dicho trayecto otro avién que navega a 165 km por
hora?

Solucion:

Representando por z el tiempo pedido tendremos que . la razon

5 k- b2l
enfre z y las 3 horas, que tarda el primer avién vale f;g por ser las

velocidades inversamenfe proporcionales a los tiempos.

De la proporcion
Z : 3 horas = 220 ; 165

se deduce

1220

165 - 3 horas = 4 horas

81. La regla de fres compuesta.—Algunos problemas refe-
rentes a magnifudes proporcionales se resuelven aplicando, doso
mas veces, la regla de tres simple. Esto acontece siempre gue en
el enunciado 'del problema intervienen: mas de dos sistemas de
magnitudes. El método de resolucion, expuesfo en el ejemplo si-
guiente, recibe el nombre de regla de tres compuesta.
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Ejemplo;
20 obreros ganan 3600 ptas. en 15 dias. ;En cuantos dias ganarin
1046 ptas. 8 obreros?

Solucién:
Formemos el siguiente esquema
20 obreros ganan 3600 pesetas en 15  dias
8 = 5 3600 . - X o
8 33 d3 1056 :F i y 4

Como, a ganancias iguales, el nimero de obreros es inversa-
mente proporcional al niimero de dias de frabajo, tendremos
£ 20 ;
20: 8 =x:15 dias de donde x=?-15dlas
Como, mientras no varie el nimero de obreros, las ganancias
son directamente proporcionales a los dias de trabajo, tendremos
3600 : 1056 = x : y

y sustituyendo en vez de x el valor calculado anteriormente, resulta
20
3600 : 1056 = By 15 dias : v
de donde
s 20 3906 pysen a0y iy g
¥ = 783600 J las = 145

82. La férmula del inferés simple.—LlIna consecuencia in-
mediafa de la regla de fres es, segiin se ha visto en cursos anfe-
riores, la férmula del interés simple

cpt

100
donde ¢ representa el capital, 7/ su inferés o ganancia, p el tanto
por cien anual y 7 el tiempo en afios. Estas cuatro magnitudes es-
tan relacionadas por dicha férmula de tal manera que, conocidos
los valores de tres de ellas, es muy facil calcular el valor de la
cuarta. En efecto, basta sustituir en la formula las tres letras por
sus valores conocidos para obtener una ecuacion de primer grado
con una incégnita que, resuelta, nos dara el valor buscado.

La misma férmula permite resolver multitud de problemas en
que figuran, como datos, ciertas relaciones particulares enfre al-
gunas de aquellas cantidades.
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Ejemplos:

1.° Averiguar a que tanto por cien debe imponerse un capital para
que, al cabo de 10 afios, los infereses asciendan a la cuarta parte de dicho
capital.

Solucion:
Si en la formula del interés simple hacemos
g ¥
i= 1 t=10
resulta la igualdad
\ C . Cpx10
4. fiyn 100

que, después de dividir sus dos miembros por C, nos da la ecua-
cion de primer grado con una incégnita ;
1 ey
100
de la cual se deduce el resultado
p=2>5

2.% Averiguar cudl es el capital que, impuesto al 3 °/, durante tres
anos y al 4 °/, durante cuatro aiios, ha producido, en total, 2 500 ptas. de
intereses.

Solucién:

Durante los tres afios el capital C, habré producido un inte-

CXax3

rés de —<5=— ptas. Del mismo modo, los intereses producidos
Cx4x4

durante los cuatro afios son —5~— ptas.
Como la suma de ambas cantidades debe ser igual al interés
fotal, tendremos la ecuacién
' 9 25
L

de donde C = 10.000. Por consiguiente el capital pedido es de
10.000 ptas.

= 12500

EJERCICIOS

1. ;Cuantos grados Reamur son 30 grados Celsius?.

2. Aplicando a los extremos de un conductor una tensién de 120
voltios es atravesado por una corriente de 3 amperios. ;Cual serd la in-
tensidad correspondiente a una tension de 220 voltios?

3. La energia cinética de un automdvil que marcha a 20 km por
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hora es de 900 kilogrdametros. Calcular la energia cinética del mismo
vehiculo cuando alcanza la velocidad de 100 km por hora.

4. La pendiente media de un trozo de carretera ha de ser el 4 por cien.
Caleular el desarrollo necesario para ganar una altura de 240 m.

5. Desde Pola de Lena al puerto de Pajares sube el tren 852 m en un
recorrido de 50 km. ;Cual es la pendiente media del trazado?

i. Un panecillo pesa 125 gramos, cuesta 8 céntimos de peseta y pro-
porciona a nuestro organismo 270 calorias. Calcular el precio a que debia
venderse el kilogramo de jamdn teniendo en cuenta solamente su valor
nutritivo que es de 2930 calorias.

7. 48 mecheros consumen, en 15 horas, 96 m® de gas que cuesta a
0,30 ptas. el metro cibico. ;Cudnto costard mensualmente el gas consu-
mido por, 120 mecheros que funcionan 4 horas diar ias?,

8. Determinar el napeta! que, tmpuesto al 5 5 9, durante 4 anos, se
convierte en 1800 ptas.

9. Cual es el capital que, impuesto al 6 “,n’r, durante 10 aiios, produce
el mismo interés que un capital de 14 400 ptas. al 5 °/, durante 15 afnos.

10. La renta anual de una persona asciende a 8 000 ptas. Determinar
su capital sabiendo qw la tercera parte de él estd impuesto al 3,5 %, y el
resto al 49, N

11,0 Una persona presta a wn amigo 12000 ptas. al 4 °|,. Posterior-
mente amplia el préstamo en otras mil pesetas sin awmento de intereses.
Calcular el tanto por cien efectivo de la operacidn.

12. Un capital de 10 000 ptas, produce una renta anual de 530 ptas.
cstam.‘.’o amyuesto, en ﬁ)ar , al 5 o Y, en L par te, al 6 °J,. Calcular estos
capitales parciales. 3

13. Por la venta de una finca se pide 22 550 ptas. pagaderas en un
plaza de 18 meses o bien 20 000 ptas. al contado. Kl tipo de descuento es el
7 %. ;Cual es la oferta mds ventajosa?

14. El vencedor en una carrera de 200 m ha invertido 19 4 sequndos
en aleanzar la weta. Caleular la velocidad de este corredor en km por hora.

15. Para proyectar una peli( ula sonora de 550 m se invierten 24
minatos.” Clenlar la longitud dé una cinta cuya proyeccion ha reqzreﬂ'ado
una hora y cuarenta minutos.




LECCION 18
EQUIVALENCIA DE ECUACIONES

83. Aplicaciéon de las ecuaciones.—Hemos visto que los
problemas de interés simple se resuelven mediante sencillas ecua-
ciones. En general, podemos afirmar que la solucién de una gran
parte de problemas matemadticos consiste en saber plantear y re-
solver ecuaciones. Por este motivo el estudio de las ecuaciones es
uno de los capitulos mas importantes de la Matematica.

84. Solucién de una ecuacién.—Segiin se ha dicho en el
curso anferior, se llama solucién o raiz de una ecuacion con una
incégnifa fodo numero que sustituido en lugar de dicha incdgnita
salisface la ecuacion.

Ejemplo:

La ecuacion 2x +3=4x—17
siene la solueién x = 5, pues sustituido este valor numérico en dicha
ecuacion resulta la identidad
2.94+3=4.5—17 0 sea 133

En cambio x = 0o reprezenta una solucién, pues sustituyendo este

valor se obtiene
A e S Yl L i 0 sea o i
lo cual no es eierto.

Si la ecuacion tiene varias incégnitas cada solucion estd for-
mada por un conjunto de tantos valores como incégnitas, de ma-
nera que susfifuidos en la ecuacion conviertan' a esta en una iden-
tidad.

Ejemplos:
La ecuacion

X
tiene la solucion X8
8 pues al sustituir estos
valores, resulta

que es una identidad.
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Del mismo modo puede comprobarse que el conjunto de valores

XK=
)’:'—l
Zz=2

constituye una solueion de la ecuacion

3x —y+4=2y —x—uz + 25

85. Ecuaciones equivalentes. — Lo que inferesa de una
ecuaciéon son sus soluciones; por eso dos ecuaciones gue fengan
las mismas soluciones son, para nosotros, equivalentes.

'Dada una ecuacion es muy fdacil obtener nuevas ecuaciones
equivalentes a ella. Basta utilizar los principios que a continua-
cion se explican.

86. Principios de equivalencia.

1.er principio: SI SE ANADE A LOS DOS MIEMBROS DE UNA
ECUACION UN NUMERO O EXPRESION LITERAL, SE OBTIENE
OTRA ECUACION EQUIVALENTE A LA PRIMERA.

Llamando A al primer miembro de una ecuaciéon y B al segun-
do podremos escribir esta ecuacién en la forma abreviada

A=B
donde A y B son dos expresiones liferales o numéricas.
Representando con el simbolo C ofra expresién, numérica o
literal, el principio anterior dice que las ecuaciones
A=8B
A i
son equivalentes.

Demostracion del principio:

Toda solucién de la primera ecuacién da valores numeéricos
ignales a A y a B; por consiguiente, darda valores numéricos
igualesa A+ C ya B + C, lo cual nos dice que también es
solucion de la segunda ecuacién.

Por otra parte, toda solucion de la ecuacion

z A+C=B+C
lo es, porque da valores numéricos iguales a las expresiones
A + C y B + C. Ahora bien, si esto sucede también los su-
88



mandos A y B habrdn alcanzado valores numéricos ‘iguales y
por consiguiente aquella solucién también satisface a la ecuacion
A=B

En resumen:

Toda solucién de la ecuacién A = B satisface a la ecuacién
A+C=B-4C.

Toda solucién de la ecuacion A - C = B - C satisface a la
ecuacion A = B.

De aqui se deduce que ambas ecuaciones fienen las mismas
soluciones y son, por tanto, equivalentes.

Consecuencia:

SI SE RESTA IjE LOS DOS MIEMBROS DE UNA ECUACION UN
NUMERO O EXPRESION LITERAL SE OBTIENE OTRA ECUACION
EQUIVALENTE A LA PRIMERA.

Demostracion:

Queremos demostrar que las ecuaciones
A=DB A—C=B—C

son equivalentes.

En efecto, segtin el principio anterior, las ecuaciones
A—C=B-C y A—-—QC+-C=B—-—0C+C
son equivalentes, pero esta ultima es, precisamente, la primitiva

A = B, puesto que
(A—C)+|+C=A
(B~C)-C =8 |
2.9 prineipio: 8SI SE MULTIPLICAN LOS DOS MIEMBROS DE
UNA ECUACION. POR UN NUMERO DISTINTO DE CERO SE .OB-
TIENE OTRA ECUACION EQUIVALENTE A LA PRIMERA.
Demostracién: '
Sea la ecuacién A=DB
Multiplicando sus dos miembros por un nimero k, distinfo de
cero, se obtfiene la ecuacion
kA=kB
gue es equivalente a aquella. L
En efecto, toda solucién de A = B da valores numéricos igua-
les a las expresiones A y B y, por tanfo, a los productos kA y kB.
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Por otra parte, toda solucién de la ecuacién k A = k B da va-
lores numéricos iguales a sus dos miembros y como estos tienen
un factor comiin k es preciso que los factores A y B alcancen
fambién valores numeéricos iguales.

Consecuencia:

SI SE DIVIDEN LOS DOS MIEMBROS DE UNA ECUACION POR
UN NUMERO DISTINTO DE CERO SE OBTIENE OTRA ECUACION
EQUIVALENTE A LA PRIMERA. :

En efecto, multiplicando los dos miembros de la ecuacion
A = B por el mimero lk resulta la ecuacion A : k=B :k que
seglin el principio anterior, es equivalente a aquélla.

EJERCICIOS

1. Determinar si son ecuaciones o identidades las siguwientes igual-
dades: :

4x +5=2 4+ x + 3 + 3x s x? — y2 = (x + y)(x—y)
":——{--1=2x—-4 = X'+ 2y + 3z =5
x =17 ¥y y=0

2. Comprobar si entre los numeros
0o, 1, —4, —b, 9, —3
hay alguno que sea raiz de la ecuacion
X X s gl S
3 W= tlrinee
3. Comprobar si entre los sistemas de valores
x=0 x=4 ) x=%) x=9 x = 5 %
y=0 y=21§ y=4 § y:O% :

<
|
oo

hay alguno que sea solucidn de la ecuacidn

i e B ]
14
N0 g% BT .
4. Comprobar si 08 es una solucidn de la ecuacidn
Y

1432 x — 348y =125 + 3z
5. Resolver la ecuacidon x = 20
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=1

10.

11.

12,

Comprobar la equivalencia de las dos ecuaciones
X — 6 =14 e x = 20

Comprobar la equivalencia de las dos ecuaciones
X + b = 3 >y { = — 2

Comprobar la equivalencia de las dos ecuaciones

6x = 24

Comprobar la equivalencia de las dos ecuaciones

F] X =4

=
—3

Resolver las ecuaciones siguientes:

=9 38 x = — 27

Tx =4 4+ 6x A —3x=5—4x
x=8 —7Tx - 2y =9y — 21

Escribir una ecuacién equivalente a

o e
1492 . . 1492

y cuyos términos sean mds sencillos.

Sitmplificar la ecuacion
1400 + 200x = — 100y
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LECCION 19
TRASFORMACION DE ECUACIONES

87. Trasposicién de términos.—Sea la ecuacién
bx —2—=4 4 3x

Sumando a sus dos miembros el niimero 2 se obfiene la nueva
ecuacion
bx=4-+3x 42
que, en virtud de lo dicho en la leccion anterior, es equivalente a
la ecuacién dada.
Del mismo modo, si restamos de los dos miembros de aquella
ecuacion la expresion 3 x, se obtiene
6x —2—3x =14
que es ofra ecuacién equivalente a la primitiva.
Regla:
EN TODA ECUACION PUEDE PASARSE UN TERMINO CUAL-
QUIERA DE UN MIEMBRO A OTRO CAMBIANDOLE DE SIGNO.
Esta operacién se llama frasposicion de términos.
Ejemplo:
Si en la ecuacion
—3x+5H—2x=4x+1—10x
pasamos el término + 5 al segundo miembro cambiado de signo se obtiene
la ecnacién equivalente
—3x—2x=4x+1—10x—35
Del mismo modo, pasando al primer miembro los términos 4 x vy
— 10 x, tendremos la ecuacion
—3x—2x—4x+10x=1—5
también equivalente a la primitiva.
Reduciendo términos semejantes resulta
X=—4¢
Esto nos dice que la ecuacién propuesta tiene la raiz —4.
92

——




88. Supresiéon de denominadores.
Sea la ecuacién

(I

2 7

Multiplicando sus dos miembros por el producto, 2 -+ 7, de los
denominadores se obtiene la ecuacién
=.8.7—5. 2.1 = =" 2.9
que, en virtud de lo dicho en la leccion anterior, es equivalente a
la ecuaciéon dada

Si efectuamos las operaciones indicadas resulta

T —a="0x

donde han desaparecido los denominadores.
Regla:

PARA SUPRIMIR LOS DENOMINADORES NUMERICOS DE UNA
ECUACION BASTA MULTIPLICAR SUS DOS MIEMBROS POR EL
PRODUCTO DE TODOS LOS DENOMINADORES 0O, MEJOR AUN,
POR EL MINIMO COMUN MULTIPLO DE ESTOS DENOMINADORES.

Ejemplo:
Suprimir los denominadores de la ecuacion
X il ok e
3551 G g Rt

Multiplicando ambos miembros por 30, que es el minimo comin mul-
tiplode 3, 6 y 15, resulta la ecuacion
10x —5x + 2x =630

89. Forma normal de una ecuacion.— Se llama forma nor-
mal de una ecuacion a la que se obtiene después de efectuar en
esta las siguientes frasformaciones:

1.° Suprimir los denominadores, si los hay.

2.° Efectuar las operaciones indicadas por los parénfesis, si

los hay. '
3.° Pasar al primer miembro fodos los términos que figuren
en el segundo.

4.° Reducir términos semejantes.

Ejemplos:
a) Redueir a la forma normal la ecuacién
Bx—6)8 | X
2 ol i
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1.° Multiplicando los dos miembros por 6 resulta
15(x—6)=2x + 66
2.° Efectuando la multiplicacién indicada por el paréntesis tendremo
15x — 90 =2x + 66
3.° Efectuando la trasposicién de términos queda.
15x—9 —2x—66=0
4.° Y reduciendo términos semejantes aparece la forma normal
13x — 156 =0
h). Obtener la forma normal de la ecuacién
x(x—1 x? K
L8 S ¢ R
Efectuando las trasformaciones indicadas se obtiene sucesivamente
4x(x—1) +3x*=60
4x2—4x 4+ 3x2=60
4x2—4x+3x2—60=0
y por ultimo la forma normal
Tx* —4x—60=0

90. Grado de una ecuacién con una incégnita.—Se llama
grado de una ecuacién con una incognita el mayor exponenfe de
dicha incégnita en la forma normal de la ecuacién.

Ejemplos:

1. La ecuacién 5 (% 8) 4
=S
es de primer grado.
2.° La ecuacion

"

b

x(x—1) i 3 i
S ere ey Yae

1

es de segundo grado.
3.° ~ La ecuaecion
] (x*+2x—T7) x—9) =x(x—17)—62
. es de primer grado, porque su forma normal es
—2x +125=0

EJERCICIOS
Reducir a la forma normal y determinar el grado de las siguien-

les ecuaciones: )
1. 3x—4—11x=—6 S NVXx=—4x—6—5x 4+ 3
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£

N @ TR W

10.
11.
12.
13.

14.
15.

—X+5H=8—4x  ,, —84 l4x —2x—T=15x—Tx—1
4x +(2—x)=3 5 6—(2—8x)=5x—1
2(x—3)—9=12 o —(2x—1)=4(x+5)—3

5d—y+1)—3@y—3) =9y —T7—4y
2:8"(y+4—56"(y—1)—26-2y+1) =15

o Rl M o =g £ T
X—I— ) =1 'y 5 - = 6 y
T ann A0 ST DO
3 peatse e 2t B g 20 "
z-+4 2z2—5 ol . sl
T nag 7 ” _4_— (Zt' -+ '5) =5 14 AN 3(“_‘2_t)

Bx—1Dx=04x+3)2x+ 1)
2x+5(12x—3)=Bx—1)(8x — 2)
x—3—xx+1)=0

(x—28+ (x+22=x(x2—14) +6 —5x*

@4—%:@4—2)@—3)

z+1)(z2+3)=5—z
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LECCION 20
LA ECUACION DE PRIMER GRADO

91. Forma normal.—Cualquiera que sea la ecuacién de
primer grado con una incégnita siempre se obtiene la misma forma
normal. Esta se compone de dos términos que son: 1.° La incég-
nifa multiplicada por un coeficiente y 2.° Un término indepen-
diente de la incégnita. .

Representando por a dicho coeficiente y por o el término
independiente, la forma de la ecuacién sera

ax +b=o
Los valores de @ y b pueden ser cualesquiera.

92. Resclucion de la ecuacién de primer grado.—Para
resolver una ecuaciéon de primer grado con una incognifa la redu-
ciremos, ante todo, a la forma normal

ax+b=0o

Suponiendo, ahora, que a es distinto de cero tendremos que la

ecuacién propuesta es equivalente a

b

‘a

pues basta efectuar en la forma normal, la trasposicion del tér-
mino b vy la division de los dos miembros por a.

Con esto tenemos ya resuelta la ecuacién.

X = —

Ejemplos:
1.° La ecuacion
8x+3=0
tiene la solucion
dink 3
ey
2.° La ecuacion
—5x+0=0
tiene la solucidn
0
X = — —— = ()
—d




CUANDO EL COEFICIENTE DE LA INCOGNITA ES DISTINTO
DE CERO LA ECUACION DE PRIMER GRADO POSEE UNA SOLA
RAIZ QUE SE CALCULA MEDIANTE LA FORMULA x = — —E

93. Discusién de la ecuaciéon de primer grado.—Si el
coeficiente de la incégnita vale cero, la ecuacién fiene la forma

0=+ Bh=0

Entonces, si b es distinto de cero la ecuacidn no tiene solucion,
pues, cualquiera que sea el valor atribuido a la incégnita, el primer
término vale cero y, sumdndole b, el resultado nunca puede ser
cero; dicho de otro modo, la ecuacién nunca queda satisfecha.

En cambio, si b vale cero la ecuacion tiene infinifas soluciones,
pues, cualquiera que sea el valor atribuido a la incégnita, el primer
miembro siempre vale cero y la ecuacion queda en fodo momento
satisfecha.

CUANDO EL COE_FIC‘IENTE DE LA INCOGNITA ES CERO, LA
ECUACION CARECE DE SOLUCION SIEMPRE QUE EL TERMINO
INDEPENDIENTE SEA DISTINTO DE CERO; EN CAMBIO SI ESTE
TERMINO VALE CERO LA ECUACION TIENE INFINITAS SOLU-
CIONES.

La discusion de la ecuacién de primer grado con una incégnita
puede resumirse del siguiente modo:

1.° adistinfo decero....... existe una solucién y sélo una.
2.9 a—0 _ ., DbDidistiniode cero .t ..o no existe solucion.
-l =) R PR & S existen infinitas soluciones.

94, Ecuaciones de primer grado con varias incégnitas.—
Lina ecuacién con dos incégnitas x e y se dice que es de primer
grado, cuando reducida a la forma normal es del tipo

ax +by+te=0
Ejemplos:
1. La ecuacion con dos ineégnitas
2x 1+ 2y?=
no es de primer grado por contener el término y?
2. La ecuacion
6x—4dy=1
es de primer grado con dos incdgnitas.
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Lina ecuacién con fres incégnitas x, y, z, se dice que es de prl-
mer grado cuando su forma normal es del tipo
ax+by+ecz+d=0
Ejemplos:

1. La ecuacion
ix—vy=3z-+68

es de primer con tres incognitas.
2. La ecuacion con tres inedgnitas
X—YyY+2=8-1xy2z
no es de primer grado por contener el término x y z.

95. Resolucién de la ecuacion de primer grado con dos
incégnitas.—Sea la ecuacién de primer grado

7x —4y=1

Sustifuyendo en ella, en lugar de la incégnita y un valor cual-
quiera, por ejemplo,
y=2
dicha ecuacién foma la forma
ix—8=1
que es de primer grado con una incégnita. Resolviendo esta ecua-
cion se obtiene la raiz .

Enfonces, el par de valores
9

X =+ ’ y =2
constituye una solucién de la ecuacion propuesta.
Procediendo de este modo obfendremos cuantas soluclones
queramos; basta comenzar, dando un valor numérico arbifrario a
una de las incégnitas.

TODA ECUACION DE PRIMER GRADO CON DOS INCOGNITAS
TIENE INFINITAS SOLUCIONES.

EJERCICIOS
Resolver las ecuaciones
2x 1 s 1
e NEn Al e kp'T iy b bigig B
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o

S.‘le

® N>

10.

e

12,

13.
14.

15.
16.
17.
18.

2 )| g AT
3,43&—-*7“‘:12,1 . O,Q—T—-'l“-g- X
= Gt s
4TL‘—1U—-‘1,1X A '—'57 +0,8x— 1
1 2 2
9?-1—:3")(:4—3 5 X
0,80 = =) =BG Yl
4(: X 2)— 3 4 9,6 x

Despejar * el walor de la incégnita X en las ecuaciones
stguientes:

x4+ a=0 i ax —4=0
Sx—a=2 9 3x—a=—>b
2(x—a)=10—(x —4a) ,, ax +a=bx—Db
X X D X
?—I—T—c L a— =a—X
X-f-a ol
il = el ==
X—a x—b
ke b Fides a i

X-+a X=a ' XD 2 (x—h)
a—b T at+b =~ a+b - a—b

Discutir las siguientes ecuaciones

3x4+2=38(x+1) i 2(x—3)=5x—6
x+12—1=x(x+2) ,, (x + 4)?=x%+ 16
Calcular algunas soluciones de las ecuaciones
.x—y=0 = x —2y=0
x+y+1=0 3 x—y=1

3x =1+ 2y " 2x—1)=y+2
2X 0% Yi—d o rrin DX =00 oy -L-hi= 1),

» Dcspe]u;una incégnita en una ecuaclén es dejarla aislada en el primer miembro mediante
operaciones que no alteren las rafces de dicha ecuacién.
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LECCION 21

METODO PARA LA RESOLUCION DE PROBLEMAS
ARITMETICOS

96. Enunciado del problema.—-La primera condicion para
resolver un problema es tener idea clara del enunciado.

En el enunciado de fodo problema aritméfico figuran cierfos
niimeros, llamados datos, y cierfas relaciones enfre ellos y ofros
nimeros desconocides. Estos numeros constifuyen la solucion
del problema.

Jjemplo:

El duplo de un niimero menos su tercera parfe es igual a 15.
Calcular dicho niimero.

En este enunciado interviene como dato el nimero 15. También se ve
claramente la relacién que existe entre este nimero, el doble de la ineég-
nita y la tercera parte de esta incignita.

97. Planteo de las ecuaciones.—LUna vez que se ha estu-
diado bien el enunciado debe expresarse cada relacién entre los
datos y la incégnita, o incégnitas, mediante una ecuacién o varias
ecuaciones.

En el ejemplo anterior, llamando x al nimero desconocido,
se obtiene la ecuacién

> x._]_,"
LR — 3 = )

No existe una regla general para planfear las ecuaciones de
cada problema; el talenfo del operador auxiliado por el conoci-
miento de la materia es la tinica fuente de recursos en casos di-
ficiles. En los casos sencillos suele ser eficaz la siguiente
Regla:

SE SUPONEN CONOCIDOS EL VALOR O VALORES DE LAS IN-
COGNITAS Y SE INDICAN TODAS LAS OPERACIONES NECESA-
RIAS PARA COMPROBAR LA EXACTITUD DE DICHOS VALORES.
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Vamos a aplicar esta regla al problema indicado en el parrafo
anferior:

Nimero pedido............ i T Sl
su duplo......... S T A R e 2x
su fercera parfe ......... e L g
la diferencia deambos........... 2x— —g-
valor de esta diferencia.......... 2x — —g-. = 15

98. Resolucién de la ecuacién.—Si el enunciado del proble-
ma conduce a una ecuaciéon de primer grado con una incégnita
podremos resolverla.

En el ejemplo anterior se obtiene la raiz

x=9

Este es el niimero pedido, como se comprueba fdcilmente.

Si el problema conduce a una ecuacién de grado superior al
primero ‘0 a un sistema de ecuaciones con varias incognitas hay
que aplicar procedimienfos de resoluciéon que estudiaremos en cur-
80s siguientes.

99. Interpretacién del resultado.—No siempre la solucién
de la ecuacidn es solucion del problema; veamos un caso concreto.
En una fiesta se han recaudado 3 005 ptas. Cada invitado abo-
n6 10 ptas por su tarjefa. ¢Cudntos invitados asistieron al festival?
Llamando x al niimero de invitados es evidente que los ingre-
sos por la venta de tarjetas habran sido 10 x ptas. Podemos plan-
tear, pues, la siguiente ecuacion
10 x = 3 005
cuya raiz es
i X = 300, 5
Esta solucion de la ecuacién no puede serlo del problema, por-
que el nimero de invitfados tiene que ser, forzosamente, entero.
Oftras veces hay que inferpretar de cierfo modo la solucion de
la ecuacion para que sea solucion del problema.
Aclaremos esta idea con un ejemplo sencillisimo.
Una persona tiene 50 afios. (Cudnto tiempo ha de trascurrir
para que cumpla 40 afios?
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Llamando x al mimero de afios pedido, resulta la ecuacién
50 4+ x = 40
que fiene la raiz
x = — 10
El cardcter negativo de esta raiz nos dice que la condicién pe-
dida se cumplié hace 10 anos.

100. Problemas de aligacién.—Los problemas referentes
a mezclas, estudiados en cursos anteriores, conducen a ecuaciones
de primer grado con una incégnita.

Para obtener la ecuacién correspondiente a cada problema bas-
fa expresar que la suma de los pesos de los cuerpos que se mez-
clan es igual al peso de la mezcla o aleacién resultante, o bien,
que la suma de los valores de los cuerpos componentes es igual al
valor de dicha mezcla o aleacién.

Ejemplos:

1. En un tonel de 305 litros se vierten 180 litros de vino de 0,70
ptas /1, 114 litros de 0,50 ptas |1 y el volumen restante, hasta llenar el
barril, se completa con agua. Caleular el precio de la mezcla.

Solucion:

Representando por x el precio pedido en pesetas, tendremos
que el valor de la mezcla serd 305 x ptas; los valores de los liqui-
dos componentes de dicha mezcla son:

180 - 0,70 ptas v 114 * 0,50 ptas
Segiin lo dicho en el parrafo anterior fendremos la ecuacién
305 x = 180 - 0,70 + 114 - 0,50
que resuelta nos da la raiz
x =060
que representa el precio pedido en pesetas.
2.° Un comerciante adquiere una partida de café de 9,30 ptas [ kg vy

otra de 8,50 ptas | kg. Determinar las cantidades de café que deben mez-
clarse para obtener 200 kg cuyo precio sea de 9 ptas [ kg.

Solucién:

Representando por x el niimero de kilogramos que se foman de
la primera partida su valor serd 9,30 x pts.

De la segunda partida hay que fomar (200 — x) kg cuyo valor
es 8,50 * (200 — x) ptas.
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Como, por ofra parte, el valor de la mezcla ha de ser 9 . 200
ptas, podremos escribir la ecuacién
9,30 x + 8,50 (200 — x ) = 9. 200
que resuelta nos da la raiz
_ Xl
Este niimero representa los kilogramos que han de fomarse de
la primera partida. De la segunda partida se tomardn 75 kg.

101. Repartimientos proporcionales.—Hay muchos pro-
~ blemas, por ejemplo los referentes a la regla de compafifa, que se
resuelven descomponiendo un cierfo niimero en partes proporcio-
nales a ofros numeros también conocidos. En este caso puede
plantearse facilmente la ecuacion recordando la primera propiedad
de las proporciones progresivas explicada en el parrafo 40.
Ejemplo:
Repartir 84 000 pesetas en cuatro partes proporcionales a los niimeros
R TR e T b
Solucién:
Llamando @, b, ¢ y d a cada una de dichas partes, po-
dremos escribir la proporcién progresiva

Qs ieeid - — s e
y por consiguiente si suponemos a = 3 x se verificard también

2

, e Bk el er= 0 A Vad =11
y como
a+b+c+ d==84000
tendremos la ecuacién
3X+56x +9x + 11 x = 84 000
que resuelfa nos da -
1 x = 3 000
Por consiguiente
a=3 X 3000 ,, b=5xX3000 ,, e=9XxX3000 ,, d=11 X 3000

son los valores en pesetas de las cantidades que se piden.

EJERCICIOS

1. 8i al triplo de un nivmero se le suma 4,9 resulta 10. Calcular este
nimero.

2. Sia un nimero se le aiiade 7 y se halla la quinta parte de esta
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10.

11.

12,

I3,

104

G

suma el resultado es igual al duplo de dicho nmimero menos 13. Cal-
cular este nimero.

Si al duplo de un nimero se le anade 3 y la suma se multiplica
por 4, se obtiene el mismo resultado que anadiendo 20 al quintuplo
de dicho nivmero. Calcular su valor.

La suma de dos enteros consecutivos vale 65. Calcular estos nit-
Meros.

La suma de tres nivmeros parves consecutivos vale — 66. Caleular
estos nitmeros.

El perimetro de un rectangulo wvale 68 em. La base tiene 6 em mds
que la altura. Caleular las dimensiones de este rectangulo.

Un poste de telégrafo alcanza wna altura de 4,50 m sobre el suelo y
tiene empotrado en el terreno % de su longitud total. Calcular la
longitud del poste.

A las siete de la mafiana salen, de los extremos de una carrvetera
que tiene 9 km de longitud, dos peatones. Uno de ellos recorre
65 m por minuto y el otro 90 m por minuto. jDdnde y cudndo se
encontrardn?

Un avién hace un trayecto de 800 km. La mitad de ellos los recorre
a la velocidad de 160 km por hora y la otra mitad a 200 km | hora.
Determinar la velocidad media del avidn.

En los extremos de una palanca de 80 em de longitud se aplican
dos pesos de 1,5 kg y 0,9 kg. Determinar la posicidn del punto de
apoyo para que exista equilibrio.

Se han leido, simultdneamente, las escalas de dos termdmetros
Celsius y Reaumur. La suma de ambas indicaciones es 54. ;Cual
es la temperatura en dicho instante?

Se tienen 280 g de plata de ley de 0,850. ;Cudntos gramos deben
agregarse de un sequndo lingote de ley de 0,500 para que la nueva
liga tenga una ley de 0,7007

Una aligacion debe contener 12 partes de niquel, 20 de zinc y 35 de
cobre. Caleular las cantidades que se necesitan de estos metales
para obtener un lingote de 71 kg.

Un tridngulo tiene sus dngulos proporcionales a 1, 2 y 3. Calcular
estos dngulos.

Se mezclan 3 litros de agua a la temperatura de 8¢ ' con 7 litros
a 80° C'. Caleular la temperatura de la mezela.

Una chapa de latén, que pesa 600 g, se calienta a la temperatura
de 100°.C' y luego se agita en una vasija que contiene 1500 g de
agua a 20° C. Calcular la temperatura que alcanzard el agua. (El
calor especifico del latin es 0,093).



WECCION: 22
REPRESENTACIONES GRAFICAS

102. Representacion grdafica de magnifudes.—En la prac-
tica suelen emplearse ciertas representaciones graficas que, al
primer golpe de vista, dan idea de la relacién

Litros por hobitante
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entre los valores de dos o mds cantidades.

Aunque estas represenfaciones carecen de in-

terés deniro de la Matemdlica, merecen ser

conocidas por su aplicacién prdctica.
Citaremos algunos ejemplos:

La figura 5 representa los con-

sumos de vino por habitante en distin-
tos paises en el ano 1932. Todos los

3 CHILE

-
&

6%
%a

%
0%

R AR TIPS
& A
RIS,

Cl

o7

CHINA.
fig. 6

4 SUIZA

ESPANA.

rectangulos se constru-
yen sobre bases igunales,
pero las alturas son pro-
porcionales a los consu-
mos respectivos, que se
miden con una eseala
que aparece en el bor-
de izquierdo de dicha
figura.

a0

ARGENTINA

La figura 6 re-
presenta el volnmen del
mercado de seda artifi-
cial(sumadeimportacio-

CHECOESLOVAQUIA.
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nes y exportaciones)
en el ano 1932. En

vez de rectingulos &
se utiliza la silueta EQ)
de un operario que § MILL. =
sostiene un carrete. )
En este ejemplo no
hay cifras y solo sir- \
ve para dar idea de
sus miituas relacio- 1928
nes.

3.° Lafigara 7 re-
presenta el nimero
de obreros parados
en el mundo en 1928
y 1931. También se 6 MILL
emplean rectingulos
pero los valores que
se quiere representar

20 MILL.

fig. 7

20 MILL.

1931 fig. 8

son proporeionales alasdreas
de dichos rectingulos. Para
realzar el efecto de la repre-
sentacién se han dibujado

fig. 9
dos obreros de tamafo adecuado
al rectingulo respectivo. Supri- RIOJAJ NAVARRA
miendo los rectingulos queda 147, gggA%?N

una figura utilizable en carteles
de propaganda, anuncios, esta-
disticas, ete. (fig. 8). ey

4.° La figura 9 representa CENTRO

el valor del comercio mundial e CAST_%LA -LEON
(suma de importaciones y expor- ANDALUC/IA 55‘}'2)\?
taciones de todos los paifses) en 677'-3‘; S 7on.

1928 vy 1931. Las dreas de los dos
semieirculos son proporcionales
a las cantidades que se quieren
comparar.

5.2 Lafignra 10 representa
106

PRODUCCION TOTAL 307.093 Ton.
fig. 10



la produceién remolachera delas distintas regiones espaiiolas en el afo
agricola 1934-35. Las dreas de los sectores son proporeionales a las pro-
dueciones.

103. Diagramas cartesianos.—En los estudios matematicos
y en sus principales aplicaciones tienen mayor utilidad otros fipos
de representacion grafica llamados diagramas cartesianos, que
vamos a explicar medianfe un ejemplo.

En el trascurso de un dia se han registrado las temperaturas
siguientes:

m. neche m. dia m. noche

124l SEner ] S8 Al 03] 12 F @Al s6 18212 055 2

3,1°|2,5°|2,2°(2,0°|3,6°| 6,1°(8,3° [11,9°[11,5°6,5°( 4,2°| 2,5°| 1,2°

Podemos representar graficamente esta variacion de tempera-
tura marcando, sobre un borde de una hoja de papel milimétrico,
las horas (fig. 11) de modo que cada intervalo de dos horas co-
rresponda a 1 cm de longitud. Tracemos, por cada uno de estos
puntos, recfas perpenticulares a dicho borde y fomemos, sobre
ellas, segmentos proporcionales a las temperaturas, para lo cual
basta suponer que 1° equivale a una cierfa longitud, 1 cm por
ejemplo. Lniendo, finalmente, por una quebrada los exfremos de
dichos segmentos tendremos una linea que es la representacion
grdfica de las variaciones de femperatura. '

Es conveniente graduar el borde paralelo a estos segmentos
para simplificar el trazado de la grafica.

Los dos bordes que se graduan se llaman ejes cartesianos. El
conjunto de los ejes y la grdfica se llama diagrama cartesiano en
memoria del gran filosofo y matemadtico francés, del siglo XVII,
Descartes (Cartesius).

104. Concepto de funcién.—Todo diagrama cartesiano re-
laciona dos magnitudes. En el ejemplo anterior se han relacionado
tiempos y temperaturas. La grdfica nos permite conocer la tempe-
ratura en cualquier instante denfro del periodo de observacion.

En las disciplinas de cardcter experimental como la Fisica, la
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Quimica, la Biologia, la Economia politica, efc., tienen gran impor-
fancia estos diagramas que son el resumen de una porcién de
observaciones o experimentos, pero en el campo de la Matematica
fienen mas inferés otras graficas que se deducen de las ecuaciones.

TEMPERATURA

| 5=aai

73° e

80

.é_

r . \

“

1?24637’01224687'02
medianoche mediodlea m.eclvwo&e

fig. 11

Sea, por ejemplo, la ecuacién

s

y=2x 41

Si damos a x una sucesién de valores arbitrarios, obtendremos
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ofra sucesion de valores para y. Asi se ha formado el siguiente
cuadro:

X=—...|—4]|—3|—2|—1] O 1 2 d S P

Y =il | =8Bl =1 | 1 3 5] 7 I (50 st

Las cantidades x e y no tienen un valor fijo; por eso se llaman
CANTIDADES VARIABLES 0, simplemente, VARIABLES. Pero, el valor
de y no es arbitrario como el de x; por eso se dice que la varia-
ble y pepeEnDE de x o que es una FuncioN de x, Esta se llama
VARIABLE INDEPENDIENTE.

RECIBE EL. NOMBRE DE FUNCION TODA VARIABLE CUYOS
VALORES DEPENDEN DE LOS VALORES QUE ALCANCE OTRA
VARIABLE INDEPENDIENTE.

De acuerdo con estas definiciones podemos decir, refiriéndonos
al ejemplo del parrafo 103, que la temperatura es funcién del fiempo.
También el drea de un circulo es funcion del radio. La primera de
estas funciones se llama empirica, porque la relacion entre sus va-
riables no puede expresarse mediante formulas, en cambio la rela-
cion entre el drea de un circulo y su radio se expresa mediante la
formula

¥ = ™ x2
Estas funciones se llaman matematicas y son las que estudiare-
mos en lo sucesivo.

Observacion:

Como ya hemos advertido, la férmula que expresa una funcién
matemdtica es una ecuacion con dos incégnitas, de modo que la
represenfacion grdfica de la funcién puede también interpretarse
como una representacion grdfica de dicha ecuacion y de todas sus
equivalentes.

105. Representacién grafica de una funcién.—Para repre-
sentar graficamente una funcién se utiliza un diagrama carfesiano,
pero, teniendo en cuenta que las dos variables pueden recibir,
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indistintamente, valores positivos y negativos, no conviene tomar
como ejes dos bordes del papel. Trazando los ejes en la posicidon
que indica la fig. 12 pueden fomarse los valores positivos de la

Y

P,

o D s 7
f | Drimep cuadrente

A
Sequndo cvadrentes |

<
|

Tercer cuadrante ™3

—

._5_”

s
ST

-y

-

' Cuarto cuadrante

Londn

fig. 12

variable x a la derecha del origen, en el eje X (llamado eje de
abscisas), y los negativos a la izquierda del origen.

Los valores posifivos de la variable y se toman por encima del
origen, en el eje Y (llamado eje de ordenadas) y los negativos por
debajo del origen. :

Los ejes coordenados dividen el plano del dibujo en cuatro
cuadranfes segun indica la fig. 12.
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OB=y:=3
Al punto P: corresponden los valores
Xo — — 3
= 4:5

Al punto P; corresponden

X 1:7
L .v.‘] = 2v3
Al punto Ps corresponde
X = 1
Vit — i

il ik o il o

El punto P; tiene la abscisa O A=x; = 2 vy la ordenada

Cualquier punto del
eje de abscisas tiene su
ordenada nula.

Cualquier punto del
eje de ordenadas tiene
su abscisa nula.

SE LLAMAN COOR-
DENADAS DE UN PUN-
TO EL PAR DE NUME-
ROS FORMADO POR LA
ABSCISA Y LA ORDE-
NADA DE DICHO PUN-
TO.

Las coordenadas del
origen son (0, 0).

Ejemplo:

Representar la grifica
de la funcién

y=2x+1

Basta marecar los pun-
tos cuyas coordenadas
son los pares de valores
que indica el cuadro del
parrafo 104. Uniendo di-
chos puntos se obtiene la
grafica de la fig. 13.
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EJERCICIOS

1. Interpretar el siguiente grdfico (fig. 14) relativo a los capitales in-

gresados en un Banco (’.ﬁ‘pm}nh

2. Interpretar el siguiente grdfico (fig. 15) relativo a las toneladas de
fﬂ'bﬂ'('r'} E!H;JOJ'(NH"-‘!’S en l’ﬁ-‘)‘ pPa ises l".'l’j)n"f’sﬂf'?l'.h“"

550

500

450

400

350

300

250

200

150

MILLONES DE PESETAS

100

50

fig. 14

3. El consumo de azitcar por ha-
hitante en los paises indicados, duran-
te el ano 1933, ha sido el siguiente:

Dinamarca 54 kg.

Estados Unidos 49 »

Inglaterra 45 »
Swecia 42 »
Suiza 42 »
Holanda 41 »
Argentina 30 »
Bélgica 28 »
Franeia 25 »
Alemania 23 »
Espana 12 »

Representar estos consumos por el
sistema de rectdangulos de la misma
hase.

4. Esta produccién remolachera espanola en el ano agricola 1933-34

ha sido la siguiente:

Rioja-Navarra-Aragén. . .
Castilla-Leon-Alava . . ...
Andalictd 215119, | ootk

Centetliigalll .o otiddton

‘‘‘‘‘‘‘‘ 112,118 toneladas
.......... 77.788 »
........... 36.556 »

.......... I1.888 »

Construir un grdfico de estas producciones por el sistema de sectores.

INGLATERRA
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5.  Representar el diagrama de temperaturas de wun enfermo de palu-
dismo.

Cada dia se ha tomado tres veces la temperatura del enfermo: a las seis
de la maniana, al mediodia y a las seis de la tarde. :

GCGRAFICO COMPARATIVO DE LA
PERJSISTENCIA DE LOS PERFUMEYS

HORAS 1DIA HORA/ 2 DIAS

O 2 6 6 B 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40 42 44 46 48

- ]
-1 Tt

VARIOS DIAF DE EMANACION DELICIO/A
e

UN PERFUME
CORRIENTE
EN 2 HORAS

DA EL MAXIMO

Y JE EXTINGUE
COMO FUEGO

DE VIRUTAJ/

fig. 16
bt
15
1
3
12 i /
n [ y \ 1]
1] | \ J/ \1J
q | [/
1 B
7 I
6 I
5 y
4
3
2 7
:1
SEP OTB NOV DIC . ENR FEB MAR ABR MAY JUN JUL ABD SEP OTB MOV DIC_ENR FER MAR ABR
% N i SATR e B e v L DR )
1920 1050 131
fig, 17



T
Ny ¥ o e
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o = v
760"
£5
FES = LSO -
f A\
- mjn . i, N L
Ta0 2 i ¥ N - ¥
N7 i 1
45 TN
22N
" T d
90%
602 R Y
50,% —r— = M \MJ I il . P il =
O/?é_}-d..._h 815 | = 2 1_ 7o o L i
1 254567 8 9/oNI2131415/6I17/51902082 2223242526 2728293031
fig. 18
Primer dia: 37,0°C 57,5 36,9°
40° TXH Sequndo dia: 36,5° 39,4° 41,1°
TR TV Ttz gundoglia: 36,5 39,40 di;1
: L T T e P 90 =0 ‘ 70 97 00
150! r; e Al g Tercer dia: 38,57  38,7% 37,2
L \ f :-jr:wv:j\_/ [ / / 1l cuarto aia: 36,30 37,6° 37,0°
TN [ VY \ Quinto dia:  36;8°  40,8° 37,0°
25°) Sexto dia: 36,1 36,7° 56,4°
b o RNy Séptimo dia: 37,2° 37,6° 37,0°
“ ke r, = - :
r ’r e f:,'t }\/ (| Octavo aia: 36,9 57,37 36,80
. Al = - 7
3 f (‘ YT 6. Interpretar el anwncio de
i RRRRERNN la fig. 16 del que solo hemos su-
] " AROS" BRERRRY wimido el nombre del perfume.

7. Interpretar el diagrama
de la fig. 1T que representa la
produccion  Tobis - Klangfilm en los primeros tiempos del cine sonoro.
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8. Deducir del diagrama de la fig. 18 las temperaturas, presiones y
humedades que corresponden a los distintos dias del mes.

9.  Deducir del diagrama de la fig. 19, las temperaturas extremas qite
ha tenido Madrid los dias 16 de Julio del siglo actual.

10.  El crecimiento de la Deuda Interior del Estado espamol, en los
veinte anos ultimos, expresada en millones de pesetas, ha sido el siguiente:
1916 6.582
1917 6.651
200 N, 1918 6.715

AN 1919  6.734
-ﬁfg- Foneleds 1920  8.384
1921  8.369
1922  8.376

8o ./\_V\‘\ 1923  8.371
5 1924  8.377
COBRE 1925  8.351

40 \f\iﬂﬁf' tonelade 1926 8.400
1927 8.655

3o \/\/\b 1928 8.658
e 1929  5.293

20 [ 1930  5.243

1931 243

150

-

&n

1932 5.2435
Io 1933 5.244
1934 5.244
ar 1935  5.244
] Representar

grdaficamente
9L WIERRO-NES G:M. 5. CLENSLANG esta variacion.

__‘_,_-\_ﬂ;p tonelada SN L
JL [ 3 i

zacion media
anuwal de la

: - DeudaExterior
| | 1 1 durantelosdiez
1929 /1930 /931 1932 /933  .mos wltimos
flg. 20 fuélasiguiente:
1925 84.61 1929 85,18 1933 80,10
1926 82,29 1930 82.55 1934 83,63
1927 84,24 1931 76,12
1928 89,34 1932 76,35

Representar grdficamente la marcha de la cotizacion.
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12, La cotizacion media mensual de la deuda ferroviaria al 5°/,, en el
primer semestre del ano 1935, ha sido la siguiente:

Enero 99,77 Abril 101,15
Febrero 100,82 Mayo 101,43
Marzo 101,55 Junio 102,30

Representar gidficamente esta variacion.

200

Azucar cusano-Centrifuge 96°
150 |- Sh. por tonelads

: i W
00 v g
do -
o
do —\f\’\’\ -
b Trico-N°2N, Manilova. Sh. por 496 /ibres
‘;o B ', “-. i
5 LANA- Denigues por 8o, & N0 ren o rensne
0 » v

CARNE VACUNA

ENFRIADA 3
3\ Sh.por'8 hibras. e N
1 CADUTCHOUC., % 1 ™.
2 Penigues - por lbre. =7
] | ] |
1929 1930 193/ /932 1933
fig. 21 -

13, Imterpretar los diagramas de las figs. 20 y 21 que representdy
las variaciones de precios de las principales materias primas en el quin-
quenio 1929-33,
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14. La Marina espaiiola ha consumido en los afios que se indican lag
siguientes toneladas de carbén nacional y extranjero:

Nﬂ:_ip_l-l_a] Extranjero
1929 427.1056 12.195
1930 431.037 16.332
1931 573.581 14.323
1932 334.977 6.006
1953 206.783 3.743

Representar las grdficas correspondientes sobre un diagrama cartesiano.

15, La produccion mundial de acero expresada en miles de toneladas,
ha sido la siguiente:

Afios  Europa &mérica_ Afios Europa América
1929  59.069 59.395 1931  39.810 27.800
1930 49.523 = 42.832 1932 33.174 13.729

Representar con un diagrama estas variaciones.

1i7



LECCION 23
PROPIEDADES DE LA FUNCION LINEAL

106. Representacién gréfica de la funcién lineal.—Obser-

vando la grafica de la funcién
v=2x+1

representada en la fig. 13, surge la sospecha de que dicha repre-
sentacion debe ser una recta. '

Para convecernos de ello, tracemos (fig. 22) las ordenadas de
los puntos de abscisa enfera

...... e o e e B
y por los extremos de estas ordenadas tracemos las rectas
AB €Dy BE o GH - L) K,

paralelas al eje de abscisas, de manera que se formen los tridngulos
rectangulos
ABC , CDE , EFG , GHI , IJK , KLM

Todos estos tridngulos fienen iguales los catetos paralelos al
eje de abscisas, porque fodos ellos miden 1 cm.

También son iguales todos los catetos paralelos al eje de orde-
nadas, pues, segiin se deduce de la tabla del parrafo 104, tienen
una longitud de 2 cm.

Por consiguiente

A A
A= =0

lo cual nos dice que el segmento CE es prolongacion de AC.

Del mismo modo, por ser
Fa3

A
C =K
el segmenfo EG es prolongacién de CE.

Y siguiendo este razonamiento quedard demostrado que los
puntos A, C,E, G, 1, K, M estdn en una linea recta.

Si representamos cualquier ofra funcién cuyo valor sea, como
la anterior, una expresion de primer grado en la variable x, también
se obtiene una linea recta.
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Consecuencia:

LA REPRESENTACION GRAFICA DE UNA FUNCION DE PRI-
MER GRADO ES UNA LINEA RECTA.

Por estfo, estas funciones se llaman lineales.

Para representar una funcion lineal basta trazar dos de sus
sunfos y unirlos por una recta.

Ejemplo:
Representar la funcion lineal
y = —x—8
Para x = 0 se obtiene y = — 3
Para x = — 3 se obfiene y = 0

Marcando sobre un sistema de ejes (fig. 23) los punfos Ay B
cuyas coordenadas son, respectivamente, (0, —3) y (— 3, 0)
resulta que la recta AB es la grdfica pedida.

La forma general de las funciones lineales es

y=mx + n_

donde m y n son dos constantes cualesquiera que se llaman pa-
rametros.

107. Funciones lineales homogéneas.—Cuando el segun-

do parametro, n, vale cero, la funcion se llama homogénea.
Ejemplos:
1. La funeién lineal
y = dxl— 3 5

no es homogéna porque su segundo parametro, 3, es distinto de cero.

2. La funcidn lineal
¥y = 5%
es homogeénea, porque su segundo pardmetro vale cero, lo cual se ve
escribiendo dicha funcién en la forma
y=58x 4+ 0
La forma general de las funciones lineales homogéneas es
y = mx
Observemos que, cualquiera que sea el valor del parametro m, para
x = 0 siempre se obtiene el valor y = 0.
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Consecuencia:

LA GRAFICA DE UNA FUNCION LINEAL HOMOGENEA ES
UNA RECTA QUE PASA POR EL ORIGEN DE COORDENADAS.

Ejemplo:

Representar la funcién lineal homogénea

y — 3 X

Dando a & el valor 1, resulta y = 3; bastara, por consiguiente, unir el
punto A (fig. 24) de coordenadas (1, 3) con el origen de coordenadas
para obtener la grifica pedida.

Al variar el parametro m varia la posicién de la recta y, por tanto, se
altera el angulo que ella forma con el eje de abscisas. Por eso el parimetro
m se llama coeficiente angular de dicha recta.

108. Propiedades de la funcion lineal homogénea.—La
funcién lineal homogénea y = m x establece una corresponden-
cia entre los valores de las variables x é y. Esta correspondencia
posee tres propiedades muy notables,

1. Los valores de las variables x son homogéneos y los de
la variable y también lo son.

Esta propiedad es evidente, pues fanfo los valores x como los
de y son niimeros abstractos.

2.* A cada valor de la variable x corresponde un valor de la
variable y.

Esta propiedad también es evidente, porque cualguiera que sea
el valor de x, basta mulfiplicarlo por el paramefro m, para ob-
tener el valor correspondiente de y.

3. Larazoén de dos valores cualquiera de x es igual a la ra-
z6n de los valores correspondientes de y.

Para demostrar esta propiedad sean x, y x, dos valores de
la variaple independiente. Llamemos yi é y: los valores de la
funcién.

Tendremos

L

(LA

m X,
m X,

Il

.,

Dividiendo miembro a miembro estas igualdades tendremos
Y1 A0 m X LRy

AE] m X Xo
lo cual demuestra la tercera propiedad.
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Observemos que estas tres propiedades de la funcién lineal
homogénea son las mismas de la proporcionalidad directa esfu-
diadas en el parrafo 74.

Podemos decir que:
LAS DOS VARIABLES LIGADAS POR LA RELACION vy = m x,
" SON PROPORCIONALES.

%3-'%
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Recfprocaméhte, 'si las variables x ¢ y son proi:oi'cibﬁa]ea

podremos formar con los valores de la primera

X3 o

y los correspondientes de la segunda

X

M Ys Ya oonnn

Y1
las igualdades siguientes

SeTeL]

Bynsaxanyl

Yy

EEatazads

T

{22 EEAEs

WSS S )

o

i
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‘Llamando m a la constante de proporcionalidad, o sea; el
valor comiin de estas razones fendremos
Yi-= X5 | 5 Yo = MXg 0 Vo =Xy 4 Vi = I0Zy
y en general
Yy = mx
Por consiguiente, si dos variables x é y son proporcionales
sus valores estfan ligados por una relacion de la forma
¥y = mx
Dicho de otro modo: _
SI DOS VARIABLES SON PROPORCIONALES, CUALQUIERA DE
ELLAS ES FUNCION LINEAL. HOMOGENEA DE LA OTRA.

EJERCICIOS
Representar grdficamente las funciones
1. y=2x% y=—92x +i2 7 y=—2x—2
2. yz‘;x i y:%x—;-? AR y:%x—?
O e o y=4x+ 1 i y=4x—6
4. y:——%x,, y:—%x—i—l- s y:—%x—-ﬁ
5. y=0 o y=4 L) y=—4

Representar grdficamente las ecuaciones.
6. y—3x—1=0 +,, ¥ Ixi4+1=0 ,, y4+3x—1=0
7. 2y—x+2=0 ,, 2y—x=2=0 ,, 2y—x=0

8 2x—y=0 w 2X—y+3=0 ,;, 2x—y—3=0
9 53x—3y+6=0,, 5x—3y+1=0

10, x—0.y—3=0,, x—0.y+4 4=

11. x—1=0 n E+3=0

2, ' x=2 yil XK=}

13.  Expresar el peso de un cuerpo como funcidn de su volumen.

4. ;Cual es la constante de proporcionalidad entre la longitud de una
circunferencia y su didmetro?

15. ;Qué papel desempena la velocidad en la formula del movimiento
uniforme?

16.  Representar el diagrama de espacios y tiempos en wn movimiento
uniforme cuya velocidad es de 4 km por hora.

17.  La intensidad I de la corriente eléctrica que atraviesa un conductor
es funcion lineal homogénea de la tension E entre sus extrémos.
Erpresar la relacion entre ambas variables. ;Qué nombre recibe,
en este caso, el coeficiente angular de la funcién?
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LECCION 24
PROPORCIONALIDAD DE SEGMENTOS

109. EI primer teorema de Tales *.—Si tenemos dos rectas
concurrenfes ry r (fig. 25), las cortamos por un haz de rectas pa-
ralelas, a, b, c... k... y llamamos correspondientes a cada dos
puntos

Ay AT By B LG a A S S ) LGN RS
que estan sobre una recta del haz, quedard establecida, también,
una correspondencia entre los segmentos de las rectas r y r'. Por
ejemplo, al seg-
menfo A B corres-
ponde el A’B’; al
B C corresponde
el B C syl A €
corresponde el
A’ C; al BK co- a
rresponde el B'K’,
efcéfera. 5

Esta correspon- / 8’ \
dencia tiene dos ¢ £ =
propiedades nota- / \
bles: o D i

1.* 'Es unifor- 2
me, pues, cualquie- . /
ra que sea el seg- e
mento de la recta
r, siempre le corresponde uno solo de la recta r’ y reciprocamente.

2.7 Sidos segmentos AB y C D son iguales, también son
iguales sus segmentos correspondientes A’B’ y C' D’.

En efecto: trazando por A’ y C’ las paralelas a la recta r se for-
man dos friangulos A’ B’B” y C' D’ D”.

fig. 25

* Talesa_é-MiIelo, filosofo griego (639-548 antes de ]. C.)
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Estos dos fridngulos son iguales por fener

S5 D R L por correspondientes entre las paralelas b, d y
,\ v la secante r'.
D= e por correspondientes enfre las paralelas A’ B”,
C’ D” y la secante r.
ABi=AB

A’ B” = C'D” por ser ‘ como segmentos de

| CD’"=CD
rectas paralelas interceptados por rectas paralelas y como
AB=CD, en virtud de la hipodtesis, se deduce la iiguaidad
de los segmentos A’B” y C D".
De la igualdad de los triangulos A'B’'B” y C' D’ D" se deduce
A'B = €D’
como queriamos demostrar.

3.* Si un segmento E F (fig. 26) es suma de G H y M N, tam-
bién su correspon-
diente E’ F’' es suma
deG'H y M'N'.

En efecto: por ser
EF=GH-+MN
podremos descompo-
ner el segmenfo E F
en ofros dos segmen-
tos, E y F, de mane-

ra que
E=GH,, F=MN
De estas dos igual-
dades se deduce, en
virfud de la propie-
i dad 2.2.
E X —( H
; X'F=MN
y sumando miembro a miembro, se obtiene
EF=GH {|+MN
como se queria demostrar,

Recordando lo dicho en el parrafo 74, vemos que los seg-
mentos sifuados sobre las rectas ry ' cuando estan relacionados
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mediante un haz de paralelas, son proporcionales. Esta propiedad
constifuye el PRIMER TEOREMA DE TALEs:

LOS SEGMENTOS QUE DETERMINA UN HAZ DE PARALELAS
SOBRE DOS SECANTES SON PROPORCIONALES,

110. Teorema reciproco.—Sienel friangulo A B C (fig. 27)
se traza una recta D E, paralela al lado A B, se verifica, en virtud
del primer teorema de Tales, la pro- Féd
porcion

APDSPDEC=BE:EGC

Reciprocamente: si suponemos que
la recta D E divide a los lados CA y
C B en segmentos proporcionales, dicha E
recta es paralela al fercer lado A B. D E
Hipdtesis: la proporcion anterior.
Tesis: DE|AB
Demostracion: A B
Si DE no fuese paralela a AB, po- fgsy
driamos trazar, por D, una recta, DE’, que lo sea, y, aplicando
el primer feorema de Tales a las secantes CA, CB vy las parale-
las AB y DE’ tendriamos

AD: DC=BE :EC

y comparando esta proporcion con la hipétesis se obtiene
BE D EG — BE = EiC
y aplicando a esta proporcién la propiedad Ill del parrafo 39, ten-
dremos
(BE-|+EC):(BE L-EC)=BE:BE
B CiaBEBs— B E B E:
y como los términos de la primera razén son iguales, también

serdn iguales BE y BE’, lo cual significa que los puntos E y E’
coinciden y que la recta DE es paralela a AB.

129



Consecuencia:
TODA RECTA QUE DIVIDE A DOS LADOS DE UN TRIANGULO
EN PARTES PROPORCIONALES ES PARALELA AL TERCER LADO.

111. EI segundo teorema de Tales.—Si frazamos por A
(fig. 28) la paralela, A A”, a la recta r' y aplicamos el primer teore-
ma de Tales al triangulo

V B B' cortado por la recta

A4
A A” se obiiene la propor-
cion '
4 & B'A":BB=VA:VB

y si en vez de B’ A” susti-
fuimos A A’, ya que ambos

B 3 B son iguales como segmen-
/ A’ \’ tos de paralelas comprendi-
r dos enfre paralelas, resul-
I tara
s AA:BB=VA:VB

Esta proporcion consfifuye el segundo teorema de Tales, que
puede enunciarse asi:

LOS SEGMENTOS DE PARALELAS INTERCEPTADOS POR LOS
LADOS DE UN ANGULO SON PROPORCIONALES A LAS DISTAN-
CIAS ENTRE DICHAS PARALELAS Y EL VERTICE CONTADAS
SOBRE UN LADO DE DICHO ANGULO.

EJERCICIOS
1. Completar las siguientes proporciones relativas a la fig. 25:
BC:4C= = VA: VC=
ARK:CD= BC:AC=
J: Wi W Sl S A s B KV:Vd =

2. Si ABCD (fig.29) esun paralelogramo y E G || A C demostrar
que B F = F (.

3. Si ABC y ADE (fig. 30) son dos D G c
tridngulos isésceles demostirar que
DE||BC. E

4. Demostrar que las diagonales de un tra-
pecio se . descomponen mufuwmente cn B
cuatro segmentos proporcionales. A fig. 29
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Demostrar que el segmento que une los puntos medios de los lados

de un trapecio es paralelo a las bases e igual A
a la semisuma de éstas.

Dividir un segmento dado en un cierto ndmero

de partes iguales.

Construir un tridngulo conociendo a, b y la

mediana me . D
Construir un tridngulo conociendo las alturas

ha , hp , ¥y Mme.

Construir un tridngulo conociendo ¢, ma y he B
fig. 30
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LECCION 25

PROPORCIONALIDAD DE SEGMENTOS
(CONTINUACION)

112. Segmentos proporcionales situados sobre dos rec~
tas paralelas.
Teorema:
UN HAZ DE RECTAS CONCURRENTES DETERMINA, AL COR-
TAR A DOS RECTAS PARALELAS, SEGMENTOS PROPORCIONALES.
Demostracion:
Sean r y r (fig. 31) las dos rectas paralelas y V el vértice del
haz de rectas concurren-
\74 tes. Aplicando el segun-
i do teorema de Tales al
fridngulo V AB cortado
/ por la recta r’ tendremos

A |5 K A AB:AB =VB:VPB

Aplicando el mismo feo-

r rema al fridngulo VCD,
/A B \C \D fendremos

@i b ¢ d CD:CD =VD:VD’

y como, en virtud del pri-

fig. 31

mer teorema de Tales se verifica
VB:VE = VD:VD
resulta la proporcién
AB:AB =CD:CD  osea AB:CD=AB:CD"
como se queria demostrar.

113. Construcciéon de cuartos proporcionales.— Se llama
cuarfo proporcional a fres segmentos dados a, b y ¢, un nuevo
segmento x que forme con ellos la proporcion

a:b=¢c:x

Para construir el cuarto proporcional puede emplearse la si-
guiente regla:
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Sobre dos rectas concurrentes (fig. 32) se foman los segmentos
VA =a = VB =b o V@€ =l¢
de manera que los dos primeros estén sobre una de las rectas
y el tercero sobre la ofra recta.

Trazando por B la paralela a la recta A C se obtiene el punto
X, tal que el segmento VX es el
cuarto proporcional pedido.

En efecto, segiin el primer
teorema de Tales se verifica la
proporcion

VAR VB =VNGC: VX
Observacion:

También se obtiene el cuarto
proporcional colocando los da-
|y e tos a ambos lados del vértice V
(fig. 33) y siguiendo, por lo de-
fn mas, la regla anterior.

114. Construccion de terceros proporcionales.—Recibe
el nombre de tercero proporcional a dos segmentos dados a y b,
un nuevo-segmenfo que forme con aquéllos la proporcién

a:ib=b.:x

La consfruccion
de un tercero pro-
porcional se hace
del mismo modo
explicado para ob-
tener los cuartos B
proporcionales, sin :
mds particularidad
que los. segmen-
tos by ¢ son igua-

les. . fig. 33

115. Descomposicién de un segmento en partes propor-
cionales a dos segmentos dados.—Sea A B (fig. 34) el segmen-
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to que queremos descomponer en dos partes proporcionales a los

segmentos m y n.
Tracemos por los puntos A y B dos semirrectas paralelas diri-

D
-~ .‘\?
Ak — =B

|

N
C.
fig. 34
gidas en senfidos opuestos y llevemos sobre ellas los segmentos

AC=m i BD=n
uniendo los puntos C y D obtendremos el punto X que resuelve el

problema
En efecto, aplicando el segundo teorema de Tales se verifica la
proporcion
XA:XB=m:n
Observaciones:
1.* Si trazamos las semirrectas A C y B D’ en el mismo sen-
tido (fig. 35) y unimos los extremos C y D’ de los segmentos my n

A - B _X’

‘-é;,.l
fig. 35

situados sobre ellas, obtendremos el punto X’ que también verifica
la proporcién
XA:X’B=m:n
2.* En el caso del punto X (fig. 34) la descomposicién se llama

aditiva porque
AX4+XB=AB
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En el caso del punto X' (fig. 35) la descomposicién se llama
sustractiva porgue
XA—XB=ADb

116. Puntos que descomponen a un segmenfc en una
raz6n dada.—Queremos deferminar sobre la recta AB (fig. 36)
todos los puntos cuyas distancias a A y B estdn en la razon x.

i 1

A YR B X’
fig. 36

Si construimos dos segmenios cualesquiera m y n cuya razoén
sea

m:n=xXx

y aplicamos los procedimientos del pdrrafo anterior encontraremos
dos puntos, X y X’ que satisfacen la condicion exigida, puesto que
KA XOR—— y i =y . XA —agmeon— X

Dentro del segmenio A B no existe ofro punto disfinto del X cuya
razén de distancias a A y B sea x, pues si se verificara, también,

la igualdad
YA Y B =

tendriamos la proporcion
XATXB=YA:YB
de donde se deduce (pdrrafo 39 — III)
(XA+-XB):(YA+YB)=XB:YB
y como los términos de la primera razén son iguales por ser
XA+-XB=AB
YA+YB=AB
también seran iguales los términos X B ¢ Y B; por consiguiente
el punto Y debe coincidir con el X.
Del mismo modo puede demosirarse que fuera del segmen-

to A B solo existe, sobre dicha recta, un punto X’ cuya razén de
distancias a los punfos A y B es el niimero x.

En resumen:
SI TENEMOS SOBRE UNA RECTA DOS PUNTOS FIJOS A y B,
EXISTEN SIEMPRE SOBRE ELLA OTROS DOS PUNTOS X y X’ CUYA
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RAZON DE DISTANCIAS A AQUELLOS TIENE UN VALOR DADO.
UNO DE LOS PUNTOS, X o X', ES INTERIOR AL SEGMENTO A B
Y EL OTRO ES EXTERIOR.

Observaciones:

1.° Si el valor de la razén vale cero solo se obtiene el punto A.

2.° Si el valor de la razén vale 1 solo se obtiene el punto me-

dio de A B.
EJERCICIOS

1.  Construir un rectdangulo cuya base sea un segmento dado y que sea
equivalente a otro rectdngulo dado.

2. Construir un tridngulo isdsceles cuya base sea un segmento dado y
que sea equivalente a otro tridngulo dado.

3.  Construir dos segmentos conociendo su suwma y su razon.

4. Construir dos segmentos conociendo su diferencia y su razon.

5. Las dos ramas de un compds de reduccion (fig. 37) tienen su char-

|
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fig. 37

nela mévil, de forma que dichas ramas quedan divididas en seg-
mentos cuya razén puede valer 2 : 8 , 1:2 , 1:3 ete. Determinar
en cada caso la razén de las distancias entre las puntas del compds.
Prolongar o acortar un segmento dado de manera que la razén en-
tre el nuevo segmento y el primitivo tenga un valor dado.

Trazar por un punto 4 una recta cuya razén de distancias a dos
puntos By C tenga un valor dado.

Construir dos segmentos que sean inversamente proporcionales a
dos segmentos dados.

Descomponer un segmento en partes inversamente proporcionales a
varios segmentos dados.



LECCION 26
PROPIEDADES DEL TRIANGULO

117. EI teorema de la bisectriz.

Teorema:

TODA BISECTRIZ DE UN TRIANGULO DESCOMPONE AL LADO
OPUESTO EN DOS SEGMENTOS PROPORCIONALES A LOS LADOS
DE 8U ANGULO.

E Demostracién:

o ; Sea A B C (fig. 38)
: el tridnguloy CD una
‘ bisectriz. Trazando la
recta A E paralela a
esfa bisectriz, y apli-
cando el primer teore-
ma de Tales a las rec-
. tas BEyB A corfa-
A D B das por las paralelas
Bguids CD y AE tendre-

fnos la proporcién
DA:DB =CE:CB
Observemos ademds, que

A A
B— por alterno-infernos entre paralelas.
A A
E = T por correspondientes entre paralelas.
N Py b s »
L= 1 por ser C D bisectriz del dngulo .
De estas igualdades se deduce
A A
a = E

lo cual significa que el tridngulo A E C es is6sceles y, por con-
siguiente,
CEi= CA
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Sustituyendo este valor en la proporcién anterior fendremos
DA :DB=CA:CB

como se queria demostrar.

118. Teorema reciproco.—Si en el tridngulo ABC (fig. 39)
se verifica la proporcion

DA : DB=CA CB

la recta CD es bisectriz del dngulo 1,
En efecto: supongamos
que no lo fuese y sea CD’
la biseciriz dedichodngulo.
En virtud del feorema
directo tendremos
DAL D'BY=CA:CB
De esta proposicion y 4 . D o D B
la hipoétesis se deduce D89
DA:DB=DA:DB
lo cual, en virtud del pdrrafo 116, exige que los punfos D y D’
coincidan, ya que ambos son inferiores al segmento AB.

119. Aplicaciéon a la bisectriz exferior.—Si en vez de la
bisectriz interior del dngulo 7 consideramos la bisectriz exterior
CD’ (fig. 40), también se verifica la proporcionalidad entre los
segmenfos D'A y D'B y los lados del dngulo 7.

B

fig. 4'0

En efecto: trazando la recta AE’ paralela a la bisectriz exfe-
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rior CD’ y repitiendo literalmente el razonamiento expuesto en
el parrafo 114, se llega a la proporcion
D’A:D'B=CA%'CB

y queda demostrado el siguiente

Teorema: '

LA BISECTRIZ EXTERIOR DE UN ANGULO DE UN TRIANGTU-
LO DESCOMPONE AL LADO OPUESTO EN DOS SEGMENTOS PRO-
PORCIONALES A LOS LADOS DE DICHO ANGIULO.

Observacion:
El reciproco de este feorema también es cierfo y se demuestra
del mismo modo expresado para el caso de la bisectriz interior.

120. EIl baricentro de un friangulo.

Teorema:

LAS TRES MEDIANAS DE UN TRIANGULO CONCURREN EN
UN PUNTO.

Demostracion:

Sean AD «y BE (fig. 41) dos medianas del friangulo A B C.

C Por ser E y D los

punfos medios de los
lados AC y BC, res-
pectivamente,fendremos

BC: EA=DC:DB

y, por el feorema del
parrafo 110, resulta que
: la recta E D es paralela
A F B allado A B.
L En virtud del segundo
teorema de Tales podemos escribir la proporcion
AB: ED=ACHwEC
Aplicando el mismo teorema a las rectas concurrentes AD vy
B E cortadas por las paralelas AB y E D tendremos
AB:ED=GA:GD
en consecuencia, G A GD—AGC:EGE
y como el segundo miembro vale 2, tendremos en definitiva
Gea D=2
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Esta igualdad nos dice que la mediana B E corta a la mediana
A D en un punto G, interior a aquélla, cuya razén de distancias a
los extremos A y D vale 2.

Si repetimos el mismo razonamiento con las medianas AD vy
C F, veremos que su inferseccion descompone al segmento A D en
dos parfes cuya razon es 2.

Por consiguiente (parrafo 116) la mediana CF pasa por el
punto G. _

Este punto, comiin a las fres medianas, se llama baricentro del
tridngulo.

Observacion:

Conviene notar que el baricentro dista del vértice C doble que
del pie F de la mediana correspondiente a dicho vértfice.

EJERCICIOS g

1. Demostrar que el lugar geométrico de los puntos de un plano cuya
razon de distancias a otros dos puntos fijos tiene un valor constante,
es una circunferencia.

2. ;En qué se convierte la circunferencia del ejercicio anterior cuando
el valor de la razén es 1?

3. Construir un tridngulo conociendo el lado b, la razén a:c yla
altura hy .

4. Construir un tridgngulo conociendo el lado a, la razén b:c y el

dangulo 7,

Constrair un tridngulo conociendo el lado ¢, larazén a:b yel

dangulo 7§,
6i.  Construwir un tridngulo conociendo la suma a + b de dos lados
y los segmentos 1w y v en que descompone al tercer lado la bi-
sectriz.
Dados tres puntos alineados A, B, C' determinar un cuarto pun-
to X desde el cual se vean los segmentos A B y B C segiin dngu-
los iguales.

8. Dados cuatro puntos alineados A, B, (', D, determinar un quinto
punto X desde el cual se vean los segmentos AB, BC y CD se-
gin dngulos iguales.

9. Construir un tridngulo conociendo las medianas mp, me y el
lado a.

10.  Los lados de un tridngulo miden 65, 60 y 25 metros. Calcular los
segmentos en que quedan descompuestos estos lados por las tres bi-
sectrices interiores.

~1
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LECCION 247
LA SEMEJANZA DE TRIANGULOS

121. Definiciones.—Se dice que dos fridngulos son semejan-
tes cuando puede establecerse entre ellos una correspondencia de
vérfice a vérfice, de manera que los dngulos correspondienfes sean
iguales y los lados correspondientes proporcionales.

Los elementos correspondientes se llaman también homdlogos.

La razoén constante de cada par de lados homélogos se llama
razén de semejanza y nosofros la representaremos por la letra
griega p.

Para expresar que los tridngulos ABC y A'B’ C son se-
mejantes escribiremos

AABC~~ABC

Ejemplo:

Consideremos dos triangulos equiliteros ABC y A’ B C (fig. 42).
C

A ¢ B’
fig. 42
Si hacemos que se correspondan los vértices Ay A’, By B, Cy (¢’
resultarai:
1.° Los angulos homdlogos son iguales:

Fay
n="ua = H0°
Al A’

b= p =60
% VY

y =7 = 60°
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2.9 Los lados homoélogos son proporcionales:
ara=b:b=c:¢
puesto que
a=bh=c¢c -y a=h=¢

Estas dos observaciones nos permiten afirmar que dos tridingulos equi-
literos son siempre semejantes.

122. Teorema fundamental de la semejanza.

Teorema:

TODA PARALELA A UN LADO DE UN TRIANGULO DETER-
MINA OTRO TRIANGULO SEMEJANTE AL PRIMERO.

Demostracion:

Sea la recta B’ C’ (fig. 43) paralela al lado B C. Establecien-
do una correspondencia entre los tridngulos ABC y A B C de
manera que sean homologos los vértices A y A , By B,
Cy C, resulta que los dngulos homélogos son iguales

A A

o= o

A A _

B =5 por correspondientes

AT ’ entre paralelas
i

Aplicando los dos feoremas de Tales a las rectas concurrentes
AB y AC cortadas
por las paralelas B C y
B’ C’ tendremos las igual-
dades siguientes

AB:AB =AC:AC
=B C.: B D
Con lo cual queda de- °
mostrado el feorema.
p) Observacion:
B ¢. - Dela sucesion de ra-

fg:48 zones iguales, que aca-
bamos de escribir, se deduce (pdrrafo 38).

(AB+AC+BC):(AB+AC+BC)=9p
Lo cual nos dice gue los perimetros de dos tridngulos semejan-
tes estdn en la razon de semejanza.
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123. Primer caso de semejanza de friangulos.—Segiin
hemos dicho, la semejanza de dos triangulos exige la igualdad de
sus fres pares de angulos homoélogos y la proporcionalidad de sus
fres pares de lados homélogos, o sea, en tofal, cinco condiciones.
Pues bien, si se cumplen dos de estas condiciones también quedan
satisfechas las ofras tres. Asi aparecen los diversos casos elemen-
fales de semejanza de fridngulos que vamos a estudiar.

1. DOS TRIANGULOS SON SEMEJANTES CUANDO DOS AN-
GULOS DE UNO DE ELLOS SON RESPECTIVAMENTE IGUALES A
DOS ANGULOS DEL OTRO.

Demosfracion:

La hipétesis es (fig. 44):
N A A A
. B—=F

Llevando sobre el lado A B un segmento A B” que sea igual a
A’ B’ y trazando por B’ la paralela al lado B C, habremos formado

A

B’ ek

fig. 44
el friangulo A B” C” que, en virtud de lo demostrado en el pdrrafo
122, es semejante al A B C. Por ofra parte, los friangulos A’B’ C’
y A B” C” son iguales, porque tienen

&Y

s
= ABCY

N A

A’ B’ EAB“ 33 o =0 23

Por consiguiente
AABC~~ABC
como se queria demostrar.

>

-
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124. Segundo caso de semejanza.

2.2 DOS TRIANGULOS SON SEMEJANTES CUANDO TIENEN
UN ANGULO DE UNO DE ELLOS IGUAL A UN ANGULO QEL
OTRO Y PROPORCIONALES LOS LADOS QUE FORMAN DICHOS
ANGULOS.

Demostracion:

La hipétesis es (fig. 44).

A L N
0 = P AB :AB=ACLAC

Llevando sobre el lado B A un segmento A B” que sea igual
a A’ B’ y frazando por B” la paralela al lado B C, habremos for-
mado el fridngulo A B” C” que es semejante a A B C, segtin lo
dicho en el parrafo 122.

De esta semejanza se deduce la proporcion

A BABY ="AlQ AT
que fiene fres férminos A B, A B” (iguala A’B’) y A C coinci-
dentes con la proporcion admitfida en la hipétesis; por eso también
serdn iguales los cuartos férminos '
AC=AC"
En consecuencia, los tridngulos A’B'C' y A B’ C” son

' iguales por fener

N X
0= a AR —=AB’

33

i Al C. = A\C’
y en definitiva

AABC~~ABC
como queriamos demostrar.

125. Tercer caso de semejanza.

3.° LOS TRIANGULOS QUE TIENEN SUS TRES PARES DE
LADOS PROPORCIONALES SON SEMEJANTES.

Demosfracion:

La hipotesis es (fig. 44).

AP ARB = A G ANON Z AR AR =B C: B €&

Formando el tridngulo A B” C” del mismo modo que en los

dos casos anteriores se verificara como entonces
AABC ~ AB"C”
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De esta semejanza se deducen las proporciones
ABAB =AC - ANECT v AR AR —IBIEGE B SEE

y comparando estas proporciones con las que forman la hipétesis
se obtiene

AnE— NG B = B E=
y, como hemos tomado A’ B = A B”, resulta que los tridngulos
AB”"C” y A’ B C son iguales; por consiguiente,
! AABC ~A'BC
como queriamos demostrar.

126. Cuarto caso de semejanza.

4.° DOS TRIANGULOS SON SEMEJANTES CUANDO DOS LA-
DOS DE UNO SON PROPORCIONALES A DOS LADOS DEL OTRO
Y LOS DOS ANGULOS OPUESTOS A LOS DOS LADOS MAYORES
SON IGUALES.

Demostracion:

La hipétesis es (fig. 44).
AB AR —AE NG 1’3\=3 ; AC>AB ; A'C>A'B

Formando el triangulo A B” C”, como en los tres casos anfe-
riores, fendremos
AB:AB "=AC AT de donde se deduce ARG = AE"

Por tanto, en los tridngulos A’ B" C' y A B” C”, se verifica

AC>ADB
ARG AR
Segtin el cuarto caso de igualdad de tridngulos tendremos

AABC = A B C
AABC ~_ A B C
1 como se queria demostrar.
EJERCICIOS

1. Los lados de dos tridngulos A BC y D E I tienen las longitu-

des siguientes:

r ’ ” r " A /?:\‘
AB=AB” ,, AC=AC" ,, F=AB'C"

por consiguiente

a— 15 cm d = 10 em
b= 12 em e = bem
c'=2'0em = 8cm
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Determinar si dichos tridngulos son semejantes y en caso afirma-
tivo sefialar pares de elementos homdlogos.
Un tridngulo A B C tiene los siguientes elementos:

a = 58 m g ="146°
bh=28m B = 20°
c=T4dm = e

Caleular los elementos de un tridngulo semejante cuya razén de se-
mejanza sea 1 : 100.

Los lados de un tridngulo miden @ = 27 em ; b =33 cm ;¢ = 12 cm.
Construir un tridngulo semejante al anterior y cuyo perimelro
sea 16 cm.

Construir un triangulo semejante a otro dado conociendo una al-
tura. '

Clonstruir un tridngulo semejante a otro dado conociendo una bi-
sectriz. :

Construir un tridngulo semejante a otro dado conociendo una me-
diana.

Construir un tridngulo equildtero conociendo su alfura.

Construir un tridngulo conociendo sus tres alturas.

Determinar la razdn entre las medianas homdlogas de dos tridngu-
los semejantes.

Determinar la razén entre las bisectrices homdlogas de dos tridngu-
los semejantes.



LECECION 28
LA SEMEJANZA DE TRIANGULOS

(CONTINUACION)

127. Semejanza de fridngulos isosceles.—Los casos ele-
mentales de semejanza de friangulos estudiados en la leccion ante-
rior, se simplifican cuando los fridngulos ofrecen alguna particula-
ridad. ' )

Por ejemplo, si los dos triangulos son isdsceles se verifican los
siguientes feoremas:

1. DOS TRIANGULOS ISOSCELES SON SEMEJANTES CUANDO
UN ANGULO EN LA BASE DE UNO DE ELLOS ES IGUAIL: A UN
ANGULO EN LA BASE DEL OTRO.

Demostracion:

La hipétesis es (fig. 45)

A 8=¢
Por ser isosceles
los fridngulos ABC
A y A'B’'C’ tendre-
mos

A A A

gt 6\ =

de donde se deduce
A A

HiSE== i

y en virtud del pri-

’ﬁ” Y\ mercaso de seme-
B £ b C’ janza resulta (pa-
o rrafo 123).

AABC ~~A B C
como queriamos demostrar.
2.9 DOS TRIANGULOS ISOSCELES SON SEMEJANTES CUANDO
TIENEN IGUALES LOS ANGULOS OPUESTOS A LAS BASES.
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La hipotesis es (fig. 45).
A.
T F S —— e 1

como, por ofra parfe, se verifica la proporcion

AB=AC

A Bi=A"C

resulta, en virtud del segundo caso de semejanza (parrafo 124),
AABC ~~ A’'B C

AB:AB =AC:AC puestoque

128. Semejanza de tridngulos rectdangulos.

En el caso de dos tridngulos rectdangulos se verifican las si-
guientes propiedades:

1. DOS TRIANGULOS RECTANGULOS SON SEMEJANTES SI
UN ANGULO AGUDO DE UNO DE ELLOS ES IGUAL A UN ANGU-
LO DEL OTRO.

Demostracion:

La hipotesis es (fig. 46)

p=p
C
C‘!’
7
a £ a’
A B A B’
fig. 46
. A A!
y como, por ofra parte, se verifica »= 2" = 90°, estamos en el

primer caso de semejanza (parrafo 123) y resulta
AABC~ABC

como queriamos demostrar.
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2. DOS TRIANGULOS RECTANGULOS SON SEMEJANTES SI
DOS CATETOS DE UNO DE ELLOS SON PROPORCIONALES A LOS
CATETOS DEL OTRO.

Demostracion:

La hipotesis es (fig. 46)

AB AB =—AC  AC
y teniendo en cuenta que los dngulos formados por dichos catetos
son iguales, estamos en las condiciones del segundo caso de se-
mejanza (pdrrafo 124) y por consiguiente
DABC o>x A BaC
como querfamos demostrar.

3.2 DOS TRIANGULOS RECTANGULOS SON SEMEJANTES SI
LA HIPOTENUSA Y UN CATETO DE UNO DE ELLOS SON PRO-
PORCIONALES A LA HIPOTENUSA Y UN CATETO DEL OTRO.

Demostracion:

La hipétesis es (fig. 46)

AB TAB =BCI:"B C
y como, por otra parte, el dngulo » opuesto al mayor de los
lados BC y AB (o sea, la hipotenusa BC) es igual al dngulo «’
opuesto, a su vez, al mayor de loslados B'C y A'B’ (o seala

hipotenusa B’C’), estamos en el cuarto caso de semejanza (péd-
rrafo 126) y en consecuencia

AABC ~~ A’B C
como queriamos demostrar.

129. Tridngulos de lados respectivamente paralelos.

Teorema:

DOS TRIANGULOS QUE TIENEN SUS TRES PARES DE LADOS
RESPECTIVAMENTE PARALELOS SON SEMEJANTES.

Demostracion:

La hipdtesis es (fig. 47)

AB [ Br s, 205 ABEINBOGLI T 3170100 Bl Cae
149



Como consecuencia del paralelismo de los lados se obtienen
las siguientes conclusiones:
1.* Los dngulos « y « soniguales o suplementfarios.

220 e » fy B » » » »
3% » » vy ¥ » » » »
C
7

a i
A B A B
fig. 47
Los tres pares a la vez no pueden ser suplementarios, pues en-
fonces
) (BF) + (r +p ) =180 4 180° 4+ 180°
lo cual es imposible, pues la suma de esfos seis angulos ha de va-
ler 360°.
Tampoco pueden ser suplementarios dos pares, pues si fuese
« + « =180°
}~ F- = 180"

sumando miembro a miembro estas lgualdades tendremos

a | a BBy =1360° 4 7
lo cual es imposible, por la misma razén expuesta en el caso an-
terior.

Ahora es ya evidente que dos pares de dngulos han de ser
iguales, pero, entonces, por el primer caso de semejanza de trian-
gulos (parrafo 123) tendremos

AABC~_A B C
como querfamos demostrar.

Consecuencia:

DOS TRIANGULOS QUE TIENEN SUS TRES PARES DE LADOS
RESPECTIVAMENTE PERPENDICULARES SON SEMEJANTES.
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En efecto, basta aplicar a uno de dichos tridngulos un giro
de 90° para que sus lados sean paralelos a los del otro.

130. Razoén de las alturas de dos friangulos semejantes.

Teorema:

LA RAZON DE DOS ALTURAS HOMOLOGAS DE DOS TRIAN-
GULOS SEMEJANTES ES IGUAL A LA RAZON DE SEMEJANZA.

Demostracion:

Sean ABC y A" B’ C (fig. 48) los dos tridngulos semejantes.

Al frazar las alfuras homdlogas CD y C' D’ se forman los
tridngulos rectdngulos ACD y A" C D’ que son semejanfes
por tener los angulos agudos » y 2 iguales (parrafo 128-1.°)

De esta semejanza se deducen las igualdades

heli=="D D —3p

como se queria demostrar.

Consecuencia:

LA RAZON DE LAS AREAS DE DOS TRIANGULOS SEMEJAN-
SES ES IGUAL AL CUADRADO DE LA RAZON DE SEMEJANZA.

Demostracién:

Llamando S y S’ las dreas de los tridngulos semejantes A B C
y A’B’ C’ (fig. 48) tendremos

C
b h a
b ,
A D B A D’ B’
tig. 48
Syl iaican ¢ h :
— = = T, = 0,0=10n
ST logr) g R
EJERCICIOS

1. Construir un tridngulo isésceles conociendo una altura y la razén
de sus lados desiguales.
2. Construir un tridngulo rectdngulo conociendo la altura y la razén
de sus catetos.
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Los catetos de un tridngulo rectdngulo miden 16 em y 4 em. Cons-
trudr un tridngulo semejante a éste y cuya drea sea 8 cm?.
Determinar la razén entre los radios de las circunferencias inscri-
tas en dos tridngulos semejantes.

Un lapiz que tiene 15 cm de longitud se coloca, verticalmente, a una
distancia del ojo igual a 45 em, de manera que una de las visuales
extremas sea horizontal y la otra pase por la flecha de una torre.
Determinar la altura de la torre sabiendo que la distancia del ob-
servador a ella es de 85,50 m. (El ojo del observador sé supone
situado a 1,50 m del suelo).

El veticulo de un anteojo tiene dos hilos horvizontales que intercep-
tan una longitud de 1 m sobre una mira colocada a 100 m del
punto de observacion. Caleular la distancia entre este punto y la
mira cuando el segmento interceptado sea de 75 em.

Las dreas de dos triangulos semejantes son 108 em® y 12 em?®
icudnto vale la razén de semejanza?

Construir un tridngulo semejante a otro dado y cuya drea sea
cuatro veces mayor que la del primero.



LECCION 29
LA SEMEJANZA DE POLIGONOS

131. Definiciones.—Se dice que dos poligonos son semejan-
tes cuando puede establecerse entre ellos una correspondencia de
vértice a vértice, de manera que los dngulos homélogos sean igua-~
les y los lados homélogos proporcionales. El valor constante de la
razén de dos lados homdélogos se llama razon de semejanza. Para
expresar que dos poligonos son semejanfes emplearemos el
Signo .

Ejemplo:

Consideremos dos exdgonos regulares (fig. 49).

Si hacemos que se correspondan los vértices A y A, By B, Cy C ete,
se obtiene una correspondencia en la cual los ingulos homdlogos = y o,

fig. 49

4] 7

8y B, vy v, ete. son iguales, puesto que cada uno de ellos vale 120°.
Los lados homélogos son proporcionales, porque se verifica

a:a'=b: PV =c:¢/=d:d=¢e:e"={:1

yva que todos los antecedentes son iguales entre si y todos los consecuentes
también,

De este ejemplo se deduce que dos poligonos regulares convexos de
igual niimero de lados son semejantes.
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132. Descomposicién de dos poligonos semejantes.

Teoremas:

DOS POLIGONOS SEMEJANTES .‘:'-"()Nj DESCOMPUESTOS POR
LAS DIAGONALES HOMOLOGAS EN TRIANGULOS SEMEJANTES.

Supongamos, por ejemplo, que se verifica (fig. 50)

fig. 50
ABCDE "~ A DCDE
y lo que se frata de demostrar es
AABC~— A BC
AACD~NACYD
AADE~CADE

Demostracion:
Por hipdétesis se verifica

§=# , AB:AB=BC:BC
con lo cual ya estd demostrada la semejanza de los tridngulos
ABC yw ABC.
Por ofra parte se verifica

R N la
NT =117 (por hipétesis)
A AN A
n="n" (porser AABC~_ A B C)
Yy en consecuencia

Por otra parte
CGDeC Dr— AB: AR (por hipotesis) _
AC: AN C=AB:AHB (por ser A ABC ~~—A'B C')
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y €n consecuencia
CDAGHE AN - F AN
De las dos tltimas consecuencias se deduce la semejanza de
los tridngulos ACD y A'C'D.
Repitiendo el razonamiento demosfraremos, finalmente, la se-
mejanza de los friangulos ADE y A’D E.

Consecuencia:

La razon de las dreas de dos poligonos semejantes es igual al
cuadrado de la razén de semejanza.

133. Elementos homoélogos.—La semejanza de dos poligo-
nos exige, ante todo, una correspondencia de vértice a vértice, de
la cual se deducen otras correspondencias; por ejemplo, de lado a
lado, de angulo a angulo y de diagonal a diagonal. Estas corres-
pondencias pueden ampliarse de manera que un elemento cual-
quiera de un poligono tenga su homdélogo en el ofro.

Consideremos dos poligonos semejanfes ABCDE vy
A'B"C' D E (fig.51). Sea M un punto cualquiera del primer

fig. 51

poligono que unido con los vértices A y DB origina el tridn-
gulo A B M.

Si en el segundo poligono se consfruyen, sobre A’ B’, los dn-
gulos 'y y &1 que sean respectivamente iguales a @ y ?, obten-
dremos un nuevo punto M,

Cada dos puntos relacionados entre si como M y M’, diremos
gue son homdlogos.
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Consideremos ahora un segmento M N (fig. 52) situado sobre
el primer poligono. Si M es homdélogo de M’ y N homdlogo

fig, 82

de N’, diremos que el segmento M N es homdlogo de M’ N’
Escribamos las proporciones
AM:AM=AB:A'B (porser AABM ~— A B M)
AN:AN =AB:A'B (porser AABN ~_A'B'N)
De estas dos proporciones se deduce
AM:AM=AN:AN
y teniendo en cuenta que

A A
2, =2'y  (como diferencias de angulos iguales)

se deduce
AAMN~S_A MN
Esta semejanza nos permite escribir las igualdades
MN:MN=AB:A'B =1

Teorema:

SI TENEMOS DOS POLIGONOS SEMEJANTES, LA RAZON DE
DOS SEGMENTOS HOMOLOGOS CUALESQUIERA ES IGUAL A LA
RAZON DE SEMEJANZA.

Consecuencias:

1.* Los tridngulos formados por tres puntos cualesquiera del
primer poligono y sus homologos del segundo son semejantes,
puesto que tiene sus ires pares de lados proporcionales.

2.* Los @ngulos determinados por dos segmentos del primer
poligono y sus homélogos del segundo son iguales, puesto que
siempre son dngulos homologos de dos friangulos semejantes.

3.2 Los poligonos que tienen por vértices puntos cualesquiera
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del primer poligono y sus homdélogos del segundo son semejantes,
puesto que fienen sus lados homoélogos proporcionales y sus dngu-
los homdlogos iguales.

4." La razon de los perimetros de los poligonos semejantes es
igual a la razén de semejanza.

.

134. La semejanza en general.—Las consideraciones pre-
cedentes nos permiten dar una definicion general de la semejanza
de figuras. J

Diremos que dos figuras son semejantes cuando puede estable-
cerse entre todos los puntos de la primera y todos los puntos de la
segunda una correspondencia uniforme de manera que los dngulos
homdlogos sean iguales y las lineas homélogas sean proporcio-
nales.

La razon de semejanza de dos figuras semejantes suele llamar-
se escala.

Observacion:

Dos figuras iguales también son semejanfes y su razon de se-
mejanza vale la unidad.

135. Figuras homotéticas.—Consideremos dos cuadrildte-
rosABCD y A B C' D’ (figura 53) colocados de tal forma
v que los pares de puntos homdlo-

o

gos, A—A’, B—B, C—-C,
D — D’, estén alineados con un
punto V y ademds que los pares
de lados homdlogos, AB—A’B/,
BC—B'C’, CD-CD’, DA—D’A’
sean paralelos. Entonces diremos
que los cuadrilateros ABCD vy
A"’B’C’'D’ son homotéticos. En
general,

Se dice que dos figuras son
homotéticas cuando pueden rela-
cionarse punto a punfo y recia
arecta de manera que cada dos
puntos homélogos estén alinea-
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dos con un punfo llamado centro de homotecia y cada dos rectas
homdlogas sean paralelas.

Cuando el centro de homotecia estd fuera del segmento deter-
minado por un par de puntos homdlogos la homotecia se llama di-
recfa y si estd dentro se llama inversa.

La fig. 55 representa una homotecia directa y la fig. 54 una ho-
motecia inversa.

La propiedad mds importante de las figuras homotéticas es la
siguiente: i

DOS FIGURAS HOMOTETICAS SON SEMEJANTES.

Demosfracion:

Observemos (fig. 63) que los cuadrilateros ABCD y A'B'CD’
tienen sus angulos homélogos iguales por fener sus lados parale-
los y dirigidos en el mismo sentido. B’

También existe proporcionalidad entre
los lados homodlogos, puesto que en C"A‘
viriud del segundo teorema de Tales se
verifican las proporciones Firnd
AB:A'B'=VB:VP
BC:BC=VB:VPH iV
de las cuales se deduce
AB:A'B'=BC:B'C L
Del mismo modo, escribiendo
BC:BPC=VC:VC
C D GHDYEENIG NG
se deduce
By BC —=CD . "G
y por tltimo de las proporciones
CD:€Ps=¥VD:vD
DA:DA=VD:VD
C D ChDE— DA DA
LLas fres conclusiones obtenidas pueden refundirse en una sola
AB:NB=BOGI{BC=CD:CD=DA:DA

se deduce
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que expresa la proporcionalidad de los lados homdlogos, con lo
cual queda demostrada la semejanza de dichos cuadrildteros.

La razén de semejanza de dos figuras homotéticas se llama
también razon de homotecia y el centro de homotecia se llama cen-
tro de semejanza.

Si la homotecia es directa la razon es positiva y si es inversa
la razén es negativa.

Dada una figura plana poligonal y un centro de homotecia es
muy facil construir otra figura heinotética a aquélla. Por eso es
conveniente utilizar las propiedades de la homotecia para el traza-
do de figuras semejantes.

136, EIl pantégrafo.—El pantégrafo (fig. 85) es un instru-
mento que se uliliza para ampliar o reducir de tamafio una figura
plana.

Se compone de dos rombos articulados ABCD y AB C' D’
cuyo vértice comiin A es un punfo fijo. Si dichos rombos tienen

7. & 9 /fo 17 78
Dn’fi"n}55 g .9 ‘nC

(] '] -] o L] =

fig. 55

sus lados proporcionales seran homotéticos y en todo momento la
recta C C’ pasard por el punto A, que es el centro de la homo-
tecia.
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Si en el punto C hay un estilete, llamado calcador, y en C' un
lapiz, llamado trazador, mientras el calcador recorre el contcrno
de una figura el ftrazador ird marcando otra figura semejante a
aquélla.

En la practica se suprimen las barras D' C’ y B C; el instru-
mento completo tiene la forma que indica la fig. 86. El soporte de
fundicion P da
fijeza al punto A,
centro de la ho-
motecia, que se
llama también
polo del panté-
grafo. Los orifi-
cios abierfos en
las barras A B,
CD y FB sir-
ven para modificar la escala de la reproduccién.

fig. 56

EJERCICIOS

;Pueden ser semejantes un cuadrado y un rombo?

2.  Representar a escala 1 : 100 un solar rectangular de 12,80 m de
longitud y 9,50 m de anchura.

3. Representar a escala 1 : 500 un campo rectangular de 42,30 m de
longitud y 37,60 m de anchura.

4. El awmento lineal de un microscopio es de 1000 didmetros. Cal-
cular el aumento superficial de dicho aparato.

5. El eroquis de la fig. 57 representa el alzado de un puente metdlico.
Determinar la escala del dibujo.

fig. 57

6. Medir las alturas de las vigas de eada tramo y las longitudes de las
distintas barras del puente citado en el ejemplo anterior. !
Demostirar que dos tridngulos situados en un plano y que tienen sus
lados paralelos dos a dos son homotéticos.

-1
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10.

11.

Trazar una recta que pase por la interseccidn de otras dos que se
cortan fuera de los limites del dibujo.

Trazar por un punto dado una recta que pase por la interseccion
de otras dos que se cortan fuera de los limites del dibujo.
Demostrar que dos circunferencias situadas en un plano son siem-
pre homotéticas.

Trazar las tangentes comunes a dos circunferencias.
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PECCTONSO

RELACIONES METRICAS ENTRE LOS ELEMENTOS DE
UN TRIANGULO

137. EIl teorema de Euclides.

UN CATETO DE UN TRIANGULO ES MEDIO PROPORCIONA‘L
ENTRE LA HIPOTENUSA Y SU PROYECCION ORTOGONAL SOBRE
ELLA.

Demostracion:

Sea ABC (fig. 88) el triangulo y /4 la altura que descompone
a la hipotenusa en los
segmentfos m y n que
son proyecciones orfogo-
nales de los catetos.

Observemos que

AABC ~~— DAC

(por tener comiin el dn-
gulo v).

En esta semejanza
son lados homdlogos a m n
y b, byn y escribien- e
do la proporcionalidad entre estos pares de lados tendremos

a.:b:=Dbin
como queriamos demostrar.

138. EI teorema de Pitdgoras.—Recordando que la razon
de dos magnitudes es igual a la razén de sus medidas obtenidas
con una misma unidad, podemos suponer que los términos de
la proporcién anterior son los niimeros que expresan las medidas
de dichos elementos con una unidad previamente establecida.

Entonces podremos escribir la igualdad numérica

an = b?
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Aplicando el teorema de Euclides al cafeto ¢ se deduce
Gl — ¢ )

Sumando miembro a miembro estas dos igualdades y teniendo

en cuenfa que
an - am=a(@m-+ m) = a’
resulta
a? = b* }.¢”

que consfifuye una nueva expresion del teorema de Pitdagoras.

EL CUADRADO DE LA HIPOTENUSA DE UN TRIANGULO
RECTANGULO ES TIGUAL A LA SUMA DE LOS CUADRADOS DE
LOS CATETOS. :

Consecuencia:
De la anterior igualdad se deduce
bt — a? —— ¢?
lo cual nos dice que el cuadrado de un catefo es igual al cuadrado
de la hipotenusa menos el cuadrado del ofro cateto.

Observacion: _

La expresién correcta del feorema de Pitdgoras es ésta: el
cuadrado de la longitud de la hipotenusa de un friangulo rectdngu-
lo es igual a la suma de los cuadrados de las longitudes de los
cafetos. Sin embargo, por ser mds breve, se prefiere el primer
enunciado.

139. EIl teorema de la altura.

EN TODO TRIANGULO RECTANGULO, LA ALTURA RELATI-
VA A LA HIPOTENUSA ES MEDIO PROPORCIONAL ENTRE LOS
SEGMENTOS QUE DETERMINA SOBRE ESTA.

Demostracién:

Observemos (fig. 58) que A CD A ~— A DB (por ser = %,
complementarios ambos del dngulo ¥). En esta semejanza son
pares de lados homélogos

m y h, h yn
Podremos escribir la proporcion
m:h=h:n
que es lo que se querfa demostrar.
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140. Cuadrado de un lado de un fridangulo.—Si en el
triangulo A B € (fig. 89) a representa un lado opuesto a un dn-
gulo agudo y frazamos la altura
& relativa al lado ¢ habremos
formado dos fridngulos rectdn-
gulos BCD y ACD. Apli-
cando el feorema de Pitdgoras al
primero de ellos tendremos

a? = h*-Lm?
Sustitfuyendo en vez de h? su
valor b>—n?, obtenido aplicando el
n m teorema de Pitdagoras al tridngulo
-4 A C D, tendremos
a?=(b*—n*) -+ m
y teniendo en cuenta que m = ¢ — n, podremos escribir
a=(b'—n')+(c—n)
Efectuando operaciones en el segundo miembro resulfa
aa=b*—n*+4c¢*F+n*—2cn
y simplificando queda la férmula
a=b +c—2cn

Esta férmula nos permite establecer el siguiente

Teorema:

EN TODO TRIANGULO EL CUADRADO DE UN LADO OPUESTO
A UN ANGULO AGUDO ES IGUAL A LA SUMA DE LOS CUADRA-
DOS DE LOS OTROS DOS LADOS MENOS EL DOBLE PRODUCTO
DE UNO DE ESTOS LADOS POR LA PROYECCION ORTOGONAL
DEL OTRO SOBRE EL. c

Observacién:

1.* Si el dngulo opuesto al
lado a fuese obtuso (fig. 60) po- / :
demos reproducir el razona-
miento anterior, sin mads alfera-
cion que sustituir en vez de m el
valor ¢ -+ n.

La férmula final dice

aa=b"+c+2cn
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la cual nos permite enunciar el siguiente

Teorema:

EN TODO TRIANGULO EL CUADRADO DE UN LADO OPUESTO
A UN ANGULO OBTUSO ES IGUAL A LA SUMA DE LOS CUADRA-
DOS DE LOS OTROS DOS LADOS MAS EL DOBLE PRODUCTO DE
UNO DE ESTOS LADOS POR LA PROYECCION DEL OTRO SO-
BRE EL.

2. El teorema de Pitdgoras es caso particular de cualquiera
de los dos teoremas esfudiados en este parrafo, pues si el dngulo
opuesto al lado a es recto, la proyeccién ortogonal n vale cero y
las dos férmulas anferiores se convierten en la igualdad

a=b"3c
que es el teorema de Pitagoras.

141. Diferencia de los cuadrados de dos lados de un
triangulo.—Sean O, y O: dos puntos del plano (fig. 61), 2 p la lon-
gifud del segmentfo recti-
lineo que ellos determinan
y M su punto medio.

Siendo P un punto
cuelquiera del plano ex-
terior a la recta O, O, ten-
dremos dos tridngulos
O MP vy O:MP alos
cuales podemos aplicar
los teoremas del pdrra-
fo 140.

Asi se obfienen las
igualdades

d’=p'- MP’}2p. MH
do*=p* + MP*—2p. MH

fig. ol

y restando miembro a miembro estas igualdades resulta
: dx?—d2§=4p.MH

Esta férmula nos dice que la diferencia entre los cuadrados de

las distancias de P a los puntos O; y O: es igual a cuafro veces el
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producto del semilado O, O. por la proyeccién ortogonal de la
mediana M P sobre dicho lado. Como todos los puntos de la
recta PH danla misma proyeccion ortogonal sobre O, O:, es
evidente que si el punfo P se mueve sobrela recta P H variardn
las distancias d; y d. pero la diferencia

d, —
permanecera constanfte, puesto que siempre ha de valer 4 p. M H.
Por el confrario, si tomamos un punto Q exterior a la recta PH

tendremos
00" —-002=4p.MK

que es un valor distinto de los anteriores.
Podemos resumir los razonamientos anferiores del modo si-
guiente:

EL LUGAR GEOMETRICO DE LOS PUNTOS DE UN PLANO CU-
YA DIFERENCIA DE CUADRADOS DE DISTANCIAS A DOS PUN-
TOS FIJOS TIENE UN \‘/’ALOR CONSTANTE ES UNA RECTA PER-
PENDICULAR AL SEGMENTO QUE UNE LOS DOS PUNTOS FLJOS.

EJERCICIOS

1. La longitud de un cateto es 4 m y su proyeccion ortogonal sobre
la hipotenusa vale 2 m. Caleular la longitud de esta hipotenusa.
La altura de un tridugulo rectdngulo descompone a la hipotenusa
en dos seqgmentos que miden 12 em y 30 em. Caleular los catetos.
3. La altura de un tridngulo rectingulo mide 6 cm y uno de los seg-
mentos en que descompone a la hipotenusa vale 4 m. Calcular las
longitudes de los tres lados del tridngulo.
4. Si ay b son los lados contiguos de un paralelogramoy e y f
las diagonales, demostrar que
2(at + b?) = et +
5. . Determinar la naturaleza del tridngulo cuyos lados miden 3, 4y 5
unidades.

6. Examinar si es rectdngulo, acutdngulo i obtusdngulo el tridngulo
cuyos lados miden 30 em, 25 em y 10 cm.

7. La base de un tridngulo isdsceles mide 9 m y la altura Jetaiwa a
uno de los lados iguales vale 6 m. Calcular el drea de dicho tri-
dngulo.

8. Calcular el drea de un tridngulo equildtero en funcién de sw lado.
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9. Caleular el radio de la circunferencia circunserita a un tridngulo

equildtero en funcion del lado.
La distancia entre dos puntos Ay B wale 7 m. Determinar un

10.
punto X que cumpla las dos condiciones siguientes
XA L X B — 7m
XA R B %6
11, Calewtur uha altura de un trigngulo conociendo sus tres lados.

g9
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LECCION 431
RAZONES TRIGONOMETRICAS DE UN ANGULO AGUDO

142. La tangente.—Sea el fridngulo rectangulo ABC (fig. 62)
y consideremos el dngulo agudo « B
que tiene por cafefo opuesto a y por
cateto adyacente b.

Si construimos ofro friangulo
rectangulo, por ejemplo el A C' B’
que fenga el mismo dngulo agudo «,
obtendremos ofro cateto opuesto a’

y ofro cateto adyacente b°, pero A s

observando que ambos fridngulos )

son semejantes (128-1.°) podremos escribir la igualdad
a:b=a:b

de la cual se deduce la siguiente propiedad:

EN TODOS LOS TRIANGULOS QUE POSEEN UN ANGULO AGU-
DO COMUN =z, LA RAZON ENTRE EL CATETO OPUESTO A DICHO
ANGULO Y EL CATETO ADYACENTE TIENE UN VALOR CONS-
TANTE.

Este valor constante se llama tangente del dngulo « y se re-
presenta por el simbolo tan .

En virtud de esta definicion podremos escribir la igualdad fun-
damental:

tan e=a:b

Observando que a@ y b son dos longitudes se deduce la si-
guienfe consecuencia:

LA TANGENTE DE UN ANGULO ES UN NUMERO ABSTRACTO.

Ejemplos:

1.2 Calcular el valor de la tangente de un dngulo de 45°.

Observando que, en este caso, por ser el triingulo auxiliar isésceles se

verifica a = b, tendremos
tan 45° = 1
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2.2 Construir un angulo cuya tangente sea igual a —i.

Formemos un triingulo rectingulo A B C (fig. 63) que tenga por cate-
tos B C = 2 unidades, A C = 3 unidades y el dn-
gulo BAC seri el pedido.

Observacion:
Si dos dngulos « y j fienen valores dis-
g fintos, fambién sus tangenfes tienen valores
EEuvTe distinfos, pues si fuese
tan « = tan §

los dos friangulos auxiliares serian semejantes por tener sus catetos

proporcionales (128-2.°) en cuyo caso se verificaria

a=f

lo cual es contrario a la hipétesis.

143. La cotangente.—Se llama cotangenfe de un dngulo
agudo, el niimero reciproco de la tangente de dicho dngulo. 9

El simbolo de la cotangente del dngulo « es cof « lo cual nos
permife escribir la siguiente igualdad fundamental:

1
cof o = —

tan o

Recurriendo al friangulo auxiliar A B C (fig. 62) tendremos

cote=Db:a

—

lo cual nos dice que ¢

LA COTANGENTE DE UN ANGULO AGUDO ES LA RAZON EN-
TRE EL CATETO ADYACENTE Y EL CATETO OPUESTO.

De la fig. 62 se deduce

tan g=tan (90°— o) =Db:a
que comparada con la igualdad anterior nos dice:
cot u == tan (90° — «)

LA COTANGENTE DE UN ANGULO AGUDO ES IGUAL A LA

TANGENTE DE SU COMPLEMENTO.

144. El seno y el coseno.—Si formamos la razon entre el

cafeto opuesto al dngulo « (fig. 62) y la hipotenusa se obfiene un
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niimero abstracto que se llama seno del dngulo « y se representa
con la abreviatura sen .

La igualdad fundamental es

senaea=—a:C

I Finalmente, la razén entre el cafeto adyacente b y la hipotenu-
sa c se llama coseno del dngulo « y se representa con la abrevia-
‘fura cos o.

La igualdad fundamental es

|cosa=b:c|

. Observaciones:
1.* De la figura 62, se deduce

sen B==sen (90° —a«)=b:c
{ y comparando esta igualdad con la anterior resulta

cos a==sen ( 90° —a)

| EL COSENO DE UN ANGULO ES IGUAIL AL SENO DE SU COM-
‘ PLEMENTO.
-‘ 2.% Las cuatro razones que acabamos de definir, tienen una

importancia capital en la Trigonometria. Por eso se llaman razones
trigonométricas.

145. Representaciéon geométrica y variaciéon de estas
razomnes.

a) El seno y ¢l coseno.
| V' Sean OX y OY (fig. 64)
A dos ejes carfesianos rectangula-
i res. Haciendo centro en O, tra-
L A A cemos una circunferencia cuyo

radio sea la unidad de longitud

y consideremos el dngulo agu-
X do «, colocado precisamente en

la forma que indica la figura,
i esto es con el vértice en el ori-
gen, un lado sobre el eje de
abscisas y el ofro en el primer
cuadrante. :

~Segiin las definiciones  del
parrafo 144, tendremos

1 (@] B B,

fig. 64
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sento=AB:OA=AB:u=
cosx=0B:0A=0B:u=0B
De aqui se deducen las siguientes consecuencias:
1.7 El seno del dngulo « es igual a la ordenada del punto A.
2.7 El coseno del dngulo « es igual a la abscisa del punto A.
Y refiriéndonos a otro dngulo podremos escribir

En el caso particular del dngulo recfo X O Y se deduce

sen90° =Y O =1 ; 'cos 90°=00="0
Andlogamente podemos escribir '
sen 0°=XX =0 © c0s0° =0 X =1

Observemos, finalmente, que mienfras el angulo « crece de
0° a 90° el seno aumenta desde 0 hasta 1 y el coseno disminuye
desde 1 hasta 0, pasando ambos por todos los valores infer-
medios.

b) La tangente.

Trazando por el punto X (fig. 63) la fangenie a la circunferencia
unidad y teniendo en cuenta la definiciéon del parrafo 142, podre-
mos escribir

tant—=AB:OB=CX:0X=CX:u=CX

De donde se deduce que la 65
tangente del dngulo = es igual a \
la longitud del segmento C X que,
sobre la semitangente geoméirica, A
intercepta el lado exiremo de di- c
cho dngulo.

Refiriéndonos a otro dngulo
podremos escribir

tan X O A, = C; X
En particular
tan 0°=XX=0

Si el dngulo vale 90°, el lado
extremo OY y la semitangente XC
son paralelos y no pueden cortar-
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se a distancia finita del punto X; esto se interprefa escribiendo la
igualdad siguiente
fan 90° = co
+ Observemos, finalmente, que mienfras el dngulo « crece de

0° a 90° la tangente crece desde cero hasfa infinito pasando por
todos los valores intermedios.

c) La cotangente.

Trazando por el punto Y (fig. 66) la tangente a la circunferencia
de radio unidad, tendremos

cote=0OB:AB=DA:DO=YC:YO=YC:u=YC
\% C de donde se deduce que

la cotangente del dngu-

5] Mt 8 A lo o es igual a la longi-

tud del segmento Y C .

Razonando del mis-

a mo modo que hemos

o B |X hecho para el caso de la
tangente tendremos

cot 90°=0 ; cot 0° = eo

Mientras el dngulo
crece de 0° a 90° la co-
tangente disminuye des-
de infinito hasta cero pasando por todos los valores infermedios.

fig. 66

EJERCICIOS

1. Expresar los wvalores de las razones trigonométricas de los dngulos
representados en la figura 67.

@

fig. 67
2. Caleular las vrazones trigonométricas de los dngulos de 60°,
30° y 45°
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Expresar la altura de un tridngulo isésceles en funcién de la base
y el dngulo en el vértice.

Un bastén mide 110 em de longitud y colocado verticalmente pro-
yecta, en un cierto instante, sobre terreno horizontal, una sombra
de 25 em. Caleular la altura de una torre que, en dicho instante,
proyecta una sombra de 3,20 m.

Demostrar que el seno y el coseno no pueden alcanzar valores ma-
yores que la unidad.

{ Qué valores pueden alcanzar la tangente y la cotangente?

;Cual es el dngulo cuya tangente es igual a la cotangente?

;Cual es el dngulo cuyo seno es igual al coseno?

3 1
Construir un dngulo cuyo seno valga —

Construir un dngulo cuyo coseno sea 0,3.

Construir un dngulo cuya tangente sea 4.

Construir un dngulo cuya cotangente sea 2.
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LECCION 92
TABLAS GONIOMETRICAS

146. Objeto de las tablas.—El valor de una cualquiera de
las razones frigonomefricas define el dngulo con igual exactitud
que su graduacion sexagesimal o centfesimal.

En términos matematicos, tan riguroso es hablar de un angulo
de 60° sexagesimales como de un @ngulo cuyo seno vale 0,5. En
cambio, en las cuesfiones, grdficas tienen ventaja el empleo de di-
chas razones, pues sin necesidad de! fransportador se obtiene
mayor precisién. También en ofros problemas hay que pasar del
valor del dngulo al de alguna de sus razones frigonoméfricas o
viceversa. Por todo ello es indispensable disponer de unas tablas
llamadas goniométricas que registren, para el mayor niimero po-
sible de angulos, los valores de estas razones.

Al final del libro pueden verse unas tablas goniométricas con
cinco cifras,decimales exactas. Los dangulos varian de 10 en 10
minufos. .

Estas tablas se llaman gonioméfricas, y también nafurales
para distinguirlas de otras tablas de uso muy parecido que se
llaman trigonoméitricas y también logaritmicas. De éstas habla-
remos en ofro curso. :

147. Manejo de ias tablas.

El manejo de estas tablas supone dos problemas.

1.¢" problema:

Conocido el d@ngulo determinar el valor de una de las razones
frigonométricas.

Para ello conviene advertir que las fablas son de doble entra-
da; hay una puerta para los grados y otra para los minufos. Si
el nombre de la razén pedida encabeza la tabla, hay que buscar
los grados en la columna de la izquierda y los minutos en la fila
superior; en el cruce de estas fila y columna se encuentra el valor
pedido.
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Ejemplos:
sen 15° 20" = 0,26443 : cos 33° 10’ = 0,83708
tan 50° = 0,01455 z cot 13° = 4.33148

Si el nombre de la razéon buscada estd al pie de la tabla hay
que leer los grados en la columna de la derecha y los minutos en
la fila inferior.

Ejemplos:
cos 65”7 40" = 0,41204 : sen  70° 50 = 0,94457
cot 85° = 0,08749 2 tan 61° 10" = 1,81649

~ Si el dngulo no esfd en las tablas hay que efectuar una inferpo-
lacion.
Ejemplo:
Determinar el valor de sen 25° 13'.
Como este dngulo estd comprendido entre 25° 10’ y 25° 20 eseribamos
sen 25° 200 = 0,42788
sen 25° 10° = 0,42525

diferencia 0,00263

Observando que este incremento del seno corresponde a un
aumento de 10’ en el valor del angu'o, podemos admitir que a un
aumento de 1’ corresponde la décima parte de dicho incremento
o sea 0,000263.

Por consiguiente, a 3’ correspondera el friple:

sen 25° 18’ = sen 256° 10" -~ 3 X 0,000263
= 0,42525 - 0,000789 = 0,42604

2.° problema.

Conocido el valor de la razén trigonométrica deferminar el
angulo.

Para ello se busca en las tablas el valor exacto de dicha razén
o los dos valores mds aproximados, uno-de ellos por defecto y el
ofro por exceso. En el primer caso se obfiene inmediatamente el
valor del dngulo; en el segundo hay que efectuar una interpolacion.

Ejemplos:

1.° Determinar £ sabiendo que su cotangente vale 2,62791,

En la cuarta tabla se obtiene directamente

: B = 20°50°
2.° Determinar « sabiendo que sen x = 0,42604.
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Como en las tablas no se encuentra este valor del seno eseribiremos los
dos valores mds aproximados
0,42788 que corresponde a 25° 20’
0,42525 que corresponde a 25° 10’
por consiguniente el dangulo en cuestién esta comprendido entre 25° 10" y
25° 207,
Calculando las diferencias

0,42604 0,42788
0,42525 —0,42525
79 263

podremos formar la siguiente regla de tres:

Si el seno aumenta 263 cienmilésimas, el ingulo aumenta 10’; si el seno
anmenta 79 cienmilésimas el Angulo anmentari x.

Por consiguiente:

R 7o TOEE § 3
R
v finalmente

x=252/10" '3’ =25%13’

EJERCICIOS

1.  Determinar un dngulo cuya tangente sea la mitad de la cotangente.
Determinar un dngulo cuya tangente sea el doble de la cotangente.
3. Calcular las razones trigonométricas de los siguientes dngulos:

e = 28° 16° ; f=12°40"'10" ; Y= 65° 84’ 22"
4. Calcular los dngulos conociendo las razones trigonométricas si-
guientes:
sen o = (,27432 ; cos B = 3,15018
tan v = 1,25 : cot & = 1,0980
5.  Resolver la ecuacion
sen « -+ se;ac = 0,8

=

Claleular el dngulo = que satisface la condicion
2 tan 2 — % tan 2 = 1 + -g— tan =«

7. Representar las grdficas de las funciones seno, coseno, tangente y
cotangente haciendo uso de las tablas.
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LECCION 33
RESOLUCION DE TRIANGULOS RECTANGULOS

148. Objeto de la Trigonometria.—La Trigonometrfa es
una rama de la Matematica que fiene por objefo la resolucién de
triangulos.

Resolver un fridngulo es calcular sus elementos conociendo los
valores de ofros elementos, llamados datos, en ntimero suficiente
para que el fridngulo esté determinado.

Asi, por ejemplo, para resolver un fridngulo es preciso conocer
tres elementos. En el caso del triangulo rectangulo, bastara cono-
cer dos elementos.

La caracteristica de la Trigonometria es que todos los desarro-
llos son numéricos. El cdlculo aritmético o algébrico desplaza to-
talmente a las construcciones geométricas.

149. Casos elementales de triangulos rectdangulos.—Los
casos elementales de resolucion de fridngulos rectangulos son los
que a confinuacion se expresan.

1er caso.
Datos.—La hipotenusa ¢ y un dngulo agudo « (fig. 62).
Incégnitas.—El dngulo agudo

Los catefos a y b

Formulas:
Ante todo se verifica
B =090°—u«
De las formulas sen « =a:c ; cos«=Db : c (parrafo 144),
se deduce inmediatamente
a=csen« ; b=ccosu

Bastard calcular los valores de sen « y cos « mediante las ta-
blas goniométricas para obtener enseguida las longitudes de los
catetos a y b.

Ejemplo:

Datos: ¢ =5m o = 40°
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De las tablas goniométricas se obtiene
sen 40° = 0,64279 cos 40° = 0,76604
y aplicando las férmulas expuestas tendremos
p=90° "— 40° = 50°
a=>5m X 0,64279 = 3,214 m

b=5m X 0,76604 = 3,830 m
2.° caso:

Datos.—Un cateto @ y un angulo agudo = (fig. 62).
Incognitas. —El dangulo agudo
L.a hipofenusa ¢
El cateto b
Foérmulas:
_ Ante todo se verifica
: p=90°—a
De la formula sen« = a : ¢ (parrafo 144), se deduce
c==a:senx
Finalmente de la férmula cot « = b : a (parrafo 143) se deduce
b=acotu
Ejemplo:
Datos: a = 20,5 em = F 100108
De las tablas goniométricas se deduce
sen 31° 10’ = 0,51753 cot 31° 10" = 1,656337
y aplicando las férmulas expuestas tendremos
B =90° — 31° 10’ = 58° 50’
c=20,5cm : 0,61783 = 39,6 cm
b=20, 5 cm X 1,656337 = 33,9 cm
3¢r caso:
Datos.—Los dos catetos a y b (fig. 62).
Incégnitas.—La hipotenusa c
Los dngulos agudos « y ?
Formulas:
Del teorema de Pitdgoras, ¢ = a* -+ b?, se deduce

c=Va’'-fb
El cdlculo de los dngulos « y ? es inmediato en virtud de la

féormula
tane=a:b (parrafo 142)
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y teniendo en cuenta que « y § son complementarios tendremos
f=090°—a« obien cotg=a:b
Ejemplo:
Datos: a = laem b = 10 em
Aplicando las férmulas expuestas, tendremos
c =122 cm’ | 100 cm® = /325 cm® = 18,0 cm
fane = 15cm : 10 cm = 1,56 de donde
o = 86° 19’ B =90° — 56° 19" = 33° 41’
4.° caso:
Datos.—La hipotenusa ¢ y el cateto a (fig. 62).

Incégnitas. —El cateto b
Los angulos agudos 2 y

Férmulas:
Del teorema de Pitagoras se deduce
b =YV — a’
El célculo de los dngulos « y £ es inmediato en virtud de la
formula

senz=—da:cC (parrafo 144)
y teniendo en cuenta que « y ? son complementarios fendremos
B=90°—«a o bien cosP=a:c
Ejemplo:
Datos: c=80m Ry— 25 1m

Aplicando las férmulas expuestas fendremos
b=1V6400m® — 625 m* = \ 5776 m* = 76,0 m
sen« = 25 m : 80 m = 0,31250

de donde
a=17"2¥% = —17° 21" =72° &9
EJERCICIOS
Resolver un tridngulo rectangulo conociendo los siguientes ele-
mentos:
et c.= 37ecm @ — [65% 30

2. a=12m T ki S

3. a=1210m b = 670 m

4. ¢ = 500 m a = 230 m

5. b = 92 em B = 28° 40
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‘a = 2,5 km Bi=541° LI165
b = 180 m o .=, 1290¢50
¢ = 340 dem b = 130 dm

La pendiente de un tramo de carretera es 0,10. Calcular el dngulo
de subida.

Un funicular salva un desnivel de 200 m; el dngulo de subida es
de 30° Caleular la longitud de la via.

La visual dirigida a un campamento desde la barquilla de un
giobo de observacion, forma wun dngulo de 25° con la vertical; el
globo estd a 2000 m de altura. Calewlar la distancia al cam-
pamento.

La latitud geogrdfica de Madrid es 49° 24° 29,9”. Calcular el
radio del paralelo terrestre que pasa por esta capital. (El radio del
meridiano terrestre se supone igual a 6 370 km).

1




LECCION 34

PROPORCIONALIDAD DE SEGMENTOS EN LINA
CIRCUNFERENCIA

150. El teorema de la cuerda.—Sean AB y CD (fig. 67)
dos cuerdas de un una circunferencia que se cortan en el punto
inferior E. Si frazamos los segmentos auxiliares AD y BC se
forman los friangulos AED y BEC que son semejantes, puesto que

A A
AED = CEB (por opuestos por el vértice)
P o 5

ADE = CBE (por estar inscritos en el arco A C)
De esta semejanza se deduce la proporcién
BEA G EC —EDEEDL P
y escribiendo que el producto de ex-
tremos es igual al producto de medios 4 l
tendremos
EASNEBI="EC "ED

Asf queda demosfrado el siguiente

Teoremas:

LOS SEGMENTOS EN QUE SE DES- D
COMPONEN DOS CUERDAS DE UNA
CIRCUNFERENCIA SON INVERSA-
MENTE PROPORCIONALES. fig. 67

151. EIl teorema de la secante.—Sean EB y ED (fig. 68)
dos secanfes a una circunferencia que arrancan del punfo exte-

rior E.
Si trazamos los segmentos auxiliares AD y B C se forman los

tridngulos AED y C E B, que son semejantes, puesto que tienen
comtiin ¢l dngulo en E y ademas,

PN IIN
EDA = EBC (por estar inscritos en el arco A C)
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De esta semejanza se deduce la proporcién
E EA:EC—=—EDEB
o lo que es igual

EA.EB=EEC.ED

Asi queda demostrado el si-
guiente

Teorema:

SI TENEMOS UNA CIRCUN-
FERENCIA Y UN PUNTO EX-
TERIOR, LAS SECANTES COM-
PLETAS, QUE SALEN DE DI-
CHO . PUNTO, SON INVERSA-
MENTE PROPORCIONALES A
fig. 68 SUS SEGMENTOS EXTERIORES.

152. El teorema de la tangente.—Sean EA y ET (fig. 69)
una secante y una tangente a una circunferencia. Si frazamos los
segmentos auxiliares AT y BT seforman los triangulos AET y
TBE que son semejantes, puesto que tienen comtin el dngulo E
y ademads,

AN AN i
EAT=BTE (porserinscrito y semi-inscrito en el arco B T)

De esta semejanza se dedu-
ce la proporcion

EAc ET—=EF: EB
y de esta la igualdad

EA.EB=ET:

Asi queda demostrado el
siguiente

TEOREMA:

SI DESDE UN PUNTO EX- .
TERIOR A UNA CIRCUNFE- o=
RENCIA SE TRAZAN UNA SECANTE Y UNA TANGENTE, ESTA
ES MEDIA PROPORCIONAL ENTRE LA SECANTE COMPLETA Y
SU SEGMENTO EXTERIOR.
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Consecuencia:

Las longitudes de las dos tangentes frazadas a una circunfe-
rencia desde un punfo exterior son iguales.

153. Potencia de un punto respecto a una circunferen-
cia.—Si por un punto P (fig. 70) interior a una circunferencia se
trazan diversas cuerdas AB, CD,

B
G D EF, GH, etc, sabemos que se ve-
E rifican las igualdades siguientes:
c 7 PA . PB=PC.PD=PE .PF=PH.PG
El valor constante de estos pro-

ductfos se llama potencia del punto P

¥ respecto a la circunferencia.

Ejemplo:

Si tenemos una circunferencia de 8 em
Vs 4 de didmetro la potencia de su centro sera

g 70 . <
v 4em .4 em = 16 em?

Si el punto P fuese exterior (fig. 71), trazando las dos tangen-
tes PT, , PT, y diversas se-
cantes, PA, PC, PE, efc ten-
dremos, en virtud de los teore-
mas de la secante y la tangente

PT: =PTs=PA .PB

= PiC:. P D= P.EhRiB

El valor constante de estos
productos se llama potencia
del punto P respecto a la cir-
cunferencia.

Ejemplo:
La poteneia del punto P (fig. 72) es
PA.PB=15¢cm.43%c¢m'="6/45em?
Observacion:

Teniendo en cuenta que los dos
segmentos PA y PB, cuyo producto
determina la potencia del punto P, fie-
= nen senfidos opuestos cuando el pun-
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to P es interior (fig. 70) y el mismo sentido cuando el punto P es
exterior, pondremos signo negativo a las potencias de los puntos
interiores y signo positivo a las potencias de los puntos exte-

riores.

154. Expresiéon general de la potencia de un punto.—En
el caso del punto exterior (fig. 73) la potencia, segiin sabemos, es
el cuadrado de la tangente P T, pero
como el triangulo O P T es rectdn-
gulo en T, tendremos en virtud del »
feorema de Pitdgoras

Potencia de P=P T =d* — r* 0 d

Si el punto fuese interior (fig. 74)
trazaremos la cuerda AP B perpen-
dicular al didmetro P O y teniendo

en cuenta que P es el punto medio
de'la cuerda A B, la potencia de este punto

T

fig. 75

A valdré — A P~
” Aplicando el teorema de Pitdgoras al tridan-
gulo- O P A se tiene
Pl & O ADP'=r2—d*de donde —A P2 =d —1?

y por consiguiente
Potenciade P.=d* —r*
que es la misma formula obtenida en el
caso del punfo exterior.
Asi queda demostrado el siguiente

fig. 74

Teoremas:

LA POTENCIA DE UN PUNTO RESPECTO A UNA CIRCUNFE-
RENCIA ES IGUAL AL CUADRADO DE LA DISTANCIA DEL PUN-
TO AL CENTRO MENOS EL CUADRADO DEL RADIO.

Observacion:

Aunque, hasta ahora, nada hemos dicho del caso en que el
punto P pertenezca a la circunferencia, el teorema anterior nos
dice que en ese caso, la potencia vale cero, pues su expresion
toma la forma

r°—r:=0
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EJERCICIOS

Construir pares de segmentos cuyo producto sea 16 cm®.

Construir dos segmentos inversamente proporcionales a los seqgmen-
tos a y b dados.

Calcular a qué distancia del pico de Peniagolosa empieza a verse, en
un dia claro, un buque que se acerca « la costa. (La altura de este
pico, sobre el nivel del mar, es 1 813 m; el radio terrestre se supone
de 6 370 kem ).

Calcular los aleances de dos faros cuyas alturas, sobre el nivel del
mar, son H m y 20 m, respectivamente.

Calcular la potencia, respecto al meridiano terrestre, del pico del
Everest a 8890 m  sobre el nivel del mar.

Las potencias de dos puntos respecto a una circunferencia valen
20 em?® y 40 em?. ;Cual de ellos estd mds proximo al centro?

La potencia de un punto es 625 m*. Caleular la longitud de las tan-
gentes trazadas desde dicho punto a la cirecunferencia.

Dada una circunferencia de 5 em de radio construir el lugar geo-
métrico de los puntos cuya potencia vale — 9em®.

Una circunferencia tiene 25 cm de didmetro. Calcular la potencia
de un punto que dista 6 em del centro.

La potencia de un punto es —250 000 em?® y dista del centro 2 m.
Caleular el radio de la circunferencia.
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LECCION 36
EJE Y CENTRO RADICALES

155. Eje radical de dos circunferencias.—Sean O, y O,
(fig. 75) dos circunferencias y P un punio que fenga igual potencia
respecto a cada una de ellas. Recordando la expresion dé la po-
tencia, explicada en el parrafo 154, tendremos

d?—r2=ds? —rd
de donde se deduce
d"‘.’ e dg? o rie —ltg?
Esto significa que cualquier punto del plano que tenga igual po-
' tencia respecfo a
p las circunferencias
O, y O: pertenece
al lugar geométri-
co de los puntos
cuya diferencia de
cuadrados de dis-
A tancias a los pun-
5) 0, tos O; y O: vale
r,*—r.2. Seglin sa-
bemos (parrafo141)
este lugar geomé-
frico es la recta
o P A perpendicular
¢ da Ot O..

Por otra parte, si X es un punto cualquiera de dicha recta, tiene

igual potencia respecto a ambas circunferencias, pues de

X O — XOf: r’ — l‘gi
X 0|2 e [‘l;'Z —k 022 — ]"--_a2

se deduce

En resumen:

SI TENEMOS DOS CIRCUNFERENCIAS COPLANARIAS, NO CON-
CENTRICAS, EXISTEN INFINITOS PUNTOS QUE POSEEN LA MIS-
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MA POTENCIA RESPECTO DE AMBAS CIRCUNFERENCIAS Y SU
LUGAR GEOMETRICO ES UNA RECTA, LLAMADA EJE RADICAL,
QUE ES PERPENDICULAR A LA LINEA DE LOS CENTROS.

156. Caso de dos circunferencias secantes.—Si las dos
circunferencias son secantes (fig. 76) los puntos de inferseccién
A y B pertenecen al eje radical,

pues sus potencias respecfo a am-.

bas circunferencias valen cero (pd- A

rrafo 154, observacién). Por consi- \/\
guienfe en esfe caso el eje radical ;

es la recta A B. ) \ o,
EL EJE RADICAL DE DOS CIR-

CUNFERENCIAS SECANTES ES LA

SECANTE COMUN.

fig. 76

157. Caso de dos circunferencias tangentes.—Si las dos
circunferencias son tangentes en el punto A (figs. 77 y 78) el eje

fig. 77 fig. 78
radical tiene que pasar por A y, como ha de ser perpendicular a
la linea de los centros, resulta que es la tangente comin.

EL EJE RADICAL DE DOS CIRCUNFERENCIAS TANGENTES
ES LA TANGENTE COMUN:

L
B
Mol

158. Caso de dos circunferencias exteriores o interio-
res.—En cualquiera de estos dos casos resulta muy fécil frazar el
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eje radical recurriendo a una circunferencia auxiliar que corfe alas
dos primeras.

Sean O, y O: (fig. 79) las dos circunferencias cuyo eje radical
queremos construir. Tracemos la circunferencia auxiliar E con la
linica condicion de que corte a O, y O,.

Segtin lo dicho en el parrafo 156,

A B eselejeradicalde O, y E
CD eselejeradicalde E y O,

Por consiguiente, el pun-

M to M tiene, por una parte,
A igual potencia respecto a
s N O; y E vy, por otra, igual

potencia respecto a Ey Os.
De aqui se deduce que el
punto M pertenece al eje
radical de O, y O.. Tra-
zando por M la perpendi-
cular a la recta O, O, de
los centros, tendremos el
eje radical pedido.

159. Caso de dos circunferencias concénfricas.—Hasta
ahora hemos estudiado solo casos de circunferencias excéntricas.
Cuando las dos circunferencias sean concéntricas (fig. 80), es fac1|
ver que no existe ningin
punto del plano que tenga
igual potencia respecto
de ambas circunferencias, 0
pues la igualdad

2 “"12= dh’_ l'f
es absurda, por ser dis-
tintos los radiosr, y r,.
Por consiguiente:

DOS CIRCUNFERENCIAS CONCENTRICAS CARECEN DE EJE

RADICAL.

&

]
N
)

']

fig. 80

160. Centro radical de tres circunferencias.- -Considere-
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mos fres circunferencias cuyos centros, O; , O: y O; (fig. 81) sean
vértices de un friangulo.

Si AB y CD sonlos ejes radicales de las circunferencias
O —0: y O, —O;, suinterseccién X es el tinico punto del

plano que tiene igual po-
tencia respecto de las
circunferencias dadas;
por él pasa también el
eje radical de las circun-
ferencias O: — Os. Este
punto notable se llama
centro radical de las fres

circunferencias.

Observacion:

Para que exista el cen-
tro radical es indispen-
sable que los cenfros de
las fres circunferencias
fig. 81 seanvértices de un frian-

gulo, pues si dichos puntos estéan en linea recta los ejes radicales
son paralelos y no se obtiene el centro radical.

4.

EJERCICIOS

Determinar un punto que esté sobre wna recta dada y cuyas tan-

gentes a dos circunferencias dadas tengan longitudes iguales.

Construir varias circunferencias que tengan, con wna circunferen-

cia dada, un eje radical dado.

Determinar la posicion relativa de dos circunferencias conociendo

una de ellas y el eje radical de ambas.

Determinar wn punto desde el cual las tangentes a tres circunferen-

cias dadas tengan longitudes iguales.

Dada una circunferencia y una secante construir otra, cuyo centro

esté sobre la primera, y de manera que el eje radical de ambas sea

dicha secante.

Se dan un punto y dos circunferencias. Construir otra circunferen-
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cia que, en union de aquéllas, tenga como centro radical el punto
dado.

Construir una circunferencia que pase por dos puntos dados y sea
tangente a una recta dada.

Construir una circunferencia que pase por dos puntos dados y sea
tangente a otra circunferencia dada.




LECCION 36
CUADRATURA DE POLIGONOS

161. Definiciones.

Los problemas referentes a la deferminacion de dreas de su-
perficies se llaman, en general, cuadraiuras. Efectuar la cuadra-
tura de un poligono, de un circulo o de un elipse es hallar las
dreas de estas figuras. Las cuadraturas, asi consideradas, son
problemas de cardcter aritmético.

Otras veces las palabra cuadratura se interpreta en un sentido
puramente geoméirico adoptando la siguiente definicién:

Efectuar la cuadratura de una superficie es construir un cua-
drado equivalente a ella.

En este sentido emplearemos la palabra cuadratura en los pa-
rrafos siguientes. £

162. Trasformar un poligono en tridangulo equivalente.
— Para resolver este problema basta saber el modo de construir un
poligono equivalente a otro dado y que fenga un lado.menos que
éste, pues repitiendo la misma construccion con cada uno de los
resulfados se obtendrd, finalmente, un fridngulo que cumple la

condicion impuesta.
- Vamos a explicar la marcha sobre

un ejemplo.

Sea ABCD E (fig. 82) un penta-
gono que queremos trasformar en
cuadrildtero equivalente.

Tracemos una diagonal A D que

C deje un vértice intermedio E. La pa-
ralela por este vértice a la diagonal
A D corta al lado CD en el punto D’.
Observemos que los friangulos A D E
y ADD’ son equivalentes, pues fie-
nen la misma base y alturas iguales.

Por consiguiente, si del pentdgono suprimimos el friagngulo ADE
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y afladimos el AD D’ se obtiene un cuadrilatero ABCD’ equi-
valente a dicho pentdgono. Repitiendo andloga construccion con
el cuadrilatero obtendremos un fridngulo equivalente al penta-
gono.

163. Trasformar un fridngulo en rectangulo equiva-
lente.—Sea AB C (fig. 83 ) un tridngulo y ED la paralela me-
dia a la base A B. Si por los extre- C
mos de esfa base trazamos las per-
pendiculares AE y BD se formara
un rectangulo A B D E equivalente al /
friangulo dado. E

En efecto: ambos tienen la misma
base A B, pero si la altura del frian-
gulo es A, la del rectangulo seré %

A B
fig. 83

Area del trigngulo ABC = -h . AB

h

Area del rectangulo ABDE = 5 - AB
- Ambas dreas son iguales, como queriamos demostrar.

Por consiguiente:

164. Cuadratura de un rectangulo.

Sean my n (fig. 84) los lados de un recfdangulo. Represen-
tando por x el lado del cuadrado equivalente a dicho rectangulo,
se verificard, en
virfud de la igual-
dad de dreas

X*=mn
n Regla:

PARA EFECTUAR

m x : LA CUADRATU-

g $4 RA DE UN REC-

TANGULO BASTA CONSTRUIR UN CUADRADO CUYO LADO SEA
MEDIO PROPORCIONAL A LOS LADOS DEL RECTANGULO.

165. Construccién de medios proporcionales.

El teorema de Euclides (pdrrafo 137) y el de la altura (parra-
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fo 139) nos ensenan dos procedimientos para construir el medio
proporcional a dos segmentos dados my n.

1e™ método.

Se construye (fig. 85) la diferencia CB de los segmentos
m y n. Tomando como diametro A B se describe una semicir-

fig. 85

cunferencia y trazando por C la perpendicular a este didmetro se
obtiene el punto D que unido con A nos da el segmento A D,
gue es el medio proporcional pedido.

Demostracion:

Observemos que el friangulo AD B es rectangulo en D vy, se-
gtin el teorema de Euclides, el cateto AD es medio proporcional |
= {4 enfre la hipotenusa m y la |:

e _,'.'-‘*;:\__ proyeccion ortogonal n de
',.. dicho cateto sobre'la hipo-
} \, %,  fenusa.

- 2.° método.
o~ %% Sobre el segmento A C
N:  (fig. 86), sumadem y n,
A B f‘ como didmetro, se cons-
n truye una semicircunferen-
cia. Trazando por B la
perpendicular a dicho didmetro se obtiene el segmento B D, que
es el medio proporcional pedido.

Demostracion:

Basta observar que el tridngulo A CD es rectdngulo y, segiin
el tfeorema de la altura, BD es medio proporcional entre los seg-
mentos, m y n, en que descompone a la hipotenusa.
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166. Cuadratura de poligonos.—De lo dicho se deduce el
siguiente procedimiento para efectuar la cuadrafura de un poligono.

i B

2.7

3.°
4.°

5.°

-1

10.

11

12,
13,
14,
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Se convierte el poligono en ofro equivalenfe que tenga un
lado menaos. _ g

Se repite la construccion anterior sobre cada nuevo poli-
gono hasta obtener un triangulo.

Se convierte esfe fridngulo en rectangulo equivalente.

Se construye el medio proporcional a los dos lados de
este rectangulo. -

El cuadrado que tiene por lado este medio proporcional
es la solucién del problema.

EJERCICIOS

Trasformar un tridngulo en otro equivalente que tenga un dngulo
dado.

Trasformar un tridngulo en otro equivalente que sea isisceles y
tenga por altura un segmento dado.

Trasformar un tridngulo en otro equivalente que sea rectdangulo y

tenga por cateto una altura de aquél.

Trasformar un tridngulo en otro equivalente que sea rectdngulo y
tenga por cateto un segmento dado. .

Trasformar un paralelogramo en otro equivalente cuyos lados ten-
gan dimensiones dadas.

Descomponer un tridngulo en dos partes equivalentes mediante wina
recta que pase por un vértice.

Descomponer un tridngulo en cinco partes equivalenies mediante
rectas que pasen por un vértice.

Trasformar un tridngulo en rectangulo equivalente cuya base sea
un segmento dado.

Construir un tridngulo equildtero equivalente a un tridngulo dado.
Construir un tridngulo equivalente a un tridngulo dado y cuyos
vértices estén sobre rectas dadas. {

Dados una circunferencia y un tridngulo interior, construir un
tridngulo equivalente a éste y cuyos vértices estén situados en la
circunferencia.

Construtr un segmento cuya longitud sea V?

Construir un segmento cuya longitud sea \F’J-

Construir un segmento cuya longitud sea Vré-_

Construir un segmento cuya longitud sea_\/"éa




e GO 1O NI
DIVISION ARMONICA Y SECCION AUREA DE SEGMENTO

167. Puntos conjugados arménicos.

Si tenemos, sobre una recta, dos puntos fijos A y B (fig. 36)
y trazamos los dos puntos X y X' que dividen al segmento AB
en una cierfa razén, diremos que los puntos X y X’ son conjuga-
dos arménicos respecto de los puntos A y B.

Cada valor de la razén nos da un par de puntos conjugados
armonicos.

Consecuencia:
Sobre la recta A B existen infinitos pares de puntfos conjuga-
dos armonicos respecto de A y B.

168. Construccién del conjugado armonico de un punfo
dado.

Método geométrico:

Por los puntos A y B (fig. 87) tracemos dos rectas paralelas
cualesquiera y por C

E. 4 una secanfe cualquie-
e 0 ra y tomemos sobre
! o s e aquellas los segmen-
"' s tos AE=m y FB=n.
L A Al L En la prolongacion de
= e ;:B_ D 516 i o memos, BO Aoh
: sf y trazando, finalmente,

< la recta E G obfendre-
mos el punto D, que es el conjugado armdnico de C, pues, segtin
lo dicho en el parrafo 111, se tiene

CA:CB=DA:DB=m:n

Método aritmético:
Explicaremos este método sobre un ejemplo.
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Sean AB=24cm y AC=20cm (fig.88) y queremos
calcular la distancia A D.

20 cm

T L e L TIPS —— Y |

Para ello, escribamos la proporcion
AC: BC=AD:BD

y por ser
AC:BC =2 cm :i4cm = B
Y
BD =AD — 24cm
tendremos
AD :(AD — 24cm) = 5
de donde
AD =5(AD —24 cm)
AD =5.AD — 120 cm
4. AD = 120 cm
120 cm
D = = 30 cm
4
Observacion:

Si tenemos tres cuerdas de guitarra, del mismo material, de
igual espesor, igualmente estiradas, cuyas longitudes sean los
segmentos del ejemplo anterior

AC = 20cm ; AB = 24 cm 2 AD = 30 cm

y pulsamos estas cuerdas, produciran fres sonidos cuyas frecuen-
cias, segiin se estudia en Fisica, son inversamente proporcionales
a las longitudes de las cuerdas y formardn la proporcion progre-
siva

o v 120 = 120 = 120

30 | 9 [aBgnin magderapuiimagey rokiu il
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De aquf se deduce que al pulsar las ftres cuerdas se produ-
cira el acorde perfecto do—mi—sol.

Por este motivo se llama armoénica la figura formada por los
cuatro puntos A, B, Cy D (fig. 88).

169. Seccién durea de un segmento.

Sea A B un segmento rectilineo (fig. 89) y O la circunferen-
cia tangente en B a dicho segmento cuyo didmefro es igual a
este segmentfo.

Trazando la secante
AD que pasa por el cen-
tro O, tendremos en vir-
tud del teorema de la fan-
gente (pdrrafo 152)

AC . AD = AB?
y por ser
AD=AC-{-CD=AC--AB
tendremos A
AC . (AC -} AB) = AB® fig. 89

Llevando la distancia A C sobre el segmento A B se obfiene
un punfo X y por ser A C = AX, tendremos

AX.AX+AB)=AB?
de donde
AX*+AX.AB=AB?
AX*=AB*"—AX.AB
AX2=AB.(AB—AX)
y finalmente
AX*=AB.XB
En resumen:

El punto X descompone al segmento AB en los segmentos
AX y XB, de manera que el mayor de estos A X, es medio
proporcional entre el otro, X B, y el segmento complefo A B.

Esta descomposicién de un segmento dado se llamé, antigua-
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menfe, SECTIO AUREA y también sectio piviNa. En los libros actua-
les suele llamarse «division en media y extrema razén». Mds bre-
ves 'y de mejor sonoridad son las traducciones SECCION AUREA Yy
SECCION DIVINA, La primera ha logrado mayor difusion y es la que
nosofros empleamos.

Observacion:

Algunos aufores, como consecuencia de sus estudios sobre las
proporciones del cuerpo humano en sus mds bellos tipos, coloca-
cién de las hojas en los tallos, distribucion de espiras en las con-
chas de los moluscos, dimensiones de las 6rbitas de nuesiro sisfe-
ma planetario, efc., han creido ver un canon de belleza y armonia
en la seccién durea de un segmento. Este principio, muy difundido
entre los arfistas de épocas antiguas, ha caido hoy en desuso.

EJERCICIOS

1. Sobre una recta hay marcados tres puntos A, B y C, tales que
AB = 3 cem y BC =4 em. Construir los conjugados armdnicos
de cada uno de ellos respecto de los otros dos.

2. Una bisectriz de un tridngulo corta al lado opuesto en un punto D;
determinar el conjugado armdnico de este punto respecto a los vér-
tices de dicho lado.

3. ;Qué le sucede al conjugado armdnico del punto € cuando éste se
acerca al punto medio del segmento AB?

4. Los puntos (' y D son conjugados armdnicos respecto de A y B.

;Cual es el conjugado de A respecto de C' y D?

Cuatro rectas a, b, e, d, concurrentes en un punto V, determinan

sobre una recla 1 wna figura arménica. Demostrar que las inter-

secciones de aguellas rectas con otra cualquiera ', que no pase
por V, forman otra figura armdnica.

6. Por un punto P, interior a una circunferencia, se trazan wvarias

secantes. Construir los conjugados armdnicos de P respecto a los

puntos de interseceion de cada secante con la circunferencia. ]

Calcular las longitudes de los dos segmentos en que divide la see-

cidn durea a un segmento que tiene 1 m de longitud.

8. Caleular las longitudes de los dos segmentos en que divide la sec-
cion durea a un segmento cuya longitud es L.

9. 'La seccidn durea de un segmento le descompone en dos partes X é y.

Calcular las longitudes de los segmentos en que divide la seccién

durea a la mayor de dichas partes.

b |
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LECCION 38
POLIGONOS REGULARES

170. Inscripcién del decdgono regular.

Sea A B (fig. 90) el lado del decdgono regular inscrito en una
cncunferenma dada de centro O. \
(07 = Observemos que el trigngulo A O B
es isosceles y su dngulo en el vérti-
ce O vale
Z N o
fon sl
10
Los angulos adyacentes a la base
valen
AN N o!__ zgo
OBA — OAB — & 5 = ]
Si AC es la bisectriz del angulo
O A C tendremos

= 72°

LRy
: CAB = 36°
g N

ACB = 180" — ABC — CAB = 180° — 36° — 790 — 79°
Por consiguiente el tridnguio A BC es isésceles y AC=A'B.
.Observemos, también, que los frigngulos ABC y OAB son

sernejantes, pues ambos son isdsceles y tienen un dngulo en la
base comiin (parrafo 127, caso 1.°). De esta semejanza se deduce

la proporcion
! @B: AB=AB:BC

e
Cons:derando por otra parte, que C}xO $6° se ve que tam-
bién el mangulo CAO esisésceles y por consiguiente
- OC=CA=ADB
Sustituyendo, en la proporcién anterior, en vez de AB el va-
lor O C, tendremos
O B£0 €==0'\CB:C
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En resumen, si sobre el radio O B tomamos un segmento O C
igual al lado del decdgono regular inscrito, dicho radio se descom-
pone de igual modo que por una seccién aurea.

Asi queda demostrado el siguiente

Teorema:

EL LADO DEL DECAGONO REGULAR INSCRITO EN UNA CIR-
CUNFERENCIA ES EL MAYOR DE LOS SEGMENTOS EN QUE LA
SECCION AUREA DESCOMPONE AL RADIO.

171. Lado del decédgono regular en funcién del radio.

Del teorema anferior se deduce que si el segmento A B (fig. 89)
es el radio r de la circunferencia dada, el lado del decdgono re-
gular inscrito sera A C.

De dicha figura resulta

AC=A0 00C=VAPF LO0B — Ly Pp £

V =+ 9 \/ r* -+ 1

Ser B e B el R

g Vi 2, = 2 Y2 . 25 BAYE—1)
En resumen

r =
L e BT )

172. Lado del pentdgono regular.

Sea A B el lado del decdgono regular inscrito en la circunfe-
rencia O (fig. 91).
Prolonguemos o
este lado hasta
obtener el seg-
mento A C igual
al radio.

Segtin hemos
demostrado en el
parrafo 170, A B
es medio propor-
cionalentre ACy
B C,de modo que
si trazamos la
tangenfe C D tendremos (pérrafo 152) AB=CD

<200 !
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Por ofra parte, el tridngulo C A O es isésceles, por ser AC=A0

y como el angulo en el vértice A vale 72° (parrafo 170) o sea %{L,
resulta que CO es precisamente el lado del pentdgono regular
inscrifo en la circunferencia dada.

Trazando el radio O D que va al punto de contacto de la tan-
gente CD se forman el triangulo O CD que tiene las siguienfes
propiedades:

1.* Es rectangulo.

2.* Uno de sus catetos es el radio de la circunferencia.

3. El ofro cafeto es el lado del decdgono regular inscrito.

4.* La hipotenusa es el lado del pentagono regular inscrito.

Asi queda demostrado el siguiente

Teorema:

EL LADO DEL PENTAGONO REGULAR INSCRITO EN UNA CIR-
CUNFERENCIA ES LA HIPOTENUSA DE UN TRIANGULO RECTAN-
GULO QUE TIENE POR CATETOS EL RADIO Y EL LADO DEL
DECAGONO REGULAR INSCRITO.

Este teorema nos permite calcular la expresién del lado del
penrégbno en funcién del radio, pues del tridngulo rectangulo
OD C (fig. 91) se deduce

FL=0C=0D'-}DC’
y sustituyendo los valores
OD=t

DC =5 (V5—1)

tendremos
fumer L (5§ S pIp ebiit whortdf o BB ol
L P09V )
4
de donde

SN 2 ) O T
L= 5 \ 10—2V5

173. Construccién practica.—Para dividir una circunferen-
cia en diez partes iguales se frazan (fig. 92) un didmetro A B y el
radio perpendicular O C. Desde el punto medio de A O, como
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centro, se fraza el arco CD. El segmento OD es el lado del |
decdgono regular inscrito y C D el lado del pentdgono.

Demostracion: l
En virtud del teorema de Pitdgoras tendremos |

del decédgono obtenida en el parra-
fo 171.
Aplicando, finalmente, el teore-
B ma del parrafo 172 al tridngulo
COD, se ve que la hipotenusa
CD es el lado del pentdgono re- i
gular inscrito en la circunferencia '
dada. ;

51° |
MC=0C"+ 0O M:=rn -+ il e
Por ofra parte
B il Al
MD=Mu=§\.-'5
| gl 2 r T bt
—— _ _ —_—— — 1
OD=MD—~MO—3V5—3 5 (va~1) |
R /
; que es la misma expresion del lado |
i

flg. 92

174. Ildea de los poligonos regulares estrellados.—Si se
fiene una circunferencia dividida en cinco partes iguales (fig. 93) y
unimos los puntos de division en el 4
orden 1 3 8 2 4 1, se formaraun
poligono céncavo que tiene fodos sus !
lados iguales, por ser cuerdas de arcos {
iguales, y todos sus dngulos iguales, ¥
por esfar inscrifos en arcos iguales.

El pentagono obtenido es regulary
por tener la forma de estrella se llama
poligono estrellado.

Si unimos de dos en dos los vérti- 4 :
ces de un decdgono regular convexo
(fig. 94) se obtienen dos pentdgonos
convexos; para obfener un decagono estrellado hay que unir di-
chos vértices de tres en tres (fig. 95).

202 of, ' .
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En general, todo poligono regular estrellado se determina por
dos niimeros #n y m. Uno de ellos, n, expresa el niimero de

fig. 94

vértices y el otro, m, indica que
dichos vértices han de unirse de
men m.

El valor de # se llama gé-
nero del poligono y el valor de
m se llama especie.

Para obtener un poligono
esirellado es preciso que m y n
sean primos enfre si; en caso
confrario no se obtienen poligo-
nos de z lados. Tampoco dan
poligonos estrellados los valo-
resm=1y m=n—1. Final-
mente, las especies complemen-

tarias » y n— m dan el mismo poligono estrellado. Con estas
normas es facil calcular las especies de poligonos estrellados que

b -
existen de un orden determinado.

n

n

n

n

Ejemplos:

3 no hay poligono estrellado.

49 ’» » »

5 hay un poligono estrellado
de especie 2.

6 no hay poligono estrellado.

7 hay dos poligonos estrella-
dos de especie 2 y 3.

8 hay un poligono estrellado
de especie 3.

= 10 hay un poligono estrellado

de especie 3.

= 15 hay tres poligonos estrella-

dos de especie 2, 4 y 7.

9

10,

fig. 95

wJERCICIOS

Construir dos octdgonos regulares, uno inscrito y otro circunscrito
en una circunferencia. ;jCual tiene mayor perimetro? ;Cual tiene

mayor drea?

Construir un exdgono y un dodecdyono regulares inscritos en una
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12.

204

circunferencia. ;Cual tiene mayor perimetro? ;jCual tiene mayor
darea?

Construir un pentdagono y un decdgono regulares circunscritos en
una circunferencia. ;Cual tiene mayor perimetro? ;Cnal tiene ma-
yor drea’

Caleular, en funcion del radio, el lado y el drea del tridngulo equi-
Ldtero inscrito en una clrecunferencia.

Caleular, en funcidn del radio, el lado y el drea del cuadrado ins-
errito en una civeunferencia.

Caleular, en funcion del radio, el drea y la diagonal del pentdgono
reqular inscrito en wuna circunferencia.

Caleular, en funcion del radio, el lado y el drea del octigono regu-
lar inserito en una circunferencia.

Constriir un decdgono regular estrellado de tercera especie.
Construir un poligono regular estrellado de género 16y quinta es-
pecie.

Construir un poligono regular estrellado de género 20 y séptima es-
pecie.

Determinar el género y la especie de los poligonos estrellados de la
fig. 96.

Sl

Caleular, en funcién del radio, las dreas limitadas por los contor-
nos poligonales del ejercicio 11.

fig. %6




S ECCION 359
LONGITUD DE LA CIRCUNFERENCIA

175. La circunferencia como Ifmite. - Supongamos que en
una circunferencia, cuyo radio mide 4 cm, se inscriben, sucesiva-
mente, poligonos regulares convexos de 3, 4, 5, 6, 7....n.... lados.
Calculando los perimetros de estfos poligonos se podrd construir
una grafica; bastara tomar sobre el eje abscisas el nimero de
lados de cada poligono y sobre el eje de ordenadas el perimefro
correspondiente.

Haciendo las mismas operaciones con los perimefros de los
poligonos regulares convexos de 3, 4, 5, 6, 7....n.... lados, cir-
cunscrifos en dicha circunferencia, obtendremos otra gréfica:

Las dos graficas, asi obtenidas, se representan en la fig. 97.
De ella se deducen las siguientes consecuencias:

1.? Los perimetros

Pss PPy saeePreias
de los poligonos inscritos crecen a medida que aumenta el niimero
de lados, lo cual significa que, forman una sucesién mondtona
crecienfe. :

2.2 Los perimetros

Py Pas Pt SeR o
de los poligonos circunscrifos disminuyen a medida que aumentfa
el niimero de lados, lo cual significa que forman una sucesiéon mo-
notona decreciente.

3.7 El perimetro de cualquier poligono inscrifo es menor que
el perimetro de cualquier poligono circunscrito

pr < Pk

4.* La diferencia, P, — pn, entre los perimetros de dos poli-
gonos de igual mimero de lados disminuye a medida que crece .

Todavia un calculo mds minucioso permite comprobar que la
diferencia P, — pn puede ser menor que cualguier niimero posi-
tivo. Recordando lo dicho en el parrafo 48, podremos escribir

Iim. (Py — pa) =0
n—y 0
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Esto significa que los valores de P, y p. fienden a igualarse,
cuando el niimero de lados 7 crece indefinidamente; dicho de ofro
modo, ambas sucesiones fienen el mismo limite.

31

25

24

22

21

20

cm L . !
Radio de la circunferencia 4 cm
i
~
&
2
@
oy
Poligonos circunscrifos
Longitud de lg_circunterencia 2518 tm————
Poligonos inscritos

= JET IERENC SRR ORNNsE ) RERNRRD ) FRCKENG Y RN GGNE . FREGLf

NUMERO DE VERTICES
fig, 97
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Resumen:
SI TENEMOS UNA CIRCUNFERENCIA, LOS PERIMETROS
ot A e 5 P DA o
DE LOS POLIGONOS REGULARES INSCRITOS FORMAN UNA SU-
CESION MONOTONA CRECIENTE. LOS PERIMETROS
T ol S O P et N
DE LOS POLIGONOS REGULARES CIRCUNSCRITOS FORMAN UNA
SUCESION MONOTONA DECRECIENTE. AMBAS SUCESIONES SON
CONVERGENTES Y TIENEN EL MISMO LIMITE. ESTE LIMITE SE
LLAMA LONGITUD DE AQUELLA CIRCUNFERENCIA.

176. Cadlculo del limite.—Es evidente que cualquier elemen-
fo, pn 6 Px, de las sucesiones anferiores representa un valor
aproximado de la longitud de la circunferencia respectiva y su
aproximacion crece al aumentar el niimero de lados. Esto significa
que, para el célculo del limite, no hace falta tomar todos los térmi-
nos de las sucesiones anferiores; las sucesiones parciales

Ps » Pz , Pz 5, Pias , P% 5 Pi192secasans
PeascPis o0 Pat aiiPas: - o Poshs Piashian e o
referentes a poligonos cuyo niimero de lados se duplica a cada
avance, tienen fambién por limite la longitud de la circunferencia.

La ventaja de adoptar estas sucesiones parciales es que se pue-
den calcular fodos sus elementos mediante formulas aritméticas.
Basta observar que el lado del exdgono regular inscrito es igual al
radio de la circunferencia; conociendo el lado de dicho exdagono
inscrito se calcula el lado del circunscrifo mediante la formula del
parrafo 177; por ofra parte, la férmula del parrafo 178 nos permite
calcular el lado del poligono inscrifo de doce lados; volviendo a la
primera formula obtendremos el lado del poligono circunscrito de
doce lados. Repitiendo indefinidamente estos cdlculos se obtienen
cuanfos elementfos queramos de aquellas sucesiones.

177. Lado de un poligono regular circunscrito en una
circunferencia.—Cuando se conoce el radio r de una circunfe-
rencia y el lado A B =1, (fig. 98) del poligono regular inscrito
de 7 lados es muy fdcil calcular el lado A’ B =1, del poligono
regular de 7 lados circunscrito en dicha circunferencia.
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Por ser la recta A’ B’ tangen- A’ < Q

; : =B’
te a la circunferencia en el punto / : \
P : B

C’, medio del arco A B, ten- A
dremos

AAOB~~—ANOB
De esta semejanza se deduce
la proporcion
I.n :||1 :OC,:OC
Por ofra parte del fridngulo
rectangulo A O C se deduce fig, 98

0C=thF—AG==VF:E;:;éVG;_p;

Sustituyendo este valor en la proporcién anterior y teniendo en
cuenta que O C’ es igual al radio r, tendremos

i - — - 1
Faneal et o —2—\/41"—-?"

de donde
arly
=i
Var —p,
Tomando el radio por unidad, tendremos
245
ligi= ir=—umy
Va—r,
178 Lado del poligono regular inscrifo de 2 n lados.—
M Si AB es el lado, l,, del poligono

regular de » lados inscrito en una
circunferencia (fig. 98) y M es el pun-
to medio del arco AB es evidenfe
que la cuerda A M serd el lado Iz,
del poligono regular inscrito de 2n
lados.

Aplicando el teorema de Euclides
el friangulo M A M’ tendremos

Pon=MM .CM
Por ofra parte, se verifica
MM =2r

208




i T i P
CM=0M—-0C=r— 4V 4r*—12n=?-5--—\1‘;"—‘_."_

y sustituyendo ambos valores en la igualdad anferior tendremos
de donde

Tomando el radio por unidad tendremos B |

Dada una circunferencia de 1 m de radio calcular:
7

TN S b

bl

4 —_ 2[“—*\!71!'2—'1% Ar a / 2 4
Fan=2r. 5 —2r-r\f4r—i"n

n = \/ o r\.’mlq |

Lo = \/2 ESER Y (7 g e
EJERCICIOS

El perimetro del cuadrado inserito.

El perimetro del cuadrado circunscrito.

El perimetro del octégono regular inscrito.

El perimetro del octégono regular cireunscrito.
El perimetro del decdgono regular inscrito.

El perimetro del decdgono regular cireunscrito.
El perimetro del icosdgono regular inscrito.

El pevimetro del icosdgono regular circunscrito.
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LECCION 40
RECTIFICACION DE LA CIRCUNFERENCIA

179. Rectificacion de una curva.—Reclificar una curva es
deferminar su longitud. Esta operacion puede efectuarse analitica-
mente, es decir, mediante calculos aritméticos o geométricamenle,
es decir, mediante construcciones graficas hechas con la reglay
el compas.

180. Rectificacion analitica de la circunferencia.—Sean
dos circunferencias de radios, r y r’, cualesquiera e inscribamos
en cada una de ellas, una sucesion de poligonos regulares de

5 Ptz bt e e e Pl A et lados. Los perimetros respecti-
vos formardan dos sucesiones

Ps 5 P+ 5 Ps 5 Pg covennn Po «+.0::-.

p‘S L] p’-i ] P,;‘: 3 ]3,[; ....... P’n .......

La primera sucesion tiene por limite la longifud C de la circun-
ferencia de radio r; la segunda sucesion tiene por limite la longi-
fud C' de la circunferencia de radio r’.

En virtud de la semejanza de dos poligonos regulares de igual
nimero de lados (parrafo 131) tendremos

ps:ps —=2r: 271
puapl, — 21 91

P g puesto que los didme-

fros 2r y 2r son li-
neas homodlogas en to-
das estas semejanzas

.................

Como la razon de los perimetros homdélogos es, en todo mo-
mento, igual a la razon de los didmetros, también, en el limite,
tendremos la igualdad

G Ce— T (O

Erdn—=C 9y

0 sea
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Como r y r son dos radios cualesquiera resulta el siguiente

Teorema:
* LA RAZON ENTRE LA LONGITUD DE UNA CIRCUNFERENCIA
Y SU DIAMETRO TIENE UN VALOR CONSTANTE.
Representando este valor constante por la letra = tendremos
G :2n=m
de donde
© =2 iy
Regla:
LA LONGITUD DE UNA CIRCUNFERENCIA SE OBTIENE MUL-
TIPLICANDO EL RADIO POR 2 m.

181. Rectificacion de un arco de circunferencia.

Si dividimos una circunferencia de radio r en grados sexa-
gesimales, la longitud de cada uno de estos arcos sera
ol (N SR

360 180

Por consiguiente la longifud de un arco de » grados sexage-
simales serd

wrn
ho=ee

=

182. Cilculo del niimero 7.—Si en la férmula que expresa
la longitud de la circunferencia, suponemos el radio igual a la
unidad fendremos

@ '=i%n de donde ﬁ:%

El nimero 7 es igual a la longitud de una semicircunferencia
cuyo radio sea la unidad; por consiguiente el semiperimetro de
cualquier poligono regular inscrifo o circunscrifo en dicha circun-
ferencia es un valor aproximado de =.
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~ Con las férmulas expuestas en los pdrrafos 177 y 178 se han
obfenido los valores siguientes

1 1
n 3 Pn 5 Pa

6 | 3,0000000 | 3,4641016
12 | 3,1058285 | 3,2153903
24 | 3,1526286 | 3,1596600
48 | 3,1393502 | 3,1460865
96 | 3,1410320 | 3,1427147 -
192 | 3,1414525 | 5,1418751
s 384 | 3,1415577 | 3,1416628
768 | 3,1415839 | 3,1416102
1536 | 3,14159056 | 3,1415971

Los niimeros de la segunda columna representan valores de =
aproximados por defecto y los de la tercera columna valores apro-
ximados por exceso, de manera que tendremos

3,1415905 < = < 3,1415971
de donde se deduce que

3,14159

representa el valor de 7 con cinco cifras decimales exactas. Para
obtener mayor aproximacion habriamos de recurrir a poligonos
de mayor niimero de lados.

Este método ufilizado por Arquimedes, es sumamente labo-
rioso. Empleando recursos del Analisis matemadtico pueden cbte-
nerse con cierta rapidez valores muy aproximados de 7. Actual-
menfe se conocen 707 cifras decimales exactas; las cuarenta
primeras son

3,14159 26535 89793 23846 26433
83279 50288 41971

En el siglo pasado, el gran matemdtico aleman Gauss, logro
demostrar, de modo riguroso, que ™ es un nimero irracional y
por tanfo no puede expresarse por una fraccién decimal exacta,

ni periodica.

183. Rectificacion grafica de la circunferencia.—Método
de Kochansky (matematico polaco del siglo 17).
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Por un punto A de la circunferencia (fig. 100) se trazan la tan-
genfe y una cuerda AH igual al radio. Sea OG la mediatriz
de esta cuerda y E
la inferseccion de B
dicha mediatriz con
aquella tangente.

Llevemos, sobre
la tangente, el seg-
mento EF cuya lon-
gilud sea tres veces
el radio y, por ul- 7
timo, el segmento
BF representa, con ( E A
gran aproximacion,
la semicircunferen- G\/_f/

cia rectificada.

=

Al fig. 100
Demostracion:

Suponiendo que el radio O A sea la unidad debe resultar
BB =T
En efecto, tendremos
S
B0 ="OA="NH{—"1 5%, AOE =302 BA — fan sl
y por consiguienie
FB* = AB* - AF = 2® -L (3 — tan 30°)

y sustituyendo en vez de tan 30" el valor 0,57735 deducido
de las tablas resulfa .

FB? = 9,8692157..... e
de donde

R SRR U E e s e

Observacion:

Todos los procedimientos conocidos para rectificar una circun-
ferencia, con la regla y el compas, son aproximados y estd de-
mosirado que no puede existir una solucién exacta de este pro-
blema.

EJERCICIOS

1. Calcular la longitud de una circunferencia de 1 m de didmetro
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. T et

[P —

dando a w los valores aproximados que a continuacién se expre-
san y calcular, en cada caso, el error correspondiente:

16\2
T = (T) de los egipeios (2 000 aiios antes de J. C'.)
o =3 de los caldeos (900 anos antes de J. C'.)
7\2
T (%) de los indios (600 afos antes de J. ()
22 :
® =l o de Arquimedes (250 anos antes de J. C.)
355

* = 95 de Adriano Metio (siglo XVI)

2. Caleular el radio de una circunferencia que tiene 50 cm de longitud.

3. El tronco de un arbol tiene 5,20 m de desarrollo. Calcular su
didmetro,

4. Una rueda tiene 92 cm de didmetro. Caleular el nivmero de vueltas
necesario para recorrer un kilémetro.

5. El minutero de un veloj tiene 16 mm de longitud. Caleular el reco-
rrido de sw extremo en un dia.

G Una circunferencia tiene 3 m de radio. Caleular la longitud de
un arco de 25° 40'.

7. Una circunferencia tiene 8 cm de radio. Calcular la graduacidin
de un arco que mide 15,7 cm.

8. Caleular la graduacidn de un arco cuya longitud es igual al radio.

9.  Caleular la longitud de un grado de meridiano terrestre (R = 6370
kilémetros).

10.  Caleular la longitud de un minuto de meridiano terrestre.

11.  Un wventilador tiene 30 cm de didmetro y da 2500 vueltas por mi-
nuto. Caleular, en kilometros por hora, la wvelocidad del extremo
de una paleta.

12.  La longitud del paralelo terrestre de un cierto lugar es 20 000 kild-
metro. Caleular la longitud geogrdfica de dicho lugar.

214




LECCION 41
AREAS DEL CIRCULO Y DE LAS FIGURAS CIRCLLARES

184. Area del circulo.—Si inscribimos en una circunferencia
los poligonos regulares de 3, 4, 5, ..... R lados y cal-
culamos sus respectivas dreas obfendremos una sucesion monoéto-
na creciente

S5 5. Sels By s kds Sp | e sieas

Las dreas de los poligonos regulares circunscrifos forman ofra

sucesion monotona decreciente
S A e e S

Suponiendo que AB y A'D’ (fig. 98) son los lados de los
ene-dgonos regulares, inscrifo y circunscrito, respectivamente,
en la circunferencia, iendremos, en virtud de la semejanza de am-
bos poligonos (parrafo 131), la proporcién siguiente:

Sa 8= 0C ;. 0C
de donde se deduce
2 2 2
{5 s aO B — 0 C ) s0C
y despejando el primer antecedente se obtiene
Sn L :
Si—s= o' (oc -i--oc) (oc —oc)

Suponiendo que el niimero de lados crece indefinidamente, el
facior O C' — O C, del segundo miembro, llega a ser tan peque-
flo como se quiera y como los otros factores conservan siempre
valores finitos, resulta que el producto, o sea, S, — s, puede ha-
cerse fan pequefio como Se quiera.

Por consiguiente:

LAS AREAS DE LOS POLIGONOS REGULARES INSCRITOS EN
UNA CIRCUNFERENCIA Y LAS AREAS DE LOS POLIGONOS RE-
GULARES CIRCUNSCRITOS FORMAN DOS SUCESIONES QUE TIE-
NEN EL MIEMO LIMITE. ESTE LIMITE SE LLAMA AREA DEL
CIRCULO.
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Representando por a, el apotema del poligono inscrito de n la-
dos, tendremos

s——1—p a
mn 2 n n

En el limite, el drea s, del poligono se convierte en el drea S
del circulo; el perimetro p, se convierte en la longitud 2 = r dela
circunferencia y el apotema a,= O C (fig. 98) se convierte en el
radio r. Sustituyendo cada uno de es-
tos valores en la igualdad anterior ten-
dremos

R

o

1—.2.':1'.1“:-::1"-
2

Asi queda demostrada la siguienfe

Regla:

EL AREA DE UN CIRCULO ES IGUAL
AL CUADRADO DEL RADIO MULTIPLI- A
CADO POR EL NUMERO =.

{

fig. 101

185. Area del secfor circular.—Descomponiendo un circulo
en 360 sectores iguales, cada uno de ellos fendrd la graduacion
de 1° sexagesimal. El drea de uno de estos secfores valdra Liliad

Por consiguiente, el drea de un sector
de n° sexagesimales serd (fig. 101).

oo 1 ®rn

560 F <20y 180

y como = 2
180

es la longitud del arco de

fig. 102 Area sector AOB= — 5

186. Area del segmento circular.--Si por los exfremos del
segmento A B C (fig. 102) frazamos los radios AO y CO se
obtiene un sector circular ABC O y un tridngulo ACO . De
dicha figura se deduce

drea segmenfo ABC = drea sector ABCO — drea friangulo AOC
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187." Areas de un trapecio y una corona circulares.—El
drea de un trapecio circular A B C D (fig. 103) es la diferencia en-
tre las dreas de los sectores ABO y D CO. Tendremos

7w n __qr_rfl'l o n T )

Area f io ABCD = - — e gel . gl
rea trapecio e = 54 ;

Cuando el dngulo AOB vale 360°, el tfrapecio se convierte
en la corona circular y la férmula.anterior nos da

drea corona circular = « (1" — 11°)

188. Cuadratura del circulo.—El problema de la cuadratura
del circulo esta resuelfo analiticamente por la féormula

S=aqar*

Sin embargo, es la solucién gréfica de esfe problema la que ha
logrado universal celebridad desde fiempos
muy remotos; se trata de converfir un circulo -~
en cuadrado equivalente, sin utilizar ofros
instrumentos que la regla y el compds. Plan-
teado de este modo, el problema de la cua- ﬂ
dratura del circulo, es irresoluble.

Asilo ha demostrado, con todo rigor, a “
ultimos del siglo XIX, el matematico alemdn A
Lindemann. g 210

Pueden obfenerse soluciones aproximadas, observando que

si x es el lado del cuadrado pedido y r el radio del circulo, ten-
dremos

B

X=agri=arT.r
Por consiguiente, el lado del cuadrado es medio proporcional
entre la longifud de la semicircunferencia y el radio. Bastard rec-
fificar graficamente la semicircunferencia y hallar dicho medio pro-
porcional para fener una solucién aproximada de la cuadratura del
circulo.
EJERCICIOS

1. Caleular el radio de un circulo equivalente al doble de otro circulo
de 1 m de radio.

2. Calcular el perimetro de un circulo cuya drea vale 3 751 c¢m? .

3. jQué didmetro debe darse a una ventana circular para que deje la
misma superficie libre que otra ventana rectangular de 1,2 X 2 m? .
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de otros dos dados.

Un circulo tiene 0, 5m de radio; caleular el dngulo del sector
cuya drea vale 0.4 m2 .

El ruedo de una plaza de tovos tiene 40 m de radio y la anchura
del callejon es 2 m. Caleular el drea del ruedo y la del callején.
Los extremos de un cuadrante, que tiene
15 em de radio, se unen por una cuerda.
Caleular el drea del segmento asi formado.
Construir un circulo equivalente a la suma

Construir un circulo equivalente a la dife-
rencia de otros dos dados.

Calcular el drea de la estrella rayada en :
la fig. 104. fig. 104

Un circulo estd inscrito y otro civeunscrito en un cuadrado. Caleu-
lar la razén de sus dreas.




LECCION 42
PROPIEDADES FUNDAMENTALES DE LA ELIPSE

189. Simetrias en la elipse.

1. Teorema:

LA RECTA QUE UNE LOS FOCOS ES EJE DE SIMETRIA DE LA
ELIPSE.

Demostracion:

Sea P un punto cualquiera de la elipse; F y F, los dos focos
(fig. 105). Si P’ es el simé- B :
frico de P respecto a la
recta FF,, ésta serd la
mediatriz del segmento PP’
y se verificaran las siguien-
tes igualdades

Dl =— D A“ Ty
P'F=PF,
de donde
P’'F{-P'F,=PF | PF,=2a
Por consiguiente el B &
punto P’ también pertenéece figa105

a la elipse, lo cual demuestra que FF, es eje de simefria ortogo-
nal de dicha curva.
2.2 Teorema:
LA MEDIATRIZ DEL SEGMENTO DETERMINADO POR LOS FO-
COS ES EJE DE SIMETRIA DE LA ELIPSE.
Demostracion:
Sea BB’ dicha mediatriz y P” el siméirico de P respecto de
B B’ (fig. 108). En virtud de la simefria se verifican las igualdades
P~ =D
P"Fi=PF
de donde
PHE P& = PF, 4+ PPF=2a
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Por consiguienfe el punfo P” pertenece fambién a la elipse y el
teorema queda demostrado.
Consecuencias:

1.2 De los dos teoremas anteriores y recordando las propie-
dades de las figuras simétricas se deduce que la elipse es una linea
simétrica respecto del punto O, de interseccion de los ejes F F, y
B B'. Este punto se llama centro de la elipse; las rectas que pasan
_ por ¢l se llaman diametros.

2.2 8i A y A’ (fig. 105) son los puntos de intferseccién del
eje focal con la elipse, tendremos en virtud de la simetria respecto
al centro O

OA=0A

y como O es punto medio del segmento F F, también tendremos
OF=O0F,

y restando miembro a miembro estas dos igualdades se deduce
AF=AF,

y como, por ofra parte se verifica
AF+AF, =2a
sustituyendo en vez de A F el segmento A’ F,, tendremos
A'F,+AFF=AA"=2a
y finalmente
OA=0A=a

190. Ejes, vértices y excentricidad de la elipse.—Los ejes
de simetria AA" y BB’ (figu-
B ra 106) se llaman ejes dela
elipse y los cuatro puntos
A, A", By B de inter-
seccion de esfos ejes con la
elipse se llaman vértices. Se-

A- E Io) F ,21 glin sabemos la longitud del
eje focal es ¢
AA'=2a
I3 La longitud del ofro eje

se representapor2b, de ma-

e nera que, BB' =2 b.
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Por ser B, punto de la elipse tendremos (fig. 106)
BF +BFi=2a
y como en virtud de la simetria es
BF=BF:

tendremos
BF=a

Por ser B O perpendicular, y B F oblicua el eje focal ten-
dremos

BF>BO
0 sea

a>b
de donde

2a>2b

Por esta razon el eje focal, A A’, se llama eje mayor, y BB’,
eje menor de la elipse.

Representando por ¢ la longitud del segmento O F, y apli-
cando el feorema de Pitdgoras al tridngulo rectangulo B O F, ten-
dremos

as — b? __{_ cs

El cociente - se llama excentricidad de la elipse.

191. Circunferencia directriz.—Se llama circunferencia di-
rectriz de una elipse, la circunferencia que tiene por centro un foco
y por radio el eje mayor de la elipse. Como esta linea tiene dos
focos, habra dos circunfe-
rencias directrices.

Si P es un punto de la
elipse y F; D el radio de
la circunferencia directriz
(fig. 107) tendremos

FiP+PF=2a
FiP+-PD=2a

de donde
PF=PD
Asi queda demostrado
el siguiente fig. 107
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Teorema:

TODO PUNTO DE LA ELIPSE EQUIDISTA -DE UN FOCO Y DE
LA CIRCUNFERENCIA DIRECTRIZ QUE TIENE POR CENTRO EL
OTRO FOCO.

Este teorema nos permite obtener la interseccion de una recta
con una elipse.

En efecto; Sean F y F, los focos de la elipse (fig. 108) y r la
recta cuya inferseccion con la elipse queremos determinar. Trace-
mos la circunferencia directriz
de centro F1. Sea F’ el simé-
tfrico de F respecto a r. Si su-
ponemos que X es uno de los
puntos de inferseccién tendre-
mos

X F — XD =X

Por consiguiente, el punto X
es cenfro de una circunferencia
que pasa por FF y estan-
gente a la circunferencia direc-
friz F, .

En resumen: Para obtener la inferseccion de una recta r con
una elipse definida por los dos focos y la circunferencia directriz
de un foco, basta determinar los centros de las circunferencias que
pasan por el ofro foco F, por su simétrico F' respecto a r y son
tangentes a la circunferencia directriz. (Esta construccién consti-
tuye el ejercicio 8 de la Leccién 35).

Observaciones:

1.* Si el punto F’ es interior a la circunferencia directriz
existen dos puntos de interseccion; la recta r es secante a la elipse.

2.2 8i el punto F’ pertenece a la circunferencia directriz, existe
un punto de inferseccion; la recta r es tangente a la elipse.

3.2 Si el punto F’ es exterior a la circunferencia directriz no
existe solucion; la recta r no corta a la elipse.

Consecuencia:

LA ELIPSE ES UNA CURVA DE SEGUNDO ORDEN, PORQUE
NO PUEDE SER CORTADA POR UNA RECTA EN MAS DE DOS
PUNTOS.
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192. Trazado de tangentes.—Si P es un punto de una

elipse (fig-109) y
f su tangente en
¢él, segiin lo di-
cho en la obser-
vacién 2.% del
parrafo anterior,
el simétrico de
F respecto ala
recta 7 serd el
punto D; por
consiguiente la
tangente f es bi-
sectriz del dngu-
loFPD.
Regla:

fig. 109

PARA CONSTRUIR LA TANGENTE A LA ELIPSE EN UN PUN-
TO SE TRAZA LA BISECTRIZ DEL ANGULO FORMADO POR UN
RADIO VECTOR DE DICHO PUNTO Y LA PROLONGACION DEL

OTRO.

EJERCICIOS

10.

El eje mayor de una elipse mide 10 em y la distancia de los focos
es 4 em. Calcular la excentricidad de esta elipse y la longitud del
eje menor.

Uno de los ejes de una elipse mide 12 em; la distancia focal es nula.
Calcular la longitud del otro eje.

Construir una elipse cuya excentricidad sea cero.

Determinar los focos de una elipse conociendo sus vértices.
Determinar los vértices de una elipse conociendo los focos y el radio
de la circunferencia directriz.

Construir la tangente a una elipse en uno de sus vértices.
Construir una elipse conociendo los focos y una tangente.
Construir una elipse conociendo los focos y la excentricidad.
Construir una elipse conociendo un foco, la longitud del eje mayor,
una tangente y su punto de contacto.

Trazar las tangentes a una elipse por un punto exterior.
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LECCION 13
PROPIEDADES FUNDAMENTALES DE LA HIPERBOLA

193. Simetrias en la hipérbola.

1.° Teorema:

LA RECTA QUE UNE LOS FOCOS ES EJE DE SIMETRIA DE
LA HIPERBOLA.

Demostracion:

Sea P un punto cualquiera de la hipérbola; Fy F, los dos
focos (fig. 110). Si P’ es siméfrico de P respecto a la recta FF,,
ésta serd la mediatriz del
segmento PP’ y se verifican
las siguientes igualdades

P Fy = PFi
PPF =PF
de donde

P'F, — P'F = PF, — PF=2a

Por consiguiente, el punto
P’ también pertenece a la hi-
pérbola, lo cual demuestra
que FF; es eje de simetria
ortogonal de dicha curva.

fig. 110

2.° Teorema:
LA MEDIATRIZ DEL SEGMENTO DETER)HNADO POR LOS
FOCOS ES EJE DE SIMETRIA DE 1.A HIPERBOLA.
Demostracion:
Sea BB’ dicha mediatrizy P” el simétrico de P respecto de
B B’ (fig. 110). En virtud de la simefria se verificardn las igualdades
PprEi— PF
PrE, = P.F

de donde
P’F — P’F, = PFL — PF = 2a
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Por consiguiente, el punto P’ perfenece también a la hip’érbo-"
la y el teorema queda demostrado.

Consecuencias:

1.* De los dos teoremas anteriores y recordando las propie-
dades de las figuras simétricas se deduce que la hipérbola es una
linea siméfrica respecto del punto O de interseccién de los ejes
FF, y BB'. Este punto se llama, centro de la hipérbola y las
recfas que pasan por él se llaman diametros.

2.* Si Ay A’ (fig. 110) son los puntos de interseccion del eje
focal con la hipérbola, tendremos en virtud de la simefria respecto
al centro O

OA =0A

y como O es punto medio del segmento F F, también tendremos
QF — OF,

y restando miembro a miembro estas dos igualdades se deduce
B = AP,

y como por ofra parte se verifica
AF, — AF = 2a
sustifuyendo en vez de AF el segmenfo A’Fi, tendremos
AF, — A'F, = AA" = 2a

OA=0OA"=a

y finalmente

194. Ejes, vertices y excentridad de la hipérbola.

Los ejes de simetria ortogonal FF, y BB’ se llaman ejes
de la hipérbola. EI primero corla a la curva en dos puntos A y A’
que son los vértices de la hipérbola. El otro eje no corta a la
curva seglin demostraremos en el pdrrafo 195.

La longitud del eje focal es

aA —2a
El otro eje carece de longitud, puesto que no tiene vérfices
sobre él.
Se llama excentricidad de la hipérbola el cociente %, donde ¢

representa la longifud del segmento O F.
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195. Circunferencia directriz.—Se llama circunferencia di-
rectriz de una hipérbola, la circunferencia que tiene por ceniro.un
foco y por radio la longitud del eje de la hipérbola. Como esta
linea tiene dos focos, habrd dos circunferencias directrices.

Si P es un punto de la hipérbola y F, D el radio de la circun-
ferencia directriz (fig. 111) tendremos

PF, - PF =2a
PF,— PD 2a
de donde

PF =PD

Asi queda de-
mostrado el si-
guiente

2]

I

Teorema: .

TODO PUNTO
DE LA HIPERBO-
LA EQUIDISTA DE
UN FOCO Y DE LA CIRCUNFERENCIA DIRECTRIZ QUE TIENE
POR CENTRO EL OTRO FOCO.

Este teorema nos permite obfener la interseccion de una recta
con una hipérbola.

En efecto: Sean F y F, los focos de la hipérbola (fig. 112)
y r la recta cuya inferseccion con la hipérbola queremos determi-
nar. Tracemos la circunferencia directriz de centro Fy . Sea F' el
simétrico de F respectoa r.

Si suponemos que X es uno de los puntos de interseccion
tendremos

fig. 111

XE = XD =XF

Por consiguiente, el punto X es centro de una circunferencia
que pasa por F, F’y es tangente a la circunferencia directriz Fy .

En resumen, la inferseccion de una recta con una hipérbola se
determina’ exactamente por el mismo procedimiento explicado en
el parrafo 191 para la elipse.

Observaciones.

1.2 Si el punto F’ es extferior a la circunferencia directriz, exis-
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fen dos
puntos de
intersec-
cion;larec-
fa r es se-
canfe a la
hipérbola.

ARG
el punfo F’
perfenecea
la circunfe-
rencia di-
rectriz,
existe un
punfodein-
ferseccion.
La recta r
es fangen-
te a la hipérbola. fig. 12

3.2 Siel punto F’ es interior a la circunferencia directriz, no
existe solucidén; la recta r no corta a la hipérbola.

4,2 Como el simétrico del foco F respecto al eje B B’ (fig. 110)
es el ofro foco F,, resulta que dicho eje no corta a la hipérbola.

Consecuencia:

LA HIPERBOLA ES UNA CURVA DE SEGUNDO ORDEN.

196. Trazado de fangentes.

Si P es un punto de la hipérbola (fig. 113) y 7 su tangente, se-
giin lo dicho en la observa-
cion 2.* del parrafo anterior,
el simétrico de F: respecto a la
recta f serd el punto D; por
consiguiente la tangente f es
bisectriz del angulo F, PD
que forman los radios vectores
del punto de contacto. F

Regla:

PARA CONSTRUIR LA TAN-
GENTE A LA HIPERBOLA EN

227



UN PUNTO SE TRAZA LA BISECTRIZ DEL ANGULO FORMADO
POR LOS RADIOS VECTORES DE DICHO PUNTO.

197. Asintotas de la hipérbola.—Si por el foco F, de una
hipérbola (fig. 114) trazamos la tangente F, D a la circunferencia
directriz del otro / ¢
foco y construi- h
mos la media- <z N
friz del segmen-
to F,D, se obtie-
ne una recfa
tangente a la hi-
pérbola (parrafo
195 observ. 2.7)
El punto de con-
tacto de esta
tangente es la fig. 114
interseccién de F D con t, ; ahora bien ambas rectas son parale-
las y dicho punto estard infinitamente alejado del foco F.

Repitiendo las mismas construcciones con la tangente F: C a
la circunferencia directriz obtendremos otra recta t. de caracteris-
ticas anédlogas a t, . Ambas rectas, t: y t:, tangentes a la hipérbola
en puntos infinitamente alejados del foco F se llaman asintotas
de la hipérbola. Cuando las asintotas son perpendiculares la hi-
pérbola se llama equildtera.

EJERCICIOS

1. El eje de una hipérbola mide 4 cm y la distancia focal es de 10 em.

Calcular la excentricidad de esta curva.

Determinar los focos de una hipérbola conociendo los vértices y la

excentricidad.

3. Determinar los vértices de una hipérbola conociendo los focos y el
radio de la circunferencia directriz.

84

4. Construir la tangente a una hipérbola en uno de sus vértices.

5. Constrruwir una hipérbola conociendo los focos y una tangente.

6. Construir una hipérbola conociendo los focos y la excentricidad.

7. Construir una hipérbola conociendo un foco, la longitud del eje,
una tangente y su punto de contacto.

8. Demostrar que las asintotas de una hipérbola pasan por el centro.

9. Trazar los ejes de una hipérbola conociendo las asintotas.
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LECCION 44
PROPIEDADES FUNDAMENTALES DE LA PARABOLA

198. Simetria en la pardbola.

Teorema:

LA PERPENDICULAR, TRAZADA DESDE EL FOCO A LA DI-
RECTRIZ. ES EJE DE SIMETRIA DE LA PARABOLA.

Demostracion:

Sea P un punto cualquiera de la pardbola, F su foco y @ la di-

recfriz (fig. 114). Si P’ es el simétrico de P respecto a la recta BF
tendremos las siguientes igualdades

DE—=PD... ... por ser P punto de la pardbola
Ps— DLk por simetria
PD = PiD%wi. por segmentos de paralelas comprendi-

didos entre paralelas

De las tres igualdades ante-

riores se deduce
PPD=PF

y, por tanto, el punfo P’ también
pertenece a la parabola, lo cual
demuestra que BF es ejedesi- B
mefria ortogonal de dicha curva.
Esta recta se llama eje de la pa-
rébola. D

El punto A, medio del seg- ~ &
mento BF pertenece a la para- fig. 114
bola por ser AF = AB. Este punto se llama vértice de la para-
bola. Las rectas paralelas al eje se llaman diametros.

D

199. Interseccién de una pardbola con una recta.—Sea

I el focoy d la directriz de una pardbola (fig. 115) cuya intersec-
2ion con la recta r queremos determinar. Sea F’ el simétrico de F
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respecto de la recta r. Suponiendo que X sea uno de los puntos

de interseccion fendremos

XE=XF=XID
Por consiguiente, X es centro de una circunferencia que pasa
por los puntos F, F’' y es tangente a la directriz d.
En resumen: Para obtener la interseccion de una recta r con
una pardbola definida por el foco y la direciriz basta determinar

fig. 115

secante a la parabola.

2.2 Si F’ estd en la direc-
triz solo hay un punto de infer-
seccion; la recta r es tangente
a la pardbola.

3. SiF yF estdan en dis-
fintos semiplanos respecto a
la directriz no existe solucién;
la recta r no corta a la paréa-
bola.

los centros de las circun-
ferencias que pasan por
este foco, su siméftrico
respecfo a esta recfa y
son langentes a la direc-
triz. (Esta construccion
constifuye el ejercicio 7 de
la Leccion 35).

Observaciones:

1.* SilospuntosF y
F’ estdn en un semiplano
respecto a la directriz d
existen dos puntos de in-
terseccion; larecta r es

Consecuencia:
LA PARABOLA ES TUNA
CURVA DE SEGUNDO ORDEN.

200. Trazado de tangentes.

fig. 116

Si P es un punto de la pardbola (fig. 116) y 7 la tangente en
él, segtiin lo dicho en la observacién 2.2 del parrafo anterior, el si-
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métrico de F respecto a la recta  seré el punto D; por consiguien-
te la tangente es bisectriz del angulo FP D .

Regla:

Para construir la tangente a una pardabola en un punto se traza
la bisectriz del angulo formado por el radio vector de dicho punto

y su didmetro dirigido hacia la directriz. : 2
EJERCICION

1. Construir por puntos una pardbola, conociendo el eje y el foco.

2. Sedan el foco, un punto de la pardbola y su tangente; construir el
eje y la dirvectriz.

3. Sedan el foco y dos tangentes de la pardbola; construir el eje y la
directriz.

4. Por un punto X se trazan dos tangentes a una pardbola; demostrar
que el radio vector de X es bisectriz del dngulo formado por los ra-
dios vectores de los puntos de co ntacto.

5. Nedan el foco y dos puntos de la pardbola; determinar el eje y el
vértice.

6. Se dan una tangente, el eje y el vértice de una pardbola; determinar
el foco, la directriz y el punto de contacto de dicha tangente.

7. Se dan la tangente en el vértice y otras dos langentes a una pard-
bola; determinar el foco y los puntos de contacto de dichas tan-
gentes.

8. Se dan dos tangentes y sus puntos de contacto; determinar el eje y
la directriz de la pardbola. :

9. Se dan la tangente en el vértice, otra tangente y su punto de con-

tacto; determinar el foco y la directriz.
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TABLAS
GONIOMETRICAS



= S ENO
= [ 00 | 20 30 | 4o 50 A
0 | 0,00000| 0,00291 | ©,00582 | 0,00873 | 0,01164 | 0,01454 | 0,01745 | 89
1| 0,01745 | 0,02036 | 0,02527 | 0,02618 | 0,02908 | 0,03199 | 0,03490 | 88
2| 0,03490 | 0,03781 | 0,04071 | 0,04362 | 0,04655 | 0,04943 | 0,05234 | 87
3| 0,05234 | 0'05524 | 0,05814 | 0,06105 | 0,06395 | 0,06685 | 0,06976 | 86
4| 0,06976 | 0,07266 | 0,07556 | 0,07846 | 0,08136 | 0,08426 | 0,08716 | 85
5 | 0,08716 | 0,09005 | 0,09295 | 0,09585 | 0,09874 [ 0,10164 | 0,10453 | 84
6 | 0,10455 | 0,10742 | 0,11031 | 0,11320 | 0,11609 | 0,11898 | 0,12187 | 83
7 | 0,12187 | 0,12476 | 0,12764 | 0,13053 | 0,13341 | 0,13629 | 0,13917 | 82
g | 0,13917 | 0,14205 | 0,14495 | 0,14781 | 0,15069 | 0,15356 | 0,15643 | 81
9 | 0,15645 | 0,15931 | 0,16218 [ 0,16505 | 0,16792 | 0,17078 | 0,17365 | 80
10 | 0.17365 | 0,17651 | 0,17957 | 0,18224 | 0.18509 | 0,18795 | 0,19081 | 79
11 | 0,19081 | 0,19366 | 0,19652 | 0,19937 | 0,20222 | 0,20507 | 0,20791 | 78
12 | 0,20791 | 0,21076 | 0,21360 | 0,21644 | 0,219928 | 0,22212 | 0,22495 | 77
13 | 0,22495| 0,22778 | 0,23062 | 0,23345 [ 0,23627 | 0,23910 | 024192 | 76
14 | 0,24192 | 0,24474 | 0,24756 | 0,25038 | 0,25320 | 0,25601 | 0,25882 | 75
15 | 0.25882| 0,26163 | 0,26445 | 0,26724 | 0,27004 | 0,27284 | 0,27564 | 74
16 | 0,27564 | 0,27843 | 0,28123 | 0,28402 | 0,28680 | 0,28959 | 0,29237 | 73
17 | 0,29237 | 0,29515| 0,29795| 0,350071 | 0,50348 | 0,30625 | 0,30902 | 72
18 | 0,30902 | 0,31178 | 0,51454 | -0,31730 | 0,52006 | 0,32282 | 0,32557 | 71
19 | 0,32557 | 0,52852 | 0,33106 | 0,55381 | 0,33655 | 0.35929 | 0,54202 | 70
20 | 0,34202 | 0,54475| 0,34748 | 0,35021 | 0.35295 | 0,35565 | 0,55837 | 69
21 | 0,35857 | 0,36108 | 0,56579 | 0,36650 | 0,56921 | 0,37191 | 0,37461 | 68
22 | 0,37461 | 0,37730 | 0,57999 | 0,38268 | 0,58557 | 0,38805 | 0,39073 | 67
23 | 0.9075 | 0,39341 | 0,39608 | 0,39875 | 0,40142 | 0,40408 | 0,40674 | 66
24 | 0,40674 | 0,40939 | 0,41204 | 0,41469 | 0,41734 | 0,41998 | 0,42262 | 65
95 | 0,42262 | 0,42525 | 0,42788 | 0,45051 | 0,43313 | 0,43575 | 0,43837 | 64
2 | 0,43857 | 0,44098 | 0,44359 | 0,44620 | 0,44880 | 0,45140 | 0,45399 | 63
27 | 0,45399 ! 0,45658 | 0,45917 | 0,46175 | 0,46433 | 0,46690 | 0,46947 | 62
28 | 0,46947 | 0,47204 | 0,47460 | 0,47716 | 0,47971 | 0,48226 [ 0,48481 | 61
29 | 0,48481 | 048735 | 0.48989 | 0,49242 | 0,49495 | 0.49748 | 0,50000 | 60
30 | 0.50000 | 0,50252 | 0,50503 | 0.50754 | 0,51004 | 0,51254 | 0,51504 | 59
31 | 0,51504 [ 0,51753 | 0,52002 | 0.52250 | 0.52498 | 0,52745 | 0,52992 | 58
32 | 052992 | 0,53238 | 0,55484 | 0,55730 | 0,53975 | 0,54220 | 0,54464 | 57
33 | 0,54464 | 0,54708 | 0,54951 | 0,55194 | 0,55436 | 0,55678 | 0,58919 | 56
34 | 0,58919 | 0,56160 | 0,56401 | 0.56641 [ 0,56880 | 0,57119 | 0,57358 | 55
35 | 0,57358 | 0,575% | 0,57855 | 0.58070 | 0,58307 | 0,58543 | 0,58779 | 54
36 | 0,58779 | 0,59014 | 0,59248 | 0,59482 | 0,59716 | 0,59949 | 0,60182 | 53
37 | 0,60182 | 0,60414 | 0,60645 [ 0,60876 | 0,61107 | 0,61337 | 0,61566 | 52
38 | 0,61566 | 0,61795 | 0,62024 | 0,62251 | 0 62479 | 0,62706 | 0,62932 | 51
39 | 0,62932 | 0,63158 | 0,63385 | 0,63608 | 0,63832 | 0,64056 | 0,64279 | 50
40 | 0.64279 | 0.64501 | 0,64723 | 0,64945 [ 0.65166 | 0,65586 | 0,65606 | 49
41 | 0,65606 | 0,65825 | 0,66044 | 0,66262 | 0.66480 | 0,66697 | 0,66913 | 48
42| 0,66913 | 0,67129 | 0,67344 | 0,67569 | 0,67773 | 0,67987 | 0,68200 | 47
43 | 0,68200 | 0,68412 | 0,68624 | 0,68835| 0,69046 | 0,69256 | 0,69466 | 46
44 | 0,69466 | 0.69675| 0,69885 | 0,70091 | 0,70298 | 0,70505 | 0,70711 | 45
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10000
0,99985
0,99939
0,99865
0,99756
0,99619
0,99452
0,99255
0,99027
0,98769

~1,00000

0,99979

0,99929
0,99847
0,99736
0,99594
0,99421
0,99219
0,98986
0,98723

0,998

0,99996 | 0,99995

0,99973
0,99917
0,99831
0,99714
0,99567
0,99390
0,99182
0,98944
0,98676

0,99966
0,99905
0,99813

0,99692
0,99540
0,99357
0,99144
0,98902
0,98629

0,99958
0,99892
0,99795
0,99668
0,99511
0,99524
0,99106
0,98858
0,98580

0,98481

0,98430

0,98578

0,98525

~0,98272

0.99989.

70,99949
0,99878
0,99776

0,99644
0,99482
0,99290
0,99067
0,98814
0,98551

7 0.98218

0,98165
0,97815
0,97437
0,97030
0,96593
0,96126

0,95630
0,95106
0,94552

~0,93969

0,98107

0,97754
0,97571

0,96959 |

0,96517
0,96046

0,955645
0,95015
0,94457

0,98050
0,97692
0,97504
0,96887
0,96440
0,95964
0,95459

0,94924
0,94361

~0,95869.

0,93769

0,97992
0,97630
0,97257
0,96815
0,96363
0,95852

0,95372
0,94852
0,94264

7 0,93667

0,97934
0,97566
0,97169
0,96742
0,96285
0,95799

0,95284
0,94740
0,94167

0,93565

0,95558
0,92718
0.92050

0,91355
0,90651
0,89879
0,89101
0,88295
0,87462

0,93253

0,92609
0.91936

0,91236
0,90507
0,89752

0,88968
0,88158
0,87321

0.95148
0,92499
0,91822

0,91116
0,90583
0,89625
0,88835
0,88020
0,87178

0,95042
0,92388
0,91706

0,90996
0,90259
0,89495

0,88701
0,87882
0,87056

0,92955
0,92276
0,91590
0,90875
0,90135
0,89365

0,88566

0,87743
0,86892

0,97875
0,97502
0,97100
0,96667
0,96206
0,95715

0,95195
0,94646
0,94068

0,99985.
0,99959
0,99863
0,99756
0.99619
0,99452
0,99255
0,99027
0,98769
0,98481

00165,
0,97815
0,97437
0,97030
0,96593
0,96126
0,95630

0,95106
0,94552
0,95969

0,95462

0,95558

0,92827
0,92164
0,91472

0,90753
0,90007
0,89252

0,88451
0,87603
0,86748

0,92718
0,92050
0,91355

0,90631
0,89879
0,89101

0,88295
0,87462
0,86605

0,86605

0,86457

0,86510

0,86163

0,85717
0,84805
0,83867

0,82904
0,81915
0,80902
0,79864
0,78801
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5| o 100 | 20 30’ 40’ 50’ 60’ ,
0 © 543,77571|171,88540| 114,58865 - 85 93979 | 68,75009 | 57,28996 | 39
1 |57,28996 | 49,10388 | 42,96408 | 58,18846 | 34,36777 | 51,24158 28,63625 | 88
2 | 28,63625 | 26,43160 | 24,54176 | 22,90577 | 21, 147040 20,20555 | 19,08114 | 87
3 | 19,08114 | 18,07498 | 17,16934 | 16,54986 15,60478 14,92442 | 14,30067 | 86
4 | 14,30067 | 13,72674 | 13,19688 | 12,70621 | 12,25051 | 11,82617 | 11,43005 | 85
5 | 11,43005 | 11,05945 | 10,71191 | 10,38540 | 10,07803 | 9,78817 | 9,51436 | 84
6 | 9,61436 | 9,25530 | 9,00985 | 8,77689 | 8,585 | 8,534496 | 8,14435 |3
7 | 8,14455 | 7,95302 | 7,77035 | 7,89576| 7,42871 | 7,26873 | 7,11537 |82
8| 7,11537 | 6,96823 | 6,82694 | 6,69116 | 6,56085 | 6,45484 | 6,51375 | 81
9 | 631575 | 6,19705| 6,08444 | 5,97576 | 5,87080 | 576957 | 5,67128 | 80
10 | 567128 | 5,57638 | 5,48451 | 5,39652 | 5,50928 | 5,22566 | 5,14465 | 79
11 | 5,14455 | 5,06584 | 4,98940 | 4,91516 | 4,84300 | 4,77286 | 4,70465 78
12 | 4,70463 | 4,65825 | 4,57365 | 4,51071 | 4,44942 | 4,38969 | 4,53148 | 77
13 | 4,33148 | 4,27471 | 4,21933 | 4,16530 | 4,11256 | 4,06107 | 4,01078 | 76
14 | 4,01078 | 3,96165 | 3,91364 | 3,86671 | 5,82085 | 5,77695 | 3,75205 |7
15 | 3,75205 | 3,68909 | 3,64705 | 3,60588 | 3,06657 | 3,52609 | 3,48741 | 74
16 | 3,48741 | 3,44951 | 3,41236 | 3,57594 | 3,54025 | 3,50021 | 3,27085 |73
17 | 3,27085 | 5,23714 | 3,20406 | 3,17159 | 3,13972 | 3,10842 | 3,07768 | 72
18 | 3,07768 | 3,04749 | 53,01785 | 2.98869 | 2,96004 | 2,95189 | 2,90421 |71
19 | 2.90421 | 2,87700 | 2,85025 | 2.82391 | 2,79802 | 2,77254 | 2,74748 | 70
20 | 2,74748 | 2,72981 | 2,69853 | 2,67462 | 2,65109 | 2,62791 | 2,60509 | 69
21 | 2,60509 | 2,58261 | 2,56046 | 2,53865  2,51715 | 2,49597 | 2,47509 | 68
22 | 2,47509 | 2,45451 | 2,43422 | 2,41421| 2,539449 | 2,37504 | 2,35585 |67
23 | 2,35585 | 2,33695 | 2,51826 | 2,29984 | 2,28167 | 2,26374 | 2,24604 | 66
24 | 2,24604 | 2,22857 | 2,21132 | 2,19430 | 2,17749 | 2,16090 | 2,14451 |65 -
25 | 2,14451 | 2,12832 | 2,11233 | 2,09654 | 2,08094 | 2,065585 | 2,05030 |64
26 | 2,05030 | 2,03526 | 2,02039 | 2,00869 | 1,99116 | 1,97680 | 1,96261 |63
27 | 1,96261 | 1,94858 | 1,93470 | 1,92098 | 1,90741 | 1,89400 | 1,88073 |62
28 | 1,88075 | 1,86760 | 1,85462 | 1,84177 | 1,82906 | 1,81649 | 1,80405 |61
29 | 1.80405 | 1,79174 | 1,77985| 1,76749 | 1,75556 | 1,74375 | 1,73205 |60
80 | 1,75205 | 1,72047 | 1,70901 | 1,69766 | 1,68645 | 1,67530 | 1,66428 |59
31 |71,66428 | 1,65357 | 1,64256 | 1,63185 | 1,62125 | 1,61074 | 1,60033 |58
32 | 1,60035 | 1,59002 | 1,67981 | 1,56969 | 1,55966 | 1,54972 | 1,55987 |57
33 | 1,53987 | 1,53010 1,52045 1,51084 | 1,50133 | 1 ,49!90 1,48256 | 56
3‘3 1,48256 | 1,47330 | 1,46411 | 1,45501 | 1,44598 | 1,43703 | 1,42815 |55
35 | 1,42815| 1,41934 | 1,41061 | 1,40195 | 1,39336 | 1,38484 | 1,37638 |54
36 | 1,37638 | 1,36800 | 1,35968 | 1,35142 | 1,34323 | 1,33511 | 1,32704 |53
37 | 1,32704 | 1,31904 | 1,51110 | 1,30323 | 1,29541 | 1,28764 | 1,27994 |52
38 | 1,27994 | 1,27230 | 1,26471 | 1,25717 | 1,24969 | 1,24227 | 1,25490 |51
39 | 1,23490| 1,22758 | 1,22031 | 1,21310 | 1,20593 | 1 _1,19882 | 1,19175 [ 50
40 | 1,19175 | 1,18474 | 1,17777 | 1,17085 | 1,16398 | 1,15715 | 1,15037 |49
41 | 1,15037 | 1,14363 | 1,13694 | 1,13029 | 1,12369 | 1,11715| 1,11061 |48
42 | 1,11061 | 1,10414| 1,09770 | 1,09151 | 1 08496 1,07864 | 1,07237 | 47
43 | 1,07237 | 1,06613 | 1,05994 | 1,05578 | 1,04766 | 1,04158 | 1,03553 | 46
44 | 1,05555 | 1,02952 | 1,02555 | 1,01761 | 1,01170 | 1,00585 | 1.00000 |45
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