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Destinado el presente libro a los alumnos de cuarto afio de
Bachillerato hemos procurado adaptarlo a este grado de [onnacion
intelectual y, desde luego, supone el conocimiento previo de las
materias relativas a los cursos anteriores que detalla el cuestiona­
rio oficial . .

. Los temas que desarrollamos en nuestras LECCIONES siguen
fielmente dicho cuestionario . En rigor, no son preceptivas las lec­
ciones t.8, T9, 2 2 Y 2} , que tratan 17ZlIY sumariamente asuntos
reservados para el quinto ano. Sin embargo, creemos conveniente
anticipar estos conocimientos que el alumno utilizará en el estudio,
inmediato, de la Física.

Los ejercicios que acampanan a cada leccion ser-virán para
(~fianzar 'la parte doctrinal. Algunos constituyen verdaderas am­
pliaciones de dicha doctrina y puede prescindirse de ellos. No los
omitimos, para que los buenos alumnos, con la ayuda -inteligente
del Prof esor, puedan afinar, precisamente en ellos, el temple de su .
voluntad )' la agudeza de Sil ingenio .

.Al final del libro se insertan unas tablas gonio inétricas natu­
rales con cinco cifras decimales exactas que, aparte de su utilidad

práctica, constituyen un excelente entrenamiento para el manejo de
las tablas logarítmicas.

FEDERICO ALICART

Lucena del Cid, ve rano de 1935 .
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LECCfON t.

LOS NUMEROS FRACCIONARIOS

1. Las unidades fraccionarias.-Si di vidimos la unidad
simple en un cierto número de partes iguales se obtienen las lla­
madas unidades fraccionarias. Por ejemplo, dividiendo la unidad
simple en dos partes iguales cada una de éstas constituye una

unidad fraccionaria que se representa con el símbolo t.
En general, si dividimos la unidad simple en n partes iguales

aparece la unidad fraccionaria que se representa por~. El mime­

ro natural n se llama denominador de la unidad fraccionaria.
De esta definición se deducen las igualdades siguientes:

~ +~ ' ~ ' 2 = 1

~ I ~ (n veces ) 1
-+- + ...... +-n I II n

1
3 + 1 -L 1

3 13

II
. n = 1 (1 ~

.' .'

EL PRODUCTO DE UNA UNID AD Ii'RACCIONARrA. POR Sll .DE::

NOMINADOR ES LA UNIDAD SIMPLE O ENTERA.

2. Los númerosfraccionarios.-Del mismo modo que los
números naturales se forman por la agrupación de untdades-en­
reras, podemos formar los números fraccionarios agrupando úni­
dades fraccionarias .

Reuniendo 5 unidades fraccionarias de deilOmina(io¡'~5, se :"'for~ '

ma el número fraccionario ~ . . --' "

Por consiguiente:



Reuniendo m unidades fraccionarias de denominador n se fo r­

ma el número fraccion ar io ;, que se lee así: eme eneavos, Por
consiguiente:

1 1
n + n

(m veces )

+ + 1

II

1

n
• 111 =

111

n
(2)

T odo núm ero fracci onario co nsta de dos térm in os qu e so n dos
n úmero s natu ral es: In se llam a num erador y n denominador.

. 3 . R epr es ent ació n geométr ica.-Si so bre una escala de
núm eros natu rales

2 3 4

l i ~ ~~inos repeti da mente , a partir del origen 0, la unidadfraccio­

nar ia +apareceran. sobre dicha esca la, nuevos pun tos, qu eI1a­

ruaremos A , B , e, D , etc.

1 I 1 I I I I I 1 1 1 I I J 1 I I
o A B e 1 D E F 2 G H I J JI< L 4 M rv p5

Representa'ndo cada punto de la nueva escala por su. abcisa ,
es deci r , por su di stan cia al or igen 0, tendremos la figura si­
guient e

1 2 :5 4 5 6 7 8 11 10 11 le 13 14 15 16 rr 18. /9 20
,: 4 4 "4 "4 4 4 · "4 4 4 4 4 4" "4 4 4 4 4 4 4 -1

I I I 1 I I I I I I I I I

o 1 2 5 4 S

que constituye la escala de lo s números fr accion ar io s de denorní­
nador 4.

De dicha figura se deduc en las igualdades siguientes,

10

4
4 = 1

8
4

2
¡12 • t
4 = 3 ...etce era.



Si suponemos formadas todas las escalas de núm eros fraccio­
narios cuyos denominadores son sucesivamente 2, 5, 4, 5, etc. y
reunimos en una sola figura todas las ' representaciones parcial es
obtendremos una ima gen g.eométrica de todos los núm ero s fr acci o­
narios.

4. El cociente exacto de dos números enteros.-Si repe­
timos n veces, como sumando, el segmento represe ntati vo de la
fracción ':: se.obtiene el segmento de longitud m.

En efecto :

m 111 ( 11 v eces ) m 1 1 (11 vec es) '
- + - + + - = - lll + - 111 '+
n ' n II II Jl '

, 1 1 1 (11 ve ces) 1 ' .,.-r- lll = ( - + - + ... .. . +-) 111 = 1 ' 111 = 111
n n n n

Esto significa que
m

n
: n = m (5)

EL PRODUC"TO DE UN NUMERO FRA CCIONARIO POR SU me­
NOMINADOR ES IGUAL AL NU:~[ERADOR DE LA FRA CCION.

Dicho con otras palabras:

TODO NUnIEIW F RACCIOXARIO REP RE SEN'I'A EL COCIENTE

EXACTO Dl<j SU NmIERADOR POR SU DENü:\U NADOR.

y expresado con símbolos matemát ico s

rn

n
= m : II

EJERCI CI OS

(4)

1 E xpresar m tm ér icam enie u.n día tomando como u nidad simple la
sem a na .

2 E xp resar nu méricam ent e una hora toma nd o como unidad simp~ la
sem a na .

3 Expresar n.uan éricamenie un mi o bis iesto toma ndo como u nidad
simple la semana .

4 E xpresar el 'Valor de /tna peseta tomando como unidad simple el
duro.



i

6

5

10
A 11

>- 12

E xpresar el valor de un real tomando como unidad simple la p e-

seta.
E xpresar el valor de ulta moneda de di ez céntimos tom an do como

unidad si mple el real .
La torre E iffel mide .':112 m de uliur a y el B mp ire St ate Building
(edificio de la Quin ta A cenida de Nu eva York) mide 380 m . E ccpre-
SIl1' la altura de la torr e tom ando como u nidad simp le la altura del
Empire. .

8 La torre E iffel p esa 7.000 toneladas y el E mpire 53.000 t. E xpresar
el p eso de la t07'1'e toman do como unida d si mp le el p eso del. Empire .
Construir la escala de números fra ccionarios de denom inador 3.
Construir la escala de números [ra ccionu ri os, d e denominador 5.
S upe rpo ne¡' las dos escalas anteriores ,
E xpresar el cociente exacto de Ji5 p Ol·7 .

•

12



LECC/ON :2

ADICION Y SUSTRACCION DE FRACCIONES

5. Números fraccionarios positivos y negativos.-Hasta
ahora hemos supuesto que, en la expresión de un número fraccio­
nario, m y n eran dos números enteros y positivos, pero no hay
inconveniente en que uno de ellos o ambos sean negativos desde
el momento en que se admite la igualdad (4) .

Aplicando la regla de los signos de la división entre números
enteros podemos escribir las siguientes igualdades:

+ m + m - m m
+ n n + n n

+ m
- n

m
n

- m
-n

+ m
n

De este modo aparecen los números fraccionarios divididos en
dos grupos: los positivos y los negativos. Estos se destacan por­
que les precede el signo rnenos.

Ejemplos:

- 2 2
-- = -

3 3
5

- 8 8
.. -~ = -+-

- (

4

7

Los números fraccionarios negativos se representan geométri­
camente del mismo modo que los positivos, sin otra di ferencia que
estar situados a la izquierda del origen.

Ejemplo.-Construir una escala de números fraccionarios positivos y
negativos de denominador 3.

7 6 _ 2- 4 .5 ~ 1 1 +.!L -+ ~ 4 ... É. -+~ ..2- 5 - y - "3 +- ... --3 - "3 .5 .5 .5 3 J 3 3 :J .J
I I I I I , I

- 2 -] o 1 e

Observación.- Del mismo modo qu e, al est udiar la operacion de
dividir , se excluye el caso de que el divi sor sea cero, también, desde ahora,

13
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quedan exclu ídos de nuest ro estudio los números frac cionarios cuyo de no ­
min ad or sea cero. En el curso próxi mo, no obs ta n te, ded icarem os un a
lección especial a este cas o singular .

6. Forma fraccionaria de los números enteros.-La pro­
piedad (4) nos permite exp resar cualquier número entero bajo for­
ma fraccionaria. Ba sta observar que un entero, por ejemplo 7, es
el cociente de dividirlo por la unidad. ,

Podremos escribir

y en general

7

1

m
1

7

m

I '
I
I

I

Regla :

PARA EXPRESAR UN NUMERO ENTEIW EN FOlDIA F RACCIO­

NARIA SE ESClU BE ,DI Cn O XUMERO COMO NUJIEHA DOR y SE

POX I'~ LA UXlDAD SBIPLE COMO DEXOMINADOR.

7. El principio de permanencia.-AI introducir las fraccio­
nes 'en la Aritmética se ha enr iqueci do el concepto de núm ero.
Además de los núm eros enteros nos encontramos ahora con los
núm eros fra ccionarios. Todos ellos reunidos, enteros y fracciona ­
rios, constituyen los llamados números racionales. Por otra parte,
el hecho de que los números enteros se presten él adoptar la forma
ext erna de las fracciones indica que pued e exi stir una armonía en­
tre aquell os números y los que acabamos de introduci r.

Esta idea ha sido expresada por el matemático alemán Hankel
(año 1867) en su pri ncipio de permanencia del siguiente modo:

EN .TODA 'AMPLIACION DEL CONCEPTO DE NUMERO DEBEN

CONSERVARS E LAS LEYES FORJIAL ES DE LAS OPERA CIONES

ARl Tl\IETICAS.

Este principio se aplica con stantemente, de manera implícita, al
establecer las operaciones aritméticas con números racionales.

14



8. Adición de dos fracciones.
Regla:

LA Sm IA DE DOS FRACCIONES DE IGUAL DEXOMINADOR ES
OTRA FRACCIOX DEL MISi\IO DENmIINADOR y CUYO NUME RA­
DOR ES LA SUMA DE LOS NUMERADORES.

a + b _ a +b- - - - -
n n n

Demostración:
E n v irtud de lo dich o en el párrafo 4, basta rá

prod ucto de : .+ ~ por n val e a + b.
En efecto:

(6)

demostra r que el

- 4 I + 7 + 3 3
-- , -- = - - = - -
- 9 - 9 -9 9

Ejemplos:

+ 2 --1-+ 3 _ +5 _ + 5
+ 4 I -=t="4 - -=t="4 - 4

- 6 -=- 3
+5 + + 5

a b
n +n n

- 9
+ 5

n a +b

9
5

9. Sustracción dedos fracciones.
Regla :

LA DIFERENCIA DE DOS FRACCIONES DE IGUAL DENOMINA­

DOR ES OTRA FRACCIOX DEL MISMO DENOMINADOR Y CUYO

NU:üEIL\.DOR ES LA DIFERENCL\. DE LOS NUi\lERADORES.

a
n

b
n

a - b
n

(7)

Demostración :

Apli cando el método expuesto en el caso de la suma tendremos

(~ - ~) n = ~ n - ~ n = a - b
n n n n

Ejemplos:

+ S + 6 + 2 2 -3 + 5 - 'S S
+ 1Í - + 11 = + 11 = + 11 ; ---=t=7 - +7 = +7 = - '7

+ 2 - 3 + 5 5
- S - - 8 = - S = - 8"

15
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mismo

(8)

c
- -m

ID

m

6 '
- 3

a b
m = - m + - -mm ID

- 1

4

ID

combinadas.-T ambién del

a +b-c + d-e

1

-4

-3 I - 4 - 12 - 16 - 10 - 1
+50 T + 50 " + 15 + +15 + 22 + + 22
-7 -8 - 9 - 5 - 11 - 1
+ 4 + + 4 + + 4 " + 7 + + 7 + + 7

Represent ar los p unt os que tienen p or abcisas

EJERCICIOS

Efectuar las adiciones sig uientes :

+ 5 , + 4 + 1 + 2 + 12 + 9
+ 3 -¡-- + 3 " + 8 + + 8 + 10 + + 10

+ 4 + +0 + +6 + 1 I + 4 + 11
+ 5 +5 + 5 " + 16 '+16 + + 16

+ 7 + + 3 ,,+5 + + 13 ~ + +3
-2 - 2 - 0 -9 - 11 - 11

+4 + + 5 + + 6 " + 10 + + 20 + + 30
-3 -3 . - 3 -14 ' -14 - 1<1

2.

4.

3 .

10. Sumas y restas
modo se demuestra que

_a_ + _b_. _ _c_ + _d_ . _ _e_ = a + b - c + d - e
ID ID m m

En efecto:

(~ .+ ~ - ~ + ~ - ---" - -~)
ID ID ID ID ID

I d e
' nl m - m m

;<: l .

5.

6.

+ 7.

- 2 I - 5 - 7 1 - 3
- 3 - T -3 " - 0 ' - 9

- 1 - 2 - 3 - 7-+-' +- ,,--5 -5 - 5 - 12

+ 14 - ,1 + 5 - 7
+25 + + 25 " + 8 + + 8

+ 3 - 8 - 4
-13 + - 13 + -13

- 14 . - 24
- 100 + - 100

- 5 - 3
+ - 12 + - 12

- 3 + + 1
-4 - 4

- 1 + 6 + 10 - 12
+ 30 + + 30 + + 30 + + 30

16



Efectuar las sustracciones siquientes:

8 . + 5
+ 3.

+4 + 1 + 2 + 12 + 9
+3 .. + 8 - + 8 .. + 10 - + 10

9. + 7 _ + 3 .. + 5
- 2 -2 - $l

+ 13
- 9

+ 1
- - -
-11

+ 3
-11

10 . - 3 - 4 - 12 -:- 16 - lO , -1.. - ..
+ 50 + 50 + 15 + 15 + 22 + .).)--

11 . - 2 - 5 - 7 - 3 - 14 - 24.. ' ..
100 ,,~- 3 - 3 - 9 - 9 - -100

. .._,... -

12. + 14 - 4 ' + 5 -7 - 3 + 1 - 6 - 2
+ 25 ---'- + 25 .. + 8 ~ + 8 ',' - 4 - - ,1 " - 10 -'- ~ ÍO ' -

13 . . Efectuar la~ sfgllientes Sllmas alqebraicas: ' .' .

+ 5 t- + 3 + 6 --j + ,1 + 1
- 8 - - 8 - - 8 - - 8 - - 8.

- 4 , - 9 - 7 . , ~ 2' - 5

+ 11 - + 11 - + 11 + + 11 - + 11

- : +' + : _ ..=- 3 _ + ~ + - 4
- o - ;) - 5 - ;) - 5 ,.

f ·'

, i .<

.17
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~ LECCIÓN :3

PRODUCTO Y COCIENTE DE UNA FRACClüN

POR UN ENTERO

11. Producto de una fracción por un entero, '
Regla: .

PARA ~l\1ULTIPLICAR UNA FRACCION POR UN ENTERO 'SE. .
MULTIPLICA EL NUMERADOR POR EL ENTERO Y SE DEJA EL

MISMO DENOMINADOR.

Dicho más brevemente

. ~ . b
TI

a b (9)

Demostración:
Basta observar que

~ . b n=~ . n. b ab
n n

Ej emplos:
+ 2 _ - 8 8 ' 6 + 18 18

- . (- 4)- - =+ ~ "~.(- 3) =
- 3 - 3 :3 - o - 5 [¡

(10)
n

a b

12. Producto de un entero por una fracción.-Como en
las operaciones aritméticas entre números racionales deben con­
servarse las leyes formales que ya conocemos, se podrá aplicar la
propiedad conmutativa del producto al primer miembro de la igual­
dad (9) y tendremos

a a
b . ~=~b

TI TI

que expresa la misma regla enunciada en el párrafo anterior.

13. Cociente de una fracción por un entero.
Regla: .

PARA DIVIDIR UNA l<-'RACCION POR UN ENTE RO SE l\1ULTI­
18



PLICA EL DENOMINADOR POR EL ENTERO Y SE DEJNEl\ .MISMO

XUMERADOR.

Dicho más brevemente
a
n nb ( 11)

1

14

a. ' na
n

- 1
(- 2) = -14 = +

Demostración:

·M ult ipli cando la expresión ~ : b por el denominador , b n
tendremos

a [ a ]{n : o)' b n = ( n : b) ' b . n

Ejemplos:

+ 9 : (+5) = + 9 = 9 - 1
- 4 -20 - 20 ." + 7

," 1 ., 1... ,"'.

. ,

14. Operaciones que no alteran el valor de unafrac­
ci ónv - L a fórmula' (9)ilOsdice que ' si' multiplicamos . e l n ~mérado·~

de una fr acción por un entero, esta ' fracci ón' queda !TI LÍJi¡p¡¡'~ada
por di cho entero . Por otra part e, la fórmula (11) nos dice ' que si
mult ipli camos el denom in ador de una fracción por -un entero.resta
fracci ón queda di vidida por el entero .

Aplicand o simultáneamente ambas propiedades se deduce-Ja
• siguiente

Regla:

S I SE MULTIPLICAN LOS DOS TERMINOS DE UNA FRACCION

PQR UN EN'rERO, NO SE ALTERA EL VALO 'R DÉ LA F RACCION.
o • ." , I .1 1.

Dicho más brevem ente '

a
b

an
bn ( 12)

Si escrib im os in vertida la igualdad anterior
u -n a

-b n : b . - ... -

se comprueba la siguiente: .. ; ',' , .;

Reg la: • ¡ I

- EL VALOl~ DE UNA FHACCION NO -SE ALTERA DIVIDIENDO

SUS DOS M1EMBROS POR UN ENTERO QUE SEA FACTOR DE

AMBOS. i,

19
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, ' Ejemplo¡;: j

1.0 Multiplicando los dos términos de la fracción + 3 por 4 resulta-s
+ 12
- 32

-4
2.o Multiplicando los dos términos de la Iracci ón ._ 7 P?r -10 resulta

- 4 + 40
- 7 + 70

3.o Dividiendopor 5, los dos términos de la ír accí ón , ~~~ , tendremos

- 1;) - 3

+ 50 = . + 10

15. Simplificación 'd e fracciones.c-Stmplíflcer una frac¿ión
es formar otra equivalente a ella y que tenga sus términos más
sencillos. Para ello basta dividir el numerador y el denominador
de la fracción por un divisor común.

Ejemplos:

s, un 1 f " -lOSOimp 1 car a raccion -172S

Como ~ numerador y el denominador son números pares podep.los di ­
vidir por 2 y tendremos

-lOSO
-172S

- 540
-S64

l '

1'6. Fracciones irreducibles.-Si dividimos los dos térmi­
nos de la fracción ~~~~ por 216, que es su máximo común divisor,
tendremos

lOSO 5
172S S

Esta nueva fracción es equivalente a la fracción propuesta y
como tiene sus términos primos entre sl, no es susceptible de
nuevas simplificaciones; por eso recibe el nombre de fracción
irreducible.

Regla:

, PARA SIMPLIFICAR EN FORMA IRRED UCIBLE UNA FRAC~

CION DADA BASTA DIVIDIR AMBOS TERMINa S POR SU MAXI MO

COl\WN DIVISOR. '

20



.E J E R CI CI OS

Calcular los productos siguientes:

,>(' l . -1-25 . (--L4) " + 35 . (- 10) " (- 6) . + 150 " (+ 18)' -1-3
+80 • +77 ' +486 + 7

2. -14 - 20 - 44 - 5
- . (+ 7) .. - . ( - '» " (- 15) ' - " (+ 106) ' - -
-t-2'1 + 38 - + 50 + 360

3. -1--5 + 17 + 32 . -H41
- . (- 8) " - .- ' (+ 20) " (+ 11) ' - _ " (-99)'--
- 9 - 21 .- 40 - 200

4. - 3 - 13 - 5 - 12 '
--,;- . (+ 12) "-~ . (- 10) " (- 8) . - " (- 999) . _ _o

- I - 1 1 - 60 -100

Efectual' las divisiones siqicientes:

5. + 2 +16 + 210 + 118
+ 5 : (+3) " +24 : (+ 6) ". + 43 : (- 15) " +312 : (- 10)

6. - 4 - + 33 -18 -1- 29 ' .; ' ,-
+ 13 : (+ 7) " - 22 : (+ 11) "-\-30 : (-20~" ~12 . : ("':'12)

7. -1 -14 - 7 - 10
- 5 : (- 1) .' =--1: (+ 11) " - 6 : (- 7) " -1000 : (+ 1000)

8 . Trasformar 2~ en otra fracción equivalente de denomi­
n ador 100.

9. Simplificar, en/forma irreducib le, las fracciones

735
1715

480
1320

1443
2442

- "n :.' . . -"1 '.

21·-



L ECC fON 4

LA REDUCCION A COMUN DENOMINADOR

17 . Reducción .de fracciones a común denominador.­
Parareducir dos o más fracciones a común denominador se hace
uso de la propiedad demostrada en e! párrafo 14.
, ,

· 1080
1728

1008
1728
1056

- , 1 728
11

18

. '.. J ::.

; .,

Ejemplo:

Reducir a común denominador las fracciones
5 7 -; ', 11
g '12 Y18

Mulñpllcando losdos términos. ,de cada fracción por e! producto
de 16s denominadores restantes tendremos

;) G X 12 X)8
-8 . 8 , X 12 X 18

7 7 X 8 X 18
' 12 12 X 8 X 18 -

11 X 8 X 12
18 X 8 X 12

Así quedan reducidas a común denominador las fracciones pro­
puestas y en la forma más sencilla, puesto que el nuevo denorní -

22< •

Sin embargo este procedimiento no es el más ventajoso. Obser­
.vemos que el mínimo común múlt iplo de 8, 12 Y 18 es 72. Entonces
podremos escr ibir

8 X 9 = 72 12 X 6 = 72 ; 18 X 4 = 72

Y por consiguiente
;)

8

7
12

11
18

5 X 9
8 X 9

7 X 6
12 X 6

11 X 4
18 X 4

45
72

42

72

44

72

,1



'J- .

nador es élmínímocornün - múltiplo de los 'denominadores, "an tí­

guos. S i hay denominadores negativos, se prescinde de su signo
para hallar el mínimo com únm últiplo.

Regla:

PARA RED UCIR VARIAS FRA CCIONES AL .MINIMO ' D ENOMI-
, NADOR COMUN SE TOlIrA COMO NUEVO DENO,MINADOR EL ~ü­

XIMO COillUX ~ruL'l'IPLO ])E'"LOS DEN01lIINADORESY SE FOR .
~ lAN LOS NUEVOS NUMERADORES l\IUL'l'IPLIQANDO CADA UNO;
DE LOS AWr IGUOS POR EL COCIE N'l'E DE DIV IDIR DICHO MINI­
~[O COUU N .M UL'l'IP~.O POR EL DENmnNADOR RESPEC1'IVO:

Observación .- Como resultado de la regla anterior puede suceder
qu e las fracciones trasformadas tengan denominadores opuestos. En este
cas o para reducir a común denominador basta multiplicar los dos té rmi­
nos de una de las fracciones o de varias por ...::.... lo

Ejemplo: "

Reducir a común den ominador ~: y ~ ;

Multiplicando por - 1 lo dos términos de la primera fracción ter'!,dre -
mos como resultado "

- 4 - 2
+ 9 Y + 9

..' " ~. ;
; l .

18. :A,'d ici ón y sustracción de números fracclonarlos.c-­
En los párrafos 8, 9 y 10 se han expli cado los procedimientos para
sumar y res tar fraccio nes de igual denominador . En el caso de qu~

los denominador es fuesen di ferentes debe hac erse primero la re­
ducción a común denom inador; despu és se efectúa la operación
del mod o indicado en dichos pár rafos y finalmente se.símpllflca el
resulta do obtenido. . , ' "

Ejemplos:

l. + 2 + 5 I + 8 + 14 + 15 + 8 .
-3 + + 7 T + 21 = - 21 +, + 21 +. + 21 ", , '

- 14 + 15 + 8 + 9 I ' 9 ' 3
+ 21 + + 21 + + 21 = + 21 = T 2I .= + 7. .. .'" . . .., ~. ,. ' .. .. ; ' . ' ~

2. +,1 . - 2 4- 36 , ' , + 10 , . + 26 , 26
- 5 ' - '+ 9 - ' 45' ---':' 45 ' = - 45 ' = '-45

3. - 3 _ . I l , _ -+- 9 - 1 . + 10 , ..10
+ 4 - 12 - - 12 - 12 - '12 ~ - 12

I ,



+ 2
- + 1 = +2

. '. 19. Caso' particular de los números enteros.-Los proce­
dimientos expuestos para efectuar la adición o sustracción de frac­
ciones son aplicables a toda clase de números racionales y en
particular a los enteros. Esto quiere decir que la ad ición o sustrac­
ción de números enteros pueden efectuarse de dos maneras:
1.8 Con arreglo .al cálculo de números enteros, y 2.a Con arreglo
al cálculo de fracciones . Los resultados obtenidos aplicando estos
criterios están siempre de acuerdo.

Ejemplo:

La adición ( +- 5 ) +- (- 5) puede efectuarse de dos ma­
neras:

L a Como los números enteros
(:+ 5 ) + ( - 3 ) = -l- 2

2.a Como los números fraccionarios
-1-5 - 3 ' (+ 5) +( - 3)

(+ 5)+ ( - 3 ) = + 1 +- + 1 = + 1

Ambos resultados son iguales.

- 20 20
+ 3 :- .- -3-

(- 12) + (- 8)
+3

(- A) . (+3) + (- 8)
+ 3

20. Suma de un entero y una fracción.-De lo dicho en el
párrafo anterior se deduce que la suma de un número entero a y
de un fraccionario ~ puede obtenerse del siguiente modo :

a+ ~ =~ +- ~ =a n +-~ = a n + m
n 1 n n n n

Regl a:

__ PARA SUMAR UN ENTERO CON UNA FRACCION, O VICEVER­
SA, SE MULTIPLICA EL ENTERO POR EL DENO mNADOR DE LA
FRA CCION; A EST E PRODUCTO SE LE AÑADE EL NUMERADOR
Y, FINALMENTE, COMO DENOMINADOR DEL RESULTADO SE
PONE EL MISMO DENOMINADOR DE LA FHACCION DADA.

Ejemplo:

- 8
( - 4) + + 3

21. Sustracción de un número entero y un fracciona­
rio.-Del mismo modo expuesto en el párrafo anterior, podemos
escribir

. I ,. .. - m .a m .. an m a n - m
a · :....- - = - - - = -- _ .- = - ---

·n 1, " n n ri n
24



Regla:
PARA RESTAR DE UN NUMERO ENTERO UNA FR ACCIOX, SE

MULTIPLICA EL ENTERO POR EL DEXOMINADOR DE LA FlUC­
ClON; DE ESTE PRODUCTO SE RESTA EL NUl\1ER ADOH Y, 1<'1­
NALl\IENTE, cono DENOMINADOR DEL RESULTAD0 .sE ESCRIBE
ÉL .MISMO DENOMINADOR QUE TIENE EL SUSTRAENDO.

Ejemp lo:

(
+ g)_ - 5= (+ g) . (- 6) - ( - 5) = ( - 5,1) - (- 5) = - 4g = + 4g

- 6 - 6 -6 - 6 6
Observaci ón.e-Bi el minuendo fuese fraccionario y el sustraendo ente­

ro la regla sería la siguiente:
m m-an

- -a =
n n

Ejemplo:
- 5 _ (-H )= (- 5) - (+ 9) . (- 6) = -'.-(-_5-'.-)_---::(_- _54-'.-)
-6 - 6 .-6

EJERCICIOS

+4g
""76

49
- --

6

Reducir al mínimo denominador com ún las fra cciones siguientes

k !. 1 1 1 2. x 3 x 5 x
3 ' 7 ' 9 2 ' - 4- , - 8-

e
zx

b
yz

a
x y

x y
x- y X 2 + y 2_ 2 x y

- 9 I + 7
- 20 T + 15

-2 -10
+ 21 - - 28

8.

10.

+ 1 - 2 + 3 - 4 4.
- 2 ' + 3 ' - 4 ' + 5....><

1 1 1 6 .
a + b ' a-b ' a 2_ b 2

Efectual' las ope raciones siguientes
7. - 11 + + 5

+ 14 - 24
+ 5 - 8 I - 11
-18 + + 42 T - 66

3 .

5.

9.

x-y+z
10

11.

13.

15.

17.

19.

a c
b + (f

x 5 x + 3 x
4 - 6 5

~ + 1..L _ 4x
a a b a2

a + a-b
3

x +Y_ + x-y
x-y x+y

12. x y
a b a e

14. 2x + 3 + 6x- 2 + x-l
- 2-.- --5- 10

16. P
m- ­

. q

18. 3x +y-z
4

20. a-b a -l-b
a+b - a-b

25



LECCIÓN 5

PRODUCTO Y COCIENTE DE NÚMEROS FRACCIONARIOS

22. Producto de fracciones.-EI principio de permanencia
(párrafo 7) y la fórmula (3) nos indican el modo de efectuar el pro­
ducto de fracciones.

Regla :

PARA 1\IULTIPLICAR DOS O 1\IAS FRACCIONES SE ESCRIBE

Cm IO NUMERADOR EL PRODUCTO DE LOS NUMERADORES Y

COMO DE NOMINADOR EL PR ODUCTO DE LOSDENOlUINADORE S.

Dicho más claramente:
a m am
b . n = bll (13)

Para comprobar esta regla basta ver que
a m a m

( b ' n) . ( b . n) = ( l)' b). ( n' n) = a .m

Ejemplo:
- 3 + 7

Efectua r el prod ucto de + 4 por _ 2

- 3 .~ = (- 3 ) . ( + 7 ) = - 21 = + 21
+ 4 - 2 (+ 4 ) .( - 2 ) - 8 8

23. Potencia de una fracción.-De la regla anterior se de­
duce

(~y= ~ , ; . ~ . ; = : .' :: ~ : ~ = ~:
yen general cuando el exponente sea un número natural n, cual­
quiera, tendremos

(14)

Regla:
PAliA ELEVAR UNA FRACCION A UNA POTENCIA SE FOR -

o •

MAN LAS POTENCIAS CORRESPONDIENTES DE SUS DOS TER-

MINOS.

26
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24.-Producto de dos potencias de un número racíonal.e­
Representando por x un núme ro racional cualquiera, tendremos

x:l . x 5 = (x . X . x ) . (x . X . X . X .x ) = x :l + 5 = x 8

y, en general, si m y n representan dos num eros naturales cua­
lesquiera, tendremos

xm . x n = xm + n (15)

Regla
PARA ~IULTIPLlCAR DOS POTEi'\CL\S DE Ui'\ NUMERO RA­

CIONAL SE FORMA OTRA POTENCL\ DE LA l\[ IS~[A BASE y

CUYO EX PONENTE SEA LA SUMA DE LOS EXPONENTES DE

LOS l'"'ACTORES.

(16)= 1
11 11111111

25. Números recíprocos. - Consideremos las fracciones

~ y .!: que tienen los mismos términos pero en orden invertido.
n m .

Efectuando su producto, tendremos
111 II 111 n

. Defini ción:
SE DI CE QUE DOS NUlIIEIWS SON RECIPR OCOS, CUANDO SU

PHODUCTO VALE LA U NID AD .
Ejemplos:

1 o El ' d - 9 +17. . reCIproco e + 17 es -9

2.0 El recíproco de - -1 es -±.!.. = - .L
- 4 4

26. División de fracciones.-EI cociente de dos números
fraccionarios : . y : ' se obtiene del modo que indica la siguiente
fórmula:

a
b

m a n
n= bm

(17)

Demo stración:

Basta multiplicar el cociente :~ por el divisor : y ver si resul­

ta el dividendo i; yen efecto, se verifica

a n 111 a 11 111 a n
~ )b m 11 b 111 n b (m

a a
b 1 = b

27



Regla :

PA RA 'DIVIDIR DOS NUlIIEROS FR ACCIONARIOS BASTA MUL­

TIPLICAR EL DIVID ENDO POli EL RECIPROCO DEL DIVI SOR.

Ejemplo:
-3
+ 2

- 7 -3-5
-5 = +2 '-7

+ 15
- 14

15
14

27. Cociente de dos potencias de un número racional.­
De la igualdad 15 (párrafo 24) se deduce inmediatamente

xm + n : x m = x n (18)

81
25

lo cual nos permite formular la siguien te

Regla :

EL COCIENTE DE DOS POTENCIAS DE UN NUMERO It ACIO­

NAL ES OT RA POTENCIA DE LA MISMA BASE QUI<J TIE NE

POR EX PONENTE LA DIFER ENCIA DE LOS EX PONEN'l'ES DEL

DI VIDENDO Y DEL DIVISOR.

Ejemp lo:

28. Potencia de una potencia de un número racional.­
Sean x un núm ero racional , m y n dos núm eros natura les.

E n virt ud del concepto de elevació n a potencias podremos
escribi r

( n veces) ( n veces)
(x m) n = xm. x m. xm xm. = X m+ m+m + + m = xmn

Regla :

PARA ELEVAR A UNA POTENCIA OTRA POTENCIA DE UN

NUMERO RACIONAL, SE FOmIA OTRA POTENCIA QUE TENGA

POR BASE DI CnO NUMERO y P OR EXPONENTE EL PRODUCTO

DE LOS E XPONENTES.

Ejemplo:
(x -) ~ = X 12

EJERCICIO S:J. Calcular los pro ductos siguientes:

1. x y a 7 a
a) 2' 3" b) 5 . b e) - 4 b

28
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a) ( ~ + ~ ) ~

o)

a 2 b
9xy

48 x y z
ab

c) x y . x . xz
z yz y

3a-b a +3b__ o

a -l- b 4

(
X y). (x .. y)o) ~ - ~ -+-2 . 3 · 3 4

,f /

O) - 3a x . 8 a b c)
4z 2 x

30a 2b 4
o) 7b ' 5 ' a

_ 6_ . X 2_ y 2

x -l-y 7 c)

6 x 15' x 2

- 5 Y - 42 Y 2

- 8 5 18
~ ' =7 ' 15

4u + z 2x
3 5

a)

a)

4.

5 .

3.

2.

(
1 1 l ) .XYZ

c) x + y + z a

Calcular las potencias siguientes:

6. (_a)2 (4X y 2) 2
a) 2 b o) 5z + 3

7.
a) (

- a2d)3

6 u v

(1 1)2
c) a + ])

(1 1) 3
c) X - Y

8. Simpli ficar las expresiones siguientes:

a) (a~ b) 2 + (a2b)2 o) e~ b)2 _ (a2b) 2

Efectuar las division es eiquient es:

9 . a) 3~:b:3a o) (- 24 x) : 18
5

y
c) 11: = :~1

10. 16 c2 d 8 k e .\ 2, 3 x 9 x 0, 45 a b 2 . 0, 1 b
a) k d o/ 5 y 2 : 1, 4 y c) O,02 xy ' 0,3 y 2

11. x . _y_ xy x a +b a -b
a) x -y ' x +y o) X 2 _ y 2 x +y c) a -b : a +b

12. ( 3 5) 4 ( 12 1 ) Z ( 1 1 1 ) 3 .
a) a - e :])0) x~ - y :xy c) a -l.) + e :. a b c

13. x 2-2xy +y2 x-y X 2_ y 2 x -y
a) x 2 + 2 x y + s' x + y o) x 2 + 2 x y + y2 x + y

Efectuar las operaciones siquienies:

14.
a) [cr]' [c- +r]'o)

15. a) [c- 1~)J b) [C~)'J
29



LECC/ON 6

EXPONENTES CERO Y NEGATIVO

29. Potencias de exponente cero.--La regla enunciada en
el párrafo 27 exi ge que el exponente del dividendo sea mayor que
el exponente del divisor. Cuando no se cumple esta condición
surgen algunas dificultades.

Si los exponentes del dividendo y del divisor son iguales es
porque n. val e cero y entonces la fórmul a (18) dirá:

x rn : x m = X O

En este caso la citada regla no es cierta, porque XO es un sím­
bolo que carece" de significado. Pero como el valor del cociente,
en este caso, es la unidad, podemos admitir desde ahora en ade­
lante el convenio

X O = 1 (19)

Y de este modo la regla deÍ párrafo 27 seguir é si endo cierta .

Convenio:

TODO :KU~IERO RACIONAL ELEVADO AL EXPONENTE CERO

VALE LA UNID AD.

30. Potencias de exponente negatívo.v-S¡ el exponente
m + n del di videndo es menor que el exp onente m del divisor,
será porque el va lor de n es negati vo. En este caso tampoco es
apli cable la regla del párrafo 27, puesto que elevar un número x a
un exponente negativo es una operación que carece de significado
propio.

Eje mplo:

Aplicando la citada regla para dividir 3 5 por 3 7, resul ta como cocien te
3 ü .. 7 == 3 -2

P ero 3 - 2 es un símbolo q ue carece de significado y por eso el método
expues to no sir ve para efect ua l' la división propuesta .

Otro método es el siguien te :



P ues bien, si desde ahora en adelante admit imos que el símbolo 3 - 2 sig­
nifica lo mismo que~, tendremos que es,cierta la igu aldad

3 5 :3 7 =3. 2

y la regla del párrafo 27 será aplicable sin ex cepción si , además del con­
venio del pá r rafo 29, establecemos otro

Convenio
'1'ODO ,NUMERO RA CIONAL ELEVADO A UNA POTENCIA DE

EXPONENTE ENTERO Y NEGATIVO ES IG UAL A UNA FRACCION

CUYO NUMERADOR ES LA UNI DAD Y CUYO DENOMINADOR ES

LA :MISMA POTENCIA P ERO CON EXPONENTE POSITIVO.

Dicho más brevemente
1 .

x - " -
x"

(20)

31. Operaciones con potencias de exponente enteró y
negativo.......:.Una vez definido el concepto de pot encia de exponente
entero y negati vo es preciso comprobar si éstas se comportan , en
las op eraciones aritméticas, del mi smo modo qu e las potencia s de
exponente ent ero y positi vo.

Por ejemplo, queremos efectuar el producto de x-m por x - n.

Si aplicamos la regla del párrafo 24, resulta
x=-m .• x - n = x-( m+n) - (21)

pero como dicha regla se ha obtenido suponiendo que lo s expo­
nentes eran positivos, es preciso comprobar si es también váli da
en el caso de ser negativos los exponentes. La comprobación se
efectúa del siguiente modo

1 1 1 1x- m x-n - - . - - _ = x - (m + n). . - x m x " - xm.xn xm+ n

En general, todas las propiedades del cálculo de potencias con
exponentes ent eros y positivos son aplicables al cálculo de poten­
cias de exponentes enteros y negativos.

Ejemplos:
1.o x-m : x-n = x- m+ n (22)

En efecto

x- m: x - n 1 1 x n
x n - m = x-m+ n

o o (xy) :: m = x-m y-m (25)
31



En efec to

= x-m. y-m
1

x mym
1

(x y ) m
( x y ) - m __ ~~-

x - m
y - m

(24)

En efecto

4 .° (x - m) - " = x m"

En efec to

(x - m) - n

x m

y m
1 1 x-m

x m y m y-m

(25)

X - m"

E JERCI CI OS
: I

Efectual' las operacio nes siguientes
l. a) 7° b) 251) c) 1000°

2 . a) X O b) XO v" c)
3xOyo

ZO

3. a )
- 24 u? + .v''

b) 3
°(tO)" (aO + bO) c) t O

4. a) 2-~ b) lO-:i c) 137-2
5 . a) ( ~)_2 b) ({-y e) ( ~~ )-4
6. a) 16 2-1 b) 27" . 3-2 c) 125 5- 2
7. a) 1 : 2-4 b) 1 : x-<> e) 1 : a- m

. 8 . a) 36 : 6-2 b) 28: 2-<> c) 2 6 : ( ~ r <>
9. a) t - 2 ~ b) (_ t) - 2 e) (- t <» '-2

10. a) (x - 2)<> b) (x - <» 2 c) (x - <» - 2
11. a) a 5 a - 2 b) a 4 a- 9 c) a-<> a - 7

12. a) a <> b-2 . a-2 b " iJ) a - 1 b <> ' a - 1 b -<> c) a - 2 b-<> . a - 4 b- 5

13. 4 10
y-2a) 5 x - 5 y - 4 Z g X - 1 z-<>

"
7

a <> 5 2b) 10
b<> c- 2

U ·a b -<> C..,-2

14. 3 "
n -4 y -5 1' :

CJ
n-7 y - 6 1'a ) --

"4 28
1I

b)
i3x - m y " z2

Z u 511 n - 4 9 x " y - m

15. a ) (x - 2 + y ) 2 b) (3 x- 1 - 2 y-<»2 c) (a - 4 + .b -<>J- 2
32



LECC/ON 7

PROPIEDADES DE LAS PROPORCIONES

32. Definiciones.-Se llama razón de do s núm eros al co­
cie nte, indicado o efec tuado, de dichos números . El dividendo s e
llama antec ed ente y el divisor con s ecu ente. La ra zón del antece­
de nte a al co nsecuente b, s e expresa así:

a
b o bi en a: b

S e llama proporci ón numérica a la igualdad de dos ra zones
numé ricas.

33. Propiedad fundamental de las proporciones.-En
los cursos a nte riores se ha n estud iado algunas propiedades de las
propo rciones cuyos términos s on núm eros positivos . Aho ra va mos
a am plia r dicho es tudio s upo niendo, ade más, qu e los términos de
la proporción son números racionales cualesquiera distintos de
cero .

S ea la proporc ión a : b = e : d qu e puede ponerse en la forma
a e

(26)

el producto de los conse-

b d

Multiplicando sus dos miembros por
cuentes , b d, tendremos

~bd= ~bd
b d

Y simplificando resulta
ad = eb (27)

EN TODA PROPORCION EL PRO DUCTO DE LOS EXTREMOS
ES IGUAL AL PRODUC'l'O DE LOS MEDIOS.

34. Cálculo de un extremo.-Dividiendo los dos miembros
de la igualdad (27) por d o por a, tendremos respectivamente

~ d = .b e
a = d a



tm EXT RE;\lO DE UNA PROPORCION ES IGUAL AL PRODUC­

TO DE LOS ;\m DIOS DIVIDIDO POR EL OTRO Ex 'r REMO. .

35. Cálculo de un medio.-Dividiendo los dos miembros
de la igualdad (27) por e o por b, tendremos respectivamente

a d ad
b = - c- e = 1:)

UN MEDIO DE UNA PROPORCION ES IGUAL AL PRODUC']'O
DE LOS EXTREMOS- DIVIDIDO POR EL OTRO MEDIO.

a :b = b :c

resulta b ~ = a e de donde b = V a e

Regla:
PARA OBTENER EL MEDI O PROPOR CIONAL DE DOS NU;\1:EROS

SE EXTRAE LA RAIZ CUADRA DA DEL PRODUCTO DE DICHOS

NUMEROS.

37. Propiedad reciproca de las proporciones.-Si el
producto de dos núm eros es igual al producto de otros dos, puede
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formarse con ellos una proporci ón que tenga por extremos uno de
los pares de números y por medios el otro par.

En efecto, si se verifica

a d = b e

podemos dividir ambos miembros por el producto a b y tendremos
a d b e
-- - -
a b a b

y simpli ficando queda la proporción
d c
b a

Consecuencias:
De esta propiedad se deducen diversas consecuencias que in­

teresa conocer.
I. Los términos de una proporción pueden ordenarse de ocho

modos distintos sin que desaparezca la proporción.
En efecto, si se verifica la proporción

a :b = c : d

también se verifican las proporciones siguientes
a b b d b a c d
c d a c d - c a b
c ad c d b
d b b- a c a

pues en todas ellas se cumple la propiedad recíproca de las pro­
porciones.

Cualquiera de estas siete proporciones se deduce de la propor­
ción inicial permutando, sus extremos, o sus medios, o sus dos
miembros o cada antecedente con su consecuente.

ll. En toda proporción podemos multiplicar un extremo y un
medio por un número sin que desaparezca la proporción.

En efecto, de la proporción

a:b = c:d
se deduce

n a : b = 11 C : d y tambi én '11a: n b = c : d

puesto que de aquella proporción se deduce la igualdad
n a d ee n b c

11I. En toda proporción podemos dividir un extremo y un me­
dio por un número sin que desaparezca la proporción .
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En efecto, de las proporciones '
na: n b = c: d o bien na: b . n c ; d

se deduce
a: b = e -d

puesto que de aquellas proporciones se deduce la igualdad

ad = bc

E:JERCICIOS

Comprobar la exactitud de las proporciones siguientes:

l. a) 2 :3 =10 :15 b) ( - 4): 7 = 8 : (- 14)
2. a) ( - 8 ) : (- 6) = 12 : 9 b) 12 : ( -18 ) = ( - 10 ) :15

Calcular el, valor des: en Las proporciones siguientes:

3. a) ( - 6) : 9 =( - 14) : x b) 5:x = ( -2 ): ( - 10 )
4. a) (- x) : 4 = 11 : ( - 3 ) b) 22 : ( - 6 ) = x : ( - 18 )

Formar p rop orciones con las igualdades siguientes:

5.

6.

a) 4 ' 9 = 12 . 3
a) 0,6' 2 = ,1 . 0 ,3

b) 2' 8 = 4 ' 4
ú) [). 1,2 = 2 . 3

, I

Ha llar un medio proporcional entre los números siguientes:

7. u) 8 ; '18 b) 48 12
8. u) 20 ; 320 ú) 25 , 500,
9 . 3 10 5 1

a) 1 8 ; 2 11 ú) 9 ; 5

Deter minar un cua rto proporcional a los números siguientes:

10. a) 5xy;z;,Y b) 2a ;3b ;2c '

11. z x c e
a ) x z ; b) a 2 b ' - - - . - - ,

x ' yz ' a ,b2 ' ab

Ordenar de todas las 'maneras posibles los términos de la proporción

12. a) (- 6) : 8 = 9 : (- 12) , b) 111 : n = x : y

Calcu lar un tercero p roporcional a los nümero« siguientes

13. a) 9 ; 6 . ' b) 8; 60
14. a) 4x;3y b) x 2yz ; x y 2 z 3 '

15 . Demostrarque ¡¡úlltiplicandomiembl'o a miembro dos proporciones
se obtiene 06;a lJ1'oi/ói'ción : .

I
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LECCfON 8

TRASfORMACIONES DE UNA PROPORCION

38. Sucesión derazones iguales.-Si tenemo s un a suc e­
sión de do s o más razon es iguales, la nueva razón que tiene por
antecedente la suma de todos lo s antecedentes y por con secuente
la suma de todos los consecuentes es ' igual él una .cualquiera de
las razones dadas .

En efecto, sean las tres razon es iguales

a : al .= b : b l = C : Cl

RepreSentando por q su valor tendremos

a ; al = q " b : bl = q ' " c : Cl ' q

De 'estas igualdades se deduce

a = a p q
. b = b p q '(28)

C = CI> q
y sumando miembro a mi embro estas tres igualdades resulta

. a + b + e = al q + PI q + Cl q

y sacando el factor com ún q del segundo miembro tendremos

a + b + C = ( al + b¡ + CI ) q

de donde se deduce, finalmente

( a + b + c ) ' : ( al + b, + CI ) = q

Observación:

. Si en vez de sumar aritméticam ente las igualdades (28) las
sumarnos el g ébrlcernentc se deduc en, según el modo de efectuar

. esta suma, otras tantas igualdades de los tipos siguientes

a + b - C= ( al + b¡ - Cl ) q
a - b + c = (a l - bl + e, ) q
a - b - e = ( al - b l - Cl ) q etc.

de las cuales se deduce
( a + b - c) : (a l' + bl , - c .,) = q

. (a- b ·+ c) : ( a p - blJ + c ., ') =q
( a ,...:.. b - c .) : ( a p - bl ~ - c p ) = 'q . . .. ( , I .
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Regla :

SI TENEMOS UNA SUCESION DE DOS O MAS RAZONES IGUA­

LES, LA NUEVA RAZON QUE TIENE POR ANTECEDENTE UNA

SUMA ALGEB RICA CUALQUIEIU FORMADA CON LOS ANTECE­

DEN']'ES y POR CONSECUEN'I'E LA SUlIIA ALGEBRICA ANALOGA

FORMADA CON LOS CONSECl.lENTES ES IGUAL A UNA CUAL­

QUIERA D E LAS RAZONES DADAS.

39. Proporciones que se derivan de una proporción
dada.-En el párrafo 57 hemos visto como, de una proporción, se
deducen otras siete que tienen los mismos elementos que la pri­
mera pero en di stinto orden. Ahora vamos a deducir otras pro por­
clones en las que intervienen nuevos elementos.

Aplicando a la proporción a : b = e : d la propiedad demos-
trada en el párrafo anterior se deduce inmediatamente que

( a + e ) : ( b + d ) = a : b y ta mbién ( a + e ) : ( b + d ) = e : d

Es decir:

I. En toda proporción, la suma de los antecedentes es a la
suma de los consecuentes como un antecedente es a su con se­
cuente.

Del mismo modo pueden deducirse estas nuevas proporciones

( a- e) : ( b - d) = a: b ( a - e ) 1 ( b - d ) = e : d

Es decir:

11 . En toda proporción la diferencie de los antecedentes es a
la diferencia de los consecuentes como un antecedente es a su con­
secuente.

De la proporción a : b = e : d se deduce a : e = b : d y eplí -
cando a ésta la propiedad que acabamos de enunciar resultará

( a + b ) : ( e + d ) = a : e o bien ( a + b ) : ( e + d ) = b : d

( a - b ) : ( e - d ) = a : e o b ien ( a - b ) : ( e - d ) = b : d

Es decir:

III. En toda proporción la suma de los dos términos de la pri­
mera razón es a la suma de los otros dos, como un término de la
primera razón es a su homólogo de la segunda.
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IV. En toda proporción la diferencia de los dos términos de la­
primera razón es a la diferencia de los otros dos como un término
de la primera raz ón es a su homólogo de la segunda.

Observando que los dos pares de proporciones últimamente
escritas tienen sus segundos miembros iguales se deducen otras
nuevas

( a+ b) :( c+ d) =( a- b) :( c - d) ..
( a + b ) :( a - b ) = (c + d ) : (c- d )

y esta última referida a la proporc ión a : b = e : d nos dice:

V. En toda proporción la suma de los términos de la primera
razón es a su diferencia como la suma de los do s términos de la
segunda razón es a su diferencia.

y refiri éndola a la proporción a : b = e : d tendremos:

VI. En toda proporción la suma de lo s antecedentes es a su
diferencia como la suma de los con secuentes es a su diferencia .

40. Proporciones progresivas.-Si tenemos dos propor­
ciones

3 : 8 = 6 : 16
8 : 5 = 16 : 10

tales que los consecuentes de la primera sean los antecedentes de
la segunda, diremos que estas proporciones forman una propor­
ción progresiva, la cual se escribe así:

3 : 8 : ;) '= 6 : 16 : 10

ReCÍprocament~, de toda proporción progresiva se deducen ­
varias proporciones simples; por ejemplo, la proporción

'2 : 7 :- 9 = 6 : 21 : 27

supone que se verifican las proporciones simples
2 : 7 = 6 : 2 1
7 : fl = 21 : 27

y permutando los medios en cada una de éstas se obtiene
2 : 6 = 7 : 21
7 : 21 = 9 : 27

de donde se deduce finalmente
2 : 6 ~ 7 : 21 == 9 : 27
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Regla :

EX TOD A PR OPORCIOi'\ PR OGRESIVA LA RAZON DE UN T ER­

l'IHi'\O CUALQUIERA DEL PRdIER MIEMBRO A SU u oxroi. o u o

EN EL SEG UNDO l\HEl\IBRO ES COi'\STAN'f E.

Por consiguiente, la proporción progresiva

a : b :c= x y :z

si gnifica, también, qu e se cumplen las relacion es

a :x= b:y= c : z

y aplicando a esta sucesión de razones iguales la primera regla
del párrafo 38 tendremos que

EN TODA PIWPORCION PRO GRESIVA LA 8U.i\IA DE TODOS

LOS TERMIN OS DE LA IZQUIERDA ES A LA Sm Ilo\ DE TODOS

LOS TERJ\UNOS DE LA DERECHA c o n o UN TERMINO CUAL­

QUIERA DE LA IZQUIERDA ES A SU HOMOLOGO DE LA DER ECHA.

. Cuando se conocen las razones entre un número y otros dos
pueden expresarse dichas razones en forma de proporción pro­
gresiva.

Ejemp lo:

Expresar med iante una proporción prog resiva las raz ones

'x : y = 3 : í

v :2 =2 :5

Si multiplicamos los términos de la primera razón por 2 y los
de la segunda por 7, tendremos

x :y =6 :H

y : 2 = 14 : 35

de donde se obtiene la proporción progresiva .

x : y : Z = 6 : 14: 35
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EJERCICIOS

1 Comp robar todas las reglas exp uestas en el p árrafo 39) aplicando
la propiedad reciproca de las proporcionee,

2 Trasformar las proporciones

8: 6 = 20: 15 10: 8 = 35 : 28

aplicando las reqlas delj}(í¡'1'afo 3.9 .

3 Descompone¡' el nÚllw¡'o 25 en dos sumiuuios c tuta razón sea {

4 Calcula r dos números cl/ya di feren cia sea 35 y s u. ¡'azón ~

5 Comp robar si se verifi can las proporciones proqresiva s

2 : ,1 : 11 = 10 : 20 : 50
43: 19 : 72 = 129: 57 : 216

8 : ·120 : 173 = 56 : 29·.10 : 1211

F 01'ma¡' una proporcion progresiva con las proporciones simples

6. a: b = 1 :3. a : b = 2 : 3
b:c=3:8 b:c =6:7"-

7. x : y = 1 : 2 x : y = 1 : 2
y:z ·=2:3. y:z =3 :4
z:u = 3:4 z:u =5:6

8. i ¡ : i 2 = w :? : wt .9. k¡ : k 2 = r 2 : 1'¡ 22
i2 : i ;¡ = "'3 : "'2 k 2 : k g = 1'g2 : r 22

JO. a¡ : H'2 = ll12 : ll11 11 . r, : 12 = k 2 : k I

a 2 : a 3 = ll13 : ll12 12 : 19 = k g : k 2

12. 13. I

1'1PI : P2 = V2 : Yl ZI : Z2 - 1'2 :

P2 : P 3 = V3 : v Z : Zg = r : 1'22 2 3

41
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LECCfON 9

fRACCIONES DECIMALES

41. Expresión decimal de una fracción ordinaria.-Entre
los númer os fraccionarios merecen des tacarse aquellos cuyo deno­
minador es una potencia de 10. Estas fracciones s e llaman deci ­
male s para distinguirlas de las restantes, que se llaman fracciones
ordinarias .

Si queremos tra sformar una fracción ordinaria en decimal, ha ­
brá que multiplicar los dos términos de aquélla por un número en­
tero elegido convenientemente para que el nuevo denominador
sea una potencia de 10.

Ejemplos:
7

1. (l Convert ir en decimal la fra cción ordinar ia 40

ObSerYl111c1o que el deno minador descompuest o en sus factores primos
vale

40 = 2 3'5

se ve Iaci lmen te que el producto de 40 por 52 es una poten cia de 10, pu es

40' 52 = 23 ' 5 '5 2 = 23 '5 3 = (2·;))3= 103

Multiplicando los dos tér minos de la fra cción p ropu est a por 25 ten ­
dremos

- - ') - 1--
_ 1- = ~ = ~ = O 176
,10 40 '26 1000 '

2.° Con vert ir en decimal la fra cción ordinaria 1
5
2

Descomponien do el den ominador en sus factores primos resulta

12 = 22' 3

y como las poten cias de 10 solo tienen como fucto res primos 2 y 5, resulta
que no ex iste ningún número en tero que mu ltiplicado por 12 nos de una
p oten cia de 10.

Consecuencias :
1.a Toda fracción ord inaria , cuyo denominador.contenga como

factores primos , solamente , 2 y 5, puede exp resarse exactamente
en forma decimal.

2. a Toda fracción ordinaria , cuyo denominador contenga algún
42



factor primo distinto de 2 y 5, no puede expresarse exactamente en
forma decimal.

42. Fracciones decimales periódicas.-También puede
convertirs e una fracción ordinaria en 'decimal, recordando que
toda fracci ón ordinaria representa el cociente exa cto de sus dos
términos . Bastará, pues, efectuar esta división calculando, además
de la parte entera ; la parte decima l' del cociente. .

Ejemplos :

1.0 Conv er t ir en decimal la fracción ord inaria :O.
Efectua ndo la división tendrem os

7,0 140
'----

300 0 ,174
200
00

y por consig uiente
7

,JO = 0,175
5

Con verti r en decimal la fracción "3

Efectua ndo la d ivisión

5 I,-v_' _
20 1,666.. .

20
20

Re ve que la cifra 6 del cociente se repi te consta ntemen te y n unca podre­
mos .llegar a un resto cero, lo cua l está de ac uerdo con lo di ch o en la con ­
secuencia 2." del pá rrafo an terio r.

Como valores aprox imados de ~ , el~ forma decimal , podemo s tom ar
cualquiera ele los siguien tes :

1 ,6 1,66 1,66G 1,(i666 1,66666 etc .

La ex pres ión deci mal exac ta de %se obte ndrá repiti endo in finitas ve­
ces la cif ra 6, llam ada perí odo por esta repet ición .

Como n o es posib le materialmente escr ibir infinit as veces una cifra ,
emplearemos el sí mbolo '6 para sign ifica r es ta rep eti ción incesante del pe­
ríodo . En tonces tendremo s la igualdad

5 ~

~ = 1, 6
u

3. o Conver tir en deci mal la fracción .ordinar ia . ~~ .
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Efectuando la división

39,0 11~4:..:4:....- _
380 0,886363 . . .

280
160
280

180

se ve qu e el grupo de cifras 63 se repite constan temen te y forma el pe­

riodo . Valores aproximados de ~:' en forma decimal son ,

0,8 0 ,88 0 ,886 0,8863 0,88636 0 ,886363
0,886 3636 0,88636363 0 ,886363.636 0 ,8863636363 etc.

con toda la a proximac ión que queramos .

Como expresión exacta podem os escr ib ir
39 <:- = 0 ,886...
4 4

Los resultados obtenidos en los dos últimos ejemplos se llaman
fracciones decimales periódicas. Son decimales por su forma ex­
terior y periódicas porque existe en ellas un grupo de cifras, lla­
mado periodo, que se repite incesantemente.

Estas fracciones pueden ser de dos clases: 1.a periódicas
puras, cuando el periodo empieza en la cifra de las décimas.
2.a periódicas mixtas, cuando el periodo no empieza en la cifra
de las décimas.
Ejemplos :

--0 ,8863

1,6 --0,45
~

36, 567

107,49

son fracciones de cimales peri ódicas puras.
~

7,3586 son fr acciones decimales periódicas mixtas.

I ~

43. La fracción generatriz.-AI convertir una fracción ordi­
naria en decimal, empleando el método de la división que acaba­
mos de explicar, pueden ocurrir dos casos: 1.0, que se llegue a un
resto cero. 2.0

, que nunca se llegue a un resto cero.
En el primer caso la fracción ordinaria es equivalente a un de­

cimal exacto.
En el segundo caso, como todos los restos parciales que se

obtengan han de ser menores que el divisor, tiene que repetirse
algún dividendo parcial y desde ese momento se repetirá indefini­
damente un g-rupo de cifras del cociente.
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Consecuencia:
Toda fracción ordinaria es equivalente a un decimal exacto o

periódico. Esta fracción ordinaria se llama genera triz del dec imal.
Eje mplos:

t .O La fra cción g'eneratr iz de 0,175 es :o
2.° La fr acción generatriz de 1,6 es {

------. 3 ')
3.o La fracción gene rarri z de 0,8863 es 44

E JERCICIO S

Convertir en fra ccion deci mal

l. 3 [) 7 11 17 123 261..'

5 8 16 'Y 625 8 150_u

2. 1 ·1 20 1 1 1 30
HH HHH HH9H

..
1509 H H

3. 1 2 4 ·1 ;) 12 48
3 3 7 11 13' 37 73

4. 5 7 13 19 35 16 11
6 12 15 2·1 36 75 150

80

8

7 ;)

2
20 6

3
X37

7
\)

7
X

41

4 512

49 7
50 625

6. 13 3
4 80

7. ·1 3
125 X 8

8 . 29 ;¡

20 16

Efectual' las operaciones indicadas y com.probar sus resu ltados con los
obtenidos ma nejando los nlÍm e¡'os decimales equivalentes .

5. 21 7 11 9 1 +. 2
5+40 3 16 + 864' 3 9

4 9
6. 25

E xpresar directamente en form a decim al el resultado de las operacía ne«
siguientes:

9.

10 .

11.

12.

1
3 . lO" + 7 . 10 + 1 + 4 . 10 +

1 1
2 + 10 + 6. 1000

. 1 1 1
u: 100 + 4. 1000 + 8. 10 000

1 -
425 + 1000 000

1
8 . 100
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LECC/ON 10

SUCESIONES DE NUf\1EROS

44. Concepto de sucesión.-Recib e el no mb re de sucesion
todo conjun to de números co nsidera dos en un cier to orden . Estos
números se llaman elementos de la sucesió n .

E n toda suce sión hay dos cosas esenciales : sus elementos y
el orden en que están colocados dichos elementos.
Ej ern plos:

1.° Los n úmeros dí gitos cons ide ra dos de meno r a mayor forman la
sucesión .

1, 2, 3,4, 5. 6) 7, 8) a, 10

2.° Los números dígitos con siderados de mayor a menor for man otra
su cesi ón

10, 9, 8, 7, 6, 5, 4, 3, 2) 1

B.o Los números dígitos cons ide ra dos en el or de n

6) 9, 1, iJ, J , 2, B, 10, 8, 7

form an otra suces ión d ist inta de las dos anteriores

45. Sucesiones finitas e infinitas.-Consideremos la sucesión
1, 2 , 3, t., '(, 11 , 13 , 17, I !J

formada por todos lo s números primos infer iores a 20 en su orden
na tural de apa ri ci ón y veremos que a todo elemento sigue otro ,
excepto el t 9 al cual no le sigu e nin guno; este es el último elemen ­
to de la sucesión . Al propio tiempo vemos que a todo elemento de
la sucesión precede otro excepto al elemento 1 al cual no le pre ­
cede ninguno; este es el primer elemento de la sucesión.

Las sucesiones que poseen un primer elemento y un último
elemento se llaman finitas. Todas las sucesiones citadas en los
ejemplos anteriores son fini tas. Pero existen también sucesiones,
por ejemplo la de lo s números naturales '

1, 2, 3, 4, ;J, 6, 7, 8....

que poseen primer elem ento y carecen de último. Estas suc esiones
se llaman infinitas.
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Ejemplos:

1. 0 La sucesión de los números pa res

2, 4, 6, 8, 10, 12, 14.. ..

es infinita

2.° La sucesión .de los número s impares

1, 3, 5,7 , 9,11 ,13,15....

es infinit a .

3.° La suce sión de un idades

1 1 1 1 1 1
- 1- ' 2 ' 3 ' 4 ' 5 , 6 ' · · · · · · · ·

es infin it a .

46. Sucesiones monótonas.-Cuando todo elemento de una
sucesión es siempre mayor o igual, o, siempre menor o igual que
el elemento siguiente se dice que la sucesión es monótona. Según
los casos, las sucesiones monótonas se llaman crec ientes o decre­
cientes, no crecientes o no decrecientes.

Ejemplos:

1. 0 La suce sión 1,2,3,4 ,5,6,7 ,8, es monótona crec ient e.
2.° La sucesión 8, 7,6,5 "t ,3,2,1, es mon óton a decreciente.
3.° La sucesión' 5 , 7 , 9, 9, 9, 9, ~), es monótona 110 decrecien te.
4.p La suces ión 8,4,3,3 ,3,3,3 , es monóton a n o creciente.
[j .° La sucesión 5,7,3, 18,11 n o es mon ótona .

47. Sucesiones mon ótonas convergentes.-La sucesión
de unidades

1 1 1 1 1
- 1- '2 '3.' 4 ' , n '

tiene las síguíenres propiedades :
1.a Es infinita .
2.a Es monótona.
5.a Sus términos se acercan cada vez más al valor cero .
4. a El valor absoluto de la diferencia entre un elemento cual ­

quiera de la sucesión y el número cero puede llegar a ser tan pe­
queño como se quiera.

Las tres primeras propiedades son evidentes. Para comprobar
la cuar ta elijamos un núm ero muy pequeño, por ejemplo 1 ~'" . . Pues
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bien , el valor absoluto de la diferencia entre el término que ocupa ,
en la sucesión, el lugar 1045 + 1 y el número cer o es

I 10
451+ 1 - O I< 1~45

Abreviada mente se dice que los térm inos de la sucesión con­
vergen hacia el valor cero.

Defini ción :

TODA SUCESION INFINITA y .MONOTONA · CUYOS TERMINOS

CONVERGEN HACIA UN CIERTO NUMERO SE DI CE QUE ES CO::\­

VERGENTE.

Ejemp los:

1. o La sucesión infinita

1 + 1=2

+
1 2

1
2 - 3

+
1 3

1
3 - 4

+
1 5

1
4 ,1

es mon ótona decreciente y sus términos con vergen hacia el va lor 1.
2.0 En el p árrafo 42, ejemplo 2.°, hemos obten ido la sucesión

1,6 1,66 1,666 1,6666 .

que es monótona creciente y , según lo expues to en dich o lugar , conve rg e
ha cia su fra cción ge neratr iz f.

3." La sucesión in finita

5 ,!) 5 ,99 5,999 5,9999 .

es monótona cre ciente y conve rge ha cia el" valor 6.
4." La sucesión de los números enteros y negati vos

- 1 , -2 , -3 , - 4 , , - n , .

es mon ótona decreciente, pero no es convergen te, pu es sus té rminos no se
acercan indefinid am en te hacia ningú n número.
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48. Límite de una sucesión.
EL NUMERO AL CUAL SI~ ACERCAN INDEFINI DAMENTE LOS
TEmIINOS DE UNA SUCESION MONOTONA CON VERGENTE SE
LLAMA LIMITE DE LA SUCESION.

Ejemplos: 1. o El límite de la sucesión de unidades

1 1 1 1 1 1
- , ~ ,- , - , - , ,- , . , .
1 2 3 4 5 n

es cero, lo cual , en términos matemáticos se ex pres a así:

1, 1 OHl I -- =
n

n~ 00

2 ,0 El lím ite de la sucesión

3 4 5 n+ 12 , - , -, - , ~ , , , .
2 3 4 · n

es 1 y por consiguiente esc ribiremos

lím
n + 1

n '
- 1

49

, . .. ..
7
65

6 '
4
5 '

6 7
243 729
768 , 3072 ,

5 6
~- . .. . .

V5 V6
,

V '5 - V6
5 6

3 , -
4

81
, 192 '

4

V4
V4
4

V 3

V 3

V2
V2
2

2
, .. 4iJ

3 9 27
4

, 16
, 64

2 3
1

1

n -~ 00

EJER CI CIOS

Cit ar ej emp los de su cesiones finitas e in finitas.
¿ Qué difi cultad surje ciuuulo se quiere [orm.ar una su cesión' m o­
nótona creciente con todos los núm eros ra cionales p ositivos?
¿Qué clase de suc esión 'V an form.ando las edades de una p ersonaé
¿Qué clase de sucesión 'Van form ando los días que le quedan de
'Vida a lm a p ersona?
D eterminar el cará cter de las suc esiones que a conti nuac ión se

eXJ?l'es(l/~ y , en C?SO de con:¿ergencia , ca!c!J ~a~: rs~1 lÍ1!lj!~. . A') ~/',,... ,

.... 11 1 1 1 ~

1 :2 4 8 16 32
1 2 3 4 5 G

;)

9.

7.

8.

6~

6.

3.

4 .

1.
2 .

10.



Estudiar el cará cter de las suc esiones deducidas de las siguient es ex ­
presiones cuando x adqu iere, sucesioamenie, los valores 1, 2 , 3, 4 , 5

11. a + x 12. a - x 13. a x

14. a 15. 6x 16. ( ~ ) x
X

x
x V1 x

17. vIO 18. 19. v O
10

20. Estudiar el car ácter de las sucesio nes dedu cida s de las exp resiones
indicadas en los ejerc icios 11 -:- 14 citando .c adquiere sucesiva ment e los
c alores

1111
1' 2' 3'4'5 · ·· ··

Calcu lar los límites siguient es:

x
x +l

22. lím (3- ~ )
x -*" 00
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LECC/ON 11

CONVERSION DE FRACCIONES DECIMALES

EN ORDIN ARIAS

49. Convertir un decimal exacto en fracción ordinaria.
-Según se ha estudiado en cursos anteriores y hemos recordado
en el párrafo 41, toda fracción decimal es . equivalente a una frac­
ción ordinaria que tiene por denominador una potencia de 10. El
exponente de esta potencia es el número de cifras decimales que
tiene la fracci ón _y el numerador de esta fracción ordinaria es el
entero que se obtien e suprimiendo la coma en el decimal.

J<jjem plos :

1.0 Con ve rt ir en Iracció n ordinaria el decim al 14, 6.

146 , 73
14,6 = ----w- = 5

2.° Conver tir en fracción ordinaria el de cima l 0 ,187fí.

~_ 1875 3
0, 18 t» = 10000 16

Como ejercicio exponemos la siguiente comprobación de lo
dicho : Sea una fracción decimal exacta e.ebc donde e representa
la parte entera, a las décimas, b las centésimas y e las mi­
lésimas. Llamando f a su fracción generatr iz tendremos

f = e.abe

y multiplicando por 1000 los dos miembros de esta igualdad re­
sult a

1000 f = eabc
de donde

e abe
f = 1000

de acuerdo con lo dicho anteriormente.

50. Significado de una fracción decimal periódica.-Las
fracciones decimales periódicas carecen de significado propio,
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pues ai aplicar el procedimiento del pá rrafo anterior aparecen ,
tanto en el numera dor como en eldeno mina dor del resultado, infi­
nitas cifras lo cual es inadmisible; pero , en los párrafos s iguientes
demos traremos que todo decimal periódico posee una fracción
genera triz de s ignificado perfectamente claro. Pu es bien , diremos
que el decimal periódic o va le lo mismo que s u fracción ge nera triz .

51. Calcular la fracción generatriz de un decimal pe­
riódico puro.-Sea el decimal periódico puro , s in parte ente-

. -- -ra , 0,45. Representando por f su fracción ge nera triz tendremos
f = 0 ,45454545. . . de donde

l OO f = 45 ,45 '154545 ...

Y restando miembro a miembro estas dos igualdades resulta
45 5

99f = 45 o sea f = 99 - 11
Este es el valor de la fracción generatriz, según puede compro­

barse fácilmente.

Regla :

LA FRACCION GENERATRIZ DE UN DECIMAL PERIODICO PU­

RO, QUE CAREZCA DE PAUTE ENTl'~RA , TIENE POR NUMERA­

DOR EL PERIODO Y POR DENOMINADOR TANTOS NUEVES CO­

MO CIFRAS· TENGA ES'l'E PEIUODO .

Ej emplos:

.---.. 74 2 -- 4059 41
0 ,074 = 999 = 27 0,4059 - 9999 101

S i el decimal periódico puro posee parte entera se aplica la
regla anterior prescindiend o de la parte entera y a la fracción ob­
tenida s e le agrega dicha parte ente ra .

Ejemplos:

9

14288
909

~ ~ 8 35
3,8 = 3 + 0,8 = 3 + 9 -

.---.. 302
14 + 0 ,302 = 14 + 999 =

.---..
14 ,302

52. Calcular la fracción generatriz de un decimal pe­
riódico mixto.-Sea el decimal periódico mixto 0,2083, cuya frac­
ción generatriz, f queremos calcula r.
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Tendremos las igualdades s iguientes
f = 0 ,2083 3333 o o o o o o o

10000f = 2083, 33333 . o o • • • •

1000f = 20~ ,33333 o o o o , ' o o,

y restando miembro a miembro las dos últimas resulta
2083 - 208

!)0ü0 f = 2083 - 208 o se a f = !)OOO

Regla :

LA FRÁCCION GENERAT RIZ DE UN DECmAL PERIOm CO .:\IIX­

TO QUE CAHECE DE PARTE ENTERA TIENE POR NUMEUADOR LA

PAUTE NO P ERIODlCA SEGUID A DEL PElU ODO, MENOS LA PAR­

TE NO PEHIODICA y POR DENOMINADOR TANTOS NUEVE S CQ.Jro o

CIF'RAS TENGA EL PEHIODO SEGUI DOS DE TANTOS CEROS COMO

CIFRAS TENGA LA P AUTE NO PE RIODI CA.

Ejemplos :
7315

!)90

99900
21452

O,3í8
iH8 - i3

!)!)O

17 - 1 16 2
0,0017 == n OOO 9000 1125

Si el decimal periodi co mixto posee parte entera , por ejemplo
,.-...

2,1475, bastará correr la coma un ciert o número de luga res a la

izquierda pa ra que desapa rezca dicha parte entera .
,.-...

En nuestro ejemplo resulta el decimal 0,21475 que es diez ve-
ces menor que el número propuesto.

Según la regla anterior
,.-... 21473 - 21

0 ,21173
99!)00

y entonces
,.-... ,.-...

2,1473 = 10 . 0 ,21473 = 10 .
21452
99900

21152
9990

53. Fracciones decimales no periódicas con infinitas
cifras decimales.-Si consideramos una fracci ón periódica cual ­
quiera , por ejemplo 0,55555 o •• • • , y detrás del primer período aña­
dimos un cero , det rás del seg undo per íodo añadimos dos ceros ,
detrás del tercer período tres ceros y ' así indefinidam ente vamos
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aumentando el número de ceros a cada avance, habremos formado
una expresión de forma decimal , no periódica, con infinitas cifras

0 ,505ü0500050000fl .

Esta expresión no tiene fr acción generat r iz pues ya sabemos
que éstas producen decim ales exactos o per i ódicos. Por consi­
guiente el valor de dicha expresión no puede representarse po r una
fracción ordinaria, o sea por una razón de dos ente ro s. Por este
moti vo se dic e que dicha expresión equivale a un número irracional.

E JEHCI CIO S

0 ,708,) .. O,OOO!l " 0 ,1701
,.-... --..

·1 , 0123 " 6,000 13fl " 21,6143

~

O,ml2. 0,35--- --..
0 ,1621 " 0 ,10203 "

3. 0 , 35 0 ,3;)0 "____o

--..
1,4 324. .. 10,16100 "

Conoeriir el/ fra cción ordinari a

l. 0 ,35 0 ,8,} 0 ,12;') 3, 15
0, 875 " 0 ,075 0,0032" 0,6125"

0 ,00 0,814

3,5 8 ,í4

6, 25
0 ,fl4376

0,50
20 ,045

Et'ectaw' las op eraciones

( 2 ~ .
., )o

0 ,314 . 0 ,40 + "i) ---1 • .J

5. 3,U + (~~ . 1 ~ ) + O,óG7 .

6.
1 , 21 2,48

7.
" 2o

10
9.8.

1,02

10. (0 ,4)2 11.

12. V O,6\l'} 13 .

o ---2 5 X 0 ,G3 X 1,2fl
1 4.

(2, 31) -1 "0 ,,}6 X

~

0 ,5(,

0,25 + 1,25
O,O?;;

(
1 )-~

5,50
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3
V1 25 = 5

s

LECC/ON 12

LA RADICACION

54. ' Definición.-En la extracción de raíces, o radicación,
intervienen dos datos llamados radicando e índice. La operación
consiste en calcular un tercer número, llamado raíz, que elevado
a la potencia señalada por el índice nos reproduzca el radicando.

La igualdad

expresa lo mismo, que esta otra
53 = 125

y, en general, podemos escribir la igualdad

(Va)" = a (29)

En lo sucesivo supondremos que el radicando es un número
positivo en cuyo caso, según demostraremos más adelante, existe
siempre un valor positivo de la raíz, el cual recibe el nombre de
valor principal o determinación aritmética de la raíz para distin­
guirlo de otros resultados de esta operación.

Por ejemplo, y ;C tiene dos valores, que son 2 y -2, pues

22 = 4 Y (_2)2 = 4

pero el valor principal de la raíz es 2.
En todos los razonamientos siguientes nos referiremos siempre

al valor principal.

Observacic nes:

1.a El índice de toda raíz ha de ser un número entero positivo
o negativo. De momento carece de significado para nosotros una
expresión' del tipo

2
"3
Y16

2.a Cuando el índice es la unidad, la raíz es igual al radicando.
1

Y a = a .puesto que a1 = a
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(51)

55. Raíz de un producto.
HE'gla:

LA I{AIZ DE UN PRODUCTO DE DOS O MAS FA CTORES ES
IG UAL AL PIWDUCTO DE LAS HAl CES DE DI CnOS FACTORES,

Esto es
n n n

V a b = V a ' Vh (BO)

E n efecto , eleva ndo el segundo miembro de es ta iguald ad él la
potencia n debe obtenerse como resultad o eb y as í s ucede pues

(va) (V-b)" = (Va)" (V'b)" = ab

Ejemplo:
.; .;.;

V 53 X 46 V 5:l X V ,16 = 5 X 42 = SO

Escribiendo la igualdad (50) con s us miemb ros invertido s re­
s ulta

n n nvr . v r = V ah

lo cual nos dice que
EL PRODUCTO DE DOS O MAS RAICl;;S DEL ;\IlS;\1O INDICE ·

ES IGU AL A UN A RAIZ D EL .MIS;\1O INDICE CUYO HADl CANDO
ES EL PRODUCTO DE LOS HADICANDOS .

Ej emplo :
V 20 . V 5 = V 100 = 10

.; .; .; .;

V a2 . V a = V a2 . a - Va:r- = a

56. Raíz de un cociente.
Regla :

LA RAI Z DE UN COCIEN'rE O DE UNA FRACCION ES IGUA L AL
COCIENTE DE LAS RAICES DEL DIVIDENDO Y DEL DIVISOR ,

Esto es
n nv:= ~a
. V b

En efecto , elevando el segundo miembro a la potencia n debe
a

resultar b y así s ucede, pues

56
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, 'Ejemplo:'"

/
112 --:.. V 112

\ 64 - V 64
11 11
62 - 36

, f
Escri biendo la igualdad (31) con sus miembros inver tidos resulta

" "V a ' la
Vb = \lb\>,

lo cual nos dice que

EL COCIENTE DE DOS RAICES DEL MISMO INDICE ES IGUAL

A LA RAIZ DEL COCIENTE DE SUS. RADICANDOS .\.I

Ejemplo:

V 27 __ l l. 27 _
V T V' 3 V \f = c 3 .

57. .Raíz de una potencia.
Regl a:

LA RAIZ DE UNA POTENCIA ES IGUAL A LA POTENCIA- DE
,m CHA RAIZ .

" , Esto es

(52) I .

En efecto, elevando el segundo miembro ala potencia n -debe
resultar a m - y asfvsucede, pues, según lo dicho en el párrafo 28,

[( " )mJ" (" 'm" 1-:(")" Jm; v~ . = v:a) = _ Va _
Ejemplo :

= a m
t ..

3 (3)2
V1252 = V 125 , = 52 = 25

Esc ribiendo la igualdad (32) con sus mi embros invertidos resulta
• ' ) I ' J '

( " )m nVa = V.am

lo cual nos dice que

, LA POTENCIA DE UNA' RAIZ ES IGUA L A LA .RAIZ DEL RA­

DICANDO ELEVADO AL EXPONENTE DE AQUELLA POTENCIA.

Ejemplo:

(
5 ) 2 \ 5 5
V7 = V72 = V 4\J

57
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58. Operaciones que no alteran la raíz de una potencia.
Regla: ._

LA HAIZ DE UNA POTENCIA NO SE ALTEHA l\IUL'I'IPLICAN­
DO EL INDIm~ y EL EXPONENTE POI{ tr x NDMEIW .

Es to es
n n h

V am h (55)

En efecto, elevan do el primer miembro a la potencia n h debe
resulta r amh y así sucede , pues

(
n _ ) n h
V a m

Ej emplos:
3

y ' 11 2

4

Va 4

Vtl'
8

va2

3

V 23 4

10

V78

Escribiendo la igua ldad (33) con sus miembros in vertid os resulta
nh n

Va m h . Va m

lo cua l nos di ce que

LA HAIZ DE UNA POTENCIA ,NO SE ALTERA DIVIDIENDO EL

LNDiCE "{ EL EXPONENTE POR UNO CUALQUl EHA DE SUS DI ­

VISORES COMUNES.

Ej emplos:
6

V 238

Observaciones:

L a Para ap licar esta última propiedad es indispensable,' como hemos
di ch o, que- se tome un divi sor común del índice y del ex ponente , Solo así
evitaremos resultados que ca rezcan de significado,

Ejemplos :
10

Podemos dividir por 2 el índice y el ex ponente del radical \h 8 y es­
cribir la igualdad

10 5

V 78 = V 74

pero si dividimos por 3 y a n o podemos esc ribir
10
3 _ _

\/7f
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pues el segundo mi embro ca rece de significado, según lo di cho en el pá­
rrafo 54, obs. 1. a

"2.a En particul ar, si el exponente 1Il es un múlt iplo del índice n ten­
dremos

Ejemplos:

1

Vam - Vao/¡ a

m
n (34)

4

Y 1620 "

-6 6

Y20 18 = Y20-18 = 20- 3 = ~3
20

,
3.a Toda raíz de índice nega tivo se convierte fác ilmente en otra de

"índice positivo multiplican do aquel índice y el expone nte del radicando
por -1.

Ejemplos:
- 4 -4 4 4

y~ = ~ = y a-1 = V1
a "

59. Raíz de una raíz.
Regl a :

LA RAIZ DE UNA RAIZ ES IGUAL A OTRA RAIZ QUE TIENE

}1jL MISMO RADICANDO QUE LA PRIMERA Y CUYO INDICE ES EL
PRODUCTO DE LOS INDI CES.

Esto es

mnVa (35)

m debe

n

- V-:
n

Val

En efecto, elevando el segundo miembro a la potencia
n ,

resultar y; y as) sucede , pues

(V-:)m
Ejemplo:

6 48

VV172 = V172
Escribiendo la igualdad (35) con sus miembros invertidos resulta

m

V-: = V{r;;
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lo.cual.n osdlceque
TODA RAIZ CUYO mDICE ES EL PRODUCTO DE DOS FAC'l'O ­

RES ·EN'rEmOs: ES .IGUAL A LA RAIZQUE TIENlij POR INDICE A

UNO DE LOS FACTORES Y POH RADI CANDO A OTRA RAIZCON
.- 1

INDICE .IGUAL AL OTIlO FACTOH y CON EL RADICANDO IGUAL
t .. -, • - \ .

AL PR ÚIÍTIVO. s. .. \

Ej emplos .
4

V16 =:·Vy' 16 ' '=' \/4= 2 "
'"

VY720 - - ')- . )

" :60; . rln fer pr etacl ón de las potencias de exponente frac­
cionario. - S i en la igualdad (54) suponemos que m no es múlti­
plo de n nos encontramos co n un exponente fraccionario al cua l
po demos dar la siguiente interpretació n:

<'Í'O~Ac POTENciA n ID EXPONENTE ~J.~ÁCCiONARIO ES IGUAi..

A LA HAIZ DE UNA PO'l'ENCIA DE LA MISMA BASE. QP,E TIENE

POR EXPONEN'l'E EL NUlIIERADOR DE LA FRA CCION Y POR IN­

DICE EL DENOMINADOR.

Ej emplos:
,1 4

Y63
"

(
8 )-2 _7/( 8 )-2

u . 7 = \ 'u · l ,

\ /7:> " y:s y32'
5 7 7

V8 " \/9 . V 243

. "E J E R CI CI OS\
\

\ , -..:

l . Determinar ' el 'sig ilo de cualquier ra íz ele in dice impar ,de un Il Ú-

m ero negativo.
2. Determinar el siqno de , cualquier ra íz ele índice par de un número

neqaiiuo, " ; "
Simplificar las expresiones siguientes:

. ;~ . . ' .

'3: \ / 2 . \ / 32 o, ;, -\/6 Y26 .. :Y3
" " 4 4 5

4. \/4' Y 126 " \/7. \/343 " \(4

Observación: i:. 1,

Lo mismo que se hizo en el púl:rafo 31 con las poten cias de 'ex ponen ­
te entero y nega ti vo deb emos co mproba r. si fas poten ci as de exponente
fraccionario, según la in terpretación que 'a cabamos de expone r, se
eompoutun, en la s operaciones aritméti cas , del "mismo modo que lás po­
tencias de ex po ne n te entero. Esta comprobación se rá efect ua da en UlW

de los curs os próximos . ' " ,- .
~ , I . '\
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5. y-;-. \/~ "
6. Y18

3 3

" Y4 y 2 • Y2y "

ViSO

4 . 4

\/~ . \/~ .

Y147 .
,. 3 . 3

7. Yab2 VX3y 2 . "\1xlO \ /aGb4

8. \/~ (V'27- y'72 + \ /243 >' " (2 + 4 V'5) ' (3 -6 \/5)
3 3

9. \f8 V27 V25 y 128
-3- 3

\ / 2 va VT Y2 -r

3 n n
.-19· ' \/~ y bT Yx n + 2 yy3n-l

"- 3- n n
y-;- Yb YX2 yyn - t

3 4 5

, 11. y-gi Y 64 2 Y 165 Y 32 2

e y (\I25Y .(V-aY (,/ax2 r12. Ya2

3

\/\/100
3

V \/1 25
6

VY813. \/81
1 1

.<t7) ~ ~: -.1'1. 3 ..-: 3 , x ' . x -'-- a ' b .

.: :i 3 . , 2 3 ..
15. 643 : 32. x . x, a 3 : a 5 b - 4 : b3

( 4 fr ( a f )} ( .. 3 ) 4
() ~. ~ ~).... 3 u -l

16. X -4 -~ 1

- 43 ,

,. .

" . <,

.. 1 r
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LECCIÓN fa

EL NUMERO REAL

61. Raíz de un número enfero.- Los números enteros tie­
nen la propiedad notable de que sus raíces de índice entero y po­
sitivo no pueden ser números fraccionarios.

En . efecto , sea a un número entero y supongamos que su
raíz de índice natural , n, sea la fracción irreducible : •

De la igualdad

se deduce

ny;;: p
- q

(36)

pn
- = aqn

y como , por otra parte, toda potencia, de exponente entero, de
una fracción irreducible es otra fracción irreducible, tendremos que

r: es también irreducible ypor consiguiente 'no puede ser igual al
q
número entero a. Esto significa que la igualdad (36) no es cierta :

62. La raíz cuadrada de 2.-0bservemos, ahora, que Y2
no puede ser un número entero, puesto que

12 < 2 < 22 o sea 1 < yT < 2

y, como según lo dicho en el párrafo anterior, tampoco puede ser
fraccionario, no podremos expresar exactamente su valor median­
te un número racional,

Observemos, por otra parte, que

1,42 = 1,96 < 2 < 2, 25 = 1,52

o sea
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También se verifican las relaciones
1,412 = 1,9881 < 2 < 2,0164 = 1 ,42~

o sea

1,41 < ' /2 < 1,42

Del mismo modo se verifica
1,4142 = 1,9 99396 < 2 < 2,002225 = 1,4152

o sea

Análogamente, podemos comprobar las siguientes desigual­
dades

son valores aprox imados de

.... ' /2 con er ror meno r que

1,4142 < ,12 < lt1lt13

De todas ellas, se deduce que

L
1,4
1,41 .
1,414
1,4142
1,41421

1,41421 < Y2 < 1,41422

una unidad
una décima
un a centés ima
un a mil ésim a
una diezmilésima
un a cienmil ésima

En general, siguiendo esta marcha podremos expresar Y2 con
toda la aproximación que queramos, mediante núm eros racionales.
Para expresar exactamente Y2 haría falta emplear infinitas cifras
decimales.

Podemos escribir .

'12 = 1,41421.. . .

Esta expresión decimal no puede ser periódica, pues entonces
Y2 sería igual a la fracción generatriz. Si recordamos que hemos
llamado irracionales a los números de forma decimal de infinitas
cifras aperiódicas (párrafo 55), podremos afirmar que Y2 es un
número irracional.

63. .Representación geométrica de Y-2. Si,. tomando la
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unidad de longitud .como ca teto, construimos un triángulo rectán­
gulo isósceles (flg. 1)

c.

A.
tlg . t

B

tendremos , en virtud del teorema de Pitá goras

Bd = AB2 + AC2
. 12 +12 2

o sea

BC V2 '
Llevando, pues , este segmento sobre un eje (flg. 2) donde se

o 1 x 2
tlg .2

representen los números racionales, obtendremos un punto X al
cual le corresponde la abscisa Y2, por ser ésta su distancia al
origen O .

64. El número irracional como Ifmite.-Si rep resentamos
1

sobre una recta la sucesión de puntos que tienen por abscisas los
elementos de la sucesión 1,4 1,41 1,414 1,41 42, etc., veremos
que dichos puntos se acercan indefinidamente al punto X que tiene
por abscisa V 2. Esto quiere decir que Y2 es el límite de aquella
sucesión.

De aquí se deduce una interpretación de las fracciones decima­
les aperiódicas , que hasta ahora no han tenido significado para
nosotros.

TODO NUMERO DECIMAL APER IODICO CON INFINITAS CIF RAS

EXPRESA EL LIMIT E DE LA SUCESIQN DE FRACCIONES DECI­
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MALEq ,E:;XACTAS QUE SE 0lfl'IE~EN, pEL[f-R~n.IEl{º I '1 J.~ ~1~NDO,

SUCESIVAMENTE, UNA eIF'RA , . ~ DOS.~ CIFRAS; ',U'RES' OlF,RAS,'.-,;

ETC., DE SU:,PARTE DEQ.ü\1AL. c ' , ¡ .~.

3,1 3 ,14 ~ 3,141

'.ti. ..' . :' < ". -. -r -.-:-.

LA REUNION DE TODOS LQS N UMEROS RACIONALES E IRRA­

CIONALES CONSTITUYE EL CAMPO D}J LOS"NUMEROS ' REAlJES:

Estudiando la rep resentación geométrica de es te campo resulta
que los números reales llenan por completo todo el eje s in dejar,
sobre . él.-hueco alguno. ,\ . " ~ ';~

.Es verdaderamente' notable obse rva r- cómo los n úmeros .racío ­
nales pueden adoptar la forma ,externa ,de los n úmeros ,irraciona­
les; en efecto , el número racional 2,45 es ellímite de la sucesi ón
monótona de números racio~ales > " , , l '

2,4 2,45 ' 2,450 2,'4500 2,45000 ., ~ , »:

Observemos, ahora que el número racional 0,7' es el límite de
la sucesión monótona de n úmeros racionales .. .' ~

\ ,', c r ',, ', ' ,1 1'

0 ,7 0, 77 0 ,777 ' , 0 ,7'777 ' . 0,77777-. ,. ' ', 0,777777... ,'; . ¡ ,

65



I

Finalmente el número irracional V¡ es el límite de la sucesión
monótona de números racionales

1 ~3'>0' 1, ( :. o .. '....1,73201,7321,731,7

En resumen:

TODO NUMERO REAL, ES DECIR, RACIONAL O IRRACIONAL,

PUEDE EXPRESARSE COMO EL LIMITE DE UNA SUCESION MO-
, l '

NOTONA DE NUMEROS RACIONALES .

.De esta deflnición común se deduce la posibilidad de que exista
una armonía, entre todos los números reales, a base del principio
de Hankel o de permanencia de las leyes formales, enunciado en
el párrafo 7.

Las operaclones aritméticas con los números reales tiene gran
importancia en la' Matemática pura y por eso se estudian con todo
rigor en los cursos universitarios, sin embargo en las aplica­
ciones prácticas' dé dicha ciencia carecen de interés estas teorías,
pues cuando hay que efectuar algún cálculo aritmético con un
número J irracional se le sustituye por un valor racional, tan
aproximado como se quiera.

Ejemplo:

El área del círculo se obtiene multiplicando el cuadro del radio por el
número sr, pero en la práctica se torna en vez de '1l' uno de los valores
aproximados, 3,14 o 3,1416 o 3)141592, según.la exactitud con que
se quiera obtener el área pedida.

EJERCICIOS

1. Indicar el modo de obtener una sucesión cuyo límite sea el número

irracional V 5 y calcular algunos términos de dicha sucesión.
3

2. Calcular términos de nna sucesión cnyo límite sea V2
3. La sucesión c~~yo término general es

1 1 1
Xn = 1 + 1T + 2T + 3T ~

1+ n! ,

define un número real que se representa por la letra e. Calcular algnnos
calores aproximados del número e. I '

(Con el símbolo n 1, que se lee: factorial de ene, se expresa el producto
de todos los números naturales desde 1 hasta n).
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4. La su cesi án.

tiene por límite el l~ iÍ1neJ'o real. ; .

Formar nu evos. términos de esta suc esián: y calcula r alqunos

5.

6.

7.

coloreeap roxim adoe de 7. .

Determinar la naturaleza del nlÍmel'o real definid o p or la
1 1,0 . 1,00 1,000 i.oooo : eté.

Formar nn q, sucesión cuyo limite sea 1 + V 2-

E xpresar en forma de númwro real el ' número ra cional

sncesión
¡

1
4

8 .

9.

10.

11.

12.

. - 1
F?I'mar nna sucesión cuyo limite sea V 2 - 4

E xpresar en form a-d e número real eiproducto irracionái 3 V 2

E xpresar en forma de nlÍm~ro real el producto Y2 .·YT
Inierpreiar la expresión 3 V2
Estudiar el significado de la exp resión (V3~V2

.'
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LECCfON 14.

RAZON DE DOS MAGNITUDES

66. Concepto de magnitud.e-Dentro de los estudios mate­
máticos y de sus aplicaciones reciben el nombre de magnitudes
los segmentos rectilíneos, los arcos, los ángulos, las superficies,
los volúmenes, los pesos, los tiempos, las velocidades, las acele­
raciones, las fuerzas, las masas, etc. Asi se dice que dos volúme­
nes son magnitudes de la misma especie u homogéneas. Un án­
gulo ~ una .fuerza son dos magnitudes de distinta especie-o hete-
rogéneas ; , ._ _ _ .. ..

Lo característico de un conjunto de magnitudes homogéneas
es: 1.0 La posibilidad de compar-arlas entre sí y llegar a saber
cuando son iguales o desig'uales.2. o La posibilidad de- realizar
con ellas la operación de sumar.

Por ejemplo, tratándose de segmentos rectilíneos o de ángulos
o de pesos es muy fácil averiguar si son iguales o desiguales.

También es muy sencillo determinar el segmento, o el ángulo,
o el peso , suma de los dos elementos dados. Otras veces, si se
trata de áreas o de volúmenes o de fuerzas no suelen ser tan fáci­
les estas determinaciones, pero siempre son posibles.

En cambio, un dolor o una alegría no son magnirudes.opues,
por una parte, no es posible, en la actualidad, comprobar científi­
camente si los dolores o las alegrías que experimentan dos per­
sonas son iguales o desiguales y, por otra parte, tampoco se sabe
definir el estado de ánimo que debe corresponder a la suma de dos
alegrías o de dos tristezas.

67. Razón de dos magnitudes.-Hemos dicho que con dos
magnitudes homogéneas se forma siempre una tercera que es su
suma. En particular, sumando repetidamente una magnitud A se
forman sus múltiplos.

Asi, por ejemplo, la suma de A + A es una nueva magnitud
que representaremos por 2A. Del mismo modo, la suma 2A + A es
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. , . · f1 g ',3

que miden . respectivamente, 2.6 cm y 14,cm.

que sea igu~l' ?, un

A m
B= n

magnitud B ~a le ~ •

.'; r-··:í..:..._._....~.....-.,...~: _.¡..:... v .• • • . • _ ~ ~. _ •• ••• • • •. : ... ~ ') ,~

I ! j
;;= -rl· ·d· · · ·~·i· · _ · j ,¡, .;i. ... ....s:..¡¡.. .

" . A : B == 111 : n

i:.._, .-.

n A = m B

68. Procedimiento para determinar la razón de dos
magnitudes homogéneas.- Para "mayor claridad expondremos
el proce dimiento sobre un ejemplo conc reto. .: .. w .

S e trata de calcular la raz ón de dos segmentos rectilí~ eos 'éJ' yb,
l :.:.' !". ~ .

" 7 meses son 210 días'
y qu e 30 semanas son 210 días

tendre mos la igualdad !

7 meses = 30 se manas

Y 'por co ;ls i gu iellt~ la r~lzón pedida es ~
Po drem os escribir -: - I

un mes : una' semana = 30 : 7
q ue se lee así: un mes es a un a semana como 30 es a 7.

.~ . .: -"' :¡ .' . ....

h !t------ - --- - - - --l
~ ~ , - ··0····· ··_····l ·•········· o • • • • • • J. ";.}.._ . ~ , ~.

( . 01 . : ' . u

expresa que la raz ón de la magnitud A y la
siendo A el antec edente y B el consecuente .

Ejemplo:

Calcular la razón entre el mes y la semana .
Para ello hemos de en contrar un múltiplo del mes

múlt iplo de la semana . . '
Observ ando que

otra magnitud »que representaremos por DA•.y así .suceslvarnenfe
se forman las magnitudes 4A .~5A. 6A •... es deci r, todos los múlti­
plo s de A .

Defini ción :
SE DICE QUE LA HAZON .qE .DOS.l\IAGNIT UDES A y B ES EL

l\ UMEHO ~, CUANDO SE VERIFICA LA IGUALDAD n A , = : m B.n ,

.. ' . La razón' de las magnitudes A y B 'también se expresa slmbólí­
camente en las formas A : B y ~ de manera que cualquiera de
las tres' igualdades .



: - Si llevarnos .el segmento b sobre el segmento él tantas veces
como sea posible, veremos que el primero está contenido en el
otro una vez y sobra un resto c.

Podremos escribir la igualdad

a=b +c
Si ahora llevamos este resto sobre el segmento b cuantas veces

sea posible, veremos que el segmento c está contenido una vez
eub y sobra un resto d.

Podremos escribir la igualdad

b=c +d
Llevando el nuevo resto .sobre c resulta que el segmento d está

contenido seis veces en el segmento c y no sobra resto alguno.
Podremos escribi~ la igualdad

e = 6 d

, "De las dos 'última s igualdades se deduce

b=6d +d=7d
y sustituyendo, en la primera igualdad, en vez de b y c sus valo­
res 7 d y 6 d, tendremos

a = 7 d + 6 d = 15 d

De los anteriores razonamientos se deduce, en resumen, que

a = 15 d
b = 7 d

y por consiguiente

" '. -. .». 7~a = 7 ..15 d
15 b = 15 . 7 d

En definitiva, se llega él la conclusión

7 a = 15 b
lo cual significa que el valor de la razón pedida es

a . 13
b -T

Observación:
Para dar mayor claridad a la explicación hemos empezado su­

poniendo conocidas las longitudes de los segmentos cuya razón
se quiere calcular. .pero, obsérvese que la esencia del método está
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·precisamente en calcular la razón sin conocer esas longitudes; en
caso contrario el problema sería tri vial, porque, como veremos en
la lección próxima, la razón de dos magnitudes es igual a la de sus
medidas expresadas con una misma unidad.

E J E R CI CIOS

1. t E s el dinero un a magnitud?
.. ' ., 2 .~ t Son rnag-l1.itudes las edades de las personasl

.1. t Son magnitudes las temp eraturas?
4. Calcular la razón entre el kilómetro y el decámetro ,
5, Calcular la razón entre el ángulo llano y el ángulo recto.
6. Calcular la razón entre el ángulo recto y el ángulo llano .
7. Calcular la razón en tre el heci ámeiro cuadrado y la centiá1'ea.
8. Calcular la 1'azón entre' el radio y el diámetro de una circun-

ferencia, ,
9. Calcular la 1'azón entre el p erimetro y el lado de un cuadrada .

10. Calcular la 1'azón entre el radio y el lado de un ex ágono regular.
11. Calcular la razón entre.el metro cúbico y el litro.
12. Calcular la 1'azón entre el gramo y la tonelada.
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LECCfON 15

MEDIDA 'D E UNA\ 'MAGNITUD

69. Medida de. una,' magnitud: . defin ició n.- Se llama me­
dida de una magnitud a la razón de ésta con una de sus homo-
géneas, que se elige cornounldad. ' e

Esto s ignifica que para medir .una magnitud cualquiera es pre­
ciso elegl n.arites la unidad de medida.

En eleiernplo. del 'párrafo 68, la medida del segmento a es 26
si se 'roma-como -unídad el 'centímetro, por ser

r ' 1 . a = 26 . 1 cm,
. 11 . ' I . : . ~ \ .. ~ , • \ '1 \

.Pero si tomamos .corno unidad el segmentob entonces, la me-
, ' " < " .' .. ' 13 '

dida de' dicho segmento ..a ' es 7'¡- ' ' ,
Consecuencia : " , '\ '
LA l\IEDIDA DE UNA l\IAGNITUD PUEDE ALCANZAR DIVER­

SOS VALORES SEGUN SEA LA UNID AD ELEGIDA .

C = 150 dcg
"

C = 15 g

unida d el decigramo, ten-

B = 12 dc g
"

A = 30 000 dcg

70. Magnitudes conmensurables.-Hay magnitudes, como
los segmentos a y b del párrafo 68, de tal naturaleza que es posi­
ble encontrar una unidad de medida que esté contenida un número
exacto de veces en cada una de ellas. A SÍ, por ejemplo , tomando
como unidad el segmento d, vemos que el segmento a contiene
15 veces a la unidad y el seg mento b la contiene 7 veces .

SE DICE QUE DOS O :MAS MAGNITUDES HOl\IOGENEAS SON

CONMENSURABLES CUANDO ES POSIBLE ENCONTRAR UNA UNI­

DAD DE ~IEDIDA QUE ESTE CONTENIDA UN NUMERO EXACTO

DE VECES EN CADA UNA DE ELLAS.

Ej emplo:

Las magnitudes siguien tes

A = 3 kg B = O,'12 dg

son conmensurables , pues, si tomamos como
dremos

7.2



--
. Como existe una unidad de medida que está contenida un nú­

mero exacto de veces en las magnitudes A, By C, éstas son con ­
mensurables.

Consecuencia:
LA RAZON DE DOS MAGNIT UDES CONMENSURABLES ES UN

NUMERO RACIONAL .

71. Magnitudes inconmensurables.-Cuando se determina
la razón de dos magnitudes, no siempre suceden las cosas tan
sencillas como en el párrafo 68. Veamos otro ejemplo: Determinar

p

flg.4

la razón de la hipotenusa al cateto de un triángulo recréngulo
isósceles.

Siguiendo el procedimiento explicado en dicho párrafo, llevare- '
rnos el cateto MP sobre la hipotenusa MN, en la cual está conteni­
da una vez y sobra un resto P1 N. Llevando este resto sobre el
cateto PN resulta que está contenido dos veces (PM1 + M1 P2) Y
sobra un resto P2, N. Llevando este resto sobre el segmento Pl N
resulta que está contenido dos veces (P 1 M2+ M2 P3) y . sobra un
resto P3 N. Así hay que razonar indefinidamente, pues siempre so­
bra un resto . No existe una unidad de medida común a la hipote- .
nusa y al cateto de un triángulo rectángulo isósceles. Ambas mag­
nitudes son inconmensurables.

NOTA : .,
Para in terpretar claramente la figura anterior haremos las siguientes

indicaciones:
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. < r

l. lt El segmen to M1 1\ se ha trazado perpendicul ar a la hipotenusa :
como el ángulo en N vale 45° ta mbi én será isósceles el t riángulo :?II 1 PI N Sr
por consiguiente

P1 N = P1 M1

. ·2." P P1 es un arc o de circ un ferencia al cua l son tangentes las rectas
PM¡ Y p¡ l\I ¡ como perpendicula res a los radios en sus ex t remos . P or ~~ on­

siguien te
P ¡VIl = r , M¡

;J. " Aplica n do estos mism os razonam ientos al t riángulo :?If¡ N P¡ re­
sulta

. P2N = P2M2 P2J\I2 = P, l\12
4. 11 Como ejerc icio formúl ense las igualdades que se ded ucen del

t ri ángul o l\f2 N P2 .

72. Razón de dos magnitudes inconmensurables.-El
procedimiento explicado en el párrafo 68 no sirve para determinar
la razón de dos magnitudes incon mensurables, porque nunca se
llega a un resto cero; pero los sucesivos res tos son cada vez más
pequeños y pronto se hacen préct ícamente despreciables ; por ejem­
plo, en el caso, antes es tudiado , de la hipotenusa y el cateto de un
triángulo rectángulo isósceles, los restos son p¡ N, P2 N, P3 N,
etc. Si despreciamos el resto siguiente DI M, por ser muy pequeño,

' es como si la hipotenusa y el ca teto fuesen conmensurables y
obtendremos un número racional que se rá un valor aproximado de
la razón de dichos segmentos. Mayor exactitud 10gTarem~s ' si pds­
preciamos los restos a partir de P" N; entonces obte ndremos ótro
valor más aproxirh;do de la razón. Repiti~ndo indefinidamen te este
proceso, formaremos una sucesión monótona de números rac ion a­
les cuyo límite es el valor exacto de la razón pedida. r

. u'.
LA I{AZON DE DOS MAGNITUDES INCONl\IENSURABLES }~~ ,

UN NUMEIW IRRACIONAL .

Por este motivo, algunos autores llaman , tambi én , inconmen­
surables a estos números irracionales .
. ] ;jemplos: .

1.o La raz ón entre la hipotenusa de u n triánguÍó rectáng'ulo isósceles
y sn ca teto es el núme ro irracional V "2.

2.o La longitud de unacircuníerencia y su diámetro son dos magni­
tudes inc onme ns urables. Su razón es el número irracional rr .
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73. La razón 'de dos magnitudes como razón de sus me­
didas.-Sean A y B dos magnitudes, cuyas medidas , con la uni­
dad U, son dos números, racionales o irracionales, m,' y 'n , res­
pectivamente.

Entonces podremos escribir

A = m U
B =n U

de las cuales se deduce

n . A = n . m. U
m. B = u. m . U

de donde
nA = m B

y por con siguiente la razón de las magnitudes es igual a la razón
111 d didn e sus me 1 as.

LA RAZON D E DOS MAGNITUD ES ES IG UAL A LA D E' SUS '

:M ED IDAS CON UNA MISMA UNID AD .

En particular si tomamos como unidad la magni tud B y la me­
dida de A es el número él, el valor de la razón será T' es decir él.

LA RAZON DE DOS MAGNIT UDES ES IG UAL A LA MEDIDA

DE LA PRIl\IERA CUAND O SE TO .NIA COMO UNID AD LA SEGUN DA .

Ejemplos:

l. El dólar se cotiza a 7,32 ptas . El fran co n 0, 48 pt as . Por consi­
g uiente, la razó n del dóla r al franco es 7,32 : 0 ,48 = 15)25 .

2. El valor del dólar tomando como unidad el franco es) en la fecha
de la cot ización an te rior , 15,25.

E J E R CICI OS

1. E xp ¡'esm' la medida del km 2 tomando como u nielad la hectárea .
2. Hallar la m edida del siglo toma ndo como unidad el lustro.
8. H all ar la m edida o calor del du ro tomando como unidad el real .
4. Determinar la medi da de una circunferencia toma ndo p OJ' unidad

el radio.
5 . ¿Son conmensurables el lado y la altura de 1m t¡'iángulo equil áte¡'o?
6. ¿Son magnitudes conmensurables .e l m iliqram o y la tonelad a

m étrica ,
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7. l; Son conmensurables el peri metro y el, ár ea deu1/ rombo?
8. Un caracol av anza 1 111 m po r segnn do y un adón 1'eCOl'1'e 200 km ­

p or hora. Calc ular la razón de sus r elocidades.
!J. L a Tierra a« iuuicuelta alrededor de sic eje en 24 horas y u({ ¡;en ­

til ador da 2000 recoluciones p or m in uta , Cal cular la ra zon entre
lascelocidades de giro de ambos.

10 . E xpreear el ár ea de un circ ulo toman do como unidad:-él cuo dra do
que tiene p or lado el diám etro de dicho circ ulo,
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LECC/ON 16

MAGNITUDES PROPORCIONALES

74. Proporcionalidad direcfa.-Supongamos un vehículo
que avanza sobre una pista con velocidad constante de 40 kilóme­
tros por hora.

Al cabo de una hora habrá recorrido 40 km .
Al cabo de dos horas habrá recorrido 80 km .
Al cabo de tres horas habrá recorrido 120 km .

etcétera
L a marcha del vehículo establece una correspondencia entre

dos conjuntos de magnitudes, que son los tiempos trascurridos y
las distancias recorridas. Esta correspondencia posee tres propie­
dades: 1.a Las magnitudes pertenecientes al primer conjunto son
homogéneas y las del segundo también lo son . 2.a A cada mag­
nlrudde uno de los conjuntos corresponde una sola magnitud del
otro conjunto (correspondencia uniforme). 5. a La razón de dos
magnitudes cualesquiera del primer conjunto es igual a la razón
de sus correspondientes en el segundo conjunto.

Ejemplo:
2 hora s : 3 horas = SO km : 120 k m
4 horas : 2 horas = 160 k m : SO km

etcétera

SIEMPRE QUE DOS . CONJUNTOS DE MAGNIT UDES
A B C Do .. o.... oH ..
A' B' C' D' oo. o.H' .

ESTEN REL ACIONADAS POR UNA CORRESPONDENCIA QUE CUM­
PLA LAS TR ES CONDICIONES CITADAS, DIREJIOS QUE LAS IIIAG­
NI'I'UDES DEL PRHIE R CONJ UNTO SON DI RECTAlILENTE PRO­
PORCIONALES A LAS DEL SEGUNDO CONJ UNTO .
Consecuencia:

Si los dos conjuntos antes citados son proporcionales se ve­
rificarán las proporciones
A : B = A' : B' A : C = A' : C' . . . oo. o. A: H = A' : H' .. o .

B : C = B' : C", . oooooo B: H = B' : H' .
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75. Proporcionalidad inversa.--Algunas veces sucede que
la correspondencia entre los dos conjuntos de magnitudes satisface
a las dos primeras condiciones del párrafo anterior , pero la razón
de dos magnitudes cualesquiera del primer conjunto es igual a la
razón inversa de las magnitudes correspondientes en el segundo
conjunto. Es decir , que en vez de las proporciones escritas en la
consecuencia del párrafo 74 se verifican las siguientes:

A : B ¡= B' : A' A : C = C' : A' . . . . . . . . A : R = H' : A' ',.
( ,., (

\ . B : C = C' : B' , B : R = R ' : B' .
etcétera

Entonces direm os que las magnitudes del primer conjunto son
I

invers amente proporcionales a las del segundo conjunto.
Ej emplos :

Sobre una pista, que tiene 1 km de lbn gitud, avan zan varios veh ículos
a diversas velocid ades .

( ¡

El vehícu lo qu e marcha a 40 km por hora recorre la pista en 4~ de hora.
I '»'» » 50 }) }})} }) 50 de hora .
1»» »60 »)} }) » 60 de hora.

etcétera

Nos encontramos, pues, con dos conjuntos de magnitudes (ve­
locidades y tiempos) relacionados por una correspondencia que
cumple con las condiciones La y 2.a del párrafo 74. Además, la
razón dedos magnitudes cualesquiera del primer conjunto es igual
a la razón inversa de las magnitudes 'corres pondientes en el se­
gundo conjunto, puesto que, por ejemplo,

40 k m por hora: 50 km por hora = 4 : 5

1 1 " 1 1 0- 4 -
50 horas 40 horas = 50 : 40 = 4 , : ;)0 = ' : ;), ,(

Observación :
En lo sucesi vo, cuando hablemos de magnitudes proporciona­

les, sin especificar la clase' de proporcionalidad, nos referiremos
siempre a la directa.

r I

76. Correspondencia en la igualdad.-Supongamos los
conjuntos de magnitudes proporcionales A, B; C, ... y A', B', e,...
donde las magnitudes e y H del primer conjunto son iguales. En
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este caso, las dos magnitudes correspondientes C' y H' en el se­
gundo conjunto; tamb ién son iguales.

En efecto, por ser proporcional es las magnitudes, tendremos

C : H = C' : H'

y como es e = H la primera razón vale la unidad, de manera que
I C': H' = l

de dónde
C' = H '

EN DOS CONJ UNTOS DE lIIAGNITUDES PROPORCIONALES A
I

VALORES IGUALES D EL PRI1IIER CONJUN'l'O CORRESPONDEN. /

VALORES IGUALES EN EL SEGUN DO CONJUNTO .

E sta pro piedad se expresa abreviadamente diciendo que, en las
magnitudes proporcion ales exi ste correspondencia en la igualdad.

77. Correspondencia en la suma.-Si la magnitud A es
suma de By G, también su correspondiente A',es suma de B' y C', ' .

E n efecto, de la proporción

E: C = 13': C'

se deduce, según lo dicho en el párrafo 59-III .

(E + C) : C = (E ' + C') : C'

y sustituyendo en vez de B + e su valor A , tend remos
A : C = (E' + C' ) : C'

lo cual nos dice que la magnitud correspondiente a A ' es B' + C'
o sea A' = E' + C' ·

SI DOS CONJ UNTOS DE MAGNITUDES SON PHOPORCIONALES

SE CORRESPONDEN EN LA SUMA.

78. Criterio general de proporcionalidad.
SI TENElIIO S DOS CONJ UNTOS DE lIIAGNIT UDE S

A, E , C, D, H , .
A' , B', C' , D', H ', ..

RELA CIONADOS DE MANERA QUE A CADA ELEMENTO DE UN

CONJ UNTO CORRESPONDA UN EL:B}lIIENTO EN :B}L OTRO CON­

J UNTO Y ADEMAS EXISTJ;J CORRESPONDENCIA :B}N LA IGUAL­

DAD Y LA SUMA, LAS MAGNIT UDES DE l/ICHOS CONJUN'l'OS

SON PROPORCIONALES.
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En efecto, si se verifica la desigualdad

A> 13 o sea A = 13 + P

en virtud de la correspondencia en la suma, tendremos

A' = ,13' + P ' o sea A' > 13'

o sea .nA > m13

también se verificará

Además, a la magnitud n A del primer conjunto corresponde la
n A' en el segundo conjunto y a la m B corresponde la m B'.

Por con si guiente, si se ver ifica la desigualdad
A m
13 > n

n A ' m 13'
A' m

> o sea
13' > n

Por el contrario si se verifica

nA m13
A <

m
< o sea 13 n

también se verificará
A' m

n A ' < m 13 ' o sea 13 ' < n

De lo dicho se dedu ce que las razones
A: 13 y A' : 13 '

son tales que cualquier número racional menor que una de ellas es
también menor que la otra y cualquier núm ero racional mayor que
una de ell as tamb ién es mayor que la otra, lo cual sólo puede su­
ceder siendo

A : 13 = A ': 13'

en cuyo CaSO las magnitudes son proporcionales.
, NOTA:

En la parte de este curso dedi cada a la Geom etría ex po ndre mos ejem ­
plos,de apli ca ción del cr ite r io genera l de proporcion alid ad .

EJERCI CIOS

E c ami.nur sí existe relacion de prop orcionalidad entre las moqni-
tudes siguien tes:

1 . L os p esos y los volúmenes de u iia sustancia.
2. Las,edades y las estaturas de una persona.
3 . Los diá .me tros y las longitudes de var ias circ unferencias.
4. El tiempo emp leado en ejec uta¡' lIn t1'ctbaJo y el número de p ersonas

que lo rea lizan ,
5. Las altn ras de m~ triángulo y los lados respecti vos.
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6. El conswno de nna lámpara eléctr ica 11 el ti empo que ha estado
ence ndida .

7. L os arcos de nna circunferencia 11 sus ánqulos centrales corres-
p ondientes . 1 .

8. El ti empo emp leado en llna exc ursión 11 el número de excurs ionistas ,
9. El área de un círculo 11 sn Nidio.

10. El lado de un cuad rado y su d iagonal.
11. E xpresar que la, aceleración de n n cuerpo es pr oporc ional. a la

[uerza que actúa sobre él.
12. E xpresar que la intensida d de la corrie nte eléctrica que atra viesa

un cond uctor es prop~l'cional a la tensión entre sus extremos ,
13. E xpresar qne la enerqia cinéti ca de un cuerpo es prop orcional al '

cuadr ado de su velocidad.
14. E xpresar que la [uerza de airacci án de dos cuerpos materiales es

directamenie proporcional al l)}'odncto de sus masas e incers a­
m ent e p roporcional al cuadrado de sus distancias .

'.. :"
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LECC10N 17
1 •

LA REGLA DE TRES
1

79. Fundamento del método.-Cuando se conoce la razon
de dos magnitudes homogéneas y el valor de una de ellas es muy
fácil calcular la otra.

En efecto, si larezón entre las magnitudes A y B es ~ tendré -
• ). n

mas, en virtud de lo dicho en el párrafo 67,
n A = mB

de donde
m \,

A = - B "n
B = ~ A

m
Ejemplos:

1. o La raz ón entre la ex te nsión de la zona r egable en Es paña y la

exten sión total del territorio es t~o' Calc ular la ex te nsión de dich a zona
regable sabiendo que España ti ene una superfi ci e total de 50 000 000 Ha .

Solución:
Representando por x el valor pedido tendremos

x : 50 000 Ha ·= 3 : 100

y escribiendo que el producto de extremos es igual al producto de
medios resulta

100 x = 3 . 50 000 000 Ha
de donde

3
x = 100 . 50 000 000 Ha = 1 500 000 Ha

2. o La razón entre las longitudes de vía elect rifica da en Italia y Es ­

paña es t: .La longitud que correspon de a Italia es 1950 km . Calc ular la
longitud electrificada en los ferrocarriles españoles.

Solución:
Representando por y el valor pedido tendremos

1950 km : y = 13 : 6
o sea

6 . 1950 km = 13 Y
de donde

y = t~ • 1950 km = 900 km
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80. La regla de tres simple.-Todos los problernas.refélen­
tes aila. regla de tres consisten en calcular,una 'magnitud sabiendo
el valor de su razón con otra magnitud homogénea ' corioctda;
Cuando los términos de la razón son datos del problema - da regla
de tres se llama simple y se resuelve¡ según hemo.1? visto en el
párrafo anterior. . r

Ejemplos :

1.0 Para la combustión completa de 3 kg de antracita se necesitan
66 m3 de 19; e. ¿Qué volumen de t ire¡~e nec~si;ará par¡~,l,a. s ombu~tióll de
1 000 kg de antracita? ' , .

1 1 l' (í.. b ! J..J 1 .. >J. , 1 J 1 '1'} < • O'HI,

Solución: (I(

Representemos por x el volumen de aire necesario; como los
volúmenes de aire son directamente proporcionales' a los pesos de
antracita,' tendremos que la razón entre las" magnlrudesux oy 66'm3

debe ser igual a -.!. ~oo que .es la .raz ón entre sus magnitudes co­
rrespondientes. Por lo tanto, escribiremos

. 1 1 . , -" e l.. I I ' . ) I ¿ l. • ~

, 1000
x: 66 m" =lOOq : 3 de donde x = -'-3-'- . 66 ,m3 = 22 000 m"

2.° Un avión a 220 km por hora hace un trayecto en 3 horas. ¿Cuánto
tardará en recorrer dicho trayecto otro avión 'que navega a 165 km por
hora? ' " ' ,, ',

), ¡

z : '3 h~r~s = 220 : 165
,? ,

I se deduce

Solución :
1 -) , • , : ir, . . ' . ' ¡ f

Repre,sentando.por z el tiempo pedido tendremos queTa razón
\ ." t .- I ~ 2 20 ~ 1 1. •

entre z y las 3 horas, que tarda el prtrner avión vale,~ por ser las
velocidades inversamente proporcionales a los tiempos.

De la proporción

220 " ' I
Z = ~-_ . 3 horas = 4 horas

'1, 160 ) 'l ' ,', ' ¡ 1

" J ~? 9' ,

81. La regla ,de tres compuesta.e-Algunos:problemas refe­
rentes a magnitudes proporcionales se resuelven aplicando, dos -o
más veces, la regla de tres simple. Esto acontece siempre que en
el enunciado del problema intervienen ! más . de dos sistemas de
magnitudes. El método de resoluclónvexpuestouen el ,ejemplo si;
guíente, recibe el nombre de regla de ,tres compuesta. , • , tI "
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"

Ji

en 15 días ) ')

x
"y . :,

Ejemplo:

20 obreros ganan 3600 ptas. ' en 15 días. ¿En c uan tos días gánarán
1046 ptas. 8 .()breros? •

Solución:
Formemos el siguiente esquema

20 obre ros ganan 3600 pesetas
8 " 3600 ,,

.' 8 " 1056 ,,

Como, ci ganancias iguales, el número de obreros es in versa ­
mente proporcional al número de días de trabajo, tendremos

20
20 : 8 = x. ,: 15 días de donde x = 8 . 15 días.

Corno, mientras no varíe el -n úmero de obreros, las ganancias
son directamente proporcionales a los días de trabajo, tendremos

3600 : 1056 = x : y

y sustituyendo en vez de x el valor )calculado anteriormente, 'res ulta
_ 20

3600 : lOn6 = 8 . 15 días : y

de donde

y =
20 .105H.
8.3 HOO . 15 días = 11 días

82. La fórmula .del interés simple.-Una
mediata de la regla de tres es, según se ha visto
rlores , la fórmula del interés simple

consecuencia in ­
en 'cursos ante-

DI

i=~
100

donde e representa el capital, i su interés o ganancia, p .el tanto
por cien anual y t el tiempo en años. Estas cuatro magnitudes es­
tán relacionadas por dícha fórmula de tal man era que, conocidos
los valores de tres de ellas, es muy fácil calcular el valor de la
cuarta. En efecto, basta sustituir en la fórmula las tres letra s por
sus valores conocidos para obtener una ecuación de primer g rado
con una incógnita que, .resuelte, nos 'dará el valor buscado.

La misma fórmula permite resolver multitud . de problemas en
que figuran, como datos, ciertas relaciones particulares entre al­
gunas de aquellas 'canñdades.
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Ejemplos: '

1. 0 Ave rigua r a que tanto' por cien debe impone rse un capital para
que , al cabo de 10 añ os, los intereses as ciendan a la cuarta parte de dicho
cap ita l. '

Soluclon:

Si en la fórmula del interés simple hacemos
C >

i= - t =lO
4

resulta la igualdad
C C pX lO
4 ·- 100

que, después de dividir sus 'dos miembros por C, nos da la ecua­
ción de primer grado con una incógnita

1 10 P- ---4 100
de la, cual se deduce el resultado

p = 2,5

2.° Ave r ig uar cuál es el capital que, im puest o al 3 % durante tres
añosy al 4 % durante cua t ro años, ha produc ido, en total , 2 500 ptas. de
in te reses .

l' \
25 C
100 = , 2500 ,

capital pedido es 'de.
J,J , :

Solución: "

Durantelos tres' años el capital c. habrá producido ~n inte­
rés de e ~o~'x <; • ptas.\ Del' 'mismo' modo, los Intereses pr~ducidos

C X4 X4 . \
durante los cuatro años son 100 ptas.

Como la suma de ambas cantidades debe ser igual al interés
total, tendremos la ecuación

9 C 16 C
100 + 100 = ..2500 o-sea

\

de donde G= 10.000. Por consiguiente \el
10.000 ptas.

EJERCICIOS

1. ¿Cuantos gra dos Reamu» son 30 qrado« Celsius?·
2. Ap licando a los extremos de un condu ctor un a tensión de 120

'Voltios es atracesado por una corriente de 3 amperios. ¿Cual se1'Ú la in­
tensidad correspondiente a una tensión de 220 'Voltios?

3. L a energía cinética de un au tomóvil que marcha a 20 km p or
8á~



hora es de 900 kilogr ám etros. Ca lcular la enerql a ci nétic a del mism o
ceh.iculo cuando alca nza la eeloc i dad de 100 km p OI' hora,

4" La pendiente media de nn trozo de carretera ha de ser el4 pOI' cien .
Calcu la r el desarrollo necesario p a1'a ganar un a altura de 240 m .

5. Desde Pola de L ena al puerto de Pajares sube el tren 852 m en un
recorrido de 50 km, tCual es la p endient e m edia del tl'azado?

6. Un panecillo p esa 125 ~l'a}jws) cuesta 8 céiiti mos de'peseta y pl' O­
porciona a nuestro O1'gan,~sm o 270 cal orias, Calc ular el p recio a que debía
uenderse el kilogram o de jam ón teniendo en cuenta solament e su ualor
nutritioo que es de 2930 calori as , 1,

7. 48 m echeros' cons umen. en l i) horas , 96 m3 de ga s qu e cuesta a
0 ,30 ptas. el m etro cúbico. ¿Cuá nto cosi/irá mens ua lme nte el gas consu­

T!dd~p01'11Jq meche~'os qll ;luncionan ~ hora s diarias?
8, D eterminar el capital que, impuesto al 5 % du rante 4 ((110s , se

con vierte en 1800 ptas. -
9. Cual es el cap it al que, _im)llesto al 6 % durante 10 MíOS) produce

el mismo interés q/te uti capital de 14400 "pta«. {t I 5 % durante 16 a-ños.
f .. c. - e ffr

10. La renta aii ual de una persona asciende a 8 000 ptas. Determino»:
su cap ital sabiendo que la tercera parte de él está impuesto al 8)) % y el
resto al ,4 "/¿.' I ¡

11-. Una p ersona p resta a un amigo 12000 ptas . al4 "l. , Post erior­
m ent e amplía el pr éstamo en otras mil p esetas sin au men to de i nte-reses .
Calcu lar el tanto por cien electivo de la operación . J

12, Un cap it al de 10000 .pia s.. »roduce una re nta a nu al de 530 ptas.- . e' ). 61 MI "ql)' , ,
esta n doo 'imp uesto) en p.arte' l'al () % y~ en parte) al 6 "/~ , Calcu lar estos
i' ) , l' J r, . I - _) .111 ¡>, "',cap ü ales parcia es .

/8. Por la venta de una fin ca se pid~ 22 5/'íO ptas . paqaderas en un
]JtazQl(~~ {8 1~ese,S ¡ 0 ~i:en 20000 ptas. oicontado .. E1Jipo de descuento es el -
7 "t. : ¿Cual es la ofert a. más 'Ve ntaj osa? I IJ

/4. El ce ncedor el\ una carrera de 200 m ha in-v,ertido 19,4 segundos
en alcanzarla meta . Calc ular. la-celocidad. de este corredor en km p OI' hora,

\ ' Ji

15 . Pará p royectar Wta p elí cula sonora de 550 m se invie-rten 24
rni n íctos. .JtCalculd. 1' la longitnd 'de una cinta cuya pl'oyección ha requerido
una hora y cuarenta minutos.

\

\ ." \ ,,\ ,.
\~ \ ' ',i: '\ \

. .\ \ \ il ? \ ) .
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LECC/ON 18

EQUIVALENCIA DE ECUACIONES

83. Aplicación 'de las ecuaciones.-Hemos visto que los
problemasde interés simple se resuelven mediante sencillasecua­
ciones. En general, pod emos afirmar .que la solución de una gran
parte de problemas matemáticos consiste en saber plantear y re­
solver ecuaciones. Por este motivo el estudio de las ecuaciones es
uno de los capítulos ¡nás importantes de la Matemática.

84. Solución de una ecuación.-Según se ha dicho en el
curso ant erior, se llama solución o raíz de una ecuación c~n una
inc 9gn!ta¡ todo número que sustituído en lugar de dicha .Incógníte
satisface la ecuación.

Ejemplo:
La ecuación 2 x + 3 = 4 x - 7

• f 1 J I' I . . JI:J. . • 1 • 1<, • • d' hnene a so UClOn x ,= 5, pues , sust ítu íc o este val or numeri co en IC a
ecuac ión résultá' la icieh ddad 1. " . - . I I q

~ - ... . _ :.,r '0-. 1 . 3 3
~ . o + o = '1 . o - t . o sea 1 = 1

En cambio x = ¡j'n o 're~re3e;~ta un~ so¡'u~i Ón, pues sustituyendo elt~
va lor se obtiene ' . • 1 ~ .J

2 . O +, 3(= 4'1: 0 .c. 7 o)~ea • 3 . ICI' 7 .1
f

lo cual no es cierto .

Si la ecuación tiene varias incógnitas cada solución está for­
mada por un conjunto de tantos valores como incógnitas; de ma­
nera que sustitu ídos en la ecuación conviertan a esta en una iden-
lidad ! IJ I . r 1" ) " \' ,

Ejemplos: ' t ,
. La ecuación.

JIt iene la soluc ión

valores, r esulta

que es un a identidad.

x + y = 2x +5
x"":'3

y =8

3 +8 =2 .3 +5

pues al sus tituir estos
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Del mismo modo puede comprobarse que el conjun to de valores

x =4
y = - l

z = 2

constit uye una solución de la ecuación

3 x - y + ,j. = .2y - x - z + 2;)

85. Ecuaciones equivalentes. - Lo que interesa de una
ecuación son sus soluciones; por eso dos ecuaciones que tengan
las mismas soluciones son, para nosotros, equivalentes. '

" Dada una ecuación -es muy fácil obtener nuevas ecuaciones
equivalentes a ella ~ Basta utilizar los principios que a continua­
ción se explican.

86;· Principios de equivalenéia.
- r

, l.'er principio: SI SE ANADE A LOS DOS MIEMBROS DE - UNA

ECUACION UN Nq ,MERO O EX PRESION LITERAL, SE OBTIENE

OTRA ECUACION EQUIV ALENTE A LA P Rll\IERA.

Llamando.A al primer miembro de una ecuación y B al segun­
do podremos escribir esta ecuación en la forma abreviada

A =B
I •

donde A y !':>son,dos expresiones literales o numéricas .
. Representando con el símbolo e otra expresión, numérica o,

literal , el principio anterior dice que las ecuaciones
o '

A =B

A + .C =-= B + C
son equivalentes.

J • • ¡ ~

Demostraci ón del .prlncipío: )
Toda solución de la primera ecuación da valores numéricos

. iguales a A y a B; por consiguiente, dará valores numéricos
iguales a A + e y a B +e, lo cual nos dice que también .es
solución de la segunda ecuación.

Por otra parte, toda solucton de-la ecuación
,-.; ' 'c 'lú .: - ; L " A + C = B + C

lo es, porque da valores numéricos iguales a las expresiones
A + e y B + C . Ahora bien, si esto sucede también los su­
88'
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mandos A Y B habrán alcanzado valores numéricos 'iguales y
por .consigulente aquella solución también satisface a la ecuación

A = B

En resumen:

Toda solución de la ecuación A = B satisface a la ecuación
A +C= B +C.

Toda solución de la ecuación A + C = B + C satisface a la
ecuación A = B.

De aquí se deduce que ambas ecuaciones tienen las -mlsmas
soluciones y son, por tanto, equivalentes.

Consecuencia:
SI SE RESTA DE LOS DOS MIEMBROS DE UNA ECUACION UN

NUMERO O EX PRES ION LITERAL SE OBTIENE OTRA ECUACION

EQUIVALENT E A LA PRIMERA.
Demostración:
Queremos demostrar que las ecuaciones

A=B A-C -B-C
son equivalentes.

En efecto, según el principio 'a nterio r, las ecuaciones

A - C = B - C y (A - C) + C = (B -- C) + C

son equivalentes, pero esta última es, precisamente , la prlrnlríva
A = B, puesto que

(A-C) +C -A
(B-C) +C :=:B

2.° princip io: SI SE ~nJ'LTIPLICAN LOS DOS :mEJIBROS DE

UNA ECUACION. POR UN NUMERO DISTINTO DE CERO S E ,OB­

TIENE OTRA ECT ACION EQUIVALENTE A LA PRI MERA.

Demostración:
Sea la ecuación A = B

Multiplicando sus dos miembros por un número k, distinto de
cero, se obtiene la ecuación

:

k A= k B
que es equivalente a aquella. .

En efecto, toda solución de A = B da valores numéricos igua­
les a las expresiones A y B y, por tanto, a los productoskA y kB.
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EJERCICIOS

1. D etermina]' si son ecuaciones o id entidades las siguientes iqual«
dudes:

~ x = o
L y =~

x + 2 y + 3 z = 5

y = O

' x 2 - y2 = (x + y) (x - y)
"

"

"

14 ( .37
~ es nna solución

59

x = . 5
Y = .:-1

= -

- x+ 4 y . -9

~ x
Comp robar si ( y4.

x=OO ~ x =4 i
y = \ y = 25 \

2. Comp robar si entre los míllUl'oS

O, 1, -4, -5) 9, - 3 '

hay alguno que sea raíz de la ecuación

x + 3 x x 1 3x
2 ' - 5 = 3 1 10

4x + 5 =2 + x + 3 + 3 x
x

- .-, + 1 = 2 x - 4
o

. Por otra parte, toda solución de la ecuación k A = k B da va­
lores numéricos iguales a sus dos miembros y como estos tienen
un factor común k es preciso que los factores A y B alcancen
también valores numéricos iguales.

Consecuencia :
SI SE DI VIDEN LOS DOS MIEMBROS DE ÚNA ECUACION POR

U N NUMERO DISTINTO DE CERO SE OBTIENE ' OTRA ECUACION

EQUIV ALENTE A LA PR Il\IERA .

En efecto, multiplicando los dos miembros de la ecuaci ón

A = B por el número -+ resulta la ecuación A: k = B : k que

según el principio anterior, es equivalente a aqu élla .

1432 x - 348 Y = 125 + 3 z

5. Resolver la eC1wción x = 20
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6. Compr obar la equiv alencia de las dos ecuaciones

x - 6 = 14 " x = 20

7. Comprobar la equivalencia de las dos ecuaciones

x + 5 = 3 , , x · · - 2

8. Comprobar la equivalencia de las dos ecuaciones

6 x = 24 " x = 4

.9. Comprobar la equivalencia de las dos ecuaciones

x
- = 9
- 3 "

x = - 27

10: Resolver las ecuaciones siguientes :

7x=4 +6x

x = 8 7 x
"
"

3x =5 -4x:

2 Y = 9 Y - 21

11. Escribir una ecuación equi valente a

x + 3 y
1492

2 Y - 7
1492

y cuyos términos sean má~ sencillos.

12. Simplificar la ecuación

1400 + 200 x - 100 Y

91



LECCfON 19

TRASfORMACION DE ECUACIONES

87. Tras posici6n de términos.-Sea .Ia ecuación

6 x-2=4 +3 x

Sumando a sus dos miembros el número 2 se obtie ne la nueva
ecuació n

que, en virtud de lo dicho en la lección anteri or , es equivalen te a
la ecuación dada.

Del mismo modo, si restamos de los dos miembros de aquella
ecuación la expresión 5x, se obti ene

6x-2-3x = 4

que es otra ecuació n equivalente a la pri mitiva . .

Hegl a:

EN TODA ECUACION PUEDE PASARSE UN 'l'EIDfINO CUAL­

QUIERA DE UN MIE:\IBRO A OTRO CA:\IBIANDOLE DE SIGN O.

Es ta operación se llama trasposici ón de términos.

Ej emplo :

Si en la ecua ción

- 3 x + 5 - 2 x = 4 x + 1 - 10 x

pasamos el té rmino + ;) al segundo miem bro ca mbia do de sig no se obtiene
la ec uación equivalen te

- 3 x - 2 x = 4 x + 1 - 10 x - 5

Del mism o modo, pasa ndo al pr imer miembro los términos 4 x y
- 10 x , tendremo s la ec uación

- 3 x - 2 x- 4 x + lOx= 1 - 5

ta mbién eq uivalente a la primitiva .

Reduciendo térm inos semeja ntes resu lta

x = -4

Est o nos dice qu e la ecuación propuesta tien e la ra íz -.1.
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88. Supresión de denominadores.
S ea la ecuación

x _ 3 X

2 - D = - 7-

M ultiplicando sus dos miembros por el producto, 2 + 7, de los
denominadores se obtiene la ecuación

x 2 ~ _ . ') ~ _ 3x
2' . / D.~ . / - 7 . 2 . 7

que, en virtud de lo dicho en la lección anterior , es equivalente a
la ecuación dada

Si efectuamos las operaciones indicadas r esulta
7 x - 70 = 6 x

don de han desaparecido los denominadores.
Regla:

PARA SUPRIl\IIR LOS DENO:YIlNADORES NUl\IERICOS DE UNA

ECUACION BASTA MULTIPLICAR SUS DOS MIEMBROS POR EL

PROD UCTO DE TODOS LOS DENOMINADORES O, MEJOR . AUN,

POR EL l\ImmO CO.MUN l\IULTIPLO DE ESTOS DENOl\IINADORES.

Ej empl o:
Suprimir los denominadores de la ecuación

x x + x3 - (; 15 ·= 21

Multiplican do ambos miembros por 30, que es el mínimo común múl ­
tiplo de 3, 6 Y 15, resulta la ecuación

10 x - 5 x + 2 x = 630

89. Forma normal de una ecuación.- S e llama forma nor­
mal de una ecuación a la que se obtiene después de efectuar en
esta las siguientes trasformaciones:

1.0 Suprimir los denominadores, si los hay .
2.0 Efectuar las operaciones indicadas por los paréntesis , si

los hay.
5.o Pasar al primer miembro todos los términos que figuren

en el segundo.
4.o Reducir términos semejantes.

Eje mplos :
a) Reducir a la forma normal la ecuación

5 (x-6 ) x
2 - + 113
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1. o Mult ipli cando los dos miembros por 6 resulta

15 ( x - 6 ) = 2 x + 66

2.0 Efect ua ndo la multiplicación indicada por el pa réntesis tendremo

15 x - 90 = 2 x + 66

3.o Efectuando la trasposición de términos queda .

15 x - 90 - 2 x - 66 = O

4.0 Y reduciendo términos semejantes aparece la form a normal

13 x - 156 = O

b) , Obtene r la forma normal de la ecuación

x ( x - 1 ) + x 2
,5

3 4
Efectuan do las trasformaciones indicadas se obtiene suces ivamente

4 x ( x - 1 ) + 3 x 2 = 60
. 4 x 2 - ,1 x + 3 x 2 = 60

4 x2 - 4 x + 3 x 2 - 60 = O

Y por último la forma normal
7 x 2 - 4 x - 60 = O

90. Orado de una ecuación con una incógnita.-Se llama
grado de una ecuación con una incógnita el mayor exponente de
dicha incógnita en la forma normal de la ecuación.

Ejemplos:
1.o La ecuación

5 (x-6 ) x
+2 - 3

11

es de primer grado.
2.0 La ecuación

x (x-1 ) I x 2

3 T 4 - 5

es de segundo gra do .
3-. o , ' La ecuac ión

( x 2 + 2 x - 7 ) (x - 9) = x2 ( x - 7 ) - 62

: . ' : .:~ es de primer grado, porque su forma normal es
. - 25 x + 125 = O

EJEÍWICIOS

30.?, = - 4 x - 6 - 5 x + 3"

Redu cir a la forma normal y determinar el grado de las siguien­
tes ecuaciones:
3 x - 4 - 11 x -= -~ 61.

94



2. - x + 5 = 8 - 4 x ' " - 8 + 14x - 25x - 7 = 13x - 7 x - 1

3. 4 x + (2 - x) = 3 ,,6 - (2 - 8 x) = 5 x - 1

4. 2 (x - 3) - 9 = 12 ,, - (2x - 1) = 4 (x + 5)-3

5. 5 (4 - Y + 1) - 3 (4 Y - 3) = 9 Y - 7- 4y
6. 2 ' 3 . (y + 4) - 5 . 6 . (y - 7) - 2 . 6 . (2 Y + 1) = 15

7. x + ~ = 1 ') r - 2 = r - y

u 2u 10 u 2 1 1
8. 3--9-=~-4 )l Sv- S = 20v

z .+ 4 2z - 5 l ' t -1
/ 9. - 3- = - 7- " -4- (2t + 3) + 14 = 3 (-2-t)

10. (8 x - 1) x = (4 x + 3) (2 x + 1)

11:- (2 x + 5) (12 x ---.: 3) = (3 x - 1) (8 x - 2)

12. (x - 3)~ - x (x + 1) = O

13. (x - 2)3 + (X + 2)2 = x (x2 - 4) + 6 - 5 x~ ·

14. (5 Y~ 1) Y + r = (y + 2) (y --.:- 3)

15. (z + 1) (Z2 + 3) = 5 - z
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LECCION 20

LA ECUACION DE PRIMER GRi\DO

91. Forma normaJ.-Cualquiera que sea la ecuación de
primer grado con una incógnita siempre se obtiene la misma forma
normal. Esta se compone de dos términos que son: 1.0 La incóg­
nita multiplicada por un coeficiente y 2.° Un término indepen-
diente de la incógnita. .

Representando por a dicho coeficiente y por ÍJ el término
independiente, la forma de la ecuación será

ax + b = o

Los valores de a y b pueden ser cualesquiera.

92. Resolución de la ecuación de primer grado.-Para
resolver una ecuación de primer grado con una lncognlta la redu­
ciremos, ante todo, a la forma normal

a x +b=o

Suponiendo, ahora, que a es distinto de cero tendremos que la
ecuación propuesta es equivalente a

b
x =-a-

pues basta efectuar en la forma normal, la trasposición del tér­
mino b y la división de Jos dos miembros por a.

Con esto' tenemos ya resuelta la ecuación.
Ejemplos:

1. o La ecuación

tiene la solución
8 x + 3 = 0

3
x=-S

- 5 x + 0 = 0
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tiene la solu ción
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o
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CUANDO BL COEFICIENTE DE LA INCOGNITA ES DISTINTO

DE CERO LA ECUACION DE PRIMER GRADO POSEE UNA SOLA

RAIZ QUE SE CALCULA MEDIANTE LA FORMULA x = - ~

93. Discusión de la ecuación de primer grado. --Si el
coeficiente de la incógnita vale cero, la ecuación tiene la forma

O .x + b = O

Entonces, si b es distinto de cero la ecuación no tiene solución ,
pues, cualquiera que sea el valor atribuído a la incógnita, el primer
término vale cero y, sumándole b, el resultado nunca puede ser
cero; dicho de otro modo, la ecuación nunca queda satisfecha.

En cambio , si b vale cero la ecuación tiene infinitas soluciones,
pues, cualquiera que sea el valor atribuído a la incógnita, el primer
miembro siempre vale cero y la ecuación queda en todo momento
satisfecha.

CUANDO EL COEFICIENTE l)E LA INCOGNl'l'A ES CEIW , LA
' .

ECUACION CARECE DIi; SOLUCION SIEl\IPRE QUE EL 'l'ERl\II NO

IND EP ENDI ENTE SEA DISTINTO DE CERO; EN CAMBIO SI ESTE

TERMINO VALE CERO LA ECUACION TIENE INFINITAS SOLU­

CIONES.
La discusión de la ecuación de primer grado con una incógnita

puede resumirse del siguiente modo:

1.° a distinto de cero existe una solución y sólo una.
2.° a = O b distinto de cero no existe solución.
3.° a = O " b = O existen infinitas soluciones.

94. Ecuaciones de primer grado con varias incógnitas.­
Una ecuación con dos incógnitas x e y se dice que es de primer
grado, cuando reducida a la forma normal es del tipo

a x +by + c = O
Ejemplos:

1.0 La ecuac ión con dos in cógnitas

2 x +2 y 2 = O

no es de primer gra do por contener el término y 2

2.° La ecua ción
6 x - 4 y = 1

es de primer grado con dos in cógnitas.

97



· Una ecuación con tres incógnitas x, y, z , se dice que es déprl­
mer grado cuando su forma normal es del tipo

a x + by + e Z + d '= O
Eje mplos :

1. o La ecuación
·1 x - y = 3 Z + 6

es de pr imer con tres incógnitas.

2.0 La ecuación con tres incógnitas

x - y + Z ~ 3 + x y ,z

no es de primer grado por contene r el término x y ·z .

95. Resolución de la ecuación de primer grado con dos
incógnitas.-Sea la ecuación de primer grado

7 x -4y=1

Sustituyendo en ella, en lugar 'de la incógnita y un valor cual­
quiera, por ejemplo,

y=2

dicha ecuación toma la forma
7 x- 8=1

que es de primer grado con una incógnita. Resolviendo esta ecua­
ción se obtiene la raíz v

"

9
x = -

7

Entonces, el par de valores
9

x =7 y=2

constituye una solución de la ecuación propuesta.
Procediendo de este modo obtendremos cuantas soluciones

queramos; basta comenzar, dando un valor numérico arbitrario a
una de las incógnitas.

TODA ECUACION DE PRIMER GRADO CON DOS INCOGNITAS

TIENE INFINITAS SOLUCIONES.

EJERCICIOS
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Resolver las ecuaciones

2x 1
1. -3- + 5 = 2 4

x 1
-- +l --x

· 2- - 3 . --



2.

3.

,J.

5.

o
3,4x - ~ = 12,1

i

1 _
4 4 x - 1;) = 1,1 x "

1 :2 2
9 5 1 3 ' x=4 - 3 5 ' x

1 1
,1 (0, 60x - 2 ) = 6 3 + 5, li x

3 x 2
5, 2 - - - =4 -

2 3
1

- 3 T + 0,8x

· X

2 (x - a) = 10 - (x - 4a) "

x + xa j) = C "

_ x + a + x +l = 0
x 1-a l + a

x a x -b
a. "":"'="- + b '-- - = xb a

x + a +x-a - x +b +
a-b a + b a +b

6.

7.

8.

9.

10.

11.

12.

Desp ejar * el 'valor
signientes:

7 x + a =O

5:x- a = 2

de la

"
"

incógnita x en las ecnaciones

a x - 4 =0

3 x - a= -b

ax + a=bx -h
. b -x

a - ' - - - = a - x
e

:2 (x -b)
a-b

Discutir las sig uientes ecuaciones

13. 3 x + 2 = 3 (x + 1) "

14 . (x + 1)2 - 1 = x (x + 2) "

2 (x - 3) = 5 x - 6

(x + 4)2 = x 2 + 16

Calcula¡' algunas soluciones de las ecuaciones

15. x - y = O

16. x + y + 1 = O

17. 3 x = 1 + 2 y

18. 2 x - O . Y = 4 "

" x - 2y=0

" x -y = l

" 2 (x - 1) = Y + 2

O . x + 0 . Y + 5 = O

• Despejar una Incógnita en una ecuación es de/aria ais lada en el primer miembr o med iant e
operaciones que no alteren las ' ratees de dicha ecuación .
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LECC/ON 2 1

METODO PARA LA RESOLUCION DE PROBLEMAS

ARITMETICOS

96. Enunciado del problema.v- La primera co ndición pa ra
resol ver un problema es tener idea clara del enuncia do .

En el enunciado de todo problema aritm ético figu ran ciertos
números , llamados datos , y ciertas re laciones entre ellos y otros
núme ros descon ocidos. Estos núme ros con st ituyen la solución
del problema .

Ejemp lo:

El duplo de un núm ero meno s s u tercera parte es igual a 15.
Calcular dicho número.

En este enunc iado interviene como dato el número 15. Tambi én se ve
claramente la relación qu e ex iste entre est e número, el doble <le la incóg­
n ita y la tercera parte de esta in cógn it a.

97. Planteo de las ecuacíones. v- Una vez que se ha es tu­
diado bien el enunciado deb e expresarse cada re lación en tre los
datos y la incógnita , o incógnitas , median te una ecuación o varias
ecuaciones.

En el ejemplo anterior , llaman do x al número desconocido ,
se obtiene la ecuación

x
2 x -3 = 15

No existe una regla general para plantear las ecuaciones de
cada problema ; el talento del operador au xiliado por el conoci­
miento de la mat eria es la única fuent e de recursos en casos di­
fíciles. En los casos s encillos suele ser eficaz la s iguiente

Reg la :

SE SUP ONEN CONOCIDOS EL VALOR O VALORES DE LAS IN­

COGNITAS y SE INDICAN TODAS LAS OPERACIONES NECESA­

RIAS PARA COMPROBAR LA EXACTITU D DE DICHOS VALORES.
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Vamos a aplicar esta -regla al 'problema indicado en el párrafo
anterior:

Número pedido , .X

su duplo ~ ~ 2x
xsu tercera parte ' b

la diferencia de ambos : 2 x -..:.- ~-

valor de esta diferencia 2 x - ~ = 15

98. Resolución de la ecuación.-Si el enunciado del proble­
ma conduce auna ecuación de primer grado con una incógnita
podremos resolverla.

En el ejemplo anterior se obtiene la raíz
x=9

Este es el número pedido, como se comprueba fácilmente.
Si el problema conduce a una ecuación de grado superior al

primero 'o .a un sistema de ecuaciones con varias incógnitas hay
que aplicar procedimientos de resolución que estudiaremos en cur­
sos siguientes.

99. Interpretación del resultado.-No siempre la 'solución
de la ecuación es solución del problema; veamos un caso concreto.

En una fiesta se han recaudado p 005 ptas. Cada invitado abo­
nó 10 pras por su tarjeta. ¿Cuántos invitados asistieron al festival?

Llamando x al número de invitados es evidente que los ingre­
sos por la venta de tarjetas habrán sido .10 x ptas. Podemos plan-
tear, pues, la siguiente ecuación '

10 x = 3 005
cuya raíz es

x = 300,5

Esta solución de la ecuación no puede serlo del problema, por­
que el número de invitados tiene que ser, forzosamente, entero.

Otras veces hay que inte rpretar de cierto modo la solución de
la ecuación para que sea solución del problema.

Aclaremos esta idea con un ejemplo sencillísimo.
Una persona tiene 50 años. ¿Cuánto tiempo ha de trascurrir

para que cumpla 40 años?
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Llamando x al número de años pedido, resulta la ecuación

50 + x = 40
que tiene la raíz

x = -10

El carácter negativo de esta raíz nos dice que la condición pe­
dida se cumplió hace 10 años.

100. Problemas de aJigación.-Los problemas referentes
a mezclas, estudiados en cursos anteriores, conducen a ecuaciones
de primer grado con una incógnita.

Para obtener la ecuación correspondiente a cada problema bas­
ta expresar que la suma de los pesos de los cuerpos que se mez­
clan es igual al peso de la mezcla o aleación resultante, o bien,
que la suma de los valores de los cuerpos componentes es igual al
valor de dicha mezcla ó aleación .

Ejemplos:

1.0 ' En un tonel de 305 litros se vierten 180 litros de vino de 0,70
pt as 11, 114 litros de 0 ,50 ptas 11y el volumen restante, hasta llenar el
barril, se completa con ag ua . Calcular el precio de la mezcla. .

Solución:

Representando por x el precio pedido en pesetas, tendremos
que el valor de la mezcla será 305 x pías; los valores de los líqui­
dos componentes de dicha mezcla -son:

180 . 0 ,70 ptas y 114 . 0 ,50 ptas

Según lo dicho en el párrafo anterior tendremos la ecuación
305 x = 180 . 0 ,70 + 114 . 0 ,50

que resuelta nos da la ralz
x = 0,60

que representa el precio pedido en pesetas.
2.° Un comerc ia nte adquiere un a partida de café de 9,30 ptas 1kg Y

otra.de 8,50 ptas 1kg. Determinar la s cantida des de café que deben mez­
cla rse para obt ener 200 kg cuyo preciosea de 9 ptas 1kg.

Solución:

Representando por x el número de kilogramos que se toman de
la primera partida su valor será 9,30 x prs.

De la segunda partida hay que tomar (200 - x) kg cuyo valor
es 8,50 . (200 - x) ptas .
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Como, por otra parte, 'el valor de la mezcla ha de ser 9 . 200
.ptas, podremos esc ribir la ecuación

9,30 x + 8,50 ( 200 - x ) = 9 . 200

que resu elta nos da la ra íz
, x = 125

Este número repr esenta los kilog ramos que han de ' tomarse de
la primera partida. De la seg unda partida se tomarán 75 kg.

" 101. Repartimientos proporcionales.-Hay muchos pro­
blemas, por ejemplo los referentes a la regla de compañía, que se
resuel ven descomponiendo un cierto número en partes proporcio­
nales a otros números también conocidos. En este caso puede
plantearse fácilmente la ecuación recordando la primera prop iedad
de las proporciones progresivas explicada en el pérrafo 40.

Ejemplo:

Repartir 84 000 pesetas en cuatro partes proporcionales a los númer os
3 . ' 5 , 9 y. 11.

Solución:
Llamando él, b, e y d a cada una de dichas partes, po­

dremos escrlblr la proporción progresiva
a :b:c:d= 3 :5:9 : 11

y por consiguiente si suponemos a = ;) x se verificará también

y como
b =5.x

" c =9x ., d= 11 x

a + b + c + d = 8 4 000

tendremos la ecuación
3 x + 5 x + 9 x + 11 x = 84 000

que resuelta nos da
x =3 000

Por consiguiente
a·= 3 X 3 000 " b = 5 X 3 000 " c = 9 X 3 000 " d = 11 'X 3 000

son los valores en pesetas de las cantidades que se piden. .

E JERCICIOS

í . si.« triple de 1In número se le suma 4,9 resulta 10. Cal cular este
número.

2. Si a un número se le añade 7 y se halla la quinta parte de esta
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SUma el resultado es igual al duplo de dicho número menos 13. Cal­
cular este número.

8. Si al duplo de un n úm ero se le añade 3 y la sum a se multiplica
PO/' 4 , se obtiene el mismo resultado que añadiendo 20 al quiniupl»
de di cho número. Calcular su valor .

4 . La suma de dos ent eros consecutivos vale 65. Calcular estos mí­
meros .

5. La suma de tres núm eros pares consecuticos vale - 66. -Colcu lar
estos nÚnwI'OS.

6. El p erím etro de Iln rectángulo vale 68 cm. La base tiene 6 cm más
que la altura . Calcular las dimensiones de este rectángulo .

7. Un poste de telégrafo alcanza una altura de 4,50 111 s~bre el suelo y
tien e emp otrado en el. terreno +de su longitud total . Calcular la
longitud del p oste.

8. A las siete de la ma ñana sal en) de los extremos de una carretera
que ti ene 9 km de longitud, dos peatones. Uno de ellos 1'eCor1'C
65 m por minuto y el otro 90 m pOI' minuto. ¿Dónde y cuándo se
enco ntrará n?

9. Un (wión ha ce un trapecio de 800 km . La mitad de ellos los recorre
a la velocidad de 160 km p or hora y la otra mitad a 200 km [Jiora,
Determ.inar la Velocidad m edia del avión .

10. En los extremos de una palanca de 80 .cm de longitud se aplican
.dos p esos de 1)5 kg Y 0)9 kg. D eterminar la posición del punto de
ap oyo para que ex ista equil ibrio,

11. Se han leíd o) simultán eament e) las escalas de dos termámetros
Celsius y R eaumur, La suma de ambas indicaciones es 54. ¿Cual
es la temp eratura en dicho instante?

12. Se ti enen 280 g de plata de ley de 0,850 . ¿Cuántos gramos deben
agregm's e de un segundo lingote de 7ey de 0)500 para que la nueva
liga tenga una ley de O) 700?

18 . Una aligaci6n debe contener 12 partes de niquel, 20 de zinc y 35 de
cobre. Calcular las cantidades que se necesitan de estos m etales
pal 'a obtener un lingote de 71 kg .

14. Un tri á.nqulo tien e SIlS ángulos proporcionales a 1) 2 Y 8. Calcular
estos ángulos.

l ij. Se m ezclan 8 litros de aglla a la temperatura de 8 ° C con 7 litros
a 80 ° C. Calculw ' la temperatura de la m ezcla .

16. Una chapa de Laton, que p esa 600 g, se calienta a la temperatura
de 100 0 ·C y luego se agita en una va sija que contiene 1500 g de
agua a 20° C. Calcular la temperatura que alcanzará el agua . (E l
calor esp ecifico del lat en es 0,.093).
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LECC/ON 22

REPRESENTACIONES GRAFICAS

102. Rep resenta ción gráfica de magnifudes.-En la préc­
tica .suelen emplearse cier tas representaciones g ráficas que, a l

prim er golpe de vista , dan idea de la relación
Litros por hobiroríl:e
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tig . 7

QOMllL.

1931 f1g.8

son propor cionales a lasareas
de dich os rectángulos . Para
realzar el efect o de la repre­
sentación se han dibujado

PRODUCC/ON TOTAL 307-093 Ton.
tlg.l0

1931

\

19 28

19Q8
f1 g.9

dos obreros de tamaño adecuado
al rectán gulo resp ectivo. Supri­
mi end o los rect án gulos queda
una figura utilizable en car teles
de propaganda , anuncios, esta­
díst icas , etc. (fig . 8).

4.° La figura ~) representa
el va lor del comerc io mundial
(suma de importaciones y ex por­
ta ciones de todos los países) en
1928 y 1931. Las áreas de los dos
semicírculos son proporcionales
a las ca n tidades qu e se quieren
comparar.

5 .° La figura 10 representa

nes y exportacion es)
en el año 1932. En
vez de rectángulos
se utiliza la silue ta
de un operario que 6 MI LL.
sos tiene un carrete.
En este ejemplo no
hay cifras y solo si r-
ve para dar idea de
sus mútuas relacio -
nes.

3.° La figura 7 re­
presenta el número
"de obreros parados
"en el mundo en 1928
y 1931. También se 6 MILL.
emplean rectángulos
pero los valores que
se quiere represen tar
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~ la producción remo lachera de las distintas regiones espa ñolas en el 'año
agrícola 1934-35. Las áreas de los sectores son proporcionales a las pro ­
d ucciones.

103. Diagramas cartesianos.-En los estudios matemáticos
y en sus princ ipales ap licaciones tienen mayor utilidad ot ros tipos
de representación g ráfica llamados diagramas cartes ianos , que
vamos a explicar mediante un ejemplo .

En el trascurso de un día se han registrado las temp eratu ras
s iguientes :

m, neche

6 I 8
m, dia m. ne che

12 2 4 10 12 2 4 6 8 10 12
•

2,00
15,60

--
5,1 0 2,50 2,20 6,1 0 8,501 1,9°P1,5° 6,50 4,20 2,50 1,20

Podemos repres entar g ráficam en te es ta va riación de temp era­
tura ma rcando, sobre un borde de una hoja de pap el rnilírnétrico ,
las horas (fig. 11) de modo que cada intervalo de dos horas co­
rresponda a 1 cm de longitud. Tracemos, por cada uno de es tos
puntos, rectas perpenticulares a dicho bord e y tomemos, s obre
ellas, se gm entos proporcionales a las temperat uras, pa ra lo cual
basta suponer que 10 equivale a una cier ta longitud, 1 cm por
ejemplo. Uniendo, finalmen te, por una quebrada los ex tremos de
dichos segmentos tend remos una línea que es la represen tación
gráfica de las vari aciones de temp eratu ra .

Es conveniente graduar el borde paral elo a es tos se gmen tos
para simplificar el trazado de la gráfica .

Los dos bordes que se graduan se llaman ejes cartes ianos . El
conjunto de los ejes y la grá fi ca se llama dia grama ca rtesiano en
memoria del g ran filósofo y matemático francés , del s iglo XVII ,
Des éartes (Cartesius).

104. Concepto de función. - To do diagrama ca rtesiano re­
laciona dos magnitudes . En el ejemplo anterior se han 'relacionado
tiempos y temp eraturas. La gráfica nos permite con ocer la tempe­
ratura en cualq uier ins tante dent ro del período de observación.

En las disciplinas de carácter ex per imenta l como la Física, la
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. {

Química , la Biología, ía Econom ía política, erc., tienen g ran impor­
tan cia estos diagram as qu e son el res umen de una porción de
ob servacion es o experime ntos, pero en el cam po de la Ma temát ica
tien en más inter és otras gráficas que se deducen de las ec uaciones .

12 2 4 6
medianoche

8 10 12 2 4­
mediodia

fi¡J. 11

6
HORAS

8 / 0 12
medianoche

Sea, por ejemplo , la ecuación

y = :? x +

Si damos a x une s ucesión de va lores arbitrarios, obtendremos
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otra sucesión de valores para y . ASÍ se ha formado el siguiente
cuadro:

x= oo' -4l=J -21 -1 0ht1 b H+.
y = ... -7 1- 5 r 31 1·-1I 3 5 1-7I 9 l·· ·.. ··

Las cantidades x e y no tienen un valor fij o; por eso se llaman
CA NT IDADES VARIABLES o, simplemente, V ARIABLES . Pero, el valor
de y no es arbit rario como el de x ; por eso se dic e que la varia­
ble y DEPENDE de x o qU2 es una FUNCIÓN de x . Esta se llama

• . V ARIAB L E IN DEPEN DIENT E.

I{ECIBE EL NOllIBRE DE F UNCION TODA VAIUABLE CUYOS

VALOHES DEl'E:NDE N DE LOS VALORES QUE ALCAl\'CE OTIlA

VARIABLE INDE PENDl EN11 E.

De acu erd o con es tas defin ici on es podem os decir, refiriéndonos
al ejemplo del párrafo 103, que la temp erat ura es función del tiempo .
T ambién el área de un círc ulo es funció n del radio . La primera de
estas funcio nes se ll ama empír ica, po rque la relación ent re sus va ­
riables no puede expresarse medi ante fórmulas, en cambio la rela­
ción en tr e el áre a de un círculo y su radio se expresa mediante la
fórmula

y = re X 2

Esta s funciones se ll aman matemáticas y son las que estudiare ­
mos en lo sucesivo .

Observación :

Como ya hemos adverti do, la fórmula que expresa una función
mat emáti ca es una ecuació n con dos in có gn it as, de modo que la
representación g rá fica de la función puede tambi én interpretarse
como una representaci ón gráfi ca de dicha ecuación y de todas sus
equivalentes.

105. Representación gráfica de una funci ón.-Para repre­
sentar gráfi camente una función se utiliza un dia grama cartesiano,
pero, teni endo en cuenta que las dos variables pueden recibir,
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•
indist intam en te, valores pos itivos y nega tivos ; no conviene tomar
como ejes dos bordes del papel. Trazando los ejes en la posición
que indica la flg. 12 pueden tomarse los va lores ' positivos de la

y,
Segundo cuadrantes

Pz o··· · · · · ·· ··· ·· ·· · · · · · ......·
4 Ppimer cuadrado

3 .-B ~/~

!

1 "

'/ !2 S 4 X
A

- 1

n i -2
f3.

0 .. · • · · .. · .. ·. - --

Tercer cuadrante-3
,

:Cuario cuadrante

-4 ···..·· -6R

-s
fig. 12

variable x a la derecha del origen , en el eje X (llamado eje de
abscisas), y los nega tivos a la izquierda del origen.

Los valores positivos de la variable y se toman por encima del
origen, en el eje Y (llamado eje de or denadas) y los negativos por
debajo del or igen . .

Los ejes coordenados dividen el plano del dibujo en cuatro
cuadrantes según indica la flg . 12.
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El punto DI tiene la abscisa O A = X¡

O B . y¡ = D

Al punto D2 corresponden los valores

X 2 = - 3

Y2 = 4,5

Al punto Da correspond en

Xa = - 1,7
Ya = - 2,3

Al pun to D4 correspond e

2 Y la ordenada

fig.13

Cualquier punto del
eje de abscisas ti ene su
ordenada nula.

Cualquier punto del
eje de ordenadas tiene
su abscisa nula.

SE LLAMAN. COOR­

DENADAS DE UN PUN­

TO EL PAR DE NU~IE­

ROS FORMADO POR LA

ABSCrSA y LA ORDE­

NADA DEDIGRO PUN­

TO.
Las coordenadas del

origen son (O, O).
Ejemplo:
Representar la gráfica

de la función
y =2x +1

Basta ma rcar los pun­
tos c u Ya s coordenadas
son los pares de valores
que in dica el cuadro del
párrafo 104. Uniendo di­
chos pun tos se obt iene la
gráfica de la fig . 13.
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EJERCICIOS

S uecia 42 »

S uiza 42 »

H ola nda 4 1 »

Ar gentin a .'30 »

Bélgica 28 .>

Fra ncia 25 »

Alemania 23 »

E sp(ll1a 12 »

Diiuun.arc u 54 kg.

E st ados Unidos 49 »

l nqlat erra 45 »

. ~

3 . E l cons u mo de azú carpor ha -

bi tan te en los p a íses in dicados..duran ­

te el a ño 198.'J.. ha sido el s ig uiente:

Rep resentar estos cons um os p OI' el
s is tem a de rectanqulos de la misma

base.
remolachera esp año la en el a ño aqrtcoia. 1983-34

fig.14

1905 1910 .1915 1920 1925 1930 1933 1931

- ,

r.t
O

550

500

450

Vl 400
-c,-

350'"Vl

'"e, 300

'"el 250
Vl

'"z 200
o
....l
....l 150-::¡

lOO

50

4. E st a pr o duccion
h a sido la s iguien te:

R ioj a-Nacarra-A raqon 112.118 tonelada s
Castilla -L e án-A laoa . . . . . . . . . . . 77. í 88 »

.tind a lucia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .'J6 ..556 »

Centro . . . . . . ... .... . . . . . . . . . . . . . . . 11.888 »

Cons trn ir un gl'áfico de estas produccion es p OI' el s istema de sectores .

1. Interpreta r el s ig u iente g¡'áfiCO (fig . 14) re latico a los cap it a les in ­

qresados en un B anco esp añol.
2. Interp rcttu: el s ig uiente g¡'á/ico (fig . 1;"») rel iü ico a las ton eladas de

ta ba co imp ortadas en los países exp resados .

INGLATERRA FRANCIA CHINA HOLANDA E.UNIDOS

11 2 fig. 15



·5 . R epreeeator el diagrama de tcmp erainras ele !tn enfer mo de p al,n­
dis mo ,

Cada día se ha tomado tres veces la temp eratura del enfermo: a las seis
de la mañana , al mediodía y a las seis de la tarde.

DE LA
DE LOf PERFUMEf

HORA.! fDIA HORA.! 2 DIAl
02468wm~ffi~ro~MUU~~MH~~~«~~

GRAFICO COMPARATIVO
PERfJJTENCIA

~

,
1

f I
., ...........-...

~vARIOf

lU N PE~FUME
COR~IENTE _
EN 2 HORAf

OA EL MAXIMO
V.rE EXTINGUE
COMO FUEGO

DE VIRUTA/'

D1Af DE EMANACiÓN DELlC IOJA

flg. 16

15
14 ./'-
3 '- " "-

19 I "- J \ I
JI " I \ I

~-
I " I \ I
I "

, \ I
8 I \1
7 I
6 I
¡; I
1\ .JII' '-
3 / .........../ "- J
? v: '- I
I ./ '"O~

I N.'de
Feliculas

fig.17
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fig.19

Tobis - Klangfilm

T

.:",,~ -

I ::¡::::I±r '

fig . 18

Primer día: 37)0° C 37,5 ° 36,,9°

Seg undo día : 36 ,6 ° 3.9)4 ° 41)1°
/' " .

Terccr día: 88 ,6°38,7 ° 37)2°

Cuarto día : 3(;/ Jo 37)(;° 37)0 °

Qu i nt o día: 36;8° 40)8°37)0°
"'Sex to d ía : 36', 1° 36Jo 36,4 °

Séptimo dia t. .'J7,2° :37,6° 37 ,0 °

Octa co día : 36, .9° 37/J o /36)8 °

6. Inter-pretar el anuncio de
la fig. 16 del qu e solo hem os s u­
primido el nombre del perfume .

7. In terpretar el di agrama
ele la fig . 17 que repre senta la

en los primeros tiemp os del cine sonoro .
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R epr esent ar
.(jrá fie a.m. en t e
esta cariaci án ,

11. L a coti ­
zac ión m edia
a.nu a.l d e la
DeudaE x terior
duranie los diez
((}10s ú lt im os
f ilé lu .siquien te:

1933 80, 10
1934 83,63

-,
CIN~'.. ..\ ' ··.-,9.. po» tonelada ........•. .'

21- --1

HIERRO-N°3G.M.B. C LEVE.LA ND

:1 _,.--....~pop tonelada

19 2 9 1930 1931 1932 1933

Ilg. 20

1925 8'1,61 1929 85 ,18
1926 82, 29 1930 82,55
1927 84,24 1931 76,12
1928 89 ,34 1932 76,35

81-------------------1

401- ~..._:_-:A"""----_j

60I------.J~-~--------_j

lO I- ...;.-. ~'------"- -;

8

20 I---..:.;..o:>r-----------:---:---;

30

8. Ded ucir del, diaqram.« de la fig . 18 las temp eraturas) p resiones y
h.umedades qlle corresponden a los disti ntos días del m es.

9, Ded ucir del d iagrama de la fig. m , las temp eraturas extrem as que
ha tenido Jladrid los dias 16 de Julio del siglo actual.

10. El crecim iento de la Dendel Interior del E stado espanol , en los
vein te a110s ú lt imos , expresada en malones de p esetas, ha sido el siguiente:

I ~H 6 6.582
1917 6,651
1918 6.715
1919 6.73,1
1920 8.384
1921 8.369
1922 8.376
1923 8. 371
1924 8.3 77
192;') 8.35 1
1926 8.400
1927 8.655
1928 8.658
1929 5.293
Hl30 5.243
1931 5.2·13
1932 5.243
1933 5.2M
1934 5.2M
1935 5.244

..

R epresentar gr áficam ente la m nrclui de la cotización ,
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12. La cotización m edi a mensual de la deuda [errooiaria al 6%
) en el

P¡'Ú¡W}' sem estr e del a ño 19,Jii , ha sido la siguiente:

E nero 99 ,77
}<' ebrero 100 ,82
Marzo 101 ,55

Ab r il 101 ,15
:Mayo 101,43
Jun io 102,30

Iiepreseuiar qraficamente esta cariaciou .

150 _
AZUCAR CUBANo -Cefl!ri uga 98°

Sh. por tonelada

IOO !---------=--------\,.....¡.----:~__l

80

80 .....• - --::;x---- - ....,----------l

40 ......••. __ .

1

_ .... TRIGO -N°2N. Man! ova. /J.pol'tfgó//ÓIflS
30 ........•..

...............
. . -. .-. .-.

LANA - /ll!nlt¡Ul!J t0/' liói'a'" ••..•••./ •••. .•• . ••....•. ••••••••20 ••••:
I .

CARNE VACUNA
ENFRIADA

Sh. po/,'8 libras.
I

::
! ~......

: oO.

2 CAOUTCH'iC . \. / •.•: •••••<....
...--------PenilJUfS por libra >::.,~.;:-••••+.--- -j

3

10 ~~~l!=_------------_1

8

6 -l------....:..,~""""=_----_tí~--I

1952 19331930

6--_ ..a... -.l.__.

1929 1931

fig . 21

ta. Inierpretar los diagramas de las jigs. 20 ?J 21 que }'('lJ}'esent~

las variaciones de precios de las principales materias p rimas en el quin­
quenio 1929-33.
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14. L a Marin a esp a ñola ha cons um ido en los añ os que se indican las
sig uientes toneladas de carbón n acional y er iranjero :

Nacio na l Extranjero- ---
1929 427.10 5 12.195
1930 431.037 16.332
1931 373.58 1 14. 323
1932 33,1.977 6.006
1933 206 .783 3.743

Rep resent ar las gráficas corresp ondientes sobre I/n d iagram a cartesiano,

l ij . La p rodu cción m u. ndial de acero expresada en miles de toneladas)
ha sido la siguien te:

Años E uropa Am é rica Años Europa América

1929 59.069
1930 49 .523

59.395
42 .832

1931
1932

39.810
33. 174

27.800
13.7 29

-R cp reeentor con U II diaqro m.a. estas variacio nes.

.(
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LECCfON 23

PROPIEDADES DE LA FUNCION .LINEAL

106. Representación gráfica de la función llneal.v-Obser­
vando la gréflca de la función

. y ~2x +1

representada en la flg. 15, surge la sospecha de que dicha repre­
sentación debe ser una recta.

Para convecernos de ello, tracemos (flg. 22) las ordenadas de
los puntos de abscisa entera

..... . - 4 , - 3 , - 2 , - 1 , O , 1 , 2 , 3 .. .. ..

y por los extremos de estas ordenadas tracemos las rectas

AB , Cl) , EF , GH , IJ , KL ,

paralelas aleje de abscisas, de manera que se formen los triángulos
rectángulos

ABe , eDE , EFG , GHI , IJK , KLM:

Todos estos triángulos tienen iguales los catetos paralelos al.
eje de abscisas, porque todos ellos miden 1 cm.

También son iguales todos los catetos paralelos al eje de orde- ..
nadas, pues, según se deduce de la tabla del párrafo 104, tienen
una longitud de 2 cm.

Por consiguiente
A A
A e

lo cual nos dice que el segmento CE es prolongación de AC.
Del mismo modo, por ser

A A
e E

el segmento EG es prolongación de CE.
y siguiendo este razonamiento quedará demostrado que los

puntos A , C , E , G , I , K , M están en una línea recta.
Si representamos cualquier otra función cuyo valor sea, como

la anterior, una expresión de primer grado en la variable x, también
se obtiene una línea recta.
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Consecuencia :
LA REPRESEN'l'ACION GRAFICA DE UNA FUNCION DE PRI­

J\IER GRADO ES UNA LINEA RECTA.

Por esto, estas funciones se llaman lineales.

Par a representar una fun ción lineal bas ta trazar dos de . sus
puntos y uni rlos por una recta .

Ejemplo:
Representar la función lin eal

y=-x-5

Para x = O se obtiene y 5

Para x - 5 se ob tiene y O

M arcan do sobre un sis tema de ejes (fig . 25) los puntos A y B
cuyas coordenadas son, respecti vamente, (O, - 5) Y (- 5, O)
resulta que la recta AB es la gráfi ca pedida.

L a forma general de las funciones lineales es'

y = mx + n

donde m y 11 son dos constantes cualesquiera que se llaman pa- ...
rá metros.

107. Funciones lineales homogéneas.e-Cuendo el segun ­
do parámetr o, 11, vale cero, la función se llama homogénea.

Ejemplos:

1. La fun ción lineal
y = 5x-3

110 es homogéna porque su segundo parám etro , - 3, es distinto de cero. .

2. La función lineal
y = 5x

es homogén ea , porque su segundo pa rám et ro val e cero, lo cual se ve
escribiendo dicha fun ción en la forma

y=5x +O

La forma general de las funciones lin eales homogéneas es

y =mx

Observemos que , cua lq uiera que sea el va lor del pa rámetro m, para
x °siempre se obtiene el val or y = O.
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Consecuencia :
LA GRAFICA DE UNA F UNCION LINEAL HOl\IOGENEA ES

UNA RECTA QUE PASA POH EL mUGEN DE COORDENADAS.

Ejemplo:
Representar la fun ción lineal homogénea

y = 3x

Dan do a x el val or 1, resulta y = 3; bastará) por cons iguien te , uni r el
punto A (fig . 24) de coordenadas (1, 3) con el ori gen de coordenadas
para obtener la g ráfica pedida.

Al va riar el pa ráme tro 1n varía la posición de la rect a y, por tan to, se
altera el ángulo que ella forma con el eje de abscisas . Por eso el parámetro
m se llama coeficiente angula r de dich a rect a .

108. Propiedades de la función lineal homogénea.-La
función lineal homogénea y = m x establece una corresponden­
cia entre los valores de las vari ables x é y. Esta correspondencia
posee tres propiedades muy notables.

1.a Los valores de las variables x s on homogéneos y los de
la variable y también lo son.

Esta propiedad es evident e, pues tanto los valores x como los
de y son números ab stractos .

2.a A cada valor de la variable x corresponde un valor de la
variable y.

Esta propiedad tambi én es evidente, porque cualquiera que sea
el valor de x, basta multiplicarlo por el parámetro m , para .ob­
tener el valor corre spondiente de y.

5.a La razón de dos valores cualquiera de x es igual a la ra­
zón de los valores correspondi entes de y .

Para demostrar esta propiedad s ean X l y X 2 dos valores de
la varia,ble independiente. Llamemos Yl é Y2 los va lores de la
función.

Tendremos
)'1 = m x¡
Y2 = III X2

Dividiendo miembro a miembro estas igualdades tendremos
Yl m x¡ x ¡

Y2 m X2 X2

lo cual demu estra la tercera propiedad .
121
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Observemos que estas tres propiedades de la función lineal
homogénea son las mismas de la proporcionalidad directa estu ­
diadas en el párrafo 74.

Podemos decir que:

LAS DOS VAIUABLES LIGADAS POR LA RELACION y m X ,

SOX P ROPO Rc rOXALES .

fig. 23
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· . . . . . '"
Recíprocamente, si las variables x é y son proporcionales

podremos formar con los valores de la primera
X4 .

y los correspondientes de la segunda

Y¡ Y2 Y3 Y4 .

las igualdades siguientes

~ _ Y2 _ Y3
X 1 1 X 2 X 3

12b



; 'Llamando m a la constante de, proporclonalídad. . o sea. . el
valor común de estas razones tendremos

YI = m x¡

yen general
" y ¡¡ = m x:~

y = In x

Por consiguiente, si dos variables x é y son proporcionales
sus valores están ligados por una relaci ón de l é forma , - -..

Y= ll1 X
Dicho de otro modo:
SI DOS VARIABLES SON PROPORCIONALES, CUALQUIERA DE

ELL AS ES F UNCION LINEAL HOM9 GENEA DE LA OTRA.

E JERCI CIOS

y +3 x - l =O

2 y - x = O

' 2 x - y - 3 = O

y = - 2x -2
1

y = 2"x-2

y =4x-6
1

y = - 4 X - 6

Y = - ·4

"
"
"

Represen tar gl'áficam ente las f u neiones

y = 2 x " y = ....::.... 2 x + ;2 "
1 1

Y = -¡x " y = 2'x + 2

y =4 x " y=4x + l
1 1

Y = - 4 X " y = - 4 x + 1

y =O ' " y =4
Representar gráficam en te las ecuacio nes .

y -3x- l =O " y - 3x + l =O "

2y .-x +2 =O " 2y -x-2 =O

2x-y =O 2x -y +3 =O"

5 x - 3 Y + 6 = O" 5 x - 3y + 1 = O

x -O.y-3 =O " x - O.y + 4 = O

x - l =O " x +3 ~O

x = 2 " x =O
E xpresar el p eso de un cuerpo coina fun ción de s ü uolu rnen ,
¿Cual es la cons ta n te de prop orc ional idad entre la long itud de una
circunferencia y su diámetro?
¿Qué papel desempe ña la celocidad en la formi üa del m ovimiento
uniform e?
Itepresentar el diagrama de esp acios y tiempos en Ull m ovimien to
u n i form e cuya ueloeidad es de 4 ~1Jl por hora .
La int ensi dad I de la corr ien te eléctrica qu e atraviesa u n condu ctor
es f unción li neal hom ogénea de la tensión E en tre sus ex{¡'~mos .
E xpresar la 'relación entre ambas uariables . ¿Qué nombre recibe}
en este caso} el coeficiente angular de la función ?

1.

n.

2.

6.

3 .

4 .

7.

8.

i s.

17.

16.

9.

10 .

11 .

12.
13 .
14.
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LECCION 24

PROPORCIONALIDAD DE SEGMENTOS

r'

c'

D"

lig .25

11----~-----'\;.-::...-----

D

/
ro

b ---='¡'~--;::f::---'-\:=------

109. El primer teorema de Tales *.-Si tenemos dos rectas
concurrentes r y r' (flg. 25), las cortamos por un haz de rectas pa­
ralelas, a, b, e... k.. . Y llamamos correspondientes a cada dos

. plintos
A y A' B Y B' C y C' K Y K'

que están sobre una recta del haz, quedará establecida, también,
una correspondencia entre los segmentos de las rectas r y r. Por
ejemplo, al seg­
mento A B corres­
ponde el A' B'; al
B C corresponde
el B' C'; al A C
corresponde el
A' C'; al B K co­
rresponde el B' K' ,
etcétera,

Esta correspon .
dencia tiene dos
propiedades nota-

bles: d ----==-!---------~--..D.,,=:----
1,a Es unifor-

me, pues, cualquie­
ra que sea el seg­
mento de la recta
r, siempre le corresponde uno solo de la recta r' y recíprocamente .

2. a Si dos segmentos A B Y C D son iguales, también son
iguales sus segmentos correspondientes A' B' Y C' D'.

En efecto: trazando por A' y C' las paralelas a la recta r se for ­
man dos triángulos A' B' B" Y C' D' D" ,

• Tales de MUelo, filósofo griego (639-5:18 antes de J. C.)
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fig . 26

F -f-------_\_.

G-f~---------JI,-

E =GH " F=MN

De estas dos igual­
dades se deduce, enN--f------- - --------\'-,v'
virtud de la propie-
dad 2. a

•

1\ 1\ Estos dos triángu los son iguales por tener
B ' = D' , . .. . ". por correspondientes entre las paralelas b , d Y
1\ 1\ la secante r',
A' = C' . . . . . . .. por correspondientes entre las paral elas A' B",

C' D" Y la secante r',
} A ' B" = A B l

A' B" = C' D" por ser ~ C' D" = e D ~ como segmentos de

rectas paral elas interceptados por rectas paralelas y como
A B = e D, en virtud de la hipó tesis, se deduce la igualdad
de los segm entos A' B" Y C' D".

De la igualdad de lo s triángulos A' B' B" Y C' D' D " se deduce
A ' B' = C' D'

como queríamo s demostrar .
D.a

~i un segm ento E F (fi g . 26) es suma de G H Y t-1 N, tam­
bi én su . correspon­
di ente E' F' es suma
de G' H' Y M' N '.

En efecto: por ser

E F = G H + MN
podremos descompo­
ner el segmen to E F
en otros do s segmen­
tos, E y F , de man e­
ra que

E' X' = G' ti '

X' F' = M' N'

Y sumando mi embro a mi embro, se ob tiene

E' F' = G' H' + M' N'

como se quería demostrar.
Recordando lo dicho en el párrafo 74, ' vemos que los seg ­

mentos situados sob re las rectas r y r ' cuando están relacionados
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mediante un haz de paralelas, son proporcionales. Esta propiedad
constituye el PRIMER TEOREMA DE TALES :

LOS SEGMENTOS QUE DETERMINA UN HAZ DE PARALELAS

SOBRE DOS SECANTES SON PROPOlWIONALl!;S.

110. Teorema recíproco.-Si en el triáng-ulo A B C (flg. 27)
se traza una recta D E, paralela al lado A B, se verifica, en virtud
del primer teorema de Tales, la pro- e
porción

AD:DC=BE:EC

Recíprocamente: si suponemos que
la recta D E divide a los lados C A y
C B en seg-mentos proporcionales, dicha
recta es paralela al tercer lado A B. D r-=-:"'----~

Hipótesis : la proporción anterior.

Tesis: D E 11 A B

Demostración: A B
Si DE no fuese paralela a AB, po- flg . 27

dríarnos trazar, por D, una recta, DE', que lo sea, y, aplicando
el primer teorema de Tales a las secantes CA, CB y las parale­
las AB y DE' tendríamos

A D : D C = BE' : E ' C

y comparando esta proporción con la hipótesis se obtiene

BE: E C = BE' : E' C

y aplicando a esta proporción la propiedad III del párrafo 59, ten­
dremos

( B E + E C ) : (B E' +E' C ) = BE: B B'

Be: Be = BE: B E'

y como los términos de la primera razón son ig-uales, también
serán iguales BE y BE' , lo cual significa qu e los puntos E y E'
coinciden y que la recta DE es paralela a AB.
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Consecuencia :
TODA RE CTA QUE DIVID E A DOS LADOS DE UN 'l' RlANGULO

EN PARTES PROPORCIONALES ES P ARALELA AL TERCER LADO .

flg. 28

/

111. El segundo te o re ma de Tales .- S i tra zamos por A '
(flg. 28) la pa ralela , A A" , a la recta r' y aplica mos el primer teore­

ma de Tales al triá ng ulo
V 5 5 ' cortado por la recta
A A" s e obtiene la propor­
ción

5 ' A" : 5 ' B = V A : V 5
Y si en vez de 5 ' A" s us ti­
tuimos A A', ya que ambos
son iguales como se gmen ­
tos de paralelas co mprendi­
dos entre pa ralelas , resul -.

r-: tar á
A A' : 5 5 ' = V A : V B

Esta proporción cons tituye el segundo teorema de Tales, que
puede enunciars e así: r

LOS SEGMENTOS m;; l'AHALELAS INTEHCEP'('ADOS POR LOS

LADOS DE UN ANGULO SON PIW PORCIONALES A LAS DI STAN­

CIAS ENTRE DI CHAS PA RALELAS Y EL VERTICE CONT ADAS

SOBRE UN LADO DE DICHO ANGULO.

EJERCICI OS

lig . 29

Completar las sig uientes prop orciones relati vas a la fig. 25:

13 C : A C = ') y A : V C = .
A J{ : C D = ') 13 C : A C =

A 13 : A' 13' = 13 D : )) K 11 : V A =
2. S i A 13 C D (fig . 29) es /In paralelog¡'a l1W !I E Gil A C demostrar

que EP = F G.
3. S i A 13 C y A DE (fig · 30) son dos D G e

tri ánqulo« isós cel es d em. os tr o.r que i!!5:l'
D E 11 13 C, E

4, D em ostrar que las diagona les de nn ira -
pecio se . descomponen mutuamen te enA~
cuatro segmentos proporcionales,

1.
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5. Demostrar que el segmento que une los puntos medios de los lados
de un trapecio es paralelo a las bases e igual A
a la semisuma de éstas.

6. Dividir un segmento dado en un cierto núme1'o
de partes iguales.

7. Construir un triángulo conociendo a, b y la
mediana m e .

8. Construir un lJ'iángulo conociendo las alcura«
ha , hb , Y me.

9. Construir un triángulo conociendo e, ma y he
flg.OO

131
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LECCION 25

PROPORCIONALIDAD DE SEGMENTOS
(CONTINUACION)

e

112. Segmentos proporcionales situados sobre dos rec­
tas paralelas.

Teorem a:

v

I

I
I

a e
lig.31

D
d

A' B' : C' D:"

mer teorema de Tales se verifica
V B : V B' = VD: V D'

resulta la proporción
A B : A' B' = C D : C' D' o sea A B : e D
como se quería demostrar.

113. Construcción de cuartos proporcionales.- Se llama
cuarto proporcional a tres segmentos dados él , b Y e, un nuevo :
segmento x que forme con ellos la proporción

a:b=c:x
Para construir el cuarto proporcional puede emplearse la si­

guiente regla:
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115. Descomposición de un segmento en partes propor­
cionales a dos segmentos dados.--8ea A B (flg. 34) el segrnen­

153

114. Construcción de terceros proporcionales.-Recibe
el nombre de tercero proporcional a dos segmentos dados a y b,
un nuevosegmento que forme con aquéllos la proporción

a:b=b:x

A

"'0.

v....

e

f1g.DD

v

VA:VB=VC:VX
Observación:

También se obtleríe el cuarto
proporcional colocando los da­
tos a ambos lados del vértice V
(flg. 55) Y siguiendo, por lo de­
más, la regla anterior.

e

B

"

v

í1g 32

B

A

b e

La construcción
de un tercero pro­
porcional se hace
del mismo modo
explicado para ob­
tener los cuartos

-~-------;&------~¡--­
proporcionales, sin
más particularidad
que" los "segrnen-
tos b y e son igua-
les.

Sobre dos rectas concurrentes (flg. 52) se toman los segmentos

VA = a VB = b " VC = e
de manera que los dos primeros estén sobre una de las rectas
y el tercero sobre la otra recta.

Trazando por B la paralela a la recta A C se obtiene el punto
X, tal que el segmento VX es el
cuarto proporcional pedido.

En efecto, según el primer
teorema de Tales se verifica la
proporción



to que queremos descomponer en dos partes proporcionales a los
segmentos m y n.

Tracemos por los puntos A y B dos semirrectas paralelas dirí-

rn
n...

fig. 34

gidas en sentidos opuestos y llevemos sobre ellas los segmentos

AC=m " BO=n

uniendo los puntos e y o obtendremos el punto X que resuelve el
problema

En efecto, aplicando el segundo teorema de Tales se verifica la .
proporción

XA:XB=m:n
Observaciones:

1.a Si trazamos las semirrectas A C y B O' en el mismo sen- .
tido (fig. 55) Y unimos los extremos e y O' de los segmentos m y n

B
0 ·0

I~

I

flg.35

situados sobre ellas , obtendremos el punto X' que también verifica
la proporción

X' A : X' B = m : n

2.8 En el caso del punto X (fig. 54) la descomposición se llama
aditiva porque

AX +XB=AB
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E n el caso del pun to X' (flg . 55) la descomposición se llama
sus tractiva porque

X' A-X' B =A B

116. P untos que descomponen él un segmento en una
ra zón dada.-Queremos determinar sobre la recta AB (flg. 56)
todos los puntos cuyas di stan cias a A y B están en la razón x.

A
I I

y X
fig. ~6

B

Si con struimos dos segm entos cual esquiera m y n cuya razón
sea

m : n = x .

y apli camos Jos procedimientos del párrafo anterior encontraremos
dos pun tos, X y X' que satis facen la condi ción exigida, puesto que

X A : X B = m : n =x X' A : X' B = m : n = x
Dentro del segm ento A B no exist e otro punto distinto del X cuya

razón de di stancias a A y B sea x, pues si se veri ficara, también,
la igua ldad

YA:YB=x
tendría mos la proporción

XA:XB=Y A: Y B
de donde se deduce (párrafo 59 - 111)

( X A + XB) : (YA +YB)=XB :YB
y com o los térm inos de la pr imera razón son iguales por ser

XA + XB =AB
YA +YB=AB

también serán iguales los términos X B e Y B ; por consiguiente .
el pun to Y debe coincidir con el X.

Del mi smo modo puede demostrarse que fuera del segmen­
to A B so lo existe, sobre dicha recta, un punt o X ' cuya raz ón de
distancias a los puntos A y B es el número x .

En resum en:

s r l 'E NEMOS SOBRE ü NA HECTA DOS P UNTOS FI.JOS A y E,

EXrSrr:¡':;N SIE MPR E SOBRE l~LLA OTROS DOS PUNrrOS X y X' CUYA
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RAZON DE m S'l'ANCIAS A AQUELLOS TIENE UN VALOR DADO .

UNO DE LOS PUNTOS, X o X' , ES INTERIOR AL SEGMENTO A B

Y EL OTRO ES EXTERIOR.

Observaciones :
1.0 Si el valor de la razón vale cero so lo se obti ene el punto A.
2.o Si el va lor de la razón va le 1 solo se ob tiene el punto me-

dio de A B.

EJERCICIOS

1. Construir un rectángulo cuya base sea 111l segmento dado y que sea
equiualente a otro rec iá nq ulo dad o.

2. Construir nn ir i ánqulo is ásceles cuya base sea un segmento dado y
que sea equi valente a otro triángulo dad o.

8. Constr uir dos segmentos conocie ndo Sil sllma y Sil ¡'azón .
4. Conetruir dos segm entos conociendo su difere ncia y su razón .
5. Las dos ra m as de un compás de red ucci án (fig . 37) tienen su char-

ftg .37

nela móvil , de forma que dichas ramas quedan div ididas en seg­
mentos cuya ¡'rizón puede va le¡' 2 : 3 ) 1 : 2 , 1 : 3 etc. Determinar
en cada caso la ¡'azón de las di stanc ias entre las p untas del compás .

6. Prolongar o acortar un segmento dado de manera que la razón en­
tre el n uevo segmento y el primitivo tenga un va lor dado.

7. Trazar p or un punt o A una recta cuya raztm de distan cias a dos
puntos B y C tenga un c alor dado .

8. (lo n sis-u i»: dos segmentos que sean inversamente proporciona les a
dos segmentos dados.

9 . D escomponer nn segmento en parles in ve¡'samente proporcionales a
varios segmentos dados .
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LECC/ON 26

PROPIEDADES DEL TRIANGULO

117. El teorema de la bisectriz.
Teorema:

TODA BISECTRIZ DE UN T IUANGULO DESCOMPONE AL' LADO

OPUI~STO EN DOS SEm IENTOS PROPORCIONALES A LOS LADOS
DE SU ANGULO.

E
~'",l: ......
: ~ ......
: .. .... ..
\ e
~ ~ -,,

\
,

. \ ó '

A

mos la proporción

Demostración:

Sea A B C (flg. 38)
el rrízingulo y e Duna
bisectriz. Trazando la
recta A E paralela a
esta bisectriz, y apli­
cando el primer teore­
ma de Tales a las rec­
tas B E Y B A corta-

B das por las paralelas
C D y A E rendre-

/\ /\

a - "1"1
/\ /\

E - aí2
/\ /\

DA:DB - eE:CB
Observemos además, que

por alterno-internos entre paralelas.

por correspondientes entre paralelas.

11 = 12 por ser e D bisectriz del ángulo l '

De estas igualdades se deduce
1\ 1\

Ú = S

lo cual significa que el triángulo A E. e es isósceles y, por con­
siguiente,

CE = CA
137
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Sustituyendo este valor en la proporción anterior tendremos

DA : D B= C A : C B

romo se quería demos trar.

118. Teorema recíproco.-Si en el triáng ulo ABC (fig. 59)
s e verifica la proporción

DA :DB=C A:CB

e
la recta CD es bisec triz del áng ulo oí ,

En efecto: s upongamos
que no lo fuese y sea CD '
la bisect riz de dtcho éngulo.

En virtud del teorema
directo tendremos
D' A : D' B = C A : CB

De esta proposición y A
la hipótesis se deduce

D A: D B = D' A : D' B

B

lo cual, en virtud del párrafo 116, exige que los puntos D y D'
coincidan , ya que ambos son interiores al segmento AB.

119. Aplicación a la bisectriz exterior.-Si en vez de la
bis ectriz interior del ángulo T consideramos la bisectriz exterior
C D' (fig. 40), también se verifica la proporcionalidad entre los
s egm entos D'A y D'B y los lados del áng ulo l .

... ... ..... .......

L u__.__mu..~ /~
D' A B

fig. 40

En efecto: trazando la recta AE' paralela a la bisectriz exte­
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rior CD '. ·y rep itiendo literalmente el razonamiento expues to en
el párrafo 114, se llega a la proporción

D' A : D' B = CA: C B
y queda demostrado el sigui ente

Teorema:

EC :EA = DC:DB

(flg. 41) dos medianas del triá ng ulo A B C .
Por ser E y Dios

puntos medios de los
lad os. A .C y B C , res­
pectivamen te,tendremos

e

y, por el teorema del
párrafo 110, resulta que
la recta E D es paralela

A alIado A B.
fl ~. 41 ' E n virt ud del segundo

teorema de Tales podemos escribir la propo rción

AB:ED=AC :EC
Aplicando el mismo teore ma a las rec tas co ncur re ntes A D Y

B E cortadas por las paralelas A B Y E D tendremos

A B: E D '= G A : G D
en con secuencia , G A : G D = A C : E C
y como el segundo miembro vale 2, tendremo s en definitiva
.. G A:GD = 2

LA BISECTRIZ EXTERIOR DE UN ANGULO DE UN 'l'RIANGU­

LO DESCOMPONE AL LADO OPU ESTO EN DOS SEGl\IEN'r OS PIW­

POR CíONALES A LOS LADOS DE DICn O ANGULO.

Observaci ón:
El recíproco de este teorema también es cierto y se demues tra '

del mismo modo expresado para el caso de la bisectriz interior.

120. El baricentro de un triángulo.
Teorema:
LAS TRES MEDIANAS DE UN TRl ANGULO CONCURREN EN

UN P UNTO.
Demostración :
S ean A D -y B E
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1.

.)

.,
.).

4 .

0 .

(j .

7.

8 .

9.

io.
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· Esta igualdad nos dice que la mediana B E corta a la mediana
A D en un punto G , in terior a aquélla, cuya razón de distancias a
los extremos A y D vale 2. .

Si repetimos el mismo raz onamiento con las medianas A D Y
C F, veremos que su intersección descompone al segmento A D en
dos partes cuya razón es 2.

Por consiguiente (párrafo 116) la mediana C F pasa por el
pun to G. .

Es te punto, común a las tres medianas, se llama baricentro del
tr iángulo.

Observaci ón :
Conviene notar que el baricentro dista del vértice C doble que

del pie F de la mediana correspondiente a dicho vér tice.

EJERCI CIOS

D em ostrar qu e el luq a« geom étrico de los p untos de un p lan o cuya
raeo n de dista ncias a otros dos p untos ftjoe tiene un c alor consta nte)
es ull a circ unferencia ,
¿E n qu é se con ciert e la circunferen cia del ejercic ioan ter ior citando
el calor de la ¡'aZÓIl es 1?
Constr uir Ull triángulo conocie ndo ellado b, la razón a : e y la
altur a h b .

Constr uir un tr iángulo conociendo el lado a, la ¡'azón b : e y el
tí nqulo T.
Cons ir air 1/n iri ánqulo conociendo el lado e ) La ra zún a : b y el
(Í nqulo T.
Cons tr uir nn triá nqu lo conociendo la snma a + b de dos lados
y 70 S seqm enios ti y V en qu e desco mpo ne al tercer lado la bi­
sectriz .
Dados tres pitidos alineados A ) 13, e determina¡' un cuarto pun­
to X desde el cual se 'Vea ll 70 S segme ntos A B Y B C según ánqu ­
70S iquales.
Dados cuatro puntos alineados A , B , C, D , determinar un quinto
punto X desde el cual se 'Vea n los segmen tos A R) B C y C'D se­
gún á nq ulos iguales.
Cons tr uir un triá nqulo conociendo las medianas ms , me y, el
lado a.
L os lados de un triángulo m iden 65) 60 Y 25 m etros . Calcula r los
segm entos en qne queda n descompuestos estos lados p or las tr es bi­
sectrices interiores .
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LECC/ON 2,7

LA SEMEJANZA DE TRIANGULOS

121. Definiciones.-Se dice que dos triángulos son semejan­
tes cuando puede establecerse entre ellos una correspondencia de
vértice a vértice, de manera que los ángulos correspondientes sean
iguales y los lados correspondientes proporcionales.

Los elementos correspondientes se llaman también homólogos.
La ,razón constante de cada par de lados homólogos se llama

razón de semejanza y nosotros la representaremos por la letra
griega p.

Para expresar que los triángulos A B e y A' B' C' son se­
mejantes escribiremos

6 A B e~ A' B' C'
Ejemplo:

Consideremos dos triángulos equiláteros A B C y A' B' C' (fig. 42).

A e B c'
f1g. 42

Si hacemos que se correspondan los vértices A y A', B Y B', C y C'
resultará:

1.0 Los ángulos homólogos sol} iguales :
1\ /\

IX = IX' = 60°
/\ /\

~ = W= 60°
/\ /\

Y = y' = 60°
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2.° Los lados homólogos son proporcionales:

a: a ' = b : b ' = e : e'
pues to qu e

I
a = b = e a ' = b ' = e '

Es tas dos observaciones nos permiten afirma r que dos triángulos equi­
lát eros son siempre semejantes.

122. Teorema fundamental de la semejanza.
Teorema:
TODA PARALELA A UN LADO DE UN Tl-UANGULO DETER-

MINA OTIW Tl~IANGULO SEMEJANTE AL PRIMERO. ¡ .

Demostración:
Sea la recta B' C' (flg. 45) paralela al lado B C. Esrablecíen­

do una correspondencia entre los triángulos ABe y A B' C' d~
\

manera que sean homólogos los vértices A y A , B yB: ,
e y C' , resulta que los ángulos homólogos son iguales

/\ /\
a = a

~ = ~: ~ por correspondientes
/\ ~ entre paralelas
T = T

Aplicando los dos teoremas de Tales a las rectas concurrentes
A A B Y A e cortadas

por las paralelas B e y
B' e : tendremos las igual­
dades siguientes

A B : A B' = A e : A C'
= Be; B' C=p

Con lo cual queda de- .
mostrado el teorema .

Observación:

B C. ' De la sucesión de re-
fig.45 zones iguales, que aca-

bamos de escribir, se deduce (párrafo 58).

( A B + A e + Be) : ( A B' + A C' + B' C' ) = [J

Lo cual nos dice que los perímetros de dos triángulos semejan­
tes están en la razón de semejanza.
142
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123. Primer caso de semejanza de triángulos. -Según

hemos dicho, la semejanza de dos trián gulos exige la igualdad de
sus tres pares de án gulos homólogos y la proporcionalidad de su s
tres pares de lados homólogos , o sea, en total, cinco condiciones.
Pues bien , si se cumplen dos de estas condiciones tamb ién quedan
satisfechas las otras tres . Así aparecen los diverso s casos elemen­
tales de semejanza de trián gulos que vamos a es tudiar.

1. 0 DOS TR IA"KGULOS SON SE :'IJEJ ANTES CUANDO DOS AN­

GULaS DE UNO DE ELLOS SON RESPECTIVAMENT E IGUALES A

DOS ANGULaS DEL OTRO .

'Demostración:

La hipótesis es (flg. 44):
/\ /\ /\ /\

a. = 0.' " ~ = W
Llevando sobre el lado A B un segmento A B" que sea igual a

A' B' Y trazando por B" la paralela al lado B C, habremos formado

A

A'

IIg .44

el triángulo A B" C" que, en virtud de lo demostrado en el párrafo
122, es semejante al A B C. Por otra parte, los triángulos A' B' C'
Y A ·B" C" son iguales, porque tienen

A' B' = A B"

Por consiguiente
" "

/\ /'"
W= AB"C"

6 A B C~ A' B' C'
como se quería demostrar.
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124. Segundo caso de semejanza. "
2.° DOS 'l'RIANGULOS SON SEMEJANTES CUANDO TIENEN

UN ANGULO DE UNO DE ELLOS IGUAL .A UN ANGULO DEL .

OTRO Y PROPORCIONALES LOS LADOS QUE FORMAN DICnOS

ANGULOS.

Demostración:
La hipótesis es (flg. 44).

"
A B : A' B' = A C : A' C'

A' C' = A C"
"

A' B' = A B"
"

En consecuencia,
iguales por tener

/\ /\
'J.= a.

Llevando sobre el lado B A un segmento A B" que sea igual
a A' B' Y trazando por B" la paralela al lado B C, habremos for­
mado el triángulo A B" C" que es semejante a A B C, según lo
.d ícho en el párrafo 122.

De esta semejanza se deduce la proporción

A B : A B" = A C : A C"
que tiene tres términos A B, A B" (igual a A' B') Y A C coinci ­
dentes con la proporción admitida en la hipótesis; por eso también
serán iguales los cuartos términos .

A' C' = A C"
los triángulos A' B' C' y A B" C" son

y en definitiva
6, A B C~ A' B' C'

como queríamos demostrar.

125. Tercer caso de semejanza.
3.° LOS TRIANGULOS QUE ,!,IENEN SUS TRES PARES DE

LADOS PROPORCIONALES SON SEl\íEJAN'l'ES.

Demostración:
La hipótesis es (flg. 44).
A B : A' B' = A C : A' C' ; A B : A' B' = B C : B' C'

Formando el triángulo A B" C" del mismo modo que en los
dos casos anteriores se verificará como entonces

6, A B C~ A B" e
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De esta semejanza se deducen las ' proporciones

A B : A B" = A C : A C" ; A B : A B" = B C :.B" C"
y comparando estas proporciones con las que forman la hipótesis
se obtiene

A' C' = A C" " B' C' = B" G'
y, como hemos tomado A' B' = A B", resulta que los triángulos
A B" C" y A' B' G son iguales; por consiguiente,

/:). A B C~A' B' G

como queríamos demostrar.

126. Cuarto caso de semejanza.
4.° DOS TRL~NGULOS SON SEMEJANTES CUANDO DOS LA­

DOS DE UNO SON PROPORCIONALES A DOS LADOS DEL OTRO

Y LOS DOS ANGULOS OPUESTOS A LOS DOS LADOS :MAYORES

SON IGUALES .

Demostración:

. La hipótesis es (flg. 44).
. A A

A B : A' B' = A C : A' C' ; ~ = W A C > A B A' G > A' B'
Formando el triángulo A B" G', como en los tres casos ante­

riores, tendremos '1
A B : A B "= A C : A C" de donde se deduce A' C' = A G'

Por tanto, en los triángulos A' B' C' y A B" C", se verifica

A /"" A' C' > A' B'
A' B' = A B" " A' C' = A C" " P' = A B" C" " A C" > A B"

Según el cuarto caso de igualdad de triángulos tendremos

/:). A B" C" r'-J A' 5 ' C'
por consiguiente

/:).A B C~A' B' G

como se quería demostrar.

EJERCICIOS

1. Los lados de dos triángulos
des siguientes:

a = 15 cm
b = 12 cm
c = 9 cm

A B C y D E P ti enen las lonqiiu-

d = 10 cm
e = 6 cm
t = 8 cm
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2. '

1 [

l

3.

4.

5.

6.

7.
8.
9.

10. ,

.. ,

Determinar si dichos iri ánqulos son semejauiee y, en caso afirma­
tivo señalo» pCl1;es de eleme n tos homólogos.
Un triánqul» A B C ti en e los s ig uie ntes eleme ntos:

a = 58 m '14(j°
b = 28 m

e = 74 m

Cal cular los elementos de nn triángulo sem ejante cn,1ja ra zón de se­
mejanza sea 1 :100.
Los lados de un tri ánqulo miden a = 27 cm ,. b = 33 cm ,. c = 12 cm .
Con struir uni triángulo semejante al anterior ,1j cnyo perimetro
sea 16 cm,
Construir un tl'icíngnlo .sen.J ej a nte a otro dado conociendo una al-
tura. .
Construir un triángulo semejante a otro dado conociendo una bi­
secirie.
C01ist1'ldr lln iriáuqulo sem ejante a otro dado cónocienclo una m e­
diana .
Construir 1¿n triángulo equi l átero conociendo su altura,
Construir 1¿n tri ánqulo conociendo SIlS tres alturas .
Determinar la l'azón entre las medianas homoloqa« de dos triángll­
los semejamtes .
Determinar la razón entre las bisectrices homólogas de dos iri ánqu»
los semejamies ,

I
1

1\
I

146



LECCION 28

LA SEMEJANZA DE TRIANGUl2,OS
(CONTlNlIA CJON)

1\ 1\
~ W

Por ser isósceles
los t~iángulosABe
y 'A' B' C' tendré­

.rnos
1\ 1\ 1\ 1\,
~ = y " W- y

de donde se deduce
1\ 1\
Y = '(

y en virtud del pri­
mer caso de seme ­
janza resulta (pé - .
rrafo 125).

A'

ng.45

t:::. A B e "'--' A' B' C'r \ t ~

B

127. Semejanza de triángulos isosceles.e-Los casos ele­
mentales de semejanza de triángulos estudiados en la lección ante­
rior, se simplifican cuándo lo s triángulos ofrecen alguna partícula-

. ridad . .

Por ejemplo, si los dos triángulos son isósceles se verifican Jos
siguientes teoremas:

. Lo DOS TRIANGULOS ISOSCELES SON SEMEJANTES CUANDO

UN ANGULa EN LA BASE DE UNO DE ELLOS ES IG UAL A UN

ANGULa EN LA BASE DEL OTRO.

Demostración:

La hipótesis es (flg. 45)

A

como queríamos demostrar.

2.° DOS TRIANGULOS ISOSCELES SON SEMEJ ANTES CUANDO

TIENEN IGUALES LOS ANGULOS OPUESTOS A LAS BASES. :
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La hipótesis es (flg. 45).
!I !I
a u'

como, por otra parte, se verifica la proporción

~
A B = A C

A B : A' B' = A e '. A' C' puesto que A' B' = A' C'

resulta, en virtud del segundo caso de semejanza (párrafo 124),
tJ. A B e~ A' B' C'

128. Semejanza de triángulos rectángulos.
En el caso de dos triángulos rectángulos se ~e'rifican las si­

guientes propiedades:

1. 0 DOS T RIANGULOS RECTANGULOS SON SElIIEJ AKTES SI

U~ ANGULO AGUDO DE UNO DE ELLOS ES IGUAL A UN ANGU­

L O DEL OTRO.

Demostración:

La hipótesis es (flg. 46)
!I !I
~ = W

e

c ' /

fig.46

!I !I
Y como, por otra parte, se verifica ~ = ~ ' = 90°, estamos en el
primer caso de semejanza (párrafo 125) y resulta

tJ. A B e~ A' B' C'
como queríamos demostrar.
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2.0 DOS TRIANGULOS RECTANGULOS SON SEMEJANTES sr
DOS CATETOS DE UNO DE EL LOS SON PROPOR CIONALES A .LOS

CA'l'ETOS DEL OTRO.

Demostración:

La hipótesis es (flg. 46)

A B : A' B' = A C : A' G

y teniendo en cuenta que los ángulos formados por dichos catetos
son iguales, estamos en las condiciones del segundo caso de se­
mejanza (párrafo 124) y por consiguiente

6,ABC~ A'B'C
como queríamos demostrar.

3.° DOS TRIANGULOS HEC'l'ANGULOS SON SEMEJANTES SI

LA HIPOTE NUSA Y UN CA'l'E'l'O DE UNO DE ELLOS SON PRO­

POHCIONALES A LA HIPO'l'ENUSA y UN CAT ETO DEL OTRO.

Demostración:

La hipótesis es (flg, 46)

A B : A' B' = B C : B' C'

y como, por otra parte, el ángulo a opuesto al mayor de los
lados BC y AB (o sea, la hipotenusa BC) es igual al ángulo a'

opuesto, a su vez, -al mayor de los lados B' G Y A' B' (o sea la
hipotenusa B ' C), estamos en el cuarto caso de semejanza (pá­
rrafo 126) y en consecuencia

6,ABC~ A'B'C'
como queríamos demostrar.

129. Triángulos de lados respectivamente paralelos.

Teorema:

DOS TRJANGULOS QUE TI ENEN SUS TRES PARES DE LADOS

HESPECTIVAMENTE PAHALELOS SON SEMEJ ANTES.

Demostración:

La hipótesis es (flg. 47)

A B II,A' B'
" BC 11 B'G ., CA 11 .e A~
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Como consecuencia del paralelismo de los lados se obtienen
las siguientes conclusiones:

t ." Los ángulos C( y C( ' son iguales o suplementarios.
2.a» » ~ y W » »» »

5.a » » ¡ y i > »» »

e

a'
A'.

~.~ .

Los tres pares a la vez no pueden ser suplementarios, pues en­
tonces

( C( + a ' ) + ( ~ + w)+ (¡ + y' ) = 180° + 180° + 1800

lo cual es imposible, pues la suma de estos seis ángulos ha de va­
ler 560°.

.Tampoco :puedenser suplementarios dos pares, pues si fuese
. a + a' = 180°

~ + W= 1800

¡ = y'

sumando miembro a miembro estas igualdades tendremos

C( + a' -f ~ +w+ ¡ . 5600 + t '

lo cual es imposible, por la misma razón expuesta en el caso an­
terior.

Ahora es ya evidente que dos pares de án-gulos han de ser
iguales, pero, entonces, por el primer caso de semejanza de .rrién­
gulos (párrafo 125) tendremos
, l ' ¡

6.ABC~A·B·C'
l •

como queríamos demostrar.

Consecuencia:
DOS TRIANGULOS QUB TIENE N SUS TRES PARES DE ·LADOS

RESPEQTIVAMENTE PERPENDIGUJ.,ARES SON SEl'IfEJANTES.
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B'

c '

p . p = p2
c h- .-
e' h'

EJERCI CIOS

lig . 48

11

e
D

S
S '

b

A
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1. Consirui» un triángulo is6sceles conociendo una altura y la raz6n
de sus lados desiguales.

2. Construir u n tr iángulo reci ánqulo conociendo la altura y la razon.
de sus catetos.

En efecto , basta aplicar a uno de dichos triángulos un giro
de 90° para que sus lados sean paralelos a los del otro.

130. Razón dejas alturas de dos triángulos semejantes.
Teorema:
LA RAZON DE DOS AL'l'URAS HOMOLOGAS DE DOS TRIAN-

GULOS SEMEJ ANTES ES IGUAL A LA RAZON DE SEMEJ ANZA.

Demostrac ión :
Sean A B C y A ' B' G (fi g. 48) los dos tri ángulos semejantes .
Al trazar las alturas homólogas C D y G D' se forman los

triángulos rectángulos A C D y A' C' D' que son semejantes
por tener los ángulos ag udos 'Y. y '1' iguales (pá rrafo 128-1.°)

De esta semejanza se deducen las igualdades
h : h' = b : b' = p

corno se quería demostrar. .
Consecuencia:
LA RAZON DE LAS AREAS DE DOS 'rRIANGULOS SEMEJ AN­

SES ES IGUAL AL CUADR ADO DE LA RAZON DE SEMEJ ANZA.
Demost raci ón:
Ll amando S y S ' las áreas de los triángulos semejantes A B C

y A ' B' C' (fi g . 48) tendremos

e
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3. L os catetos de un triángulo rect ángulo miden 16 cm y 4 cm . Cons ­
truir un tl:iángulo semejante a éste y CUYll ár ea sea 8 cm 2 .

4. _Deter minar la raz ón entre los radios de las circ iin ferencias inscri­
tas en dos triángulos semejantes .

5. Un lap iz que tiene 16 cm de longitud se coloca) 'Verticalm ent e, a l/na
dis tancia del ojo igual a 46 cm, de man era que una de las visuales
ex trem as sea horizontal y la otra pase p or la [lecha de una torre .
Determinar la altura de la torre sabiend o que la distancia del ob­
servador a ella es de 86)50 m. (E l ojo- del observador se supone
situado a 1,60 m del suelo) .

6. Ei reticu lo de nn an teojo tiene dos hilos hor izontales que in iercep­
tan una lonqitud. de 1 m sobre una mira colocada a 100 m del
punto de observa ción . Calcular la distancia entre este punto y la
mira cuando el segmento intercep tado sea de 7:i cm .

7. Las área s de dos t1'üíngulos semejantes son 108 cm 2 y 12 cm ",
tc uáuto 'Vale la razon. de semejanza?

8. Construir un triángulo semejan te a otro dado y cuya área sea
cuatro 'Veces mayor que la del prim ero.
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LECCfON 29

LA SEMEJANZA DE POLIGON'oS

131. Definiciones.-Se dice que dos polígonos son semejan­
tes cuando puede establecerse entre ellos una correspondencia de
vértice a vértice, de manera que los ángulos homólogos sean igua­
les y, los lados homólogos proporcionales. El valor con stante de la
razón de dos lados homólogos se llama razón de semejanza . Para
expresar que dos polígonos son semejantes emplearemos el
signo~.

Ejemplo:

Consideremos dos exágonos regulares (fig . 49).
Si ha cemo s que se correspondan los vértices A y A', B Y B', C y C' etc,

se obtiene una corresponden cia en la cua l los án gulos homólogos Cl y Cl' ,

b

(J

B

d D'
o'

C'

J' C'

h'

r.
A' El' B'

fig.49

,B Y W, y y y', etc . .son iguales , puesto que cada un o de ellos vale 120°.
Los lados h ómólógos son proporcionales , porque se 'verifica

I

a : a' = b : b ' = c : c' = d : d ' = e : e' = f : f '

y a qu e todo s los an tec edentes son iguales entre si y todo s los consecuentes
también.

De este ejemplo se deduce que <los pol ígono s reg ulare s conve x os de
ig üáJ número de lados son seme jan tes .
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132. Descomposición de dos polígonos semejantes.
Teorema:

DOS POLIGONOS SEMEJANTES SON DESCOMPUESTOS POR
" r ·.. . 1

LAS DIAGONALES nmlOLOGAS' EN 'r HIANGULOS SEMEJ AN'r ES.

Supongamos, por ejemplo, que se verifica (fig. 50)

D

A BCD B~. A' B' C' D" B'

Y lo que se trata de demostrar es
6. A B C~ A' B' C'
6. A C D~ A' C' D'
6. A D B~ A' D' B'

, i

(por hipótesis)
. -.' . ' -r , ,. ' r' I

(por ser 6. A BC~ A' B' ,e) ,', "
t. tí. ',J . )1 ' , l j

1\ /\
11 = 11'

Y en consec~en ~ia

Demostración :
Por hipótesis se verifica

~ = t- A B : A' B' = Be: B' C'
con lo cual ya está demostrada la semejanza de los triángulos
A B C y A' B' C'. / '.

Por otra parte se verifica
1\ 1\ /\ /\
. L - ' + r(1 -1 12 - ; 1 ')'2

1 Por otra parte
C D : C' D' = A B : A' B'

A C : A' C' = A B : A' B'
154
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y en ' consecuencia ..'
C D : G E' = A C : A' C'

De las dos últimas consecuencias se deduce -oi~ semejanza de
los triángulos A C D y A' C' D' . .

Repitiendo el razonamiento demostraremos, finalmente, la se­
melanza de los triángulos f\ D E Y A ' D' E',

Consecuencia: .

La razón de las áreas de dos polígonos semejantes es igual al
cuadrado de la razón de semejanza, I

133. Elementos homólogos.-La semejanza de dos polígo­
nos exige, ante todo, una correspondencia de vértice a vértice, de
la cual -se deducen otras.correspondencias; por ejemplo, delado a
lado, de ángulo a ángulo y de diagonal a diagonal. Estas corres­
pondencias pueden ampliarse de manera que un elemento cual­
quiera de un polígono tenga su homólogo en el otro.

Consideremos dos polígonos semejantes A BCD E Y
A' B ' C' D' E' (flg. 51). Sea M un punto cualquiera del primer

D

M
...' .......

/ : : '.. '., '...: .......

,:/ .....~... ...

B
fig.o¡

D'

e'

polígono que unido con los vértices A y B origina el trián-
gulo A B M. ' .

Si en el segundo polígono se construyen, sobre A' B:, los 'án-:
gulos a'¡ y ~'¡ que sean respectivamente iguales a al y ;'31 , obten­
drernos un nuevo punto M',

Cada dos puntos relacionados .enrre sí cornoM y M', diremos
que s_on homólogos.

lf>f>



Consideremos ahora un segmento M N (fig. 52) sttuado.sobre
el primer polígono. Si M es homólogo . de M' y N homólogo

de N', diremos que el segmento M N es homólogo de . M' N '.
Escribamos las proporciones ' )

A M : A ' M' = A B : A ' B' (por ser 6. A B M~ A' B' 'M ')

A N : A' N' = A B : A ' B ' (por ser 6. A B N~ A' B' N')

De estas dos proporciones se deduce

A M : A' M' = A N : A' N'

Y teniendo en cuenta que
/\ /\

'Xl = 'X\ (como diferencias de ángulos ígualee)

. l'

se deduce
6. AMN~A' M'N'

Esta semejanza nos permite escribir las igualdades

M N : M' N' = A B : A' B' = f)

Teorema: /
SI TENElVIOS DOS POLlGONOS S ElIm.J ANT]i~S , LA ltAZON DE

DOS SEGl\IENTOS HOMOLOGOS CUALESQUI ERA ES IGUAL A LA

RAZON DE SEMEJ ANZA.

Consecuencias:

I ." Lostriéngulos fo rmados por tres puntos cualesqulere -del
primer polígono y sus homólogos del segundo son sernejanres,'
puesto que tiene sus tres pares de lados proporcionales ! ' . ,

2.a Los ángulos determinados por dos segmentos del primer
polígono y sus homólogos del segundo son iguales, puesto j 'lile
siempre son ángulos homólogos de dos triángulos semelonies.'

3. a Los polígonos que tienen por vértices puntos cualesquiera '
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del pr im er polígono y sus homólogos del segundo son semejantes,
puesto que tien en sus lados homólogos proporcionales y sus ángu ­
los homólogos iguales.

4.:l _. La razón de los perím etros de los polígonos semejantes es
igual a la razón de semejanza.

134. La semejanza en general.-Las consideraciones pre­
cedentes nos permiten dar una definición general de la semejanza
de fi guras. o

Diremos que dos figuras son semejantes cuando puede estable­
cerse entre todos los puntos de la primera y todos lo s puntos de la
segunda una correspondencia uniforme de manera que los ángulos
homólogos sean iguales y las líneas homólogas sean proporcio­
nales.

La razón de semejanza de dos figuras semejantes suele llamar­
se escala.

Observación :

Dos figuras iguales también son semejantes y su razón de se­
mejanza vale la unidad.

A
.lig . 53

oo.

r • r

135. Figuras homoféticas.-Consideremos dos cuadriláte-
ros A BCD y A' B' G D' (figura 55) colocados de tal forma

que los pares de puntos homólo­
gos, A -:- A' , B - B', C - C',
D - D', estén alineados con un
punto V y además que los pares
de lados homólogos, A B-A' B',
BC-B'C', CD- C'D', . DA-D'A'
sean paralelos. Entonces diremos
que los cuadriláteros A BCD y
A' B' C' D' son homor érícos. En

B general,
Se dice que dos figuras son

homoréticas cuando pueden rel á­
cionarse punto a punto y recta
a recta de manera que cada dos
puntos homólogos estén alinea-
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fig.54

A B : A' B' = B C : B' C'
Del mismo mo do , escribiendo

Demos tración:

Observemos (flg , 55) qu e los cuad rilát eros ABCD Y :A'B'GD'
tie ne n s us á ngulos ho mólog os igu al es po r tene r s us lados parale­
los y diri gidos en el mismo s entido .
Tam bién exis te pro porciona lidad entre
los lados homólogos , pues to qu e en
virtud del s egundo teorema de Tales se
verifica n las proporciones

y por últi mo de las proporc iones

C D : C' D' = VD: V D'
D A :D' A' = VD : VD'

dos co n un punto llamado ce ntr o de hornotecia y cada 'dos rectas
hom ólogas s ea n paral elas .

C uando el ce ntro de hom oreci a está fuer a del s egm ento deter­
min ado por un pa r de puntos hom ólogos la homotec ia se llama di ­
recta y s i está den tro se lla ma invers a .

La fig . 55 repre senta una ho rno tecia directa y la flg. 54 una ho ­
mo tecla inversa.

La pro piedad más impo r ta nte de las figuras homotéticas es la
s ig uie nte : " '

DOS F IGURAS HOMOTE1'I CAS SON SEMEJ ANTES.

A B : A' B' = V 5 : V B'

BC: B'G=VB : V B'

de las cuales s e deduce

B C : 5' C' = V C : V C'
C D : C' D' = V C : V C'

se deduce -

B C : B' C' = C D : C' D'

se ·deduce
C D : C' D' = DA: D' A'

Las tres con clusi ones obtenidas pue de n refundirs e en una sola

A B : A' B' = B C : B' C' -:- C D : C' D' = DA : D' A'
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lig .55

que 'expreseIa proporcionalidad de los lados homólogos, con lo
cual queda demostrada la semejanza de dichos cuadriláteros . .'

ka razón de semejanza de dos figuras hornotétlcas se llama
también razón de homotecia yel centro de homotecia se llama cen­
tro de semejanza .
. ,¡- Si la hornorecía es directa la raz ón es positiva y si es inversa
la razón es negativa.
e Dada una figura plana poligonal y un centro de hornotecla es
muy fácil construir otra figura hcrnojérlce a aquélla. Por eSQ es
conveniente utilizar las propiedades de la homotecia para el traza­
do de figuras 'semejantes .

136. . f;l pantografo.e-El pantógrafo (fig. 55) es un ínstru­
mento que se utiliza 'para ampliar o reducir de tamaño una figura
plana. ,
.. ,. Se compone de dos rombos articulados A BCD y A B' C' D'
cuyo vértice:común A es un punto fijo. Si dichos rombos tienen

, F 8 9
~ 4g ~ ~ ~ o o

: ', ~ \' , ~ . t ' \

sus Iados.proporcíoneles serán homotéticos y en todo momento la
rectaC C' pasará por el punto A, que es el centro de la horno-
tecla. .
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IIg . 56

, Si en el punto e ha y un es tilete, llamado calcador, y en C' un
lápiz, llamado trazad or. mientras el calcador recorre el contorno
de una figura el trazador irá marcando otra figura semejante a
aquélla .

En la práctica se s uprimen las barras P' C' y B C; el instru­
mento com pleto tiene la forma que indica la fig. 56, El soporte de

fundición , P ida
fijeza al punto A,
centro de la ho­
motecia , que se
llama también
polo del pantó­
grafo, Los orifi­
cios abiertos en
las barras A B,
e D y F B' sir­

ven para modificar la escala de la reproducción, ¡

E JERCICIOS

1. ¿P uede n ser semejantes nn cuadrado y 11 n rombo?
'2. R epresentar a escala 1 : 100 u n solar recia nq ular ele 12J 80 m de

longitud y 9,50 1n de an chu ra .
3. Represent ar a escala 1 : 500 nn ca mpo recta ng ular de 42,30 m de

longitu d y 37J 60 m de anch. ura ,
4 . El aum ento lineal de /In microscopio es de 1 000 diá metros . Cal­

cular el aumento sup erfici al de di cho aparato.
5. El croquis de la fig. 57 representa el alza do de iut p uenie metálico,

Determina¡' la escala del dibl~jO .

~
~" " S5.()f} . _ 1?:--5500_. 1 gZ5o , - -",1 __._-_. __. 150.00 .-- 1..-----..-..97.50 ----1 55.{}{} _. ._~
l- - .._ _..__.._ - -.._ ~-_ _ _ __ .._ -- ------511,00 .••_•••.••••_ ••.••••~ _-•._.•-.-.__.•• , _.._ ~

IIg.57

6. Medis : las alturas de las vigas de cada t/'(( 1I1 0 y las longitudes c,le las
dis tintas barras delpuent e citado en el ejemp lo an terior, ,11 '

7. Demoeirar qne dos triánquloe situados en nn p lano y que tie len sus
lad os paralelos dos ~ dos son homot éticos, , • '_
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8. Trazar una recia que p ase p or la intersección de otras dos que se
cortan fu era de los límites del dibujo.

9. Trazar p or un. punto dado nna recta IJI/e pase p or la intersección
de otr as dos que se cort a n. fuera de los límites del dibujo,

10 . D emostrar que dos circu nferencias sit uadas en un p lano son siem-
pre homot éiicas , "

11. T~a;ar las tanqenie» comunes a dos circu nferencias .

,"

. (
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LECCIO N 30

RELACIONES METRICAS EN TRE LOS ' ELEMENTO S .DE
,', ' ,, : " . ,... • •• •• . 1 _

UN TRIANGULO

137. 1':1 teorema de Euclides.

UN CATETO DE UN TRIANGULO ES .MEDIO PROPORCIONAL

ENTRE LA HIPOTENUSA Y SU PROYECCION ORTOGONAL SOBRE

ELLA .

Demostración:

e

b

A

ih
,

D
8

flg . 58

p

B

Sea ABC (fl g. 58) el tri ángulo y h la altu ra que descompone
a la hipotenusa en los
segmentos m y n que
son proyecciones ortogo ­
nales de los catetos.

Observemos que '

~ABC ~ DAC

(por tener común el án­
gulo y).

En esta semejanza .. - . .~ _ .. . . --~ ~ ~ ._-.. ~ . - .~ ~ ~ ~~ ..-- ~ - - .--...... .-.--~ . - ---------.,
son lados homólogos a m n
y b , b Y n Y escribien­
do la proporcionalidad entre estos pares de lados tendremos

a :b=b :n

como queríamos demostrar.

138. El teorema de Pitágoras.- Recordando que la razón
de dos magnitudes es igual a la razón de sus medidas obtenidas
con una misma unidad , podemos suponer que los términos de
la proporción anterior son los números que expresan las medidas
de dichos elementos con una unidad previamente establecida.

Entonces podremos escribir la igualdad num érica

a n = b"
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Aplicando el teorema de Euclides al cateto e se dedu ce

a m = c2

Sumando miembro a miemb ro es tas do s igua lda des y
en cuenta qu e

a n + a m = a (n + m) = a~

resulta

teniendo

a2 = b2 + c2

que con stituye una nueva expresión del teorema de Pítégores.

EL CUADRADO DE LA HIPOTENUSA DE UN TRIANGULO

RECTAN GULO ES IGUAL A LA SUMA DE LOS CUADRADOS DE

LOS CATETOS .

Consecuencia':
De la anterior igualdad 'se deduce

, b2 .= a~ --' e'

lo cual nos ,dice que el cuadrado de un cateto es Igual a l cuadrado
de la hipotenusa menos el cuadrado del otro cateto. '

1 {l •

Observacl ón:" ~ - - .,

La expresión correcta del teorema de Pit égoras es ' ésta: el
cuadrado de la longitud de la hipotenusa de un trián gulo rectán gu­
lo es igual a la suma de los cuadrados de las lon gitudes de los
catetos. Sin embargo, por s er más breve, se . prefiere el primer
enunciado. .

139. El teorema de la altura.
EN TODO TRIANGULO RECTANGULO, LA ALT URA RELATI­

VA A LA HIPOTENUSA ES MEDIO PROPORCIONAL ENTRE LOS

SEGMENTOS QUE DETERMINA SOBRE ESTA.

Demostración:
Observemos (flg , 58) que 6:. C D A~ A D B (por ser ~ .. , 'l 2,

complementarios ambos del á ng ulo r), En esta s emejanza son
pares de ladós homólogos . . ¡

m y h, h y . n.
; . Dodremosescribir la proporción

m:h=h:n

que es lo que se quería demostrar.
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B
'I'Í- - ·-n" -·~·"".. --- __ - .. --- .

fig7:,o { . ¡ \

e

e

:h'
~ ' 1

Di

Observación :

1.a Si el ángulo opuesto al
lado a fuese obtuso (fig. 60) po­
demos reproducir el razona­
miento anterior, sin más altera­
ción que sustituir en vez de m el
valor e + n.

La fórmula final dice

a2 = b2 + c2 + 2 e n
164

·140 . Cuadrado de un lado de un friángulo.-Si en el
triángulo A B e (fig. 59) a representa un lado opuesto a un én -

e gulo agudo y trazamos la altura
(

h relativa al lado e habremos
formado dos triángulos rectán­
gulos Be Dy A e D. Apli­
cando el teorema de Plragoras al
primero de ellos tendremos

a2 = h21+ m" !l

.Sustituyendo en vez de h2 su
A B valor b2_n2

• obtenido aplicando el
.c--_._ .~ ••'-~"- - " -. - . ••• -- - - - . ----- •• • _- -+

n m teorema de Pitégor as al triángulo
n~. 59 A e D, tendremos

a2 = ( b2
- n2

) + m"

y teniendo en cuenta que m = e - n , podremos escribir

a2 = ( b2 - n" ) +(e - n )2

Efectuando operaciones en el segundo miembro resulta

a2 = b2
- n2 + e' -1- n2

- 2 e n

y simplificando queda la fórmula

a2 = b" + C2 - 2 e n

Esta fórmula nos permite establecer el siguiente

Teorema: \
EN TODO TRIANGULO EL CUADHADO DI!; UN LADO OPUESTO

A UN ANGULO AGUDO ES IGUAL A LA SUMA DE LOS CUADRA­

DOS DE LOS OTIWS DOS LADOS MENOS EL DOBLE PRODUCTO
I "

DE UNO DE ESTOS LADOS POR LA PROYECCION ORTOGONAL

DEL OTRO SOBRE EL.



H

fig . OI

p

\..
la cual -,nos permite enunciar el sigui ente

Teorema:
EN TODO TRIANGULO EL CUADRADO DE UN LADO OPUESTO

A UN ANG ULO OBTUSO ES IGUAL A~LA SUMA DE LO~ CUADRA­
DOS DE LOS OTROS DOS LADOS MAS EL DOBLE PROD UCTO DE

UNO DE ESTOS LADOS POR LA PROYECCION DEL OTRO SO-
• I

BRE EL.
I

2.a El teo rema de Pitágo ras es caso par ticula r de' cualquiera
de los dos teoremas es tudiados en es te párrafo, pues si el án gulo
opu esto al lado a es 'recto , la proyección ortogonal n vale cero y
las dos fórmul as anrerlores s e co rivierten en la igualdad '

a" = b' + c"
~ que es el teorema de Ditágoras.

y restando miembro .a miembro estas igualdades resulta

d¡"-d2' =4p. MH
\

Esta fórmu la nos dice que la diferenc ia entre los cuadrados de
las distancias de ~ a los pun tos 0 1 y 0 2 es igual a cuatro veces el
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producto del s emilado 0 1 , O2 por la proyecci ón ortogonal de la
mediana M P sob re dicho lad o. Como todos los puntos de la
recta P H dan la misma proyección ortogonal s obre ' 0 1 C)2,. es
( . _. ' _ .,. - ( ~ . __ .' - o_ y- ' "r . '- \,"1 " ' . • • , { ,

evidente que s i el punto P s é mueve sobre la recta P H variarán
las '(dis tancias d, y di pero la diferencia' I

, d i¡ - ¡ d'2 • '

permanecerá cons tante, puesto que sie mpre ha de valer 4 p., M H.
Por el contrario, si tomamos un punto Q exterior a la rectaP H

tendremos

que es un valor distinto de los anteriores.
Podemos resumir los ra zonamientos anteriores del modo si­

gu iente:
¡

EL LUGAR GEOMETRICO DE LOS PUNTOS DE UN PLANO CU-

YA DIFERENCIA DE CUADRADOS DE DI STANCIAS A DOS PUN-
, \

TOS FIJOS TIENE UN VALOR CONS'l'ANTE ES UNA RECTA PER-

PENDICULAR AL SEmIENTO QUE UNE LOS DOS P UNTOS FIJOS.

EJERCICIOS

1. L a longitud de un ca,teto es 4 m y su p royección ortoqonal sobre
la hipotenusa v ale 2 m . Calcular la longitud de esta hipotenusa .

2. La altura de un triángulo rect ánq ulo descompone a la hipotenusa
en dos segm entos que miden 12 cm y 30 cm. Calcular los ·catetos .

3 . La altura de un triángulo r ectángulo mide 6 cm y uno de los seg­
m entos en que descompone a la hipotenusa v a le 4 m. Calcular las

' longit udes d~ los tr es lados'del tr iángulo.
.4. Si .a y b son los lados con tiguos de un paraleloqramo y e y f

ías 'diagondles) demostrar que

2 (a: + b2) = e2 + f 2

5.' .Det~rmi1¡ar, la naturaleza del triángulo cuyos lados m iden 3) 4 Y 5
unidades.

6. 'E x a minar si es rectángulo, acu tángulo Ú obius ánqulo el tr iángul o
cu yos lados miden 30 cm, 25 cm y 10 cm .

7. L a bas e de un triángulo isósce les ?,nide 9 m y la altura relativa a
uno de los lados iqualesuale 6 m . Calcular el área de dicho tri-
ángulo . I .

8. .Calc ular. el á1'ea.de unt1'üingulo equilátero en función de eu lado!
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9. Calcular el radio de la circunferencia circunscr ita a un triángulo
equilátero en fun ción del lado.

10. L a distanc ia entre dos p untos A y B vale 7 m . Deierm inar un
punto X que cunip la las dos coiuiicio nes siguientes

XA +XB =7m

X A
2 + X B2 = 26,5 ~2

, "11. , Calcular una altura de un triángulo conociendo si~ s tres lados.
r
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. LECC/ON 31

RAZONES TRIGONOMETRICAS DE UN ANGULO AGUDO

e

8

8'

E'

1,~~. La tangente•.;:-S ea el.triángulo recténgulo ABe (flg..62)
Y consideremos el ángulo agudo o. B
que tiene por cateto opuesto a y por fI
cateto adyacente b.

Si construimos otro triángulo
rectángulo, por ejemplo el A C' B'
que tenga el mismo ángulo agudo (J.,

obtendremos otro cateto opuesto a'
C'

y otro cateto adyacente b", pero A a. b' h

observando que ambos triángulos !oll. u2

son semejantes (128-1. °) podremos ' escribir la igualdad

a : b = a' : b'

de la cual se deduce la siguiente propiedad:
EN TODOS LOS TR IANGULOS QUE POSEEN UN ANGULO AGU­

DO COMUN é':, LA RAZON EN'ERE EL CATETO OPUESTO A DI CHO

ANGULO y EL CAT ETO ADYACENTE TIENE UN VALOR CONS­

TANTE.

Este valor constante se llama tangente del ángulo O. y se re­
presenta por el símbolo tan (J. .

En virtud de esta definición podremos escribir la igualdad fun­
damental:

I tan O. = a : b I
Observando que a y b son dos longitudes se deduce la si-

guiente consecuencia:
LA TANGENTE DE UN ANGULO ES UN NUMERO ABSTRACTO.
Ej emplos: .
1.0 Calcular el va lor de la tangente de un ángulo de 45°.
Obse rvan do que, en este cas o, por ser el triángulo auxiliar isósceles se

veri fica a = b , tendremos
tan 45° = 1
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~ 2
2.0 Construir un ángulo cuya tangente sea igual a 3 '

Formemos un trián gulo rectán g-ulo A B C (fig. 63) que tenga por cate ­
E tos B C = 2 unidades , A C = 3 unidades y el án-

A
· gulo B A C será el pedi do.

~ Observación:

A ' e Si dos ángulos a y ~ tienen valores dls-
~ tintos, también sus tangentes tienen valores

fig. 63 J . distintos, pues si fuese

tan a = tan ~

los dos triángulos auxiliares serían semejantes por ten er s us catetos
proporcionales (128-2. O) en cuyo caso se ve rificaría

a = ~

lo cual es contrario a la hipótesis.

143. La cotangentev--Se llama cotangente de un ángulo
agudo, el número recíproco de la tangente de dicho ángulo. .

El símbolo de la cotangente del ángulo a es co t a lo cual nos
permite escribir. la siguiente igualdad fundamental:

Icot a=!da I
• Recurriendo al triángulo auxiliar A B e (fig. 62) tendremos

Icot a = b : a I
lo cual nos dice que ~

LA COTANGENTE DE UN ANGULO AGUDO ES LA RAZON EN­

TRE EL CATETO ADYACENTE Y EL CA'l'E'rO OPUESTO.

De la fig. 62 se deduce

tan ~ = tan (900
- a) = b : a

que comparada con la igualdad anterior nos dice:
1 I 1

cot a = tan (900
- a)

LA COTANGENTE DE UN ANGULO AGUDO ES IGUAL A LA
~ e"

TANGENTE DE SU COMPLEMENTO .

144. El seno y el coseno.-Si formamos la razón entre el
cateto opuesto al ángulo a (flg. 62) Y la hipotenusa se obtiene un
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número abstracto que se llama SENO del ángulo u. y se representa
con la abreviatura sen 0..

La igualdad fundamental es
-------I sen o. = a : C "-

Finalmente, la razón entre el cateto adyacente b y lahíporenu­
sa e se llama COSENO del ángulo 'l. y se representa con la ab fcvia­

' tura cos a.

La igualdad fundamental es
-------I cos o. = b : c

Observaciones:
1. a .De la figura 62, se deduce

sen p= sen ( 90° - 'l. ) = b : e

y comparando esta igualdad con la anterior resulta

cos o. = sen ( 90° - o. )

EL COSENO DE UN ANGULa ES IGUAL AL- SENO DE SU COM-
PLEMENTO. r 1

2. a Las cuatro razones que acabamos de definir, tienen una
importancia capital en la Trigonometría. Por eso se llaman razones
trigonométricas.

variación de estas
I

A

fig.64

Sean O X Y O Y (fig.64)
dos ejes .carteslanos rectangula­
res. Haciendo centro en O, .tra­
cemos una circunferencia cuyo
radio sea la .unldad de longitud
y consideremos el ángulo agu-

1- -..",~:...L---±,.--:::!L1X do z , colocado precisamente en
la forma que indica la figu h t
esto es con el vértice en el ori­
gen, un lado sobre \el eje ' de
abscisas y elotró en el primer
cuadrante.

Según las definiciones ' del
parrefo 144, tendremos le .1 .

145. Representación geométrica , y
razones.

a) El seno yel coseno.
y
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¡ 1 . J sen (J. = AH :-O A. - A B :' ti · A B
. --

cos a = O B : O A = O B : U = O B

De aquí se deducen las siguientes consecuencias :
1. a El seno del ángulo (J. es igual a la ordenada del punto A.
2. a El coseno del ángulo o: es igual a la abscisa del punto ,A.
y refiriéndonos a otro ángulo podremos escribir

e,

y

t------~~----:!.:-fx

sen X O Al = Al Bl COS X O ~l = O B1

En el caso particular del ángulo recto X O Y se deduce

sen 90° = Y O = 1 cos 90° = O O = 'b
, Análogamente podemos escribir

sen 0° = X X = O cos 0° = O X = 1

Observemos, finalmente, que mientras el ángulo o: crece de
0° a 90° el seno aumenta desde O hasta 1 y el coseno disminuye
desde 1 hasta O, pasando ambos por todos los valores inter­
medios.

b) La tangente.
Trazando por el punto X (flg . 65) la tangen te a la circunferencia

unidad y teniendo en cuenta la definición del párrafo 142, podre­
mos escribir .

tan a = A B :'0 B = C X: O X = C X: U = C X
.. di ·

De donde se . deduce que la
tangente del' ángulo a es igual a
la longitud del segmento C X que,
sobre la sernltangenre geométrica,
intercepta el lado extremo de di­
cho ángulo.

Refiriéndonos a otro ángulo
podremos escribir

tan X O Al = e X

En particular

tan 0° = X X = O

Si el ángulo vale 90°, el lado
extremo OY y la sernlrangente XC
son paralelos y no pueden cortar:
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tig.66

se a distancia finita del punto X; esto se interpreta escribiendo la
igualdad siguiente

tan 90° = 00

. Observemos, finalmente, que mientras el ángulo a crece de
0° a 90° la tangente crece desde cero hasta infinito pasando por
todos los valores intermedios.

e) La cotangente.
Trazando por el punto Y (flg. 66) la tangente a la circunferencia

de radio-unidad, tendremos

cot a = O B : A B = DA: D O = Y e : Y O = Y e : u = Y e
y e de donde se deduce que

la cotangente del ángu­
lo a es igual a la longi­
tud del segmento Y e .

Razonando del mis­
mo modo que hemos
hecho para el caso de la
tangente tendremos

cot 90°=0 ; cot 0° = 00,

Mientras ' el ángulo
crece de 0° a 90° la co­
tangente disminuye des­

de infinito hasta cero pasando por todos los valores intermedios.

EJERCICIOS I I

1. E xpresar los valores de las ra zones triqonom éin -ica« de lós ángulos
representados en la figura 67.

'n lJ(j,

u~ ,
~

ti\)'. 67

2. Calcular las razones trigonométricas de los ángulos de 60°,.
30° Y 45°.
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3. E xpresar la alt ura de un tl'iángltlo isósceles en fnn ción de la base
y el áng nlo en el vértice .

4. Un bastón mide 110 cm de longitnd y colocado verticalmente pro­
yecta , en Itn cierto instante, sobre terreno horizontal, una sombra
de 25 cm . Calcular la alt ur a de una torre que, en dicho instante,
p¡'oyecta una sombra de 3, 20 m.

5. Demostrar qne el seno y el coseno no pueden. alcan za¡' valores ma -
yores qne lo, unidad;

6. ¿Qué valores pueden alcan zar la tang ente y la cotange.ntel
7. ¿Cnal es el ángnlo cnya tangente es igual a la cotang ente'!
8. ¿Cual es el ángnlo cnyo seno es igual al coseno?

9. Constr uir nn ángulo cuyo seno valga +.
¡'l O. Constr uir un ánqu lo cuyo coseno sea O}j.

11. " Constl'ui/' un ángulo cuya tangente seá 4.
12. Construir un ángulo cuya cotangente sea 2.

175



LECCfON 32

TABLAS GONIOI\1ETRICAS

146. Objeto de las tablas.-El valor de una cualquiera de
las raz ones trigono metr icas define el ángulo con igual exactit ud
que su g rad uación sexagesimal o centesimal.

En términ os matemáticos, tan riguroso es hablar de un ángulo
de 60° sexeg'esi rnales corno de un ángulo cuyo seno vale 0,5. En
cambio, en las cuestion es. g ráficas tien en ventaja el empleo de di­
ches razones, pues sin necesidad del tran sportador se obtiene
mayo r precisión . T ambi én- en otros pr oblemas hay que pasar del
va lo r del éngulo al de al guna de sus razon es trigonométricas o
v iceve rsa. Po r tod o ello es indispensabl e disponer de-una s tablas
ll amadas goniométricas que registren , para el mayor núm ero po­
sible de ángulos, los valores de estas ra zon es.
, Al fin al del li bro pueden verse unas tablas goniométricas con

cinco cifras ,decim ales exacta s. Los ángulos varían de 10 en 10
mi nutos. '

Estas tab las se ll aman goniom étrices, y también naturales
para di stinguirlas de ot ras tabl as de uso muy parecido que se
ll aman tri gonométricas y también lo garítmicas. De éstas habla­
remos en otro curso.

147. Manej O de las tablas.

E l manejo de estas tabl as supo ne dos problemas.
r .« problema:
C on ocid o el ángu lo dete rminar el valor de una de las razon es

tr igono métricas .
Pa ra ell o conviene ad verti r qu e las tab las son de doble entra ­

da; ha y una puert a para lo s grados y otra para los minutos. Si
el nombre de la razón pedida encab eza la tabla, hay que buscar
lo s g rado s en la columna de la izquierd a y los minutos en la fil a
superi o r ; en el cruce de estas fila y columna se encu entra el valor
pedido .
,t74



sen 70° 50' = 0,94457
ta n 61° 10' = 1,81649

. Ejemplos:

sen 15° 20' = 0, 26443 cos 33° 10' = 0,83708
(. tan 50' = 0,01455 cot 13° = 4,33148

Si el. nombre de la razón buscada está al pie de la tabla hay
que leer los grados en la columna de la derecha y los minutos en
la fila inferior.

Ejemplos:

cos 65° 40' = 0,41204
cot 85° = 0,08749

. Si el ángulo no está en las tablas hay que efectuar una interpo­
lación.

Ej empl o:

Determinar el valor de sen 25° 13' .
Como este ángulo está compre n dido entre 25° 10' Y 25° 20' esc ribamos

sen 25° 20' = 0,42788
, • sen 25° 10' = 0,42525

diferen cia 0 ,00263

Observando que este incremento del seno corresponde a un
aumen to de 10' en el valor del án gu lo, podemos admitir que a un
aumento de l ' corresponde la décima parte de dicho incremento
o sea 0,000265.

.' Por consiguiente, a 5' corresponderá el triple:

sen 25° 15' = sen 25° 10' + 5 X 0,000265
= 0,42525 + 0,000789 = 0,42604 .

2.° problema.
Conocido el valor de la razón trigonométrica determinar el

ángulo.
Para ello se busca en las tablas el valor exacto de dicha razón

o los dos valores más aproximados, uno- de ellos por defecto y el
otro por exceso. En el primer caso se obtiene inmediatamente el
valor del ángulo; en el segundo hay que efectuar una interpolación .

Ejemplos:

1.0 Determinar ~ sabiendo que su cotangente vale 2,62791.
En la cuar ta tabla se ob tiene direct am ente

[j = 20° 50'

2.° Determinar G( sabien do que sen o; = 0,42604.
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Como en la s tablas no se enc uentra este val or del seno escribire mos los
dos valores más ap rox imad os

0 ,,12788 que corresponde a 25° 20'
0,42525 qu e corresponde a 25° 10'

por consiguiente el áng ulo en cuestión está com prendido entre 25° lO' Y
25° 20' .

Calculando las diferen cias

0 ,42604
0,42525

0 ,42788
- 0,42525

79 263

podremos for mar la sig uient e regla de tres:
Si el sen o aumen ta 263 cien milésimas, el áng ulo au menta 10' ; si el seno

aumenta 79 cienmilésimas el ángu lo aum en ta rá x .
Por con siguie nt e:

Determinar un ángulo cuya tangente sea la mitad de la cotangente.
Determinar im án gulo eruta tangente sea el doble de la cotangente.
Calcular las ¡'azones trigonométricas de los siq uienies án gulos.'

CJ. = 28° 16' ~ = 12° 40' 10" Y = 65° 34' 22"

= 3'x

EJERCICIO S

x = 25° 10' + 3' = 25° 13'

J.
2.
.'J .

y finalmente

cos ~ = 3,15018
cot i3 = 1,0980 .

4 . Calcular los áng ulos conociendo las razones trigonométricas si­
guientes.'

sen CJ. = 0 ,27432
tan y = 1,25

5. Resolver la ecuación
sen CJ.

sen CJ. + - - = 0 8
3 '

2 tan CJ. -

Calcular ,el ángulo CJ. que satisface la condición

1 3
- tan CJ. = 1 + """7 tan CJ.
2 D

7. Representar las gráficas de las funciones seno, coseno, tanq enie y
cot angente haciendo uso de las tablas ,

6.
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LECC/ON JJ

RESOLUCION DE TRIANGULOSRECTANGULOS

148. Objeto de la Trigonometrfa. -La Trlgonomerrta es
una rama de la Matemática que tiene por objeto la resolución de
triángulos.

Resolver un triángulo es calcular sus elementos conociendo los
valores de otros elementos, llamados datos, en número suficiente
para que el triángulo esté determinado. .

Así, por ejemplo, para resolver un triángulo es preciso conocer
tres elementos. En el caso del triángulo rectángulo, bastará cono­
cer dos elementos.

La característica de la Trigonometría es que todos los desarro­
llos son numéricos. El cálculo aritmético' o algébrico desplaza to­
talmente a las construcciones geométricas.

149. ' Casos elementales de triángulos rectángulos.-Los
casos elementales de resolución de triángulos rectángulos son los
que a continuación se expresan.

1ero caso.
Daros.t--La hipotenusa e y un ángulo agudo a. (flg. 62).
Incógnitas.-EI éngulo agudo ~

Los catetos a y b
Fórmulas: '
Ante todo se verifica

~ = 90° - a.

De las formulas sen a. = a : e cos a. = b : e (párrafo '144),
se deduce inmediatamente

a = c sen a. b = c cos a.

Bastará calcular los valores de sen a. y cos a. mediante las ta­
blas gonlométrlcas para obtener enseguida las longitudes de los
catetos a y b.

Ejemplo:
Datos: e ~ 5 m C( = 40°
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De las tablas goníom étrtces se obtiene

sen 40° = 0,64279 cos 40° = 0,76604

Y aplicando las fórmulas expue stas tendremos

~ = 90° - 40° = 50°
a = 5 m X 0,64279 = 3,214 m
b = 5 m X 0,76604 = 5,850 m

2.° caso:
Datos.-Un cateto a y un á ngulo agudo o. (flg , 62).
Incógnitas .-EI ángulo agudo ~

La hipotenusa e
El cateto b

Fó rmulas :
Ante todo se verifica

p= 900 -a
, ; . . ~ ,

De la fórmula sen o. = a : e (párrafo 144), se deduce r

e = a : sen a

. Finalmente.de la fórmula ' cot a = b : a (párrafo 145) se deduce
b = a co t«

Ej emplo :
Dat os: a = 20 ,3 cm ':J. = 31° 10'

De las tablas gonlom étrícas se deduce

sen 31° 10' = 0,51753 cot 31° 10' = 1,65357

Y aplicando las fórmulas expuestas tendremos

~ = 90° - 31° 10' = 58° 50'
e = 20, 5 cm : 0,51753 -- 39,6 cm
b = 20, 5 cm X 1,65357. = 55,9 cm

3er. caso:

Datos.-Los dos catetos a y b (fig. 62).
lnc ógn íta s.s--La hipotenu sa e

Los án gulos agudos o. y ~

Fórmulas :
Del teorema de Pir égora s, c2 = a2 + b", se deduce

e = \/ a 2 + b'

El cálculo de los án gulos a y ~ es inmediato en virtud de la
fórmula .
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y teniendo en cuenta que a y ~ son complementarios tendremos

~ = 90° - a. o bien cot ~ = a : b
Ejemplo:

Datos: a = 15 cm b =lO cm

virtud de la

Aplicando las fórmulas expues tas , tendremos

e = V~25 cm' + 100 cm" = \ /525 cm" = 18,0 cm
tan a. = 15 cm : 10 cm = 1,5 de donde

u. = 56° 19' ,3 = .90° - 56° 19' = 55° 41'

4.° caso:
Datos.-La hipotenusa e y el cateto a (flg. 62).
Incógnitas. -El cateto b

Los ángulos agudos ~ y ~
Fórmulas :
Del teorema de Ditágoras se deduce

b = Ve' - a 2

El cálculo de los ángulos u. y ~ es inmediato en
fórmula

sen u. = a : e (párrafo 144)
y teniendo en cuenta que u. y ~ s on complementarios tendremos

~ = 90° - u. o bien cos ~ = a :-c
Ej emplo:

Datos: c = SO m a = 25 m

Aplicando las fórmulas expue stas .tendremos

b = V6400 m" - 625 m" = \15775 m' = 76,0 m

sen u. = 25 m : 80 m = 0,51250
de donde

a = 17° 21' i~ = 90 - 17° 21' = 72° 59'

EJERCI CIOS

un triángulo j'cctángulo conociendo los siguientes ele-

'11.

2.
.'J .
4.
5.

R csolcer
menios:

c = 37 cm
a = 1 25 m
a = 1 210 m
c = 500 m
b = 92 cm

C( = 65° 30'
C( = 1So 20 '
h = 670 m
a = 230 m
~ = 2So 40'
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6. a 2,5 km ~ ' = ,110
• 16'

7. b 180 111 , '1 = 12° 50'
I 8, e 340 dcm b = 130 d m .
.9. L a pendiente de un tramo de carretera es O, f O. Colcu lar el ángu lo

de subida .
10. Un funicular sa lva un desn icel de '200 m; el á nqu lo 'de sub ida es

de 80° . Calcular la longitud de la oia,
11. L a visual diriqida a un campamento, desde la barquilla de un

globo de obser vación, forma ' un ángulo de 25° con la certical; el
globo está a 2000 m de alt/ir a. Calcu lar la dista/ida al cam­
p am ento.

12. La latitud geog¡'áfica de Madrid es 4.9° 24' 29,9" . Calcular el
ra di o del p aralelo terrestre que p asa p or esta capita l . (E l r~d;io del.
meridiano terrestre se supone igual a 6870 km) . .
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, L E C C / O N 34

PROPORCIONALIDAD DE SEGMENTOS EN UNA
CIRCUNFERENCIA

' C

flg. 67

150. El teorema de la cuerda.-Sean AB y CD (flg. 67)
dos cuerdas de un una circunferencia que se cortan en el punto
interior E. Si trazamos los segmentos auxiliares AD y BC se
forman los trián gulos AED y BEC que son semejantes, puesto que

r -: -<:
A E D = e E B (por opuestos por el vértice)

/\ /\
A D E = C B E (por estar inscritos en el arco A C)

De esta semejanza' s~ deduce la proporción

EA : EC = ED : EB
y escribiendo que el producto de ex­
tremos es igual al producto de medios
tendremos

EA . EB = EC . ED
Así queda de~ostrado el siguiente
Teorema:
LOS SEGMEN'I'OS EN QUE SE DES­

COMPONEN DOS CUERDAS DE UNA
\

CI R CU NF E R E N CI A SON INVERSA-

MENTE PROPORCIONALES.

151. El teorema de la secante.-Sean E B Y ED (fig.68)
dos secantes a una circunferencia que arrancan del punto exte ­
rior E .

Si trazamos los segmentos auxiliares A D Y B C se forman los
triángulos A E D y'CE B, que son semejantes, puesto que tienen
común el ángulo en E y además,

/ "- /\
E D A = E B C (por estar inscritos en el arco A e )
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lig .68

B

De esta semejanza se deduce la proporción

E . EA:EC=ED :EB
o lo que es igual

EA.EB =EC .ED
Así queda demostrado' el si­

guiente
Teorema :

SI TENEM OS UNA CIRCUN­

FERENCIA Y UN PUNTO EX'·

'r ERIOR, LAS SECANTES COM­

PLETAS , QUE SALEN DE DI ­

CHO . PUNTO , SON INVERSA­

~rENTE PIWPORCIONALES A

SUS SEGMENTOS EX 'rERIORES.

E

152. El teorema de la tangente.-Sean E A Y E T (flg, 69)
una secante y una tangente a una circunferencia. Si trazamos los
segmentos auxiliares A T Y B T se forman los triángulos A E T y'

t
T B E que son semejantes, puesto que tienen común el ángulo E
y además,
/ \ / \

E A T -~ B TE '(por ser inscrito y semi -inscrito' en el arco B T)

. De esta semejanza se dedu­
ce la proporción

E A : E T = E T : EB
y de esta la igualdad

EA. EB=ET 2 A

A,Sí queda demostrado el
siguiente

TEOREMA:

SI DESDE UN PUNTO EX-
TERIOR A UNA CIRCUNl<-'E- lig. 69

RENCIA SE TRAZAN UNA SECANTE Y UNA TANGENTE, ESTA

ES MEDIA PROPORCIONAL ENTRE LA SECANTE COMPLETA Y

SU SEmmNTO EXTERIOR.
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Consecuencia : ' ,

Las longitudes de las dos tangentes trazadas a una circunfe­
rencia desde un punto exterior son iguales.

153. Potencia de un punto respecto a una circunferen­
cia.-Si por un punto P (flg, 70) interior a una circunferencia se

B trazan diversas cuerdas A B, C D,
E F, . G H , etc, sabemos que se ve­
rifican las igualdades siguientes:

PA. PB=PC. PD=PE . PF ' PH. PO

El valor constante de estos pro­
ductos se llama potencia del punto P
respecto a la circunferencia.

Ejemp lo:

Si ten emos una circ unfere ncia de 8 Cm
de di ámetro 'la poten cia de su centro será

4 cm . 4 cm = 16 cm?

Si el punto P fuese exterior (fi g. 71), trazando las dos tangen­
tes PT¡ ,PT2 Y diversas se­
cantes, P A, p e, P E, etc ten­
dremos, en virtud de los teore-
mas de la secante y la tangente e P

PT:2= PT/ = P A . P B
= PC.PD=PE.PF
El valor constante de estos

productos se llama potencia
del punto P respecto a la cir- lig. 71 I

cunferencia .

IIg. 72

Ej emp lo:

La potencia del punto P (Hg . 72) es

P A . P B = 1,5 cm . 4,3 cm = 6, 45 cm?

Observación:

Teniendo en cuenta que los dos
segmentos P A Y P B, cuyo producto
determina la potencia del punto P, tie­
nen sentidos opuestos cuando el pun -

,;
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ro P es interior (fi g. 70) Y el mismo senti do cuando el punto P es
exteri or , pond remos signo negativo a las po tencias de los puntos
interiores y signo positi vo a las pot enci as de los puntos exte ­
riores.

f1g. 73

0<----.,-+---.::0.. P

lig .74

154. Expresión general de la potencia de un punto.-En
el caso del punto exteri or (fig . 75) la po tencia , según sabemos, es
el cuadrado de la tangente P T ,pero
como el triángulo O P T es rectán­
gulo en T , tendremos en virtud del
teorema de Pitágoras .

Potencia de P = P P = d2
- r2

Si el punto fuese interior (fi g. 74)
trazaremos la cuerda A P 5 perpen­
dicular al di ámetro P O Y teni endo
en cuenta que P es el punto medio

dela cuerda A 5 , la potencia de este punto
valdrá - A P2.

Aplicando el teorema de Pitágoras al trián­
gulo- O P A se tiene

t--;-+--.~----I
A p 2 . r2- d2 de donde - A p 2= d2- r2

y por con si gu iente
Potencia de P~= d2 - r2

que es la misma. fórmula obtenida en el
caso del punto exterior.

Así queda demostrado el siguiente

Teorema:

LA POTENCIA DE UN PUNTO RESPECTO A UNA CIRCUNFE­

REN CIA ES IGUAL AL CUADRADO DE LA DISTANCIA DEL PUN­

TO AL CEN'r RO ME~OS EL CUADRADO DE L RADIO .

Observación:

Aun que, hasta ahora, nad a hemos dicho del' caso en que el
punto P pertenezca a la circunferencia, el teorema anterior nos
dice que en ese caso, la potencia vale cero , pues su expresión
toma la forma

r 2 - r 2 = 0
184
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EJERCICIOS

1. Construir pares de segmentos cuyo produc to sen 16 cm 2 •

2. Construir dos segmentos inversamente P¡·op.orcionales a los segmen­
tos a y b dados .

3. Calcular a qu¿ distancia delpico de Peñaqolosa emp ieza a verse, en
un día claro, un buqu e que se acerca a la costa. (L a al tu ra de este
pico, sobre el nivel del mar) es 1 813 m j el ra dio terrestre se sup one
de 6 370 km) .

4. Calcular los alcanc es de dos far os cuyas alturas , sobre el nivel del
'mar , son {j m y 20 m, resp eci icame nie,

{jo Calcular la p otencia , respecto al meridiano terrestre, del pico del
E verest a 8 890 m sobre el niv el del mal'.

6. Las potencias de dos puntos respecto a una circunferen cia valen
20 cm2 y 40 cm», tCual de ellos está más prátcim o al centro?

7. La potencia de un p unto es 62/5 m", Calcular la longitud de las tan :
gentes trazadas desde di cho punto a la circunferencia .

8. Dada una cir cunferencia de .5 cm de radio construir el luqa» qeo­
métrico de los puntos cuya potencia vale - .9cm" ,

9. Una circ unferencia ti ene 2.5 cm de diá-metro . Calcular la p otencia
de 1tn punto que dista 6 cm del centro.

10. L a potencia de un punto es - 2.50 000 cm2 y dista del centro 2 m .
.Calcular el radio de la circ unferenc ia ,

185
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LECCJON 35

EJE Y CENTRO RADICALES .'

155. E je radical d e dos ci rcunferencias.-Sean 0 1 y O 2

(fig. 75) dos circu nfere ncias y P un punto que 'tenga igual 'potencla
res pecto a cada una de ellas. Record ando la ex presió n dé la po­
tencia, exp licada en el párrafo 154, tendremos

de donde se dedu ce

p

fi ~ . 75

Esto significa que cualquier punto del plano que tenga igual po­
tencia respecto a
las circunferencias
0 1'y 0 2 pertenece
al . lugar gcom étrl­
ca de los . puntos
cuya diferencia de
cuadrados de dis­
tancias a los pun ­

-+----~:------t--+--+--*---t-tos 0 1 y 0 2 val e
r12""":"" 1'22• Según sa­
bernostparre fot-tt )
est e lugar geomé­
trico es la recta
P A perpendicular
a 0 102.

Por ot ra par te, s i X es un pun to cualquiera de dicha rec ta , tiene
igual potencia resp ecto a ambas circu nferencias , pues de

X 0 1
2
-- X 0 2

2 = 1'1
2

- 1'/
se deduce

En resumen:
SI TENEMOS DOS CIRCUNFERENCIAS COPLANARIAS, NO CON­

CENTRICAS, EXISTEN INFINITOS PUNTOS QUE POSEEN LA sus­
186



IIg. 76

:M.A1POTENCIA RÉ8PECT,0 DÉ AMBAS CIRCUNFERENÓIAS y SU

LUGAR GEOJ\IETmCO ES UNA RECTA , LLAMADA EJE RADICAL,

(¿DE ES PERPÉNDI CULAR A LA LINEA DE LOS ·CENTIW 8. ". , . '

156. Caso de dos circunferencias secantes.-Si las dos
circunferencias son secantes (fig.,j6) los puntos de intersección
A y B pertenecen al eje radical,
pues sus potencias res pecto a am­
bas circunferencias va len cero (pá -
rrafo 154, observación). Por consi.- u

guielité en es te caso el ~j e radical
es la erecta A B. o,

, EL EJE RADICAL DE DOS CIR­

CUNFERENCIAS, SECANTES ES LA

'SECANTE COMUN.

. :

157,. Caso de dos circunferencias tangentes.-Si las dos
circunferencias son tangentes en el punto A (flgs . 77 y 78) el eje

1I¡;. 77 IIg.78

radical tiene que pasar por A y, como ha ,de ser perp endicula r a
la línea de los centros , resulta que es la tangente común.

EL EJE RADICAL DE DOS CIRCUNFERENCIAS 'l' ANGE N'I'ES

',ES LA TANGENTE COMUN:

158. Caso de dos circunferencias exteriores o lnterio­
re.s:~En 'cualquiera de estos dos casos resulta muy fácil trazar el
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eje radical recurriendo a una circunferencia auxiliar que corte a las
dos prim eras.

Sean 0 1 y 0 2 (flg . 79) las dos circunferencias cuyo eje radical
queremos con struir. Tracemos la circunferencia auxiliar E con la
única condición de que corre a 0 1 y O 2 ,

Según lo dicho en el párrafo 156,

A B es el eje radical de 0 1 y E

CD es el eje radical de E y O2

Por consiguiente, el pun ­
to M tien e, por una parte,
igual potencia respecto a
0 1 y E y, por otra, igual
potencia respecto a E y O 2 ,

D~ aquí se deduce que el
punto M pertenece al eje
radical de 0 1 y O 2 , Tra­
zando por M la perpendi­
cular a la recta 0 1 O 2 de
los centros, tendremos el
eje radical pedido.

d

fig . 80

159. Caso de dos circunferencias concéntricas.-Hasta
ah ora hemos estudia do solo ca sos de circunferencias excéntricas.
Cuando las dos circunferencias sean concéntricas (flg , 80), es fácil
ver que no existe ningún
punto del plano que tenga
igual potencia respecto
de ambas circunferencias,
pues la igualdad

d2 - 1'12 = d2
- 1'22

es absurda, por ser dis­
tintos los radios 1'1 y 1'2 •

Por consiguiente:
DOS CIRCUNFERENCIAS CONCENTRICASCARECEN DE EJE

RADICAL .

160. Centro radical de tres circunferencias.- -Considere-
llj8



A

mos tres ci rcunferencias cuyo s centros, 0 1 , O 2 Y O :> (fi g. 81) sean
vértices de un triángulo . .

Si A B Y e D son los ejes radicales de las ci rcunferencias
0 1 - O 2 Y 0 1 - 0 3 , su intersección X es el único punto del

plano que tiene igual po­
tencia respecto de las
circunferencias dadas ;
por él pasa también el
eje radical de las circun ­
ferencias 0 2- 0 3, Este
punto notable se llama
centro radical de las tres c,

circunferencias.

Observación:
Para que exista el cen­

tro radical es indispen­
sable que los centros de
las tr es circunferencias

lig .81 sean vért ices de un trián -
gulo, pues si dichos puntos están en lí nea recta los ejes rad icales
son paralelos y no se obtiene el centro radical.

EJE ROI OIOS

1. Determinar un punto que esté sobre una recta dad a y cuyas tan­
gentes a dos circ unferenciae dada s tenga n longitudes iguales,

2. Construir varias circunfere ncias que tengan) con nna circunferen ­
cia dada) un eje radical dad o.

3. Determina¡' la p osición relativa de dos circ un ferencias conociendo
nna de ellas y el ej e rad ical de ambas.

'4. Determinar un pU1~to desde el cual las tangentes a tres circunferen­
cias dadas tengan longitudes iguales.

5. D ada una circunferencia y una secante conetruir otra) cuyo centro
esté sobre la primera , y de mane1'a que el ej e radical de ambas sea
dicha secante .

6. Se dan un punto y dos circ un ferencias , Constr uir otra circunfere n­
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cia que) en unión de aquéllas, tenga como centro radical el plln0
dado .

7. Construir una circunferencia que pase pOi' dos puntos dados y -sea
tangente a una recta dada.

8. Construir una circ un ferencia qlle pase por dos puntos dad os y sea
tangente a otra circun ferencia dada .



CUADRATURA DE POUGONOS

161~' Definiciones.
Los problemas referentes a Ja determinación de áreas de su­

perficies se llaman, en general, cuadraturas. Efectuar la cuadra­
tura de un polígono, de un círculo o de un 'elipse es hallar las
áreas de estas figuras. Las cuadraturas, así conslderadas. Ison
problemas de carácter aritmético. '

Otras veces las palabra cuadratura se interpreta en un sentido '..J

puramente geométrico adoptando la siguiente definición:
, Efectuar la cuadratura de una superficie es construir un cua­

drado equivalente a ella.
En este sentido emplearemos la palabra cuadratura en los pá­

rrafos siguientes . :

lig. 82

E

Vamos a explicar la marcha sobre
un ejemplo.

Sea A BCD E (fig. 82) un pentá­
gono que queremos trasformar en

~
cuadrilátero equivalente.

Tracemos una diagonal A D que
.. . e deje un vértice intermedio E. La pa-

/ ralela por este vértice a la diagonal
/ A D corta al lado C D en el punto D'.

'"------.-JB Observemos que los triángulos A D E
Y A D D' son equivalentes, pues tie­
nen la misma base y alturas iguales.

Por.consiguiente, si del pentágono suprimimos el triángulo A D E
191

162. Trasformar un polígono en triángulo equivalente.
- Para resolver este problema basta saber el modo de construir un
polígono equivalente a otro dado y que tenga un lado.menos que
éste, pues repitiendo la misma construcción con cada uno de los
resultados ·se obtendrá, finalmente, un triángulo que cumple la
condición impuesta. ;

D'



y a ñadirnos el A D D' se obtiene un cuadrilátero A BCD' equi­
valente a dicho pentágono. Repitiendo análoga construcción con
el cuadrilátero obtendremos un triángulo equivalente al pentá­
gono.

flg.83

A

E ,....+---~----,D

. 163. Trasformar un triángulo en rectángulo equíva-
Jente.-Sea A B e (flg . 85) un triángulo la paralela me-
dia a la base A B. Si por los extre­
mos de esta base trazamos las per­
pendiculares A E Y B D se formará
un rectángulo A B D E equivalente al
triángulo dado.

En efecto: ambos tienen la misma
base A B, pero si la altura del trián­
gulo es h, la del rectángulo será {-.

Por consiguiente :

Area del triángulo A Be = +.h . A B

Area del rectángulo A B D E = +.A B

Ambas áreas son iguales, como queríamos demostrar.

164. Cuadratura de un rectángulo.

Sean m y n (flg. 84) los lados de un rectángulo . . Represen -:
raudo por x el lado del cuadrado equivalente a dicho rectángulo,

se verificará, en
virtud de la igual­
dad de áreas

x2 = ro n
n Regla:

PARA EFECTUAR

m x LA CUADRATU-
.fl g, 84 HA DE UN RE C-

rrANGU LO BASTA CONS'l'RUIR UN CUADRADO CUYO LADO SEA

.l\JEDIO PROPORCIONAL A LOS LADOS DELRECrrANGULO.

165. Construcción de medios proporcionales.

El teorema de Euclides (párrafo 1(7) y el de la altura (p érra­
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fo 139) nos enseñan dos procedimientos para construi r el medio
proporcional a dos segmentos dados m y n.

1e r. método.

Se construye (fig. 85) la di ferencia e B de los seg mentos
m y n. Tomando como diámetro A B se describe una sernlci r-

m

·ll

.... . . ............ ..... . ... ..- - - -- ..
m

IIg.85

A B e
4- - -- . • - --- - - _ . "- - .. oo - _. _ .. - - - - - .. ~m n

f1g.86

cunferencia y trazando por e la perp endicular a este diámetro se
obtiene el punto D que unido con A nos da el segmento A D,
que es el medio proporcional pedido.

Demostración :

Observemosque el triángulo A D B es rectán gu lo en D y, se-
gún el teorema dé Euclides, el cateto A D es medio proporcional

entre la hipotenusa m y la
proyección orto gonal n de
dicho cateto sobrela hipo­
tenusa.

2.° métod o.
Sobre el seg mento A e

(fi g. 86), suma de m y n,
como diámetro, se con s­
tru ye una semici rcunferen-
cia . Trazando por B la

obtiene el segmento B D, queperpendicular a dicho diámetro se
es el medio proporcional pedido.

Demostración :

Basta observar que el triángulo A e D es rectán gulo y , según
el teorema de la altura , B D es medio proporcional entre los seg­
mentos, m y n, en que descompone a la hipotenusa.
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, 166. Cuadratura de polígonos.-De lo dicho se deduce el
siguiente procedimien to para efectua r la cuadratura de un polígono.

1.° . Se convierte el polígono en ot ro equivalente que tenga un
.lado men 9s. . J, ' • , ' . 1 ,

2.° Se repite la construcción anterior sobre cada nuevo pol!-~

gono ha st a obtener un triá ng ulo . .
5.° Se con vierte es te trián gulo en rectángulo equiva lente.
4.° Se construye el medio proporcional a los do s lados de

este rectá ngulo. I

5.° El cuadrado que tien e por lad o es te medio proporcional
es la solución del problema .

•
EJERCI CIOS

cu ya lonqiiud sea Y3
cnya longitud sea \ / i)

cuya long itud sea VS~

cuya lpngitnd sea ~ V'S0

2.

i .

4 .

8 .

1. Trasformar un. tri ánqulo en Ot1'O equica lenie que tenga u n á ng ulo
dado.
Tra sfor mar /lI~ t1'iángulo en otro equica len ie que, ~ea isósceles y
tenqa .p or aliura. un segm ento dado . .
Tr asfor m ar un triángulo en otro equivalente que sea rectá ng ulO" . y
tenga p or cateto una al tura de aquél. . . .
'l'rasforrna»: un truinqulo en otro equicale nte que Sea rectángulo y
tenga p or cateto un seqmen io dado. . '

;j • . . Tro.sforttuir un pnraleloqramo en otro equicalente ciuto s lados tCol ;~

gan dimensiones dadas .
6. ¡ D escomponer un t1'iáng ulo en dos partes equicaleniee mediante una

recta qne pase por un vért ice.
Descomponer un triá ng ulo en ci nco 'p artes equ ivalentes mediante
recias que pasen p or u n u ériic e.
Traeformar un Ú'icíng nlo en rectanq ulo equ ivalen te cnya base sea
un segm en to dado .
ConstJ:uir nn triángu lo equ ilátero equ ivalente a un tr iá ng ulo da do.
Constr uir un triángulo equiv alente a un triángulo da do y cit yos
vértices estén sobre rec ta s dadas ..
Dados una circ unfe rencia y un triángulo interior , constr ui r nn
tria nqulo equic alenie a éste y cuyos c ériices estén situados en la
circ un feren cia .

Con struir un segmen to

Construir un segm ento

.Conetruir un segmento

Construir nn segmen to

8.

11,

ts.
14.

9.
10.

12.

15.
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LECCION :57

DIVISION ARMONICA y SECCION AUREA DE SEGMENTO

167. Puntos conjugados armónicos.

Si tenemos, sobre una recta, dos puntos fi jo s A y B (fi g. 36)
Y trazamos los dos puntos X y X' que dividen al segmento AB
en una cierta razón, diremos que lo s puntos X y X' son con ju ga ­
dos armónicos respecto de lo s puntos A y B .

Cada valor de la razón nos dá un par de puntos conjugados
armónicos.

Consecuencia:

Sobre la recta A B exis ten infinitos pares de puntos conjuga­
dos armónicos respecto ' de A y B.

168. Construcción del conjugado armónico de un punto
dado.

M étodo geométrico :

Por los pun tos A y B (fl g , 87)

fig 87

,

CA: CB = DA: DB = m: n

Método aritmético:

Explicaremos este método sobre un ejemplo .
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Sean A B = 24 cm y A e = 20 cm (fig.88) Y queremos
calcular la distancia A D.

.20cm..-._- -- _- -.. .. .... ...•- --..-- -.---.- _ ..
Al ¡~~ , b

lo··· ···· ----.- . •. . . .. - ..•..- . -.-. . .. -.- .._-- . - - __o - _ _ • •• _ ._••..:

24 cm
IIg. 8,~ ,

Para ello, escribamos la proporción

AC:BC=AD BD
y por ser

A C : B e = 20 cm : 4 cm = 5
.y

B D = A D - 24 cm
tendremos

A D : (A O - 24 cm) = 5
de donde

= 50 cmAD =

A D = 5 (A D - 24 cm)

~ D = 5 . A D - 120 cm

4. A D = 120 cm

120 cm
4

Observación:

Si tenemos tres cuerdas de guitarra, del mismo material, de
igual espesor, igualmente estiradas, cuyas longitudes sean los
segmentos del ejemplo anterior

A e = 20 cm A B = 24 cm A D = 50 cm

y pulsamos estas cuerdas, producirán tres sonidos cuyas frecuen­
cias, según se estudia en física, son inversamente proporcionales
a las longitudes de las cuerdas y formarán la proporción progre­
siva

1 1 1 120 120 120 .
50 : 24: 20 = ~ : 2 4 : ----w- = 4 : 5 : 6
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De aquí se deduce que al pulsar las tres cuerdas se produ-

cirá el acorde perfecto do-mí-sol. I

Por este motivo se llama armónica la figura formada por los
cuatro puntos A, B, C y D (flg. 88).

I o' D
0 .r:" . » •

.... .. r
.... .. .. ....... .. 1' i

!
,,
,,

0 0 0

tendremos

AD=AC+CD=AC+AB
r-'-----:::!:=--~~

y por ser

169. Secclón áurea de un segmento.

Sea A B un segmento rectilíneo (flg. 89) yOla circunferen­
cia tangente en B a dicho segmento cuyo diámetro es igual a
este segmento.

Trazando la secante
AD que pasa por el cen­
tro 0, tendremos en vir­
tud del teorema de la tan­
gente (párrafo 152)

AC . AD = AB2

AC . (AC + AB) = AB2 flg, 89

Llevando la distancia A e sobre el segmento A B se obtiene
un punto X y por ser A e = A X, tendremos

A X . (A X + A B) = A B2

de donde
A X2 + A X . A B = A B2

A X2 = A B2 - A X . A B

A X2 = A B . (A B - A X)

y finalmente e

AX2 = AB . XB

En resumen:

El punto X descompone al segmento A B en los segmentos
A X Y X B, de manera que el mayor de estos A X, es medio
proporcional entre el otro , X B, Y el segmento completo A B.

Esta descomposición de un se gmento dado se llamó, antigua­
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mente; SECTIO . AU~EA y también SECTIO DIVINA'~ En los libros actua­
les suele llamarse «di visión en media y extrema razón» . Más bre ­
v es 'Y. de mejo r sonoridad son las traducciones SECCION A UREA Y
SECCION DIVINA. La pri mera ha logrado mayor difusión Y es la que
nosotros empleamos.

Observación:

.. . Al gunos autores, como consecuencia de sus estudios sobre las
proporciones del cuerpo humano en sus más bello s tipos, coloca­
ción de las hojas en los tall os, distribución de espiras en las con ­
chas de los mo luscos, dimensiones de las órbita s de nuestro sis te­
ma plan etario , etc., han cre ído ver un canon de belleza Y armonía
en la sección áurea de un segme nto . Es te pr incipio, muy difundido
entre los artistas de épocas antiguas, ha caido hoy en desuso.

EJE RCICIOS

1. Sobre una recia 11 ay 1ll arcad os tres puntos A, B Y C) tales qúe
AB = 8 cm y 13C = 4 cm , Construir los conjuqadoe arnuniicos
de cada un o de ellos respecto de los otros dos, .

2. Una bisectriz de n 1L triángulo corta al lad o op uesto en 1111 punto D;
determinar el conjugado armónico de este punto resp ecto aIos vér'
tices de dic ho lado.

3.. ¿Qué le su cede.al conjuqado armánico del .punto C cuando éste se
acerca al punto medio del segmento AB? .

4. Los pu ntos C y D son conjuqados armánicos respecto de A y B.
t'Cual es el con juqado de A respec to de C y D?

:J . Cuatro recias a) b, c) d, concurre ntes en I/.n punto V, determinan
sobre una recia '1' U1W figm ~a armónica . . Demostrar que las inter­
seccion es de aquellas recias con otra cualquiera 1" ) que no pase
por V, [ormccn otra figur a armónica.

o. POI' un punto P , interior a UlÚL circ unferenc ia, se trazan varias
secantes. Construir los conj ugados armónicos de P respecto. a los
pu.ntos de i ntersección de cada secante con la circ unferencia, .

7. Calcular las longitudes de los dos segme ntos en que divide la. sec­
ción áurea CL un segmento que ti ene 1 m de lo ng it ~{d. ,

8. Ca lcula n: las longitudes de los dos segmentos en que divide la seco
ció n áurea aun segmento cúya longit ud es l.

r 9. " La sección á1l1'ea de un segmento le descompone en dos partes x é y ,
Calcular las longitudes de- los segment os en que divide la sección

. ¡. . áurea a la .musjor de di chas p artes.
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LECCION 38 .

, , PO LIG ONOS REGULARES

: ', ..

170. Inscripción ,del decágono ,regular.
S ea A B (fig. 90) el lado del decá gono regular inscrito en una

circunferencia ' dada de cen tro O .
Observemos que el triángulo A O B

es 'isós celes y su ángulo en el vérti­
ce O vale

/ \ ' "60° , ,
AOB = -()-= 36°

10
Los ángulos adyacentes a la base

valen

/ \ / \ 180° .' "6°
OBA = OAB = () =72°

2
Si A C es la bisectriz del án gulo

O A C .tendremos
/ \
CAB ' ' 36°

>,,/\ .< , .r>: /\
: ACB = 180° -- ABC - CAB = 180° - 56° - 72° = 72°

por consigui ente el trián gulo A B C es isósceles y A C= A B.
\Observemos, también , qu e los triángulos A B C y O A B'so'n

semeja ntes , pue s ambos son isóscel es y tienen un ángulo en la
base común (párrafo 127, casp 1.0). De esta semejanza se deduce
la proporci ón

" O B : A B = A B : B C I

. , ' / \
Conslderendo, por otra pa rte, que CAO = 1J6° se ve 'que tam-

bién el triá~gul6 e A o .es isósceles y por consiguiente ,
' -.
, " O C = C A = A B "

Sustituyendo, en la proporci ón anterior, en vez de ' A Bel vá-
f' ,

101'0 C, tendremos ' , . .
." . ,. :; O B': 'O C ~·O <2: BC ' · '!
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En resumen, si sobre el radio O B tomamos un segmento O C
igual al lado del decágono regular inscrito , dicho radio se descom­
pon e de igual modo que por una sección áurea .

Así queda demostrado el siguiente
Teorema:
EL LADO DEL DECAGONO RE GULAR INSCRITO EN UNA CIR-

CUNFERENCIA ES EL MAYOR DE LOS SEGMENTOS EN QUE LA

SECCION' AUREA DESCOMPONE AL RADIO.

171. Lado del decágono regular en función del radio.
Del teorema anterior se deduce que si el segmento A B (flg. 89)

es el radio r de la circunferencia dada, el lado del decágono re-
gular inscrito será A C. '

De dicha figura resulta

A C = A O - O C = VA B2 + O B2
- - ~ = \ / 1'2 + 1'2 - ~ r

.. 2 I 4 2

' 5 1' 2 r r - r r
=V4 2 - 2 \/5 - 2 '= 2 (\15-1 )

En resumen
r

1 = -2 (V/5 - 1)
10

la clrcunfe-

AB=CD

Dg. 91

o

A

172. Lado del pentágono regular.
Sea A B el lado del decágono regular inscrito en

rericia O (flg. 91).
Prolonguem o s
este lado hasta
obtener el seg­
mento A e igual
al radio.

Según hemos
demostrado en el
párrafo 170, A B
es medio propor­
cional entre Ae y
B e,de modo que
si trazamos la
tangente C D tendremos (párrafo 152)
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Por otra parte, el triángulo C A O es isósceles, por ser AC=AO
y como el ángulo en el vértic e A vale 72° (párrafo 170) o sea 3~',

resulta que C O es precisamente el lado del pentágono regular
inscrito en la circunferencia dada.

Trazando el radio O D que va al punto de contacto de la tan ­
gente C D se forman el triángulo OC D que tien e las s ig uientes
propiedades:'

1.a Es rectángulo.
2.a Uno de sus catetos es el radio de la circunferencia.
3.8 El o tro cateto es el lad o del dec ágono regular inscrito.
4. 8 La hipotenusa es el lado, del pentágono regular inscrito.
Así queda demostrado el s iguiente
Teore ma:

EL LADO DEL PE~'rAGO.N O REGULAR INSCRITO EN U~A CIR­

CUNF]~RI~NCIA ES LA HIPOTENUSA DE UN TRIANGULO RECTAN­

GULO QUE TIENF~ POR CA'l'E'roS EL HAmO y EL LADO DEL

DECAGONO REGU LAR INSCm 1'O.

Este teorema nos permite calcular la expresión del lado del
pentágono en función del radio , pue s del triángulo rectángulo
O D C (flg. 91) se deduce '

F,) = O C2= O D2 + D C2

y sustituyendo jos valores
O D=r '

DC =~(Vr5--1)

tendremos
1'2

I'ó = 1'2 + 4

..)

de donde

(5 + 1 _ 2 \/5) = 4 1'2 + 1'2 ~ - 2 \15)

1'2 (10 - 2\/5 )
4

1,) = ~- V10 - 2 \/5

e

173. Construcción prácfica.-Para dividir una circunferen­
cia en diez partes iguales se trazan (flg'. 92) un diámetro A B Y el
radio perpendicular OC. Desde el punto medio de A O, como
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centro, se traza el arco e D. El segmento O D es el lado del
decágono regular inscrito y . e D el lado del pentágono.

Demostración:
En virtud del teorema de Pitágoras tendremos

1'2 51'2
M O = O O + O M2= 1'2+ 4 4

Por otra parte

A

MD=MC =.!.-V5
2

r ¡-;:;- r 1'( / _ )O D = M D - M O = - V5 - - = - \ 5 - 1e 2 2 2

que es la misma expresión del lado
del dec ágono obtenida en el párra­
fo 171.

Aplicando, finalmente, el reore -
n ma del párrafo 172 al triángulo

e O D, .se ve que la hipotenusa
e D es el lado del .pentágono re­
gular inscrito en la circunferencia
dada.

Dg.92

Dg. 93

k----+--4---~2

(,

\~ ts..'

174. Idea de los polígonos regulares estrellados.-Si se
tiene una circunferencia dividida en cinco partes iguales (fig. 95) Y
unirnos los puntos de división en el i
orden 1 5 5 2 4 1 , se formará un
polígono cóncavo que tiene todos sus
lados iguales, por ser cuerdas de arcos
iguales, y todos sus ángulos iguales,
por estar inscritos en arcos iguales.

El pentágono obtenido es regular y
por tener la forma de estrella se llama
polígono estrellado.

Si unimos de dos en dos los vérti­
ces de un decágono regular convexo
(flg. 94) se obtienen dos pentágonos
convexos; para obtener un decágono estrellado hay que unir di­
chos vértices de tres en tres (fig. 95).
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En general , todo polígono regular estrell ado se determina por
dos números n y m. Un o de ell os, n, expresa el número de

1 vér tices y el otro, m , indica que
_-::~--

dichos vértices han de uni rse de
m en m.

El valor de n se llama gé­
nero del polígono y el valor de
m se llama especie.

Para obtener un polígono
estrellado es preciso que m y n
sean primos entre sí; en caso
cont rario no se ob tienen polígo ­
nos de n lados. Tampoco dan
polígonos estrellados los valo­
res m = 1 Y m = n - 1. Final­
mente, las especies complemen­

tari as n y n-m dan el mismo polígono estrellado. C on estas
normas es fácil calcular las. especies de polígonos est rell ados que
existen de un ord en determinado.

Ej emplos:

n = 3 no hay polígo no estrellado .
n = 4 .,,'.,,» »

n = 5 hay un polígono estre llado
de especie 2.

n = Gno hay polígono estre lla do .
n = 7 hay dos polígonos estre lla­

dos de especie 2 y 3.
n = 8 hay un polígono estre lla do

de especie 3.
n = 10 hay un polígono est re llado

. de especie 3.
n = 15 ha y tres polígonos est re lla ­

dos de especie 2, 4 Y 7.

EJERCICIOS

i

6

lig .95

1. Constl'¡dl' dos octógonos requlares, uno inscrito y otro circu nscrito
en una circunferencia . (;Cual ti ene mauor perimetroi ¿Cual tiene
nuutor, área?

2. Construir un ex áqono y un dodec áqono requlare« in scrit os en una
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cÚ·cunfel'en cia. ¿Cua l tien e mayor p erím etro? ¿Cu al ti en e m.asror

drea?
:J. Construir un p en tágon o y un decágono r egulares circunscr itos en

una circunferencia , f C ua l tien e mtujor perim etro] ¿C ua l ti en e ma­

yo r área ?
4. Ca lc ular, en [u.nciún del radio, el la d o y el 11 ¡'N( del /rián g ulo equi-

láiero inscrito en un a ci ¡·cun fe l'encia .
¡j . Calcu lar, en [unciún delratlio , el lado y el á rea del cuadrad o in s­

crito en u n a circunferencia .
c. Calcula/' , en [u.n ci án del J'(ld io,) el área !J la d iugona l del pent áqono

reqular in scrit o cn una Ch 'Cll11 /,ere ncill.
l. Ca lenta r, en fu ncion del radio , el. lado y el d¡ 'NI del octógo no req u­

lar inscrito en una circun ferenc ia .
8 . Construir UJl decáqono regu lar estre llado de tercera especie.
,11 . Construir un p olígono /'egu lar estrella do de gé ne ro 11] y quinta es­

p ecie,
10. Construir un políg ono r egu lar esl¡'eIÚulo d e génc1'o :30 y séptima es-

p ecie.
1 / . D eteruiinur el q éncro y la esp ecie de los polígon os estre llados de la

jig. ,96 .

fig . 96

12. Calcular, en función del radio) las áreas li m itad as p OI' los con tor­

nos poliqona les del eje rcic io 11.
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LECC/ON 39

LONGITUD DE LA CIRCUNFERENCIA

175. La circunferencia como límite. -- Supongamos que en
una circunferencia , cuyo radio mide 4 cm, se inscriben, sucesiva­
mente, polígonos regulares convexos de 5, 4, 5, 6, 7.. .. n.... lados.
Calculando los perímetros de estos polígonos se podré construir
una gráfica; bastará tomar sobre el eje abscisas el número de
lados de cada polígono y sob re el eje de ordenadas el perímetro
correspondiente.

Haciendo las mismas operaciones con los perímetros de los
polígonos regulares convexos de 5, 4, 5, 6, 7.... n. .. . lados, cir­
cunscritos en dicha circunferencia, obtendremos otra gráfica:

Las dos gráficas, así obtenidas, se representan en la fig. 97.
De ella se deduc en las siguientes consecuencias:

1.a Los perímetros
P3' P4, p¡" .••• Po . . . .

de los polígonos inscritos crecen a medida que aumenta el número
de lados, lo cual significa que, form an una sucesión monótona
creciente.

2.a Los perímetros
Da, Dol, D" , .... Do ...•

de los polígonos circunscritos disminuyen' a medida que aumenta
el número de lados, lo cual significa que forman una sucesión mo ­
nótona decreciente .

5. a El perímetro de cualquier polígono inscrito es menor que .
el perímetro de cualquier polígono circunscrito

Ph < Dk

4.a La diferencia, Do - Po , entre los perímetros de dos polí­
gonos de igual número de lados disminuye a medida que crece 11.

Todavía un cálculo más minucioso permite comprobar que la
diferencia Do - pn puede ser menor que cualquier número posi­
tivo. Recordando lo dicho en el párrafo 48, podremos escribir

lím. (Dll- Pll) =O
o -~ 00
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Esto sígniflca que los valores de Dn y Pn tiend en a igualarse,
cuando el número de lados n crece indefinidamente; dicho de otro
modo, amba s sucesiones tienen el mismo límite.

NUMERO DE VERTICES

lIg.97
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Resum en:

) SI TENEl\IOS UNA CIRCUNF ERENCIA, LOS PERL\fETROS

Pa P4 P5 P6··· · ·· · .pn .
DE LOS POLIG ONOS REG ULARES INSCRITOS FORMAN UNA S11­

CESION l\IONOTONA CRECIENTE. LOS PERHIETR OS

Pa P4 P5 Pu· .. · .. .. .P n .. .. ...

DE LOS POLIGONOS REGULARES CIRCUNSCRITOS FOR;\L\.N UNA

SUCI<~SION MONOTONA DECRECIENTE. AMBAS SUCESIONES SON

CONVERGENTES Y TI ENEN EL MISMO LIMITE. ESTE LIMITE SE

LL AMA LONGITUD DE AQUELLA CIRCUNFERENCIA.

176. Cálculo del Iímite.-Es evidente que cualquier elemen­
to, Ph ó P k , de las sucesiones anteriores representa un valor
aproximado de la longitud de la circunferencia respectiva y su
aproximación crece al aumentar el número de lados. Esto significa
que, para el cálculo del límite , no hace falta tomar todos los térmi­
nos de las sucesiones anteriores; las sucesiones parciales

P 6 ,P12 P 24, P ·18 ,P96 P1 92 •••••.•

P 6 , P 12 ,P21 P .18. P 96 , P 192 .•••.. .

. referentes a polígonos cuyo número de lados se duplica a cada
avance, tienen también por límite la longitud de la circunferencia.

La ventaja de adoptar estas suces iones parciales es que s e pue­
den calcular todos sus elementos mediante fórmulas aritméticas.
Basta observar que el lado del exá gono regular inscrito es igual al
radio de la circunferencia; conociendo el lado de dicho exágono
inscrito se calcula el lado del circunscrito mediante la fórmula del
párrafo 177; por otra parte, la fórmula del párrafo 178 nos permite
calcular el lado del polígono inscrito de doce lados; volviendo a la
primera fórmula obtendremos el lado del polígono circunscrito de
doce lados. Repitiendo indefinidamente estos cálculos se obtienen
cuantos elementos queramos de aquellas sucesiones.

177. Lado de un polígono regular circunscrito en una
circunferencia.-Cuando se conoce el radio r de una circunfe­
rencia y el lado A B = In (flg. 98) del polígono regular inscrito
de n lados es muy fácil calcular el lado A' B' = l' n del polígono
regular de -n lados circunscrito en dicha circunferencia.
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I'n : In = OC': O C

Por ser la recta A'B' tangen - /1' ~---- ~' --7 B'
te a la circunferencia en el punto -. : .
C', medio del arco A B, ten - ..4 -, -. -¡;-:::c:--_ --. ''-/-/~· <'8
dremos -. ¡ .'
6AOB~A'Oe' ' ~ : .'....:.,..

De esta semejanza se deduce O
la proporción

/ /
Por otra parte del triángulo ~. _./

rectángulo A O C se deduce 7.~~

OC= VON -AC = \/r"-~ = ~ V~--12n
I 4 2

Sustituyendo este valor en la proporción anterior y teniendo en
cuenta que O C' es igual al radio r, tendremos

1, l ~V4 1" - 1"n: n =r:
2

n

de donde
2 r In

Por otra parte, se verifica
M M' = 2 r

M'
fig. 99

I'n =
\/41'2 - 12n

Tomando el radio por unidad, tendremos
2 In

l'n =
\/ 4- 12

n

178 Lado del polígono regular inscrito de 2 n lados.-
M Si A B es el la do , In, del polígono

regular de n lados inscrito en una
circunferencia (fig. 98) y M es el pun ­
to medio del arco A B es evidente
que la cuerda A M será el lado 12 n

del polígono regular inscrito de 2 n
lados.

Aplicando el teorema de Euclides
el triángulo M A.M' tendremos

\"2n=MM'. CM

208



e M . o M - o e ~ r _ ~ V4 r' _ 1'"~ 2 r - V~ r' - 1'..

Y sustituyendo ambos valores en la igualdad anterior tendremos

l\ n= 2 r . 2 l' - ,1: 1'2 - I"n = 21'2 _ r V4 1'2 - Pn

de donde

l 2n = \ / 2 1'2 - r ,14 1'2 - J2n

Tomando el radio por unidad tendremos

12n = V2 - V4 ---v;

EJERCICIOS

I

Dada tina circ u. nferencia de 1 n¿ de riuli o calc ular:
1 . El perimetro del cuadrado inscrito.
2. El perimeiro del cuadrado circunscrito.
3. El p erímetro del octógono requ lar inscrito .
4. El perimetro del octógono req ulo»- circunecriio,

ñ , El perímetro del decágono regular i nscrito,
ti . El peri metro del decágo no reg ular circun scr ito.
7. El p erím etro del icos áqono req ula r inscrito.
8. El p erím etro del icos áqono reqular circ unscri to ,

e
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LECCíO N 40

RECTIFICACION DE LA CIRCUNFERENCIA

179. Rectificación d e u na curva. -Rectificar una curva es
determinar s u longitud . Es ta o perac ión puede efectua rse analítica­
mente, es decir, median te cálculos aritméticos o geométricamente ,
es decir, median te construcciones gráficas hechas con la regla y
el compás.

180. Rectificación a na l üica d e la circunferencia.-Sean
dos circunferencia s de rad ios , r y r' , cual esquie ra e inscribamos
en cada una de ellas , una s ucesió n de polígon os regula res de
5, 4, 5, 6 n lad os . Los perímetros res pecti-
vos formarán dos sucesion es

puesto que los diáme­
tros 2 r y 2 r' son lí­
nea s homólogas en to­
das estas semejanzas

en todo rno­
en el límite,

P3 ,p,¡ pf> P6 ' Pn .
P'3' p', , P'5 , p'G p'n •. .... ,

La primera sucesión tiene por límite la lon gitud C de la circun ­
ferencia de radio r; la s eg unda s ucesión tiene por limite la lon gi­
tud C' de la circunferencia de rad io r':

En virtud de la s emeja nza de' dos polí gon os regulares de ig ual
número de lados (párrafo 151) tendremos

P3 : p'3 = 2 r : 2 r '
P4 : P" l = 2 r : 2 r '
P5 : P'5 = 2 r : 2 r'

pn : p'n = 2 r : 2 r'
etc

Como la razón de los perímetros homól ogo s es,
mento, igual a la razón de los diám etros , tambi én,
tendremos la igualdad

e C' = 2 r 2 r '
o sea

C 2 r C' 2 r '
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Como r y r so n dos radios cualesquiera resulta el siguiente

Teorema:

• LA RAZON ENTRE LA LONGITUD DE UNA CIRCUNF ERENCIA

Y SU DIAMETRO 'l'JENE UN VALOH CONSTANTE.

Repre sentando este valor constante por la letra Ti: tendremos

C : 2 r = '7T

de donde

Reg'la:

LA LONGITUD DE UNA CIRCUNF ERENCIA SE OBTIENE MUL­

TIPLICANDO EL RADIO POR 2 Ti:.

181. Rectificación de un arco de circunferencia.

Si dividimos una circunferencia de radio r en grados sexa­
geslrnel es, la longitud de cada uno de estos arcos será

2 Ti: r Ti: r

360 180

Por con sigu iente la lon gitud de un arco de n grados sexage­
simales será

Ti: r n

180

182. Cálculo del número Ti: .- S i en la fórmula que expresa
la longitud de la circunferencia, suponemos el radio igual a la
unidad tendremos

I
I

: 1

e = 2 Ti: de donde
C
2

El núm ero '7T es igu al a la lon gitud de una semici rcunferencia
cuyo radio sea la unidad ; por con sigui ente el semiperímetro de
cualquier polígono regular in scrito o circunscrito en dicha circun­
ferencia es un va lor aproximado de Ti: .
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Con las fórmulas expuestas en los párrafos 177 y 178 se han
obtenido los valores siguíentes '

n
1

2 pn
1

2" Pn

6
12
24
48
96

192
584
768

1556

,5,0000090
5,1058285
3.1526286
3,1593502
3,1410320
3, 1414525
5,1415577
5, 1415839
3,1415905'

3,4641016
3,2155903
5,1596600
3,1 460863
3,1427147 -

' 3.1418731
3,1416628
3,1416102
3,1415971

Los números de la segunda columna representan valores de '71'

aproximados por defecto y los de la tercera columna valores apro­
ximados por exceso, de manera que tendremos

3,1415905 < rt . < 3,1415971

de donde se .deduce que
3,14159

264533,14159 ?6535 89793 23846
8327950288 41971

representa el valor de '71' con cinco cifras decimales exactas. Para
obtener mayor aproximación habríamos de recurrir a polígonos
de mayor número de lados.

Este método utilizado por Arquimedes, es sumamente labo­
rioso. Empleando recursos del Análisis matemático pueden obte­
nerse con cierta rapidez valores muy aproximados de " . Actual­
mente se conocen 707 cifras decimales exactas; las cuarenta
primeras son

r -

, I

En el siglo pasado, el gran matemático alemán Geuss, lo gró
demostrar, 'de modo riguroso, que" es un n úmero irracional y
por tanto no puede expresarse por una fracción decimal exacta ,
ni periódica.

183. Rectificación gráfica de la circunferencia.-Método
de Kochansky (matemático polaco del siglo 17).
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flg . 100

B

I---'=::::"~=-t-----+----~F

, , '

Por un punto A de la circ unfere ncia (fig. 100) s e trazan la tan-
gente y una cuerda A H igu al a l ' radio . Sea O G la rnedíatrlz
de esta cu erda y E
la in ter s ecc ión de
dicha med iat riz co n
aq uella tan g ent e.

Llevemos, so bre
. la tan gent e , el se g ­
mento E F cu ya Ion ­
g'ilud sea tres veces
el radio y, po r úl­
timo , el segmento
BF representa , co n
g ran aprox imación,
la se micircunferen­
cia rectificada.

Demostración :
Suponi endo qu e el radio O A sea la unid ad debe resultar

FB = ,.

En efec to, tendremos

tan 50'E A
/ -, -,

A O E = 50'BO =OA =AH =1

y po r con sigui ente

F B2 = A B" +- A F2 = 2~ +- (5 - tan 50·r

y s us tituye ndo en ve z de tan 50" el valor 0,57755 deducido
de las tablas resu lta

F 82 = 9,8692157 . , . . . , ..
de do nde

FB = 5,1415 .
Observación :
Todos los procedimientos conocidos para rectificar una circun­

ferencia, con la regla y el compás, son aproximados y está de ­
mostrado que no pued e exis tir un ci solución exacta de este pro-
blema . \

EJERCICIOS
\

1. Calcular la longit ud de una ei/'eu),¡ fe1'eneia de 1 m de diámetro
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dando a 'lT los valores aproximados que a coniinuacián se expre­
san y calcular, en cada caso, el en 'm' correspondiente:

(\6 )2'lT :1 de los egipcios (2 000 mios antes de J . C.)

'lT 3 de los caldeas (900 a ños antes de J , C.)

( - 4
7 )2'lT de los indios (600 a ños antes de J . C.)

'lT=
22
7

de Arquim edes (250 mi os antes de J . C.)

3i)5
'lT = 113 de A dr iano Metio (siglo XVI)

2. Calcular el rad.io de una circunferencia que ti en e 50 cm de longitud.
8. E l tron co de un arbol tiene 5,20 m de deearro llo, Calcular su

diámetro .
4 . Una ru eda ti en e 92 cm de diámetro, Ca lcula¡' el núm e1'O de vueltas

necesario para 1'eC01'1'P1' un kilá metro ,
5 , El minutero de nn reloj ti ene 16 mm de longitud . Ca lcu lar el reco­

rrido de su extremo en 1m día .
6' Una circunferen cia ti ene 8 111 de radio , Calcular la longitud de

un ano de 2:3 () 40' ,
7, Una circunferencia ti ene 8 cm de radio . Calcular la graduación

de un arco que mide 15,7 cm .
8. Ca lcular la qraduaci án de un arco cuya longitud es igual al radio.
9. Calcu lar la longitud de un grado de m eridiano terr estre (R = 6870

kilómetros).
10. Calcular la longitud de u n minuio de m eridiano ter restre.
11. Un ventilador ti ene 80 cm de diámetro y da 2 500 v ueltas p or mi­

nuto. Cal cular, en kilóm etros por hora, la celocida d del ex tremo
de una paleta .

12. La longitnd del paralelo terr estr e de un cierto luga1' es 20000 k iló­
m etro. Calcu lar la lonqiiud. geográfica de dicho Luqa»,
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LECC/ON 41

AREAS DEL CIRCULO Y DE LAS FIGURAS CIRCULARES

184. Area del círculo.-Si inscribimos en una circunferencia
los polígonos regulares de , 3 , 4, .5, n lados y cal -
cularnos sus respectivas áreas obtendremos una sucesión monóto­
na creciente

s ;¡ sJ , Sr, Sil

Las áreas de los polígonos regulares circunscritos forman otra
sucesión monótona decreciente

So SJ' S J Sil
Suponiendo que A B Y A ' B' (flg. 98) son los lados de los

ene-ágonos regulares, inscrito y circunscrito, respectivamente,
en la circunferencia, tendremos, en virtud de la semejanza de am­
bos polígonos (párrafo 131), la proporción siguiente:

2 2
Sil : Sil = OC' : O C

de donde se deduce

( ) ( 2 2) 2
S" -- Sil : Sil = O C' -- OC: O C

y despejando el primer antecedente se obtiene

Sil -- Sil = ¿~2 (O C' + OC) (O C' - OC)

Suponiendo que el número de lados crece indefinidamente, el
factor O C' - OC, del segundo miembro, llega a ser tan peque­
ño como se quiera y como los otros factores conservan siempre
valores finitos, resulta que el producto, o sea, Sil - Sil- puede ha­
cerse tan pequeño como se quiera.

Por consiguiente:

LAS Am~AS DE LOS POLIGONOS RE GULARES INSCRITOS EN

UNA CIRCUNFERENCIA Y LAS AREA~ DE LOS POLIGONOS RE­

GULARES CIlWUNSCIUTOS F ORMAN DOS SUCESIONES QUE TIE­

NEN EL l\fISMO LIl\II'l' E. ES'1'E LIMITE SE LLAMA ' AREA DEL

CIRCULO _
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. .
Representando por a n el apotema del polígono ins crito de n la-

dos , tendremos

\

l
lig .101

Así queda demostrada la siguiente
Regl n:

BL AREA DE UN CnWULO ES IGUAL

AL CUADRADO DEL RADIO MULTIPLI­

CADO POR EL NUMEIW Te.

1
s" = -- pn an
. 2

En el límite, el á rea s, del polígono s e convierte en el área S
del círculo; el perímetro pn se convierte en la longitud 2 11 r de la
circunferencia y el apotema a n= O e (flg, 98) se convierte en el
' radio r. Sustituyendo cada .uno de es-
tos valores en la igualdad anterior ten ­
dremos

S = ~ . 2 Te r . r = TI 1'2
2

)<'185. Area del sector circular.v-Descornponíendo un círculo

en 360 sectores iguales, cada uno de ellos tendrá la graduación

de 10 sexagesimal. El área de uno de estos sectores valdrá ~6~
Por consiguiente, el área de un sector

de n" sexagesimales será (fig. 101).
T. 1'2 . 1 Te r n
--·n= -· -- . 1'

..,9 560 2 180

y como 1t l' n es la longitud del arco de
180 .

dicho sector (párrafo 181) tendremos

B arco A B X radio
IIg. 102 Area sector A O B = 2

186. Area del segmento circular.--Si por los ' extremos del
segmento A B e (fig. 102)"trazamos los radios A O y e O se
obtiene un sector circular A B e O y un ' triángulo A e O. De
dicha figura se deduce
área segmento ABe = área sector ABeO - área triángulo AOe
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181."-Areas de un trapecio y un~ corona circulares.-EI
área de un trapecio circular A BCD (flg. 103) es la diferencia en­
tre las áreas de los sectores A B O y D C O. Tendremos

'Tr 1'2 n 'Tr 1'1
2 n 'Tr n ( 2 )Area trapecio A BCD = - = - - I' - 1'12

- 360 360 360

Cuando el ángulo A O B vale 3600
, el trapecio se convierte

en la corona circular y la fórmula .anrerior nos da
área corona circular = 'Tr ( 1'2 - 1'1

2)

188. Cuadratura del cfrculo.-El problema de la cuadratura
del círculo está resuelto analíticamente por la fórmula

S = 'Tr 1'2

Sin embargo, es la solución gráfica de este problema la que ha
logrado universal celebridad desde tiempos
muy remotos; se trata de con ver tir un círculo ,/
en cuadrado equivalente, sin utilizar otros
instrumentos que la regla y el compás . Plan ­

_tea do de este modo, el problema de la cua-
dratura del círculo, es irresoluble.

Así lo ha demostrado, con todo rigor, a
últimos del siglo XIX, el matemático alemán
Lindemann. lIg . l03

Pueden obtenerse soluciones aproximadas , observando que
si x es el lado del cuadrado pedido y r el radio del círculo , ten­
dremos

Por consiguiente , el lado del cuadrado es medio proporcional
entre la longitud de la semicircunferencia y el radio . Bastará rec­
tificar gráficamente la semicircunferencia y hallar dicho medio pro ­
porcional para tener una solución aproximada de la cuadratura del
círculo.

E J E R CICIOS

1. Calcular el radio de un círcu lo equivalen te al doble de otro circulo
de 1 m de rad io.

2. Calcu lar el p erímetro de 1111 círc ulo cuya ár ea vale 8 7/jl cm2 •

8. ¿Qué diámetro debe darse a utia ve ntana circular pa1'a que deje la
misma superficie libre que otra ventana recianqular de 1,2 X 2 Jn~ •
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4. Un círcu lo ti en e O) 5 'In de radio; cal cular ei dngnkJ del · sector
cn ya área cale O. 4 m2 •

5. El ruedo ele una plaza ele tOl'OS ti ene 40 'In ele radio y la an chura
del callejón es 2 'In . Cal cular el área del-ruedo y la del callej ón .

6. Los -extremos de un cuadrante, que ti ene
1.5 cm de radio, se nnen p or una cuerda ,
Calcular el ál'ea del segm ent o así [ormado,

í . Constr uir un círc ulo equic ale nte a la sum a
de otros dos dados.

S. Constr uir un circulo equiv alente a la dile­
re nc ia de otros dos dados.

9. Calc ular elárea de la estrella rayada en
la fig . 104. flg, \ 04

10. encirc ulo está inscrito y otro circu nsc rito en 1/11 cuadr ado. Calen­
lar la ¡'uzón de sus áreas .
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LECCION 4f!

PROPIEDADES fUNDAMENTALÉs ·DE LA' ElipSE

189. Simetrías en la elipse.
1.o Teorema:

A

(
A'

P'F+P'F1 =PF+Pf¡=2a

Por consiguient e el
punto P' también pertenece
a la elipse, lo cual demuestra que F F¡ es eje de simetría ortogo­
nal de dicha curva.

2.0 Teo rema :

LA MEDIATRIZ DEL SEGMEN'r O DETERMINADO POR LOS FO­

COS ES EJ E DE SBIETRJA ' DE LA ELIPSE.

Demostración: .
Sea B B' dicha mediatriz y P' ~ el simétrico de P respecto de

B B' (fig. 105). En virtud de la simetría se verifican las igualdades
P" F = PF¡
P" f 1= P f

LA REC't'AQUE UNE LOS FOCOS ES EJE DE SIME'l' RIA DE LA

ELIPSE .
Demostración :
Sea P un punto cualquiera de la elipse; f y f , los dos focos

(fig. 105). Si P' es el sirn é- . B · _. ,
trico de P respecto a la
recta F F

"
ésta será la

mediatriz del segmento P P'
y se verificarán las siguien­
tes igualdades

P' F = Pf
P'Ft= Pf¡

de donde

-,

de donde
P" F + P" F 1 = P F¡ + P f = 2 él
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Por consiguiente el punto p ;; perteri éce iarnbíéri a ia elipse y el
teorema queda demostrado.

Consecuencias:

1.a De los dos teoremas anteriores y recordando las propie­
dades de las figuras simétricas se deduce que la elipse es una línea
simétrica respecto del punto O, de intersección de los ejes F F¡ Y
B B' . Este punto se llama centro de la elipse; las rectas que pasan
por él se llaman diámetros,

2,a Si A Y A' (flg. 105) son los puntos de intersección del
eje focal con la elipse, tendremos en virtud de la simetría respecto
al centro O ,

o A=O A'
y como O es punto medio del segmento F F1 también tendremos

OF= O F1

Y restando miembro a miembro estas dos igualdades se deduce

A F = A' F¡
Y como, por otra parte se verifica

A F + A F¡ = 2 a
sustituyendo en vez de A F el segmento A' F¡, tendremos

A' F j + A F1 = A A' = 2 a
y finalmente

OA=OA'=a

o

B't
ng,l06

Ejes, vértices y excentricidad de la elipse.-Los ejes
de simetría A A' Y B B' (figu­
ra 106) se llaman ejes de la
elipse y los cuatro puntos
A , A' , B Y B ' de inter­
sección de estos ejes con la
elipse se llaman vértices. Se­
gún sabemos la longitud del
eje focal es f e J, }

A A' = 2 a
La longitud del otro eje

se representapor 2 b, derna­
riere que, B B' = 2 b.

A' F;

190.
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flg.107

Por ser B, punto de la elipse tendremos (flg. 106)

B F + B Fl = 2 a
y como en virtud de la simetría es l

B F = B Fl
tendremos

BF=a
Por ser B O perpendicular, y B F oblicua el eje focal ten­

dremos
BF>BO

o sea
a>b

de donde
2 a> 2 b

Por esta razón el eje focal, A A' , se llama eje mayor, y B B',
eje menor de la elipse.

Representando por e la longitud del segmento O F, y apli­
cando el teorema de Pitágoras al triángulo rectángulo B O f, ten­
dremos '

a2 = b2 + e'

El cociente -i se llama excentricidad de la elipse.

191. Circunferencia directriz.-Se llama circunferencia di­
rectriz de una elipse, la circunferencia que tiene por centro un foco
y por radio el eje mayor de la elipse. Como esta línea llene dos
focos, habrá dos circunfe­
rencias directrices.

Si P es un punto de la
elipse y F1 D el radio de
la circunferencia directriz
(flg. 107) tendremos

F1 P + P F = 2 a

F1 P + P D = 2 a

de donde

PF=PD

Así queda demostrado
el siguiente
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Teore ma:

X F = X D = X F'

flg , lOS

-
TODO PUNTO DE LA ELIPSE EQUIDISTA ' DE UN FOCO Y DE

LA CIRCUNFERENCIA DIRECTRIZ QUE TIENE POR CENTRO EL

OTRO FOCO.

Este teorema nos permite obtener la intersección de una recta
con una elipse.

En efecto: Sean F y F¡ los focos de la elipse (fig. 108) Y r la
recta cuya intersección con la elipse queremos determinar. Trace-

mos la circunferencia directriz
de centro F¡. Sea F' el simé­
trico de F respecto er . Si su­
ponemos que X es uno de los
puntos de intersección tendre­
mos

Por con siguiente, el punto X
es centro de una circunferencia
que pasa por F F' Y es tan ­
gente a la circunferencia direc­
triz F, .

En resumen: Para obtener la intersección de una recta r con
una elipse definida por los dos focos y la circunferencia directriz
de un foco, basta determinar los centros de las ci rcunferencias que
pasan por el otro foco F, por su simétrico F ' respecto a r y son
tangentes a la circunferencia directriz. (Esta construcción consti ­
tuye el ejercicio 8 de la Lección 55).

Observaciones:

1.3. Si el punto F' es interior a la circunferencia directriz
existen dos puntos de intersección ; la recta r es secante a la elipse.

2.a Si el punto F ' pertenece a la circunferencia directriz, existe
un punto de intersección; la recta r es tangente a la elipse.

3. 8 Si el punto F' es exterior a la circunferencia directriz no
existe solución; la recrar no corta a la elipse .

Consecuencia:
LA ELJPSJ;~ ES UNA CUItVA DE SEGUNDO ORDEN, POl~QU~

NO P UEDE SER CORTA DA POR UNA RECTA EN ':IIAS DE DOS

PUNTOS .
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f1g. 109

...........
............

-:

192. Tra zado de tangentes.-Si P es un pun to de una
el ípse (flg. 109) Y
t su tangente en .
él, según lo di­
cho en la obser­
vación 2,8 del
párrafo anterior,
el sim étrico de
F respecto a la
recta t será el
pu nto D; por
consiguien te la
tangente t es bi­
sectriz del ángu­
lo F P D.

Regla :

PARA CONSTRUIR LA TAN GENTE A LA ELIPSE EN UN PUN ­

TO SE 'l'RAZA LA BISECTRIZ DEL ANGULO FORMADO ·POR UN

RADIO VECTOR DE DI CHO PUNTO Y LA PROLONGACION DEL

OTRO.

EJERCICIOS

1.

2.

3.
4.
5.

6.
7.

iI
8,
9.

io.

E l eje nuujo» de una elipse mide 10 cm y la distancia de los (ocas
es 4 cm , Calcular la excentricidad de esta elip se y la longitud del
eje menor.
Uno de los ejes de una elip se mide 12 cm; la distancia focal es nula,
Calcular la longitud del otro eje.
Construir una elip se cuya excentricidad sea cero,
Determinar los focos de una elipse conociendo sus vértices.
Determinor los vértices de un a elip se conociendo los focos y el -radio
de la circunferencia directriz,
Construir la tan gente a una elip se en un o de sus vértices.
Constr uir nna elip se conociendo los focos y una tang ente,
Constr uir una elip se conociendo los focos y la ex centricidad .

. Construir una elip se conociendo un foco, la lonqiiud del eje nuuj or,
una tangente y su punto de contacto ,
Trazar las tangentes a nna elipse p01' un pumto exterior.

..
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LECC/ON 43

PROPIEDADES FUNDAMENTALES DE LA HIPERBOLA

193. Simetrías en la hipérbola.
1. o Teorema:
LA RECTA QUE UNE LOS FOCOS . ES ,EJ E DE SIMET RIA DE

LA HIPERBOLA.

p" -------------------_. --- ------ --- --- ----- :.p

P'
B'

B

flg, 1\0

de donde

P'F1 - P'F = PF1 - PF = 2a

Po r consiguiente, el punto
P' también pertenece a la hi­
pérbola, lo cual demuestra ,
que F F. es eje de simetría
ortogonal de dicha curva.

2.0 Teorema :

Demostración :
.' S ea P un punto cualquiera de la hipérbola;F y F 1 los dos

focos (fig . 110). Si P' es sim étrico de P respecto a la recta F F 1 ,

ésta será la mediatriz del
segmento P P' y se verifican
las siguientes igualdades

P ' F1 = PFl '
P'F = P F

LA MEDIATRIZ DEL SEm IENTO pETERllIm ADO POR LOS

FOCOS ES EJ E 'nE SIl\IET RIA DE LA H IPERBOLA .

Demostración :
Sea B B' dicha mediatriz y P" el simétrico de P respecto de

B B' (flg. 110). En virtud de la simetría se verificarán las igualdades

P"F = P.Fl
p" F , ~ P F

de donde
PF = 2a
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Por consiguiente, el punto P" pertenece también a la hipérbo~ ·
la y el teorema queda demostrado.

Consecuencias:

I ." De los dos teoremas anteriores y recordando las propie­
dades de las figuras sim étricas se deduce que la hipérbola es una
línea simétrica respecto del punto O de intersección de los ejes
F PI Y B B '. Este punto se llama, centro de la hipérbola y las
rectas que pasan por él se llaman diámetros.

2.a Si A Y J:..' (fig. 110) son los puntos de intersección del eje
focal con la hipérbola, tendremos en virtud de la simetría respecto
al centro O

OA = OA'

Y como O es punto medio del segmento F FI también tendremos

OF = OF,'

Y restando miembro a miembro estas dos igualdades se deduce

A F = A' F,

Y como por otra parte se verifica

A F I - A F = 2 a

sustituyendo en vez de A F el segmento A' FI, tendremos

AF, - A'F1 = AA' = 2a
y finalmente

OA = OA' = a

194. Ejes, vertices y excentridad de la hipérbola.

Los ejes de simetría ortogonal F F1 Y B B ' se llaman ejes
de la hipérbola. El primero corta a la curva en dos puntos A y A'
que son los vértices de la hipérbola. El otro eje no corta a la
curva según demostraremos en el párrafo 195.

La longitud del eje focal es

AA' = 2 a

El otro eje carece de longitud, puesto que no tiene vértices
sobre él.

Se llama excentricidad de la hipérbola el cociente~, donde e
a

representa la longitud del segmento O F.
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·195. -Circunferencia direcfriz.-Se llama circunferencia di­
rectriz de una hipérbola, la circunferencia que tiene por cenrro .un
foco y por radio la longitud del eje de la hipérbola. Como esta
línea tiene dos focos, habrá dos circunferencias directrices.

Si P es un punto de la hipérbola y PI O el radio de la circun­
ferencia directriz (fig. 111) tendremos

p -

lig. 1\ I

TODO P U NTO

DE L A HlPERI30­

LA EQUIDISTA DE

UN FOCO Y DE LA CIRCUNFERENCIA DIRECTRIZ QUE TIENE

POR CENTRO EL OTRO .FOCO.

Este teorema nos permite obtener la intersección de una recta
con una hipérbola.

En efecto: Sean P y.F 1 los focos d e la hipérbola (fig. 112)
Y r la recta cuya intersección con la hipérbola querernos determi­
nar. Tracemos la circunferencia directriz de centro PI : Sea P' el
simétrico de P respecto a r.

· 1,

Si suponemos que' X es uno de los puntos de intersección
tendremos

PF = PO

Así queda de- .
mostrado el si­
guiente

Teorema:

P F1 :-- P P = 2 a
PPI-PO=2a
de donde

XP . X O = X P'

Por consiguiente, el punto X es centro de una circunferencia
que pasa por P, P' y es tangente a la circunferencia directriz PI .

En resumen, la intersección de una recta con una hipérbola se
determina exactamente por el mismo procedimiento explicado en
el párrafo 191 para la elipse.

Observaciones.

1.a Si el punto P' es exterior a la circunferencia directriz, exis-
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F

»:"

ten dos
puntos de
i n t e r s e c­
ción: la rec­
ta r es se­
cante a la
hipérbola .

2.a Si
el punto P'
pertenecea
la circunfe­
rencia di­
rectriz,
existe un
punto de in­
tersección.
La recta r
es tangen-
te a la hipérbola. fig .112

5. a Si el punto P' es interior a la circunferencia directriz, no
existe solución ; la recta r no corta a la hipérbola.

4. a Como el simétrico del foco P respecto al eje B B' (flg. 110)
es el otro foco F I , resulta que dicho eje no corta a la hipérbola.

Consecuencia:
LA HIPEHBOLA ES UNA CUH,VA DE SEGUNDO ORDEN.

196. Trazado de tangentes.
Si P es un punto de la hipérbola (flg. 115) Y t su tangente, se­

gún lo dicho en la observa­
ción 2.a del párrafo anterior,
el simétrico de P, respecto a la
recta tserá el punto D; por
consiguiente la tangente t es
bisectriz del ángulo F, P D
que forman los radios vectores

-F~--\--+---~=-­
del punto de contacto.

Regla:

PARA CONSTRUIH LA TAN­
GENTE A LA HIPERBOLA HN
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4,
5,
6,

7.

8,
9,

228 ' "

UN PUNTO SE TRAZ A L A BISECTRLZ DEL ANGULa FORMADO

POR LOS RADIO S VECTORES DE DICHO PUNTO.

197. Asíntotas de la hipérbola.-Si por el foco F, de una
hipérbola (flg, 114) trazamos la tangente F, D a la circunferencia
directriz del otro
foco y construi­
mos la media­
rriz del segmen­
to F,D, se obtie­
ne una recta
tangente a la hi­
pérbola (párrafo
195 observo 2 .8

)

El punto de con-
tacto de esta ¡

tangente es la fig . 114

intersección de F D con t, ; ahora bien ambas rectas son parale­
las y dicho punto estará infinitamente alejado del foco F.

Repitiendo las mismas construcciones con la tan gente F, C a
. la circunferencia directriz obtendremos otra recta t2 de caracterís­

ticas análogas a ti . Ambas rectas. tt, y Is, tan gentes a la hip érbola
en puntos infinitamente alejados del foco F se llaman asínto tas
de la hipérbola. Cuando las asíntotas son perpendiculares ItI hi·
p érbola se llama equilátera.

EJERCI CIO S

1. El eje de una tiipérbola mide 4 cm y la dist ancia focal es de t ü cm ,
Calcula»: la excentr icidad de esta curca,

2. Determinar los focos de nna hipérbola conociendo los cériices y la
ex centric idad ,

3. Determ inar los vértices de nna hipérbola conociendo los focos y el
radio de la circunfere ncia directr iz .
Constr uir la tangente a una hipérbola en uno de sus v ért ices,
Constr uiruaia hip érbola conociendo los tocos y una tangente.
Construir mza hip érbola conociendo los focos y la excentricidad:
Construir nna hip érbola conociendo nn foco, la longitud del eje, "
!lna tangente y su punto de contacto.
Demostrar que las asín totas de una hip érbola pasan p01' el centro.
Trazar los ej es de una lüp érbola conociendo las asíntotas ,



LECcioN 44

PROPIEDADES fUNDAMENTALES DE LA PARABOLA

198. Simetría en la parábola.
Teorema:

FA

D I------P..

LA PERPENDI CULAR, TRAZADA DESDE EL FOCO A LA DI­

REC'l'RIZ , ES EJE DE SDr ETRIA DE L A PARABOLAo

Demostración:

Sea P un punto cualquiera de la parábola, F su foco y d la di-o
rectriz (flg . 114). S i P' es el simétrico de P respecto a la recta B F

I

tendremos las siguientes igualdades

P f = P D o. por ser P punto de la 'parábola

P F = P' f o por simetría

P D = P' D' . ooo. por segmentos de paralelas comprendi­
didos entre paralelas

De las tres igualdades ante-
riores se deduce

P' D' = P' f

y, por tanto, el punto P' también
pertenece a la parábola, lo cual_,_-4- ,-+--~---;~--

demuestra que B F es eje de sí- B

metría ortogonal de dicha curva. ,
Esta recta se llama eje de la pa -

D'I-----"..,¿i P'
r ébola.

El punto A , med io del seg- ~ d
mento B F pertenece a la paré- ñg. 114

bola por s er A F = A B. Este punto se llama vértice de la pará­
bola. Las rectas paralelas al eje se llaman diámetros . .

199. Intersección de una parábola con 'una recta.-Sea
f' el foco y dla directriz de una parábola (fig. 115) cuya -inrersec­
cíón con la recta r queremos determinar: Sea f' el simétrico de F
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respecto de la recta ' r . Suponiendo que X sea uno de jos puntos
de intersección tendremos

flg , 116

P
D <.~ ' -- '--'-- - "- ----- -' - ~.~

\ :'

d F

-.

flg. 115 .

d

D ~- _ ' _----_.._._._- X
,' -,,

.' "'''.

secante a la parábola.
2011. Si F; está en la direc­

triz solo hay un punto de inter­
sección; la recta r es tangente
a la parábola.

5. a Si F' y F están en dis­
tintos semi planos respecto a
la directriz no existe solución;
la recta r no corta a la pará­
bola.

Consecuencia:
LA 'P A R ABOL A ES UNA

CURVA DE SEGUNDÓ OImENo

X F = X F' = X D
Por consiguiente, X es centro de una circunferencia que pasa

por los puntos F, F ' Y es tangente a la directriz d.
En resumen: Para obtener la intersección de una recta r con

una parábola definida por el foco y la directriz basta determinar
los centros de las circun­
ferencias que pasan por
este foco, su simétrico
respecto a esta recta y
son tangentes a la direc­
triz. (Esta construcción
constituye el eiercício 7 de

_..~~., F' la Lección 55).
Observaciones:

L a Si los puntos F y
F ' están en un semiplano
respecto a la directriz d
existen dos puntos de in­
tersección; la recta r es

200~ ' Trazado de tangentes.
Si P es un punto de la parábola (fig. 116) y t la tangente en

él, según lo dicho en la observación 2. 8 del párrafo anterior, el si­
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métrico de F respecto a la recta t será el punto D; por consigulen­
te la tangente es bisectr iz del á ngulo F P D .

Regla:

Pa ra construir la tan g ente a una pa rábola en un punto se traza
la bisectriz del ángulo fo rma do por e l radio vector de dicho punto
y s u diámetro dirigido haci a la direct riz.

EJERCICIOS

1. Construirpor pinitos u na parábola , conociendo el eje y el foco.
2. Se dan el /oca) IIn pu.nto de la paráb ola y su tanqenie; cons tru ir el

eje y la directriz .
3. Se dan el foco y dos tangent es de la purábota; cons truir el eje y la

direc triz.
4, Por un punto X se tra zan dos tangent es a una parábola; demostrar

que el ra dio vector de X es bisectriz del ángulo formado por los ra ­
dios vectores de los puntos de contacto.

5. Se dan el foco y dos puntos de l'a parábola; deierminar el eje y el
vértice.

6. S e dan un a tanqente, el eje y el c értice de una parábola; determinar
el foco, la directriz y el p unt o (le conta cto de di cha tangente.

7. Se dan la tal~gente cn el cériice y otras dos tangent es a una p ará­
bola ; determinar el foco y los puntos de contacto de dichas tan­
gentes,

8. Se dan dos tangentes y sus puntos de contac to; determinar el eje y
la direc iriz de la parábola.

'9. Se dan la tangente en el vértice) otra tangente y su p unto de con­
tacto; deierm.i nar el foco y la directriz .
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60'50'

S E N O

20' I 30' I 40'10'o'
o 0,00000 0,00291 0,00582 0,00875 0,01164 0,01454 0,01745 89
1 0,01745 0,02056 0,02527 0,02618 0,02908 0,05199 0,05490 88
2 0,05490 0,05781 0,04071 0,04562 0,04655 0,04945 0,05254 '07
3 0,05254 0'05524 0,05814 0,06105 0,06595 0,06685 0,06976 86
4 0,06C)76 0,07266 0,07556 0,07846 0,08156 0,08426 0,08716 85
5 0,08716 0,09005 0,09295 0,09585 0,09874 0,10164 0,10455 84
6 0,10455 0,10742 0,11051 0,115 20 0,11609 0,11898 0,12187 83
7 0,12187 0,12476 0,12764 0,15055 0,15541 0,156 29 0,15917 82
8 0,15917 0,14205 0,14495 0,14 781 0,15069 0,15556 0,15645 81
9 0,15645 0,15951 0,16218 0,16505 0,16 792 0,17078 0,17565 SO

0,17651 0,18509 ([18795
- - -

79],0 0.17565 0,17957 0,18224 0,19081

11 0.19081 0,19566 (f,T9652 0.19957 0,202 22 0,20507 0,20 791 78
12 0,20791 0,21076 0,2 1560 0,2 1644 0,21928 0,22212 0,22495 77
13 0,22495 0,22778 0,25062 0,25545 0,25627 0,25910 0 ,24192 76

14 0,24192 0,24474 0,24756 0,25058 0,25520 0,25601 0.25882 75
15 0,25882 0,26165 0,26445 0,26724 0,27004 0,27284 0,27564 74
16 0,27564 0,27845 0,28125 0,28402 0,28680 0,28959 0,29257 73

17 0,29257 0,29515 Ó,29795 ·0,50071 0,50348 0,50625 0,50902 72
18 0,50902 0,51178 0,51454 ' 0,51750 ' 0,52006 0,52282 0,525 57 71
19 0,52557 0,52852 0,55106 0,55581 0,55655 0.559 29 0,54202 70

2 0 0,54 202 0,54475 0,54748 0,55021 0.55295 0,55565 0,55857 69
21 0,55857 0,56108 0,56579 0,56650 I 0,569 21 0,57191 0,57461 68
22 0,57:461 0,57750 0,57999 O,i'l8268 0,58557 :<0,58805 ' 0.59075 67
23 0,59075 0,59541 0,59608 0,59875 0,40142 0,40 408 0,406 74 66

24 0,40674 0,40959 0,41204 0.41469 0.41 754 0,41998 0,42262 65
25 0,42262 0,42525 0,42788 0,450 51 0,45515 0,45575 0,45857 64
26 0,45 857 0,44098 0,44559 0,44620 0,44880 0,45140 0,45599 63

27 0,45599 0,45658 0,45917 0,46175 0,46455 0,46690 0,46947 62
28 0,46947 0,47 204 0,47460 0,47716 0,47971 0,48 226 0,48481 61
29 0,48481 0,48755 0.4 8989 0,49242 0,49495 0.49748 0;50000 60

30 0.50000 . 0,50252 0,50505 0.50754 0,51004 ([51254 ([51504 59
3 1 -----0.51504 0,51755 0,52002 0,52250 0,52498 0,52745 0,52992 58
32 0.52992 0,55258 0,554 84 0,M750 0,55975 0,54 220 0,54464 57
33 0,54464 0,54708 0,54951 0,55194 0,55456 0,55678 0,55919 56
3 4 0,559 19 0,56160 0,56401 0.56641 0,56880 0,57119 0,57558 55
35 0,57558 0,57596 0,57855 0.58070 0,58507 0,58545 0,58779 54
36 0,58779 0,59014 0,59248 0,59482 0,59716 0,59949 0,60182 53
37 0,60182 0,60414 0,60645 0,60876 0,61107 0,61557 0,6 1566 52'
38 0,61566 0,61795 0,62024 0,62251 062479 0,62706 0,62952 51
39 0,62952 0,65158 0,65585 0,65608 0,65852 0,64056 0,64279 50

40 O,é4279 0.64501 0,64725 0,64945 0.65166 0,65586 0,65606 49
41 0,65606 0,65825 0,66044 0,66262 0.66480 0,66697 0,66915 48
42 0,669 15 0,67129 0,67544 0,67559 0,67775 0,67987 0,68200 47
43 0,68200 0,68412 0,68624 0 ,68855 0,69046 0,69256 0,69466 46
44 0,69466 0.69675 0,69835 0,70091 0,70298 0,70505 0,707 11 45

60' 50' 10' o'



60'50'

COSENO
20' I 30' I 40'10'o'

o 1,00000 1,00000 0,99998 0.99996 0,99995 0,99989 0,99985 89
1 0,99985 0,99979 0,99975 0,99966 0,99958 0,99949 0,99959 88
2 0,99959 0,99929 0,99917 0,99905 0,99892 0,99878 0,99865 87
3 O,9986i'i 0,99847 0,99851 0,99815 0,99795 0,99776 0,99756 86.

4 0,99756 0,99736 0,99714 0,99692 0,99668 0,99644 0.99619 85
5 0,99619 0,99594 0,99567 0,99540 0,99511 0,99482 0,99452 84
6 0,99452 0,99421 0,99590 0,99557 0,99524 0,99290 0,99255 83

7 0,99255 0,99219 0,99182 0,99144 0,99106 0,99067 0,99027 82
8 0,99027 0,98986 0,98944 0,98902 0,98858 0,98814 0,98769 81
9 0,98769 0,98725 0,98676 0,98629 0,98580 0,98551 0,98481 80·

10 0,98481 0,98450 0,98578 0,98525 0,98272 0.98218 0,98165 79

11 0,98165 0,98107 0,98050 0,97992 0,97954 0,97875 0,97815 78
12 0,97815 0,97754 0.97692 0,97650 0,97566 0,97502 0,97457 77
13 0,97457 0,97571 0,97504 0,97257 0,97169 0,97100 0,97050 76

14 0,97050 0,96959 0,96887 0,96815 0,96742 0,96667 0,96595 75
15 0,96595 0,96517 0,96440 0,96565 0,96285 0,96206 0,96126 74
16 0,96126 0,96046 0,95964 0,958 82 0,95799 0,95715 0,95650 73

17 0,95650 0,95545 0,95459 0,95572 0,95284 0,95195 ' 0,91>106 72
18 0,95106 0,95015 0,94924 0,94852 0,94740 0,94646 0,94552 71
19 0,94552 0,94457 0,94561 0,94264 0,94167 0,94068 0,95969 70

20 0,95969 0,95869 0,95769 0,95667 0,95565 0,95462 0,95558 69

21 0,95558 ' 0,95255 0.95148 0,95042 0,92955 0,92827 0,92718 68
22 0,92718 0,92609 0,92499 O,92b88 0,92276 0,92164 0,92050 67
23 0.92050 0,91936 0,91822 0,91706 0,91590 0,91472 0,91555 66

24 0,91555 0,91256 0,91116 0,90996 0,90875 0,90755 0,90651 65
25 0,90651 0,90507 0,90585 0,90259 0,90155 0,90007 0,89879 64.
26 0,89879 0,89752 0,89625 0,89495 0,89565 0,89252 0,89101 63

27 0,89101 0,88968 0,88855 0,88701 0,88566 0,88451 0,88295 62
28 0,88295 0,88158 0,88020 0,87882 0,87745 0,87605 0,87462 61
29 0,87462 0,87521 0,87178 0,87036 0,86892 0,86748 0,86605 60

30 0,86605 0,86457 0,86510 0,86165 0,86015 0,85866 0,85717 59

31 0,85717 0,85567 0,854 16 0,85264 0,85112 0,84959 0,84805 58
32 0,84805 0,84650 0,84495 0,84559 0,84182 0,84025 0,85867 57
33 0,85867 0,85708 0,85549 0,85589 0,85228 0,85066 0,82904 56

34 0,82904 0,8~741 0,82577 0,82415 0,82248 0,82082 0,81915 55
35 0,81915 0,81748 0,81580 0,81412 0,81242 0,81072 0 ,80902 54
36 0,80902 0,80750 0,80558 0,1\0586 0,80212 0,80058 0,79864 53

37 0,79864 0,79688 0,79512 0,79555 0,79158 0,78980 0,78801 52:
38 0,78801 0,78622 0,78:442 0,78261 0,78079 0,77897 0,77715 51
39 0,77715 0,77551 0,77547 0,77162 0,76977 0,76791 0,76604 50-

40 0,76604 0,76417 0,76229 0,76041 0,75851 0,75661 0,75471 49,

41 0,75471 0,75280 0,7 5088 0,74896 0,74705 0,74509 0,74514 '48-

42 0,74514 0,74120 0,75924 0,75728 0,75Ml 0,75555 0, 75155 47
43 0,75155 0,72957 0,72757 0,72557 0,72557 0,72 136 0,71954 46
44 0,71954 0,71752 0.7 1529 0,71525 0.71121 0,70916 0, 70711 45

f

60' 50' 40' I 3 0' I 20'

SENO
10' o'



o' l ' 10'

TANGENTE
. 20' I 30' I 40' 50'

<l r
)

)(" -- - - .".,

60'

o 0,00000 0,00291 0,00582 0,00873 0,01164 0,01455 ' 0,01746 89
1 0,01746 0,02036 0,02328 0,02619 0,02910 0.03201 0;03492 88
2 0,05492 0,03783 0,04075 0,04366 0,04658 0,04949 O,05~41 87
3 0,05241 0,05535 0,05824 0,06116 0,06408 0,06700 0,06993 86
4 0,06993 0,07285 0,07578 0,07870 0,08163 0,08456 0,08749 85
5 0,08749 0,09042 0,09355 0,09629 0,09923 0,19216 0,10510 84
6 0,10510 0,10805 0,11099 0,11394 0,11688 0,11983 0,12278 85
7 0,12278 0,1257 4 0,12869 0,13165 0,15461 0,10758 0,14054 82
8 0,14054 0,14551 0,14648 0,14945 0,15243 0,15540 0,15838 81
9 0,15858 0,16137 0,16455 0,16754 0,17035 0,17353 0,17633 SO

1.0 0,17633 0,17935 0,18235 0,18554 0,18855 0,19136 0,19438 79
11 (),T9438 0 ,19740 0,20042

- - - - - -
780,20545 0,20648 0,20952 0,21256

12 0,21256 0,21560 0,2 1864 0,22169 0,22475 0,22781 0,23087 77

\~
0,23087 0,23593 0,23700 0,24008 0,24516 0,24624 0,24933 76
0,24935 0,25242 0,25552 0,25862 0,26172 0,26483 0,26795 75

15 0,26795 0,27107 0,27419 0,27732 0,28046 0,28560 0,28675 74
16 0,28675 0,28990 0,29505 0,29621 0,29958 0,30255 0,30573 75

17 0,50573 0,30891 0,3 1210 0,3 1550 0,51850 0,32 171 0,32492 72
18 0,32492 0,52814 0,35136 0,35460 0,33783 0,34108 0,54435 71
19 0,54435 0,54758 0,35085 0,354 12 0,35740 0,36068 0,36397 70

0,36397
- - -

----0.57057 0,37388 6920 0,36727 0,37720 0,38055 0,38386
21 0,38386 0,58721 0,39055 0 ,39391 0,59727 0,40065 0,40405 68
22 0,40403 0,40741 0,41081 0,41421 0,41763 0,42105 0.42447 67
23 0,42447 0,42791 0,43136 0,45481 0,43828 0,44175 0,44523 66
24 0,44523 0,44871 0,45222 0,45573 0,45924 0,46277 0,46631 65
25 0,46631 0,46985 0,47541 0,47698 0,48055 0,48414 0,48773 64
26 0,48773 0,49134 0,49495 0,49858 0,502,22 0,50587 0,50955 63
27 0,50955 0,51320 0,5 1688 0,52057 0,52427 0,52798 0,55171 62
28 0,55171 0,55545 0,55920 0,54296 0,54673 0,55051 0,55431 61
29 0,55431 0,55812 0,56194 0,56577 0,56962 0,57348 0,57 735 60
3 0 0,57755 0,58124 0,58513 0,58905 0,59297 0,59691 0,60086 59
31 0,60086 0,604 85 0,60881 0,61280 0,61681 0,62083 0,62487 58
32 0,62487 0,62892 0,63299 0,63707 0,64117 0,64528 0,64941 57
33 0,64941 0,65555 0,65771 0,66189 0,66608 0,67028 0,67451 56
34 0,67451 0,67875 0,68301 0,68728 0,69157 : 0,.69588. 0,70021 55
35 0,70021 0,70455 0,70891 0,71329 0,71769 ' 0,72211 '· 0.72654 54
36 0,72654 0,73100 0,73547 0,75996 0,74447 0,74900 : 0,75555 55
37 0,75555 0,75812 0,76272 0.76735 0,77196 . 0,77661 0,78129 , 52
38 0,78129 0.78598 0,79070 0.79544 0,80020 0,80498 080978 51
39 0,80978 0,8 1461 0,81946 0,82454 0,82923 0,85415 0,859 10 50
40 0,83910 0,84407 0,84906 0,85408 0.85912 0,86419 0,86929 49
41 ----0.86929 0,87441 0,87955 0,88473 0.88992 0,89515 0,90040 48
42 0,900401 0,90569 0,91099 0,9 1633 0,9 2170 0,92709 0,93252 47
43 0,93252 0,93797 ' 0,94545 0,94896 0,95451 0,96008 0,96569 46
44 ' 0,96569 0,97135 0,97700 0,98270 0,98843 0,99420 1;00000 45

60' so' 40 ' I 30' I 20 '
COTANGENTE

10 '



60'50'

40130 120
TANGENTE

10'o'TI
o eo 545,77571 171,88540 114,58865 85,95979 68,75009 57,28996 89
1 57,28996 49,10588 42,96408 58,18M6 54,56777 51,24158 28,63625 88
2 28,63625 26,45160 24,54176 22,90577 21,47ú40 20,20555 19,08114 87
3 19,08114 18,07498 17,16954 16,54986 15,60478 14,92442 14,50067 86
4 14,50067 15,72674 15,19688 12,70621 12,25051 11,82617 u.rsoos 85
5 11,45005 11,05945 10,71191 10,58540 10,07805 9,78817 9,51456 84
6 9,51456 9,25550 9,00985 8,77689 ' 8,b5555 8,54496 8,14455 83
'7 8,14455 7,95502 7,77035 7,59575 7,42871 7,26875 7,11557 82
8 7,11557 6,96825 6,82694 6,69116 6,56055 6,45484 6,5 1575 81
9 6,51575 6,19705 6,08444 5,97576 5,87080 5,76957 5,67128 SO

1 0 5,67128 5,57638 5,48451 5,59552 5,50928 5,22566 5,14455 79
11 5,1 4455 5,06584 4,98940 4,91516 4,84500 4,77286 4,70463 78
12 4,70465 4,65825 4,57563 4,51071 4,44942 4,58969 4,55148 77
13 4,55148 4,27471 4,21955 4,16530 4,11256 4,06107 4,01078 76
14 4,01078 5,96165 5,91564 5,86671 5,82085 5,77595 5,75205 75
15 5,75205 5,68909 5,64705 5.60588 5,56557 5,52609 5,48741 74
16 5,48741 5,44951 5,41236 5,57594 5, 34025 5,50521 5,27085 73
17 5,27085 5,25714 5,20406 5, 17159 5.15972 5,10842 5,07768 72
18 5.07768 5,04749 5,01785 2.98869 2,96004 2,95189 2,90421 71
19 2,90421 2,87700 2,85025 2.82591 2,79802 2,77254 2,74748 70

:2 0 2,74748 2,72281 2,69855 2.67462 2,65109 2,62791 2,60509 69
21 2,60509 2,58261 2,56046 2,53865 2,51715 2,49597 2,47509 68
22 2,4 7509 2,45451 2,43422 2,41421 2,59449 2,57504 2,55585 67
23 2,55585 2,55695 2,51826 2,29984 2,28167 2,265 74 2,24604 66
24 2,24604 2,22857 2,2 1152 2,19450 2,17749 2,16090 2, 14451 65
25 2,14451 2,12852 2,11255 2,09654 2,OR094 2,06555 2,05030 64
26 2,05050 2,05526 2,02059 2,00569 1,99116 1,97680 1,96261 63
27 1,96261 1,94858 l,9M70 1,92098 1,90741 1,89400 1,88075 62
28 1,88075 1,86760 1,85462 1,84177 1,82906 1,81649 1,80405 61
29 1.80405 1,79174 1,77955 1,76749 1,75556 1,74575 1,75205 60

3 0 1,75205 1,72047 1,70901 1,69766 1,68645 1,671i50 1,66428 59
31 1,66428 1,65557 1,64256 1,65185 1,62125 1,6107 4 1,60055 58
32 1,6.0055 1,59002 1,57981 1,56969 1,55966 1,54972 1,55987 57
33 1,55987 1,55010 1,52045 1,51084 1,50155 1,49190 1,48256 56
3 4 1,48256 1,47550 1,46411 1,45501 1,44598 1,45705 1,42815 55
:35 1,42815 1,41934 1,41061 1,40195 1,59556 1.58484 1,57638 54'
36 1,57638 1,56800 1,55968 1,55142 1,54525 1,55511 1,52704 53
37 1,52704 1,51904 1,5 1110 1,50525 1,2954 1 1,28764 1,27994 52
38 1',27994 1,27250 1,26471 1,25717 1,24969 1,24227 1,25490 51
39 1,23490 1,22758 1,22051 1,21510 1,20595 1,19882 1,19175 50

40 1,19175 1,18474 1,17777 1, 17085 1,16598 1,15715 1,15057 49
41 1,15057 1,14565 1, 15694 1,15029 1,12369 1J1715 1]1061 48
42 1,11061 1,10414 1,09770 1,09151 1,08496 1,07864 1,07257 47
43 1,07257 1,06615 1,05994 1,05378 1;04766 . 1,04158 ' 1,05555 46
44 1,05555 1,02952 1,02555 1.01761 1,01170 1,00585 1.00000 4,.">

, , , ,
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FE DE ERRA.TA.S

Página línea dice debe decir

32 8 = x - m n = x m n

32 15 (:) ({-)- b

40 3 y7 y . ') y :z. -
43 12 0,174 0,175

56 9 (\I~) (V~)" (\I~ ' \I~)"
66 20 cuadro cuadra do

79 22 A' A

93 4 2 + 7 2 . 7

139 2 11 4 117
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