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Resumen

Durante este proyecto se tratan conocimientos generales del procesamiento de imagenes, y
mas concretamente cdmo se aplica la interpolacién en este proceso.También se explican en detalle
los métodos de interpolacién mas relevantes en este campo y algunos conocimientos previos
sobre las imagenes digitales que son necesarios para entender cémo se aplican los métodos de
interpolacién.

Cabe destacar que durante esta memoria también queda reflejado mi paso por la empresa
Opentix.S.L en la cual realice practicas extracurriculares y posteriormente fui contratada.
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Abstract

During this project in general terms it is treated the knowledge of image processing and
to be precise, how the interpolation takes part in this process. Moreover, the most relevant
methods of this subject are well explained with full details and on top of that the previous
knowledge or background about the digital image which are mandatory in order to understand
how the interpolation methods are applied.

In the process of writing down this thesis (también sirve document) it is important to
underline that I took my work placement in Opentix and then I was hired after the probation
period.
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Capitulo 1

Introduccion

Contents
[1.1. Contexto y motivacion del proyecto] . . . ... ... ... ....... 13
[1.2. Estructura de la memorial . ... ... ... .. ..., 14

1.1. Contexto y motivacién del proyecto

Este proyecto abarca la realizacién del Trabajo de Fin de Grado (TFG) en el Grado de
Matematicas Computacional y tiene como objetivo el estudio de la interpolacién aplicada al
procesamiento de imagenes.

Durante la memoria se habla también de mi realizacion de précticas en la empresa Open-
tix.SL, aunque brevemente, ya que las practicas han sido exendidas por un contrato de précticas
extracurriculares y mas tarde laboral.

En cuanto a la memoria no corresponde con un proyecto relacionado con las préacticas sino

con un trabajo bibliografico sobre la aplicacién de la interpolaciéon en el procesamiento de
imagenes digitales.
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1.2. Estructura de la memoria

Este proyecto final de grado estd compuesto en su totalidad por seis capitulos.

En el capitulo 2, se comenta de forma breve mi estancia en la empresa Opentix.S.L en la
cual realicé préacticas extracurriculares y posteriormente fui contratada.

Para continuar, en el capitulo 3, hablaré sobre la interpolaciéon y serdan desarrollados los
métodos de interpolacién maés relacionados con el procesamiento de imagenes digitales.

En el capitulo 4, veremos conceptos generales sobre el procesamiento de iméagenes, en los
que se incluyen conceptos previos sobre las imnagenes digitales, necesarios para tener una idea
generl del procesamiento de imagenes digitales. También en este capitulo veremos el concepto
de remuestreo y daremos un ejemplo de remuestreo de iméagenes con la interpolacién bilineal.

En el capitulo 5, veremos ejempplos de remuestreo de imédgenes con tres métodos de in-
terpolacién diferentes: interpolacién lineal, cubica y de splines con la ayuda del lenguaje de
programacién MATLAB.

Para finalizar, en el capitulo 6, daré unas conclusiones generales en cuanto al grado en

Matematicas computacional, en concreto como ha afectado en mi vida, tanto en el ambito
formativo y laboral como en el personal.
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Capitulo 2

Estancia en practicas

Contents
2.1. Introduccionl ... ... ... ... o i e e 15
[2.2. Proyecto formativo| . . ... ... ... .. . 000 o000 16
[2.3. Trabajo desarrollado] . .. ... ... ... ... . 0oL, 17
[2.4. Técnologias empleadas| . . . . ... ... ... .. ... ... .. ... 18

2.1. Introduccion

Durante este capitulo describiré brevemente mi estancia en practicas realizadas durante el
ano 2019 en la empresa Opentix.SL en la provincia de Castellén.

Opentix S.L [1], nacié de la mano de Daniel Segarra en el ano 2012, que tras estudiar en la
UJI fundé su propia sociedad dentro del CEEI (Centro Europeo Empresa Innovadora) con el
objetivo de dar soluciones tecnolégicas como ERP y CMR a pequenas y medianas empresas.Una
de estas tecnologias empleadas ha sido Openbravo, que es la tecnologias con la que he trabajado
dentro de la empresa, aunque también trabajan con otras tecnologias como Navision o Sage.

Desde su nacimiento en 2012, la empresa ha crecido significativamente. Teniendo un reco-
nocimiento en la ’Gala Empresa del Ano’ como la mejor empresa joven de 2014 y 2015. Desde
su primera oficina de Castellén, la empresa se ha extendido hasta Valencia, Madrid, Barcelona,
Zaragoza y Sevilla. Desde el ano 2017, Opentix pertenece a un grupo de empresas complementa-
rias, en las cuales incluye Fadrell y Aitana, siendo esta ultima la empresa matriz. Estas ofrecen
al cliente el software que mas se ajusta a sus necesidades.
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Aitana [2], es una empresa con mas de 40 anos de experiencia dedicada al sector tecnolégico,
que ofrece soluciones a los problemas de gestién de sus clientes o de aquellas empresas que
necesiten mejorar y optimizar sus procesos de negocio.

Las soluciones tecnoldgicas que ofrece son ERP, CMR y Business Intelligence, sobre potentes
plataformas como Sage y Microsoft Navision. También disponen de soluciones sectoriales y
horizontales como la gestién de recursos humanos, gestién documental y retail que completan
la optimizacién de los recursos de la empresa.

Fadrell GT (Grupo Tecnologico) [3], es una empresa dedicada al desarrollo, implantacién y
mantenimiento de tecnologias de la informacién y comunicaciéon. Como consultores asesoran a
los clientes para encontrar la solucion que mas rentabilidad sume a su negocio, especializandose
en areas IT como el cloud Computing, networking, centros de procesos de datos y soluciones
para la industria 4.0.

Openbravo ERP es un software abierto en la nube especializado en soluciones para el sector
minorista. La arquitectura en la que esta especializada Openbravo se centra en dos modelos de
desarrollo y estda basado en Java. El primer modelo de desarrollo es la Ingenieria orientada a
modelos, en la que los desarrolladores describen la aplicacién en términos de modelos en lugar
de c6digo. Y la segunda en el patrén de diseno Modelo, Vista y Controlador (MVC), en la cual
se mantiene la légica de presentacién y la logica de negocios aislados.

Estos dos modelos permiten la integracién de otros programas con una sencilla interfaz.
Debido a las normas de la aplicacién de cédigo abierto se puede integrar con otras aplicaciones.

Mi estancia en la empresa OPENTIX, S.L. se divide en dos partes: las practicas extracurri-
culares con una duraciéon de 1 mes y 21 dias en la cual el objetivo principal era la adquisicién
de conocimientos sobre la tecnologia empleada y las herramientas utilizadas dentro del depar-
tamento de desarrollo de la empresa y posteriormente un contrato de trabajo temporal con una
duracién de 3 meses (a tiempo parcial).

2.2. Proyecto formativo

El proyecto formativo durante la estancia en practicas tiene como objetivo la adquisiciéon de
conocimientos préacticos en tareas de formacién, consultoria y soporte de Openbravo, soporte
bésico y formacion béasica a clientes y parametrizaciones varias bésicas del sistema, asi como la
formacién de nuevas herramientas empleadas para el desarrollo del soporte en Openbravo.
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2.3. Trabajo desarrollado

En este apartado explicaré desde principio a fin mi paso por la empresa Opentix, con algin
ejemplo practico de las tareas que desarrolle alli como programadora.

Durante en el primer contrato de practicas extracurriculares, las primeras semanas dentro de
la empresa fue recolectar informacién de la jerarquia de la empresa y como estaba estructurada
departamentalmente. Despues se me asigné al equipo de desarrolladores de Openbravo, en la
que realice los siguientes cursos:

TT1 (Technical Training 1) oficial de Openbravo.

TT2 (Technical Training 1) oficial de Openbravo.

Tras finalizar los cursos, comence haciendo pequenas tareas de mantenimiento en Openbravo
de diferentes clientes para asentar los conocimientos adquiridos en los cursos ya que se requiere
de tiempo para aprender bien la tecnologia.

La consultoria realizada consiste en explicar y resolver dudas a los clientes sobre el el funciona-
miento de ERP.

Una vez adquiridos estos conocimientos me asignaron 3 clientes a los cuales darles soporte junto
con otros clientes para soporte puntual, con los cuales me comunicaba casi diariamente.

El soporte consiste tanto en solventar problemas que le surjen a los clientes derivados de
errores de programaciéon o una mala configuracion de la parametrizacion dentro de Openbravo
en cuanto a la facturacién, contabilidad,inventario, transacciones, etc de la empresas dentro de
la plataforma, como crear nuevas funcionalidades o procesos que necesiten para la expansion,
mejoras o cambios en la empresa o gestion de ella, por ejemplo, algunas de las nuevas funciona-
lidades podrian ser: crear un botén, ventana, campo,evento,modificacién/creacién de informes
etc.
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Ejemplo Practico de soporte

Crear una ventana que permita anadir, por cada Business Partner y producto la cantidad
vendida de ese producto, junto con las medidas de este y su precio (de forma anual y mensual).

2.4. Técnologias empleadas

Durante el soporte a clientes se utilizan las siguientes tecnologias:

= Postgresql: sistema de base de datos relacional el cual usaba para acceder a las bases de
datos de la empresa para obtener, comparar, insertar o actulizar datos.

= Java: lenguaje de programacién para la realizacién, modificaciéon y actualizacién de pro-
cesos, evenhandler, etc.

= SQL: lenguaje utilizado para consultar las bases de datos en postgres

= Gnome: utilizado para acceder a las maquinas de test y produccién para subir los médulos
modificados o hacer modificacidnes de algin dato en la base de datos de produccién.

= Modularidad: Openbravo utiliza modulos con versiones con el fin de reutilizar funcionali-
dades en otros clientes y facilitar la correccién de errores.
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Capitulo 3

La interpolaciéon

Contents
B.1. Introduccionl . . ... ... .. e e 19
13.2. Imterpolacion polindmical . . . . . . ... ... ... 20
3.2.1. Meétodo de interpolacion de Lagrange| . . . . .. .. ... ... ... .. 21
[3.2.2. Método de Newton (Diferencias divididas)[. . . . . . .. ... ... ... 24
..................................... 26
13.3. Meétodos de interpolacion|. . . . . . . ... ... 00000 el 30
3.3.1. Interpolacion lineal. . . . . . . . ... oo 30
13.3.2.  Interpolacion Bilineal| . . . . ... ... ... 0oL 31
13.3.3.  Interpolacion bicubica| . . . . . .. ..o oo 35
13.3.4. Interpolacion del vecino mas cercano| . . . . . .. . ... ... .. .... 39
3.1. Introduccion

La interpolacion es un proceso matemadtico que tiene como objetivo calcular datos a patir

de datos ya conocidos, es un subcampo matematico del andlisis numérico.

En otros campos cientificos es frecuente disponer de cierto nimero de puntos obtenidos por
muestreo o a partir de un experimento y tener como objetivo construir una funcién que los
ajuste.

Otro objetivo de la interpolacion es el que consiste en aproximar una funcién més compleja a
partir de una mas simple.Si nos encontramos con una funcién en la que la realizaciéon de célculos
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resulta costoso, podemos partir de ciertos valores e interpolar estos construyendo una funcién
mas simple.No obtendremos los mismos resultados evaluando la funcién obtenida en lugar de
la funcién original, aunque dependiendo del tipo de problema y del método de interpolacion
utilizado, compensa ganar eficiencia frente al error cometido.

Podemos ver la interpolaciéon de un modo mas general de la siguiente manera:

Definicién 1 Consideramos n parejas de puntos (x;,y;), a las que denominaremos datos conocidos.
Queremos construir una funcion f(x) que verifique que :

flxy) =y coni =1,2,....n,
a la cual se denomina funcion interpolante de dichos puntos. A los puntos x; se les llama nodos.

Existen diferentes métodos para encontrar dicha funcién. Los més conocidos son los que inter-
polan f(x) mediante un polinomio o una funcién racional.

Planteamiento del problema :
Dada una funcién f : [a, b] — R, cuyo valor se conoce en n + 1 puntos: xg,z1,...,ZTn
del intervalo [a, b]: f(zo) = yo,..., f(xn) = yn, se debe construir una nueva funcién F(x),

perteneciente a una determinada clase de funciones, de tal modo que F(x;) = y; , para todo i
=0,1,...,n

3.2. Interpolacién polinémica

Definicién 2 Dados n + 1 puntos (x;,y;) con i = 0, 1, ..., n y x; # x si i # k, llamamos
interpolacion polinomica a determinar un polinomio de grado menor o igual que n tal que:

P(x;) = y; para todo i=0, 1, ... , n.

El Teorema Fundamental del algebra garantiza que el polinomio de grado n - 1 existe y
ademas es Unico, como demostraremos en el anexo I.

Teorema 1 Dados xg, 1, ..., xy, numeros reales distintos entre si y valores arbitrarios yg, y1, -
.y Yn, existe un unico polinomio P(x) de grado menor o igual que n tal que P(x;) = y; (i =

0,...,n).
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La demostracién del teorema anterior se encuentra en el anexo 1.

Existen diferentes métodos para determinar el polinomio interpolador. Independientemente
de cual hayamos usado, el resultado sera el mismo.

Aunque existe uno y solamente un polinomio de interpolacién de grado menor o igual que
n asociado a los datos de partida, dicho polinomio puede expresarse de maneras distintas y se
llega a €l a través de distintos algoritmos, lo que se traduce en polinomios de interpolacién con

nombres diversos.

A continuacién veremos dos de estos métodos: el método de Lagrange y de Newton.

3.2.1. Meétodo de interpolacién de Lagrange

El método de interpolacién de Lagrange es un problema clasico de interpolacién.

El objetivo de este método es encontrar el polinomio interpolador P(x) de grado menor o
igual a n tal que P(z;) = y;.

Los puntos xg, x1, z, se llaman nodos de interpolacién.
Veremos en primer lugar como se construye el polinomio interpolador de grado 1.
Construccién del polinomio interpolador de Lagrange gradol:

Se busca un polinomio de primer grado que interpole los valores de f(x) en dos puntos:
($07 QJO)» (xla yl)

Este polinomio resulta ser el p de grado uno (recta) que pasa por los dos puntos distintos
(z0,90) ¥ (z1,91)-

Para definirlo, consideraremos:

Lo(w) = 2221y Ly (r) = 222

To—T1 To—T0

y el polinomio :

Pi(z) = Lo(2) f(xo) + L1(z) f(z1) = 7= f2o) + o= f(w1)
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Como o(zg) =1, Lo(x1) =0, Li(x0) =0y Li(x1) = 1, se tiene que:

Pi(zo) = 1f(z0) +0f (z1) = f(zo) y Pr(z1) = 0f (z0) + 1f (21) = f(z1).

Asi, Pi(z) = Lo(x) f(x0) + L1(x) f(x1) es la inica funcién lineal que pasa por (zg,40) y (21, y1)-
Construccién del polinomio interpolador de Lagrange grado n:

Este método consiste en construir el polinomio interpolador de grado n que pasa por n + 1
puntos (z;,y;) de la forma

Pa(x) = 2izo Li()y:

donde las funciones L;(z) cumplen que L;(z;) = 0 sii # jy Li(x;) = 1. Esta propiedad
garantiza que P, (x;) = y;.

Las funciones L;(x;) vienen dadas por :

Li ({Ij) — (ﬁfxl)($7x2)...(xfxifl)(xfxzurl)...(xfxn)

@i—21) @s—72) - @r—2r1) @r—tig 1) (@) DAL todoi= 1,2, ..n

Se tiene claramente que L;(z;) = 1y Q;(x;) = 0.

El método de Lagrange permite construir a partir de un conjunto de nodos x1, xo, ..., T, de
forma explicita el polinomio interpolador.

Teorema 2 Si xg, x1, ..., Ty, Son n+1 numeros distintos entre si y f es una funcion de la que se
conocen sus valores en dichos numeros, entonces el polinomio interpolador de Lagrange viene
dado por la expresion:

P(z) = Lo(z) f(20) + ... + Lu(2) f (25) = D27 Li(2) f ()
donde,

(z—z0)(z—21)...(x—2i—1)(—Tit1)...(x—2Tn)
i—x0)(®o—x1)...(xi—xi—1)(@i—Tit1)...(Ti—Tn)

L; = & , para cada 1=0,1, ..., n.
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El principal inconveniente del método de Lagrange es el momento en el que hay un gran
ntmero de nodos, ya que también supone aumentar el grado del polinomio, lo qu eimplica
dificultades en el célculo.

Error de interpolacién

En esta seccién calcularemos la cota del error cometido al aproximar una funcién mediante
el polinomio interpolador de Lagrange.

Si P(x) interpola la funcién f(x) en los puntos distintos entre si zg, 1, ..., z, de un intervalo
[a, b] y f € Cpt1([a,b]), entonces, para cada x en [a, b] existe un nimero ¢(x) C (a, b) tal que :

ntl(c(z
f(x) = P(x) + L1582 (2 — 20) (@ — 1) (3 — 20)

Si la derivada de orden n+1 es una funcién acotada en [a, b], entonces:

@) < M = () - P < oy (b — )

Y asi puede estimarse el error cometido en la aproximacién f(x)~P(x) mediante esta acotacién.
Para disminuir el error puede acortarse la amplitud del intervalo (a, b) o bien aumentar el
numero de puntos.

Aunque, hay que tener cuidado pues, si los datos tienen errores, la exactitud disminuye al
aumentar n.

Ejemplo método interpolaciéon de Lagrange

Ejercicio 1 Calcular el polinomio de Lagrange usando los siguientes datos:

1 |-2
31
5 |2
7 |-3

Cuadro 3.1: Datos ejemplo método de Lagrange
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Aplicamos la férmula anterior:

Lo — @+3)(@=5)(@=7) _ (z+3)(z—5)(z=7)
0= A+3)a-5)(1-7) 96

z—1)(z—5)(z—7 z—1)(z—5)(z—7
Ly = ((—4§§—8)()£10)) = )(7320)( )

(=D (z+3)(z=7) _ (xz—1)(z+3)(z—T)
Ly = Uil =D = =

Sustituyendo, el polinomio de Lagrange queda definido de la siguiente manera:

r—3)(x—5)(x—T7 r—1)(x—5)(xz—7 r—1 13-‘1‘3 r—7 r—1 13+3 x—5

f(z) = —0,073923 4 0,390622 + 0,624z — 2,978

3.2.2. Método de Newton (Diferencias divididas)

Dada una coleccién de n puntos, zg, x1, ..., T ¥ Sus respectivas imagenes, buscaremos escribir

el polinomio de interpolacién en la forma:

P(z) = ap+ a1(x — xg) + az(x — x0)(x — 1) + .. + ap—1(x — 20)...(x — Tp—1)

donde los a; se definen de la siguiente manera:

Definicién 3 Los coeficientes ay, se denotan por ap= f [ xo,x1,...x1] y se generan de forma
recursiva mediante la formula :
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R e e L

partiendo de flxo] = f(xo). A estos coeficientes se les denominan diferencias divididas de
la funcion f en los puntos xg, 1, ...Tk.

Con esta notacion, el polinomio de interpolaciéon puede escribirse como:

p(x) = flzo] + flzo, z1](z — z0) + flwo, 21, 22](x — o) (T — 1)

+ o+ f[xo, 21, T2,y oy Ty (x — o) (. — 1) (T — Tp—1)

Ejemplo método de Newton (diferencias divididas)

Ejercicio 2 Dados los puntos:

(1,2),(3,3),(4,2) y (8,10)

se quiere obtener el polinomio interpolante que pasa por ellos.

Como tenemos 4 puntos, sabemos el grado del polinomio interpolador serd tres.

Tk flz] Flzr, #et1] Flh, Zis1, Tiyo] Sl Tet 1, Ehga. Liya)
: ) P R > a1 —z—t
U s =2 | fL3 =23 |J13.41 - ok =~k | /13,48 - i - &

T
30 fB]=3|fB4a===-1| fB3.48=3=12

s || sp=2 | fia8 = 0= |
8 | f8] =10
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x || flee] | floe 2] | Flee 2o, o] | flee, Tee1, Tees, Tega]

1 2

1
i F - 1
|1 \.:F - j I l

1 | 1

4 2 =

2
5 10

3.2.3. Splines

La interpolacion polinémica comun presenta algunos inconvenientes cuando hay muchos
nodos o si la funcién a interpolar esta lejos de ser un polinomio. El incremento en el grado
de polinomio que se produce al introducir nuevos puntos en la interpolacién, lejos de dar méas
precision, generalmente provoca mayores oscilaciones. La interpolacién polinémica, spline, evita
estas restricciones al limitar el grado de polinomio.

Definicién 4 Dados n+1 puntos (z9,40), (T1,Y1), -, (Tn, Yn) tales que los usados cumplen xo <
1 < ... < xy (nodos), un spline de grado k es una funcion S(z) cuya grdfica pasa por estos
puntos de forma que:

a) en cada intervalo [x;—1,x;), S €< k,

b) S tiene derivada de orden k-1 continua en [xo,x,)], es decir, S es de clase C*~1([xg, x,)).

Por consiguiente, S es un polinomio continuo a trozos de grado a lo sumo k, que tiene
derivadas continuas hasta el orden k-1.

Spline de grado k = 0:

Los splines de grado cero son funciones constantes a trozos. Una forma explicita de presentar
un spline de grado cero es la siguiente:
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co st x € [xg,x1)

c1 st x € [x1,x9)
S(x)=
Ch-1 Si X € [Tp_1, 2]
—
1 1
1 1
1 1
i : i I
——
: | 1 : X4
1 1 1 1
X0 X1 X2 X3 |
1 1

Figura 3.1: Splines de grado 0

Spline de grado k = 1:

Los splines de grado uno son funciones lineales a trozos que se unen de manera continua:

( Sy = apx + by st x € [x0,x1)

S1=a1x+ by st x € [x1,x2)

Sn—l = Qp_1T + bn—l ST x € [.’L’n_l,mn]

Para que sea continua, los polinomios que la definen deben coincidir en los nodos, es decir:

a;Tit1 +b; = aj41Ti41 + bip1,0=0,1,...,n—1
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X0 X1 X2 x3 x4

Figura 3.2: Splines de grado 1

Spline de grado k:

En general, los splines de grado k son polinomios de grado menor o igual que k que se unen de
manera continua ellos y sus derivadas hasta el orden k-1.

Splines cubicos

Los splines cubicos son los més utilizados. Son polinomios de grado menor o igual que tres
que se unen de forma continua entre ellos y sus derivadas de primer y segundo orden.

Dada la tabla de valores

X0 Yo
X1 | y1
Xn | Yn

Cuadro 3.2: Valores splines ctibicos

El objetivo es construir un spline cibico para interpolar la tabla (3.1). Para esto tenemos
que obtener los coeficientes del polinomio cibico de cada subintervalo y determinar de forma
simultanea los coeficientes en todos los subintervalos.

El spline viene dado por:
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( So(z) = agzx® + agaz? + ap1x + ago si x € [xo,x1)

Si—1(z) = aj—132% + a—122% + a1z + aimi0 ST T € [T, T)
S(z) = Si(x) = ai3x® + apr® + anx + ai st T € [T, Tiy1)

_ 3 2 .
Sn—1(x) = ap—132° + ap—122° + Ap_11T + an_10 Si T € [Tp_1,Ty)

Hay cuatro coeficientes en cada subintervalo, por lo tanto, tendremos 4n incognitas en total.
Los polinomios S;_1 y S; interpolan el mismo valor en el punto z; , luego :

Si_l(l‘i) =Y y SZ(.CL‘Z) =Y, iZl, 2, ceey n-1

esto hace que S sea continua y da lugar a 2(n -1) = 2n -2 condiciones que debemos exigir.
Por otra parte, So(zo) = yo ¥ Sn—1(Zn) = yn son 2 condiciones mds que debemos exigir.
S’(x) debe ser continua , por tanto

I (xi) = Si(z;) ,i=1, 2, ..., n-1

Anilogamente se obtienen otras n-1 condiciones imponiendo que la derivada segunda S” sea
también continua.
Por tanto, se han de verificar: (2n - 2) + 2 + 2 (n-1) = 4n-2 condiciones.
Es decir, imponiendo las condiciones de un spline ctibico, se obtiene un sistema de 4n-2 ecua-
ciones con 4n incégnitas.
Se necesitan, por tanto, dos condiciones adicionales para que los coeficientes estén univocamente
determinados.
Para construir un spline cubico interpolante a la funcién f en los nodos g < =1 < ... < Ty,
conviene expresar los polinomios cibicos de la forma:

Sj(z) = aj(x — 2;)* + bj(z — 25)* + ¢j(w — z;) + d;

ya que de esta forma el sistema de ecuaciones que resulta de imponer las condiciones de la
definicién es mas facil de resolver.

Las interpolaciones mas utilizadas son la lineal y la parabdlica. De la interpolacién lineal
y bilineal hablaremos mas adelante ya que estdn muy relacionadas con la interpolacién en el

procesamiento de imagenes.
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A continuacién veremos algunos métodos de interpolacién.

3.3. Meétodos de interpolacién

3.3.1. Interpolacion lineal

Lan interpolacién lineal es un procedimiento muy utilizado para estimar los valores que toma
una funcién en un intervalo en el cual conocemos sus valores en los extremos (g, yo), (21, y1)-
Para estimar este valor utilizamos la aproximacién de la funcién f(x) por medio de una recta.

Podriamos decir que entre todos los métodos de interpolacién, la interpolacién lineal es el
método mas sencillo, pero no es muy preciso. En este método tenemos como datos dos puntos
(x1,y1) ¥ (z2,y2) de la funcién f y nuestro objetivo es averigurar el valor de ’y’ cuando se
proporciona un valor de la abscisa tal que 21 < x < 2, como la funcién interpolante para este
método es una recta usaremos la ecuacién de la recta para averiguar dicho valor (y):

Y=Y0 _ Y1—¥%0
T—x0 T1—T0o

La interpolacién lineal se basa en la semejanza de tridngulos, la cual se explica mas en detalle
en el anexo 1.

De modo que derivando la expresién anterior, podemos obtener 'y’ que representa el valor
desconocido para x :

y—yOZ%(ﬁ—xl)

y=uyo+ =i (@ —21)

To—1T1

y=1yo+ s (x— 1)

T2—1T1

Con la finalidad de entender mejor este método de interpolaciéon veremos un ejemplo sencillo:

Ejercicio 3 Consideramos una tabla que relaciona los gastos y los ingresos. Una persona quiere
saber cudles son los ingresos de Marzo si su empresa tuvo un gasto de 100.000 €
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Gastos(x) Ingresos(y)
10.000 15.000
15.000 21.000
xo = 25.000 | yo = 45.000
x = 30.000 y= 7
x1 = 50.000 | y; = 95.000

Cuadro 3.3: Ejemplo Interpolacién lineal

Aplicamos la férmula de la interpolacion lineal, la cual ya hemos visto con anterioridad en
(2) y sustituyendo los datos :

y = 45000 + 23550=52050 (30000 — 25000)

y = 45000 + 53553 (5000)
y = 45000 + 2 (5000)
y = 55000

Por tanto, en el mes de Marzo esta empresa tuvo unos ingresos de 55.000 €

3.3.2. Interpolacién Bilineal

La interpolaciéon bilineal extiende de la interpolacién lineal en el &mbito de funciones de dos
variables.

Este método de interpolacién consiste en realizar una interpolacion lineal en una direccién
y después en la direccién ortogonal, aunque cada uno de estos pasos es lineal, en conjunto la

interpolacién es cuadratica.

En este método tenemos como datos cuatro puntos de la funcién f:

(x1,91), (T1,92), (22,91) ¥ (22,92)
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y queremos encontrar el valor de f en un punto (x,y).

E,DE,HE _________________ +sz

Y R R ¢SS
: ‘A

[ #'_:_’11________?_.1__________________?92_1_

Figura 3.3: Interpolacién bilineal.

donde Q11 = (21,91), Q12 = (21, ¥2), Q21 = (z2,y1), Q22 = (T2, %2)

En primer lugar se realiza una interpolacién lineal en direccién x

f(%?ﬂ) ~ ;22__;‘21 f(Ilayl) + ;:2__:2;11 (x27y1)

f(@,y2) = 2220 fa, y2) + 2250 f22, 42)

En segundo lugar se realiza una interpolacion lineal en direccién y

flay) = 2=l f(oy) + 250 (@, y2)

Esto proporciona una estimacién de f(x,y), es decir, el valor desconocido :
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floy) ~ I (@ — o) (12 — y) +
e
_ T
= Gy @) (@ =) (2 — 1) +
f(zy2) (w2 —21) (Y —y1) +

[ (@2,y2) (x —21) (y — v1)

En este caso hemos interpolado primero en la direccion x y después en la direcciéon y , pero
si hubieramos interpolado primero en la direccién y saldrian los mismos resultados.

Cuadrado unidad

Si se escoge un sistema de coordenadas en los cuales los cuatro puntos donde f es conocido
sean (0, 0), (0, 1), (1, 0) y (1, 1), entonces la férmula de interpolacién se simplifica notablemente
a:

fla,y) = £(0,0)(1 = 2)(1 —y) + f(1,0)z(1 —y) + f(0,)(1 — z)y + f(1,1)zy

0, equivalentemente, en forma matricial:

La interpolacion bilineal no es lineal

Definicion 5 Diremos que la funcion f: D — R es lineal si:

flax +by) =af(x)+bf(y) para todo z,y € D y a,b € R.

Ejercicio 4 Sea f: R% — R tal que f(x1,22) = (v1 — 72, 27)
Probar que es una aplicacion lineal.
Sea U= (z1,y1) y sea W = (x2,y2)
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T+ W = (21 + 22,91 + Y2)
f@) = (x1 —y1,2 % 1)
f() = (22 — y2,2 * 2)
f(r1+ 22,91 +y2) = (v1 + 22 —y1 — Y2, 2 % 21 + 2% 22)
Como f(U + W) = f(V) + f(i) f es lineal.

La interpolacién bilineal dentro del contexto del procesamiento de imagenes, es una técnica
bésica para el remuestreo.

A continuaciéon mostraremos un ejemplo sencillo en el que aplico el método de interpolacion
bilineal:

Ejercicio 5 Calcular el valor de Intensidad en el pizel 4 de la Figura 3./

cohmn —=
13
14.5

& =0 |—||s§1_<_._(:m -

- O
T

Figura 3.4: Pixeles escala de grises

Nota: En el siguiente capitulo veremos que una imagen digital puede definirse como una
funcién bidimensional f(x, y) donde x e y son las coordenadas espaciales. El valor de f en
cualquier par de coordenadas (x, y) se denommina intensidad de pizel.

El valor de la intensidad en el pizel 4 lo calcularemos interpolando linealmente entre los
valores 1 y 3 en cada una de las filas (es decir, también entre los valores 5y 7 ) :
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Ipaas = 218 5 (91) + MM 4 (95) = 150,5

Looias = 85 5 (162) + 1221 4 (95) = 128,5

y luego interpolar linealmente entre estos valores :

Top1,145 = 202 % (150,5) + 5202 « (285) = 146,1

Por tanto la intensidad del pixel 4 es 146.1 .

Por dltimo mencionar que también existe el método de interpolacién trilineal, o también
llamada ctbica, que explicaremos a continuacién (interpolacién lineal a tres dimensiones).

3.3.3. Interpolacién bicubica

La interpolacion bictibica en matematicas es una extension de la interpolacién cibica que
se utiliza para interpolar puntos de datos en una malla regular de dos dimensiones.

La interpolacién bicubica se puede obtener utilizando polinomios de Lagrange, splines cubi-
cos, o algoritmos de convolucion cubica.

Para este método supongamos que los valores de la funcién f(x,y) y las derivadas f;, f, v

fay son conocidas en las cuatro esquinas (0, 0), (1, 0), (0, 1) y (1, 1) en el cuadrado unitario.
La superficie interpolada puede entonces ser escrita.

P(xy) = Z?:o Z?:o az’jﬂﬁiy‘j

El problema de interpolacién consiste en determinar los 16 coeficientes a;; . Correspondiente
de p(x, y) con los valores de la funcién produce cuatro ecuaciones,

L. f (07 0) =P (07 0) = aopo
2.£(1,0) =p (1, 0) = ago + aio + az + asg
3.1(0,1) =p (0, 1) = ago + ao1 + ao2 + ap3
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4.£(1,1) =p (1, 1) =200 30 gay

Del mismo modo, ocho ecuaciones para las derivadas en la direccién de x y la direccién de

1. fz (0,0) = ps (0,0) = aip

2. fo (1,0) = ps (1, 0) = a1 + 2az0 + 3aso

3. fz (0, 1) =ps; (0, 1) = a0 + a1y + a12 + a3

4 fo (1L,1)=py (1, 1) =37 E?ZU a;jl

5. fy(0,0) = py(0,0) = ao1

6. fy(1,0) = py(1,0) = ap1 + a11 + az1 + az

7. fy(0,1) = py(0,1) = ap1 + 2ap2 + 3ap3

8.fy(L1) = py(L,1) = Z?:o Z?:O @ijj

Y cuatro ecuaciones para la derivada cruzada xy :

L. f2y(0,0) = pgy(0,0) = an

2. fey(1,0) = pay(1,0) = a11 + 2a21 + 3az;

3. fay(0,1) = pyy(0,1) = a1 + 2a12 + 3a13

A fay(1,1) = pay(1,1) = 320 20— aiji

donde en las expresiones anteriores se han utilizado las siguientes identidades:
Pa (X, ¥) = g g aiiX LY

Py (%, ¥) = Yoo 2 ai XY

Pay (%, ¥) = 2isg Z?:o aijiX*1jyIT!

Este procedimiento produce una superficie p (x, y) en el cuadrado unitario [0, 1] [0, 1] la cual

es continua y con derivadas continuas. La interpolacién biciibica en una cuadricula de tamano
arbitrariamente regular se puede lograr mediante un conjunto de parches de dichas superficies,
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asegurando que los instrumentos derivados corresponden en los limites. La agrupacén de los
parametros desconocidos a;; en un vector :

T
o= [(100, aio, @20, @30, a01, a11, 21, a31, ap2, 412, @22, 32, 403, 413, 423, QSS]

y dejar :

T = [f(070)7f(170)7f(07 1)7 f(17 1)7fz(070)7f:c(170)7 fz(07 1)7f$(17 1)7 fy 070)7 fy(1>0)7
fy(071 afy(l?1)afxy(ovo)afxy(lvo)afl“y(ov 1)7fxy(171)]T

El sistema anterior de ecuaciones se puede reformular en una matriz para la ecuacién lineal
A, = x. La inversa de la matriz da la ecuacién lineal més 1til Alx = « permite que « pueda
calcularse réapida y facilmente, donde

1 1] 1] L1} L] 1] L] 1] L] 1] 1] 1] 1] L1} L] ]
L] ] 1] L1} 1 i} L] i} L] ] ] i} ] L1} L1} ]
d & 1] L1} 2 1 L] 1] L] 1] 1] 1] 1] L1} L] ]
2 2 1] L1} 1 1 L] 1] L] 1] 1] 1] 1] L1} L] ]
L] 1] 1] L1} L] i} L] i} 1 1] 1] i} 1] L1} L] ]
L] 1] 1] L1} L] 1] L] 1] L] 1] 1] 1] 1 L1} L] ]
0 1] i L] L] 1] L] 1] ] ] 1] 1] P 1 L] ]
g—1 L] 1] 1] L1} L] 1] L] 1] 2 2 1] 1] 1 L L] ]
d 1] ] L1} L1} 1] L] 1] 2 1] 1 1] 1] L1} L] ]
L] 1] 1] L1} 4 1] 4 1] L] L1} L1} ] & 1] 1 ]
9 H] ] 9 4] -] L1} 3 4] 1] -] 3 1 P F 1
L3 L1} 1] L] £ £ ] 3 i ] 2 2 X 2 1 1
2 LI} ] 1] 1] ] ] L1} 1 i} 1 ] L1} L1} i} i}
0 LI] 1] i} 2 i} P LL] i} i} i} i} 1 L] 1 i}
L] L1 L] L] 1 2 1 & i L] 5 -] & 1 2 1
I 1 5 ) 2 2 2 P 2 2 2 2 1 1 1 1 ]

No puede haber otra forma de matriz concisa de 16 coeficientes
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Si las derivadas son desconocidas por lo general son aproximadas a partir de los valores

de la funcién en los puntos vecinos de las esquinas del cuadrado unitario, por ejemplo, usando
diferencias finitas.

Para encontrar cualquiera de las derivadas individuales, f; o f,, utilizando ese método, en-
contrar la pendiente entre los dos puntos de alrededor en el eje apropiado. Por ejemplo,para
calcular f, para uno de los puntos, encontramos f (x, y) para los puntos de la izquierda y derecha
del punto de biisqueda y calculamos su pendiente, y lo mismo para f,. Para calcular la derivada
cruzada, f,, tomamos la derivada en ambos ejes, uno a la vez. Por ejemplo, se puede calcular
primero f, (derivada de x) de los puntos encima y por debajo del punto de bisqueda, luego,
calculamos f, en esos valores para obtener el valor de f;, (x, y) para el punto de destino.

También se puede hacer en direccién opuesta, en primer lugar calcular f, y luego f,, los dos
resultados son equivalentes.
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En los bordes de la base de datos, cuando falta algunos de los puntos circundantes, los puntos
que faltan pueden aproximarse mediante uno de una serie de metodos. Un método simple y
comun es asumir que la pendiente desde el punto hasta el punto de destino existente continuia
sin m&s cambios, y usando esto para calcular un valor hipotéticoo para el punto que falta.

3.3.4. Interpolacion del vecino mas cercano

La interpolacién del vecino maés cercano tambiés es conocida como interpolacion proximal o
muestreo del punto. Es un método sencillo de interpolacion en una o méas dimensiones.

El algoritmo de este método sélo tiene en cuenta el valor del punto més cercano ignorando
los valores de los puntos vecinos.

Figura 3.5: Interpolacién del vecino mas cercano

Busqueda del vecino mas cercano

La busqueda del vecino mas cercano, bisqueda de proximidad o busqueda del punto més
cercano (NNS), es un problema de optimizacién para encontrar el punto mas cercano (o mas
similar) teniendo en cuenta un conjunto de puntos dados.

El planteamiento del problema de biisqueda del vecino més cercano es el siguiente:

Dado un conjunto de puntos C en un espacio E (C C E) y p € E, queremos encontrar el
punto mas cercano de C para p (Cp).

Existen diferentes formas de resolver el problema NNS.Veamos tres métodos:

= la bisqueda radial

= el espacio de particién
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= busqueda lineal

La biusqueda lineal

La busqueda lineal es la solucion mas simple para el problema NNS, consiste en calcular
la distancia desde el punto p a cada uno de los puntos del conjunto de puntos C, haciendo un
seguimiento mirando ” el mejor hasta ahora ”. Este algoritmo tiene un tiempo de ejecucion
O(dN) donde N es la cardinalidad de C y de es la dimensionalidad de E.

)

La busqueda lineal es la soluciéon més simple al problema NNS.

ul2

b}
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i
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ul
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Figura 3.6: Btisqueda lineal

Relacion con el diagrama de Voronoi

Los diagramas de Voronoi son fundamentales dentro de la Geometria Computacional, con-
tienen toda la informacion de la proximidad entre puntos y tienen muchas aplicaciones.

Dado un conjunto de puntos C en un espacio E (C C E), un diagrama de Voronoi es una
descomposicion del espacio en celdas, cada celda contiene un punto situado de tal forma que en
cualquier lugar del espacio, el punto méas cercano es el interior de la celda.

Si nos fijamos podemos deducir que esto es equivalente al método de interpolacion del vecino

mas cercano, si asignaramos el valor de la funcién en el punto p a todos los puntos dentro de la
celda.
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Figura 3.7: Diagrama de Voronoi

El algoritmo de Fortune

El algoritmo de Fortune es un algoritmo de linea de barrido para generar un diagrama de
Voronoi de un conjunto de puntos en un plano utilizando un tiempo O (n log n) y espacio O (n).
Fue publicado originalmente por Steven Fortune en 1986 en su articulo ” Un algoritmo sweepline
para los diagramas de Voronoi.”

Descripcion del algoritmo de Fortune :

El algoritmo mantiene tanto una linea de barrido y una linea de varado, la cual ambas se
mueven a través del plano a medida que el algoritmo avanza. La linea de barrido es una linea
recta, que es posible que, por convencién, suponemos que es vertical y moviéndose de izquierda
a derecha a traves del plano. En cualquier momento durante el algoritmo, los puntos de entrada
a la izquierda de la linea de barrido se han incorporado en el diagrama de Voronoi, mientras
que los puntos a la derecha de la linea de barrido no se han considerado todavia. La linea de
varado no es una linea, sino una curva a trozos complicada a la izquierda de la linea de barrido,
compuesto por piezas de parabolas; se divide la porcién del plano en el que el diagrama de
Voronoi puede ser conocido, independientemente de lo que otros puntos pueden ser derecha de
la linea de barrido, del resto del plano.

Para cada punto de la izquierda de la linea de barrido, se puede definir una pardbola de
puntos equidistantes a partir de ese punto y de la linea de barrido; la liinea de varado es el limite
de la unién de estas pardabolas. A medida que la linea de barrido avanza, los vértices de la linea
de varado, en el que se cruzan dos parabolas, trazan los bordes del diagrama de Voronoi. La
linea de varado progresa manteniendo cada base de la parabola exactamente a medio camino
entre los puntos de barrido inicialmente sobre la linea de barrido, y la nueva posicién de la linea

de barrido.

El algoritmo mantiene como estructuras de datos un arbol de bisqueda binaria que describe
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la estructura combinatoria de la linea de varado, y una cola de prioridad lista de posibles
eventos futuros que podrian cambiar la estructura de la linea de varado. Estos eventos incluyen
la adicién de otra pardbola a la linea de varado (cuando la linea de barrido cruza otro punto
de entrada) y la eliminacién de una curva de la linea de varado (cuando la linea de barrido
se hace tangente a un circulo a través de unos tres puntos de entrada cuyo parabolas forman
segmentos consecutivos de la linea de varado). Cada uno de estos eventos puede ser priorizado
por la coordenada x de la linea de barrido en el punto que se produce el evento.

El propio algoritmo entonces consiste en retirar repetidamente el préximo evento de la cola
de prioridad, la busqueda de los cambios que el evento provoca en la linea de varado, y la
actualizacion de las estructuras de datos.

Como hay O(n) eventos en proceso (estando cada uno asociado con alguna caracteristica
del diagrama Voronoi) y O(log n) tiempo para procesar un evento (cada uno compuesto de un
numero constante de operaciones arbol de busqueda y cola de prioridad binarios) el tiempo
total es O(n log (n)).
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Capitulo 4

Procesamiento de Imagenes
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4.1. Introduccién

El procesamiento de imégenes digitales es el conjunto de técnicas que se aplican a las image-
nes digitales con el objetivo de mejorar la calidad o facilitar la bisqueda de informacion.

El procesamiento de imagenes es un campo muy importante de la visién artificial, que ha-
ce posible que un ordenador procese imagenes o fotografias bidimensionales. El procesamiento
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digital de imégenes se puede dividir en las siguientes dreas: Adquisicién, realce y mejora, seg-
mentacién y extraccion de caracteristicas.

La adquisicion o captura se ocupa de las diferentes maneras de obtener una imagen , por
ejemplo, una camara.
El realce y la mejora de la imagen son las técnicas que se utilizan para mejorar la apariencia
visual de las imédgenes bien para restaurar imédgenes que han sido degradadas o para recuperar
iméagenes.Esta es la parte del procesamiento de imagenes en la que més insistiremos puesto que
es la parte en la que se aplica la interpolacion.
La segmentacién esta parte del proceso se ocupa de la division de las imédgenes en areas o
regiones significativas.
La extraccién de caracteristicas engloba la deteccién y localizacion de entidades geométricas
simples (lineas y puntos) y complejas (curvas y cuddricas)
Las aplicaciones del procesamiento de imagenes son muchas, normalmente se utiliza para darle
estetica a la imagen, esto se consigue modificando el brillo, el contraste, el color para eliminar
los defectos de la imagen en el momento de la fotografia, etc.

4.2. Historia del Procesamiento de Imagenes

El concepto de imagen digital desde el punto de vista del procesamiento de imdagenes se
remonta a la década de 1920, entre sus primeras aplicaciones podemos destacar el envio de
imagenes para prensa que se hacian entre Londres y Nueva York (con esta aplicacién consiguie-
ron acortar el tiempo de envio de las imagenes de una semana a tres horas).

Algunos anos mas tarde en 1957, el mundo pudo ver lo que se consideré la primera imagen
digital recreada (no reproducida) en pixeles de la mano de Russel Kirsch.Este cientifico trans-
formé una imdgen en una matriz de ceros y unos, pudiendo asi visualizarla en SEAC (el tinico
ordenador programable de la época), su resolucion era de 175 x 175 pixeles.

La imagen digital se realza potencialmente en la década de los sesenta, fue en esta década
en la que empezaron a usarse técnicas de manipulacién de iméagenes electrénicas utilizando
el ordenador para mejorar las imédgenes recibidas por sondas espaciales, estas imédgenes eran
escaneadas a baaj velocidad para codificarlas digitalmente y méas tarde escanearlas y volver a
transmitirlas.

En 1970, se produce un salto muy importante para la imagen digital con la llegada de los
microprocesadores, que permitieron aumentar la capacidad de almacenamiento y procesamiento
de iméagenes.Durante esta época se construyo la primera cdmara digital y de forma continuada
la matriz de filtros y color, que permitiria captar los pixeles de la imagen en color.
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En 1988, se da la primera videocamara totalmente digital, presentada por Fuji.

Cuando se implementaron las imagenes en los ordenadores, se necesité un conjunto de ele-
mentos facilmente manipulables apra plasmar la imagen en la pantalla tal cual es en la foto-
grafia. RGB,CMY,CMYK,HSV, entre otros, estos permitieron la combinacién de colores, de luz,
de contraste y valores de transparencia necesarios para ver la imagen en la pantalla o para su
impresion.

Con esto se pudo comenzar a aplicar funciones matematicas, algebra lineal y métodos de

procesamiento de datos en el campo de la programacién para obtener mejores resultados. Ademas
ya existian programas que permitian editar las imagenes con pixeles de forma sencilla.

4.3. Conceptos Previos

4.3.1. Imdagenes digitales

Una imagen digital es una representaciéon bidimensional de una imagen a partir de una
matriz numérica, comunmente en binario (0 y 1).

Si tenemos en cuenta si la resolucién de la imagen es dindamica o estdtica, puede ser un
grafico vectorial o una imagen matricial (mapa de bits).

Durante el proyecto nos centraremos maés en las imagenes de mapa de bits también conocidas
como imagenes rasterizadas, bitmap o pixmap, son imagenes formadas por pixeles.

Definicién 6 Una imagen digital se puede definir como una funcion bidmensional f(x,y) donde
(x,y) son las coordenadas espaciales, y el valor de f en cualquier (z,y) es la intensidad de la
imagen en dicho punto.

Viendo la imagen digital desde el punto de vista de la definicién anterior, una imagen digital
se puede considerar una funcién discreta sobre un dominio discreto.
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4.3.2. Tipos de imagenes Digitales

Imagenes Digitales Rasters o Mapas de bits

En este caso la imégen es una estructura o fichero de datos que representa una rejilla
rectangular de pixeles o puntos de color, denominada matriz, que se puede visualizar en un
monitor, papel u otro dispositivo de representacion.

En este tipo de imagenes digitales cada pixel de la imagen tiene un color especifico y mientras
mas resolucién o mas pixeles tenga, la imagen tendrd més calidad. Uno de los programas mas
utilizados para editar imédgenes es el conocido Photoshop.

Imagenes vectoriales

La imagemes vectoriales, no tienen pixeles como las mencionadas anteriormente, sino que
parten de gréficos vectoriales que dependen de unos puntos de control , gracias a su contenido
de férmulas matematicas estan en la capacidad de formar curvaturas entre un punto y otro y
cuando se aplica algin programa de edicién, este simplemente calcula la formula y adapta la
imagen al requerimiento del usuario.

Las imégenes vectoriales se utilizan para la elaboracién de imagenes sencillas.

4.3.3. Pixel

Un pixel es la unidad minima de visualizacién de una imagen digital compuesta normalmente
por digitos binarios (0 y 1 en escala de grises), contienen informacién sobre el color, la saturacién
[{5))

y brilo.Estas caracteristicas suelen estar dadas en coordenadas “x”,y “y” de la pantalla, valores
generalmente R (rojo), G (verde), B(azul) y valor Alfa (en color)

Para entender mejor este concepto podriamos pensar en una cuadricula, donde cada celda
tiene un valor numérico, se puede somparar con una matriz con el tamano de la imagen en
donde se colocan los valores que representan a la misma, si somos mas especificos en el caso del
modelo RGB se puede hablar de tres matrices en donde cada una tiene el valor de rojo, verde
y azul correspondiente.

Existen diferentes estructuras de datos usadas para obtener datos de color.

La estructura maés sencilla estd compuesta de un bit, en donde se determina sélo el valor de
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blanco o negro a un pixel. Es decir 2! = 2 colores. Ejemplo:

Figura 4.1: Imagen monocromatica

Después tenemos a la estructura con 4 bits, es decir, 2* = 16 colores. Ejemplo:

Figura 4.2: Imagen con 16 colores

A continuacién vemos en la figura (x) la de 8 bits, es decir, 2% = 256 colores. Ejemplo:
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Figura 4.3: Imagen con 256 colores

Y llegamos al estdandar que son imégenes de 24 bits, es decir, 224 = 6 millones de colo-
res.Ejemplo:

Figura 4.4: Imagen con 6 milones de colores

Existen mas estructuras de datos, pero estas son las principales en cuanto a como se desa-
rroll6 tecnolégicamente la manera de representar imagenes, aun sigue siendo un estandar utilizar

48



imagenes de 24 bits RGB.

Para las imagenes estandar tenemos 256 diferentes combinaciones de rojo, verde y azul:
R = 9 bits = 0000 1111 — Bits mas significativos
G = 9 bits = 1010 1000
B = 9 bits = 1110 0000 — Bits menos significativos
Para hacer un total de RGB = 24 bits = 0000 1111 1010 1000 1110 0000 = valor de color.

Podemos hacernos una idea mas acertada del concepto de pixel con la figura 4.5, cada

cuadrado es un pixel.
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Figura 4.5: Pixeles

Nivel Digital (ND)

Al a hora de obtener la imagen en el proceso de ... del procesamiento de imagenes, el sensor
detecta la radiancia media de la aprcela equivalente al tamano de un pixel, este valor medio se
traduce por el sensor a un valor numéricos a partir del cual se realiza el tratamiento de imégenes

digitales.

Por ello cada pixel viene definido por un ntimero entero, el cual denominamos nivel digital
(ND)
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4.3.4. Tamano

Tamano en pixeles

Como hemos mencionado anteriormente una imagen digital es el resultado de una matriz de
pixeles, estos se reparten en filas y columnas de pixeles. El tamano de la imagen es la suma de
todos los pixeles que forman la imagen.

El tamano en pixeles de la imagen esté limitado por la capacidad del dispositivo de captura
(télefono mévil, camara fotogréfica, escaner, etc).Por ejemplo si empleamos un télefono méivil
con un sensor de 22 megapixeles, solo podremos capturar imagenes como maximo de 22000000
pixeles (1 megapixel = 1000000 pixeles)

Para verlo con claridad veremos un ejemplo, si vemos las propiedades de una imagen digital,
en concreto la de la figura 4.6, en nuestro ordenador y observamos que el tamano es de 259 x 195,
significa que la matriz de pixeles de esta imagen estd compuesta por 259 columnas y 195 filas
de pixeles, es decir el tamano de esta imagen es de 259 * 195 = 50505 pixeles.

Tamano fisico de la imagen

El tamano fisico de una imagen digital son las dimensiones fisicas de esta (anchura y altura)
expresadas en una unidad de longitud, normalmente en centimetros (cm).

El tamano fisico de la imagen depende de tamano de la imagene en pixeles y de la resolucion:

cm

culoa -=) / (resolucién en ppp)

tamarno fisico (cm) = (tamano en pixeles * 2,54

Tamano (peso) de archivo de la imagen

El peso o tamano de archivo de una imagen digital es la cantidad de memoria que se ocupa
al almacenar la imagen y se mide en bytes o multiplos :

1 GB = 1024 MB = 10024 x 10024 Bytes = 1048576 Bytes

El taano de archivo de una imagen difital depende de su tamano en pixeles y de su profun-
didad en bytes
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4.3.5. Resolucién

La resolucién de una imagen es la relacién entre el tamano en pixeles de una imagen, que
como hemos visto anteriormente depende del dispositivo con el que ha sido capturada la imagen
y sus dimensiones fisicas, estas dependen del dispositivo de salida de la imagen como una
impresora o una pantalla.

La resolucién normalmente se expresa en pixeles por pulgada (ppp o dpi), esta propiedad
s6lo dependera del dispositivo de salida de la imagen, contra més resolucién tenga el dispositivo
de salida mas pixeles por unidad de longitud, dicho de otra forma el nivel de detalle de la imagen
es mayor (mayor resoluciéon = mas definicion)

& Propiedades: imagen2dbits X

General  Seguridad Detalles  Versiones anteriores

b

Tipo de archivo:  Archivo JPG {jpg)

Seabre con: Fotos Cambiar.

Ubicacién: C:\Users\Alba\Deskiop

Tamario 10,3 KB {10.549 bytes)

Tamario en

il 12,0 KB (12.288 bytes)

Creado: hay, € de octubre de 2019, hace & minutos
Modificado hay, € de octubre de 2019, hace & minutos

Ultimo acceso: hay, 6 de octubre de 2019, hace & minutos

Atributos: OS5l lectura [] Ocutto Avanzados.

Sequidad:  Este archivo proviene de ofrm
cquipo y podria bloquearse para
ayudar a proteger este equipo

[ Desbloquear

Aceptar Cancelar Aplica

Figura 4.6: Propiedades de una Imagen

4.4. Interpolacion en el procesamiento de imagenes

4.5. Remuestreo de imagenes

El remuestreo o interpolacién radiométrica de una imagen digital esta dentro del proceso de
realce y mejora en el procesamiento de imégenes.

Dentro las operaciones o transformaciones que se pueden realizar a una imagen con el fin de
realzarlas y mejorarlas, el remuestreo estd dentro de la categoria de transformaciones geométri-
cas.El resultado de las transformaciones geométricas depende de las diferentes posiciones de los
niveles de gris en la imagen de entrada.
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Las transformaciones geométricas tienen las siguientes pasos de correccién geométrica :

Definicién de las funciones de transformacion.

Cadlculo de las coordenadas de las esquinas de la imagen transformada y el nimero de
filas y columnas que tendrd la nueva imagen en su matriz de pixeles.

= Creacién de la nueva imagen con las caracteristicas calculadas en el paso anterior.
» Para cada celda de la nueva imagen se determina si posicién en la imagen original

» Remuestreo; Se asigna el ND (Nivel Digital) al pixel de la nueva imagen.

4.5.1. Interpolacién Bilineal
En este apartado veremos un ejemplo de remuestreo de imagenes con el método de interpo-
lacién lineal.

En primer lugar debemos buscar que posicién ocuparan los centros de los pixeles de la

imagen transformada en la imagen original

i E'F'-h.—_,.,___r I 3 ]

12 [18 |22 25 / TRt |
/J P T ‘#“Em"w __Jl|

15 [19 (32|29 BN i
16 |12 |22 |26 KK TR
T 1§ )

9 17 [19(23| |X|P fi\?ﬁi/_l
19|25]22|29| < [XT> %m,;e:-.\
_.h'_h-_ 'J“ﬂr_»_l___‘._ﬁ N,

Figura 4.7: Ejemplo interpolacién bilineal remuestreo

Si quisieramos calcular el nivel digital del pixel sombreado en la Figura X, lo que tenemos
que hacer es calcular que posicién ocupa el centro de ese pixel en la imagen original mediante

las funciones de transformacién inversa.
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Ese pixel aparecera en la imagen original y su nivel digital serd calculado mediante inter-
polacién bilineal a partir de los niveles digitales de los 4 vecinos més proximos, como hemos

explicado anterioremente.

T T
12 18 22|25 [ X | [P
FTT“J-M; .
15|19 32(29 A F T
LT
1612 |22l26) | K KT
9 |17 [19]23] [ N KT
19|25(22(29) | X [XXP<
j‘km__Jka

Figura 4.8: Ejemplo interpolacién bilineal remuestreo

Las distancias que hay entre los centros de los pixeles que se van a tener en cuenta como
mas proximos, para el nivel digital, se corresponden con la resolucién geométrica de la imagen

original.

Esa resolucién geométrica, es decir, esa distancia entrte centro, la vamos a denominar d, tal

y como podemos ver en la Figura 4.9.

N AX 4 SD
d—<}
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, Xp, Yp)
L Il Ay Ay ID
AX

Figura 4.9: Ejemplo interpolacién bilineal remuestreo
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Como las coordenadas de los pixeles en la imagen original son conocidas, es decir, los centros
de los pixeles de la imagen original son conocidos y ademds hemos calculado la posiciéon que
ocupa el centro del pixel de la imagen transformada, en la imagen original podemos calcular
los incrementos de x ( A;) y de 'y ((Ay) Con estos incrementos y con la distancia d podemos
calular los niveles digitales de los puntos A y B.

Para el célculo del nivel digital del punto A vamos a recurrir a una regla de tres. Si la
dstancia entre 16 y 12, que son los centros de los pixeles de la imagen original, es decir, es d
(d=-4), podremos calcular la varacién que hay en el nivel digital para la distancia A,

d——— (12-16)
Ny ———a

De la misma forma vamos a proceder con el punto B, si para la distancia d hay una varacion
en los niveles digitales de 8 (17-9). Para A, habrd una variacién que sera igual a b. Con esa
pariacién calcularemos el nivel digital que se corresponde con el punto B

d——— (12-16)
Ny ———b

Los niveles digitales que se corresponden con A y con B en este caso son:
Suponemos que d = 25 cm, A, = 18, A=16 + a = 16 - 2,9 =13,1
Ay=,B=9+b=9+58=148

La variacién de los niveles digitaless entre A y B es de -2,9. Para la distancia A, la variacién
sera igual a -0,4, con esta variacién maés el nivel digital de B, podemos calcular el nivel digital

que le corresponderd al punto buscado.

En este caso el valor del nivel digital es:

ND = 14,8 - 0,4 = 14,4

Como todos los niveles digitales de la imagen son nimeros enteros, en realidad el valor que
se transfiere al pixel es 14.

El método de remuestreo con Interpolacion Bilineal lo que va a permitir es calcular los
niveles digitales de una imagen corregida geométricamente a partir de los niveles digitales de 4

pixeles de la imagen original.
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Cada uno de esos pixeles influird mas o menos en funcién de la distancia que los separa de
la posicién calculada

Formula general de el nivel de pixel:

ND = [(d - A,)*(A,) * ND(SI) +
(d- Ag)*(d - Ay)*NDAD] +
(Az)*(Ay) * ND(SD) +

(Az)(d - Ay )ND(ID)] (dxd)

AX A SD

(Xp, Yp)

Figura 4.10: Ejemplo interpolacién bilineal remuestreo

4.5.2. ;Qué método es mejor?

En el procesamiento de imégenes, la interpolacién bicibica se elige a menudo sobre la inter-
polacion bilineal o del vecino mas cercano para el remuestreo de imagen, cuando la velocidad
no es importante. En contraste con la interpolacién bilineal, que sélo toma en cuenta 4 pixeles
(2 2), la interpolacién bictubica considera 16 pixeles (4 4). Si se utiliza interpolacién bictubica
la interpolacién es mas suave y tienen menos artefactos de interpolacion.
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Capitulo 5

Ejemplos de cédigo para el
procesamiento de imagenes digitales
en MATLAB

Contents
57
60
[5.3. Interpolacion lineal| . ... ... ....... ... ... ... ..., 61
[5.4. Interpolacion cubical. . . . . . ... ... .. 0 e 61
[5.5. Interpolacion splines| . .. ... ... ... ... .. . 0000, 62

5.1. Introduccion

Durante este capitulo veremos ejemplos de como se remuestrean las imégenes. El codigo
para generar las imagenes del ejemplo se situaran en el Anexo I
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Utilizaremos la siguiente imagen de ejemplo:

Figura 5.1: Imagen Original

El remuestreo de una imagen es 1util para ajustar la resolucién y el tamano, y también se
puede utilizar para suavizar los pixeles después del zoom.

En las siguientes figuras podemos ver la misma imdgen pero con mayor y menor resolucion :

En el caso de mayor resolucién, por cada 5 pixeles de la imagen original, la imagen interpo-
lada tiene 6 pixeles.
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Mavyor Resolucion

Figura 5.2: Imagen con mayor resolucién

Menor Resolucion

Figura 5.3: Imagen con menor resolucién

A medida que amplia una imagen, los pixeles de la regién de interés se vuelven mas y mas
grandes y el detalle de la imagen se pierde rapidamente, como podemos observar en la siguiente
figura:
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10x Zoom

Figura 5.4: Imagen con 10x zoom

Estos ejemplos los veremos con la herramienta MATLAB.

5.2. MATLAB

MATLAB es el nombre abreviado de "MATrix LABoratory”. MATLAB es un programa
para realizar cdlculos numéricos con vectores y matrices. Como caso especial, también puede
funcionar con niimeros escalares, tanto reales como complejos, con cadenas de caracteres y otras
estructuras de informacion méas complejas. Una de las caracteristicas mas atractivas es hacer
una variedad de graficos en dos y tres dimensiones. MATLAB también tiene su propio lenguaje
de programacion.

Es un programa interactivo orientado para llevar a cabo proyectos en donde se encuentren
implicados elevados calculos matematicos y la visualizacién grafica de los mismos.

Matlab es una herramienta interactiva basada en matrices para calculos cientificos y de inge-
nierfa (de hecho, el termino matlab procede de matrix laboratory). Desde el punto de vista del

control, matlab se puede considerar un entorno matematico de simulacién que puede utilizarse
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para modelar y analizar sistemas. Permitir a el estudio de sistemas continuos, discretos, linea-
les y no lineales, mediante descripcién interna y externa, en el dominio temporal y frecuencia.
Matlab constituye un entorno abierto, para el cual numerosas paquetes especificos adicionales
(toolboxes) han sido desarrollados. En el caso que nos ocupa se utilizara fundamentalmente el
Control System Toolbox

5.3. Interpolacion lineal

Durante este apartado veremos la imagen que se genera al aplicar el método de interpolacién
lineal en la imagen original (el c6digo estd en el Anexo I)

Método lineal

Figura 5.5: Imagen con interpolacién lineal

5.4. Interpolacion ciibica

Durante este apartado veremos la imagen que se genera al aplicar el método de interpolacién
ctbica en la imagen original (el cédigo estd en el Anexo I)
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Método cubico

Figura 5.6: Imagen con interpolacién cibica

5.5. Interpolacion splines

Durante este apartado veremos la imagen que se genera al aplicar el método de interpolacion
de splines en la imagen original (el c6digo estd en el Anexo I)
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Método de splines

Figura 5.7: Imagen con interpolacién de splines
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Capitulo 6

Conclusiones

Contents
6.1. Ambito formativel . ... ... .. . L 65
|6.2. Ambito profesionall ............................. 66
|6.3. Ambito personall ............................... 66

Durante este tltimo capitulo se presentaran las conclusiones obtenidas durante la realizacién
del proyecto y estancia en la empresa.

6.1. Ambito formativo

En primer lugar esta experiencia me ha servido para poner en préactica todos los conoci-
mientos adquiridos durante el Grado de Matematicas Computacional en la Universitat Jaume
I.He contado con una buena formacion y me ha permitido desarrollar un trabajo de calidad
para la empresa. Algunas de las tecnologias empleadas durante la estancia en practicas no han
sido vistas durante los diferentes cursos académicos o se han visto de una manera superficial,
pero me ha servido para aprender JavaScript ya que es un lenguaje en el cual no estaba fami-
liarizada y que se utiliza principalmente en el diseno de interfaces. Por otro lado he adquirido
conocimientos nuevos sobre distintas herramientas y tecnologias que no se han visto durante los
4 cursos de la carrera.

Para finalizar considero que ha sido muy tutil aprender a desarrollar proyectos de forma
correcta, ya que es de gran utilidad para un futuro profesional. Sin esta experiencia, seguro que

habria sido mas dificil abordar un trabajo como este.
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6.2. Ambito profesional

En el ambito profesional debo comentar que ha sido mi primer contacto con una empresa
tecnoldgica en un entorno de trabajo real, durante el periodo en la empresa he podido adquirir
conocimientos muy utiles que podré poner en practica durante mi futura carrera profesional.
Mis companeros de trabajo tenian un gran conocimiento de las herramientas y tecnologias que
he empleado en el desarrollo del proyecto que sin duda me ayudaron a abordarlas y llevar a
acabo las tareas que debia realizar.

También me gustaria agradecer a la empresa Opentix S.L ofrecerme la oportunidad de

realizar mi proyecto de final de grado con ellos y ayudarme en lo que he necesitado durante los
meses de trabajo realizado con ellos.

6.3. Ambito personal

En el ambito personal he crecido como persona. Me siento capaz de cumplir proyectos,
la confianza ha aumentado viendo cémo he podido resolver todos los problemas que se han
presentado durante el desarrollo de este proyecto.

También me ha ofrecido la oportunidad de conocer a grandes personas, que han enriquecido
mi vida, tanto profesional como personal.
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Anexo A

Anexo 1

A = imread(’ave.jpg’);

imshow (A);
F = griddedInterpolant (double(A));

[sx,sy,sz]| = size(A);
xq = (0:5/6:sx);
yq = (0:5/6:8y) 7;

zq = (l:isz)’;

vq = uint8(F({xq,yaq,zq}));
figure

imshow (vq)

title (’Mayor-Resoluci n’)

xq (0:1.55:8x) 7;

yq = (0:1.55:8y) 7;

zq = (l:isz)’;

vq = uint8(F({xq,ya,zq}));
figure

imshow (vq)

title (’Menor_-Resoluci n’)

imshow (A(1:570,10:600,:), ’InitialMagnification’,’ fit’)
zoom (10)
title (’Imagen_Original ,_.10x_Zoom ")

67



F.Method = ’linear ’;

vq = uint8(F({xq,yq,2zq}));

imshow (vq(1:5700,150:5900,:), ’InitialMagnification’,’ fit )
zoom (10)

title(’M todo_de_interpolaci n._lineal’)

figure

F.Method = ’cubic’;

vq = uint8(F({xq,yq,zq}));

imshow (vq(1:5700,150:5900,:), ’InitialMagnification’,’fit )
zoom (10)

title(’'M todo._de_.interpolaci n.c bica’)

figure

F.Method = ’spline’;

vq = uint8(F({xq,ya,zq}));

imshow (vq(1:5700,150:5900,:), ’InitialMagnification’,’ fit )
zoom (10)

title(’M todo_de_splines’)
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Anexo B

Anexo 11

B.1. Demostraciéon teorema fundamental del algebra

Una demostracion del teorema fundamental del dlgebra
Teorema 3 Si P(z) es un polinomio de grdo n > 1, entonces tiene al menos un cero.
Primero demostraremos la existencia de un cero del polinomio P(z) cuando los coeficientes son
nimeros reales.

Sea P(2) = apz" + a12" ' + ...+ an_12 + an, (ag # 0, a, # 0)

Pongamos z = r(cos @ + i sen @), entonces podemos escribir

P(z) = Z 1" (cos kO + i sen k)
k=0

n n
= Z Ap i7" cos kO + i Z A" sen ko
k=0 k=0

Llamemos

A= Z an_jr" cos k6
k=0
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n
B = Z an_pr" sen k6
k=0

Formaremos la funcién V = arctan% y derivémosla formalmente con respecto a r y 6,
entonces:

0B 0A
WV _ Ao =Bo _ 4,
or A? + B? ’

0B 0A
oV _Ae —Bag _ (r,0)
o0 A2 + B2 I\

Consideremos la regiéon 0 < r < R, 0 < # < 27 y supongamos que A% 4+ B? # 0 para cada
valor de R. En esta regién las funciones f(r,6) y g(r,0) son continuas y ademads
efecto.

of _ 0Og

26 — or €1

af B —AZ%%%%+BQ%%%+A2(A82B

0B 0A

02A
“J _ orob _WW_B&'B@)
26 (A2 + B2)?
2/9A OB o2B 92A 0A9A _ OB OB
+B (5- 90 +Adros — Borae) T 2AB(5: 55 — o a0) _ 99
(A2 + B2)2 ar

0 0
Como h(r,0) = 8—f = 52
entonces se debe tener que

es una funcién continua en el recinto 0 < r < R, 0 < 0 < 27

(I) /027r /OR h(r,0)drdf = /OR /027T h(r,8)dodr

Pero, cualculando separadamente las dos integrales repetidas, tenemos

R 27 R
_ 27
/0 /0 h(r, 9)d9dr—/0 f(r,0)]5"dr
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A? 4 B2 A% + B?

_ /R (X ho an—gr* coskO) (X p_g kan—gr*Lcoskl) (X j_oan—ir”senko)
0

x(— Z ka1 sen k6)]2™ dr
k=0

r=20

/R (> k=0 anfkr’“)(ZZ:o kanfkrkfl) — (D p=o anfkr’“)(ZZ:o kan gt d
0 A% 4+ B?

Por otro lado,

27 R 27 2
/ / h(r,6)drdd = / g(r,0))5do = / (g(R,0) — g(0,6))dd > 0
0 0 0 0

en efecto

(O ho an—rr* cos kO) (33 _g kan—grFcos0 (37 _g an—ir* sen k) (3 1_y kan—gr* sen ko

r,0) = +
es decir,
(r, 0) na3r?® + monomios en r de grado menor que 2n
T =
gz agr?" + monomios en r de grado menor que 2n
asi que

lim g(r,0) =n

r—00

luego dado 0 < € < 1, existe un nimero N tal que g(r,0) € (n — €,n + €) para todo r > N.
Si fijamos R > N tendremos entonces que g(R,0) > n — ¢, g(0,0) = 0 ya que r aparece
como potencia > 1 en cada monomio del numerador de g(r,6) y en el denominador aparece el

término a, y en los otros monomios la potencia de r es mayor o igual a 1.
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g(R,0) —g(0,0) >n —¢

Luego

27 27
/ (9(R,0) —g(0,60))do > / (n—e)dd=(n—e2m>0
0 0

Como los valores de las integrales repetidas en (I) nos resultaron distintas, esto nos indica
que la continuidad de la funcién h(r, 8) debe fallar por lo menos en un punto 2y y en este punto
debe tenerse que

A2+ B*=0=A=0,B=0= P(%) =0

Consideramos ahora P(z) = agz" + ...+ ap—12 + ap (ap # 0) un polinomio de grado n con
coeficientes complejos.

Sea )(z) el polinomio de grado n cuyos coeficientes son los conjugados de a;(i =0,...,n)

Q(z) =" +@2" '+ .. + A1z + Gy

El polinomoi R(z) = P(z)Q(z) es de grado 2n y tiene coeficientes reales, en efecto

R(z) = (apz" 4+ ...+ an—1z + an)(@pz" + ... + @p—12 + ay)

k
_ — 2n — — 2n—1 — — — 2n—2 —_ 2n—k -
= apapz"" + (apa1 +aiap)z + (apag +apaz +aiay)z +... 4+ aag_i)z +...+tanay
—

Como el polinomio R(z) tiene coeficientes reales, él tiene por lo menos un cero, digamos zy,
es decir Q(z0)P(z9) = 0y esto dltimo implica que Q(zp) =0 0 P(zp) =0

Si P(z9) = 0 entonces zp es un cero de P(x).
Si Q(z0) = 0 entonces Zy es un cero de P(z).
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B.2. Semejanza de triangulos

La semejanza de tridngulos es una caracteristica que hace que dos o mas tridngulos sean

semejantes.

Dos tridngulos son semejantes cuando tienen sus dngulos iguales (o congruentes) y sus lados

correspondientes (u homologos) son proporcionales.

Son lados homélogos los opuestos a dngulos iguales.

Aqui tenemos un caso, donde se ven los elementos homdlogos (dngulos y lados) con la
igualdad o congruencia de sus angulos y la proporcionalidad de los lados:

A
[/ a A
£t
4 B ANY ;
C \ - -'f — B Cr L /\ a. 18 I( Br

Figura B.1: Semejanza de triangulos.

En los tridngulos semejantes se cumplen las condiciones siguientes:
’ 7 . ! ’ /
-Los dngulos homodlogos son iguales: 5 =0, a=a,v =7

Los lados homdlogos son proporcionales:

A 1 se le denomina razén de semejanza.

-Se cumple que la razén de los perimetros de dos tridngulos semejantes es también la razon
de semejanza y que la razén de sus areas es el cuadrado de la razén de semejanza:
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perimetro __  a+btc __ T
perimetro’ d+y+d

.
area 2
~ 7 =T
area

Para saber si dos tridngulos son semejantes no es necesario conocer sus tres angulos y sus
tres lados.

74



	Introducción
	Contexto y motivación del proyecto
	Estructura de la memoria

	Estancia en prácticas
	Introducción
	Proyecto formativo
	Trabajo desarrollado
	 Técnologías empleadas

	La interpolación
	Introducción
	Interpolación polinómica
	Método de interpolación de Lagrange
	Método de Newton (Diferencias divididas)
	Splines

	Métodos de interpolación
	Interpolación lineal
	Interpolación Bilineal
	Interpolación bicúbica
	Interpolación del vecino más cercano


	Procesamiento de Imágenes
	Introducción
	Historia del Procesamiento de Imágenes
	Conceptos Previos
	Imágenes digitales
	Tipos de imágenes Digitales
	Píxel
	Tamaño
	Resolución

	Interpolación en el procesamiento de imágenes
	Remuestreo de imágenes
	Interpolación Bilineal
	¿Qué método es mejor?


	Ejemplos de código para el procesamiento de imágenes digitales en MATLAB
	Introducción
	MATLAB
	Interpolación lineal
	Interpolación cúbica
	Interpolación splines

	Conclusiones
	Ámbito formativo
	Ámbito profesional
	Ámbito personal

	Anexo I
	Anexo II
	Demostración teorema fundamental del álgebra
	Semejanza de triángulos




