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Resumen

Este documento contiene la informaciéon detallada sobre la Estancia en Practicas y el desarrollo
del Proyecto Final de Grado de la asignatura MT1030 del Grado en Matematica Computacional de
la Universitat Jaume 1.

El documento consta de dos partes principales. En la primera, se encuentra la memoria del proyec-
to realizado durante la Estancia en Practicas. En dicha memoria, se detalla tanto el proceso realizado
para su desarrollo como el resultado final. Este proyecto fue llevado a cabo en el Departamento de
Ingenieria de la empresa Econectia Uniasser SL.

En la segunda parte, se explica el Proyecto Final de Grado, que presenta una introduccion al uso

de los espacios de Hilbert en el andlisis de la transformada de Fourier. Ademads, se intenta mostrar
la aplicacién practica de los conceptos explicados a través de ejemplos.
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Capitulo 1

Introduccion

A lo largo del documento, se intenta describir de forma clara y sencilla las tareas realizadas
durante la Estancia en Préacticas en el departamento de Ingenieria de la empresa FEconectia Uniasser
SL. Ademads, también se explica de forma explicita la introduccién al uso de los espacios de Hilbert
en el andlisis de la transformada de Fourier en el Proyecto o Trabajo Final de Grado.

La parte [[| contiene la memoria de la Estancia en Practicas, donde se me propuso el desarrollo
de un proyecto, que consistia en realizar una aplicacién web para la gestién de su base de datos y
que facilitara el trabajo diario. En los primeros Capitulos se explica el estudio previo, herramientas
utilizadas y tareas llevadas a cabo. En los siguientes, se intenta mostrar los resultados, una vez
finalizado el proyecto. Por otro lado, no se ha incluido el cdédigo implementado en la memoria debido
a su gran volumen, pero si se ha explicado la estructura de este.

En la[lll se muestra el Trabajo Final de Grado realizado y guiado por el tutor académico Jorge
Galindo, profesor de Anélisis Matemaético del Departamento de Mateméticas de la Universitat Jaume
I. El proyecto propuesto se basa, principalmente, en describir la transformada de Fourier en el contexto
de los espacios de Hilbert. En el desarrollo del estudio se intenta explicar de forma clara y simple,
teniendo en cuenta una serie de conocimientos previos matematicos, las propiedades mas basicas de
los espacios de Hilbert en el Capitulo[7] Posteriormente, en el Capitulo[§] se explica, nutriéndonos del
Capitulo [7] la transformada de Fourier aplicada a senales de energia finita, o funciones de cuadrado
intregable, diferenciando las sefiales segin su periodicidad y el tipo de variable temporal.
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Parte 1

Estancia en practicas
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Capitulo 2

Introduccion

El proyecto que he realizado en mi Estancia en Practicas ha sido el desarrollo de una aplicacion
web para la gestiéon y administracion de red de un proveedor de Internet. Dicho proyecto ha sido
llevado a cabo en el Departamento de Ingenieria de la Empresa Econectia. Econectia es un operador
global de telecomunicaciones, que trabaja en el dmbito local, con sede en Vila-Real. La persona
encargada de supervisar y de facilitarme mi labor, proporcionando la informacién necesaria y aspectos
a tener en cuenta en el proyecto, ha sido Santiago Arends Ferrer.

El proyecto nace a partir de la necesidad de unificar las herramientas de gestiéon para facilitar
el trabajo del dia a dia. Debido a la magnitud de la cartera de clientes y de contar con unas am-
plias infraestructuras de red, el proyecto ha sido complejo. Ademads, el desarrollo del mismo ha sido
laborioso, ya que su uso actual por parte de los trabajadores de la empresa ha requerido de una
implementacién descriptiva para su posterior mantenimiento.
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Capitulo 3

Objetivos del proyecto formativo

Los objetivos de la aplicacién web son complejos. En primer lugar, la aplicacion web debe encar-
garse de la gestion de la base de datos Radius. Radius es un protocolo de autentificacion que utiliza
el esquema cliente-servidor, el cual ofrece un mecanismo de seguridad y administraciéon simple del
acceso a la red.

También realiza la gestion sobre cada antena a la que se conecta cada cliente, para, asi, al restaurar
la conexién el cliente, este pueda ver los cambios posibles realizados sobre la base de datos.

Dicho esto, las funciones principales, que la aplicacién contiene para cumplir los objetivos, son
las siguientes:

e Obtener toda la informacién relevante por parte de cualquier cliente conectado a la red, ya que
la base de datos de Radius se encarga de almacenar informaciéon como: su estado actual, si esta
conectado o no; su servicio de Internet contratado; IP del cliente; tiempo conectado a Internet;
consumo de trafico en bytes en ese tiempo y otros datos, como pueden ser datos personales o
localizacion del cliente.

e Anfadir un nuevo cliente, mas conocido en el ambito como ppoe, a la base de datos. Para que
cualquier nuevo cliente que solicite acceso a Internet, Radius le facilite la autentificacién de
acceso.

e Modificar cada cliente, tanto datos personales como datos de conexion.

e Creacién y gestion de una nueva cabecera (o router de acceso), a la que cada cliente se conecta
a través de su antena para recibir acceso a Internet.

e Creacién y gestién de un nuevo servicio (o perfil), que proporciona el tipo de acceso a Internet
que tiene cada cliente, ya sea velocidad de descarga de subida o bajada, o limite de trafico.
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Capitulo 4

Explicacién detallada del proyecto
realizado en la empresa

4.1. Metodologia: Conceptos previos necesarios

Para un entendimiento sencillo del proyecto realizado en la empresa, es necesario explicar una
serie de conceptos previos y, ademas, conocer de forma detallada y simple cémo funciona la red de
Econectia que proporciona Internet.

Econectia provee Internet basandose en la tecnologia WiMax, que es un estandar de transmision
inaldmbrica de datos. El concepto es similar a la WIFI que todos conocemos, pero con mayor cober-
tura de alcance y ancho de banda. Con ello, la idea es proporcionar Internet en zonas en las que no
hay cobertura con cableado de redes. La sede central de la empresa, cuenta con una antena conectada
a Internet mediante fibra y, a partir de ella, distribuye Internet mediante WiMax al resto de antenas
ubicadas en un rango méximo de 50 kilémetros a lo largo del territorio provincial.

Cada cliente se conecta, a partir de la antena de su domicilio instalada, a su antena correspondiente
de la empresa mediante una conexién directa, ya que la tecnologia WiMax requiere de la vision clara
entre antenas para transmitir los datos.

Aqui es donde destaca el papel de la base de datos Radius para la gestién de la red descrita, ya
que cualquier usuario que se conecte a dichas antenas puede tener servicio de Internet, pero Radius

se encarga de controlar ese acceso.

Por otro lado, hay que tener en cuenta la estructuracién a nivel conceptual, que nos facilitara
entender el funcionamiento de la aplicacién web y por qué es necesario su desarrollo:
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o Base de datos: es un sistema de almacenaje que contiene diversa informacién almacenada en
una o mas tablas. Las tablas normalmente contienen filas y columnas, para asi almacenar la
informacién de forma clara.

e Gestor de la base de datos: toda base de datos suele estar almacenada en un lenguaje de
programacion, en nuestro caso SQL. Existen diversos programas que se encargan de almacenar
y gestionar la informacién. Estos gestores no suelen tener una interfaz sencilla, por lo que
siempre se opta por la implementacién de una aplicacion web sobre esta.

e Aplicacion web: la aplicaciéon web practicamente se trata de, a través de un navegador, poder
realizar de forma sencilla la gestién de la base de datos, mediante una conexién a esta y usando
una interfaz comoda para el usuario.

En nuestro caso, la base de datos es Radius, el gestor de la base de datos es phpMyAdmin y la
aplicacién web es econectiaradius.

4.1.1. Descripcion de las tablas de la base datos

Antes de centrarnos en la aplicaciéon web, hay que conocer la descripcién, disefio y la estructuracién
de la base de datos Radius.

En primer lugar, debemos saber qué informacién almacena cada tabla de la base de datos para
poder gestionar de forma eficiente las consultas SQL. A continuacién, y por tltimo, tenemos que
saber el modelo relacional que contiene para asi unir las diferentes tablas en las consultas SQL.

La base de datos Radius contiene 43 tablas. De las 43 tablas, solo tenemos acceso a 10 tablas. El
resto de tablas las afiade el servidor Radius por defecto para su funcionamiento interno. Por lo que,
la aplicacién web se encarga de gestionar esas 10 tablas, en las cuales se almacena la informacién
siguiente:

e rm__users: tabla que almacena la informacién personal y principal de cada cliente. Los datos
principales que la aplicacién gestiona el usuario del ppoe, contrasena, teléfono, email, direccién
y municipio, id del servicio contratado e id de la cabecera donde se conecta.

e rm__changesrv: tabla que almacena la informacién de los cambios realizados en el tipo de
servicio contratado de cada cliente. De esta forma, siempre vas a tener acceso al historial de
los servicios que ha tenido contratado cada cliente y en qué fecha.

e rm__users__info: tabla que contiene informacién adicional que no estd almacenada en la tabla
rm__users. Contiene dos columnas con datos relevantes, como son la IP de la antena de cada
cliente y su ID de la ficha de facturacion.
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users__baja: tabla que almacena datos personales de los clientes que han sido baja definitiva
en la empresa, pero que nos interesa almacenar para uso comercial a posteriori. También, de
esta manera podemos eliminar todos los datos de ese cliente en el resto de tablas para no tener
redundancia.

radcheck: tabla que contiene la contrasena de cada cliente sin estar cifrada y dando un valor
activo al cliente, para la gestion de autentificacién por parte del Radius.

rm__services: tabla que almacena los diferentes servicios de Internet que el cliente puede tener.
Cada servicio tiene su nombre e identificador y, ademas, los pardmetros correspondientes para
la velocidad de conexion.

rm__usergroups: tabla que contiene las diferentes cabeceras que hay en la red, a las que se
conecta cada cliente. Cada cabecera contiene su nombre e identificador.

nas: tabla que contiene la direccién IP de cada cabecera. Practicamente se puede decir que
la tabla rm_ usergroups y nas son la misma, pero teniendo en cuenta que rm_ usergroups se
encarga de agrupar los clientes por las cabeceras y la tabla nas se encarga de la conexién con
las distintas cabeceras (o routers).

radacct: tabla principal del Radius, junto con la tabla rm_ users. Esta tabla almacena toda la
informacién de cada cliente por sesién de acceso a Internet. Almacena el tiempo que el cliente
ha estado conectado, a qué direccién IP de cabecera, o cudl es la IP de su router. Ademads del
consumo de trafico que ha tenido.

rm__managers: tabla menos relevante respecto al Radius, ya que solo se encarga de almacenar
los usuarios que tienen acceso a la base de datos, teniendo en cuenta los diferentes permisos
que tienen para la gestion de esta.

Cabe destacar, que las tablas rm__users_ info y users_ baja son dos tablas que inicialmente no estaban
en la base de datos Radius. Se han afadido posteriormente con la aplicacién web para no modificar
las tablas actuales y asi poder anadir mas informacién a la base de datos.

Diseno de la base de datos

A pesar de la descripcién anterior detallada de las tablas de la base de datos, es necesario mostrar
el disefio conceptual siempre, para facilitar la comprension de la base de datos.

En el diseno conceptual de la base de datos, ademés de mostrar la estructuracién y las columnas
de cada tabla, se muestran las relaciones que tienen las tablas de la base de datos entre si. De esta
manera, podemos ver la unién que hay entre ellas.
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A continuacién, mostramos el disenio conceptual de la base de datos, en el que vemos que la clave
principal es siempre username. Aunque también lo son srvid y groupid en sus respectivas tablas.

Debemos tener en cuenta que todas las relaciones de username son unicas, que solo existe un
tnico nombre con ese usuario. Lo mismo ocurre para los atributos srvid y groupid.
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4.2.

4.2.1.

Planificacién temporal de tareas

Descripciéon de las tareas

Las tareas a la hora de realizar el proyecto han sido las siguientes:

4.2.2.

Estudiar, analizar e interpretar la base de datos que contiene la informacién relativa de los
clientes. Tanto sus datos personales, tipo de servicio contratado, antena a la que se conectan
para recibir Internet, direcciéon IP que tienen asignada y muchos otros valores relevantes en una
red de proveedor de Internet.

Adquirir conocimientos y manejo en diversos lenguajes de programacién: SQL para la gestién
de bases de datos, PHP para la interaccién entre la base de datos y el entorno web y HTML,
CSS y Javascript para darle forma y diseno a dicha aplicacion.

Instalacién de los programas necesarios para realizar la aplicacién web. En este caso, hemos
instalado WampServer como entorno de desarrollo que consta del servidor web Apache, MySQL
como gestor de base de datos y PHPMyAdmin para la interaccién de la base de datos. Ademas,
también hemos instalado NetBeans, un programa de desarrollo que trabaja en diversos lenguajes
de programacién, en el que se ha implementado el codigo de la aplicacion web.

Desarrollo de la aplicacién web y puesta en marcha en un servidor local. Hemos usado una
copia de la base de datos para posteriormente, ponerlo en la red local de Econectia conectando
con la base de datos real y hacer posible el acceso desde cualquier ordenador de la empresa.

Planificacion

La planificacién del proyecto llevada a cabo se ha basado en la siguiente tabla:
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Semana Tarea Tiempo
Del 28 de Enero al 4 de Febrero Puesta en comin de la idea de proyecto y estudio de | 23 horas
la base de datos y su modelo relacional. Instalacién
de los programas necesarios para el desarrollo de la
aplicacién web.
Del 4 de Febrero al 11 de Febrero | Desarrollo de la primeras pruebas sencillas de la apli- | 24 horas
cacién web.
Del 11 de Febrero al 18 de Febrero | Empezar a implementar la aplicacién web. 25 horas
Del 18 de Febrero al 25 de Febrero | Desarrollo del cédigo de la aplicaciéon web. 25 horas
Del 25 de Febrero al 4 de Marzo Desarrollo del codigo de la aplicacién web. 25 horas
Del 4 de Marzo al 11 de Marzo Desarrollo del codigo de la aplicaciéon web. 25 horas
Del 11 de Marzo al 18 de Marzo Correccion de posibles errores y pruebas de funciona- | 25 horas
miento.
Del 18 de Marzo al 25 de Marzo Puesta en comtn de la idea de diseno de la interfaz a | 20 horas
implementar.
Del 25 de Marzo al 1 de Abril Diseno de la interfaz de la aplicacion web. 25 horas
Del 1 de Abril al 8 de Abril Desarrollo del cédigo del diseno de la aplicacion web. | 25 horas
Del 8 de Abril al 15 de Abril Desarrollo del cédigo del diseno de la aplicacion web. | 25 horas
Del 15 de Abril al 22 de Abril Realizar pruebas de funcionamiento y modificaciones | 23 horas
finales de la aplicacién web. Puesta en marcha final
del proyecto.
Total Fin de estancia 290 horas
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Se ha intentado respetar los plazos en el desarrollo del proyecto siguiendo la planificacion anterior.
De todas formas, a continuacién se cuenta de forma mas detallada las tareas realizadas a lo largo de
la Estancia en Practicas.

4.2.3. Informes quincenales

Primera quincena

Introduccion

Este primer informe contiene la informacién sobre el trabajo realizado de la Estancia en Practicas
en el departamento de ingenieria de Econectia. El periodo corresponde a los quince dias comprendidos
entre el 28 de Enero y el 11 de Febrero.

Resumen del trabajo realizado durante el periodo del informe

En estas dos primeras semanas se ha estudiado y presentado el proyecto a realizar durante la
Estancia en Practicas. Antes de ello, mi supervisor me ha ensenado y explicado exactamente a que se
dedican, como funcionan internamente su estructura, el tipo de tecnologia que usan para proporcionar
sus servicios a los clientes y explicado cuales son dichos servicios.

Una vez claro cual es la funcién clara de Econectia, me ensefiaron con que programas trabajan
para la gestién diaria de ésta. Y asi, poder mostrarme en primera persona cuales son sus carencias
a nivel de programas que usan para la gestiéon de la empresa. Por ello, me presentaron el proyecto a
realizar , basandome en algunos que se encuentran en el mercado, que es realizar una aplicacién web
que ayude, facilite y unifique sus programas para que su dia a dia sea mas sencillo de gestionar.

Hecho esto, me he dedicado a estudiar sus bases de datos de los clientes y hacer un diseno
conceptual de ésta ya que no lo tienen en la empresa y he analizado los programas que usan y para
que sirve cada uno. Me he encontrado con dificultades a nivel de conocimientos de conexiones de
Internet y la tecnologia que usan, pero con la ayuda de mi supervisor y companeros he conseguido
adquirirlos. También he tenido la dificultad de nunca haber trabajado con una base de datos real y
con tanta informacién, ademas de llevar tiempo sin utilizar el lenguaje de programacién SQL.

Después, tras informarme por Internet cudles son los programas habituales para realizar una
aplicacién web, me he instalado en mi ordenador personal de la empresa un servidor local, un gestor
de base de datos y los paquete de lenguajes necesarios mediante el paquete Wampserver que los
contiene todos. Ademéds he instalado un entorno de desarrollo llamador NetBeans que proporciona
bastantes ayudas a la hora de programar.
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En este momento fue cuando comencé a familiarizarme con los lenguajes de desarrollo web,
ya que en el grado he adquirido conocimientos de lenguajes de programacién pero ninguno se usa
para esto Por lo que he tenido la dificultad de tener que aprenderlos durante estas dos semanas.
Mirando y buscando informacién que me ayudara a aprender los lenguajes, he encontrado un curso
de pildorasinformaticas de PHP y SQL que estoy realizando para poder hacer la aplicacion web.

Siguiendo el curso que estoy haciendo, he comenzado a dar los primeros pasos de la aplicacién
aunque me he vuelto a encontrar la dificultad de aprender los lenguajes de programacion HTML,
CSS y JavaScript ya que son los lenguajes utilizados normalmente para el desarrollo de la interfaz de
la aplicaciones web. A pesar de ello, he seguido realizando pruebas sencillas para terminar de adquirir
los conocimientos previos para el correcto desarrollo de la aplicacion.

Resumen del trabajo previsto a realizar durante el siguiente periodo

Para las préoximas dos semanas, la idea es empezar a trabajar ya con la base de datos real, pero
con una copia que me tienen que facilitar y ponerla en mi servidor local. Y asi, comprobar que mis
c6digos implementados funcionan de forma eficiente sobre la base de datos. Ademas, terminar el curso
de PHP y SQL y empezar otro curso de programacién en los lenguajes nombrados anteriormente que
proporcionan la interfaz de la aplicacion.

Comentarios personales

Por ahora, a nivel personal estoy muy contento por como fluye mi Estancia en Practicas. Se me ha
proporcionado material, tecnologia y sobre todo confianza en mi, ya que su idea es llegar a utilizar la
aplicacién que tengo que desarrollar. Ademaés, mi curva de aprendizaje crece de forma lineal, cada dia
que pasa me enfrento a nuevas barreras por superar, que me permiten adquirir mas conocimientos.
También el trabajar en una empresa de telecomunicaciones da un plus de dificultad, ya que en todo
momento se trabaja a tiempo real y cada dos por tres hay cortes de conexién de Internet a los clientes
por diversos motivos. Cosa a tener en cuenta en el desarrollo de la aplicacién que me proporciona
mas responsabilidad.

Segunda quincena

Introduccién

Este segundo informe contiene la informacion sobre el trabajo realizado de la Estancia en Practicas
en el departamento de ingenieria de Econectia. El periodo corresponde a los quince dias comprendidos
entre el 11 de febrero y el 25 de febrero.
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Resumen del trabajo realizado antes del periodo del informe

En las dos semanas anteriores al periodo del informe, se realizé una puesta en comin de ideas del
proyecto y de conocimientos necesarios para ello. Realicé un curso que me proporcionara la ayuda
necesaria para poder desarrollar el proyecto. También, hice un estudio de la base de datos sobre la
que se va a realizar la aplicacion.

Ademas, se instalé los programas necesarios para la implementacion de la aplicacién web, tanto
como el servidor local como la base de datos local y un entorno de desarrollo.

Resumen del trabajo realizado durante el periodo del informe

En estas dos semanas he conseguido avanzar mucho en el proyecto. Me han facilitado una copia de
la base de datos llamada Radius sobre la que estoy realizando la aplicacién. Es una copia almacenada
en el servidor de la empresa, lo que al principio dificulté mis pruebas iniciales. Al no tenerla en mi
servidor local de mi ordenador, primero tuve que darle acceso a la direccién IP.

Una vez solucionado, empecé a realizar distintas pruebas de funciones que he implementado en
el lenguaje PHP, para comprobar su funcionamiento sobre la copia de la base de datos real. En esto
caso, me volvi a encontrar con otro problema, no tenia permiso para insertar ni para modificar la
base de datos. Buscando informacion de los errores por Internet, logré solucionarlo.

Hecho esto, y terminado el curso que habia comenzado, le comenté a mi supervisor, Santiago, los
avances realizados, por lo que se concretd el jueves 14 de febrero una reunién. En dicha reunién, lo
primero que se buscaba era ver mi progreso en el tiempo que llevaba en la empresa, ademéas de ver
mis conocimientos y guiarme en cémo enfocar la aplicacién web. Comenté lo que habia aprendido en
este tiempo, cual era mi idea de desarrollo para la aplicacién y en qué formato me iba a basar.

A continuacién, mostré una pequena maqueta de la aplicacién que habia hecho, sobre la copia
de la base de datos real. Tras mi presentacién, recibi una serie de pautas y comentarios sobre cémo
desarrollar la aplicacién, tanto la interfaz para el usuario, como las funciones principales definitivas
que tiene que realizar.

A partir de la reunion, el proyecto ha tomado mas forma, porque al tener una idea mas clara
de cémo implementar la aplicacién he podido desarrollarlo con mayor facilidad. Los siguientes pasos
han sido corregir los errores que me han surgido, por ejemplo averiguar cual es el cifrado que usa
para almacenar las contrasenas en la base de datos o la depuracion del cédigo que facilita incorporar
funciones posteriores.

A pesar de los avances llevados a cabo en estas dos semanas, sigo teniendo el error de no poder
actualizar valores ya insertados en la base de datos.
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Resumen del trabajo previsto a realizar durante el siguiente periodo

En las proximas dos semanas, se ha concretado una reuniéon para ver el seguimiento del proyecto,
a la que asistiran algunos companeros de la empresa con el fin de obtener mas puntos de vista y
asi poder detectar otras carencias que no haya solventado hasta ahora. Ademés de esta reunién, mi
intencién es terminar de implementar las tltimas funciones que me faltan y comenzar unos cursos de
desarrollo web que me permitan realizar una interfaz mas amena y con un disefio mas claro.

Comentarios personales

Tras este tiempo en mi Estancia en Practicas, mis expectativas respecto a los conocimientos por
adquirir son altas. La reunién que realicé me ayudé mucho, ya que me encontraba un poco estancado.
Dia a dia voy aprendiendo méas cémo realizar una aplicacién web con un cédigo eficiente. Indepen-
dientemente al proyecto, en este tiempo, mis companeros me han ensenado cémo gestionan su red
de telecomunicaciones cuando surgen incidencias, porque me llama la atencién cémo desde una sim-
ple habitacién se puede gestionar una red provincial de comunicacién y controlar su funcionamiento
eficiente en todo momento.

Tercera quincena

Introduccién

Este tercer informe contiene la informacion sobre el trabajo realizado de la Estancia en Précticas
en el departamento de ingenieria de Econectia. El periodo corresponde a los quince dias comprendidos
entre el 25 de febrero y el 11 de marzo.

Resumen del trabajo realizado antes del periodo del informe

En las dos semanas anteriores al periodo del informe, recibi una copia de la base de datos real
con la que empecé a realizar los primeros pasos de la aplicacion web. Realicé una maqueta que
constaba de una serie de funciones bésicas para la gestion de la base de datos. Ademads, se realizé
una reunion para hacerme un seguimiento de mis conocimientos y proporcionarme una guia clara de
cémo desarrollar tanto la interfaz de la aplicacion web como las funciones més importantes.
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Resumen del trabajo realizado durante el periodo del informe

En estas dos semanas, el proyecto ha dado un salto radical en comparaciéon a las dos anteriores.
En los primeros dias he terminado de realizar todas las funcionalidades que la aplicacién debe tener
que me indicaron en la pasada reunién. Las que me han resultado mas complicadas han sido la de
gestion de nuevos usuarios, ya que he tenido que tener en cuenta muchas tablas de la base de datos
para que en un futuro no hayan problemas al proporcionar Internet a este nuevo cliente.

Ademas, el tener que crear una funcién que inserte un servicio especifico para las empresas que
lo soliciten, también me ha resultado complejo. Tuve que solicitar ayuda a un companero para saber
qué cosas se tienen en cuenta a la hora de crear un nuevo servicio, porque hay muchas columnas de
la tabla "servicio"de la base de datos que no se utilizan a primera vista.

Otro problema que me he encontrado, ha sido el tener que diferenciar a los usuarios con IP fija
e IP dinamica, ya que ese valor se almacena en diferentes tablas de la base de datos. A la hora de
gestionar el usuario, para saber su conexién o saber si estd en linea, he tenido que mirar el valor de
su direccién IP y consultando diferentes tablas que almacenan datos parecidos, pero de diferentes
formas.

He tenido otra reunién con el supervisor para mostrarle mis avances y, ademaés, saber realmente
qué disefio quieren para la aplicacion. En esta reunién he mostrado la aplicacién web sin diseno y me
he centrado en demostrar que funcionan correctamente todas las funcionalidades que me indicaron.

Por un lado, también me explicaron el diseno y el contenido de las graficas, con los datos relevantes
de la base de datos que la aplicacién debe tener, para mostrar en la pagina principal de la misma.
Por otro lado, he comentado un posible disefio de la aplicacion web a partir de una plantilla de libre
codigo descargada de Internet. Tras la visualizacion de mi disefio propuesto, se concretd cudl seria el
diseno definitivo, una vez visualizadas otras posibles plantillas.

A partir de la reunién, he comenzado con el desarrollo de la interfaz y el disenio de la aplicacién
v he tenido que documentarme a través de Internet sobre los lenguajes de CSS y Javascript, ya que
estos son los usados generalmente en el diseno web. Eso si, al usar una plantilla con cédigo libre, no
he tenido que hacer un aprendizaje desde cero porque muchas de estas plantillas usan librerias que
ya estan implementadas con funcionalidades bésicas.

Por ultimo, tras adaptar la plantilla a mi aplicacién web, he comenzado con el desarrollo de las
graficas de la pagina principal. En este caso, me he encontrado con una serie de problemas bastante
importantes, ya que he tenido que saber gestionar informacién obtenida en lenguaje PHP a partir
del lenguaje SQL y pasarlo a Javascript, lenguaje que se encarga de mostrar las graficas. Otros de
los problemas ha sido que la informacién de la base de datos no estd almacenada correctamente por
parte de la empresa, debido a que me he encontrado a la hora de mostrar la grafica de clientes por
poblacién, que el municipio de Castellén de la Plana esta escrito de 6 maneras distintas, por ejemplo.
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Resumen del trabajo previsto a realizar durante el siguiente periodo

En las proximas dos semanas, terminaré de corregir el problema de no almacenar los datos de los
municipios de la misma forma. También terminaré de darle diseno a la aplicacién y comprobar que
todas las funciones implementadas funcionan correctamente. Ademas, se ha concretado otra reunién
para mostrar los avances de la aplicaciéon y saber la opiniéon de lo desarrollado hasta el momento vy,
si es necesario, recibir algunas indicaciones de posibles mejoras.

Comentarios personales

Cada dia que pasa me encuentro mas comodo en mi Estancia en Practicas. En estas dos semanas
he podido conocer un poco mejor a mis companeros, lo que me ha permitido sentirme mas integrado
en la empresa. También, ver como el proyecto va cogiendo forma y funciona bastante bien es muy
satisfactorio personalmente. Ademads, en la reunién que tuvimos, todos los comentarios fueron posi-
tivos hacia mi persona por lo realizado hasta el momento. Por ltimo, el adquirir los conocimientos
necesarios para poder darle el diseno a la aplicacién es bastante positivo, ya que se valora en el mundo
laboral.

Cuarta quincena

Introduccién

Este cuarto informe contiene la informacion sobre el trabajo realizado de la Estancia en Préacticas
en el departamento de ingenieria de Econectia. El periodo corresponde a los quince dias comprendidos
entre el 11 de marzo y el 25 de marzo.

Resumen del trabajo realizado antes del periodo del informe

En los quince dias anteriores al periodo de este informe, practicamente terminé de implementar
las funcionalidades que me indicaron que la aplicacién debe contener. También, consegui adaptar,
realizando un estudio del lenguaje y modificando parte del cédigo, parte de la plantilla facilitada
de Internet con el disefio web elegido para la aplicacién. Dicho disefio fue elegido en una reunién
celebrada para hacer un seguimiento del proyecto y proporcionar nuevas ideas.
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Resumen del trabajo realizado durante el periodo del informe

En estas dos semanas, el proyecto ha tenido un crecimiento mas bien lento. He continuando
realizando la adaptacion total de la plantilla de disefio a mi aplicacién. En este caso me han surgido
los problemas de adaptacion de las clases de CSS y Javascript de la plantilla a mi programa. Este
problema estaba ocasionado por estar dos veces llamando al mismo id del objeto HTML.

Por otro lado, he solucionado el problema del almacenaje de distinta forma de los municipios de
los clientes, modificando la base de datos directamente, habiendo concretado previamente cudles son
los nombres que se usardn a la hora de registrar un nuevo cliente. Tras ello, he conseguido mostrar
finalmente la grafica que muestra la cantidad de clientes por poblacién, junto con dos gréaficas mas,
implementadas anteriormente en la pagina principal de la aplicacién.

Hecho esto, he comenzado a solucionar pequenos errores en las funciones y anadir toda clase de
elementos para proporcionar, ademas de un diseno mas atractivo, una mejor funcionalidad. De esta
manera, proporciono a la aplicacién asegurarme que su uso en el futuro sea correcto, ya que al estar
diseniada la base de datos antes de mi proyecto, la aplicacién implementada debe tener una serie de
pautas bastante estrictas.

Ademas, la reunién prevista para la primera semana del informe se retrasé una semana. Uno de
los casos fue que, al modificar los permisos para poder anadir informacién en una nueva tabla que
almacena las bajas de clientes en la base de datos, he quitado los permisos para poder acceder a dicha
base de datos. Este fallo me ha ocasionado practicamente perder una manana en ello, ya que al ser
una base de datos con tanta informacién, he tenido que recuperar una copia de la base de datos en
remoto e instalarla de nuevo en mi ordenador de forma local.

Solucionado el inconveniente, he estado leyendo informacién y viendo tutoriales en Internet sobre
Javascript y CSS para realizar un c6digo web mas eficiente en la aplicacion. De esta forma, he
corregido algunos pequefios errores mas de diseno y funciones de la aplicacion.

Por dltimo, en la reunién estratégica del proyecto planificada, tenia que presentar lo implementado
hasta ahora y mostrar la funcionalidad de la aplicacién realizando pruebas de uso por parte del
departamento técnico o del departamento comercial. Y a su vez, comentar a mi supervisor unas
dudas que me han surgido a la hora del uso, ya que no sé si la funcionalidad de la aplicacién puede
ser mas Optima. Pero dicha reuniéon no ha podido celebrarse por falta de tiempo por parte del
supervisor, debido a las diversos inconvenientes que han ido surgiendo a lo largo de la semana. Por
lo que se ha concretado la reunién para la semana siguiente.
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Resumen del trabajo previsto a realizar durante el siguiente periodo

En el proximo periodo quincenal de practicas, realizaremos la reunién pendiente y continuaré
modificando los errores que aparecen realizando pruebas en el c6digo. Las pruebas practicamente van
a consistir en simular la utilizacién de la aplicaciéon por parte de cualquier empleado de la empresa,
intentando abarcar todos los casos posibles de uso para que no se produzca ningun error en el futuro.
Por otro lado, tras la reunién, intentaré llevar a cabo las nuevas ideas de funcionalidades que se me
propongan.

Comentarios personales

En estos ultimos quince dias en Econectia me he agobiado un poco. La falta de conocimientos
de los lenguajes Javascript y CSS me ha hecho hacer un esfuerzo un poco mayor, ya que me he
encontrado con muchos errores, como datos que no se mostraban correctamente o falta de avisos
requeridos a la hora de rellenar un formulario. A estas complicaciones se ha sumado que en la
empresa ha habido algunos cambios técnicos en la estructura de la red que han ocasionado algunos
problemas de funcionamiento, por lo que el ambiente ha sido complicado.

Quinta quincena

Introduccion

Este quinto informe contiene la informacién sobre el trabajo realizado de la Estancia en Préacticas
en el departamento de ingenieria de Econectia. El periodo corresponde a los quince dias comprendidos
entre el 25 de marzo y el 8 de abril.

Resumen del trabajo realizado antes del periodo del informe

En las dos semanas anteriores al informe, terminé de darle disefio y formato a la aplicaciéon web, y
hacer una depuracién del cédigo CSS y Javascript de la plantilla. Ademas, finalicé la implementacién
de las graficas solicitadas a partir de una libreria de Javascript. Por otro lado, empecé a mostrar
pequenos mensajes de criterios a la hora de buscar informaciéon o anadirla en la base de datos y
también tuve que hacer una restauracién de la base de datos por cometer un error al proporcionar
los permisos de acceso.
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Resumen del trabajo realizado durante el periodo del informe

Después de un tiempo, se ha podido celebrar la reunién en la que he recibido ideas y mejoras
para la aplicacién. He ensenado lo que tenia hecho hasta ahora y me han comentado cosas que
cambiarian para darle un mejor uso, anadiendo nuevos apartados. También me han pedido que
anada una tabla que muestre el trafico en gigas de cada cliente. La cual cosa en ese momento no
sabia dénde se almacenaba en la base de datos, por lo que he tenido que hacer un nuevo estudio de
esta y averiguarlo. Dado que la aplicacién estaba bastante avanzada, le propuse ponerla en la base
de datos real. Se concreté otra reunién mas, pero en este caso con otro socio de la empresa que se
encarga de la gestién de la red local y de las bases de datos de la misma.

Tras la reunién, he continuado con mis tareas pendientes méas las nuevas funcionalidades que se
me han propuesto. Lo primero ha sido el estudio de la base de datos de nuevo, para averiguar en qué
tabla y columnas se almacena el consumo de gigas de cada cliente. Fue bastante sencillo saber dicha
informacién, ya que le he dedicado muchas horas a la base de datos. La informacién del tiempo de
la sesiéon del cliente se almacena en segundos y en bytes, por lo que he tenido que anadir un par de
funciones que conviertan los datos y poder mostrarlos de la forma solicitada en la tabla.

Ademés de esto, he implementado una nueva grafica que describe la evoluciéon del nimero de
clientes desde los inicios de Econectia y su servidor de autentificaciéon. Pero no he conseguido que
esta grafica sea lo mds descriptiva posible por el momento, ya que no he sido capaz de hacer una
consulta a la base de datos con un sumatorio acumulativo de los clientes por mes.

En la siguiente reuniéon concretada, le he mostrado la aplicacion al otro socio de la empresa y
he recibido una serie de indicaciones por su parte, porque él se encarga de la gestion de la base de
datos. Me comenté el error que tenia: el de no poder almacenar la direccién de la IP de la antena del
cliente donde yo habia pensado y me sugirié una solucién para ello.

Tanto mi supervisor como el socio me comentaron su idea siguiente para aplicaciéon. En este caso,
quieren que mi aplicacién lea el archivo XML de la aplicacién que tienen contratada para la gestion
de incidencias y facturacién, para asi unificar los datos de los clientes en una misma. Al finalizar la
reunién, ambos me dieron la enhorabuena por mi trabajo realizado, y me propusieron continuar en
la empresa un par de meses mas para finalizar de forma completa la aplicaciéon y todo lo que quieren
que haga.

Por 1ltimo, tras su visto bueno, al dia siguiente pusimos la aplicacién en la direccién IP local de
la base de datos real, para que haga pruebas de su funcionamiento y para que el resto de la empresa
pueda ver la aplicacién. En ese momento, aparecieron una serie de errores, ya que la aplicacién
gestiona correctamente la base de datos del servidor, pero no manda las peticiones a los routers que
estan conectados a este. Por lo que, si a un cliente se le indica que esta en impago, el router no recibe
dicha informacién y sigue teniendo acceso a Internet.
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Resumen del trabajo previsto a realizar durante el siguiente periodo

En las dos siguientes y tltimas semanas de la Estancia en Précticas, tengo que corregir todos los
errores que contiene mi aplicacién web tras la puesta en marcha en la base de datos real. Por un
lado, los errores de modificacién de los datos de cada cliente y algunas correcciones en el disefio, para
darle un aspecto mas intuitivo. Por otro, el problema de no gestionar correctamente cada router que
conecta con la base de datos. Ademaés, estd pendiente que la empresa que les gestiona la aplicacién
de facturacién nos proporcione acceso a la base de datos en formato XML. Y, por iltimo, realizar
un manual detallado de la aplicaciéon web.

Comentarios personales

En este periodo quincenal mi experiencia ha sido, en comparacién al resto de quincenas, las dos
semanas mas satisfactorias a nivel personal hasta el momento. Tanto en la primera reunién , como en
la segunda he recibido elogios por mi trabajo. Ademas de ello, una propuesta de contrato de trabajo
para que forme parte de la empresa y asi poder finalizar mi proyecto de la mejor manera posible.
A pesar de ello, no todo ha sido bueno. A partir del dia de la puesta en marcha de la aplicacién en
la base de datos real, me he encontrado con una serie de errores y de c6digo no correcto que me ha
supuesto un quebradero de cabeza, lo que en algiin momento me ha llegado a desmotivar, atin asi he
sabido sobrellevarlo.

Sexta quincena

Introduccion

Este sexto y ultimo informe contiene la informacién sobre el trabajo realizado de la Estancia en
Préacticass en el departamento de ingenieria de Econectia. El periodo corresponde a los quince dias
comprendidos entre el 8 de abril y el 22 de abril.

Resumen del trabajo realizado antes del periodo del informe

En las dos semanas anteriores al informe quincenal, terminé de implementar las nuevas funciones
propuestas en primera reuniéon de mostrar el tiempo y consumo de datos de los clientes. Continué
también corrigiendo los errores que tenia a la hora de mostrar la cantidad de clientes en la grafica
de evolucion de la empresa como tantos otras fallos que fui encontrando. Por ultimo, tras otra
reunién, puse en marcha la aplicacién en la base de datos real y empecé la correccién de fallos de
funcionamiento a la hora de gestionar a los clientes.
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Resumen del trabajo realizado durante el periodo del informe

En estas dos ultimas semanas, me he dedicado practicamente a terminar de ultimar los pequefios
errores y detalles de la aplicacion una vez puesta en la base de datos real.

He anadido un tdltimo apartado estadistico donde nos aparece la informacién de consumo de datos
y tiempo que un usuario a estado conectado a Internet. Este apartado me ha resultado bastante
complejo, dado que no he conseguido convertir los valores en bytes a gigas porque el servidor no es
capaz de realizar tanto calculo debido a la cantidad de cédigo PHP.

Otro, y el principal problema que me he encontrado en este tltimo periodo ha sido que, ademas de
gestionar la base de datos, también la aplicacién tiene que gestionar cada cabecera donde se conecta
cada antena del cliente. Me he pasado casi 3 dias para poder revolver el problema. Gracias a unas
indicaciones por parte de mi supervisor, he tenido que instalar una extensién en PHP de la clase
SSH, para poder realizar conexiones a cada router y desloguear al usuario correspondiente del cual
se ha realizado algiin cambio.

En los dias finales, hemos vuelto a tener otra reunién, donde he ensefiado la aplicacién final puesta
en la base de datos y he explicado con detalle todo lo que realiza y como lo hace. Las opiniones finales
fueron bastantes positivas y me han comentado un par de aspectos a modificar si era posible, pero
dado el escaso tiempo no lo he realizado.

Después, me he puesto a realizar el manual explicativo de la aplicacién. Tanto a nivel de uso
como a nivel de programacién para que un compaiero de la empresa que también sabe programar
pueda continuar con el proyecto en un futuro. Pero no he conseguido terminarlo, porque el tltimo
dia aparecié un nuevo error en la aplicacion a la hora de insertar un nuevo servicio. Este error en
mi base de datos local no lo daba puesto que habia modificado para que los datos nulos insertaran
valores por defecto.

Por dltimo, como no he podido terminar el manual, ha quedado pendiente una visita de nuevo
a Econectia con la correcciéon de la parte del c6digo que a ultima hora no funcionaba y el manual
detallado de la aplicacién web. Ademads, también me han pedido que les deje detallado las tltimas
tareas a corregir del servidor, de la base de datos y anadir las dos tablas nuevas creadas a esta, para
que de esta forma la aplicaciéon funcione correctamente el servidor de la empresa.
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Comentarios personales

Como ultimo comentario personal, tengo que decir que estoy satisfecho con todo mi trabajo
realizado hasta el fin de mi estancia en practicas. He recibido muy buen trato por parte de mis
companeros y mi supervisor en este ultimo periodo. En los dias finales, he intentado dejar lo mejor
posible la aplicacién y se ha valorado mi esfuerzo final, a pesar de no haber podido terminar la faena
de forma idénea. Por ello, queda pendiente que una vez finalice el TFG, me ponga en contacto con
ellos para una posible incorporacién a la empresa.

4.3. Estimacion de recursos del proyecto

4.3.1. Programas utilizados para el desarrollo de la aplicacién web

Para la implementaciéon de la aplicacion web y su puesta en marcha en el servidor local de la
empresa, se han utilizado los siguientes programas:

e Wampserver64: es un paquete de software libre que nos proporciona un entorno de desarrollo
web para el sistema operativo Windows. Este paquete contiene los elementos necesarios para
una aplicacién web: el gestor de base de datos MySQL, el servidor web Apache y el lenguaje
de programacion web PHP.

e NetBeans IDE: es un entorno de desarrollo libre que contiene practicamente todas las funcio-
nalidades para facilitar la implementacién completa de todo tipo de aplicaciones o programas.
Es capaz de interpretar la mayoria de los lenguajes de programacioén y contiene su propio editor.
A pesar de que Wampserver64 también es un entorno de desarrollo, NetBeans IDE nos permite
que esa programacién sea mas simple.

e WinSCP: es un programa que nos permite establecer conexién entre nuestro ordenador y el
servidor donde queremos subir nuestra aplicacion utilizando los protocolos SFTP y FTP. Su
principal caracteristica en su uso es la interfaz simple que tiene para la gestiéon de archivos.

e PuTTY: es un programa SSH con el que nos conectamos a servidores remotos iniciando una
sesion, que nos permite la ejecucion de instrucciones de gestion. De esta forma, tras la puesta
en marcha en el servidor correspondiente, se le proporcionan los permisos correspondientes a
la aplicacién web para la ejecuciéon correcta.
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4.3.2. Lenguajes de programacion empleados para el desarrollo de la aplicaciéon
web

Otro aspecto a tener en cuenta son los lenguajes que se han utilizado en la aplicaciéon web, para
asi poder realizar un mantenimiento de esta, o bien, si es necesario, realizar cualquier modificacion a
posteriori. Cada lenguaje utilizado tiene su funcién en la aplicacion:

e SQL: es un lenguaje de programaciéon basado en consultas. Con este lenguaje podemos usar
las relaciones que hay entre cada tabla de la base de datos y asi poder realizar la gestiéon de
esta. El hecho de que este lenguaje se base en consultas, facilita la gestion de la base de datos,
al tratarse de un lenguaje directo y sencillo.

e PHP: se trata de un lenguaje de programacién muy usado para el desarrollo web con cédigo
abierto. Su importancia en nuestra aplicacion es relevante, ya que se encarga de unificar los
lenguajes SQL y HTML.

¢ HTML: no llega a ser un lenguaje de programacion, ya que se trata de un lenguaje marcado
por etiquetas. Su estructura es béasica, ya que su desarrollo se basa en anadir elementos. Ahora
bien, HTML es el lenguaje que nos proporciona la interfaz de uso de nuestra aplicacién web a
través del navegador.

e CSS: es un lenguaje que va hilado al HTML, ya que este se encarga de darle diseno (color,
formas, tamarfo,...) a cada elemento HTML de la aplicaciéon web. Este lenguaje se inserta en
un archivo aparte, para asi poder tener un acceso sencillo y facilitar el desarrollo.

e JavaScript: es un lenguaje de programacién muy utilizado en el desarrollo web. Este se encarga
de anadir las interacciones de la web como despliegues de ments, efectos de estilo, o incluso
mostrar graficas.

e Shell: como ultimo lenguaje utilizado en la aplicaciéon web, tenemo el lenguaje de consola. La
aplicacién conecta con cada cabecera (o router) a través de la conexion SSH. A partir de esta
conexién, se realiza la ejecucién de las instrucciones pertinentes para la gestion de cada cliente
conectado en cada cabecera. Por otro lado, también se usa en el programa PuTTY para dar
los permisos.

4.4. Grado de consecucion de los objetivos

Los objetivos propuestos respecto al proyecto se han completado correctamente en su totalidad.
A continuacién, se muestra de forma detallada el resultado final de la aplicacién cumpliendo los
objetivos solicitados.
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4.4.1. Descripcion detallada de la aplicacion web

La aplicaciéon web desarrollada se ha basado en la base de datos descrita anteriormente y se adapta
a cualquier pantalla desde la que se visualiza. A continuacién, se muestra la descripcién detallada
de la aplicacion, teniendo en cuenta que se ha implementado separando por secciones las diferentes
funcionalidades que gestionan la base de datos.

En primer lugar, se ha implementado una interfaz de inicio de sesién. De esta manera, se tiene
un control del acceso a la aplicacion.

ahi 2 econectio

Usuario

Contrasena

Figura 4.2: Pagina de inicio de sesién

Tras el acceso, lo siguiente que nos encontramos es la pagina principal de la aplicacién. Lo primero
a destacar es que, a la izquierda se encuentra el ment desplegable para acceder a las distintas secciones.
En la parte superior encontramos la cabecera, donde se aprecia el logo de la empresa, y en la parte
derecha un icono con la sesién del usuario. Estas dos partes de la aplicaciéon aparecen siempre en
todas las secciones, facilitando asi la navegacién.

Centrandonos en el contenido principal del apartado Home, en esta interfaz se intenta transmitir
de forma grafica los diversos datos descriptivos de la base de datos. Tenemos una grafica por sectores
(o donut) que nos muestra la cantidad de servicios contratados, agrupados por la velocidad que
proporcionan. Al lado encontramos una grafica circular que nos muestra en tiempo real la cantidad
de clientes que tenemos conectados a Internet.
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Clientes activos

>

Servicios contratados

Total: 2749

o~

s
10MB
861

W

Trafico de clientes con mayor consumo en April-2019

W online M offline

Figura 4.3: Pagina de principal parte 1

En la misma pagina, encontramos una tabla y dos graficas mas. En la tabla se muestra un ranking
del mes actual de los 10 clientes con mayor consumo de trafico en bytes. Ademds, se muestra el tiempo
conectado a Internet respecto al consumo.
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-

Tréfico de clientes con mayor consumo en April-2019

Usuario Tiempo Online Bajada Subida Total

-— dias 18 horas 9 minutos 48 segundos 755835296516 Bytes 643411835875 Bytes 1399247132391 Bytes
2 — 13 dias 20 horas 41 minutos 52 segqundos 623574261785 Bytes 106512052995 Bytes 729886320778 Bytes
3 — 11 dias 14 horas 56 minutos 30 segundos 665048558625 Bytes 57384536386 Bytes 72643308501 Bytes
1 —— 7 dias 5 horas 46 minutos 46 segundos 429809192725 Bytes 12689815355 Bytes 442499008080 Bytes

E—— 18 dias 23 horas 48 minutos 22 segundos 423562568458 Bytes 13400208305 Bytes 436962776763 Bytes
6 12 dias 2 horas 49 minutos 33 segundos 289151508744 Bytes 116928658261 Bytes 405059967005 Bytes
T e—— 13 dias 13 horas 28 minutos 5 segundos 383575691476 Bytes 13711462512 Bytes 396287153988 Bytes
0 — 12 dias 17 horas 26 minutos 47 segundos 362284584460 Bytes 13487664854 Bytes 375772249314 Bytes
9 E— 13 dias 0 horas 45 minutos 24 segundos 360019849059 Bytes 8259398417 Bytes 368279247476 Bytes
0 — 12 dias 19 horas 27 minutos 0 segundos 354179547774 Bytes 12459149773 Bytes 366632697547 Bytes

Figura 4.4: Pagina de principal parte 2

En la siguiente grafica, se intenta describir la evolucién de los clientes, usando Radius como
protocolo de autentificacion. De esta manera, se puede ver cudles han sido los meses mas relevantes

en el crecimiento de la empresa.
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Evolucién de clientes por mes y afio

L
s
i
:
=
201810
Clientes: 357
L)
o)
oo
o
4)
oo
Total de clientes: 2751 Total de poblaciones: 67
Clientes por poblacién por encima de la media: 41.06 -

Figura 4.5: Pagina de principal parte 3

Por ultimo, la grafica final muestra los clientes por municipios. Se intenta describir estadistica-
mente cudles son los municipios en los que se supera la media de clientes por poblacién, ya que se
tratan de los municipios mas influyentes en la cantidad de clientes que forman parte de la empresa.

ahi™ econectia

Total de clientes: 2749 Total de poblaciones: 48

Clientes por poblacién por encima de la media: 57.27

%00

2:5 . .
ALCORA

ALMASSORA BENICASIM BURRIANA CASTELLON DE LAPLANA  GRAO DE CASTELLON ONDA VILAREAL

Figura 4.6: Pagina de principal parte 4
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Ahora pasamos a la parte comercial. En este apartado, se realiza toda gestiéon administrativa
relacionada con los datos de cada cliente. Primero, tenemos el subapartado de crear un nuevo cliente,
en el que nos aparece un formulario para rellenar todos los datos indicados, ya que a posteriori son
necesarios para saber toda esa informacion del cliente y también para la informacién grafica de la
empresa.
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Usuario Nombre y apellidos

zPruebaFrancisco Francisco Heredia

Contrasefia Confirmar contrasefia

ssssssese sssssssse

Teléfono Movil

Email Aviso email Aviso sms

_ N # |
@ | paco....@gmail.com

Direccion

C/Pruebas 3,25

Municipio Codigo Postal

Figura 4.7: Pagina de alta nuevo cliente

Una vez creado el nuevo cliente, podemos pasar al subapartado de la gestion de clientes. Aqui
tenemos un buscador por usuario, nombre o niimero de teléfono para encontrar el cliente deseado.
Nos aparecerd una lista con todos los clientes con el criterio buscado. Dentro de la lista, en cada fila
de cada cliente tenemos tres opciones de gestién del mismo. La primera, es borrar el cliente cuando
este ya no forma parte de la empresa. La segunda, es el cambio de perfil o servicio. Y la tercera, es
la modificacién de datos personales del cliente.
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Gestion clientes

Gestion clientes

2Prueba

Resultado de basqueda: 1

Nombre y Codigo

Bo CP Mo Usuario apellidos Telefono  Movil  email Direccion Ciudad Postal Servicio
= 2PruebaFrancisco || TCoc0 964.. 600.. paco..@gmailcom C/Frucbasd,  CASTELLONDELA 12002 CableModem2_advanced30M
Heredia 25 PLANA

»

Figura 4.8: Pagina de gestion de clientes

Una vez seleccionamos la gestién que deseamos realizar, nos apareceran las tres diferentes paginas
correspondientes. Si hemos seleccionado borrar, nos aparecera un formulario de confirmacion.
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Borrar cliente

Borrar cliente

Usuario zPruebaFrancisco

Nombre y apellidos Francisco Heredia

m

Figura 4.9: Pagina de confirmacién de la baja del cliente

Si hemos seleccionado el cambio de perfil o servicio, nos aparecera una pagina con el listado de
los servicios o perfiles que el cliente ha tenido contratados y en qué fecha. Podremos seleccionar el
nuevo perfil o servicio que deseamos.
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Modificar Perfil

Usuario Historial de servicios Fecha de cambic
zPruebaFrancisco CableModem_advanced20M 2019-04-17
Selecciona nuevo servicio ABSARA2_profile

Figura 4.10: Pagina de cambio de perfil del cliente

Por ltimo, si hemos seleccionado modificar datos personales, nos aparecerd un formulario relle-
nado con los datos del cliente donde podremos modificar los datos que deseemos.
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Modificar datos

zPruebaFrancisco

Nombre y apellidos

Francisco Heredia
Teléfono Movil
964... 600...
Email
@ | paco...@gmail.com

Direccion

C/Pruebas 3,25

Municipio Cédigo Postal

CASTELLON DE LA PLANA 12002

Figura 4.11: Pagina de modificaciéon de datos del cliente

En el siguiente apartado, llamado técnico, encontramos todas las funciones relacionadas con el
departamento de ingenieria de la empresa para la gestion de los clientes. Esta separado en dos
subapartados, ambos con un buscador de clientes.
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El primero, se encarga de la gestion relacionada con la IP del cliente, para asignarle si es necesario
una IP estética, el almacenamiento de la IP de la antena y la cabecera donde se encuentra el cliente.
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Gestion clientes conexion

Gestion cliente conexion

s

Resultado de basqueda: 1

Usuario Nombre y apellidos  Direccion Municipio Servicio IPEstatica  IPAntena  Cabecera

CASTELLON DELAPLANA  CableModem2_advancedSOM Defautt group

2PrucbaFrancisco  Francisco Heredia  C/Pruebas 3,25

>

Figura 4.12: Pagina de gestién técnica del cliente

Una vez entramos en la ficha del cliente, podremos modificar cualquiera de los tres aspectos
mencionados.
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Modificar datos
zPruebaFrancisco
IP ROUTER: Solo en caso de ser IP estatica IP Estatica IP ANTENA
177468.5.20
Cabecera actual Selecciona nueva cabecera
Default group AUX2_(10.0.0.3)

Default group

CRUCESVIEJAS
IMPAGO
BAJA_HASTAVERANO
BAJA_DEFINITIVA
CabTorreReal(10.7.8.32)
Test

Figura 4.13: Pagina de modificacién técnica del cliente
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En el segundo subapartado, podemos ver el estado de la conexioén del cliente en su totalidad. El
buscador tiene varios filtros para asi facilitar la bisqueda. Ademés, tenemos una serie de hiperenlaces
que facilitan la labor del técnico. Tanto en la IP del cliente como en la IP de la antena, tenemos un
enlace que nos lleva a la ventana del router o de la antena. También tenemos un enlace a Google Maps
en la direccién, para asi poder saber cudl es la situacion geografica del cliente y ver a qué cabeceras
estd préximo. Por tultimo, en el nombre de usuario tenemos otro enlace a la parte estadistica del

cliente.
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Buscador Estado Cabecera
© Online CAB6_(10.0.0.6)
Offiine
[— ﬂ

Resultado de bisqueda: 53

Nombre y Ultima P
Usuario apellidos Direccion Municipio conexion [P Cliente Tio Estado  Aniena  Cabecera Servicio
— — ma—  VILA-REAL 841241213  Dinamica  ([SHIED) CAB_2_(10.002)  Gircuito_advancedt
—
— . R
———— O Vila-real 8442412435 Dinamica  ([SHILED) CAB_2_(10.0.0.2) ~ Circuito_advanceds
—
D ek - o
=y — Vila-real sarpatziar  Dinamica  ([SHIEY CAB_2 (10.0.02) Circuito_PROadvan

Figura 4.14: Pagina de estado de los clientes online en la cabecera 6 cliente
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Buscador Estado Cabecera
jose Online Selecciona
© Oftline

Resultado de busqueda: 174

Nombre y Uttima
Usuario apellidos Direccion Municipio conexion  IP Cliente Tipo Estado Antena  Cabecera
N 172.20454.136 Dinamica Offline CAB_S 4
e Y
- Vila-real 172.20155.196 Dinamica Offline CAB_5_(10.0.0.5) ¢
—
——
Vila-real 628224566 Dinamica CAB1_(10.0.04 4
— -

Figura 4.15: P4gina de estado de los clientes offline
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Dentro de la ficha del cliente de la parte de estadistica, encontramos

el consumo de datos de
Internet por dias de un mes concreto en una gréafica de barras.
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Consumo por mes 201904

- T m
abril de 2019 + RIS

W ma mi ju v sa do

1 2 3 4 5 6 7
8 9 1 11 12 13 14
15 16 17 | 18 19 20 21
2 23 24 25 % 271 28
29 30

10

Bajada: 3,978,970
Subida: 1,238,636

Total: 5,217,606

Figura 4.16: Pagina de consumo de datos del cliente en un mes concreto

Por otro lado, también encontramos el consumo de datos y el tiempo conectado a Internet del
cliente, por meses y por aiio, en dos tablas distintas.

ahi[2 econectia

Comercial -~

Trafico del cliente por mes

Usuario Tiempo Online:

Bajada Subida Total

201901 7 dias 22 horas 56 minutos 22 segundos 24020793 Bytes 16234619 Bytes 40255412 Bytes
201903 15 dias O horas O minutos 10 segundos 711411975 Bytes 1322158136 Bytes 3033570111 Bytes
201904 19 dias 18 horas 52 minutos 55 segundos 490340130 Bytes 52582810 Bytes 542922940 Bytes

Trafico del cliente por afio

Usuario Tiempo Online Bajada Subida Total
2019 42 dias 17 horas 49 minutos 27 segundos 2225772898 Bytes 1390975565 Bytes 3616748453 Byles

Figura 4.17: P4gina de consumo de datos del cliente en meses y anos
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Dejando atras los apartados que gestionan cada cliente, pasamos a los dos siguientes apartados
que forman parte del Departamento de Ingenieria, pero que se encargan de la gestién de las cabeceras
y de los servicios o perfiles.

En el apartado de servicios tenemos dos subapartados, separados de forma simple. En el pri-
mero encontramos un formulario de creacién de un nuevo servicio o perfil, donde rellanos los datos
necesarios para la conexién correcta del nuevo servicio o perfil.
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Nombre servicio Descripcion IP fija

Enable Service Bajada en KBps Subida en KBps
e

Enable Burst Burst limit DL en KBps Burst limit UL en KBps
e

Burst threshold DL en KBps Burst threshold UL en KBps

Burst Time DL en seconds Burst Time UL en seconds Pritority

=3

Figura 4.18: P4gina de alta nuevo servicio o perfil

El siguiente subapartado sigue el mecanismo de los anteriores. Tenemos un buscador de servicios
o perfiles y nos aparecen las caracteristicas principales de estos.

46



ahi

econectia

Gestién servicios

cablemodem

Resultado de busqueda: 26

Burst Burst Burst  Burst
Bajadaen  Subidaen Burstlimit  Burstlimit  threshold threshold Time  Time
Nombre servicio KB KB P DL uL DL uL DL uL Pritor
CableModem_advanced20M 21504000 2150400 pppoe_CABLEMODEM_pool 2252 2252800 2 s 2
CableModem_advanced6M pppoe_CABLEMODEM_pool E 8 E
CableModem_basic3M 3328000 332800 pppoe_CABLEMODEM_pool 4352000 435200 3328000 33280 2 8 2
CableModem_basicsSM pppoe_CABLEMODEM_pool 6656000 56320C 2 8 2
CableModem_PROadvanced20M 2150. pppoe_CABLEMODEM_pool 2252 2150400 2 s 2
CableModem?2_advancedioM 11264000 1228800 pppoe_CABLEMODEM2_pool 12288000 1433600 1264000 1228800 E 8 E

Figura 4.19: Pagina de gestién de los servicios o perfiles

Seleccionando el nombre del servicio, accedemos a la ficha en la que podremos realizar cualquier
modificacién en el servicio o perfil.

ahi
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Modificar servicio
CableModem_advanced20M

IP fija Enable Service Subida en KBps

¥

Bajada en KBps

pppoe_CABLEMODE 21504000 2150400

Enable Burst Burst limit UL en KBps

7

Burst limit DL en KBps

22528000

Burst threshold DL en KBps

21504000

Burst Time DL en seconds

2

2252800

Burst threshold UL en KBps

2150400

Burst Time UL en seconds Pritority

8 8

Figura 4.20: P4gina de modificacién del servicio o perfil

Finalmente, el apartado de cabeceras es muy similar al anterior. Tenemos un formulario de una
nueva cabecera en la que ingresamos los datos necesarios para su correcto funcionamiento, teniendo
en cuenta que previamente se ha tenido que crear fisicamente en la antena correspondiente.
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Nueva cabecera

Nueva cabecera

Nombre cabecera Descripcion
AUX1_(10.0.0.2)Pruebas AUX1_(10.0.0.2)Pruebas
Direccion IP Selecciona tipo Secret

10.0.0.2 Mikrotik eConectia.NAS
Usuario API Contrasefia API

api —

=1

Figura 4.21: Pagina de ingreso de nueva cabecera

Como segundo subapartado, tenemos un listado con las diferentes cabeceras que hay.
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Resultado de busqueda: 16

Nombre Descripcién P NAS Tipo Secret Usuario APl Contraseiia APl
CAB_2_(10.0.0.2) CABECERA_2 10.0.0.2 Mikrotik ~ eConectia.NAS  api crack06
CABECERA_3_BURRIANA  10.0.0.3 Mikrotik |~ eConectia.NAS  api crack06

CAB_4_ESPAITEC Mikrotik ~ eConectia.NAS  api

CAB_s_ALMASSORA Mikrotik = eConectia.NAS  api

CrucesViejas CrucesViejas 10783 Mikrotik ~ eConectia.NAS  api

CabTorreReal(107.8.32)  CabTorreReal(10.7.8.32) 107.8.32 Mikrotik |~ eConectia.NAS  api

CAB_OND-003 Mikrotik ~ eConectia.NAS  api

CAB_VIL-006 Mikrotik = eConectia.NAS  api
CAB_OND-002 OND-002-Cabecera 107844 Mikrotik ~ eConectia.NAS  api

CAB_ABE-001 ABE-00t-Cabecera 107.8.47 Mikrotik |~ eConectia.NAS  api

Mikrotik ~ eConectia.NAS  api

CAB_ALC-00

Mikrotik = eConectia.NAS  api

CAB_ALC-002 CAB_ALC-002 107248 Mikrotik ~ eConectia.NAS  api

Figura 4.22: Pagina de gestién de las cabeceras

Si queremos hacer cualquier modificacién, debemos seleccionar el nombre y accederemos al for-
mulario de modificacién.
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Cabecera

CAB_2_(10.0.0.2)

Descripcion IP NAS Secret
CABECERA_2 10.0.0.2 eConectia.NAS

Selecciona tipo Usuario API Contrasefia API
Mikrotik api .crack06

Figura 4.23: Pagina de modificacién de la cabecera

Como descripcion final de la aplicacion web, dado que se trata de una aplicaciéon con acceso
restringido, también hay un apartado que se encarga de la gestién del usuario que ha iniciado sesion.
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Aiustes Usuario _

. N & Ajustes
Ajustes usuario

& Cerrar Sesion

Usuario admin

Contrasefia Cambiar Contrasefia

m

Figura 4.24: Pagina de ajustes del usuario
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4.4.2. Estructura del cédigo de la aplicacion web

A la hora de desarrollar la aplicacion web, se ha hecho un estudio previo de cémo estructurar el
codigo. Se ha tenido en cuenta que la aplicacién gestiona una base de datos SQL y que debe tener
una interfaz simple y con un diseno ameno. Por lo que se ha estructurado de la manera mas comin
en el desarrollo de este tipo de aplicaciones.

Se basa en la estructura conocida “Modelo Vista Controlador (MVC)". Esta forma de organizar
el codigo es sencilla de mantener y desarrollar, ya que separa el c6digo que contiene las funciones de
consultas SQL, las cuales se gestionan en PHP y se llevan al codigo HTML, que muestra la interfaz
al usuario que la usa. Ademas, se han utilizado nombres intuitivos para los archivos y funciones de
la aplicacién, de forma que faciliten el desarrollo posterior o el mantenimiento.

En el directorio “Modelo", se almacenan los archivos que contienen las diferentes funciones que
gestionan la base de datos. Estos archivos se diferencian porque cada uno se encarga de los distintos
datos relevantes de la base de datos. En su interior, encontramos una clase propia para facilitar el
acceso a las diferentes funciones:

e config.php : en este archivo encontramos el directorio, nombre, usuario y contrasena de la base
de datos. Si alguna vez cambia alguno de los datos anteriores, tendremos un sencillo acceso para
poder modificarlos.

e conexionDB.php : este archivo es simple ya que solo contiene la funciéon de conexién a la
base de datos. Lo almacena en un objeto de la clase MySQLi del lenguaje PHP. El uso de esta
clase, facilita la ejecucion de las consultas SQL.

e clientes.php : este archivo contiene las funciones que gestionan los clientes. Ya sea la insercion
de un nuevo cliente, modificacién de los datos, la cantidad de clientes que hay online, etc.

e cabeceras.php : este archivo contiene las funciones relacionadas con las cabeceras. El ingreso
de una nueva cabecera, el listado con las cabeceras actuales en la base de datos o la funcién de
modificar.

e servicios.php : en este archivo encontramos las diferentes funciones que gestionan los servicios
o perfiles de la base de datos. Tanto su modificacién como la consulta de las caracteristicas de
un perfil o servicio concreto, ademas de la insercién de un nuevo perfil o servicio.

e usuarios.php : este archivo contiene las dos funciones del acceso de usuarios a la aplicacion
web. Una funciéon comprueba que los datos introducidos del usuario tienen acceso a la aplicacion
y otra funcién modifica los datos de contrasena del usuario si se ha solicitado.
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En el directorio “Controlador", se encuentran los archivos que actiian de enlace entre los archivos
de “Vista“ y los archivos de “Modelo". De esta manera, conectamos el cédigo visual del coédigo in-
terno de la aplicacién. Tenemos los siguientes controladores: controlServicio.php, controlClientes.php,
controlCabeceras.php y controlUsuarios.php.

Todos los archivos de este directorio tienen la misma estructuracion: la llamada a cada clase
correspondiente de las funciones que se requieren utilizar en la aplicacién.

Como tltimo directorio de la estructuraciéon del cédigo de la aplicaciéon web, tenemos el directorio
"Vista". En él, cada pagina almacena una parte de la aplicacién web de forma separada, ya que
esto nos ayuda a la incorporacién de posibles nuevos apartados. Ademads, los archivos menu.php y
cabecera.php contienen respectivamente el disefio superior y el lateral izquierdo.

Dentro de este directorio, también se almacenan subdirectorios con la parte del diseno CSS y las
funcionalidades JavaScript de la aplicacién. De esta manera, en el cédigo HTML de la aplicacién

realizamos las llamadas correspondientes a las clases que necesitamos de CSS Y JavaScript.

Cada pagina del directorio de "Vista"tiene la misma estructuracién. La tnica diferencia es que,
dependiendo del apartado en el que nos encontremos, realiza la llamada a una funcién diferente.

A continuacion, podemos ver una imagen que nos muestra de forma visual la estructura comentada
anteriormente en el programa Net Beans IDE, que se ha usado para el desarrollo.
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=

=

econectiaradius

) Controlador

----- @ controlCabeceras. php
----- @ controlClientes. php

----- @ controlServicios.php
----- @ controlUsuarios. php

-1 Ly Modelo

cabeceras.php
derrasesion.php
dientes.php
conexionDB. php
conexionMikrotik, php
config.php
paginacion.php
servicios.php
usuarios. php

L Vista

EI | assets
-- 1 Imagenes
- [) libs

B[ ) vendor

ajustesUsuario.php
altaCabecera.php
altaServicio.php
altasCliente.php
buscadorBajas.php
buscadorCabecera.php
buscadorClientes.php
buscadorEstadoConexion.php
buscadorGestionConexion. php
buscadorServido.php
cabecera.php
estadisticaCliente.php
home.php

login. php

menu.php
modificarCabecera. php
modificarDarBaja. php
modificarDatos. php
modificarGestionConexion. php
modificarPerfil.php
modificarServicio. php

@ index.php

Figura 4.25: Imagen directorio de la aplicaciéon en Net Beans IDE
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Capitulo 5

Conclusiones

Llegada a su fin la Estancia en Practicas y, teniendo en cuenta los conocimientos previos al co-
mienzo del proyecto, el resultado final ha sido positivo. Durante mis afios de formacion en el grado,
no habia adquirido practicamente ningiin conocimiento especifico para un proyecto de estas caracte-
risticas. Se ha tratado de un trabajo enfocado a un estudiante con conocimientos mas especificos de
un grado de Ingenieria Informética.

Si bien es cierto, que contaba de partida con conocimientos basicos en el lenguaje SQL, el resto
de conocimientos necesarios para el desarrollo de la aplicacion, los he ido aprendiendo durante la
Estancia en Practicas, con ayuda de informacién, manuales y tutoriales encontrados en Internet.

Un aspecto muy positivo durante mi estancia en Econectia ha sido conocer un poco mas el mundo
de las telecomunicaciones y el funcionamiento a nivel de interno y de infraestructuras de un proveedor
de Internet. No solo he adquirido conocimientos relacionados con el proyecto, sino que también he
aprendido otros relacionados con la gestion y mantenimiento de la red que proporciona Internet o la
configuracién de conexiones inaldmbricas con la tecnologia WiMax.

Dicho esto, creo que mi trabajo y mi esfuerzo, y viendo el resultado final, han sido recompensados
tanto a nivel personal como por parte de la empresa, ya que al finalizar mi Estancia en Practicas se
me propuso seguir formando parte de ella. Esto ultimo ha sido una motivacion laboral muy buena,
pues valorar mi trabajo y querer que forme parte de la empresa para el crecimiento del proyecto, es
darme una oportunidad para seguir demostrando mis capacidades. Ademads, desde el primer momento
se me otorgo la responsabilidad y plena confianza en mi.
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Parte 11

Memoria TFG
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Capitulo 6
Motivacion y Objetivos

Durante el siglo XVIII, el estudio de las cuerdas vibratorias y otros fenémenos similares eran un
constante debate porque no existia una solucién clara a dichos estudios. Ya en el afio 1808, apareci6
una solucién general por parte de Jean-Baptiste Joseph Fourier. Fourier fue un matemaético y fisico
francés que escribié un estudio detallado del problema de la conducciéon del calor a través de un
medio. En este estudio, resulté crucial su andlisis de las series e integrales trigonométricas como
medio de aproximaciéon de funciones. En aquel tiempo, el trabajo de Fourier carecia de resultados
argumentados, ya que en aquella época ni tan solo el concepto de funcién del que se disponia era
adecuado.

Ya en el siglo XIX, los mateméticos empezaron a considerar la validez del trabajo de Fourier al
darse cuenta de que la mayoria de las curvas podrian representarse a partir de las series trigonomé-
tricas. Dos siglos después, la serie lleva su nombre y sigue siendo un importante area de investigacion
tedrica. E incluso teoremas importantes, como la integral de Rienman o la integral de Lebesque,
surgieron gracias a la necesidad de dar un soporte robusto al analisis de Fourier.

Una de las aplicaciones de la serie de Fourier es la transformada de Fourier, que es utilizada en
areas de ingenieria y ciencia, como por ejemplo en disefios de circuitos, para trabajar con imagenes,
estadistica o en el procesamiento de senales. La transformada de Fourier permite crear una base clara
para resolver los problemas, usando herramientas sencillas.

En nuestro desarrollo tedrico, estudiaremos las senales a partir de la aplicacién de la transformada
de Fourier. Una de las razones préacticas de usar la transformada de Fourier en las sefiales, es que nos
permite expandir o descomponer una sefial, definida en un intervalo de tiempo infinito, como la suma
trigonométrica de A-frecuencias que componen la senal, donde A puede ser un nimero real o incluso
complejo. De ahi la importancia de unificar los conceptos descritos, puesto que se puede considerar
que la transformada de Fourier es una forma continua de la serie de Fourier.
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Ahora bien, la transformada de Fourier varia en funcién del espacio en el que trabaja. En nuestro
desarrollo teérico, vamos a estudiarla en los espacios con producto escalar, conocidos como espacios
de pre-Hilbert.

La teoria de los espacios de Hilbert fue iniciada por David Hilbert, mateméatico aleman conocido
por su influencia en los siglos XIX y XX. Hilbert, a partir de su trabajo de las formas de infinitas
variables, cuya aplicacién era la teoria de ecuaciones integrales, publicé una serie de formulaciones y
documentos de la teorfa del espacio ¢, en conexién con las ecuaciones integrales. Afios més tarde,
John von Neumann, matematico hingaro-estadounidense fue el primero en axiomatizar la teoria de
los espacios de Hilbert. En él, buscé extender el concepto de ortogonalidad y aprovechar su significado
geométrico.

Por lo tanto, los espacios de Hilbert pretenden abstraer los conceptos euclideos para construcciones
matematicas mas elementales, ya que pensar en espacios euclideos es menos abstracto. De ahi la
importancia de los conceptos geométricos en los espacios de Hilbert, puesto que hablar de puntos,
lineas o distancias es méas sencillo, al ser nuestro cerebro capaz de visualizarlo. De esta forma, los
espacios de Hilbert tratan de hacer que los problemas abstractos tengan una respuesta obvia cuando se
visualizan mediante conceptos geométricos. Por ejemplo, podemos tratar las funciones como vectores
debido a la forma de abstracciéon de los elementos euclideos en estos espacios. Ademas, los espacios
de Hilbert unifican en un conjunto més amplio la extensién logica del anélisis real y complejo.

Al final, la teoria de los espacios de Hilbert logra unir aparentemente teorias diferentes en un
mismo conjunto a través de lo abstracto, de forma que aborda una amplia gama de herramientas
sencillas y familiares que facilita el trabajo en estos espacios. Por ello, los espacios de Hilbert tienen
diferentes dominios de aplicacién y uno de ellos, es en el que hemos basado nuestro estudio, las
sefiales.

Dicho esto, nuestro Trabajo Final de Grado intenta mostrar en el Capitulo [7] las propiedades
y teoremas que cumplen los espacios de pre-Hilbert, para luego, poder explotarlos en el Capitulo
De esta manera, a la hora de definir las senales en estos espacios, podremos dar la explicacién
matemaética a la transformada de Fourier aplicada a las sefiales.
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Capitulo 7

Introduccién a los espacios de Hilbert

7.1. Espacio vectorial con producto escalar

Definicion 7.1. Un producto escalar en un espacio vectorial V sobre el cuerpo K, es una funcion
(-,-): V x V = K que satisface las siguientes propiedades:

Positiva: (v,v) >0 para cada v € V distinto de cero.

Simetria conjugada: (v, w) = (w,v) para todos los vectores v y w en V.

e Homogeneidad: (cv,w) = c¢(v,w) para todos los vectores v y w en V y escalares ¢ € C.

Adicion: (u 4 v,w) = (u,w) + (v,w) para todo u,v,w € V.

En nuestro contexto, K siempre es R o C.

7.1.1. Propiedades basicas de los espacios vectoriales con producto escalar

Teorema 7.2. (Desigualdad de Schwarz) Consideramos un espacio vectorial V' con producto escalar
(-,+), ya sea real o complejo. Entonces para todo v,w € V

(1) [{v,w)| < [[o]| - [lw]-

(2) La igualdad |(v,w)| = ||v]| - ||w|| se da siy solo siv e w son linealmente dependientes.
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(8) (v,w) = ||v]| - ||w]| siy solo siv ow es miltiplo no negativo del otro.

Demostracion. La demostracion se va a realizar en dos partes. Primero demostraremos el teorema
en R y luego en C.

- Desigualdad de Schwarz donde K = R:
(1) [{v, w) < [[o]| - [|lwl].

Consideramos la siguiente desigualdad ||v — ozw||2 > 0, que podemos expresar como

0< [|v—aw|? = (v—aw,v — aw)
s
= (v,v — aw) + (—ow,v — aw)
= (v,v) — (v, aw) — (v, aw) + {(qw, aw)
= [[vo]|* = 2 (v, aw) + [law]*
= [lol* = 2 (v, aw) + o® [lw]|* = p(a)

Llegamos a una ecuacién de segundo grado con incégnita «. Aplicamos la férmula de resolucién y
obtenemos que

—2 (v, w) + /4 (v,0)% — 4J0]]? |w]?
2|Jw]]

o =

Nota: Un polinomio de segundo grado p(z) con p(z) > 0 para todo = no puede tener dos raices
diferentes. Si p(x) = (z — a)(z — ), con a < 3, entonces p(z) < 0. Si a < x < 3, entonces puede
tener una o ninguna raiz, de forma que p(z) > 0.

Se recurre a observar el discriminante de la ecuacién, que en este caso es D = 4<v,w)2 —
4 o] ||w||*. Sabemos que [|v]|* — 2 (v, cw) + a? ||w||* tiene una o ninguna rafz real, por tanto D < 0.
De esta forma podemos demostrar la desigualdad del teorema, siendo D < 0, tenemos que
4 (v,w)? = 4|ol* [[w]* < 0 = (v,w)* < [[o]* w]®
Por otro lado, tenemos que podemos expresar el polinomio p(a) como
2 2 2
pla) = [[o]|* = 2 (v, aw) + ? |w[* = o — awl| (7.1)
(2) Nos queda demostrar que |[(v,w)| = ||v]| - ||w]|| si y solo si son linealmente dependedientes, es

decir, si v = aw con o > 0.
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Si [{(v,w)| = ||v] - [Jw]|, entonces D = 0, de forma que el polinomio p(«) tiene una raiz doble,
por lo tanto existe un ag > 0 tal que

plag) =0—= v —agw||>=0—v—aw=0—v=aw

Si v e w son linealmente dependientes, podemos expresar v = aw siendo v multiplo no

. | 2
negativo de w. Por lo que |(v, w)| = [(aw, w)| "= |a| (w,w) = |af [w]" = |af lw]| {w]| = [lv[| [[w]].
(3) Ademas, nos falta demostrar que (v, w) = ||v|| - [|Jw|| si y solo si v = cw con o > 0.

Si (v, w) = ||v] - ||w]|, entonces D = 0, de forma que el polinomio p(«) tiene una raiz doble,
por lo tanto existe un «ag > 0 tal que

plag) =0 = |lv—aqw|? =0 —v—apw=0—v=aw
Esta demostracién es directa, ya que si existe un ag > 0 que nos permite expresar v = qouw.
Esto implica que (v, w) = (ow,w) = a ||w||* = ||v|| ||w| siendo v multiplo negativo de w con ag > 0.
Ahora toca demostrar la segunda parte del teorema para los espacios complejos.

- Desigualdad de Schwarz donde K = C:

(1) (v, w)| < fJof| - [Jw]]-

Sea z € C, utilizaremos la forma polar de z, es decir, z = |z]e*479(2).

Asumiendo la demostracién anterior para espacios reales, con o € R, esta demostracién es simi-
lar. Consideramos la siguiente desigualdad, donde ¢ = Arg ({v,w))

0< H Sy — awH <e"'% — aw, e %y — aw>
= (70 — aw, e v) + (7 — aw, —aw)
= (70, e7) + (—aw,e ) + (v, —aw, ) + (—aw, —aw)
= [[vlf* + { —auw, e—i%> + <e—f% —aw,> + a2 ||w|?
= vl* = o ((e7v,w) + (w,e ")) + o? Ju]|”
= ol = a ({7 v, w) + (7%, w}) + a? ||w]®
)+

2 — _ 2
= lo]* = o (7% (v, ) + e (v, w) ) + o Ju]
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Recordemos, que dado el nimero complejo z, z+Z = 2Re(z). Con lo que nuestra desigualdad nos da
0<H v—awH—wm| — a2Re(e™ ™ (v,w)) + 2 |lw])?
Como (v, w) = |{(v,w)|e!® — e (v,w) = |(v,w)]|, entonces
[v][* = a2Re (|(v, w)]) + o [[w]®
Por lo que, teniendo en cuenta que no tenemos parte imaginaria, nos queda solo
0 < [v]l* = a2 (v, w)| + o [|w]|?

Donde llegamos a la misma ecuacién ([7.1]) de la demostracion de la primera parte del teorema. Por lo
tanto, el teorema se cumple en el espacio complejo, para (1), (2) y (3), ya que el resto de demostracion
es igual que para el espacio real. ]

Teorema 7.3. (Desigualdad triangular) Consideramos un espacio vectorial V' con producto escalar
(-,-), ya sea real o complejo. Entonces para todo v,w € V.

llv+w|| < ||v||+ ||w|. La igualdad ||v + w| = ||v]| + ||w]| se da siy solo siv yw son linealmente
dependientes, es decir, st v o w es multiplo no negativo del otro.

Demostracion. Primero demostramos la desigualdad. Siguiendo el mismo procedimiento que la de-
mostracién del teorema [7.2]

v+ w|? = (v +w, v+ w)

Iz:m(v—l—w v) + (v 4w, w)

= (v,v) + (w,v) + (v,w) + (w, w) (7.2)
= (v,0) + (v, w) + (v, w) + (w,w)

= [[v]I* + 2Re (v, w)) + w]?

Sabemos por el teorema de la desigualdad de Schwarz que 2Re (v,w) < 2|(v,w)| < 2|v|| ||w]-
Podemos omitir Re. Por lo tanto, si continuamos con ([7.2))

2 2 2 2
[o+wl[* < o[ + 2ol {lw]| + [[w]|* = (o]l + [lw]) (7.3)

Nos quedaria ver la igualdad ||v +w|| = [[v|| + ||w|| se cumple si y solo si v 0 w es multiplo no
negativo del otro.

Sabemos por ((7.3) que

2 2 2 2 2
[0l + 2 o[ lwll + [[w]® = (ol + [lw])™ = llo +w]® = [[o]] + w]|* =
2 2
= [l + 2Re ({v,w)) + [w]* = [[o][ [w]] = Re (v, w)
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Entonces observamos en ([7.4)) que ||v] ||w] = Re ({v,w)) se debe cumplir. Si aplicamos el teorema
de la desigualdad de Schwarz [7.2] implica que existe un o > 0 tal que podemos expresar v = aw.
Entonces v e w son linealmente dependientes, siendo v multiplo de w.

Esta parte de la demostraciéon es directa, ya si existe un a con v = aw. Esto implica que

ol + lwll = [low]] + lw] = llall{[w]] + [w] = (a+ 1) w] = [[(a+ D) w]| = [aw +w|]| = |lv+w]
siendo v multiplo negativo de w con o > 0. 0

7.2. Espacios con producto escalar como espacios normados

Definicién 7.4. Sea v un vector en un espacio vectorial V' con producto escalar (-,-), se define la
norma ||v||, asociada al producto escalar, como

[0l ==/ (v, )

Teorema 7.5. Sea V un espacio con producto escalar (-,-), entonces ||v|| es norma si se cumple que
para todo v,w €V ya e K:

(1) ||v]| > 0 Positividad.
(2) ||lav|| = |a|||v]] Homogeneidad.

(3) |lv+wl| < |v]| + ||w| Desigualdad triangular.

Demostracion. Sea v,w €V y a € K:

]
(1) Se cumple claramente ya que |[v|| = \/(v,v) > 0.

(2) Vemos que |lav| = /{av, a0) 2 \/a (v, av) 2 /a2 (0, 0) = |a] /{0, 0) = |a]||v].

(3) Por el teorema [7.3]se cumple que |[v + w|| < [|v| + [Jw]].

Por otro lado, como toda norma, || -|| induce la distancia dj. (v, w) = [|[v — w|| = /(v — w,v — w).
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7.2.1. Ejemplos de espacios vectoriales con producto escalar

e Los espacios C',C?,C?,...,C" son un conjunto definido como
CN = {(x1, ..., xy) tales que z; € C, para todo 1 <i < N}

Con el producto escalar definido como
N —
(1, N), (Y1, s UN)) Z T1y ey T (y1,...,yn) para todo z;,y; € C

e Si E C 7, el espacio £2(E) es un conjunto, de funciones, definido como

*(E) = {IL‘ : E — C tales que Z lz[n]|? < oo}

nek

Con el producto escalar definido como

<$,y>: Zl’[n]m si :z:,yefz(N)

nek

Notar que si F = {1,..., N}, entonces (?(E) = CV.

Este producto escalar (-,-) define la norma ¢2 (E) como

217, = (@,2) = D |a[n]*  siw e (E)

nekl

e El espacio Cla, b] es el conjunto, de funciones continuas, definido como
Cla,b] = {f : [a,b] = C : f es continua}

Con el producto escalar definido como
b
:/ f(z)g(z)dz  para todo f,g € Cla,]

e Si X CR, el espacio L?(X) es un conjunto, de funciones de cuadro integrable, definido como

LX) = {f : X —>(C;/|f(x)|2d:1: < oo}

Con el producto escalar definido como

= [ r@yia

64



7.3.

Este producto escalar (-, -) define la norma L? (X) como
IF@I2, = (@), fa) = [ 15() ar

Aunque no lo hemos escrito asi, los elementos de L? son en realidad clases de equivalencia.
Consideramos iguales dos funciones fi,f2 si / |f1(z) — fo(x)|* dz = 0. Observemos que si fi
y fo son continuas y |fi(z) — fo(z)|?dt # 0 en xq, entonces existe un & tal que |fi(x) —

f2(2)|?dt > § para todo x € [ty — €, 20 + €. Entonces, cumple que /]fl(x) — fo(x)?dz >
/ |f1(z) — fa (1:)|2 dz > 622¢, por lo que llegamos a una contradiccién. Lo que implica que, si

f1y f2 son continuas, /]fl (2) — fo(z)]* da = 0, entonces fi = fo.

Ortogonalidad

Definicién 7.6. Sea V es un espacio vectorial con producto escalar (-,-).

Los vectores v y w en V' son ortogonales si (v, w) = 0.

La coleccion de vectores e;, i = 1,..., N es ortonormal si cada vector e; tiene |le;|| = 1, y los
vectores son ortogonales si (e;,e;) = 0 siendo i # j

Dos subespacios Vi1 y Vo de V' son ortogonales si cada vector de Vi es ortogonal a todo vector
en Vs.

Un sistema ortonormal de V es un un conjunto de vectores ortonormales de V.

Teorema 7.7. Sea Vi un subespacio de un espacio vectorial V' con producto escalar (-,-) y sea

{61,..

. en} una base ortonormal para Vy. Siv € Vjy, entonces

N
v= Z(v,ej)ej

n=1

Demostracion. Sea {ey,...,eny} una base ortonormal para V. Sea un vector v € V{, entonces por
definicién de base podemos escribir v como la combinacién lineal de e;

N

V= E aje;j donde o  es un escalar
Jj=1
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Entonces podemos escribir

N
(v,ex) = <Z ajej,ek> = aj (e1,ex) + ag (€9, ep) + as (es, ex) + ... + an (en, ex)
=1

El tinico término del sumatorio que es distinto de 0 es cuando j = k ya que e; es ortonormal e implica
que (ej,ex) = 0. Por lo tanto (v, e;) = «; (ej,€;) = o, como querfamos demostrar. O
Teorema 7.8. Sea V un espacio vectorial V' con producto escalar (-,-). La ley del paralelogramo

nos dice que para cualquier v,w € V, tenemos

lo+w]? + Jlo = wl* = 2 |Jo]* + 2 ||

Demostracion. A partir de los dos binomios al cuadrado siguientes

lo+w[|* = Jo||* + [lw]|* + 2Re (v, w)
2 2 2
[ = wl® = Jlvll” + lw]” = 2Re (v, w)

Al sumar las dos expresiones anteriores, no queda que

lo+wl|* + [lo = w]|* = Jol|* + [lw]* + Jo|* + lw]* + 2Re (v, w) — 2Re (v, w)
2 2 2 2 2 2
= ([0l + [fw[|” + [Jo[I* + flw]|* = 2 {Jo[|* + 2 ]|

O

Lema 7.9. Sea V un espacio vectorial con el producto escalar (-,-) de dimension finita N. Si el
conjunto {ey,...,en} es ortogonal, entonces es linealmente independiente.

Demostracién. Supongamos que aiei + agez + ... + ayey = 0, siendo aj € Ccon 1 < j < N.
Entonces

0= <041€1 —+ ages + ... + aNeN,ej) = <041€1,€j> + ...+ (aNeN,ej> =

Esto se debe a que como e; es ortogonal a cualquier vector de {ey,...,en}, su producto escalar es 0.
Entonces el conjunto es linealmente independiente. O

Teorema 7.10. (Proceso de ortogonalizacion de Gram-Schmidt) Consideramos un subespacio Vi de
dimension N de un espacio vectorial V' con el producto escalar (-,-). Sea {v;},j =1,..., N una base
para Vy. Entonces hay una base ortonormal {e1,...,en} para Vy tal que cada e; es una combinacion
lineal de vy, ..., v;.

Demostracion. Definimos e; = para asegurarnos que es un vector unitario. Demostramos el

v
. 3 [[o]]
teorema por induccion.
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Asumimos como hipétesis de induccién, que tenemos una base {eq, ..., ex} ortonormal construida
de forma que

ej € <U1, ...,Uj),
llejll =1,
eiJ_ej si 1§’L<]§k‘

Definimos N
B e
k+1 = Vk41 — Z <Uk+1,€j> € Y €Ckr1 = m
Vamos a comprobar que {ey, ..., ex41} es ortonormal. Como ||ex11]| = 1, falta ver que (exy1,e,) =0
para todo n =1, ..., k. Por ello, basta ver que (Ex1,e,) = 0.
k
(Eky1,en) = <Uk+1 — > (vks1,€5) 6j,€n>
j=1
k
Uk—i—laen Z Uk+176j 6]76n>
j=1

= (Vgt1,€n) — (Vkt+1,€n) =0

Para terminar, basta observar que el conjuntos de vectores e; es ortogonal. Por lo tanto, por el lema
sus vectores son siempre linealmente independientes. Y como tenemos N vectores linealmente
independientes en un espacio de dimensién N, el conjunto de dicho vectores {ey, ...,ex} son base. [

7.4. La proyecciéon ortogonal

Lema 7.11. Sea un espacio vectorial V de dimension finita con el producto escalar (-,-), existe una
isometria lineal entre V. y CN = ¢2 ({1, ..., N}).

Demostracion. Por el teorema [7.10) . tenemos que existe una base ortonormal {vy,...,v,} de V. Sea
f una funcién definida como f : V. — CV tal que f(v) = ej siendo e; = (0,...,1,...,0) € CN. Si
v,w € V, entonces tenemos que ver que |[v — wl|3, = || f(v) — f(w)]||zn-

Por el teorema sabemos que v y w se pueden expresar como combinacién lineal de la forma

N N
U:Zanvn Y w:Zﬁnvn
n=1 n=1

Entonces

fv)=(ar,.som) y f(w)= (B, Pn)
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N N N N
= Z (Oén - Bn) <'Un> Z (an - 611) 'Un> = Z (an ﬁn) <Z <Um (an - Bn) Un>> =
n=1 n=1 n=1 n=1
N N 1 N
= Z (an - ﬁn) <Un7 (an - /Bn) Un) = Z (an - /Bn)2 <Un7'vn> = Z (an - ﬁn)Q =
=1 n=1 n=1

Definicién 7.12. Una sucesion (vy,) en el espacio métrico (V,d), se dice que es de Cauchy cuando
dado € > 0, existe un ng tal que n,n’ > ng implica que d (vy,v,) < €.

Definicién 7.13. Sea (V,d) un espacio métrico, se dice que es completo si toda sucesion de Cauchy
converge a algin punto de V.

Corolario 7.14. Si V es un espacio vectorial de dimension finita con el producto escalar (-,-)
entonces el espacio métrico (V,d), con la distancia d de la métrica inducida, es completo.

Demostracion. Por el lema sabemos que V es isométrico a CV con la métrica euclidea, por lo
que V es completo. O

Lema 7.15. Sea Vj un subespacio vectorial de dimension finita de un espacio vectorial V con el
producto escalar (-,-). Sea v € V', entonces existe un unico punto vy € Vy, tal que

|lv —vo| = inf{|Jv—w| : siendo w € Vy}

Nota: Recordemos que para todo conjunto de reales A acotado inferiormente existe la mayor de
la cotas inferiores, llamado infimo y, denotado como inf(A).

Demostracion. Aplicamos el teorema del paralelogramo [7.8la ¢ = * — w1 y b = & — we donde
wi, wy € V. Como [la +b|]*> + [la = b||* = 2 |la]* + 2 |b]|* —

1
+ = |Jwy —ws* = 1 (||237 —wy —wa||* + |l — w2|’2) =

(7.5)

1
2 2 2
= Sl = wil + 3 e = wall® = (2]l —wil® + 2| — wall?)
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Ahora definimos ¢ = inf {||v — z|| : z € V5} con lo que ¢ = Z'nf{”v —z|*:z € VO}. Como c? es

fnfimo, ¢® + 1 no es cota inferior. Tendremos entonces que existe z, € Vj con
2 2_ o 1
<z —z|" <+ — (7.6)
n

Ahora vamos a ver que (zy,), es una sucesién de Cauchy. Sean n,m € N. Aplicamos la ecuacion (|7.6)
siendo wy = z, ¥ w2 = Zpm,.
2

1 1 1 1
T — §(zn +zm)|| + 1 [ ZM||2 = ) |z — Zn||2 + ) |z — zm||2 -

1 o 1 o 1 9 1 2
ZHZn_ZmH =§||3?—an! —l—in—zmH - x—§(2n+zm)

Sabemos por 1’ que ||z — zn||2 <+ % por lo que sustituimos

1 2

4

1 1
2, * )
(c+n%+% +

1

m

1
x— =(2n+ 2m)

; (7.7)

)_

1
l|2n — ZmH2 < )
2

Tenemos que z,, z, € Vp esto implica que %(zn + zm) € Vp. Por lo que Hx - %(zn + zm)H > 2.

Entonces,

1 1 1 1

1’|2n—2m||2§§(02+5)+§( 2+E)_62_>
1 , 11
- _ < - 4=
4 Hzn Zm” — 2n + 2m

. 1 € o
Dado € > 0 sabemos que existe un ng tal que o < 5 Si n, m > ng, entonces
no

4 4 2 2

1 1
Izn —zm|? <=+ 7)<+ < —+—<c¢

2n  2m” T 2n  2m T ng no

Luego z, es una sucesiéon de Cauchy. Por el corolario [7.14] Vj es un espacio completo, por lo que
existe un punto p tal que nh_{]go zn = p, con p € V. Ahora vamos a comprobar que p es el punto

buscado. Dado que,
1
A<=z <E+ =
n
haciendo tender n — oo :

1
A= 1lim < lim ||z — 2, = |z —p|> < lim 4+ — =¢
n—00 n—o00 n—00 n

2

Luego ||z — p|| = ¢. Nos queda ver que p es inico. Suponemos que existe un punto ¢ tal que ||z — ¢|| =
c. Aplicando la ecuacion (7.7) con z, = p y 2z, = ¢, entonces

2

1 1, 1 1

Jlp—dP <5+ —lo— s +9| —
1, 1

lp—qll? < §C2 + 502 - =

lp—qlI* =0
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Por lo que p = ¢, lo que implica que p es tnico y es el mas cercano. O

El teorema anterior garantiza que la siguiente definicién tiene sentido siempre.

Definicion 7.16. Sea Vy un subespacio de dimension finita de un espacio vectorial V' con el producto
escalar (-,-). Para algin vector v € V, la proyeccion ortogonal v sobre Vjy es el 1inico vector vy € Vy
que es el mds cercano a v, es decir

|lv = vg|| = min{|jv — w]|| siendo w € Vy}

Definicion 7.17. Consideramos un subespacio vectorial Vo de dimension finita de un espacio vecto-
rial V' con el producto escalar (-,-). El complemento ortogonal de Vy, denotado VOL, es el conjunto
de todos los vectores en V' que son ortogonales a V. Dicho de otra forma

Vit ={veV:(vw)=0 para todos w € Vy}
Teorema 7.18. Sea V) un subespacio real de dimension finita de un espacio vectorial V con el

producto escalar (-,-). Sea v cualquier elemento en V. Entonces vy € Vi es la proyeccion ortogonal
de v siy solo siv—vy € V.

Demostracion. Sea Vy un subespacio de V' dimensioén finita.

Sea v € V y vy la proyeccién ortogonal de v sobre Vj. Para cada w € Vj, sea f,(t) una
funcién que describa la distancia cuadrada entre vg 4+ tw y v. Entonces

fu(t) = |jvo +tw —v||* cont € R,
fuw(t) se puede escribir como

fuw() = ((vo — v) + tw, (vo — v) + tw)

g

(w0 )+t (10 — ) + (v — v) + fo, tu)

{((vg — ), (vg —v)) + (tw, (vo — v)) + ((vo — V), tw) + (tw, tw)

(0 — v) (v — )} + (w0 — v) , 1) + [(w0 —0) ) + {tuw, )

o0 — )+ 2({(o — v}, ) + ] = Il (w0 — I + 2w — v) 1)) + 2 o]

Como fy,(t) es un polinomio de grado 2, y sabemos que su minimo se alcanza en ¢t = 0, siendo vy el
vector méds préoximo a v de V. Por lo tanto, es necesario que f,,(0) = 0. Realizamos los cdlculos y
vemos que

((vg —v),w) + 2t ||w||*> yent =0 nos queda
((vo = v),w) +2- 0 wl® = 2{(vo = v) ,w) =0

Sk
S\
—~
~
S~—
Il
NN
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Entonces llegamos a la conclusién que ((vg —v),w) = 0, lo que implica que vy — v es ortogonal a
cualquier vector de Vj.

Asumimos que vy € V| es un vector tal que v — vy € VOJ-. Entonces siguiendo el mismo
desarrollo anterior, definimos para cada w € Vj, la funcién

Fut) = lloo + tw —vf|* = || (vo —v)|* + 2¢({(vo — v) ,w)) + ¢ ||w]®

Como fy,(t) es un polinomio de grado 2, sabemos que f/,(0) nos indicara cudl es el minimo de la
funcién. Haciendo los calculos, observamos que

Fio(t) = 2((vo — v), w) 2t |[w]?

Por hipétesis sabemos que ((vg — v),w) = 0, entonces f,(t) = 2t|w|/*. Vemos por tanto que el
minimo del polinomio f,, se alcanza en t = 0.

Ahora nos queda ver que vy es la proyeccién ortogonal. Sea p € Vp. Definimos w, = p — vg con lo
que p = vg + wp. Calculamos las distancias

2
o= plI" = llv —vo — wp|| = fu, (1)
Como sabemos que en 0 estd el minimo de fy,,
Fup(1) = fu, (0) = [[o = o

Luego ||v — vg|| < ||lv — p||. Lo que nos indica que ||[v — vg|| = min ||v — p|| para todo p € V. O

Teorema 7.19. Sea V' un espacio vectorial con producto escalar (-,-) y sea Vi es un subespacio de
dimension N con base ortonormal {e1,...,en}. La proyeccion ortogonal de un vector v € V' sobre Vj
viene dada por

N
vy = Zajej con a; = (v, ;)
j=1

Demostracion. Sea v € V' y sea vy la proyeccion ortogonal sobre Vj. Por el teorema [7.7] sabemos que
siendo {ey,...,en} base de Vjy y vg la proyeccién ortogonal, podemos escribir que

N
vy = Z <anej> €j
j=1
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Dado esto, sabemos por el teorema que, siendo v cualquier vector en V', la proyeccion
ortogonal vy tiene como propiedad que v — vy es ortogonal en V. Lo que significa que , siendo
que e; € Vo, (v —wo,e;) = 0, que por propiedad del escalar es igual a (v,e;) — (vo,e;) = 0 —
(v,ej) = (vo, e;). Por lo tanto, teniendo en cuenta la definicién entonces

N

vo=Y_ (v.ej)e;

j=1
O
Teorema 7.20. Consideramos un subespacio Vyy de dimension finita de un espacio vectorial V' con el

producto escalar (-,-). Cada vector v € V puede ser escrito de modo tinico como v = vy + v1, donde
vg pertenece a Vy y v1 pertenece a VOJ-, esto es

V=Va Vi

Demostracion. Suponemos que v € V' y sea vg la proyeccion ortogonal de v sobre V como
v =19+ (v —1p)

Por el teorema |7.18] sabemos que v — vy es ortogonal a cualquier vector en V4. Por lo tanto si la
definicién de VOL nos dice que es el conjunto de todos los vectores ortogonales a Vj, por definicién
entonces v, € VOJ-. Por lo que podemos escribir v = vg + vy.

Falta ver que Vo N V5t = {0}. Supongamos v € Vo N Vg-. Entonces v = v + 0 = 0 + v. Pero como
v = vg + v1, implica que v sea 0. Por lo tanto, se cumple que V = Vy ® VOL. ]

En este contexto usaremos a menudo la palabra operador lineal en lugar de aplicacién lineal
T:V - W.

Definicion 7.21. SiT : V — W es un operador lineal entre dos espacios vectoriales con el producto
escalar (-,-), el adjunto de T es el operador lineal T* : W — V que estable la relacion entre el
operador lineal y el producto escalar del espacio vectorial. Esta definido de modo que

(T (v),wyw = (v, T" (w))y,

Lema 7.22. Suponemos ug y uy son dos vectores en el espacio vectorial V' con producto escalar
(-,-). Entonces se cumple que (ug,v) = (u1,v) para todo v € V si y solo si ug = uj.

Demostracion. Sea v = ug — u;. Dado que g, u1, € V, entonces sabemos que (ug, v) = (uy,v) —
0 = (ug,v) — (u1,v). Sustituimos v = up — w1 y nos queda que 0 = (ug, up — uy) — (U, up — uy) =
llug — up ||*. Entonces ||ug — u1]|* = 0 si ug = uy.

O

Como partimos de ug = u1, la afirmacién es obvia.
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Teorema 7.23. SiTy:V =W y Ty : W — V son operadores lineales entre espacios vectoriales con
el producto escalar (-,-). Entonces la composicion cumple que

(TooTy) =Ty 0Ty

Demostracion. Sea T o Ty : V — U la composicién de ambos operadores lineales. Y sea (T} o T5) :
U* — V* la composicién adjunta. Para v € V y u € U, tenemos por definicién de adjunto que

(Ty (T1(v) , u) = (T1(v), Ty (u)) = (v, T{ (T3 (w)))
Por otro lado, también tenemos que la definiciéon de adjunto implica, sobre la composicién que
(T3 (T1(v)) ,u) = (v, (T2 0 T1)" (u))
Por lo tanto, nos queda de la igualdad que
(v,(Ty o T1)* (1)) = (v, (T} o T5) (u))  para todov € V

Si aplicamos el lema donde ug = (Th o T1)* u y uy = (T5 o T5) u, siendo ug y uy vectores en V|
entonces (ug,v) = (u1,v), lo que nos indica que (Ty o T1)* (u) = (T} o Ty) (u). O

Teorema 7.24. Sea Vjy es un subespacio de un espacio vectorial V' con el producto escalar (-,-).
Sea w: V — Vi una aplicacion que asigna cada v € V' su proyeccion ortogonal sobre Vy. Entonces el
adjunto de w es la aplicacion inclusion i : Vo — V', donde para cada vy € Vy, i(vg) = vy un elemento

de V.

Demostracion. Sea w* : Vo — V la aplicacion adjunta de 7. Sea v € V, por el teorema [7.20] sabemos
que cada vector v se puede expresar de modo v =z +y donde z € Vo y y € VOL. Como v —z € VOL,
sabemos por el teorema que 7(v) = z. Por tanto, todo vector v € V, se puede expresar como
v =m7(v)+bconbec V.

Sea w € V, sabemos que

(1" (w),v) = (w,m(v))

usando que (w,b) =0 — = (w, 7(

(4
~—
~

+
—~
&

=3
~

Si aplicamos el lema vemos i(w) = 7*(w) como querfamos demostrar. O
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7.5. Series de Fourier Abstractas. Espacios de Hilbert

Teorema 7.25. (La desigualdad de Bessel) Sea V' un espacio vectorial con el producto escalar (-, -)
y sea {ey : €1,....,en} un conjunto de vectores ortogonales de V. Se tiene que, para todo v € V,

Z v,en))? < ||vl|*  para todo n € N
k=1

Demostracion. Sea Vi = (e, ..., ey) el subespacio de V' generado por ey, ..., e,. Por el teorema

N
sabemos que vg = Z (v, ex) ek es la proyeccion ortogonal de v sobre Vj. Entonces
k=1
N N
v —wvoll® = (v — v, v — vg) = <v — Z (v, e) eg,v — Z (v, ex) ek>
k=1 k=1

N N N
:< (v, eg ek,v>—<v—Zvek Zvek >
k k=1 k=1

=1

N N
Como <U - Z v, k) Z v, €) > =0, ya que vg es la proyeccion ortogonal, entonces
k=1 k=1

0< |lv—wo|* = < Z v, ey, ek,v> = (v,v) — <Z (v, ex) ek,v>

k=1

N (7.8)
=2 (e e, v) = ol Z| (v, ex)
k=1
N
Por lo tanto, obtenemos de 1’ que Z (v, e1)|* < ||v)|? O
k=1

Teorema 7.26. (Teorema de la mejor aproximacion) Sea V' un espacio vectorial con el producto
escalar (-,-) y sea €1, ..., e, un conjunto de vectores ortogonales de V. Se tiene, siv € V, que

vV — Zakek

N

v—Z(v ek)

k=1

para todo a1, ...,a, € C

Demostracion. Sea Vy = (eq, ..., e,) un subespacio de V. Sabemos que existe un vy, que es el mas
N

cercano a V' por la definicién |[7.16, Y ademés, por el teorema [7.10[ sabemos que vy = Z (v,ex)er y
k=1

vg es la proyeccién ortogonal de v sobre Vj.
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N
Dado cualquier vector w de V, por el teorema sabemos que es de la forma w = Z Qape.
k=1
Como vg es el més cercano, se cumple que

N

v — Z (v, ex) ek

k=1

[ = vol| < lv—w| = <

N
v — Zakek
k=1

O

Teorema 7.27. Sea V' un espacio vectorial con producto escalar (- ,-) y sea {e, : n € Z} un conjunto
ortonormal.

Ly (v, ep)|* < |v||* para todo v e V

kEZ
(2) li_>m |{(v,en)| =0 Teorema de Riemann-Lebesgue
n—oo
N
Demostracion. Por el teorema [7.25 tenemos que Z (v, ex)[* < ||v]|*. Como una serie de térmi-
k=—M
N
nos positivos con suma parcial acotada es necesariamente convergente, sabemos que Y |(v, er)]?
k=—M

converge y que

> v, er)* < olf?

kEZ
Entonces la serie Z (v, e)]* es convergente. Por lo tanto, sabemos que lim (v, e} = 0 —
n—oo
kEZ
Jim[(w,ea)] =0. 0
Lema 7.28. Siv = Z ager, entonces (v, w) = Z ay, (eg, w).
keZ keZ
N
Demostracion. Sea e > 0. Buscamos ver que existe ng : M > ng, y que Z a (eg, w) — (v,w)| < e.
k=—M

Sabemos que existe ng tal que M > ng, implica que

2

N N .
= <v - Z oper, v — Z akek,w> = —,
k=M k=M 1wl

N
v — Z Qe
k=—N

75



Comprobamos que se cumple,

N N N N
(v,w) — Z a (eg,w)| = <v— Z aier + Z akek,w>— Z ay (eg, w)
k=—N k=—N k

=—N

N

N N
= <U— Z akek,w>+ Z 875 <€kaw>_ Z Ak <6k’w>
k=—N

k=—N k=—N

N
= <v— Z akek,w> < v — Z ageg|| ||lw] < H || |lw| =€
k=—N

N
Por lo que se cumple que Z ag (ex, w) — (v,w) < €. m
k=—N

Definicién 7.29. Sea un espacio vectorial V' con el producto escalar (-,-), se dice que es un espacio
de Hilbert si (V, dll'H) es completo.

Corolario 7.30. El espacio L? es un espacio de Hilbert.

Demostracion. No se realiza la demostracion del teorema debido a que su dificultad excede los obje-
tivos de este desarrollo tedrico. O

Corolario 7.31. El espacio (*> es un espacio de Hilbert.

Demostracion. Por el Corolario demostrado, sabemos que ¢? es un espacio de Hilbert. O

Lema 7.32. Sea V un espacio de Hilbert y sea {er} un conjunto ortonormal. Sea (o) una sucesion

de numeros complejos. Entonces v = Z ager €V sty solo si Z |04k|2 < 0.
keZ k€EZ

Demostracion. Sea v = Z arer € V. Entonces
keZ

HUH2 = |(v,v)| = <Z ak€k7zak6k> @ Zak <6k7zaj6j>
keZ kEZ kEZ JEZL
= Zak<ek,2a]e]> L8 Zakz% €k, €5) Zakak = Z|ak|
keZ JEZ. keZ  jez kez keZ
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Asumimos que Z |oz;€|2 < 00. Como la serie es convergente, dado € > 0 existe un N, tal que

keZ
Z |Oék|2 <eE.
|k|>Ne

Veamos que la sucesion zy = Z agey, es de Cauchy. Sea € > 0 existen No > N7 > N,, entonces

[k|<N
2 2
2
d”'H (.I‘Nl,l‘NQ) = Z QLel — Z arerll = Z arerll <é€
|k|<N1 |k|<N2 N1 <[k|<N2

O]

Teorema 7.33. (Teorema de la serie de Fourier abstracta) Dado un conjunto ortonormal {ex}; 5
en un espacto V' de Hilbert . Son equivalentes:

(1) SiveV y(v,er) =0 para todo k, entonces v = 0.

(2) Dado v €V, se tiene que v = Z ager con a = (v, e). Es decir,
kEZ

N
lim |jv — Z ager|| =0

N—oo

(3) Sean v,w € V, entonces (v, w) = Z (v, e) (w, eg).
keZ

(4) SiveV, () =|v|*= Z |{v, ex)|”. Conocida como la Identidad de Parseval.
kEZ

Demostracion. Definimos ay, = (v, e). Por|7.27/(1) Z lag|? < oo y por[7.32la serie Z ageg
keZ keZ
converge. Sea w = Z ager € V, entonces
keZ
(v—w,ej) _<U—Zak€k,63>= v, €j) <Zakek,e]>
keZ keZ

= (v,ej) — (v,e;) =0 para todo j > v=w
Al aplicar (1), vemos que,
N

Jm o~ :Z_N<U7€k>€k = Jm flv[=0
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Sean v, w € V, sabemos que v y w se pueden escribir como Z (v,eg)ex y Z (w, ex) eg.

kez kez
Entonces,

|{(v, w)| = <Z (v, ex) eg, Z (w, eg) ek>

keZ keZ

> <<’U’€k> er, Y (w, ep) €k>

keZ kEZ

siendo k£ = j nos queda

> (Z (v, ex) ex, (w, €;) €5) )

keZ \jeZ

= Z (v, e) (w, eg)

kEZ

Sean v,w € V. Por (2) sabemos que
<U7w> = Z <U7 ek> (’LU, ek)

kEZ

Siv=w,

> (ver) (v,er) =D (v,0) = [loll = D v, en)|”

kEZ keZ keZ

Sea v € V. Como |jv| = Z |(v,ex)| y (v,ex) =0, esto implica que v = 0. O

k€EZ

Gracias al teorema [7.33] cuando e; lo satisface, se dice que es una base ortonormal de V. Lo

particular de este conjunto ortonormal es que todo vector v puede ser obtenido a partir de ello
mediante sumas infinitas.

Notar que {er} no es una base de V' en el sentido de algebra lineal. Los vectores de v no son
combinaciones lineales finitas de los elementos ey.
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Capitulo 8

Transformada de Fourier

8.1. Introduccion a la transformada de Fourier

De un modo informal, podemos decir que la transformada de Fourier busca ver qué frecuencias son
las més relevantes en una senal. Es decir, cudl es el peso de cada frecuencia en una senal. Utilizamos
el término senal como sinénimo en teoria de comunicaciones del concepto matematico de funcién.

El objetivo de este capitulo es aplicar los resultados obtenidos del capitulo anterior en el contexto
de la transformada de Fourier. Para ello, se va a geometrizar los espacios de funciones en el dominio

temporal y en el campo de frecuencias.

Consideramos varios tipos de senales dependiendo del tipo de dominio sobre el que se definen y
de su comportamiento repetitivo:

e Analdgica: Decimos que una sefial es analdgica o de tiempo continuo si x : I — C siendo I un
intervalo contenido en R.

e Digital: Decimos que una senal es digital o de tiempo discreto si « : I — C siendo I un intervalo
contenido en Z.

e Periddica: Decimos que una sefial x : I — C es periddica si existe un 7' > 0 tal que z(t +7T') =
x(t) para todo t € I, donde T es el periodo.

e Aperiddica: Decimos que una senal x : I — C no es periddica si para todo T, existe un tp tal
que z(tr +T') # z(tr).
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8.2. Peso de una frecuencia

Dado que pretendemos determinar qué frecuencias tienen importancia en una sefial. Conviene
aclarar en primer lugar a qué nos referimos con el término frecuencia.

8.2.1. Algunos comentarios sobre el periodo y la frecuencia de una senal

El periodo, normalmente expresado en segundos, es el tiempo que una senal peridédica tarda en
pasar de nuevo por un punto que ya habia pasado antes debido a su periodicidad, con lo que si T
es el periodo de la sefial, todos los multiplos enteros del periodo de la forma nT', con n € Z, son
periodos.

Otro concepto importante, para la transformada de Fourier, es el de la frecuencia. La frecuencia
de una sefial es el ntimero de veces que la senal pasa por un punto en 1 segundo. Por lo que la
frecuencia, denotada como w, es w = % y se mide en hercios (Hz=vueltas/segundo). La frecuencia
también se puede medir en radianes/segundo, en cuyo caso se representa como w = 2% ya que cada

vuelta tiene 27 radianes.

Las funciones que representan una senal con la frecuencia "pura', son las funciones sin(wt) y

cos(wt), cuyo periodo es T = 2T y su frecuencia es wr% = ¥ [z,
’ w s 27

Nuestro enfoque de la transformada de Fourier utilizara la funcién
E,(t) = ™" en lugar de cos(wt) y sin(wt)

Se trata de aprovechar la férmula de Euler que nos permite ver Ey,(t) = cos(wt)+isin(wt), ya que es
maés comodo trabajar con funciones exponenciales en lugar de con funciones sinusoidales. Utilizaremos
esta funcién como patrén del peso de la frecuencia w en una senal.

8.2.2. Qué es la transformada de Fourier

El objetivo de la transformada de Fourier es medir cudnto pesa cada frecuencia. Ello consistird
en asignar un valor a cada frecuencia w, llamémosle &(w), de modo que z(t) pueda ser aproximado
mediante combinacién lineal del tipo

/:%(w)eiwtdt
Z i,[w]eikwt
keZz

donde #(w) y #[w] son nimeros complejos.
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Geometrizaremos el espacio de sefiales mediante la introduccién de un producto escalar. Ello
permitird medir distancias entre sefales y evaluar si estdn cerca de una senal x(t).

Sea x(t) una senial, definimos de modo informal la transformada de Fourier &(w) como el nimero
complejo que permite que

x(t) = /.@(w)eiwtdw
Obviamente, surgen dos problemas a la hora de utilizar y aprovechar esta definicion.

» El primer problema es cémo definir el peso de cada frecuencia, es decir, decidir quien es Z(w).
Este problema se conoce como el problema de analisis.

= El segundo problema que surge es cémo saber si una senal queda determinada al conocer el
peso de cada frecuencia, es decir, una vez se decide quien es Z(w), ver cémo construir x(t) a
partir de &(w). Este problema se conoce como el problema de sintesis.

Por lo tanto, la estrategia a seguir para resolver los dos problemas que pretende solucionar la
transformada de Fourier, sigue el siguiente esquema

x(t) Anélisis Z(w) Sintesis x(t)

Si bien la solucién a estos problemas, para cualquier tipo de sefial, parte de las mismas ideas, su
planteamiento técnico requiere distinguir qué sefiales vamos a manejar.

8.3. Senales analégicas periddicas

Observamos que las sefiales analdgicas periddicas ¢! solo tienen periodo T' cuando w = kwo,

con k € 7, siendo wg = 2%:

eiw(tJrT) CeTtwt 1 eikwo(t+T) . efikwot -1

eikwot-‘rikon . ,—tkwot . N eikwot-‘rikon—ik’wot -1

e

eik‘u}ot-‘rik}on—ik’wot =1 e’ik’wT -1

Tenemos por lo tanto, &(w) = 0 si w # kwgy con k € Z. Con ello, la férmula de sintesis esperada

serd de la forma ‘
x(t) = Z & (kwg ) etFwot
keZ
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El problema de anélisis consiste en conocer &(kwp), que en este contexto se llama coeficiente
k-ésimo de Fourier y, es denotado Z[k].

El espacio de trabajo para la geometrizacién de las sefiales es L? ([—%, %D en el dominio temporal
y /2(Z) en el campo de las frecuencias. Recordemos que ¢2(Z) esta formado por funciones definidas
como y : Z — C tales que » ly[n]]* < oc. LQ([—%,%
neZ

D estd formado por las funciones x(t),
T T B
definidas como x : [

2 2
—2,2] — C tales que/T\x(t)\ dt eR.

2

En el espacio de trabajo L? ([—%, %D, el producto escalar que utilizaremos esta definido por
1 [z —
(F(0.90) = 7 [, 10 gDt
-3

T T

Este producto escalar (-,-) define la norma L? {— = 5] como

£, = 50.50) = 7 [ 170

oy oI

Recordemos también que el producto escalar, en el espacio £?(Z), se define como

(Sl glaly = 7 3 Flnl 5[]

keZ
Y este producto escalar (-, -) define la norma ¢ (Z) como

1712, = (ol Flnl) = o 3 17 0)P

keZ
Teorema 8.1. Las senales bdsicas {eikat =er:kc€ Z} forman un sistema ortonormal para el pro-
ducto escalar (-,-).

Demostracidn. Sea et y gea efmwot

dos senales bésicas en el espacio L? {—%, %}
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Calculamos su producto escalar, sabiendo que ewot = cos(wot) + isin(wot) = cos(wot)—isin(wot)
efinwot.

ikwot znwot / zkwot —inwot / i(k—n)wot
e dt = dt
< € T _r T

Sinz#k
. r
/g i(k— n)wotdt — l GZ(k_n)th ’
T % T l(k — n)wo _g
1 ei(kfn)wog efi(kfn)wog
T T \i(k—n)wy  i(k—n)wo
27

Dado que wg = T

1 ei(k—n)ﬂ e—i(k—n)w
T \i(k—n)r  i(k—n)7

' pi(k—n)m o—i(k—n)m
Si (k-n) es par, e ly = n)n =1
' ' cilk—n)m o—i(k—n)r
Si (k-n) es impar, m =—1y m =-1
(k—n) —i(k—n)

Entonces podemos concluir que

= todo k Z.
i(k—n)m  i(k—n)m para todo &,m €
Por lo tanto

1 ei(kfn)wog efi(kfn)wog 0
T T \i(k—n)wy  i(k—n)wy |

Sin=k

T 1 T

2 i(k—k)wot 2.0
T/Z 0tdt = T/Zedt

2 2

T

z Z 1 /7T T

ldt==[1]?’,==(=+=]=1#0
T/g 71 T(2+2> 7

Por lo tanto, si n = k el producto escalar <eikw0t, ei”w0t> = 1, mientras que si n # k el producto

escalar <e"kw0t, e““”ot> = 0, entonces se forma un sistema ortonormal. ]

Six(t) es una senal y eq, ..., ex es un sistema sistema ortonormal, entonces por el teorema de mejor
aproximacion, la mejor eleccién para definir el peso de la frecuencia wg en x(t) es que Z[k] = (z(t), ex).
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T T

Teorema 8.2. (Consecuencia del Teorema del Capitulo[7, Teorema de la mejor aprozimacion).
Sea una senial z(t) en el intervalo L? ({—5, 1), y sean (ag)rez mimeros complejos, se cumple que

z(t) = > (zer)er|| < |x(t) =) arex

kEZ L, keZ Lo

A partir del teorema de mejor aproximacion, concluimos que la siguientes definiciéon es una buena
solucién al problema del andlisis.

Definicién 8.3. Llamamos coeficiente k-ésimo de Fourier de x(t), donde wy = 27”, a

) 5= (olt),ex) = 5 [ a0y 0ty

El problema de sintesis serd resuelto con éxito si la serie que definimos a continuacién coincide
con z(t).

Definicién 8.4. Llamamos serie de Fourier de z(t), donde wy = 2%, a
Z i’[k']eikwot
keZ

Como consecuencia del resultado del analisis, se cumplen los siguientes teoremas:

Teorema 8.5. (Consecuencia del Teorema[7.25 del Capitulo|7, Teorema de Bessel). Dada una serial
z(t) en el intervalo L* ([—%, %D, se cumple que

N
AT112 2
> 2HllL, < =@,
k=—m
Teorema 8.6. (Consecuencia del Teorema del Capitulo @ Dada una senal x(t) en el intervalo
L? ([—%, %D, se cumple que

(1) D N2kl < oo

kEZ

(2) lim #[k] = lim (x,ex) =0 Teorema de Riemann-Lebesgue
k—o0 k—o0

Abordamos ahora el problema de la sintesis. Este problema es delicado por requerir sumas infinitas
de funciones. Para poder explotar los resultados del Capitulo [7] necesitamos utilizar otros tipos de
convergencia diferentes de a que proporciona la norma L2
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8.3.1. Sintesis de las senales analdgicas periddicas

Para el problema de sintesis de las sefiales analégicas periddicas necesitamos considerar varios
tipos de convergencia de serie de funciones, debido a los problemas de convergencia que surgen cuando
las sumas pueden ser infinitas.

Si z,, es una sucesién, consideramos tres modos de convergencia de x,, a x, con z : I — C, siendo
I un intervalo en R o en Z:

e Convergencia puntual: si dados t € I y € > 0 existe un Ny, tal que |z, (t) — z(t)| < € para
todo N > Ny .. Esto es, si lim xn(t) = x(t) para cada t € I.
n—oo

e Convergencia Lo: en el caso continuo, que es en el que estamos, si para cada € > 0, existe
. . 2 .
No, tal que lim_ |zn — 21, = nh_}n;O/I |z, (t) — 2(t)|"dt =0 si N > Np.

e Convergencia uniforme: si para cada ¢ > 0 existe N, tal que, dadon > Ng, |z, (t) — z(t)| < €
para todo t € 1.

Dado que la serie de Fourier es una suma infinita, necesitamos definir la suma parcial n-ésima
con lo que pretendemos aproximar la sefial.

Definicién 8.7. Siz(t) es una serial sobre L? ([f%, %} ) , llamamos suma parcial n-ésima de la serie

de Fourier de z(t) a
Syl = Y ket
k|<N

Entonces, encontramos tres problemas de sintesis para cada tipo de convergencia, aunque aqui
nos interesa basicamente el problema de la norma L?. Pretendemos pues, saber si

N
z(t)= > z[k]e*™t = lim Sn(t)
B[N N—oo

El siguiente teorema es esencial a la hora de estudiar el problema de sintesis.

Sl(t) —+ ...+ SN(t)
N

Teorema 8.8. (Teorema de Cesdaro) Si Cn(t) = , entonces dada una funcion f

perteneciente al intervalo L? ({—%, %D, se tiene que:
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» Cn converge puntualmente a f en todo los puntos de continuidad, entonces ]\;im Cn(t) = f(t).
—00

w Si f es continua, las medias aritméticas Cn de Cesaro convergen uniformemente a f.

Demostracion. No se realiza la demostracién debido a que su complejidad excede los objetivos de
este desarrollo tedrico. O

Observamos que
,5'1 (t) — j[_l]e—iwot + i‘[O] + f[l]eiwot
So (t) = @[_2]6—22‘111015 i @[—l]e_iwot + :%[0] + @[1]6“‘“ + @[Q]e%wot

S1+ S 1 , , , 1 ,
7( ! ;L 2) = 55;[—2]6’2“”“ + &[—1]e~ "0t 1 2[0] + &[1]e™* + 5@'[2}62”“
S1+ S+ S 1 ~ 2 . . ) 2 . 1 A
( 1+ 32 + 3) _ gﬁj[_g]e—&wot + gi,[_2]e—22wot + f[_l]e—zwot 4 :%[0] 4 @[1]6“”’5 4 g@p]emwot 4 gi"[3]632w0t
Por lo que llegamos a que,
1 - —N+ k| +1
(10 ot S (1) = On(t) = X e siondo oy = M (8.1)

keZ

Teorema 8.9. (Teorema de convergencia) Si x : L* [—g, g} — C es continua, entonces

z(t)=> Z[k]e* ol = lim > [k]ethwot

N—
ke *lk|<N

o lo que es lo mismo que

lim
N—o0

()= 3 afketont

[k|<N

Lo

Demostracion. Por el teorema de existe un N, tal que, dado N > N, |z(t) — Cn(t)| < /€ para
todo t € L? {—%, %} Entonces nos queda que

1 (% 1
2 2
o) = On ()13, = 7 [ o)) ~ On ()P dt < 7T =«
2
Por la ecuacién (8.1) y por el teorema de mejor aproximacién se cumple la convergencia en Lo,

ya que
lz(t) = Sv(@)ll 2 < [lz(t) = On (D)2 < €
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El teorema de mejor aproximacion y el teorema de Cesaro demuestran que el problema de sintesis
tiene solucién positiva para las funciones continuas, como se demuestra en el teorema [8.9] De hecho,
se puede demostrar también que tiene solucién positiva para cualquier funcién de L?, véase en el

teorema [R.101

Teorema 8.10. Sea = una funcion cualquiera en L? ([—%, %D,

x(t) = Z ;%[k]eikwot

keZ
o lo que es lo mismo que
1 . A ikwot —
i x(t) Z z[kle 0
|k|<N Lo

Demostracion. No se realiza la demostracién del teorema debido a que su dificultad excede los obje-
tivos de este desarrollo tedrico. O

Como consecuencia, tenemos las siguientes relaciones entre x y Z.

Teorema 8.11. (Consecuencia del Teorema del Capitulo [}, Teorema de la serie de Fourier

abstracta). Sea una funcién z(t) en el espacio L? ([—%, %D, se cumple que

(1) Si (z[k],er) = 0 para todo k, entonces x(t) = 0.

N
(2) A}gnoo x(t) — Z zlklex| =0.
k=—N Lo
of([_T T Lo s
(3) Sea y(t) en L ([—g, %)), entonces (a(t),y(1)) = 7 (&(1), 5(1))-
(4) ||=(t HL2 Z |Z[k]|" = ||Z] ]||§2 conocido como la Identidad de Parseval.
keZ

8.4. Senales digitales peri6dicas

Observamos que las sefiales digitales periddicas del tipo efu [n] = e™" solo tienen periodo N
cuando w = kwg, con k € Z, siendo wg = QW” De hecho, solo necesitamos considerar e% [n] = gikwon
con 0 <n < N —1, puesto que eg = e‘,f 4 Esta comprobacion es la misma que en el caso de las

sefiales analégicas periddicas.
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Por ello, la formula de sintesis esperada sera de la forma

El problema de analisis consiste en conocer id(kwo), que en este contexto se llama coeficiente
k-ésimo de Fourier y, es denotado 2%[k] al igual que en las senales analégicas.

El espacio de trabajo para la geometrizacion, en este caso, es £2({0,..., N — 1}) tanto para el
dominio temporal como para el campo de las frecuencias. Esto es debido a que s6lo se necesitan
N términos. Recordemos que €2 ({0, ..., N — 1}) esta formado por las funciones x[n], definidas como

z: ({0,...,N —1}) — C. Estas funciones se representan como vectores con N-entradas, de la forma
(z[0], ..., x[N — 1]).

Recordemos que el producto escalar se define como

Este producto escalar (-,-) define la norma ¢2 ({0, ..., N — 1}) como

N-1

I In]ll7, = (fIn, fIn]) = % > IfP

n=0

Teorema 8.12. Las senales bdsicas {eg 0<k<N - 1} definidas como eg = efvon forman un
sistema ortonormal para el producto escalar (-,-).

Demostracion. Sea e’*0" y sea ¢™W0™ dos sefiales bésicas en el espacio £2 ({0, ..., N — 1}).
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Calculamos su producto escalar, sabiendo que e™won = cos(won) + isin(won) = cos(won) —
isin(won) = e~ "mwon,

. . 1 N1 . .
<€Z won’ ezmw0n> _ N etkwon o —imwon
k=0
1 N-1
_ = ei(k—n)won
N k=0
Sim # k
1 N—-1 " ) 1 N—-1 ( "
_ ez —m)won 7671mw0n Z e won
N k=0 N k=0
Dado que se trata de una suma geométrica finita
_ 1 —imwon (1 B e(iwon)N) -0
N (1 _ e(iwon))

2
Dado wy = FW — wolN =27

Sim=k
N-1 N-1 N-1
1 i(k—k)won 1 0 1
_ — e —_— Z e = — 1 - 1 # 0
N k=0 N k=0 N k=0

Por lo tanto, si n = k el producto escalar <eikw0”, eimw0”> = 1, mientras que si m # k el producto

escalar <ezk“’0”, elmw0”> = 0, entonces se forma un sistema ortonormal. ]

Gracias al teorema de mejor aproximacién, dada una senal z[n], la mejor elecciéon para definir

(k] es (k] = (a[n], ef[n]).

Teorema 8.13. (Consecuencia del Teorema del C’apz’tulo@ Teorema de la mejor aprozimacion).
Dada una serial x[n] en £2({0,...,N —1}), y sean (Br) ez mimeros complejos, se cumple que

N-1 N-1
v= Y (wef)ed] <|o— Buel
k=0 12 k=0 02

A partir del teorema de mejor aproximacion, concluimos que la siguiente definicién es una buena
solucién al problema del analisis.
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Definicién 8.14. Llamamos coeficiente k-ésimo de Fourier de z[n], donde wo = 2%, a
N—1 N—1
i < > l IL‘ —zkwon
N N
n=0 n=0

El problema de sintesis sera resuelto con éxito si la serie que definimos a continuacién coincide
con z[n].

Definicién 8.15. Llamamos serie de Fourier de x[n], donde wy = QW”, a
N-1 N-1 ‘ '
:%d[kr]e% [n] — <:L', ezkwon> ezkwon
k=0 k=0

Como consecuencia del resultado del andlisis, se cumple el siguiente teorema:

Teorema 8.16. (Consecuencia del Teorema del Capitulo @ Teorema de Bessel). Dada una
seial x[n] en €2 ({0,..., N —1}), se cumple que

D

k=0

@d[k]‘f

Teorema 8.17. El espacio con producto escalar de las senales digitales periddicas de periodo N,
22 ({0,..., N —1}) es isomorfo a CV, luego la dimension es N.

Demostracion. Consideramos las senales 1, ..., Sy definidas mediante

Bjlk] =1sik =
Bjlk] = 0 en cualquier otro caso

Si analizamos #2 ({0, ..., N — 1}), dichas sefiales, vistas como elemento de C", son de la forma

ﬁl == (17 . 70)
By = (0,...,1)
Entonces, de forma sencilla podemos ver que i, ..., Bx es una base de £2({0,..., N — 1}). O

Para el problema de sintesis de las sefiales digitales peridédicas, dado que estamos en dimensién
finita N, no es necesario considerar varios tipos de convergencia a diferencia que en las senales
analogicas peri6dicas.
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Teorema 8.18. Sea x[n] una seial en el espacio (2({0,..., N —1}), se cumple que

N-1

2] = 3 29kl [n]

k=0

Demostracion. Por el teorema las funciones eg son ortonormales. Por otro lado, tenemos que

{e‘f, v eﬁl\,} es un conjunto linealmente independiente por el lema del Capitulo anterior

Como el espacio espacio de trabajo es ¢ ({0,...,N —1}) y la dimensién es N, sabemos que
{e‘f, vy eﬁl\,} es también generador. Luego

N-1

x[n] = Z ,Bkeg para algin fy, ..., Byy1 € C
k=0

Y por el teorema de mejor aproximacién

<
Lo

=0
Lo

T — Z <£d[kz], ez> ed

N-1
d
z— Y Brefl
k=0

N-1
Por tanto, z[n| = Z 2%k]ed ya que se puede expresar la sefial z[n] como combinacién lineal 2%[k]
k=0

N-1
y {ez o Por lo que conseguimos la reconstruccién perfecta de la senal z[n]. Por lo que tenemos
n=
la solucién al problema de sintesis. O

Teorema 8.19. (Consecuencia del Teorema del Capitulo @ Teorema de la serie de Fourier
abstracta). Sea una funcién z[n] en el espacio €% ({0,...,N —1}), se cumple que

(1) Si <.%d[k], ek> = 0 para todo k, entonces x[n] = 0.

1i =0.

Lo

N-1
zn] = Brex
k=0

(3) Sea y[n] en £ ({0,..., N — 1}), entonces (z[n],y[n]) = % (Z[n],g[n]).

N-1

(4) ll=[nlliz, = > 271K (k]

¢
k=0 2

2

2
‘ conocido como la Identidad de Parseval.
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Nota: El problema de sintesis de las senales digitales periddicas tiene una resolucién alternativa
a la mostrada. Dicha resolucién es algebraica y consiste en ver (0], ..., 2¢[N — 1] como las coorde-
nadas de x en la base {ed,....,e,_;}. En tal caso, 29]0],...,29[N — 1] pueden obtenerse a partir de
z[0], ..., z[IN — 1] realizando el cambio de base. Pero no hemos optado por esta resolucién alternativa,
dado que nuestra intencién es aprovechar el maximo los resultado del Capitulo [7]

8.5. Senales analbégicas aperiddicas

Entendemos por senal analégica aperiédica aquellas que en el dominio temporal no tienen periodo.
Por otro lado, sabemos que si una senal es periddica, si que tiene periodo T', con frecuencia wy = 2%,
se puede representar, por lo visto en la seccion 8.3, como

x(t) = Z :i“[k:]eikwot
keZ
con

1 (2 :
ik = 7 [ ol
2

Al igual que en el caso de las senales analdgicas periddicas.

Cuando las senales peridédicas tienen periodo T" muy grande, es decir, cuando T" — o0, se parecen
mucho a las sefiales aperiddicas. Por lo tanto, esperamos que las férmulas de andlisis y de sintesis de
las sefiales analdégicas aperidédicas se parezcan a las sefiales periddicas.

El problema de andlisis en este caso consiste en conocer Z(w), que se llama transformada de

Fourier. Todo lo anterior sugiere que una forma adecuada de la ecuacién de andlisis sea la siguiente.

Definicién 8.20. Llamamos a la transformada de Fourier de z(t) a

(w) = / T (et

—0o0

El espacio de trabajo para la geometrizacién es L' (R) N L? (R) para el dominio temporal y el
mismo para el campo de frecuencias. Este espacio estd formado por las funciones definidas como
x: L' (R)N L? (R) — C tales que

—+o00 +oo 9
/ 2(t)]dt < 00y / l2(8)? df < oo

—00 —00

Donde el producto escalar esta definido



El espacio de trabajo elegido es L' (R) N L? (R), debido a que Z(w) siempre esta bien definido en
L' pero no en L2. Por otro lado, en L? disponemos del producto escalar (-, -).

Recordemos que este producto escalar {-,-) define la norma L? como

£l = [ 17 de

El problema de sintesis sera resuelto con éxito si la serie que definimos a continuacién coincide
con x(t).

Definicién 8.21. Llamamos ecuacion de sintesis o transformada de Fourier inversa de x(t) a

x(t) ! /+OO #(w)e™ dw

:%700

Por lo tanto, podemos resumir el andlisis de la transformada de Fourier de las sefiales analégicas
aperiddicas con el teorema siguiente, del cual no se realiza la demostracién debido a su complejidad:

Teorema 8.22. (Consecuencia del Teorema del Capitulo @ Teorema de la serie de Fourier
abstracta). Sea una funcion x(t) en L' (R) N L? (R), se cumple que

1 [t -
(1) Sea x(t) en L' (R) N L% (R). La ecuacion de sintesis x(t) = 2—/ (w)e™dw se satisface.
T J—c0
1
(2) Sea y(t) en L' (R) N L? (R), entonces (x(t),y(t)) = py (Z(t),5(t)).
1
(8) Como consecuencia, Hau(t)”%2 = ﬂ/\zfc(wﬂzdw = Hﬁ:(w)H%Q conocido como la Identidad de

Parseval..

8.6. Senales digitales aperiddicas

Entendemos por senal digital aperidédica aquellas que en el dominio temporal no tienen periodo.
Ahora bien, sabemos que si una senal es periédica, si que tiene periodo N, con frecuencia wy = QW”,
se puede representar, por lo visto en la seccién [8:4] como

zn] =Y 79[k ethwon
ﬁd[k] = Z x[n]e‘ik“’(’"

ne”
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Al igual que en el caso de las senales digitales periédicas.

Cuando las senales periddicas tienen periodo N muy grande, es decir, cuando N — oo, se parecen
mucho mas a senales aperiédicas. Por lo tanto, esperamos que las formulas de andlisis y de sintesis
de las senales digitales aperiddicas se parezcan a las sefiales periddicas.

El problema de andlisis en este caso consiste en conocer 2%(w), que se llama transformada de
Fourier. Ello sugiere que una forma adecuada de la ecuacion de andlisis sea la siguiente.

Definicién 8.23. Liamamos a la transformada de Fourier de x[n] a

Observamos que 2%(w) es periddica, por lo que se pueden aplicar los resultados visto en el apartado
de las sefiales analégicas peri6dicas.

El espacio de trabajo para la geometrizacién es £1(Z) para el dominio temporal. £!(Z) est4 formado
por las funciones x[n] definidas como z : Z — C tales que

neL

Y la norma ¢*(Z) se define como

Iflie, = > 1f (K]

keZ

Teorema 8.24. Si z[n] € }(Z), entonces 2%(w) es periddica de periodo 21 y continua.

Demostracion. Sea x[n] una funcién en ¢1(Z). Se debe cumplir que #%(w + 27) = 2%(w). Entonces

i’d(w + 27T) = Z x[n]e_i(w"'%')” — Z x[n]e—iwn—ﬁﬂ-n

=3 z[nle ™" = #%(w)

d

Ahora nos faltaria comprobar que £ es continua. Queremos ver que para todo ¢ > 0, existe 6 > 0,

tal que

lw — wo| < § = ’i‘d(w) - ﬁ:d(wo)‘ <e
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Sea € > 0, escogemos un § > 0 tal que ’:i‘d(w) - :i‘d(wo)‘ < e. Tenemos que

d

#4(w) — #%(wo)| < |3 afn] (7 — tvon)
neZ (82)
<3 Jaln]| (|1 = e itommom))
neL

La funcién 1 — e~ “%=%0)" eg continua en w = 0. Luego existe § > 0 tal que |w—wg| < § =

1-— e_i(“’_wo)”‘ < l €|| . Entonces, nos queda en 1’ que
x||e
#(w) — #%wo)| < 3 feln)l o < flalley o =
2 ER
Llegamos a que 2% es continua. O

Por lo tanto, el espacio de trabajo para la geometrizacién es L? ([—m,7]) para el campo de fre-
cuencias debido a que #%(w) sea periédica, como hemos visto en el teorema L? ([, 7]) esta
formado por funciones definidas como z : [—m, 7] — C.

El producto escalar en ¢!(Z) esta definido como

keZ

De hecho, este producto escalar también estd definido en todo £2(Z). Pero como ¢*(Z) C (*(Z) y
la existencia (w) solo estd garantizada en ¢!(Z), trabajaremos en £*(Z).

Teorema 8.25. Sea x%[n] una funcion cualquiera en £*(Z), entonces

#hw) =Y [kl

keZ

Demostracidn. Este teorema es una consecuencia del teorema [8.9] teniendo en cuenta que por el
teorema #%(w) es continua y periédica. O

Teorema 8.26. Sea una senal z[n] € £1(Z), entonces se satisface la ecuacion de sintesis

x[n] ! /7r #(w)e™ ™ dw

:% .
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Demostracion. Por el teorema sabemos que

2 (w) = > &kl

kEZ

Como #%(w) = Z z[n]e?™ por el lema[7.22[del Capitulo vemos que 2%[k] = z[—k] para todo k € Z.

neL

Por tanto, usando la definiciéon de Z, nos queda que

~ 1 T
z[n] = 24[—n] = By /_ 24 (w)e™k dw

O

Teorema 8.27. (Consecuencia del Teorema del Capitulo @ Teorema de la serie de Fourier
abstracta). Sea una funcién z[n] en (1(Z), se cumple que
(1) Sea yln] en £1(Z), entonces (zfnl, yln]) = ([, glnl)-

(2) ||&(w HL2 Z |z[n]|” = ||z[ ]H?2 conocido como la Identidad de Parseval.
kEZ

Demostracion. Sea x[n] en £*(Z) y #(w) en L? ([—7,7]). Por el teorema entonces

i) = 3 [l k]

keZ keZ

N 2
[2(w)l%, =
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8.7. Resumen de férmulas y espacio de trabajo

A continuacién, se muestra de forma simplificada mediante dos tablas, las férmulas de analisis y
sintesis de la Transformada de Fourier y el espacio de trabajo temporal y frecuencial, dependiendo

del tipo de senal:

Tipo de senal Anélisis Sintesis
1 /2
2 . .
Analégicas periddicas | &[k] = T / . x(t)e~kwolqy x(t) = Z 2[k]ethwot
= kEZ
1 N-1 A N-1 A
Digitales periédicas | 29[k] = N [n]e”Fwon zn| = Z [k]etkwon
n=0 k=0
[e%¢) . 1 +oo .
Analobgicas aperiddicas |  Z(w) = / z(t)e ™t | x(t) = —/ &(w)e™tdt
S 21 J_xo
, 1 (7 .
Digitales aperiédicas 2 (w) = Z x[n]e """ x[n] = —/ 2% (w)etdw
nez 27 Jx
Tipo de senal Espacio temporal | Espacio frecuencial
T T
Analbgicas periédicas | L2 ({—2, 2D *(7)

Digitales periédicas | £2({0,..., N —1}) | £2({0,...,N —1})

Analégicas aperiédicas | L' (R) N L?* (R) L' (R) N L?* (R)

Digitales aperi6dicas NZ) L* ([-m,w])
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8.8. Ejemplos practicos

En esta seccion se va a intentar mostrar, mediante ejemplos practicos, la Transformada de Fourier
aplicada a funciones continuas. Es decir, mostrar los conceptos explicados de las senales analégicas
periddicas en la seccién De forma simple, se quiere ensenar y comentar las diferencias de apro-
ximar las funciones z(t), o sefiales analégicas periddicas en nuestro contexto, usando la suma parcial
de la serie de Fourier SN (x)(t) o las medias aritméticas de Cesaro CN(x)(t).

Para la visualizacién de los ejemplos préacticos, se ha implementado el siguiente cédigo en Mat-
hematica.

x[t_] := FUNCION;

T = PERIODO;

Nveces = NUMERO DE VECES;
RegionDeTrabajo= VALOR;

w = 2 Pi/T;
k;
Plot [Piecewise [{{x[t + T], —Pi — T <= t <= Pi — T},
{x[t], —Pi <= t <= Pi},
{x[t = T], -Pi + T<=t <= Pi + T}}],
{t, =10, 10}]
transformada [k_| := (1/T) Integrate[x[t] E{—Ixksxwxt},
{t7 _T/27 T/2}]7
SN[t_, L ] = ComplexExpand[Evaluate [Sum[transformada [k]*E™{Ixkswxt },
{k, =L, L}]]];
CN[t_, L ] := ComplexExpand[Evaluate [Sum[SN[t, j],

{i, 1, L}/LT];

Plot [{ Piecewise [{{x[t + T], —Pi — T <= t <= Pi — T},
{x[t], —Pi <=t <= Pi},
{x[t = T], Pi + T<=t<=Pi+T}}],
SN[t, Nveces],
CN[t, Nveces]},
{t, —RegionDeTrabajo, RegionDeTrabajo},
PlotRange —> All,
PlotLegends —> "Expressions "]

Plot [{ Piecewise [{{x[t + T], —Pi — T <=t <= Pi — T},
{x[t], =Pi <=t <= Pi},
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{x[t = T], -Pi + T<=t <= Pi + T}}]
— SN[t, Nveces],
Piecewise [{{x[t + T], —Pi — T <=t <= Pi — T},

{x[t], —Pi <=t <= Pi},
{x[t = T], =Pi + T<=1t <= Pi + T}}]
— CNJ[t, Nveces]},
{t, —RegionDeTrabajo, RegionDeTrabajo},
PlotRange —> All,
PlotLegends —> "Expressions"]

moduloX = (1/T) NIntegrate[Abs[x[t] |72, {t, —T/2, T/2}]
moduloSN = (1/T) NIntegrate[Abs[SN[t, Nveces]|], {t, —T/2, T/2}]

moduloCN = (1/T) NIntegrate [Abs[CN[t, Nveces]], {t, —T/2, T/2}]

Como podemos observar en el cdédigo anterior, en las primeras lineas se introducen los valores
que vamos a usar para los ejemplos. La primera linea define la funciéon que desamos aproximar. En la
segunda linea, se le proporciona el periodo que tiene la funcién. En la tercera, se inserta la cantidad
de la suma de la series para la aproximacién. Por tltimo, en la cuarta linea, se inserta el valor de la
region donde va a trabajar los valores ¢ de la funcién.

Introducidos estos valores, se procede a calcular el coeficiente k-ésimo de la transformada de
Fourier, a partir la férmula de andlisis de la definicion [8.3] El siguiente cdlculo que realiza el codigo
es el de SN(z)(t), usando la féormula de la definicién El paso siguiente es el calculo de CN(x)(t),
partiendo de la formula del Teorema Una vez hecho esto, se dibujan las funciones x(t), SN (x)(t)
y CN(x)(t) en una misma grafica para comparar cudl de las dos aproximaciones, si SN(x)(t) o
CN(z)(t), se parece més a la funcién x(t). Ademads, en otra grafica, se muestran las funciones z(t) —
SN(z)(t) y x(t) — CN(z)(t), para visualizar cudl de las dos restas se acerca mas a 0, y poder elegir
qué aproximacién es mejor. Por tultimo, se calcula la norma || - ||z, de z(t), SN(z)(t) y CN(z)(t)
respectivamente, para realizar una comparativa entre los valores obtenidos.

A continuacion, se muestran los resultados del codigo implementado, a partir de diferentes ejem-
plos, ya que se han tomado diferentes funciones y distintos valores de N(Nweces). El periodo ha
sido el mismo para todos los ejemplos: 27. También se han tomado distintas zonas de trabajo
(RegionDeTrabajo), realizando primero los ejemplos para ¢t € [—10,10], y, posteriormente, se han
ejecutado los mismos ejemplos para ¢t € [—m, 7], con el fin de visualizar mejor la convergencia de las
funciones SN(x)(t) y CN(z)(t).
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- Para x(t) =t con periodo 27, N =10 y ¢t € [-10, 10].

3¢

L x(t)
2 o SN(x)(t)
1 CN(X)(Y)

-10 -5 5 10

(a) z(), SN(z)(t), ON (z)(¢)

x(t)-SN(x)(t)

x(t)-CN(x)(t)

(b) [z(t) = SN(z)(®)] y [z(t) = CN(z)(?)]

Figura 8.1: Primer ejemplo ¢ € [—10, 10]

Resultados: ||z(t)||z, = 3,28987 ||SN(z)(t)|r, = 3,09954 ||CN(z)(t)| L, = 2,66169.
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- Para z(t) =t con periodo 2w, N = 100 y t € [—10,10].

x(t)

SN(x)(t)

CN(x)(t)

4r

4 L
zj

Y A |

-10 -5 5 10
ol
| f
4+

Figura 8.2: Segundo ejemplo ¢ € [—10, 10]

Resultados: ||z(t)]|z, = 3,28987

4
(b) |2(t) — SN(z)(t)]

Y

ISN () ()], = 3,26997
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|z(t) = CN(z)(t)]

x(t)-SN(x)(t)

x(t)-CN(x)(t)

ICN () (1)L, = 3,14612.




- Para z(t) = —t? + 2 con periodo 27, N = 10 y t € [-10, 10].

x(t)

SN(x)(t)

CN(x)(t)

-15F

356
(b) [z(t) = SN(z)(®)] y [z(t) = CN(z)(?)]

Figura 8.3: Tercer ejemplo ¢ € [—10, 10]

x(t)-SN{x)(t)

x(t)-CN(x)(t)

Resultados: ||z(t)||z, = 51,9515 ||SN(z)(t)||r, = 51,9492 ||CN(z)(t)|r, = 51,7834.
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- Para z(t) = —t? + % con periodo 27, N = 100 y t € [-10, 10].

1 L

x(t)

SN(x)(t)

CN(x)(t)

-10

10 5 I Y 5 10

_05 X(t)SN(x)(1)

X(t)-CN(x)(t)

-1.0

-1.5

-2.0

-2.5

-3.0

(b) [z(t) = SN(x)(®)] y [x(t) — CN(2)(®)]

Figura 8.4: Cuarto ejemplo ¢ € [—10, 10]

Resultados: ||z(t)||z, = 51,9515 ||SN(z)(t)||z, = 51,9514 ||[CN(z)(t)|r, = 51,9527.
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- Para z(t) =t con periodo 27, N =10y t € [—7, 7.

x(t)

SN(x)(t)

CN(x)(t)

(a) z(), SN(z)(t), ON (z)(¢)

x(t)-SN(x)(t)

x(t)-CN(x)(t)

(b) [z(t) = SN(z)(®)] y [z(t) = CN(z)(?)]

Figura 8.5: Primer ejemplo t € [—m, 7]

Resultados: ||z(t)||z, = 3,28987 ||SN(z)(t)|r, = 3,09954 ||CN(z)(t)| L, = 2,66169.
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- Para x(t) =t con periodo 2, N =100 y t € [—7, 7].

x(t)

SN(x)(t)

CN(x)(t)

(a) z(t), SN(z)(t), ON (z)(t)

x(t)-SN(x)(t)

x(t)-CN(x)(t)

(b) [z(t) = SN(2)(®)] y [z(t) = CN(2)(®)]

Figura 8.6: Segundo ejemplo t € [—7, 7]

Resultados: ||z(t)||z, = 3,28987 ||SN(x)(t)||z, = 3,26997 ||[CN(z)(t)| r, = 3,14612.
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- Para x(t) = —t% + 7% con periodo 27, N =10y t € [, 7).

x(t)

SN(x)(t)

CN(x)(t)

x(t)-SN{x)(t)

x(t)-CN(x)(t)

-0.6

-0.8

(b) [z(t) = SN(z)(®)] y [z(t) = CN(z)(?)]

Figura 8.7: Tercer ejemplo ¢ € [—7, 7]

Resultados: ||z(t)||z, = 51,9515 ||SN(z)(t)||r, = 51,9492 ||CN(z)(t)|r, = 51,7834.
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- Para x(t) = —t? + % con periodo 27, N =100y t € [—7, 7).

x(t)

SN(x)(t)

CN(x)(t)

(b) [z(t) = SN(z)(®)] 'y

-0.10F

-0.15F

x(t)-SN{x)(t)

x(t)-CN(x)(t)

|z(t) = CN(z)(t)]

Figura 8.8: Cuarto ejemplo ¢ € [—7, 7]

Resultados: ||z(t)||z, = 51,9515

ISN () ()|, = 51,9514
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A primera vista, observando las graficas obtenidas para los diferentes ejemplos realizados, la
aproximacion a x(t) por parte de CN(z)(t) parece que mds acertada. Debemos hacer una conclusion
mas exhaustiva.

Tras analizar los ejemplos obtenidos para diferentes valores de Nweces, vemos que las funciones
SN(z)(t) y CN(z)(t) se parecen mas a la funcién z(t) para Nveces = 100 que para Nveces = 10,
viendo que hay menos ruido en cada frecuencia. Por lo que se puede concluir que a mayor Nwveces,
mejor aproximacién tenemos a x(t). Ademds, se ha ejecutado el cdédigo también para otros valores
de Nwveces, aunque estos ejemplos no se han incluido, dado que el salto de aproximacién no es tan
relevante como lo es entre Nveces = 100 y Nveces = 10, pero se certifica que cada vez que Nveces
se incrementa, la aproximaciéon mejora.

Ahora bien, respecto a si es mejor SN (x)(t) o CN(x)(t), es posible que en los ejemplos, donde
t € [—10, 10], no se aprecie con precisién la convergencia de SN (z)(t) y CN(zx)(t). Pero si podemos
ver con mayor claridad la convergencia en los ejemplos realizados para t € [—m, 7]. Se puede decir,
que la aproximacion por parte de CN(x)(t) es mejor que SN(x)(t). Ademas, un valor argumentativo
a que CN(x)(t) es mejor, es que en las graficas de la resta de |z(t) — SN (x)(¢t)| y |z(t) — CN(x)(t)],
se observa que la funcion |z(t) — CN(z)(t)| esta mas cerca de 0 a lo largo de su dominio. Por lo que
también nos lleva a que C'N(x)(t) es mejor aproximador de x(t).

Otro aspecto a figurar en los ejemplos obtenidos, es que tanto para SN (z)(t) como para C N (z)(t),
las aproximaciones son mejores en la funcién x(t) = —t? — 7% en comparacién con la funcién z(t) = t.
Ademas de visualizarlo en las graficas, los resultados de las normas || - ||z, también nos lo indican,
ya que los valores de las normas ||[SN(x)(t)||z, vy [|[CN(z)(t)||L, estdn mas cerca de ||z(t)|z, en la

funcién x(t) = —t? — 72,

Por lo tanto, a la hora de concluir, no nos fijaremos tanto en las graficas, sino en los valores exactos
de los resultados de las normas || - ||, de los diferentes ejemplos. Podemos ver que no estdbamos en lo
cierto pensando que C'N(x)(t) aproxima mejor la funcion, ya que el valor de ||SN(z)(t)||r, estd mas
proximo a ||z(t)||z, que [|[CN(z)(t)| L,. Esto es debido a que si trabajaramos para la convergencia
uniforme enunciada en CN(z)(t) serfa la funcién mas aproximada a z(t). Pero dado que
nosotros estamos en el espacio L? y nos interesa la convergencia L? definida en llegamos a que
SN(z)(t) es la mejor eleccion para aproximar X (¢), tal y como podemos observar en los resultados,
cumpliendo asi el teorema de la mejor aproximacion [8.2] explicado.

Finalmente, concluimos que se cumple con satisfaccién de forma préactica en los ejemplos rea-

lizados, el poder reconstruir la sefial x(t) a partir de la aplicacién de la Transformada de Fourier,
explicada a lo largo de este Capitulo [§]
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Capitulo 9

Conclusiones

Una vez finalizado el Trabajo Final de Grado y, tras estos meses de esfuerzo, lo primero a destacar
a nivel personal es la satisfaccién que he obtenido al haberlo concluido. Han sido muchas horas de
esfuerzo y sacrificio dedicado a un estudio matemaéatico complejo, desde mi punto de vista, ya que ha
sido el momento de unificar todos los conocimientos adquiridos a lo largo de estos afios para poder
desarrollarlo de forma explicita.

Debo resaltar también, que el trabajo realizado ha sido ameno, pues al ser de uno propio, la
motivacién es mayor y las horas invertidas pasan a un segundo plano. Ademds, se trabaja de forma
individual, con ayuda del tutor académico claramente, pero no en grupo como otros trabajos reali-
zados a lo largo del Grado, por lo que a nivel experiencial es muy positivo. Por otro lado, nunca he
realizado un documento detallado de estas magnitudes, pero una vez llegada esta situacién, uno da
todo de si mismo para obtener el mejor resultado posible tras afos de estudio.

Otra conclusiéon importante obtenida, es que este tipo de desarrollo tedrico es imposible, o por lo
menos para mi, realizarlo sin la ayuda de un tutor académico. En mi caso, no tengo nada negativo
que decir de Jorge Galindo. Desde el primer momento, se ha volcado plenamente en mi aprendizaje
y me ha guiado de forma correcta para que al final se llegara a un buen resultado.

En el aspecto del desarrollo tedrico de la transformada de Fourier y los espacios de pre-Hilbert, se
ha intentado explicar, mediante un Analisis Matematico, de forma detallada y sin complejidad, para
que cualquier lector con unos conocimientos matematicos previos, tenga una fluidez en la lectura
que facilite la comprension del trabajo. Ademas, creo que se ha logrado, el objetivo de aprovechar al
maximo los resultados de las propiedades de los Espacios de Hilbert, para asi explicar el analisis y la
sintesis de la Transformada de Fourier para senales definidas en estos espacios. A pesar de ello, igual
no se ha extendido en profundidad en el estudio realizado, pero dada la magnitud del tema elegido
para Trabajo Final de Grado, se ha decidido centrarse en una pequena parte.
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Por tltimo, y como opinién personal, actualmente el mundo del recién graduado en matemaéticas
estd en constante crecimiento, y creo que el Trabajo Final de Grado que he realizado tiene cierto
estimulo profesional. La parte desarrollada de los espacios de Hilbert tiene su atractivo, pero es
posible que sea un tema mas enfocado a un futuro estudio en el area de la investigaciéon. Por otro
lado, la transformada de Fourier tiene muchas aplicaciones, y una de ellas es un sector que cada dia
crece mas, como es el de las telecomunicaciones. Por ello, los conocimientos adquiridos en el estudio
de este tema no quedan en vano, y quién sabe si pueden facilitarme la insercién en el mundo laboral.
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