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Capitulo 1. Introduccién a Wolfram Mathematica.

1.1 ¢ Qué es Wolfram Mathematica?

Mathematica es un programa desarrollado por Wolfram Research (www.wolfram.com) y utilizado en areas
cientificas, de matematicas, ingenieria y computacionales. Se trata de un sistema de algebra computacional
y de un lenguaje de programacion de propésito general. Se divide en dos partes: el kernel o ndcleo que
desempefia los calculos, y el front end o interfaz que despliega los resultados y permite al usuario interactuar

con el nicleo como si fuera un documento [28].

Como las caracteristicas mas importantes de Mathematica podemos destacar: la capacidad de solucionar
sistemas de ecuaciones (ordinarias, parciales o diferenciales); la disponibilidad de bibliotecas de funciones
elementales y especiales para matemaéticas; soporte de matrices; herramientas numericas y simbdlicas para
calculo de variable continua o discreta; herramientas de visualizacion de datos en 2D y 3D; una coleccioén

de bases de datos, etc.

Las principales funcionalidades mas recientes incorporadas en Mathematica son las siguientes:

=  ApplySides aplica operaciones algebraicas a ambos lados de ecuaciones y desigualdades y
FindEquationalProof encuentra pruebas para teoremas l6gicos ecuacionales desde axiomas.

=  GeoSmoothHistogram crea intensidades alisadas en un mapa.

= [FeatureSpacePlot3D para el trazado de espacios de funciones de dimensiones reducidas en 3D.

= Tiene capacidades de vanguardia para la construccion, capacitacion y despliegue de sistemas de
aprendizaje automatico de redes neuronales.

= Navegue, importe o genere modelos de sistema listos para la simulacion, para la extraccién,

analisis y visualizacion de datos.

1.2 Breve historia de Wolfram Mathematica.

Wolfram Research fue fundada por Stephen Wolfram en 1987 esta es una de la empresas més solventes en

informética en el desarrollo de software y software para la nube.

El lanzamiento de Mathematica se produjo durante el afio de 1988, siendo esta la primera versién que salié

a la venta este mismo afio, recién en el 2015 Wolfram Research hace el lanzamiento de Mathematica 10.3.
En la actualidad, la Gltima version disponible de Mathematica es la 11.3 y fue lanzado en marzo de 2018.

La version 11.3 expande las funciones de Mathematica y Wolfram Language en computacién matematica,
audio y procesamiento de imagenes, aprendizaje automatico y redes neuronales, modelado de sistemas y

mas; asimismo introduce nuevas propiedades de interfaz [27].


https://www.wolfram.com/mathematica/
https://www.wolfram.com/mathematica/
http://reference.wolfram.com/language/ref/ApplySides.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/FindEquationalProof.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/GeoSmoothHistogram.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/FeatureSpacePlot3D.html
http://reference.wolfram.com/language/guide/SystemModelSimulation.html
https://www.wolfram.com/mathematica/

1.3 Entraday salida de datos.

Para la entrada y salida de datos se debe tener cuidado ya que Mathematica es sensible con el uso de
mayusculas y minusculas, una regla muy importante para la entrada y salida de los datos es que
Mathematica utiliza paréntesis para las operaciones y no corchetes, para las operaciones basicas se utilizan

los simbolos estandares, en la figura 1.1 se presenta un ejemplo:

2% TFM.nb * - Wolfram Mathematica 10.0 (Debug)
File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

= (((5%3) +(3/5)-5%(2/3)) -7/8) Entrada

1387 Salida

120
1367
Debug) In{4):= [_ ]
120
Debug) Out[4}
11.3917
({Debug) In[5)= ScientificForm[11.3917]

E)iScientif

1.13917x10"

numerical value v/ difference with original integer part (~/ denominator more...

Figura 1.1; Entradas y salidas basicas en Mathematica

En la figura 1.1 se puede observar que al realizar una operacion, Mathematica automaticamente presenta
un menu de ayuda con comandos relacionados al tema.

2% TFM.nb * - Wolfram Mathematica 10.0
File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
(7= 3 XA 2 - sinx
Curra —sinx - 3 x5
cfrp= 0. (~sinx s 3x7)

I
cura & %

Inna1= jﬁxdx

curm 3 x5

plot  xderivative xintegral definite x integral._.  more e &= B

= 3XA3-2x4245x-2
ouier ~2+5x-2x% =3 x°
plot  fullsimplify xderivative xintegral more = =

Wi7p- Plot[-24+5x-237 2327, {x, —4., 4.}]

Imagen 1.2: Resolucion de una integral

En la figura 1.2 se presenta algunos ejemplos con el desarrollo de funciones y se aplica

derivadas e integrales con la ayuda del menu de comandos, se puede observar la salida de una gréfica de

un polinomio de tercer grado.



1.4 Programacion basica.

Mathematica soporta los clasicos comandos If, Do, For, While para el control de ciclos, que caracterizan

los tradicionales lenguajes de programaciéon, permitiendo escribir programas al estilo de Pascal y C [36].

Mathematica tiene funciones que también se puede aplicar en la programacion, disefiada para la nueva
generacion de programadores, Wolfram Language posee una alta gama de algoritmos y conocimiento
incorporado, todos accesibles de forma automatica en su elegante y unificado lenguaje simbolico. Escalable
desde programas pequefios hasta grandes, con implementacion inmediata local y en la nube, Wolfram
Language construye sobre la base de principios claros, y tres décadas de desarrollo, para crear lo que
promete ser el lenguaje de programacion mas productivo del mundo, asi como el primer lenguaje de

comunicacion computacional del mundo tanto para humanos como para Al (inteligencia artificial) [26].

En la figura 1.3 se presenta una entada utilizando el condicional If.

% TFM.nb * - Wolfram Mathematica 10.0 — [m| X
File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
Inf2i}= &a =2
b=3;
If [a=2&& b=3, Print [a]]

3]

Figura 1.3: Condicional if

En la figura 1.4 se presenta la utilizacidn de bucles (for), se presenta con un ejemplo simple de calcular el

factorial del nimero 6.

% TFM.nb * - Welfram Mathematica 10.0 - [m] x

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Inf42p= a=1;
b=0;
For[i=1,i<6, i++,a=-axi];
Print[a]
Assuming suppressed output | Use as @ positive integer instead
show output =1 E

120

Figura 1.4: Bucle for
En la figura 1.5 se utiliza el bucle (while) para presentar los 10 primeros nimeros pares.

% TFM.nb * - Wolfram Mathematica 10.0
File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
In[125)p= @ = 2; While[a < 10, Print[alra=a+ 2]

-
£

O - R

Figura 1.5: Bucle While
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1.5 Componentes y estructuras de datos.

Mathematica tiene una extensa variedad de manejo de datos, ademas de los nimeros convencionales como

pueden ser los reales y complejos en operaciones de calculo, algebra y otros campos [32].

Se pueden encontrar enteros de diferentes tamafios (digamos 4 u 8 bytes), nimeros reales en precision
simple y doble, y nimeros complejos compuestos por pares de nimeros reales. Mathematica nos brinda un

conjunto de herramientas mucho mas rico:

=  Enteros de tamafio arbitrario

= Ndmeros racionales de tamafio arbitrario
= Numeros reales de doble precision

= NuUmeros complejos

= Listas

Entre la gran cantidad de forma de representar datos en Mathematica, ya sea de forma convencional o en
forma de estructura, en esta seccidn se trata de presentar una lista, se muestra cdmo se debe trabajar con
este tipo de datos, su sintaxis y ejemplos de aplicacion. En la figura 1.6 se presenta dos listas, la primera
con nimeros enteros y la segunda con fracciones, se puede observar que se puede realizar operaciones con

los elementos de la lista, inclusive podemos calcular la media, maximo o minimo de los datos de las listas.

¥ TFM.nb * - Wolfram Mathematica 10.0

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

= lista= {2, 4, 6, 8, 10, 12};
lista+2

owft4= {4, 8, 12, 16, 20, 24}

In[i}= Max[{4, 8, 12, 16, 20, 24}]

- 24
prime factorization v divisors (v  binary form (v number of primes 5 24 more
In20p= lista2 = {5/8, 3/7, 89/7, 2/3, 6/5, 9/4};
lista22/3

-5 2 & 4

2 P
Tliz2" 7" 7" e s

.

5
Injzz]:= Mean[{— B B
iz 7 7 8 5 2

5423
" 7560

numerical value ~ denominator numerator continued fraction more... @ [T a

Figura 1.6: Estructura de datos

La figura 1.7 muestra el manejo de listas aplicando Estadistica Descriptiva, como ejemplo se calcula la
covarianza, la desviacion tipica, la correlacion y la mediana, esto se presenta como ejemplo ya que
Mathematica tiene incorporado una serie de comandos para el célculo de la Estadistica Descriptiva e

Inferencial.



% TFM.nb * - Wolfram Mathematica 10.0

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Inj334)= listal = {B, 5, 7, 8, 9, 5, 6, T}:
lista2 = {9, 5, 8, 9, 10, 5, 3, 6}:
Covariance[listal]
StandardDeviation[listaZ]
Correlation[listal, lista®2]
Median[listal]

0[5

binary form '~/ number of primes 57 prime? range more =1 =

Figura 1.7: Listas

1.6 Implementacion de Paquetes.

Para el correcto funcionamiento de algunas funciones de Mathematica es necesario realizar la instalacién

de paquetes, los cuales contiene una gran variedad de herramientas para el trabajo en diferentes categorias.

Mathematica ofrece una gran cantidad de paquetes de complementos estdndar para extender sus
capacidades. Muchos usuarios ignoran esta lista y terminan intentando duplicar las funciones. Mathematica
s un sistema que puede representar y presentar conocimiento cientifico y técnico. Ciertos paquetes estan

incluidos con Mathematica para proporcionar un acceso facil a los datos cientificos de uso comun [32].

Como se indica en el parrafo anterior existe una gran cantidad de paquetes como complementos, una de
las ventajas que presenta este programa es que el usuario puede crear su propio paquete, y luego utilizarlo

en el momento que se necesite.

Para cargar un paquete en Mathematica se utiliza la siguiente sintaxis:

<<paquete o categoria nombre del paquete de Mathematica
Otra manera de instalar un paquete es con la funcién Needs, como se muestra a continuacion:
Needs[Nombre del paquete]

Como ejemplo se instala el paquete de estadistica descriptiva, en el que estan todas las funciones necesarias

para trabajar con este tema, la instalacion se realiza como se muestra en la figura 1.8.

Figura 1.8: Instalacion de paquetes

En la figura 1.9 se muestra todas las funciones que se instala en el paquete DescriptiveStatistics.
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Nombre Funcion

Media Mean([]

Moda Modef[]

Mediana Median[]

Media geométrica GeometricMean([]
Media armonica HarmonicMean([]
Cuantiles n (entre 0y 1) Quantile[datos,n]
Cuartiles Quartiles[]
Rango SampleRange[]
Varianza VarianceMLE[]
Cuasivarianza Variance[]
Desviacion estandar StandardDeviationMLE[]

Cuasidesviacion estandar
Coeficiente de variacion
Momento central de orden n

StandardDeviation[]
CoefficientOfVariation[]
CentralMoment[datos,n]

Coeficiente de asimetria
Coeficiente de Curtosis

Skewness[]
KurtosisExcess[]

Figura 1.9: Funciones del paquete DescriptiveStatistics [14].

Mathematica posee un conjunto de paquetes para la resolucién numérica de ecuaciones diferenciales, para

ello se debe realizar la instalacion de este paquete y de esa manera se puede acceder a todas las funciones.

Inj255):= Heed=["DifferentialEquations " InterpolatingFunctioninatomy ™ "] :

Assuming a context | Use as o generic text string or suppressed output instead

symbols in context  context file name

Figura 1.10: Instalacion de un paquete.

El paquete DifferentialEquations’InterpolatingFunctionAnatomy™ proporciona una interfaz para los datos

en un objeto InterpolatingFunction que se mantendré para futuras versiones de Wolfram Language.

Una situacion comun en la que el paquete InterpolatingFunctionAnatomy es (til es cuando NDSolve no
puede calcular una solucion en toda la gama de valores que ha especificado, y desea trazar toda la solucién

que se calculé para intentar comprender mejor lo que podria haber salido mal [22].
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Capitulo 2. Resolucion numérica de ecuaciones diferenciales en
Wolfram Mathematica

2.1 DSolve.
El comando DSolve permite resolver sistemas de ecuaciones de diferentes tipos, estas pueden ser lineales
con varias incégnitas, también puede desarrollar ecuaciones de diferentes potencias.

Resolver una ecuacion diferencial consiste esencialmente en encontrar la forma de una funcién desconocida

de manera que se satisfaga una cierta ecuacién que involucra también a sus derivadas.

La funcion que se utiliza en Mathematica para obtener soluciones simbélicas de ecuaciones diferenciales
ordinarias es:

DSoIve[eqn, y[x]. x]

Se realizan tres ejemplos utilizando el comando DSolve y NSolve.
Ejemplo 2.1

En este ejemplo se resuelve una ecuacion diferencial con la utilizacién del comando DSolve.

(4+Cos(x -Sin}('”

(S )

Ejemplo 2.2:
En este ejemplo calculamos los puntos de equilibrio utilizando el comando NSolve.
flu_v_]=u*(1-u-v)

g[u_v_]=v*(-3+u)

Introduciomos las funciones

In28)= f[u_, v_] iz us(l-u-v)

glo_, v_]1:=v%({-3+u)

nz1)= respuesta = NSolve[{f[x, ¥] =0, g[x, ¥] =0}, {x, ¥}]

I
outl3il {lx=1., v=0.}, {x=0.333333, v+ 0.666667), x=0., v=0.}, {x=0., v=0.}, x=0., v=0.3]

Ejemplo 2.3:

Determinar y clasificar los puntos de equilibrio del sistema dinamico:

dx
—=x(2-x-2
pm x(2-x-2y)
dy

2 _y(2-2x—
= Y (2-2x=y)

12



Realizar una representacion del mapa de fases, que incluya las 6rbitas significativas.

flzx , v ] i=x%x(2-x%x-2xv)7
gl= , v.] =¥+ (2-2x-¥):
Se calconla los puntos de eqmilibrio.
Injg)= puntoseq = HSolve[{f[x, ¥v] =0, glx, ¥] =0}, {x, ¥v}]

OutlEl= Jix=22., v=0.}, x=20., v=2.}, ®x=0.606667, vy=0.66666T7}, x=0., v=0.:}

Se realiza los calcoulos convenientes para obtener de ¢que tipo son los puntos :

ie[11)= P1 = {x, ¥} /. puntoseq[[1]]
P2 = {x, v} /. puntoseq[[2]]
P3={x, ¥} /. puntoseq[[3]]
P4 = {x, ¥} /. puntoseqg[[4]]

oufii= {2., 0.1
Outfizl= {0., 2.1}
ouliy= [0.666667, 0.666667)

Out{i4}= {0., 0.}

Inp1g)= J0{x . ¥_}1 = {{D[f[x, ¥], %], D[E[x, ¥], ¥1}, {Dlg[x, ¥], x], DIg[x, ¥], ¥]11}}

Cutjit {{2-2x-2vwy, -2x}, -2y, 2-2x-2y}]

In[18)= J1 = J[P1]

cufis= {{-2., -4.}, [0., —2.1}

In[iTe= J2 = J[P2]

cufiTi= {{-2., 0.1, f-4., -2.1}

jrpig= 03 = J[P3]

Cutl1s= {[{-0.666667, -1.33333}, [-1.33333, -0.6666671]

In[16]= J4 = J[P4]
outEl [{2., 0.}, {0., 2.1}
Injz0;= Eigensystem [J1]

outzoE [{-2., -2.%, {{1., 0.3, {0., 0.}}1

Injz1}= BEigensystem [J2]

outl21F [{-2., -2.}, {{0., 1.}, {0., 0.}}}

Injzz)= Eigensystem [J3]

oufzz= [{-2., 0.666667)}, [{0.707107, 0.707107}, {-0.707107, 0.707107}}}

Injz21= Eigensystem [J4]

OutfzzE [{2., 2.}, [{-1.,0.%, {0, 1.3}}

In23p= gral = VectorFieldPlot[{f[x, ¥v], olx, ¥1}, {x, -1, 3}, {¥, -1, 3}]
gra? = ListPlot[{{0, 2}, {2/3, 2/3}, {2, 0}, {0, 0}}, PlotStyle » {RGBColor[1l, O, 0], PointSize[0.03]}]

1v~‘rrrp;,"/////
trw‘?ir;,,/’,///
4:(””'*:;/,‘/'/’/
L A A s
l:;;.’f!w;r,«tr’//

I T S SR R N S SRV

S S S R T N S S
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En el ejemplo 2.2 se realiza el siguiente proceso:

e Seintroduce las funciones.

e Utilizando el comando NSolve se calcula los puntos de equilibrio.
e Serealiza los calculos pertinentes para verificar el tipo de puntos.
e Dibujamos el mapa de fase del sistema.

e Se grafica el campo de vectores.

e Se grafica los puntos de equilibrio.

e  Se grafica los puntos de equilibrio y el campo de vectores sobre el mismo plano.

2.2 NDSolve.

La funcion NDSolve de Wolfram Mathematica proporciona aproximaciones numéricas de ecuaciones
diferenciales, ésta tiene incorporada una serie de pardmetros que facilita el célculo de ecuaciones
diferenciales ordinaria y en derivadas parciales.

La funcion NDSolve construye aproximaciones numeéricas a la solucién de ecuaciones diferenciales

numéricas generales que se aproxima a la solucion. Las ecuaciones diferenciales parciales implican dos o

14



mas variables independientes. NDSolve también pueden resolver algunas ecuaciones diferenciales

algebraicas (DAE), que suelen ser una combinacién de ecuaciones diferenciales y algebraicas [21].

NDSolve tiene una serie de formas de expresion, a continuacion se detallan algunas de ellas:

Esta opcién permite calcular una solucién numérica para ecuaciones diferenciales ordinarias, para una

funcion g con la variable independiente X enelrango X, a X, .,

n
NDSolve[ eqn, £, {X, X ins Xpa } |

Sirve para resolver ecuaciones diferenciales parciales sobre un area regular.
NDSolve[ eqn, £, { X, X X }» {t trin st} |

Permite resolver ecuaciones diferenciales en derivadas parciales sobre Q2.

NDSolve| eqn, ,{x,y} € Q]

Resuelve ecuaciones diferenciales parciales que dependen del tiempo sobre la region Q..
NDSolve[ edn, , {t,t .t . {X, Y} € Q]

NDSolve puede resolver funciones subindice:

NDSoIve[eqn,{ul,uz,u3 ...... [ ]

«AccuracyGoal - Automatic, Compiled -+ Automatic,

DependentVariables -+ Automatic, DiscreteVariables = {},
EvaluationMonitor -+ None, InterpolationOrder = Auntomatic,

1
MaxStepFraction = E , MaxSteps - Automatic, MaxStepSize < Automatic,

Method -+ Automatic, NormFunction = Auntomatic,

PrecisionGoal - Automatic, StartingStepSize - Automatic,

StepMonitor =+ Hone, WorkingPrecision -+ MachinePrecision:

A continuacién se presenta dos ejemplos aplicando NDSolve.
Ejemplo 2.3.
= S0l = NDSolve[{y '[x] == ¥[x] Sin[2 x+ y[x]], ¥[0] ==1}, ¥, {x, 0, 15}]

i (0. 153} 11

ut: scalar

15



Se presentan algunas funcionalidades y algunos ejemplos utilizando NDSolve [39].

Ejemplo 2.4. Sistema de Rossler [39],

X (t)=-y(t)-z(t)
y'(t)=x(t)+ay(t)

Z'(t)=b—cz(t)+x(t)z(t)

Como se puede observar es un sistema de tres ecuaciones diferenciales no lineales, se procede a asignar
valores a los parametros a=1, b=3 y c=6.

In[242]:=
x" (£) :=¥(E) +z(8)

¥' () :=x(t) +azxy(t):
2" (t) :=b-cxz(t) + x(t) xz(L):

=]
B
"

1= Modmle[{a=1/2, =2, c=4, T =500},
ndsolRdssler =
NDSolve[{x'[t] == -¥[t] -z[t], ¥v'[t] ==x[t] +a¥[t]l, 2"[t] ==k +=x[t] 2[t] -c=2[t],
x[0] == 0, y[0] == 0, 2[0] == 0}, {=, ¥, 2}, {t, O, T},
MaxSteps » 10~ 5]

ParametricPlot3D[Evalunate[{x[t], ¥[t], =z[t]} /. ndsclRéssler[[1]]1].,

{t, 0, T}, PlotPoints - 1000, PlotRange —» Al1l1]]:

Se puede observar que la funcion NDSolve puede resolver facilmente las ecuaciones diferenciales
planteadas.

Ejemplo 2.5 Discretizacion de Euler. La siguiente serie de cinco graficos muestra la solucién obtenida al
usar la discretizacion de Euler, este procedimiento se estudiara mas adelante.

Injz47)= hpEuler[n , h , xy=0 : {0, 0, 0}] :=
Module[{a=1/2, b=2, c=4, x=xyvz0[[1]], v = xve0[[2]], 2 = xw=0[[3]]1},
Table[{x, v, 2z} ={x+h (-¥-2), y+h (x+ay), z+h (b+xz-cz)}}, {n}]]
Show [
GraphicsArray|[
Table[Graphics3D[Line[N[hpEuler[Round [10~4/k], N[k10*-2, 6 10°3]]]], PlotRange - All,
Plotlabel - k], {k, 6}111

: GraphicsArray is obsolete, Switching to GraphicsGrid, =

Out[248)=
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Ejemplo 2.6. Resuelve las ecuaciones diferenciales parciales numéricamente, este procedimiento numérico
es el método de lineas.

## NDSolve.nb - Wolfram Mathematica 10.0
1| File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Inz}= sol = Module[{d0, d1, d2, A, normal}, (scurve,tangent,

and second derivative as a function of sx)

{do, di, d2} = Table[D[{xyO[[1]] @s, xyO[[2]1]1&s}, {s, 3}1, {3, O, 2}1;
arvature as a function of sx)
(d1[[211 d2[[1]] -d1[[1]1]1d2[[2]1]) / (d1.41) * (3/2);

1 on of s:)normal = ¥ f Sgrt[#.#] &[Reverse[dl] {-1, 1}]:

#solve differs equation numeric

NDSolve[

Flatten[{{ (+the par
Thread [D[{cx[s, t], oy[s, t1}, ©
Thread [{cx[s, 0], cy[s, 0]} = d0l}, (
Thread[{ex[-1/2, t], ey[-1/2, £]} = {ex[1/2, t], e¥[1/2, £]}]}],

-3, 3}, AccuracyGoal - 3, PrecisionGoal + 3,

1 eguationx)
: ArcTan[x] normal], (#in
th respect to s#)

1l differen
conditions)

ruse periodic

{cx, cy}, {s, -1/2, 1/2}, {t
(#set options for the numeri
"SpatialDiscretization” -

solutions)

Method » {"MethodOfLines",
{"TensorProductGrid", "DifferenceOrder" » "Pseudospectral”,

"MaxPoints" » {300}, "MinPoints" - {300}}}1]

Tl ! 1 Pl 1 r1 11 . ;
53_—5: t ==€'-8_£: ‘5_« CY_—E- E_ = GY_E: t__’r LCH, C¥ls
- 1 1,
48, -—, —+, it, -3, 3}, BecuracyGoal -+ 3, PrecisionGoal = 3,

Method = [MethodCfLines, SpatialDiscretization = [TensorProductGrid,

Differencelrder < Pseudospectral, MaxPoints -+ (300}, MinPoints = |

Injzzp= Show [
CraphicsArray[
Show [Table [ParametricPlot[Evaluate[{cx[s, t], cy[s, t]} /. ndsol[[1]]],
{s, -1/2, 1/2}, PlotPoints -+ 100, Axes -+ False, AspectRatio -+ Antomatic,

PlotStyle -+ Hue[D.8 t], DisplayFunction -+ Identity],
(#2-#1) /60}]] &@@@ {{0, 1}, {-2, 2}}]]

{t, =1, &2,

Ejemplo 2.7. Utilizando el comando NDSolve se desarrolla la ecuacion diferencial

" 1
X" (t)=exp W

#% NDSolve.nb * - Wolfram Mathematica 10.0

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
M

(#*right-hand side of the differential egqunations)

Alx ?NumericQ] :=Exp[l/Log[x]]:
(#s0lve differential egmation and reap collected wvaluess)

In[23]):=

{=,
Length[
Reap[NDSolve[{x'""[t] = A[x[t]], x[0] =2, x'[0] =1, x''[0] =1}, =,
{t, 0, 1}, # = Sow[t]l]]1[[2, 1]]1]} & /@ {EvaluationMonitor, StepMonitor} | |

Cutf24f= [ [EvaluationMonitor, 73}, {StepMonitor, 351}
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Cuando se utiliza NDSolve para resolver un sistema de ecuaciones diferenciales, se genera cuatro objetos

de regla, una por cada variable que presenta la ecuacion.

% NDSolve.nb * - Wolfram Mathematica 10.0 - m] X
File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
in52)= S0l = NDSolwe[{x'[t] = y[t]1*3, ¥'[t] =x[t]1*3, z'[t] = -w[t]~2,

w'[t] =-z[t]1~2, x[0] =1, ¥[0] =-1, w[0] =1, 2[0] = -1},
{x[t], ¥[t]l, wlt], 2[t]}, {t, O, 1}]

Dormain: {0, 13} {] ;.

Output: scalar

a0, 13 1 ey

put: scalar

Wit] = I olatingFunction| Domain: {{0., 1.} |7 tl,
- Output: scalar

z[t] - InterpolatingFunction ain: {0, L1711
ut: scalar -
Assuming a list of rules | Use as @ two—dimensional array instead
apply rules to expr...  apply rules to variables EI

2.3 El comando NDSolve y Plot.

El comando Plot representa la grafica de funciones, elementos geométricos o ecuaciones diferenciales, su

sintaxis en Mathematica es:

Plot[ f, {x, xmin, xmax}|
Plot[ {f1,f2,..}, {x, xmin, xmax} |

El comando NDSolve y Plot se pueden utilizar conjuntamente para la evaluacion de ecuaciones
diferenciales, en el ejemplo 2.8 proporciona una solucién numérica para una EDO no lineal como la
ecuacion de Van der Pol (el oscilador de Van der Pol es un sistema dindmico consistente en un circuito

eléctrico no lineal).

Ejemplo 2.8.
Ecuacion de Van der Pol [30].

x”—g(l—xz)x’+x:0

x”—%(l—xz)x'+x=0

18



{Debug) In[26]):=
solucion =
NDSolve[{x""[t] -1/3%(1- x[t]*2) x'[t] + x[t] =0, x[0] =1,
x'[0] =0}, x, {t, O, 25}]

{Debug) Out[25]=

[f INTH in:
11X = InterpolatingFunction ',JI'|I|||| Domain: {0., 25}
o T Output: scalar

{Debug) In[32]:=
Plot[N[Evaluate[x'"[t] -1/3+ (1- x[t]*2) x'"[t] + x[t] /. solucicn],
3], {t, 0, 25}, PlotRange - {-0.000015, 0.000015}]

{Debug) Out[32)=
0.000015

0.00001

5% 1078

-5 x 1078

=0.00001

-0.000015

Utilizando NDSolve y Plot podemos verificar que la soluciéon numérica obtenida tiene bastante precision.

La solucion numérica verifica la ecuacion diferencial en el intervalo [0, 25].

ParametricPlot es un comando que se utiliza conjuntamente con NDSolve y nos permite presentar el

plano de fase. El ejemplo permite observar el plano de fases de la Ecuacidn de Van der Pol.

{Debug) Inj28]:=
ParametricPlot[Evaluate[{x[t], x"[t]} /. solucion[[1]]],
{t, 0, 25}, PlotStyle — {Thickness[0.005], RGBColor[0, O, 1]}]

{Debug} Out[38}=
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2.4 NDSolve utilidades y aplicacion.

Utilizacion de NDSolve para resolver ecuaciones diferenciales para la posicion y la velocidad de un
oscilador anarménico x"(t)+x(t)3 =%sin(a)(t)+(p(t))X(t) [40], se debe tomar en cuenta que

frecuencia omega y el defasaje phi son funciones aleatorias.

{Debug) In[1]:= (#extract extrema positions from a curve segments:)
extrema[Line[1_]] :=
Point[z[[2]]] & /@ Select[Partition[1, 3, 1],
(Abs[#[[2, 2]]] » Max[Abs[{&[[1, 2]], #[[3, 2]11}11) &]
Module[{wl =10, x0, vD, ¢, w, 6T, TO, ndscl, pl, c=2, n=20000},
Show[ [+ random reali ons of the time evolutions)
Table[ (#seed random numk
(#initial time:)TO=0;

ZAatTic

generators) SeedRandom [ ]

2) {x0, vO} = {0., 1.}

elongations)
Graphics[{PointSize[D.005], Hue[( -1)/ (o-1) 0.78],

iods of the fielc

Table[If[ (+exit g I
MatchQ[{x0, w0}, {_Real, Reall}], |
¢ = Random [Real, {0, 2Pi}]:

w = Random [Real , {3/4wl, 5/4wl}]:
(#one periods)S8T=2Pi/fw;

n ase o

(#=o0lve differential equnations of motionz)
ndsol =

Check [NDSolve[{v[t] =x'[t], v'[t] +x[t]*3+1/2 Sin[w t+4] x[t] =0,

x[TO] = =0, v[TO] = vO}, {x, v}, {t, TO, TO+&T}], SFailed]:

(#extract final posit }
If[nd=sol === $Failed, {x0, v0} = {§Failed, §Failed},

{x0, vD} = {X[TD + 8T], v[TO £+ 5T]} /. nd=ol[[1]]:

(#plot x[t]+)pl = Plot[Evaluate[x[t] /. nd=sol[[1]]], {t, TO, TO+&T},

ion and velocity#)

PlotPoint=s » Ceiling[5+ 10 5T], DisplayFuonction » Identity] ;
(#*extract extremas from lines from the plotz)TO = TO +S5T;
extrema /@ Cases[pl, _Line, Infinity]]l]l, {n}l1} /.
(#show on logarithmic scale#)Point[{f_, x }] » Point[{f, Log[Abs[x]]1}1]1,
{ ; o}], Frame » True, PlotRange - All]]

05 |

o 2000 4000 8000 2000 10000 12000

Utilizacion de NDSolve para desarrollar la siguiente ecuacion diferencial:

o1y e ()
ot

+01(t)° @' (t)+1(t)sin(6(t)) =0
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para la elongacion 6?'(t) més de 200 veces para | (t) de la formal (t) =1+¢&sin (a)t + 9/87[)7 Esta
ecuacion diferencial describe un péndulo de varilla sin masa con longitud de varilla dependiente del tiempo

Yy una masa.

Module[{y =0.16, 8 - 0.2, w=1, T = 60, ppw = 240, ppT = 480, , data},

(#time dependent periodic rod length with main fregqumency wi)
[E]:=1+8Sin[w t+9/8P1]*7;
data = Table[ (¢+solve differential equmation for fixed ws#)

ndsol = NDSolve[{D[ [t]~26'[t], t]l+7 [t]l”*2e'[t]+ [t] Sin[e[t]] =0,
g[0] =-1, 8'[0] =1}, &, {t, O, T}]:

(#elongation data for fixed ws)

Table[Evaluate[{t, v, #[t]} /. nd=sol[[1]]], {t, 0, T, T/ ppT}], {w, O, 3, 2/ppw}];

(#show elongation over the t,w-planesx)

Show [Graphics3D[{EdgeForm[] , (+fo jal: %)
Cases[ListSurfacePlot3D[data, DisplayFunction + Identity], _Polygon,
Infinity]}], PlotRange » All, BoxRatios -+ {2.8, 1, 0.6}, Axes - True,

Axeslabel - {"t", "w", Hone}]]

A partir de un punto genérico z, = z(O) y resolver la ecuacién diferencial z'(t) = —p(z(t))/ p’(z (t))

{Debug) In[15):=
£l ] = Sum [Random[Integer, {-4, 4}] x*i, {i, 0, 6}]

{Debug) Out[15]=
—3sdx-4x‘-ax’-axt-xFizsf

(Debug) In[7]:= SeedRandom [555]

{Debug) In[15):=

f[x ] = Sum[Random [Integer, {-4, 4}]1 x*1i, {i, 0, 6}]
{Debug) Out[15}=

J-4axfiax-xtiox -2

{Debug) In[18]:=
df[x ] = -£[x] /D[£[x], x]

{Debug) Out[16]=
~zraxioaxtoxtozxtioxt

—gx+12x-4x®+10xt-12 %

{Debug) In[17]:=
polyRoots =X /. NSolve[L[x] =0, x]

{Debug) Out[17)=
{-0.57532-1.19361i, -0.57532+1.19361, -0.537685, 0.739338 - 0.573674 i, 0.739338 +0.573674 1, 1.20965}
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Se resuelve numéricamente la ecuacién diferencial correspondiente, a partir de 175 valores elegidos al

azar.

Off [WDSolwve: imx=t] ;
flowLines =
Table[
NDSolve[{z"[t] =df[z[t]], (#u=se random complex numbers as initial
conditionss) 2[0] == Random [Complex, {-2-2T, 2+27T}]}, =z, {t, O, 1000},

MaxStepSize » 1], {175}]:
On[NDSolve: :mx=st] ;

A continuacién se presenta las lineas de flujo resultantes.

Show [
{Graphics[{PointSize[0.03], (s#the rocts:)GrayLevel[l/2],
Point[{Re[#], Im[#]}] & /@ polyRoots}], (#the flow liness:

ParametricPlot [Evaluate[{Re[=z[t]], Im[=[t]]} /. #], {t, 0, #[[1,1, 2,1, 1, 211},
PlotStyle —+ {Hue[Random([]], Thicknes=s[0.002]}, PlotPoints - 200,
DisplayFunction » Identity] & /@ flowLines}, DisplayFunction -+ §DisplayFunction,

PlotRange -+ All, Frame -+ True, Axes » False, AspectRatio -+ Antomatic]

Para las ecuaciones diferenciales que describen trayectorias es conveniente usar parametrizaciones que
representa la longitud del arco de la curva, esto puede lograrse facilmente mediante la normalizacién del

lado derecho de la ecuacién diferencial, como se puede observar a continuacién.

1= SeedRandom [123] ;
Module[{n = 200, df, newtonFlow, flowLines},
df[x ] = Function[£, -£ '[x] / £[x]] [Exp[1/ (#~3+1)] &]:
newtonFlow[x ? InexactNumber(Q] := 7 /Abs[x] &[df[x]];
Off [NDSolve: :mx=st] ; Of£[NDSolve: :ndcf] ;
flowLines = Table [NDSolve[{z'[t] == newtonFlow[z[t]],
z[0] == Random [Complex, 2 {-1-I, 1+I}]}, =z, {t, -3, 3}], {n}l:
On[WDSolve: :mxst] ; On[NDSolve: :ndef] ;
Show [ {ContourPlot [Evaluate [Arg [newtonFlow[x+ I ¥]]*2], {x, -3, 3},
{v, -3, 3}, PlotPoints » 200, ColorFunction + (Hue[0.8 =] &),
ContourlLines + False, Contours -+ 30, DisplayFunction »+ Identity],
ParametricPlot[Evaluwate[{Re[=z[t]], Im[=[t]]} /. =],
Evaluate[Flatten[{t, #[[1, 1, 2, 1, 1]1}11,
PlotStyle » {Graylevel[0], Thickness[0.002]}, DisplayFunction » Identity] & /@
flowLines}, DisplayFunction »+ §DisplayFunction, PlotRange » {{-3, 3}, {-3, 3}}1]
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(Debug) Outj2}=

AT

Se presenta un sistema de dos ecuaciones diferenciales acopladas, los lados derechos son funciones
racionales. El siguiente sistema modela la formacién de ondas espirales en reacciones quimica.
phasePortrait[{l_, « ,p ,d,q.,e ,c_}, tMax , pp_] :=

Medule[{x0, ¥0, x, ¥, t, nsol},

De[ (+Ecuaci

oiones diferencia
nsol[x0, y0] =
NDSolve[
Flatten[
x"[t] =1x[t] (1-x[t]*2-(g+ (1+p) y[t])"2) -
oy[t] (1-g*2-(d((1+P)*2-c(1-q)) Y[t]l (1-e+e¥[E]))/
(l+p-e(p+a))-c (x[t]1*2+¥[t1*2)),
¥'[E] = 1y[t] (1-x[t]*2-(g+ (1+p) Y[E]}*2) +
ox[t] (1-g*2-(d((1+p)"2-c (1-q)) ¥[t] (1-e+e¥[Et]))/
(l+p-e(p+a)) -c (x[t]1*2+¥[t]1*2)), x[0] =x0, y[0] == yO}],
{x, ¥}, {t, O, £tMax}], {x0, -2, 2, 4/pp}, {¥0, -3, 1, 4/DD}]"
(+genera visualizaciénz)
Show [Table [ParametricPlot [Evaluate[{x[t], ¥[t]} /. nsol[x0, ¥0][[1]]],
{t, 0, tMax}, PlotStyle -+ {Thickness[0.002]}, DisplayFunction - Identity],
{x0, -2, 2, 4/pp}, {¥0, -3, 1, 4/pp}],
DisplayFunction » §DisplayFunction, AspectRatio » Antomatic, PlotRange - All,
Frame - True, Axes -+ False, PlotRange - {{-3, 1}, {-3, 3}}1]

Se presenta un sistema de cuatro ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales acopladas con polinomios
de lado derecho. La curva de solucién forma un atractor cadtico la que se muestra en proyecciones de 3D.
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Modulel{a, §, x0, y0, vx0, vy0, T = 200, ndsol, path4D, colors, |, viewGraphics},
3 s#) {a, B, X0, y0, vx0, vy0} =
{770/471, 24 /187, -312 /583, -18/37, -324/ 403, 104/785}:
ndsol = NDSolve[{x'[t] == vx[t], ¥'[t] == v¥[t], vx'[t -(x+¥[t]"2) x[t] +¥[t],
vy '[t] ==-(F+x[t]1"2) ¥[t] +x[t], x[0] ==x0, ¥[0] ¥0, vx[0] == vx0,
vy[0] == v¥0}, {X, ¥, VX, v¥}, {t, 0, T}, MaxSteps » 10°5];

pathiD = Table[Bvaluate[{x[t], ¥[t], vxX[t], v¥[t]l} /. ndsoll[[1]1],
{t, 0, T, 1/20}]:

colors = Table[Hue[0.78 x], {x, 0, 1, 1/ (Length[path4D] -2)}1:

I[# ] :=Ne{{Cos[#], Sin[s], 0, 0}, {-Sin[#], Cos[#], 0, 0}, {0, 0, 1, O},
{0, 0, 0, 1}};

viewGraphics (¢ ] i=
with[{rm =0[#1},
Graphics3D[{Thickness[0.002],
Transpose[{colors, Line /@Partition[Take[rm.7, 3] &/@pathiD, 2, 11111,
PlotRange - All, SphericalRegion » True, Boxed - False, BoxRatios - {1, 1, 1}11;

Show [GraphicsArray[viewGraphics /@ {0, Pi/4, Pi/2}], GraphiesSpacing - -0.1]]

NDSolve también resuelve sistemas de ecuaciones diferenciales grandes, se plantea un sistema de 15
ecuaciones diferenciales de segundo orden que se acoplan de forma no lineal entre si, se elige las constantes

y los exponentes al azar.

l‘lum:lS:
SeedRandom [968]
(diffEqn =
Table[
x[i] '"[t] = Sum[Random[Integer, {-2, 2}]+x[7][t] Random[Integer, {0, 3}],
{J, nom}], {1, nom}]) // Short[x, 16] &

eqn = Join[diffBgqn, Table[x[i1][0] =1, {i, num}], Table[x[i] "[0] =1, {i, num}]]:

Timing[sol = NDSolve[egn, Table[x[1], {i, num}], {t, 0, 1/2}]]
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(Debug) Out[34}=

{0., {4%[1] = InterpolatingFunction

Domain: {{0., 0.5}}

Qutput: scalar

x%[2] - InterpolatingFunction Domain: {{0., 0.5}} N
- COutput: scalar -

Domain: {{0., 0.5)}

X[3] - InterpolatingFunction
- Output: scalar

Domain: {{0., 0.5)}

x[4] - InterpolatingFunction
- Output: scalar

Domain: {0., 0.5}

®[5] =+ InterpolatingFunction
- Output: scalar

Doemain: {{0., 0.5}

X[6] - InterpolatingFunction
- Output: scalar

Doemain: {{0., 0.5}}

X[7] = InterpolatingFanction
- Output: scalar

Domain: {{0., 0.5}}

®[8] - InterpolatingFunction
- Output: scalar

Domain: {{0., 0.5}

®[9] - InterpolatingFunction
- Output: scalar

Domain: {{0., 0.5}}

%X[10] = InterpolatingFunction
- Output: scalar

Domain: {{0., 0.5)}

x[11] - InterpolatingFunction
- Output: scalar

Domain: {{0., 0.5}

x[12] - InterpolatingFunction
- Output: scalar

Domain: {{0., 0.5}

X[13] = InterpolatingFunction
- Cutput: scalar

Domain: {{0., 0.5}

x[14] =+ InterpolatingFunction
- Output: scalar

Domain: {{0., 0.5} |1111
Output: scalar S

X[15] = InterpolatingFunction

(Debug) In[35]:=
Plot[Evaluate[Table[x[i][t] /. sol, {i, num}], {t, O, 1/2},
PlotStyle » Table[Hue[]/100.7], {j, num}], PlotRange » All] ]

(Debug) Out[35}=
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NDSolve con ecuaciones diferenciales de valores complejos [39].

h[52= energyBandGraphic[d_, VMax_, seed ] :=
Module[{& = 4 VMax, ppe = 36,

randomTrigPoly, cp, lineSegments, allowedLineSegments},
(* random complex 1D potential (rational function in trigs) *)
randomTrigPoly[d_] := Sum[Random[] Exp[2 Pi I Random[]]*
Cos[k 2Pi x + 2Pi Random[]], {k, d}]:
V[x_] = VMax randomTrigPoly[d]/randomTrigPoly([d];
(* show curves Im[A[cg]] == *)
cp = ContourPlot[Im[Aler + I €il]l, {er, -&, &}, {ei, -&/3, &/3},
Contours -> {0}, DisplayFunction -> Identity,
ContourShading -> False, PlotPoints -> {2, 1} ppel;
(* extract linesegments that form the curves *)
lineSegments = Line /@ Flatten[Partition[First[#], 2, 1]& /@

Cases[Graphics([cp]l, _Line, Infinity], 11;
(* extract linesegments corresponding to allowed energy bands *)
allowedLineSegments = Select[lineSegments,
Abs[Re[A[{1, I}.(Plus k¢ #[[111/2)11] < 1&];

(* show allowed energy bands in red *)
Show[Graphics [{ {Thickness[0.004], GrayLevel[0],
Complement[lineSegments, allowedLineSegments]},
Thickness[0.004], Hue[0], allowedLineSegments}],
PlotRange -> All, AspectRatio -> Automatic, Frame -> True]]

h[53l= energyBandGraphic[10, 97, 269889295]

100 F

D\/ﬁ

00

-400 -200 0
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Capitulo 3. Métodos numéricos para ecuaciones diferenciales.

3.1 Método de Euler.

Euler propuso uno de los primeros métodos para resolver ecuaciones diferencias con problemas de valores

iniciales, cabe destacar que este método es muy sencillo en sus calculos.

Este método permite aproximar soluciones del problema de valor inicial.

y' = f(xy) Y(X)="Y, (3.1)

Se puede analizar y’ = f (X, y) como un campo de direcciones en el plano X — Yy con la condicién inicial
y(xo) =Y, Se puede aproximar la solucion y(x) por medio de la recta tangente a la misma que pasa por

ese punto:

y(X) = Y, + F (X5, Yo ) (X—%,) (3.2)
Por lo tanto se tiene la pendiente de la tangente m = y'(xo) , entonces se deduce que m= f (xo, yo) .
Se aproxima el valor de la solucién y en el punto de abscisa x; como:

yOu) =¥+ f (%, Yo ) (X = %) (33)

Con el punto aproximado, se puede repetir el método para otro punto aproximado (Xz, yz), entonces se

tiene:

yOQ) =Y, =Y+ T (%, y1) (% %) (3.4)

de esta manera se va obteniendo los valores aproximados.

Para abscisas equiespaciadas, se tiene las formulas:

X, =X _,+h

Yo = Yo+ T (XesYau)h (3.5)

h es el paso del método.

Otra forma de interpretar este método consiste en invertir la aproximacion de orden mas bajo para la

derivada, normalmente conocido como el método de Euler Mejorado.
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Yo~ Yn

f(Xn’yn):yr']zTJro(h) (3.6)
por tanto se obtiene
yn+1:yn+hf (Xn7yn)+o(h2) (3.7
ye“a
yn+l”

Yn

Figura 4.1 Método de Euler [1].

Como se observa en la figura 3.1, el método consiste en aproximar la solucién entre X, y X,,; porel

segmento tangente a la solucion que pasa por (Xn, yn) [1].

A continuacion se presenta una funcién en Mathematica para resolver ecuaciones diferenciales por el

método de Euler.

¥ Euler.nb * - Wolfram Mathematica 10.0 (Debug) — O

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Debug) In[2)= enler[f , {x0 , ¥y0 }, =f , h ] :=
HestWhilelist| Fonction[punteosxy, puntosxy + {h, h+ Apply[f, puntosxy]}],
{x0, ¥0}, Foncticon[puntosxy, puntosxy[[1]] <« x£]]

Se aplica la funcion creada anteriormente para calcular ecuaciones diferenciales, en este caso ingresamos

la ecuacion que se desee resolver y realizamos el respectivo llamado a la funcién.
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(Debug) In[72]=
flx , v ] := (Sqri[¥]}/(2x+1):
datos = euler[f, {0, 2}, 2, 0.05]:
ListPlot[datos, AxesOrigin - {0, 0}, PlotLabel -+ ¥ '[x] = f[x, ¥]1]

Debug) Out[T4
. vy
(x)=
2x+1
35
.
'llll""'
a0f esnee®®
cere®®®
- oe*®
a5k o0®®
oe®
- *®
204®
s
osf
.
0.5 10 15 20
theme... frame... labels... axes~ more... =

También se puede utilizar el comando DSolve para calcular la solucién;

% Euler.nb * - Wolfram Mathematica 10.0 (Debug) — [m] x
File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
(Debug) In[148]:=

flx , ¥ ] := (Sqre[y]) /(2 x+1):

solucion = DSolve[{y '[x] == £[x, y[x]], ¥[0] =2}, ¥, =]

respuestal[x ] := y[x] /. solucion[[2]]

Plot[respuesta[x], {x, 0, 2}, AxesOrigin-» {0, 0}, PlotLabel + ¥ '[x] == £[x, ¥]]

oY
yix)=
2x+1

1, —
= ;jungﬂ2x+1j+8v2Iom2x+1j+32
61 /

3.2 Métodos Runge-Kutta.

Para la resolucion numérica de ecuaciones diferenciales tenemos entre la variedad de métodos a los
métodos de Runge-Kutta que son un conjunto de métodos desarrollados por Carl David Tolmé Runge y
Martin Wilhelm Kutta. Carl Runge fue un fisico matematico aleman nacido el 30 de agosto de 1856 y
fallece el 3 de enero de 1927, en 1880 se gradu6 como Doctor en Matematica en Berlin. Martin Wilhelm
Kutta un fisico matematico aleman nacido el 3 de noviembre de 1867 y fallece el 25 de diciembre de 1944,
fue un gran matematico aleman. Estos dos autores en 1901 desarrollan varios métodos de tipo Runge-

Kutta para resolver ecuaciones diferenciales.

Los métodos de Runge-Kutta forman una clase importante de métodos para la integracion de ecuaciones
diferenciales. Una subclase especial, los métodos de colocacion, permite un particular acceso elegante al

orden, simplicidad y produccion continua [15].
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Los métodos Runge-Kutta sirven para la integracion de ecuaciones diferenciales utilizando varias derivadas

o0 tangentes intermedias.

Es importante mencionar el método de Euler, es un procedimiento de integracion numérica que se utiliza
para poder resolver ecuaciones diferenciales ordinarias a partir de un valor inicial dado (3.1), es decir, con
el método de Euler se logra obtener una solucién aproximada en un conjunto finito de puntos partiendo de

la ecuacion de la recta [8].

A partir de la ecuacion de la recta que se utiliza el método de Euler se puede definir ecuaciones diferenciales

de primer orden.
y=~1tty)yt) =y, @9

La integracion de esta ecuacién da Y(H) =y, +J"1 £ (t, y(t))dt y reemplazando la integral por la regla
f

trapezoidal, se obtiene [4]:

h
ot () + T () 69

A continuacién se muestra la formula de Runge-Kutta de segundo orden, se presenta ademas la formula

anéloga para la regla del punto medio:

Punto pendiente

k,=T(t,.Y,) k= f(t, ¥,)

k, = f(t, +h,y, +hk,) K, - f(to+g,yo+gklj (3.10)
h

y1:y0+5(kl+k2) Y1ZYO+(hk2)

Ademas se presenta la formula de Runge-Kutta de cuarto orden:

kl = f(to’ yo)

h h
k2 = f(to +E,yo +Ekl]

h h
ks = f(to"'z’yo"'akzj (3.11)
k, = f(t,+h,y, +hk;)
1

yl=y0+6(kl+2k2+2k3+k4)
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Para resultados mas exactos se utiliza el método de Runge Kutta de quinto orden de butcher (1964), donde,

klzf(xi’yi)

1 1
k2 = f(xi+zh’yi+zk1hj
1 1 1
k3 = f(xi +Zh,yi+§klh+§k2hj

1 1
k, = f(xi+5h,yi—5klh+k3h]

3 3 9
k.=f| x+=hy +—kh+—Kk,h
° ('+4 y'+161+164J

3
7

4 5

kezf(xﬁh,yi_ 12, 12 8 j

kh+2kh+22kh-2kh+ Skeh
7707 7

Vi =Y, +9—10(7k1 +32k, +12k, +32k, + 7k, ) h

3.2.1 Formulacion general.

x=f(t,%), X(t,) =%, xR’ (3.12)

ko = f(t, +ch,x, +h(agk +...+a; K, ,))

(3.13)
X, = X, +h(bk, +...+bk;)

Es posible considerar métodos alin méas generales (implicitos) para el sistema diferencial ordinario del
primer orden (3.12) dentro de esta familia simplemente permitiendo en la expresion (3.13), en otras

palabras, la clase general de los métodos de Runge-Kutta en etapa s se caracteriza por los nimeros reales

[4]:
a'ij’b|(i! i=L..,8) y ¢ :Zs;‘aij como
J:
j=1
Xn+l = Xn + hib|k|
i=1
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Para simplificar, los coeficientes asociados generalmente se muestran con el tablero de Butcher [4]:

C1 | 11 ‘e g
(3.15)
Cs | ags1 e Agq
| by o bs
a; =0, ] =1, entonces el método es explicito
Método de Heun.
X1 = X, +2( f(t, x,)+3f(t,+2h/3,x,+(2h/3)f(t,,x,))) (3.16)

Tenga en cuenta que el calculo de un paso con un método RK explicito por lo tanto requiere s evaluaciones
de la funcion f , con la notacion (3.15), el método de Heun (3.16 ) y el método de Runge Kutta de cuarto

orden, se puede expresar como:

(3.17)

] L ] i

o+ O O
=] Was T
—

=211
=

Si algun a; # 0, j=>1, el esquema es implicito y requiere resolver numéricamente un sistema de

ecuaciones no lineales en cada paso, si expresamos el método (3.14) en la forma alternativa se tiene:

Yo=x,+hY et +chY), i=1..,5 (3.18)

X . =X + hibi f(t,+chY;)

i=1

Y, se determina resolviendo un sistema de ecuaciones no lineales sd de la forma:

y=X,+hG(hy) (3.19)
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Donde Y =(Yl,...,Y )T, X, :(Xn, X )T cR™ y G esuna funcion que depende del método, un

método estandar para obtener Y,..., Y, de (3.19) es aplicar la interaccién del punto fijo:

Y =X, +hG(h,y"Y), j=12... (3.20)

X,,, se calcula con la ultima formula de 3.18.

Se dice que usualmente los métodos Runge Kutta son de orden I para los problemas regulares (3.12), si el
error local satisface

Xl—X(t0+h):8<hr+l) con h—0 (3.21)

La orden puede verificarse calculando la expansion de la serie de Taylor de X(t0 + h) y X, con h=0.

Al igualar los coeficientes de las potencias sucesivas de h en ambas expansiones, da como resultado el
siguiente orden condiciones [4]:

S
para la orden 1 Zbi =1

i=1

S
para la orden 2 bc =

paralaorden3 ' pc? =% , Zs:biciZ z%
i i=1

En Mathematica existen algunos métodos disponibles para trabajar con el método Runge-Kutta, a
continuacion se presenta una lista de estos y sus utilidades.
e  Para sistemas grandes no rigidos.
"Adams"
e  Para sistemas rigidos.
"BDF"
e Para obtener soluciones de problemas potencialmente rigidos.
"LSODA"
e  Para sistemas no rigidos.
"ExplicitRungeKutta"
e  Para sistemas rigidos.
"ImplicitRungeKutta"
e  Para obtener soluciones de muy alta precision.

"Extrapolation”
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e Para obtener alta precision de problemas potencialmente rigidos
"'StiffnessSwitching"

e Para problemas donde se mantiene invariantes importantes.
"Projection”

e Para problemas que surgen de los sistemas hamiltonianos.
"SymplecticRungeKutta"

e Para problemas de valores limite.
"Chasing"

e Para sistemas algebraicos diferenciales.
"IDA"

Para la mayoria de los propositos, uno quiere usar la opcion de método que establece Automatico. En este

modo, Mathematica alterna entre los diversos métodos de tal manera que la solucion sea rapida y confiable

al mismo tiempo [18]. A continuacién se tiene el resultado al resolver 8y'(t) :t(l— y(t)z) .

Al analizar las graficas se puede realizar una comparacion de los diferentes métodos.

¥ Untitled-1* - Wolfram Mathematica 10.0 - O
File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Infg):= Module[{nsol, v},
Show [GraphicsArray[z]] & /@
Partition[
(Show [Table[ (¢+avoid message generation:)Internal DeactivateMessages|[ (+=zolve odessz)
nsol = NDSelve[{10*-e y'[t] ==t (1 -¥[Et] ™2}, ¥[-1] ==-1/2}, v, {t, -2, 1}, Method » #] ;
(#generate plots+)Plot[Evaluate[y[x] /. nsol], {x, -2, nsol[[1,1,2,1,1, 2]1},
PlotRange + All, DisplayFunction » Identity, PlotStyle + {{Thickness[0.002], Hue[s/4]}1}1]1,
{e, 0, 2, 2/30}] //. (+take out too large numbers+)r_Real :»> If[Abs[r] » 2, 2 Bign[r], r],
Plotlabel + StyleForm [ToString[#], FontFamily + "Courier"], Frame + True, Axes + False,
PlotRange » (-2, 2}, AspectRatio+1]) & /@
{Antomatic, "Adams", "Extrapolation", "LSODA", "BDF", "ExplicitRungeRKutta", "ImplicitRungeKuntta",
"StiffnessSwitching"}, 4]]

Iutomatic Ldams Extrapoclation LS0DR
T
- \t\'.
B
o \%& .
1 M _
-2 ) -2 . -2 -z
-20-15-10-0500 0.5 10 -20-15-10-0500 05 1.0 -20-15-10-0500 05 1.0 -20-15-10-0500 05 1.0
| | L] L}

BLF ExplicitBungekutta ImplicitRungeKutta StiffnessSwitching

-2 4 -2 =1 4 -2

-20-15-10-0500 05 10 -20-15-10-0500 05 10 -20-15-10-0500 05 10 -20-15-10-0500 05 10
[ ] n ]
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Se presenta ejemplos del comportamiento de los diversos métodos disponibles que funcionan en el

siguiente sistema de Ecuaciones diferenciales de primer orden [39].

K (0 =% (0 % (0 -3 % ()
(1) == 20 ()% (1 %, (65 (0 -2 % (1)

(1) =5% (6% (1), (1 + 2% (1)

K (0) =200 (04205 ()% (1)

Para resolver estas ecuaciones en Mathematica se debe primero ingresar las ecuaciones en una variable, en

este caso la variables que se propone en el ejemplos es egs.

eqgs = {x[1] "[t] = (-3/5x[2][t] +T7/5x[2][t]~2x[4][t] *3),
x[2] "[t] = (-1/2=x[2][t] -81/2x([1][t] x[2][t] *2=x[3][t] ~2x[4][t]),
®x[3] "[t] = (25/36x[3][t] + 5x[1][t] x[3][t] x[4]1[t]"3),
x[4] "[t] = (-16/9x[1][t] + 7B/ 29 x[2][t] - 3B/ 83 x[3][t]1)}:

La funcién solveAndAnalyze resuelve el sistema utilizando el método y sus opciones de configuracién y
muestra un matriz de tres graficos: las cuatro curvas de solucién, el residuo y los valores t que se usaron en

la integracion (se recopila estos valores t utilizando la opcion EvaluationMonitor) [39].

solveAndAnalyze[method , otherNDSclvelptions ] :=
Module[ {tMax = 2, nsol, tValues, plotOpts},
{n=ol, tValues} = Internal "DeactivateMessages|
MapAt[First, =z, 2] &@
Reap [HDSolve[Join[eqgs, {x[1]1[0) =-2,/17, x[2][0] =952, x[3][0] =-1/2, x[4][0] =-9/7}]1,
{x[1], x[2], x[3], x[4]}, {t, O, tMax}, otherNDSoclvelptions, Method + method,
MaxSteps -+ 20000, EvaluationMonitor = Sow[t]11]1:

plotOpt=[label_, pr ] = Sequence[Frame -+ True, Axes » False, Flotlabel » label,
PlotStyle » Table[ {Thickness[0.002], Hue[x]}, {x, 0, 3/4, 1/4}],
FrameTicks -+ {{0.5, 1., 1.5, 2.}, Antomatic, None, None}, PlotRange - {{0, tMax}, pr}].

T=nsol[[1l,1,2,1,1, 211;

GraphicsArray[Block[{5DisplayFunction = Identity},
{Plot[Evalnate[{x[1][t], x[2][t], x[3][t], x[4][t]} /. n=sol], {t, O, T},
Evalunate[plotOpts["valnes", {-10, 10}]11.,
Plot[Evalunate[Log[10, Abs[ (Subtract @€ egs) /. n=sol]]l, {t, 0, T},
Evalunate[plotOpts["ln(errors)", {-12, 6}]111.,
ListPlot[MapIndexed[{&1, #2[[1]]} &, Sort[Flatten[tValue=]]].,
Evalunate[plotOpts["steps", A11]]113}111
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Automatic

values In{errors) steps
10 5 25000
20000
- ! ]
OutlT= 4 | 15000
: . -5 10000
-5 41| 5000
.~ -10
-10 0
0.5 1. 1.5 2. 0.5 1. 1.5 2 0.5 1. 1.5 2
Bdams
values Inferrors) steps
10 5 25000
20000
! 0
| 15000 ’
| |
-5 10000
-5 ) - 5000
) -10
10 = ]
0.5 1. 15 2. 0.5 1. 15 2 0.5 1. 1.5 2.
Extrapoclation
values In(errors) steps
10 5 1200
1000
B
o 200
o . 800
- 400
-5 -
. 200
-10 1]
0.5 1 1.5 2 0.5 1. 1.5 2 0.5 1 1.5 2
LSCDA
values In(errors) steps
10 5 25000
20000
15000
10000
- 5000
-10 0
0.5 1 1.5 2 0.5 1 1.5 2
BDF
values In(errors) steps
10 5 25000
20000
' 0
15000
\ -5 10000
] o 5000
~Pn, -10
o 0
5 . 5 . 0.5 1. 1.5 2, 0.5 1. 1.5 2
ExplicitRungeKutta
values In(errors) steps
10 5 8000
= 5000
. o} | 4000
0 3000
- _5
) - 2000
-= 1000
-10
-10 i
0.5 1. 15 2 0.5 1. 15 2 0.5 1. 15
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values Inl_errjrs_l steps
o 5 100 000
5 | r | ‘ | ‘ ‘ ) 80 000
€0 000
0 bt -
/‘. 1 /rr\ﬂ\d ﬁ\[ . P
-5 -t “ 20000

-10 a
0.5 1. 1.5 2. 0.5 1. 1.5 2

ra
=
in

1.5

ra

StiffnessSwitching

values In{errors) steps

50000
5 “‘ 0 40000
3 /L\\r/\r.\]/ [\[ ﬂ - | 33323
‘5 10000

0.5 1. 5 2. 0.5 1. 1.5 2. 0.5 1. 1.5

En el ejemplo se puede observar la utilizacion de los métodos de Runge Kutta, este nos da los resultados

de los valores, el error y el paso utilizado.

Utilizando Extrapolacién con un salto menor a 0.5 obtenemos valores aproximados a 1200 y el rango de

error se encuentra entre [3,-8].

Utilizando LSODA con un salto en el rango de [0,2] obtenemos valores aproximados a 25000 y el rango

de error se encuentra entre [2,-11].

Utilizando BDF con un salto en el rango de [0,2] obtenemos valores aproximados a 25000 y el rango de

error se encuentra entre [0,-15] inclusive menores a -15.

Utilizando ExplicitRungeKutta con un salto en el rango de [0,0.6] obtenemos valores aproximados a 6000

y el rango de error se encuentra entre [5,-8].

Utilizando ImplicitRungeKutta con un salto en el rango de [0,2] obtenemos valores aproximados a 100000

y el rango de error se encuentra entre [4,-10].

Utilizando StiffnessSwitching con un salto en el rango inferiores a [0,2] obtenemos valores aproximados

a 50000 y el rango de error se encuentra entre [5,-10].

Es importante tomar en cuenta los resultados del método ImplicitRungeKutta que tiene valores muy altos,
también es importante mencionar que los métodos BDF tienen valores negativos y no positivos en el error

producido.
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3.3 Métodos de Multipaso

3.3.1 Una clase general de procedimientos de varios pasos

Conociendo las aproximaciones numéricas X, X,,;,-.-s X4 @ la solucion exacta X(tn ) yeees X(tmk_l)

de la ecuacion diferencial (3.12) por lo tanto se puede calcular los valores fj =f (tj ' X )y el polinomio

de interpolacion f(tj,xj) para J=N,..,n+k-1.

Explicitamente,

k-1
Pa()=2 Lo i()f, 622
i=0
donde
L (1) = T (3.23)
. - 120, tn-¢—l _tn+j .

son polinomios de interpolacion de Lagrange [31].

Es sabido que B, (t,,;)= ., para i=0,1...,K =1 Entonces se puede avanzar desde t,., ; at,.,,

como se detalla a continuacion:

X(th) = X (G + [ F (6 (1))t (3.24)

n+k—1
tn+k LS
= Xn+k—1 + J.,[ 1 Pk—l (t )dt = Xn+k—1 + Zak—l,i fn+i
ke i=0

Donde a, ,,i = J'tn*k Lp; (t)dt

tn+k71

Para k =1 recuperamos el método de Euler explicito, mientras que para k= 2,3 obtenemos

K=2:X,,=X, +g(3fn+1 -f). (3.25)
h
K=3:X,,=X,, +ﬂ(9 f..+19f.,—5f  +f). (3.26)

Dada una secuencia de puntos t_ con un tamafio de paso h, los métodos lineales de pasos mdltiples son
definidos por
k k

zajxﬂﬂ' = hzﬂj f (tn+j’xn+j) (3.27)

j=0 j=0
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donde los coeficientes «;, B; son constantes reales, &, # 0y o, B, nosonambas igual a cero. Si

B, =0, entonces X, ., se obtiene explicitamente de los valores anteriores Xnvj Y f (tnﬂ- 1 Ko )

entonces el método es explicito, de lo contrario el método es implicito.

Una caracterizacion algebraica equivalente se obtiene con los polinomios generadores de los coeficientes

k

k
p(z):Zaij,O'(Z):Zﬂjzj (3.28)

i=0

El método lineal de pasos multiples (3.27) es cero-estable si y solo si todas las raices de p(z) verifican

que |Z| <1, los método se llama estrictamente estable si todas las raices estan dentro del circulo unitario,
excepto z =1[30].

El método (3.27) es de orden I si, cuando se aplica con valores iniciales exactos a la ecuacion

Xx=t* (0 <ac< r) tenemos una solucién exacta [18], esto es equivalente a

p(eh)—ha(eh)zg(hm) con h—0 (3.29)
Si un método multipaso es estable a cero y de orden r >1, entonces es convergente de orden I .

Para ecuaciones diferenciales particionadas = f (q, p), p=g (q, p), se puede aplicar diferentes

métodos de varios pasos para los diferentes componentes,
k k k k.
Zaqu—j :hZﬁj f (qn+j’ pn+j)’ Zaj pn+j ZhZﬂjg(qnﬂ’ pn+j) (330)
=0 j=0 i=0 =0
Anélogamente, son de orden I si sus correspondientes polinomios generadores comprueba que

p(eh)—hza(eh)zg(h”z) con h — QY son estables si todas la raices de p(z) cumplen |Z|S1.

El método es estrictamente estable si todas las raices estan dentro del circulo unitario, excepto z =1 [18]
y los coeficientes satisfacen,

3.3.2 Métodos predictor—corrector

Estos métodos utilizan un método implicito, sin tener que resolver ecuaciones lineales implicitas, se

considera el método multipaso lineal explicito:

Z:(Zoai*yml :hz::olﬂi*fml, n:o . N—k ) k>0' yO’yl’yZ """ yk—l (3.31)

y el implicito:

39



Z, N ym—hZ.oﬂ.fm n=0 _ N-k k>0 YorYun Yo yk1(3.32)

El predictor-corrector denominado PEC(predictor — evaluador -corrector) tiene la siguiente forma:

Predictor:
k1o
r[10+]k [hZﬂ f zai yn+ij
=0 (3.33)
evaluador:
(]
f (tn+k’ n+k) (334)
corrector:

[0] 1 [0] k-1 k-1
Yook = —| hB T (tn+k » Yok ) + hZﬂl foui _Zai Ynsi
ak i=0 i=0 (335)

Teorema. En un método PEC si el corrector es de orden P entonces es suficiente que el predictor sea de

orden P -1 para que el PCE sea convergente de orden.

3.3.3. Métodos de Adams

Métodos de Adams explicito.

Consideramos P(s) un polinomio de grado k—1 que interpole las k pendientes calculadas, teniendo:

P(t;)=f(t;y)="f;,j=0123...k-

(3.36)
por tanto,
P(s)=> fL(s)eP*"
i (3.37)
Obtenemos entonces el valor yk
b
V=Yoot P(S)ds
k-1
Ye = Yia +ZCJ f (tj ’ yJ')
j=0 (3.38)
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donde
ki
c.=| L.(s)ds
: I‘H : (3.39)

Se puede ver que los coeficientes C; no dependen del intervalo[tk_l,tk], tienen la forma c; = hC;

(cambio en la variable de integracion al [0, 1]) una vez computados sirven para cualquier otro intervalo. A
continuacion se traslada el proceso un indice para asi obtener Y, ., , Y, ..., en este caso se genera lo que
se conoce como métodos de Adams explicitos de k pasos y se describen por [4]:

Dados Y,, Y;,--., Y, Se obtiene

k=1
yk+n = yk+n—1 + hZCj f (tj+n1 yj+n)! nz 0
1=0 (3.40)

Métodos de Adams implicito.

Para k >21usamos los valores Yy, Y;, Y, . Y1, Yi » nOtese que incluimos el valor que buscamos y

utilizamos el polinomio P('[)EPk que interpole en los puntos tj los valores fj para

j=0,12,3....... .k , por tanto:
P(tj)= f(t]ly])ljzoalza‘?’ ------- 5k_:Lk (341)
De aqui se genera los que se conoce como métodos de Adams implicito de k+1 pasos
k
ykzyk—1+zdjf(tj’yj) (3.42)
j=0
Generamos para otros coeficientes diferentes

b
d = L L, (s)ds (3.43)

Se puede ver que los coeficientes dj no dependen del intervalo [tk,l,tk], tienen la forma dj = hdj

(cambio en la variable de integracién al [0, 1]) y una vez computados sirven para cualquier otro intervalo.

A continuacion se traslada el proceso un indice para asi obtener yk+1 , yk+2 ...+, S€ describen por [4]:

Dados Yg, Y;1--+s Y, Se obtiene

k
yk+n = yk+n—1 + hzcj f (tj+na yj+n)1 nz 0 (3.44)
j=0
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Figura 3.6: Interpretacion geométrica en los métodos de Adams explicito e implicito.

Se presenta un ejemplo del Método Predictor-Corrector Adams de dos pasos y cuatro pasos [19].

Manipulate|
Modulel{sol, pl, p2, v, i, t, £, tbl, tbll, tbl2, tbl3, time, tbl4,
yapc2, RungeFutta},
is = .85 {450, 450};
ip= {{60, 10}, {20, 10}};
RungeFutta(f , £, b , ¥_, ¥p_] := Block[{deltay, k1, k2, k3, k4},
kl=yp;:
k2=f[t+1/2h, y+1/2hkl];
k3=f[t+1/2h, y+1/2hk2];
kd=Ff[t+h, v+ h k3]:
deltay=h (1/6k1+1/3k2+1/3k3+1/6k4);
deltay] ;
Switeh[ctrlz, 1,
sol =NDSolve[{y'[t] = -¥y[t]~2+t/(t*2+1), ¥[0] = 1}, ¥[t],
{t, -0.3, 10}1;
pl = Plot[y[t] /. sol, {t, O, 10}, Frame -+ True,
Framelabel -» {Style["t", Italic, 16],
Row [{Style["v", Italic, 16], Style["(", 16], Style["t", Italic, 16],
Style[")", 16]}]}, CGridLines + Antomatic, AspectRatio 1,
PlotStyle -+ {Thick, Red}, ImagePadding -+ ip, ImageSize » is]:

i=1;

flt , ¥ ] = =¥y"2+t/ (E*24+1);
t[0] = -h; £[1] = O;

yapc2[1] =1;

Switch[ctrl3, 1, yapc2[0] = yapc2[1] -h f[t[1], yvapcZ[1]], 2,
yapc2[0] = yapc2[1] + RungeKutta[£, t[1], -h, yapc2[1],
f[t[1]), yape2[1]]]];
While[i £ 10/h, {t[i+1] = t[i] +h,
vapc2[i+1] =
yvapc2([i] +
1/2h
(£[t[1i+1], vapc2[i] +3/2h £[t[i], yapcZ[i]] -
1/2hf[t[i], yapc2[i]]] + £[t[i-1], vapc2[i-1]]), 1 ++}]);
tbl = Table[{t[]1], yapc2[]]}.,
{7, 2, IntegerPart[10/h], IntegerPart[10/ (20h)]}] -
p2 = ListPlot[tbl, PlotMarkers -+ Style["+", 16, Blue],

ImagePadding -+ ip, ImageSize -+ is]

tbll = Table[vapc2[j], {Jj, 2, IntegerPart[10/h],
IntegerPart[10/ (20 h)1}]
tbl2 = Table[First[y[t] /. sol /. t» t[3]],
{3, 2, IntegerPart[10/h], IntegerPart[10/ (20h)]}] ¢

tbl3 = Quiet@Drop[ (tbll - tbl2) / tbl2, 1]:
time = Table[t[3], {J, 2, IntegerPart[10/h], IntegerPart[10/ (20h)]1}]
tbl4 = Table[{time[[3]], Abs@tbl3[[3]]1}, {J, 2, Length[time] -1, 1}]/
Switch|

ctrl, 1,

ListlLogPlot[tbl4, PlotRange + All, PlotMarkers » Style["+", 16, Blue],

PlotRange - {{0, 10}, Antomatic}, Frame » True, AspectRatio -1,
GridLines -+ Antomatic,
FrameLabel -+ {Style["t", Italic, 16], Style["error relativo", 16]},
PlotLabel - Rom-[{style["'log norma Euclidiana: ", Red, 16],
Style[10~4 Sgrt[Sum[Abs[(tbll - tb12) [[1]]] "2,
{i, 1, Length[time], 1}]1], Red, 16]}], ImagePadding -+ ip,
ImageSize » is], 2, Show([pl, p2]1], 2,
sol = NDSolve[{v ' -y[t]*2+t/(t 24+1), ¥[0] = 1}, ¥[t],
{t, -0.7, 10}]:
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pl =PFlot[y[t] /. sol, {t, 0, 10}, Frame -+ True,
Framelabel - {Style["t", Italic, 16],
Row[{Style["v", Italic, 16], Style[" (", 16], Style["t", Italic, 16],
Style[")", 16]}]}, GridLines -+ Antomatic, AspectRatio +1,
PlotStyle + {Thick, Red}, ImagePadding - ip, ImageSize - is]:
i=3;t[0]=-3h; t[1] =-2%h; t[2] = -h; £[3] =0;
flE , ¥ ] i= -Fh2+ L/ (E4241);
yvapc2[3] =1
Switch[ctrl3, 1, yapc2([2] = yapc2[3] -h £[t[3], yapc2([3]]:
yape2([1] = yape2[2] -h f[t[2], yape2([2]]:
yapc2[0] = yapc2([1] -h £[t[1], yapc2[1]], 2,
yapo2[2] = yapo2[3] + BungeKmtta[f, t[3], -h, yapeo2[3],
f[t[(3], yapc2([3]]]) -
yapc2[1l] = yapc2[2] + RungeFutta[f, t[2], -h, yapec2([2],
flt[2], yape2[2]]];
yapc2 [0] = yapc2[1] + RungeKutta[f, t[1], -h, yapeZ[1],
f[t[1], yape2[1]]]1])¢

While[i< 10/h, {E[1+1] = t[i] +h,
yapc2[i+1] =
yapc2[i] +
1/24h
(9 £[t[i+1], yapc2[i] +1/24h (55 £[t[i], yape2[i]] -
59 f[t[i1i-1], yapc2[1-1]]
+37 f[t[i-2], vapc2[i-2]] -9 L£[t[i-3], yvapcZ[i-3]])] +
19 £[£[1], yapc2[i]] -5 £[t[i-1], vapc2[i-1]] +
flt[1i=-2], yvapeZ[1i=-2]]), 1++}]:
tbl = Table[{t[]], yapc2[]]},
{i, 1, IntegerPart[10/h], IntegerPart[10/ (20h)]}]:
p2 = ListPlot[tbl, PlotMarkers -+ Style["+", 16, Blue],
ImagePadding - ip, ImageSize - is];
tbll = Table[vapc2([i], {3, 3, IntegerPart[10/0h],
IntegerPart[10/ (20h)]}]/
tbl2 = Table[First[y[t] /. sol /. t=» t[i]],
{3, 3, IntegerPart[10/h], IntegerPart[10/ (20h)]}];
tbl3 = Quiet@Drop[ (thll - tb12) / thb1l2, 1]
time = Table[t[j], {J, 3, IntegerPart[10/h], IntegerPart[10/ (200)]}]:
tbl4 = Table[{time[[j]], Abs@tbl3[[]j]]}, {j, 1, Length[time] -1, 1}]:

Switch[ctrl, 1,

ListLogPlot[tbl4, PlotRange -+ All, PlotMarkers -+ Style["+", 16, Blue],
PlotRange -+ {{0, 10}, Antomatic}, Frame -+ True, AspectRatio -1,
GridLines -+ Antomatic,

Framelabel -+ {Style["t", Italic, 16], Style["error relativo", 16]},
PlotLabel -+ Rpw[{style["m" norma Euclidiana: ", Red, 16],
Style[10*4 Sqrt[Sum[Abs[ (tbll - th12)[[i]]1]*2,
{i, 2, Length[time] -1, 1}]], Red, 16]}], ImagePadding - ip,
ImageSize - is] , 2, Show[pl, pZ] ] ] ] B
{{ectrlz, 2, "Adams predictor-corrector"},
{1+ "Dos pasos", 2+ "Cnarto paso"}},
{{ectrl3, 2, "puntos iniciales"}, {1+ "Euler", 2 + "Runge-Eutta"}},
{{etrl, 1, ""}, {1» "error relativo", 2+ "solucidn"}},
{{h, 0.1, "Tamafio del paso"}, 0.0005, 0.2, 0.0001,
Appearance - "L.a.beled"}]

En la salida se puede observar la solucion del método Adams Predictor—corrector de dos pasos y cuatro
pasos, utilizando puntos iniciales con Runge-Kutta:
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Adams predictor- corrector |Dos pasos Cuarto paso

puntos iniciales  Euler Runge-Kutta

error relativo selucién

I o1

Tamafio del paso

También se puede observar los errores relativos.

Adams predictor- corrector

puntos iniciales

Tamafio del paso

Dos pasos Cuarto paso
Euler Runge-Kutta

error relativo solucidn

I 0.1

norma Euclidiana: 482 832

107
T
- g
o210 b
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1.x102
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11072
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En el ejemplo anterior se plantea un problema y'(t): f(X’t):—yz +t/(t2 +1) con valor inicial

y(O) =1, se calcula el error relativo que presentan por el método Adams, este resultado se calcula con la

4 [ 8

Adams predictor- corrector  Das pasos |Cuarta paso

puntos iniciales Euler Runge-Kutta
error relativo | solucién

Tamafio del paso I

Adams predictor-corrector  Dos pasos Cuarto pase
puntas iniciales  Euler Runge-Kutta

error relative solucion

Tamafio del paso I 0.1
10* norma Euclidiana: 1.98354
T T T T T
73
1wt *
*
*
*
Rl ¢
] *
© *
2
=
*
S
= *
0 *
+
*
*
- *
107 *
*e
o P s e 5

comparacion del resultado obtenido entre el método Adams vy la utilizacidn del comando NDSolve.

Se desarrolla el método predictor-corrector Adams de dos pasos, para la resolucion de este método

procedemos a realizar: paso predictor (dos pasos Adams-Bashforth); paso corrector (dos pasos Adams—

Moulton).
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También se utiliza el método predictor-corrector Adams de cuatro pasos, este usa los métodos de cuatro

pasos de los métodos Adams-Bashforth y Adams—Moulton.

Los métodos Adams de dos y cuatro pasos requieren dos y cuatro valores iniciales para comenzar el calculo,
respectivamente, para calcular los valores iniciales utilizamos el método Euler y Runge-Kutta de cuarto

orden.

Analizando los resultados del ejemplo planteado con un paso de 0.1 en el Adams predictor corrector de dos
pasos obtenemos mayor precision al utilizar los métodos de Euler (método para calcular los valores

iniciales), utilizando Range-Kutta obtenemos un error mayor.

Con un paso de 0.1 en el método de Adams predictor corrector de cuatro pasos y utilizando el método de

Runge-Kutta obtenemos una precision mayor al método de Euler.

Claramente se puede observar que el método de Adams predictor corrector de cuatro pasos y utilizando el

método Runge-Kutta es el método con mayor precision en el ejemplo planteado.

3.3.4 Métodos Adams-Bashforth

Estos métodos utilizan laidentidad y(x_)-y(x,)= '[X"“ f (£, y(&))d&, aqui se tiene el valor f (X, y(x))

como incognita, por lo que el valor debe ser aproximado, por lo cual definimos la expresion de la siguiente

Y(Xo) = Y06) = [T FEY(E) A = [T POOdx (345)

En la expresion anterior tenemos que P(x)es el polinomio interpolador de f (X, y(x)) en los puntos

{X, - X}, entonces:

X1 d i
V(o) = Y(%) = [ PO)dx=hY 1 V', (3.46)

" i=0

Para calcular ) se debe realizar el siguiente proceso:

7 = (1) % j[ﬂ dx = (1)’ j:[ﬂ ds (3.47)

Para calcular los coeficientes de )/ se utiliza la funcion generatriz G(t) = ———————, teniendo,

(1-t)log(1-t)
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Considerando que |t| <1 se calcula los coeficientes de G(t) en un entorno del 0, de esta forma se hallan

de forma recursiva los ), que resultan ser [5]

i o 1 2 3 1 5 6
<1 1 5 E] 251 95 19087
it 2 12 a TH) 288 GOME0

il 7 8 1] 10 11 12
- G257 LOTOO1T 25713 IGEA2253 1777223 TOIG04254357
2 17280 AG2ZERO0 BO600 Q500320 17418240 TOIG0MA254357

q
También podemos expresar la ecuacion (3.46) de la siguiente manera, ¥Y,.1— Y, = hz Vq.i fn_i , donde
i=0

ahora el subindice de 7/q’i se explica porque los coeficientes dependen tanto de (| como de [ , la siguiente

tabla nos presenta los valores de dichos coeficientes con g variando entre 0y 5 [19].
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Se plantea un problema de valor inicial.
y'(x)=sin(x), y(0)=5
El problema se desarrolla en Mathematica utilizando el método Adams-Bashforth de orden 2, con X

variando de 0 a 3 y con una longitud de paso N=0.1, N=0.01y h=0.001
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{Debug) In[114]:=
h=0.1;
x1=0;
xf=3;
niter= (xf-x1) /h:
x0=x1-h;
¥1=25;
y0 =6-Cos[x0]:
flx , ¥ ] :=5Sin[x]:
g[x ] :=-Cos[x] +6;
For[j=1, j=niter, j++,
¥2=yls+hx(3/2+«F[x1, y1] -1/2+£[x0, ¥0]}):
¥0 = ¥1;
¥1l=y2;
x0 =x1;
x1=x1+h;
Print[x1];
Print[N[¥1, 15]]~
Print[N[y1l-g[x1]]]:]

Los datos que se obtiene al ejecutar el programa con h=0.1 se puede observar en la siguiente tabla:

X 0.1 0.2 0.3 1. 2. 3.
n
y 5.00499 5.01997 5.04478 5.4614 6.42181 6.99823
n
error —4.16389 x 107¢ 0.0000332612 0.000111901 0.00170132 0.00566148 0.00823953

La tabla con N=0.01 es la siguiente:

X 0.01 0.02 0.03 1. 2. 3.

n
Y, 5.00005 5.0002 5.00045 5.4597 6.4162056 6.99008
error —4.16664 x 1071% | —3.33326x 107° —1.12494x 10 = 0.0000189433 0.00005878 0.00008288

La tabla con 1=0.001 es la siguiente:

X, 0.001 0.002 0.003 1. 2. 3.
Y, 5. 5. 5. 5.45967 6.41615 6.98999
error —4.08562 x 10714 3.33955 x 10713 1.12532 x 1072 1.9133 x 1077 5.898 x 1077 8.2913 x 1077
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3.3.5 Métodos Adams-Moulton.

Este método utiliza los puntos {anq yeees Xn} en el polinomio interpolador, por lo cual se debe integrar en

los puntos {Xn_l, ey Xn}

Y0O) - y(x,) =[] (& y(E)de (3.49)
por lo tanto tenemos,
Vo= Youa = jxxnnl P(x)dx = hgﬂ/i*vi f, (3.50)
luego
V= (1) % j(_lsjdx N jol(_nj ds (3.51)

*
Se calcula la funcién generatriz obteniendo los }; , dando como resultado la siguiente expresion.

6=yt =Y 1] °1[_nsjds - () [_nsjds - -t os= l‘—t (352)

- og(1-1)

n

*

y se pueden hallar de forma recursiva los }; , que resultan ser

i 0 1 2 3 1 5] ]
~* 1 =t -1 -1 —19 =3 —863
! 2 12 24 T20 160 GO4ED
i 7 8 9 10 11 12
¥ —3275 — 33953 —8183 —3250433 L — 136957790093
1 24192 J62REDD 10AGR00 ATO001G00 TREA80 15348 TIGON0

Se realiza el mismo problema que se desarrollé con el método Adams-Bashforth, ahora se va a realizar con
el método Adams-Moulton de 2 pasos, de igual forma con X variando de 0 a 3 y con una longitud de paso

h=0.1, h=0.01y h=0.001
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{Debug) In[T1]):=
h=0.1;

x1l=0;

xEf=3;

niter = (xf-x1) /h;
x0 =x1-h;

¥l1=>5;

v0 =6-Cos[x0];

flx , ¥ ] :=5%in[x]-
g[x ] :=-Cos[x] +6;
For[i=1, J <30, j++,

¥v0 =¥l

¥l=y2;

x0 =x1;

x1 =x14+h;

Print[x1]:
Print[N[yl, 15]]:
Print[N[yl-g[x1]]]-]

Al resolver con N=0.1 nos da la siguiente tabla:

0.1 0.2 0.3
XH
y 5.00499 5.01992 5.04463
n
error —4.16389 x 107¢ —0.000016614 —0.0000372258

Al resolver con N=0.01 nos da la siguiente tabla:

X, 0.01 0.02 0.03
Y, 5.00005 5.0002 5.00045
error —4.16664 * 10710 —1.66661 x 1077 —3.74972 x 107°

y por Gltimo al resolver con h'=0.001 nos da la siguiente tabla:

X 0.001 0.002 0.003
n
y 5. 5. 5.
n
error —4.08562 * 1074 —1.66089 x 10713 —3.74811 x 10713

y3=vyl+ha (3/2+[x1, y1] -1/2+£[x0, y0]):
y2=vl+hx (£[x1+h, y3] + £[x1, y1]) /2;

5.45931

0.000383145

5.45969

—3.83082 x 107¢

5.4597

—3.83081 x 1078

6.41497

—0.00118032

6.416135

—0.000012

6.416147

—1.18012 x 1077

Al comparar los métodos Adams-Bashforth y Adams-Moulton con h=0.01 ycon X=1.

En el método Adams-Bashforth tenemos el siguiente resultado:
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6.988334

—0.0016586

6.9899759

—0.00001658

6.98999

—1.65833 x 1077



X, =1.
y, =5.4597
error =0.0000189433

y con el método Adams-Moulton tenemos:

x, =1.
y, =5.45969
error =—-3.83082x10°°

Podemos observar claramente que el método Adams-Moulton tiene un error inferior al calculado en el

método Adams-Bashforth.

3.3.6 Método de diferenciacion regresiva.

El proceso que se aplica en este método es muy similar al de los métodos Adams, se establece tres pasos
para la aplicacion de este método.

a. Primero se procede a identificar la nube de puntos y su polinomio interpolador de Newton en
diferencias regresivas.

Nube de puntos:

(i)

Polinomio de grado k:
k (=5 .
Qn(t) = Z(—l)'( i ]V'y(tw) (3.53)
i=0

b. Teniendo y'(t)=f (t, y(t)) en 1,., . secambia y'(t) por el polinomio interpolador Q, , (t).

d t
Qk%() ~ y'(t””‘ ) = f (tn+k ' y(tm—k )) (3.54)
=t
Al final tenemos:
1 Viy(t
E M ~ f (tm—k’ y(tn+k )) (355)
i=1

c. Paraobtener métodos de diferencias regresivas de k paso, se debe cambiar y(tmk) por Y(tn+k)

y f (tn+k’ y(tn+k )) por fn+k = f (tn+k’ yn+k ) (3-56)
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Teorema. Los métodos de diferencias regresivas de k pasos son convergentes si y solo si k {1, 2,...,6}.
3.4 Métodos de escision (splitting) y composicion.

3.4.1 Métodos Splitting

Los métodos splitting integran ecuaciones diferenciales ordinarias (EDOs), formulando de la siguiente

manera, dado el valor inicial del problema.

X' = f(x) X, =x(0)eR® (3.57)

no
con f:RP —RP ysolucion 19t(xo),también f puede ser expresado como f =Zi:1 ™ entonces

- il . D D - , P
se puede definira f [T RP — RP, de tal manera las ecuaciones se plantaran de la siguiente manera:

x'=f0(x), x=x(0)eR", i=1..,m (3.58)
se puede integrar con soluciones X (h) = 4(0)at=h

entonces se combina las soluciones, como:

X, =g Mo...0 g6 gt (3.59)
y aplicando la serie de Taylora X , se encuentra X, (X,) =9, (%, )+ S(hz) .

X,, proporciona una aproximacion de primer orden a la solucién exacta.

Las principales ventajas que poseen los métodos de splitting [5]:

e Por lo general, son faciles de implementar.

e En general son explicitos.

e El algoritmo es secuencial y las soluciones en etapas intermedias se almacenan en los vectores de
solucion. Esta propiedad puede ser de gran interés cuando son aplicados a ecuaciones diferenciales
parciales (EDP) previamente semidiscretizadas.

e Existe en la literatura una gran cantidad de métodos especificos adaptados para diferentes estructuras.

e Conservan las propiedades estructurales de la solucion exacta, lo que confiere al esquema numérico
una superioridad cualitativa con respecto a otros integradores estandar, especialmente cuando los
intervalos de tiempo largos son considerados. Algunos ejemplos de estas caracteristicas estructurales

son la simplecticidad, preservacion de volumen, simetria de tiempo y conservaciéon de primeras
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integrales. En este sentido, los métodos de splitting constituyen una clase importante de geometria
integradores numéricos.

Es un método numérico de integracidn basadas en particiones temporales, una diferencia entre el método
Runge-Kutta y Splitting, ““la idea de Splitting produce un enfoque que es completamente diferente al método

Runge-Kutta. Uno descompone el campo vectorial en piezas integrables y las trata por separado.” [17]

AArSASSS o PO N N B ¥
R . oo o TR I S
oA A = . [1_,,”.4 F b4 [-]rr
AT ,F,,,..J:.P.H.W_, + ot t]rfr $t
AAATTSS S e e PO N N ¥
AP . EEERERET

Figura 3.1. Splitting de un campo vectorial
Fuente: Ernst Hairer

Sise tiene unsistema X = f, (X)+ f,(X), x(0)=x, donde fy, f, soncamposde IR™, enlafigura
3.1 se observa el campo vectorial de Splitting correspondiente a X.

I i\ BT R fof
Entonces se platea de forma alternada los flujos ¢t y ¢t del sistema 1y y 11 que se pueden
calcular explicitamente, se puede dar valores iniciales Yy, resolvemos el primer sistema para obtener

un valor yy y a partir de este valor integrar el segundo sistema para obtener yl .
2

Se utiliza formulas del llamado método de splitting de Lie-Trotter [40].

* 02 1 h Y2 Ph
O, = o, . oY1
Ph 2] 1 /
®h _¢h o¢h Y12 ’
' Yo

También se puede utilizar otra nomenclatura, como se presenta a continuacion:

o (h)=p.;(h)op; ()

@l (h)=p,(h/2)op,(h/2) (350

Por la expansion de Taylor se tiene (gz)[ Yo gl )( Yo) =, (Yo)+ O(h2 ) , estas formulas mencionadas

son utilizadas en ecuaciones de orden 1.
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[2] _ 2 2
/

Para métodos de orden 2 se debe utilizar las formulas de Strang Splitting @, " = @5 ° @,)2
Se analiza dos ejemplos [19] de la utilizacion y aplicacién de los métodos splitting.

Ejemplo 3.4.1 Simpléctico de Euler y método leapfrog.

Supongamos que tenemos un sistema hamiltoniano de la forma H (g, p)=T(p)+V(q). donde

qe R? son las coordenadas canénicas pe R? son los momentos conjugados, T representa la energia

cinéticay V es la energia potencial. Entonces las ecuaciones de movimiento leen [4]
q'=T,(p). p'=-V,(q) (3.61)
donde Tp y Vq denota los vectores de las derivadas parciales, la ecuacion (3.61) pueden ser formuladas
T
con (3.57) como: X = (q, p)T f(x)= (Tp,—Vq) =JVH(X) y D=2d.

Aqui J la matriz canonical symplectic, denotado por 2d x 2d .

0 I
J = 4
—1; 0
Id representa la matriz de identidad d-dimensional. En este caso, el flujo 19t es simpléctico [25]. El

método de Euler aplicado a este sistema proporciona la siguiente aproximacion de primer orden para un

paso de tiempo h:

q,.=0,+hT,(p,) (362
pn+l = pn - th (qﬂ)

Si consideramos H como la suma de dos hamiltonianos, el primero depende solo de p vy el segundo

solo de q, ecuaciones:

q=T,(p) v a=0

p'=0 y  p'=-V(a)

con la condicion inicial (qo, po) , puede ser resuelto facilmente.

gm - q(t)=0, +tT,(R)

i (363)
p(t) =Py
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a(t) =q,
gV 3.64
Cp(t)= P —tV,(ap) (364

teniendo el tiempo t = h por lo tanto se tiene SrEV] , con las condiciones iniciales (qn, [oR ) y con SPET]

, e tiene el siguiente esquema:

Pra=Pn— th (qn)

X = g6 g -
" " qn+1 + th ( pn+l)

(3.65)

Es posible composicidn de los mapas en el orden opuesto, .9&\’] o ,9hm obteniendo asi otro esquema de

Euler simpléctico de primer orden:

Ona=0n + th ( pn)

X =gV, g
" '9h lgh Pra =Py~ th (qn+l)

(3.66)

Ejemplo 4.4.2 Oscilador arménico.
1
En este ejemplo se considera la funcién hamiltoniano H (q, p) = E( p2 + qz), donde 0, pe R, en

donde las ecuaciones (3.66) son lineales y se pueden escribir como:

I i s
SRR

La solucién numérica obtenida por el esquema de Euler es:

oG 1)

Mientras que el método simplépico de Euler conduce a:
qn+1 — 1 h , qn — ehBehA qn
P —h 1-h P, P,
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Las dos son aproximaciones de primer orden a la solucién exacta, y se puede expresar como

x(t)

=e

h(A+B . ., . . - .
( )XO , la aproximacion obtenida por el esquema de Euler simpléctico, verifica

%( P2 +hp, + 0., +0: +1) =%( p; +hp,d,+3) (3.67)

Se puede demostrar que la solucion exacta en t = h de la perturbada del sistema hamiltoniano

~ ~ 2arcsin(h/2)

Ha P == T

(p*+hpg+q®)  (3.68)

=%(p2+q2)+h(% pq+%h(p2+q2)+~j

Es solo de primer orden para las trayectorias exactas del hamiltoniano, es la solucion exacta del

hamiltoniano perturbado

Se presenta un ejemplo desarrollado en Mathematica y con la aplicacion de la funcion pileSplittingFunc

esta genera una construccién Si anidada que, para un nimero aleatorio dado entre 0 y 1 y devuelve el

tamario de una de las dos pilas.

8= pileSplittingFunction[n | :=

utf124}= CompiledFunction -—

pileSplittingFunction[n] = Module[{l, if, half},
MapIndexed[ (1 [#2[[1]]-1] = #1) &, FoldList[Plus, 0., Table[Binomial[zn, k], {k, 0, 2}]]1/2*z];
half[{x ?NumberQ}] := x;
half[{x ?Number(, v ?NumberQ}] := if[{<p[¥], x, ¥]/
half[1_List] :=
With[{v = Ceiling[Length[1] / 2]},
p=sl /. ifs1f;
Compile @@ {{{}, half[Range[0, n]]}]

if[E<p[I[[v+1]]], half@Take[1, v], half@Take[I, {v+1, Length[I]}]]] /.

[124)= pileEOEEgsEFrunction[8]

=+ | Argument count: 1

Argument types: {_Real} |

= With[{n =128, o =10"6}, ListPlot[{First[#], Length[#] /o} & /@ Split[Sort[Table[pileSplittingFunction[n] [Random[]], {o}]1]1],
PlotStyle + {GrayLevel[0], PointSize[0.01]}, PlotRange » All, Frame » True, Axes » False,
Prolog -+ {Hue[0], Thickness[0.002], Line[Table[{k, Binomial[n, k] /2*n}, {k, 0, n}]]1}]]

T T T T T T
0.07f
'/«\
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3.4.2 Métodos de composicion

Los métodos de composicion aplican la férmula de BCH al producto de exponenciales de los campos de
vectores, esto conduce a [4]:

log(W(h))=F (h)=hwY, +h’w,Y, +h* (WY, +w, [Y,,Y,])

+h* (W4Y4 + W [ V), Ya ]+ W [Yl’ ARE ]]) " O(hs) (3.69)

Los primeros polinomios son:

2s 23 . 2s
W, = Z_ll a, W, = Zl:(—l) al W, = Z_l: o (3.70)

2s W o i» 2s i 4
W, :Z:(—l)Zocjzz:oeh—wg—wlw2 w, :,Z_l:(_l) a

I2=1 =1
Se tiene que j2 = jz -1 y j2 = j2 si | esimpar.

Un método de composicién de orden 3 debe satisfacer W, = 1, W, =W, =W, = 0 , €l método simétrico
de cuarto orden tiene que satisfacer W, =1W,=W,=0, teniendo las condiciones,
W, =W, =W, =Wy, =0,

3.4.3 Integradores y series de operadores diferenciales.

Vamos a relacionar el nimero genérico integradores con series formales de ecuaciones diferenciales.
Esta relacion permite formular de una manera bastante simple las condiciones que debe cumplir un
esquema de integracion para lograr un orden de consistencia dado. Aumentar el orden de un integrador

por composicion.

Primero damos a conocer el integrador WH:RD—HRD para el sistema X':f(X),

Xy = X(O) e R, se dice que es de orden  si paratodo X € R®

l//h(x):(oh(x)+l9(h”l) (3.70)
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Se sabe que, para cualquier funcion ¢ :R® — R, formalmente contiene [33]

g(e (x)=9(x)+ Zn—F [9](x) =exp(hF)[g](x) (3.72)

n>1

Para cada ¢ eCw(]RD,R) y cada X =(X,,..., Xp ) € R”
D
Flol(x)=>_ f;(x (3.73)
j=1

donde f (X) = ( fl(x),..., fD (X))T , consideramos que un integrador bésico X, ‘R° 5> RP los

operadores diferenciales lineales X (n 21) actuando sobre funciones suaves g € C* (RD,R),

COmMo Se muestra a continuacion:

1a
n!dh"

Para que g(Xh (X)) =X (h)[g](x) donde

X, [91(x) =

9 (X, (%)) o (3.74)

h)=1+> h"X, (3.75)

n>1

y | denota el operador de identidad, por lo tanto, el integrador X, es de orden I si:

Xn:iF” 1<n<r
n!

También se puede considerar la serie de campos vectoriales

m

(X, +h?X, +--+) (3.76)

)= S, ~log (X () - 3!

n>1 m>1 m

es decir

n _ m+1
YH=Z( 2 > X, X, (3.77)
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asique X (h)=exp(Y (h)) yformalmente g(X, (x))=exp(Y (h))[g](x), el integrador basico es

de orden r si
Y,=F, Y, =0 para 2<n<r
Consideremos la serie de operadores diferenciales

F[ZK](h):hF+h2k+lF2[k2ﬂ+h2k+3F2[Eg+--- (3.78)

tal que (6}?" (X)) = exp( (2 (h))[g](x) , entonces se tiene

exp( 2] (h)) = exp(F[ZK] (ah))exp ( 2] (,Bh))exp ( 2] (ah)) (3.79)

lo que implica
FE (h)=h(20+ B)F +h* (22 + g Fipkd + 9(h*) (3.80)
asi Sﬁk’rz es de orden 2k + 2 siempre que Sh2k esdeorden 2k y o y S satisfagan las ecuaciones

2a+ﬁ=l, 2a2k+l+ﬂ2k+l:0
cuya unica solucion viene dada por

1

o&=——">7",
2_2}(/2k+1)

B =1-2a (3.81)

Para el método de composicion , = X, 0 X, 0---0X_, oX -, tenemos
g(wi(x)=¥(h[g]x @82

donde W(h)=1+h¥,+h?¥,+--- es una serie de operadores diferenciales que satisfacen

¥ (h)= X (~ah) " X (a5h)-— X (= 5h) " X () (3.83)

donde la serie X (h) es dada por (3.74)- (3.75) :
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X (h) " =1+ (=)™ (X, +h2X, +--) (3.84)

m>1

Teorema. El integrador y;, = g, o 9 o Jil o0 Ji o Il o Gl s de orden r para EDO de la
forma (3.57) donde f:R®—>R% es un Split f = fl 4B y solo si el integrador

f=fl4f0 X, =& oF (con coeficientes

j obtenidos de @a;=a,;;+a,;,

b ju1 = Oy T &y, esde orden I para arbitrario integradores consistentes.
3.4.4 NDSolve con los métodos de Splitting y Composicion.

Opciones del método de composicion.

Nombre de la opcidn
option name

Valor por defecto
default value

"Coefficients"

"DifferenceOrder"

Method

Opciones del método de splitting.

Nombre de la opcién
option name

Automatic
Automatic

None

Valor por defecto
default value

Especifica los coeficientes a usar en el
método de composicion

Especifica el orden de precision local
del método

Especifica los métodos base para usar
en la integracion numérica

"Coefficients"
"DifferenceOrder"
"Equations"

Method

s

Automatic

{

None

Especifica los coeficientes a usar en el
método de splitting

Especifica el orden de precision local
del método

Especifica la forma en que las
ecuaciones deberian dividirse
Especifica los métodos base para usar
en la integracién numérica

Esquema del método de splitting de alto orden a partir de una division de bajo orden usando

"Composicion".

s "'LocallyExact“ f’..

7 ['splitting" f=£+ 5 — [ImplicitMidpoint £,

N |"LocallyExact” f

/ _“LocallyExact“ i

NDSolve — |'Composition"] — "Splitting" f=/f + £ — ImplicitMidpoint f;

N ["LocallyExact" f

/" |"LocallyExact" f;
\. ['splitting" f=f+7 — ImplicitMidpoint ]
“  "LocallyExact" f,

Esquema NDSolve [23]
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Se puede obtener un integrador mas eficiente en el esquema anterior usando la propiedad grupal de flujos

y llamando directamente al método "Splitting".

"LocallyExact" £,

ImplicitMidpoint f

"LocallyExact" f
— _"Splitting" f=h+h— _ImplicitMidpoint £
"LocallyExact" £,

ImplicitMidpoint f3
"'LocallyExact“ Jf'.'

Esquema Splitting [23]

Los siguientes ejemplos utilizaran un splitting simétrica de segundo orden conocida como Strang splitting
[31], [37].

Cargamos el paquete necesario,

(Debug) In[1):= Needs["DifferentialEquations "NDSolveProblems "] :

Symplectic Leapfrog.

"SymplecticPartitionedRungeKutta" es un método eficiente para resolver sistemas hamiltonianos
separables H (p,q) = T(p) + V()

"Splitting" es un método de proposito mas general, pero se puede usar para construir métodos

simplécticos particionados

2 2
Consideremos el sistema hamiltoniano separable correspondiente al oscilador armonico H (p,q) = p? + q?

(Debug) In[59]:=
system = GetNDSolveProblem ["HarmonicOscillator™]
{Debug) Out[53)=
NDSolveProblem | { (¥, [T] =¥z(T), Yo' [T] = -¥, [T}, {¥1[0] =1, ¥2(0) =0},

1 ) )
(¥1[T), ¥2(T)}, (T, O, 10}, (}, {— (©(T)®+¥2(T)%)}, 0}

Se divide el campo vectorial hamiltoniano en componentes independientes.

{Debug) In[80]:=

l o éqs = system["System"] ;
Y1l - egs:;

Part[Y1l, 1, 2] =0;

Y2 = egs;

Part[Y2, 2, 2] =0;

Su composicién de pasos de integracion de Euler ponderados (primer orden) corresponde al método

leapfrog.
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{Debug) Inf85]:=
tfinal=1;
time = {T, 0, tfinal}:
gvars = {Subscript[Y, 1][T]}:
splittingsol = NDSolve[system, time, StartingStepSize -»1/10,
Method + ["Splitting"”, "DifferencelOrder" + 2, "Eguations" » {¥1, Y2, Y1},
"Method" » {"ExplicitEnler", "ExplicitEuler", "ExplicitEmnler"}}]

Domain: {{0., 1.}

[ -Yl T] -+ InterpolatingFunction Y T|,
: “ Output: scalar
T Domain: {{0., 1.}} 7111
-l Output: scalar o
Este es el resultado al final del paso de integracion.
InputForm[splittingsol /. T -+ tfinal]
Assuming a list of rules | Use as @ two-dimensional array instead
apply rules to expr...  apply rules to variables E
}/InputForm=
[ Subscript Y, 1] 1) -» 0.5399512509335085, Subscript ¥, 2|1

0.8406435124348495} |

Aplicando el método de integracion incorporado correspondiente al integrador leapfrog simpléctico.

Domain: {{0., 1.}}

[ -Yl T] -+ InterpolatingFunction \
o - Output: scalar

T,

Domain: {{0., 1.}}

=l Output: scalar

¥2[T] » Int

olatingFun

)1l

El resultado al final del paso de integracion es idéntico al resultado del método de splitting.

InputForm[sprkscol /. T -+ tfinal]
Assumning a list of rules | Use as o two-dimensional array instead
apply rules to expr...  apply rules to variables E

T1)iInputForm=
[ [Subscript (¥, 1)(1] - 0.5399512509335085, Subscript|¥, 21
0.8406435124348495) )

Composicion de leapfrog simpléctico.

Esto toma el esquema de Symplectic Leapfrog como el método de integracién de base y construye un

integrador simpléctico de cuarto orden usando una composicion simétrica de Ruth-Yoshida [41]
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{Debug) In[T2):=
YoshidaCoefficients =
RootReduce[{1/(2-2"(1/3)), -22(1/3)/(2-2~(1/3)),1/(2-2~(1/3))}]1:
YoshidaCompositionCoefficients[4, p ] :=N[YoshidaCoefficients, p] !
splittingsol = NDSolve[system, time, StartingStepSize » 1 /10,
Method » {"Composition", "Coefficients" =« YoshidaCompositionCoefficients,

"DifferencelOrder" + 4, "Method" - {SymplecticLeapfrog}}]
{Debug) Out[T4}=

Domain: {{0., 1.}}

::Yl T| = InterpolatingFunction X
- * Output: scalar

T,

B Domain: {{0., 1.}} o

=l Qutput: scalar

¥z [T] = InterpolatingFunction

El resultado al final del paso de integracion es:
{Debug) In[T5]:=
InputForm[splittingseol /. T -+ tfinal]

Assuming a list of rules | Use as @ two—dimensional armay instead

apply rules to expr...  apply rules to variables = E

{Debug) Out[T5)/InputForm=
{Subscript Y, 1)1 » 0.5403078808898406, Subscript|¥Y, 2|1

0.84147062956597821} }

Realiza el llamado al método de integracidn simpléctica que usa coeficientes para los métodos de cuarto
orden de Ruth y Yoshida.

(Debug) In[78]:=
SPRE4[4, prec ] :=
N[{{Root[-1+12+7l-4Bx51"2+48+x%1*3 &, 1, O],
Root[1-24%71"24 4B+ 71%3 &, 1, 0], Root[1-24+71~24+ 4B+ m1*3 &, 1, 0],
Root[-1+12«#1-48« #1424+ 48+ 7173 &, 1, 0]},
{Root[-1+6+x#l-12+x71*2+6x71*3 &, 1, O],
Root[l-3#=#1+3+#142+3+71%3&, 1, 0],
Root[-1+6+«#1-12+#1*2+6+x#1*3 &, 1, 0], DO}}, prec]:
sprksol = NDSolve[system, time, StartingStepSize »1/10,
Method -+ {"SymplecticPartitionedRungeFutta", "Coefficients" + SPRE4,

"DifferenceOrder” «+ 4, "PositionVariables" « gvars}]
{Debug) Out[TT}=
{1¥, [T] » InterpolatingFunction ; Domain: {{0., 1.} T|,
: Y Output: scalar

N, Domain: {0., 1.}}

| Output: scalar

1

Como se observa el resultado al final del paso de integracion es idéntico al resultado del método de
composicion.

{Debug) In[TE].=

InputForm[sprksol /. T - tfinal]

Assuming a list of rules | Use as a two-dimensional array instead

apply rules to expr...  apply rules to variables = E
{Debug) Ou[TEY/InputForm=

[Subscript (¥, 1)(1] = 0.5403078208898405, Subscript ¥, 2] (1
0.8414706295697822) )
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Capitulo 4. Modelo Lotka-Volterray los métodos numéricos.

Las ecuaciones de Lotka-Volterra, son un par de ecuaciones diferenciales de primer orden no lineales que
se usan para describir dinamicas de sistemas bioldgicos en el que dos especies interactlian, una como presa

y otra como depredador, el sistema se expresa de la siguiente forma:

dx

== —b

at x(a-by)

dy

Y —v(—c+d 4.1
" y(—c+dx) (4.1)

donde:

y nimero de predadores ;

X numero de presas;

dV dx . _ o
di Y At representa la variacion de las dos poblaciones en el tiempo;

t representa el tiempo; y
a,b,c,d son parametros que representan las interacciones de las dos especies.

Una de las caracteristicas demostrados por el modelo Lotka-Volterra es que, bajo ciertas condiciones, las

poblaciones de depredadores y presas son ciclicas con un cambio de fase entre ellas. Aqui hay una
demostracion de este efecto [25].

(Debug) Inf24]=
lv = With[{a=2., b=1., c=3.,d=1.},
With[{x0=10., y0=6.},
WDSolve[{x'[t] =ax[t] -bx[t] ¥[t], ¥'[t] = -c ¥[t] +d x[t] ¥[t], x[0] =x0, ¥[0] = y0},
{x[t], ¥[t]}, {t, O, 20}]1]]

Plot[Evaluate[{x[t], ¥[t]} /. 1v], {t, O, 20}]

{Debug) Out[24}=

m[‘ Domain: {0., 20.}} ],

Output: scalar

Domain: {{0., 20.}}
Output: scalar

T

¥[t] » InterpolatingFunction I.le.I t

||
/ ll*r/a \‘/

|| ,
L/
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Para el sistema (4.1) tomamos valores concretos para a,b,c,d , teniendo:

u=u(v-2)
) 4.2)
v=v(1l-u)

17773 exact flow 57/ — numerical flow

/

Figura 3.2. Modelo de Lotka-Volterra
Fuente: Ernst Hairer

Las ecuaciones (4.2) constituyen un sistema auténomo de ecuaciones diferenciales. Escribimos el sistema
en la forma

y="Ff(y) @3

Cada y representa un punto en el espacio de fase, la funcion vectorial f (y) representa un campo
vectorial que, en cualquier punto del espacio de fase, prescribe la velocidad (direccion y velocidad) de la

solucion y(t) gue pasa por ese punto.

Si dividimos las dos ecuaciones de (4.2) entre si, obtenemos una sola ecuacidn, entre las variables u y v.

Después de la separacion de las variables obtenemos [17]

donde

I (u,v)=logu—-u+2logv—v (4.5)

Llamamos a | una invariante del sistemas (4.2), a que tomar en consideracion que | (u(t),v(t)) es

igual a una constante para todo t.

Realizando el cambio de variables u=e%, v=e", transformamos este problema a un sistema

Hamiltoniano separable H (q, p)=I (u (q),V(p))= p-ef+q—e’.
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La solucién del sistema Lotka-Volterra se desarrolla en Mathematica, para esto lo primero que realizamos

es ingresar las ecuaciones (4.2) y declarar unas constantes que tienen los siguientes valores: las ecuaciones,

invariantes, el tiempo, las variables dependientes y el valor de paso (h = ij ; que servird para todos los
10

métodos que se utilizara en este capitulo.

solucion = NDSolveProblem [{{¥y [T] = Y1 [T] (-2 + Y2[T]), Y2 [T] = (1-Y¥1[T]) Ya[T]},
{¥1[0] =3, ¥2[0] =1}, {¥)[T], ¥2[T]}, {T, O, 10}, {},
{Log[Y1[T]] -¥1[T] +2 Log[¥z[T]] -¥2[T]}, {}}]:

ecualog = solucion["Invariants"];
tiempo = solucion["TimeData"] ;
var = solucion["DependentVariables"] ;

h=1/10;:

La solucion del sistema Lotka-Volterra se plantea de la siguiente manera

LotkaVolterra[sol_, var , tiempo , opc___ ?0ptionQ] :=
Modnle [ {comp, datos, datosl, datos2, div, plotl, plot2}, div = First[var /. s0l];
datosl = Part[div, 1, 0] ["ValuesOnGrid"];
datos2 = Part[div, 2, 0] ["ValuesOnGrid"];
datos = Transpose[{datosl, datos2}];
comp = Sequence [ Axes 4+ False, Frame -+ True,
Framelabel + Join[Map[TraditiconalForm, var], {None, None}], RotatelLabel + False]:
plotl = ListPlot[datos, Evalunate[FilterRules[{opc}, Options[ListPlot]]],
PlotStyle + {PointSize[0.02)]), RGBColor[D, 1, 0]}, Evalnate[comp]]
plot2 = ParametricPlot [Evalnate[div], tiempo,
Evalnate[FilterBnles[{cpc}, Options|[ParametricPlot]]], Evalnate[comp] ] ;
Show[plotl, plot2]]:

En este capitulo analizaremos los métodos numéricos de resolucion siguiendo las referencias [17] y [23],

1
tomamos el valor de h = E para todos los métodos.
4.1. Método de Euler explicito.

Se utiliza el método de Euler explicito para desarrollar el modelo (4.2),

solucion = NDSolve[solucion, Method - "ExplicitEuler", StartingStepSize -+ h];
LotkaVolterra[solucion , var, tiempo]

T T T T T T T T

0 a .
La solucion del metoao ae Euler EXPIICITO para la ecuacion (4.2) con un tamano ae paso ae 11 = E con

valores iniciales en (3,1) y con valores finales de ((0.001988,2.020994))“ traza las aproximaciones

65



numeéricas de los primeros 100 pasos con la aplicacion del método numérico anteriores, todos con tamafios
de pasos constantes, observe que los métodos de Euler explicitos muestran un comportamiento cualitativo

incorrecto ya que las soluciones numéricas son en espiral hacia afuera o hacia adentro.

Método de Euler implicito.

EunlerImplicito =
{"FixedStep",
Method =+ {"ImplicitRungeEntta"”, "Coefficients" « "ImplicitRongeEnttaRadanITACoefficients”,
"DifferenceOrder" =+ 1,
"ImplicitSolver” =+ {"FixedPoint", AccuracyGoal + MachinePrecision,

PrecisionCoal + MachinePrecision, "IterationSafetyFactor" -+ 1}}};

Luego resolvemos con el comando NDSolve

soluncionl = NDSolve[solucion, Method -+ EnlerImplicito, StartingStepSize <+ h];

Aplicamos la funcion de Lotka-Volterra, sobre la funcion Runge Kutta

LotkaVolterra[solucionl|, var, tiempo]

4L .

¥

A
a

La solucion del método de Euler Explicito para la ecuacion (4.2) con un tamafio de paso de h :i con
10

valores iniciales en (3,1) y con valores finales de (1.57264,1.466899), al igual que el método de Euler

Implicito se traza aproximaciones numéricas de los primeros 100 pasos, observe que los métodos de Euler
implicito muestran un comportamiento cualitativo incorrecto ya que las soluciones numéricas son espirales.

La solucion del método de Euler implicito para la ecuacién (4.2) con un tamafio de paso de h :% con
1

valores iniciales en (3, l) y con valores finales de (1.57264,1.466899) , traza las aproximaciones numéricas

de los primeros 100 pasos con la aplicacion del método numérico anteriores, todos con tamafios de pasos
constantes, observe que los métodos de Euler implicito muestran un comportamiento cualitativo incorrecto

ya que las soluciones numéricas son en espiral hacia afuera o hacia adentro.
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4.2 Método de Runge Kutta 4.

Para la utilizacion del método Runge Kuttta de cuarto orden se crea la respectiva funcion,

RungeFutta4[ _ J["Step"[f , t , h , ¥ , £x¥ ]] :=Block[{¥yt, k1, k2, k3, k4},
k1l = =y;
k2 =Ff[t+1/2h, vy+1/2hkl];
ki=Lf[t+1/2h, v+1/2hk2];
k4 =f[t+h, y+h k3];
yE=h (1/6kl+1/3k2+1/3k3+1/6k4);
{h, ¥t}]s

Luego resolvemos con el comando NDSolve

solucion3d|= NDSeolve[scolucion, Method -+ BungeFnttad, StartingStepSize s h])
grafico3 = LotkaVolterra[solucion3, var, tiempo]

.-.-Yl T| - InterpolatingFunction | I"‘ (| Domain: {{0., 10} T|, ¥z [T] = InterpolatingFunction _-". ."I' Domain: {{0., 10} 111}

U Output: scalar ~ Y | Output scalar

Aplicamos la funcion de Lotka-Volterra, sobre la funcion Runge Kutta 4.

%]
T

La solucidn para la coleccidn de los métodos de Runge Kutta para la ecuacion (4.2) con un tamafio de paso
1 L . ,
de h= 0 con valores iniciales en (3,1)y con valores finales de (3.50998,2.38822) , método de 4 orden,

en el ejercicio ilustramos la idea de colocacion con estos métodos para el problema de Lotka-Volterra (4.2),

estos métodos son bastante satisfactorios.
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4.3 Método de Runge Kutta 5.

Los métodos explicitos de Runge-Kutta se han utilizado ampliamente en la solucion de problemas de
valores iniciales. Si bien Kutta no brinda una solucion general a las ecuaciones simultaneas involucradas,
si describe una familia de soluciones. Al elegir miembros particulares de estas soluciones de quinto orden,
busca la simplicidad de los coeficientes. Exhibe dos miembros, cada uno de los cuales tiene algun error,

uno es corregido por Fehlberg y uno por Nystrom [29]. Este Gltimo es el que se usa cominmente y es:

You = Y +{23k, +125k, 81Kk, +125k,}/192

n

Para la utilizacion del método Runge Kuttta de quinto orden de Butcher (1964), de orden superior se crea

la respectiva funcion,

RungeFutta5 /: NDSolve InitializeMethod [RungeFuttaS, __] := RungeFuttaS[]:
BungeFuttai[___]["Step"[£f , £ , h , ¥, fxv ]] :=Block[{yt, k1, k2, k3, k4, k5, k&},

k1l = fxv:

k2=f[t+1/4h, v+1/4hkl];

k3=f[t+1/4h, v+1/8hkls+1/8hk2];

kd=f[t+1/2h, v-1/2hk2+hk3];

kS=f[t+3/4h, v+3/16hkl+9/16 h k4]

ké=f[t+h, ¥-3/Thkl1+2/Thk24+12/Thk32-12/Thkd4+8/ThkE];

vE=h (1/90 (Tkl+32k3+12k44+32k54+Tka));

{n, ¥t}]-

Luego resolvemos con el comando NDSolve

solucion3 = NDSolve[solucion, Method =+ RungeEuttal, StartingStepSize = h]

\ ||| Demain: {{0., 10.}}

Output: scalar

T,

. T e e s A Al Domain: {{0., 10.)} T
2 » Interpolatingfunction M

Output: scalar
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Aplicamos la funcion de Lotka-Volterra, sobre la funciéon Runge Kutta 5

grafica = LotkaVeolterra[solucion3, var, tiempo]

w

La solucién para la coleccion de los métodos de Runge Kutta de orden 5 para la ecuacién (4.2) con un
. 1 . .
tamafio de paso de h= E con valores iniciales en (3,1) y con valores finales de (3.50993, 2.38777),

para esto se creé una funcion que permita realizar el calculo respectivo, este método tiene mayor precision

que el métodos RK4.

4.4 Método de Splitting y composicion.

El método de Euler simpléctico en el método de Splitting, utilizamos los métodos de Euler explicito e

implicito.

ecunacion = solucion["System"] ;

Y1l = ecuacion;

Part[¥Y1l, 2, 2] =0;
Y2 = ecunacion;
Part[Y2, 1, 2] =0

SimplecticoEuler = {"Splitting”, "Differencedrder"” =+ 1, "Equnations" » {Y1, Y2},
"Method" 4+ {EnlerImplicito, "ExplicitEnler"}}:
solucion = NDSolve [solucion, Method - SimplecticoEnler, StartingStepSize - h) !

LotkaVolterra[solucion, var, tiempo]

=[T T T T T T T T T T TT T T T TT T T T

5]
T
L




La solucion para los métodos de Splitting con valores iniciales en (3,1) y con valores finales de
(3.15546,2.5649) . observamos que el resultado de este método se aproxima a las soluciones de los métodos
de Runge Kutta de orden 4 y orden 5.

Implementacion del Método de LocallyExact, esta usa la evaluacién numérica directa para avanzar
localmente la solucion.

DSolve[Y1l, var, T]

{[¥2[T) »Cl1], ©1(T) »¢ ciz)}}

DSolve[YZ2, var, T]

SplittinglotkaVelterra = {"Splitting", "DifferencebOrder" +1, "Egqunations" -+ {Y1, Y2},
"Method" + {"LocallyExact", "LocallyExact"}}:
solucion = NDSolve[solucion, Method - SplittinglotkaVolterra, StartingStepSize s+ h) ;s

LotkaVolterra[solucion, var, tiempo]

0.0 0.5 1.0 1.5 20 25 3.0 3.5

La solucién para los métodos de Splitting LocallyExact con valores iniciales en (3,1) y con valores
finales de (3.428,1.69879), observamos que para desarrollar con este método, primero resolvemos las
ecuaciones del sistema (4.2) con el comando DSolve, resolviendo de esta manera cada ecuacion diferencial.

Método de composicion de pasos de integracion de Euler.

splittingsolucion = NDSolve[solucion, tiempo, StartingStepSize - h,
Method = {"Splitting", "DifferenceOrder" =+ 2, "Equnations" = {¥1, ¥2, Y1},
"Method" «+ {"ExplicitEnler", "ExplicitEnler", "ExplicitEnler"}}]

| (| Domain: {{0., 10.}}

11¥;[T] = InterpolatingFunction VI | T,

Output: scalar

A )| Domain: {{0., 10.)}

Output: scalar

Y3 |[T] = InterpolatingFunction T
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LotkaVelterra[splittingsolucion, var,

w

tiempo]

La solucién para los métodos de Splitting y composicion de pasos de integracion de Euler, con valores

iniciales en (3,1) y con valores finales de (3.0673,3.40644269), observamos que para desarrollar con

estos métodos, utilizamos la variables Y1y Yo.

Regla implicita del punto medio en términos del método ""ImplicitRungeKutta" incorporado.

ImplicitMetodo =
{"FixedStep",

Method <+ {"ImplicitRungeFutta", "Coefficients"” < "ImplicitBungeEuttaGanssCoefficients"”,

"DifferenceOrder" + 2,

ImplicitScolver »+ {FixedPoint, AccuracyGoal -+ MachinePrecision,

PrecisionGoal + MachinePrecision, "IterationSafetyFactor" -+ 1}}}:

splittingsolucion = NDSeolve[solucion, StartingStepSize s h,

Method -+ {"Splitting", "DifferenceOrder" -+ 2, "Eqmations" -+ {¥Y2, Y1, Y2},

"Method" -+ {"LocallyExact”", ImplicitMetodd, "LocallyExact"}}]

» InterpolatingFunction | I\'. || Domain: {{0., 104}

= Output: scalar

IRE'AE T],

s+ InterpolatingFunction . __.-"| .'f' Dc:main:{{O., ‘IO.}} T 1

! Output: scalar

YL (T

LotkaVolterra[splittingsclucion, var, tiempo]

5

w

0.0 0.5 1.0 1.5

La solucién para los métodos de Splitting y composicion de ImplicitRungeKutta, con valores iniciales en

(3, 1) y con valores finales de (3.54615,2.2494852) , observamos que para desarrollar con estos métodos,

utilizamos la variables Y y Y, esta es una regla implicita del punto medio en términos del método

"ImplicitRungeKutta" incorporado.
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4.5 Comparacion de métodos.

Para realizar el analisis primero se calcula la solucion exacta con el comando NDSolve.

solucionr = NDSolve[{Yy [T] = Y1 [T] (-2 +Y2[T]), ¥z [T] = (1 -¥1[T]) Y2[T], ¥1[0] =3, ¥5[0] =1},
{Y1[T], ¥2[T]}, {T, O, 10}]~

Ok 1 1 L T L ) L1
0.0 0.5 1.0 1.5 20 25 a0 35

Plano de fase 4.1. Solucion exacta

En el plano de fase 4.2 se observa la comparacion de los métodos de Runge-Kutta 5 y la solucion exacta,
podemos concluir que la solucion del método RKS5 se aproxima en gran medida a la solucion exacta.

Plano de fase 4.2 Solucion exacta y RK5

En el plano de fase 4.3 se observa la comparacién de los métodos RK5 (azul), Euler explicito (verde) y
Euler implicito (rojo), claramente se observa que los métodos de Euler se alejan demasiado a la solucion

de los métodos de Runge-Kutta 5 implicando asi que se aleja a la solucién exacta.

=]

()

Plano de fase 4.3. RK5, Euler explicito y Euler implicito
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En el plano de fase 4.4 se comparan los métodos RK5 (azul) y los métodos de Splitting LocallyExact (rojo)
y el método Splitting Euler simpléctico (verde), estos métodos de Splitting y Composicidn se acercan al

método de Runge-Kutta 5, por tanto se acercan a la solucidn exacta.

Plano de fase 4.4. RK5, LocallyExact y Euler simpléctico

En el plano 4.5 se comparan los métodos RK5 (azul) y los métodos de Splitting y Composicion: Regla
implicita del punto medio en términos del método "ImplicitRungeKutta" incorporado (verde) y método de
composicién de pasos de integracion de Euler (rojo), se observa claramente que el método de Splitting y
Composicion ImplicitRungeKutta se acerca en gran medida al método RK5 por la tanto a la solucién
correcta, mientras que el método de integracion de Euler esta alejado de la solucién en la mayoria de

puntos.

Plano de fase 4.5. RK5, ImplicitRungeKutta y la integracion de Euler.

En la tabla 4.1 se muestra algunas interacciones del plano de fase de los métodos de Runge-Kutta 5 y los
valores exactos, se verifica la cercania que existe entre los puntos de los dos métodos, en la mayoria, los
puntos son los mismo y en algunos casos los puntos varian con una décima, para el andlisis se redonde6 a

2 decimales y se utilizd los métodos de Runge-Kutta y los valores exactos.
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Y, Exacto Runge- Y, Exacto Runge-
Y, Kutta 5 Y, Kutta 5
(YY) Y,
2.08 | 0.63 0.63 0.35 0.65 0.65
086 | 0.49 0.49 0.24 0.80 0.80
063 | 0.52 0.52 0.21 0.87 0.85
031 | 0.68 0.68 0.15 111 113
017 | 1.00 1.02 0.14 121 1.23
014 | 119 119 0.13 131 1.33
013 | 1.29 1.28 112 143 142
012 | 141 141 0.12 157 1.56
012 | 154 1.56 011 171 1.69
011 | 201 2.05 0.114 187 1.83
011 | 220 2.23 0.113 2.04 2.01
012 | 262 2.60 0.115 2.23 221
016 | 3.39 3.33 0.118 2.44 242
019 | 3.68 3.69 0.12 2.66 2.62
348 | 249 2.49 0.13 291 2.83
355 | 193 192 0.24 4.03 4.07
232 | 0.69 0.70 0.39 4.64 4.64
203 | 061 0.61 177 4.86 4.87
171 | 0.56 0.55 231 4.37 4.36
152 | 053 0.52 2.84 3.73 3.80
053 | 0.55 0.55 3.27 3.03 2.99

Tabla 4.1. Tabla comparativa de los puntos del método Runge-Kutta y exacto.

Segln la investigacion realizada los métodos de Runge-Kutta logran una exactitud mayor sobre otros
métodos, estos datos también los validan otras investigaciones [11,12,34] en el que determinan que los

métodos de Runge-Kutta tienen una exactitud mayor.

Aungue el método de Runge-Kutta nos da resultados més precisos, se debe tener en cuenta que este método
requiere un coste computacional ya que el nimero de etapas del método Runge-Kutta es el nimero de veces

gue se evalla la funcion en cada paso i.

4.6 Invariantes.

Conservacion de los diferentes métodos de la funcién | (u,v) , esta es una constante del movimiento, por

tanto siempre toma exactamente el mismo valor, mientras que cada método proporcionara un error

diferente.

En el grafico 4.1 se observa la comparacion de los métodos RK5 (azul), Euler explicito (verde) y Euler
implicito (rojo), observe que RKS5 tiene una mejor conservacion de | con respectos a los otros métodos, se
puede observar que el método de Euler implicito tiene mejor conservacion de | que el método de Euler

explicito.
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Gréfica 4.1 Invariante de RK5, Euler explicito y Euler implicito

En el grafico 4.2 se comparan los métodos RK5 (azul) y los métodos de Splitting LocallyExact (rojo) y el
método Splitting Euler simpléctico (verde), se observa cémo crece y disminuye el error del invariante en

los métodos de Splitting LocallyExact y Euler simpléctico, estan sobre el método de Runge-Kutta5.

=]
]
th

=]
]
=

=]

=1

=
=

Gréfica 4.2 Invariante de RK5, LocallyExact y Euler simpléctico

En el plano 4.5 se comparan los métodos RK5 (azul) y los métodos de Splitting y Composicion: Regla
implicita del punto medio en términos del método "ImplicitRungeKutta" incorporado (verde) y método de
composicién de pasos de integracion de Euler (rojo), se observa claramente que el error invariante del
método de integracion de Euler tiene valores que aumentan y luego vuelven a disminuir, pero podemos

observar que el método RK5 es el que tiene mejor conservacion.
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Gréfico 4.3 . Invariante de RKS5, ImplicitRungeKutta y la integracién de Euler.

En anexos se encuentran los graficos de cada método analizado en esta investigacion de funcion | (u,v)

, para un mejor analisis de los resultados.
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Conclusiones

En este trabajo investigativo se realiza una breve introduccién de Wolfram Mathematica y con
mayor énfasis el manejo del comando NDSolve ya que facilita la resolucion de una ecuacion
diferencial numéricamente, se procede a analizar un grupo de métodos numericos para hallar la

solucion numérica de ecuaciones diferenciales con condiciones iniciales dadas.

Se ha tratado el modelo presa-depredador con el método de Lotka-Volterray se utilizé el modelo
U=u(v—2), v=v(1-u), sobre este se aplicd los métodos de Euler explicito, Euler implicito,

Runge-Kutta4, Runge Kutta 5 y splitting y composicion. Estos métodos se realizaron con el apoyo

de Mathematica.

Finalmente se realiz6 una comparacion entre los diferentes métodos, para esto se calculd la
solucion con el comando NDSolve y se procedié a realizar la comparaciéon con el método de
Runge-Kuttab, analizando las interacciones del plano de fase 4.2 se puede determinar que el
método de Runge-Kutta5 tiene muy buena precision y se asemeja a la solucién que se obtuvo con
el comando NDSolve. EI método Runge-Kutta muestra mejor precision que los demas métodos
estudiados en esta investigacion, esto podemos determinar gracias al analisis de los diagramas de

fase y la tabla de puntos de las interacciones de cada método (Anexos).
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Anexos

Método de Runge-Kutta
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Método splitting y composicion (LocallyExact )
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Método splitting y composicion (Integracién de Euler)
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Método splitting y composicién (ImplicitRungeKutta)
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