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Resumen

Este documento trata sobre la Estancia en Practicas en el Departamento de Informéatica del
Hospital General de Castellén de la Plana y el Trabajo Fin de Grado de la asignatura MT1030-
Prdcticas Fxternas y Proyecto Fin de Grado del Grado en Matematica Computacional de la
Universidad Jaume 1.

FEl documento se divide en dos partes. En la primera, se describe la migracién de un sis-
tema web en Joomla a Wordpress, llevado a cabo durante la Estancia en Préacticas. En la
segunda parte, se describe la capacidad para aproximar funciones continuas que tienen ciertas
redes neuronales artificiales, y se muestran algunos ejemplos de redes que pueden realizar esta
aproximacion.
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Capitulo 1

Introduccion

Este documento presenta las tareas llevadas a cabo durante la Estancia en Pricticas y
describe el Trabajo Fin de Grado, que trata sobre la capacidad de aproximar funciones continuas
que presentan algunas redes neuronales artificiales.

En el segundo capitulo se detalla la Estancia en Practicas en el Departamento de Informatica
del Hospital General de Castellén. El objetivo principal de estas practicas era el de llevar a cabo
una migracién de un sistema web desarrollado en Joomla a la plataforma web Wordpress. Este
sistema albergaba las pdginas web de algunos centros de salud de la provincia de Castellén y
los departamentos en los que se divide el Hospital General. La funcionalidad del nuevo sistema
se debia mantener para que los usuarios de éste no rechazaran el cambio de la nueva plataforma
encargada de gestionar dicho sistema. En este capitulo también se describen las tareas llevadas
a cabo para configurar el servidor encargado de almacenar todo este sistema web.

En el tercer capitulo se presenta el Trabajo de Fin de Grado. En primer lugar se introducen

las redes neuronales artificiales, las cuales intentan imitar la estructura y el comportamiento
del cerebro humano. A continuacién, se describe, desde un punto de vista tedrico, la capacidad
aproximativa de funciones continuas que presentan ciertas redes neuronales. Para ello, se estu-
dian dos resultados cldsicos del Anélisis Matematico: los teoremas de Kolmogorov (1957) y de
Stone-Weierstrass (1937).
Primero se prueba, aprovechando el Teorema de Kolmogorov, la capacidad aproximativa uni-
versal de las redes neuronales, tipo perceptron. En la segunda parte del capitulo, se demuestra el
Teorema de Stone-Weierstrass, resultado clave en el contexto de la aproximacion de funciones, y
se analizan qué hipétesis del citado teorema son satisfechas automaticamente por ciertas redes
neuronales. Para finalizar este capitulo, se muestran algunos ejemplos de redes que poseen esta
capacidad aproximativa como consecuencia del Teorema de Stone-Weiestrass.



En el dltimo capitulo se enumeran las conclusiones que se derivan de la Estancia en Préacticas
y del Trabajo Fin de Grado.



Capitulo 2

Estancia en Practicas

2.1. Introduccion

En este capitulo se desarrolla el proyecto que he llevado a cabo durante mi Estancia en
Practicas. La empresa en la que he desarrollado el proyecto es el Departamento de Informética
del Hospital General Universitario de Castellén. Durante dichas practicas, el supervisor que
me han asignado ha sido David Sdez Baixauli, director del Servicio de Informética del citado
Hospital, junto con Sara Querol.

2.2. Objetivos del proyecto formativo

El objetivo del proyecto a desarrollar durante las Estancia en Practicas era el de realizar una
migracién de un sistema web integrado en la plataforma Joomla 1.5 a la plataforma Wordpress
4.5.2.

Tanto Joomla, como Wordpress, son plataformas web que sirven para crear y administrar
cualquier tipo de sitio web, aunque principalmente se utilizan para albergar blogs.

2.3. Explicacion detallada del proyecto realizado en la empresa

El sistema web que se debia migrar era el siguiente conjunto de paginas web:
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= Comision de calidad asistencial

= Comisién de docencia

= Centro de salud de Almazora

= Centro de salud Pintor Sorolla

= Centro de salud Rafalafena

» PAC (Punto de Atencién Ciudadana) Benlloch - Vall d’Alba
= Dermatologia

= Digestivo

= Medicina Preventiva

= UCI

» UDCA (Unidad de Documentacién Clinica y Admisién)
= Urgencias

= Soporte

» DSCS (Departamento de Salud de Castellén)

De este conjunto, no era necesario migrar las paginas de Soporte y de DSCS. La de Soporte
se debia suprimir. Por contra, en lugar de la de DSCS, se crearia una pagina con enlaces a las
demas secciones.

Cada una de las paginas web tenia su propia instalacién de Joomla 1.5. Esto quiere decir
que cada una de estas secciones tenia su propio contenido. Por lo que era necesario realizar la
migracion de cada una de estas secciones.

Ademas, todas las secciones debian de estar bajo una misma instalacién de Wordpress. De
este modo, habria uno o varios administradores para cada sitio, y un superadministrador que
se encargaria de gestionar todos los sitios de una forma global. Esto se consigue con Wordpress
Multisite. Para ello se debe configurar esta opcién después de la instalacion.
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2.4. Planificacién temporal de las tareas

2.4.1. Primera Quincena

La primera parte del proyecto que se habia de llevar a cabo consistia en elegir qué plataforma
iba a albergar el nuevo sistema web. Las dos alternativas que se planteaban eran la de Joomla
3.5 o la de Wordpress 4.5.2. Ambas plataformas funcionan para crear y administrar cualquier
tipo de sitio web.

Después de una busqueda sobre qué plataforma se adaptaba mejor a las necesidades del
sistema web, decidimos elegir Wordpress 4.5.2 como la plataforma que albergaria dicho sistema.
El principal motivo de esta decision era la facilidad de manejo que tiene Wordrpess para la
edicién y creacién de lugares web, ya que los futuros usuarios del sistema iban a ser médicos/as
y enfermeros/as, por lo que debia tener un manejo sencillo.

2.4.2. Segunda Quincena

En este periodo me informé sobre las posibles formas de realizar la migraciéon. La mayoria
de opciones eran la utilizacién de un “plugin” (un complemento de Wordpress que aumenta
su funcionalidad) dentro de la instalacién de Wordpress, para que cogiera el méximo contenido
posible para realizar la migracién. El inconveniente de este método era que los ments, los ficheros
descargables y las categorias con tilde en su nombre no los migraba, por lo que era necesario
realizar la migracion de este contenido de forma manual.

Una vez asimilado el proceso a seguir, instalé Wordpress 4.5.2 en el servidor local Wam-
pServer. A continuacién, instalé los “plugins” candidatos a realizar la migraciéon (CMS2CMS,
Joomla/Mambo To WordPress Migrator y FG Joomla to WordPress). Estos “plugins” eran
gratuitos y migraban contenido similar. Pero para ver que “plugin” se adaptaba mejor a la mi-
gracion a realizar, probé los tres sobre la seccién de Urgencias para ver realmente que contenido
se migraba. Después de esta prueba, observé que el “plugin” que mas contenido migraba era
Joomla/Mambo To WordPress Migrator. Por este motivo decidi utilizar ese “plugin”.

2.4.3. Tercera Quincena

Durante esta quincena, utilicé el “plugin” Joomla/Mambo To WordPress Migrator para
realizar la migracién de la seccién de Urgencias. A continuacién, revisé todo el contenido que
faltaba por migrar o corregir.
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Faltaba corregir los nombres de las categorias en las que se agrupaban las entradas, crear
los ments, subir los ficheros y revisar los usuarios.

Para llevar a cabo estas modificaciones, tuve que ver si con los “plugins” que trae por defecto
Wordpress se podia hacer, ya que lo que se pedia era que el funcionamiento que debia tener
fuera lo mas cercano al funcionamiento que nos daba Joomla para que a los usuarios de esta
nueva plataforma no vieran el cambio brusco de la migracién.

Después de analizar como veia el usuario los ments, cémo se descargaban los ficheros, y
compararlos con lo que ofrecia Wordpress, decidi instalar dos nuevos “plugins”: Wordpress
Download Manager y Custom Menu Wizard Widget. El primero era para llevar a cabo la
gestion de los ficheros y el segundo para crear los ments de una forma més parecida a la de
Joomla. Ademds, para el primero tuve que instalar algunos complementos para aumentar su
funcionalidad.

Después de esto, subi todos los ficheros descargables (pdf, doc, jpg, ppt, ...) que habia en la
plataforma de Joomla con el “plugin” Download Manager que acababa de instalar. Un problema
con el que me encontré es que tuve que cambiar el tamano maximo de los ficheros que permitia
subir Wordpress, ya que estaba limitado a 2Mb y lo aumenté a 32Mb para poder albergar todos
los documentos.

Una vez hecho esto, pasé a revisar los usuarios. Habia que eliminar usuarios porque la base
de datos de Joomla habia sido hackeada y habian anadido usuarios falsos. Por lo tanto, era
necesario hallar estos usuarios y eliminarlos.

A continuacion pasé a modificar los nombres de las categorias que no se habian migrado
correctamente, y si en alguna categoria faltaba alguna entrada, la anadia.

Acto seguido, creé los ments. En primer lugar, hice los menus simples con las herramientas
bésicas de Wordpress. Utilizé el “plugin” de Custom Menu Wizard Widget para crear menus
dindmicos de tal forma que al pulsar sobre un objeto del ment, desplegara su subment en caso
de que tuviera.

Después de esto, lo que hice fue tratar de mostrar las paginas tal cual se veian en Joomla.
Tuve que instalar otro “plugin” (Simple Links) para gestionar los enlaces, ya que en Joomla se
utilizan mucho y en Wordpress no se conseguia una funcionalidad parecida. Con este “plugin”
anadia enlaces y ademads me permitia categorizarlos para realizar un posterior listado de enlaces
por categorias. El “plugin” de Download Manager me permitia también hacer una selecciéon de
documentos por categorias. En tdltimo lugar, se debia modificar el aspecto visual del tema y de
los “plugins” para que fuera parecido y tuviera consistencia. Para ello, lo que tuve que hacer
fue modificar el estilo de Wordpress. Es decir, editar los ficheros de estilo (.css) que utilizaran
el tema elegido y los “plugins”.
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2.4.4. Cuarta Quincena

Lo primero que hice durante esta quincena fue mostrarle a Sara Querol (mi supervisora junto
con David Séez) los avances en la migracién. Me dijo que queria que la instalacién de Wordpress
4.5.2 fuera “multisite”. Esto es, que bajo una misma instalacién de Wordpress, pudiéramos
tener varias webs independientes que serian las secciones anteriores. Por lo tanto, bajo un sitio
principal, se podrian gestionar todos los demds sitios. Por lo tanto, reinstalé Wordpress y lo
configuraré para que fuera “multisite”.

En la nueva instalacién puse la seccién de Urgencias que ya habia realizado con anterioridad,
con todo el contenido ya migrado.

Después de esto, lo que hice fue continuar con la migracién. El siguiente sitio a migrar fue
el de UDCA. Este sitio apenas tenia contenido por lo que hubo que hacerlo desde cero. Esto fue
sencillo porque al establecer previamente un tema por defecto para todos los sitios, cuando se
creaba un nuevo sitio incorporaba este tema de forma automatica. El tnico inconveniente fue
el de crear unos pequenos menus para que en un futuro tuviera una pequena estructura para
poder continuar a partir de ella con la creacién de nuevo contenido web.

Por 1ltimo, durante esta quincena, lo que hice fue migrar la seccién de UCI. Este sitio ya
tenia mucho mas contenido, por lo que la migracion fue mas extensa que en el anterior caso.
En primer lugar, utilicé el “plugin” de migracién para migrar el contenido. En segundo lugar,
modifiqué todas las categorias que no se habian migrado correctamente. A continuacién, subi
todos los documentos descargables que habia en la antigua pagina de Joomla. Después de esto,
creé todos los menis para dar acceso a todo el contenido del sitio, ademas de darle los mismos
permisos de acceso y de qué contenido se podia descargar para la web.

En dltimo lugar, habia algunos usuarios que no se migraban. Después de investigar por qué
no se llevaba a cabo la migracién de algunos usuarios, llegué a la conclusién de que al poner
todos los usuarios de Joomla en una misma base de datos (recordemos que en Joomla estaban
en instalaciones diferentes, por lo tanto en bases de datos distintas) daba la casualidad de que
algunos usuarios tenfan el mismo nombre, por lo que un nuevo usuario con ese mismo nombre
no se podia insertar en la base de datos.

2.4.5. Quinta Quincena

En este periodo, la planificacién fue la de configurar el nuevo servidor que albergaria la
nueva red de sitios en la plataforma de Wordpress Multisite. Este servidor era un Windows
Server 2008 R2.
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En primer lugar, accedi de forma remota al servidor e instalé el entorno WampServer. A
continuacién lo configuré para que albergara, de una forma mas 6ptima y con las funcionalidades
deseadas, la plataforma web. La configuracién realizada fue la siguiente:

= Habilitar los médulos de Apache rewrite_module, proxy_module, proxy_connect_module,
proxy_http_module.

= Habilitar las extensiones de php php_openssl, php_curl, php_sockets, php_openssl.
= Habilitar en “settings” de php file_uploads, php_sockets, php_openssl.

= Ampliar el tamano de memoria de phpMyAdmin.

= Habilitar el inicio automatico de WampServer al iniciar el servidor.

= Anadir una nueva norma en el “firewall” para el protocolo TCP por el puerto 80 para
permitir conexiones.

En ultimo lugar, creé la base de datos que albergaria todo el sistema web a través de
phpMyAdmin. A continuacién, instalé Wordpress y lo configuré para que fuera “multisite”.
Después de esto importé la antigua base de datos (la que contenia los datos de la seccién de
UCI, UDCA y Urgencias) y los ficheros de cada sitio.

Una vez hecho todo esto, ya tenia en el servidor definitivo la migracién de las tres secciones
migradas hasta la fecha.

2.4.6. Sexta Quincena

Durante este periodo, escribi un manual de uso para el superadministrador de toda la red.
Este, ademds de servir como guia para la gestién de la propia plataforma de Wordpress Multisite,
también incluye los pasos de la instalacién realizada sobre el servidor, asi como la configuracion
de dicho servidor. El motivo es que en un futuro se sepa todo lo que se hizo sobre ese servidor.

Durante la realizacién de este manual, continué con la migracién de los demés sitios. Algunos
de estos estaban vacios por lo que solo habia que crearlos.

El dltimo dia de esta quincena, realicé una presentacién en la que mostraba la nueva platafor-
ma web al equipo de Informaética del Hospital General. En esta presentacién también les ensené
a utilizar Wordpress Multisite para crear todo el contenido que en un futuro fuera necesario y
el que iban a utilizar los médicos administradores de cada sitio.
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Después de esta charla, Sara Querol y David Sdez me comentaron algunas aspectos a mejorar
sobre la nueva plataforma. Entre éstos, habia algunos relacionados con el aspecto que presentaba
la pagina web y otros con la validacién de usuarios por LDAP (Lightweight Directory Access
Protocol); esto es, que para acceder a la web, valiera el mismo usuario que tiene el personal de
cada seccion para acceder a los ordenadores de los centros. Corregi lo del estilo de la web.

2.5. Estimacion de recursos del proyecto

Para el desarrollo del proyecto, tuve a mi disposicién un ordenador de sobremesa con dos
pantallas y con acceso a Internet. A través de este equipo realizaba una conexién remota con
el servidor Windows Server 2003 que albergaba la plataforma web de Joomla y al servidor
Windows Server 2008 R2 que albergaria la migracion a Wordpress.

2.6. Grado de consecucién de los objetivos propuestos

El objetivo principal de la Estancia en Practicas era el de realizar una migraciéon de Joomla a
Wordpress. Lo consegui migrando el sistema web en Joomla 1.5 a Wordpress 4.5.2. La instalacion
de Wordpress pasé a ser “multisite”, por lo que se podia gestionar todo el contenido bajo una
Unica instalacién como se requeria. Este contenido tenia el mismo diseno en todas las secciones.

Ademsds de esto, también logré depurar la base de datos de los usuarios para dejar sélo los
usuarios validos, y por ultimo consegui realizar una configuracién que facilitaria la creacion de
nuevos sitios web, ya que venia el tema por defecto.

Por otra parte, por falta de tiempo, no pude llevar a cabo la validacién por LDAP, ni
tampoco una optimizacién de Wordpress para evitar que la modificacion simultianea de las
secciones realizadas por varios administradores colapsara el servidor y por lo tanto, fuera algo
mas lento Wordpress.
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Capitulo 3

Memoria TFG

3.1. Introduccion

Una red neuronal artificial es un modelo matemético formado por una red interconectada
de unidades simples, denominadas neuronas. Estas neuronas reciben unos datos de entrada, los
analizan, y deciden qué hacer con ellos en base a la experiencia adquirida. Esto es, pasarlos a
otras neuronas a través de las conexiones o directamente como salida aplicando algin tipo de
funcién.

Las redes neuronales presentan las siguientes propiedades:

= Tienen la capacidad de realizar un aprendizaje adaptativo. Es decir, pueden realizar tareas
a partir de un entrenamiento.

= Son auto-organizativas. Esto quiere decir que la red se organiza y se modifica con el fin
de llevar a cabo un objetivo concreto.

= Tienen tolerancia a fallos, tanto para informacion de entrada incompleta, con distorsién,
como para un fallo en ciertos nodos de la red. Esto es posible ya que existe cierto grado
de redundancia de la informacién almacenada de la red neuronal.

= Realizan las operaciones en tiempo real. Debido a su implementacién en paralelo, es posible
ejecutarlas en paralelo, asi se ahorra tiempo de entrenamiento y ejecucion.

Las redes neuronales artificiales surgen de la necesidad de imitar el comportamiento de
la mente humana a la hora de aprender y recordar cosas. Las redes neuronales artificiales se
asemejan al funcionamiento de las redes neuronales biolégicas.
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Una red neuronal bioldgica estd formada por neuronas (ver figura . En cada neurona,
las dendritas son las encargadas de recibir un impulso eléctrico. Estos impulsos se suman y
se convierten en una senal que es trasmitida al soma. Si el valor de la senal proveniente de las
dendritas es mayor que el valor umbral del cuello del axén, la sefial se trasmite al axén (neurona
excitada). En caso contrario, no se trasmite esta sefial (neurona no excitada). Esta senial puede
ir a otra neurona o directamente al sistema nervioso para responder a esta senal.

SOMA

CUELLO DEL AXON

DENDRITAS

Figura 3.1: Neurona Biolégica

3.2. Redes neuronales artificiales

En esta seccién vamos a explicar el funcionamiento de una red neuronal artificial. Para ello
vamos a explicar el funcionamiento de las neuronas que forman las redes neuronales (ver figura

32).

ENTRADAS PESOS
SINAPTICOS

FUNCION DE
TRASFERENCIA
O DE ACTIVACION SALIDA

G() Y

NEURONA

POTENCIAL
© POSTSINAPTICO

UMBRAL O BIAS

Figura 3.2: Neurona Artificial
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Las entradas x; son los datos que recibe la neurona para procesar. Cada entrada tiene un
valor asociado w;, que se conoce como peso sindptico. Este valor es un factor de importancia, que
durante el entrenamiento de la red neuronal, varia para que tenga un mejor comportamiento.
A continuacién, podemos ver lo que es en si la neurona o nodo. En ella calculamos un valor en
funcién de las entradas y de los pesos, denominado potencial postsinaptico.

Una operacién muy utilizada para calcular el potencial postsindptico consiste en realizar el
sumatorio de las entradas por los pesos

n
E T;W;
i=1

A continuacién, un valor umbral 8 que indica a partir de qué valor del potencial postsinaptico
se activa la neurona o se produce una salida significativa. Por ultimo, aparece la funcién de
trasferencia o de activacién o que se aplica a la diferencia entre el potencial postsinaptico y el
umbral, y devuelve el valor de salida de la neurona. Es decir, este valor es

n
o E z,w; — 0
i=1
Las funciones de activaciéon méas usadas son las sigmoidales:

Definicion 1 Una funcién sigmoidal es una aplicacion
o:R— I(I =][0,1])

tal que . lim o(t) =1 v, lim o(t) =0

—>+00 —>—00

Las funciones de activacién sigmoidales méas destacadas son las siguientes:

1 si >0
La funcién de Heaviside o escalén:  o(z) =
0 si <0

1

La funcién sigmoide o logistica:  o(z) = 1=
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1 si rz>1
La funcién lineal a trozos o rampa unidad: o(z) =< z si 0<z <1

0 si z <0

3.2.1. El perceptrén multicapa

En este apartado vamos a explicar una red neuronal a partir del perceptrén multicapa. Esta
es una de las redes neuronales mas conocida y usada. En este tipo de red la informacion fluye
tunicamente desde la entrada hasta la salida. Esto se conoce con el nombre de una red hacia
delante (feedforward).

La arquitectura de la red se divide en la entrada, las capas ocultas y la salida (ver figura
. En primer lugar tenemos la entrada de la red que son los datos que recibe la red para
procesar y se conectan a las primeras neuronas de la primera capa oculta. Las capas ocultas son
el conjunto de neuronas que no estan conectadas directamente con la entrada. Estas neuronas
estan organizadas por capas y cada neurona de una capa, normalmente conecta con todas las
neuronas de la capa siguiente sin formar ningtn tipo de bucle. Esto se conoce como conectividad
total.

ENTRADA CAPAS OCULTAS SALIDA

y g %, ..., Xy)

Figura 3.3: Perceptron multicapa con una capa oculta y una unidad de salida. Es posible anadir
mas capas ocultas a la red y también maés unidades de salida
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El funcionamiento de cada neurona es el mismo que acabamos de ver en la figura Por
simplificar la representacién en la figura dibujamos la neurona juntamente con la funcién
de transferencia. La funcion de trasferencia que utiliza el perceptrén multicapa suele ser una
funcién sigmoidal como las descritas anteriormente.

Por lo tanto la salida del perceptrén de la figura queda de la siguiente forma:

J N
y(.%'l,.%'g,...,xN) :ijO'j <wax7«+9]) (31)
j=1 i=1

siendo J el nimero de neuronas de la capa oculta, o; una funcién de trasferencia sigmoidal, w;
el peso sindptico entre la neurona j y la neurona de la tltima capa y w;; el peso sindptico entre
la entrada ¢ y la neurona j de la capa oculta.

3.3. Aproximacion de funciones utilizando redes neuronales

En este apartado vamos a ver dos teoremas (Teorema de Kolmogorov y Teorema de Stone-
Weierstrass) a partir de los cuales se obtienen las propiedades aproximativas de ciertas redes
neuronales.

3.3.1. Teorema de Kolmogorov

Vamos a empezar enunciando el Teorema de Kolmogorov, que demuestra que una funcion
continua de n variables definida en el conjunto I = [0,1]" puede representarse como sumas y
composiciones de un namero finito de funciones de una sola variable.

Este teorema surge para ayudar en la solucién del problema 13 de Hilbert, en el que se dice
que las raices de la ecuacién

2T ard+ b2 +ex+1=0

como funcién de los coeficientes a, b y ¢ no son representables como sumas y composiciones de
funciones ni siquiera de dos variables.

Definicion 2 Sea una funcion f : R — R. Diremos que f es mondtona creciente cuando,
para todo x,y € R con x <y se cumple que f(x) < f(y).
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Definicion 3 Una funcion continua f : X — Y definida entre los espacios topologicos X e
Y, es universal si para cada funcion continua g : X — Y, existe un punto x € X tal que

f(z) =g()

Teorema 1 (Kolmogorov 1957) Para cada entero n > 2 existen n X (2n + 1) funciones
mondtonas crecientes Ppq, conp=1,2...nyq=1,2,...,2n+ 1 con la siguiente propiedad:

Para cada funcion continua de valor real, f : I" — R; existen funciones continuas ¢g,
q=1,2,....2n+ 1, tales que

2n+1 n

F@1, 2, n) = D Gg | D tpg(p) (3.2)
q=1 p=1

Las funciones vp, son universales, y no dependen de f y las funciones ¢4 son continuas, de una
sola variable y dependen de f.

Vamos a centrar nuestros resultados sobre perceptrones con una unidad de salida. Pa-
sar a redes neuronales con varias unidades de salida es inmediato, ya que por la universali-
dad de las funciones 1, del Teorema de Kolmogorov (Teorema (1), podemos conseguir una
aplicacién g : R® — R™ a partir de m perceptrones multicapa con una sola unidad de
salida, donde cada perceptrén tiene una funciéon f; : R* — R, ¢ = 1,...,m; en este caso

9(x) = (f1(2), f2(2), -w.; fn ().

Vamos a analizar perceptrones multicapa y sus aplicaciones para la aproximacién de funcio-
nes. Recordemos que este tipo de red neuronal calcula funciones de la forma

k
fl@)=> aio(bi-z+c) (3.3)
i=1
donde o es una funcién de activacién sigmoidal, a;, ¢; € R, b;, x € R™" k € N.
Veamos un teorema de aproximacién derivado del Teorema de Kolmogorov (Teorema (1)) y
basado en las funciones anteriores (3.3]), que muestra la capacidad aproximativa universal de

ciertas redes neuronales:
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Definicion 4 Diremos que una funcion f : R — R es uniformemente continua cuando, pa-
ra cada € > 0, podemos encontrar un 6 > 0 tal que, si v,y € R con |z —y| < 8, entonces

[f(z) = fly)| <€

Teorema 2 (Kirkovd 1992) Seann € N, n > 2,0 : R — I una funcion sigmoidal continua,
feC(I") ye un nimero real positivo. Entonces existen k € N y funciones ¢;, 1pq € S(o) tales
que para cada x = (x1,T2,...,x,) € I" se cumple que

=1

k n
f(x17$2a---7$n)_z¢i Z@Z}pq(l‘p) <e€
p=1

donde S(o) es el conjunto de funciones del tipo

Demostracion. Por el Teorema de Kolmogorov (Teorema (1)), sabemos que existen funciones
continuas monétonas crecientes 1,4 y funciones continuas ¢, tales que

2n+1 n

f($17x27 axn) = Z d)q prq(xp)
q=1 p=1

Sea [a,b] C R tal que parap=1,2,....n,¢=1,2,....,2n+ 1 y ¢p,(I) C [a,b].

k

El conjunto de funciones f : [a,b] — R, con f(z) = Zwm(vix + u;) donde 0 : R — [
i=1

es una funcién sigmoidal continua y w;, v; y u; (i = 1,2, ..., k) son nimeros reales, es denso en

C ([a,]).

Por ser denso, para cada ¢ = 1,2, ...,2n + 1, existe una funcién g, € S(o) tal que

€

mpara todo x € [a, b] (3.4)

194(7) — ¢g()] <

Debido a que las funciones g, son uniformemente continuas, existe 6 > 0 tal que

€

si |z —y| < 6 entonces |gq(z) — gq(y)| < Gnent 1
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Ademsds, parap=1,2,...,n,y ¢ =1,2,...,2n + 1 existen hy, € S(o) tales que

|hpg(x) — 1pg(2)| < 6 para todo x € I

De (3.5) v (3.6]) concluimos que

y también

2n+1 2n+1

n
qu Z pg(Zp) qu prq (@p) || < 5
q=1 p=1

De (3.4) concluimos que

Dol

2§1 Pq (Z Upq(Tp ) 2§1 9q (Z Vpq(Tp ) <

Por lo tanto,

2n+1 n

f(fflax% a$n> - Z 9q thq(xp)
q=1 p=1

2n+1 n 2n+1 n

= Z g prq(mp Z 9q th (zp)
q=1 p=

p=1 1

IN

2§1 Pq (Z Ypq(Tp ) 2§—:1 9q (Z Vpq(Tp )
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2n+1 n 2n+1 n

+ qu prq(xp) - qu thq(mp)
q=1 p=1 q=1 p=1

3.3.2. Teorema de Stone-Weierstrass

Vamos a continuar con el que se considera el resultado mas importante en la teoria de
aproximacion de funciones, el Teorema de Stone-Weierstrass. Este teorema es una generalizacién
del clasico Teorema de Weierstrass (1885) sobre la densidad de los polinomios en el espacio de
funciones reales continuas definidos sobre en un intervalo cerrado.

La generalizaciéon de Stone (1937) demuestra que las dlgebras de funciones continuas son
uniformemente densas en C'(X) para cualquier X compacto, no necesariamente un intervalo
cerrado. Recordemos que, si X es un espacio compacto de Hausdorff, denotamos por C'(X) el
conjunto de todas las funciones reales continuas en X.

Antes de empezar con el enunciado del teorema y su demostracién, vamos a ver algunas
definiciones, propiedades y proposiciones necesarias.

Definicién 5 Se dice que un espacio topoldgico (X,T) es de Hausdorff si dados dos puntos x e
y € X con x #y existen entornos disjuntos, es decir, v(x), v(y) € T tales que v(z)v(y) =@

Definicion 6 Se dice que un espacio topoldgico X es compacto si todo recubrimiento abierto
de X admite un subrecubrimiento finito.

Definicion 7 Se dice que un espacio topolégico X es mormal si, y solo si, para cualquier par
de cerrados disjuntos F' y F', existen dos entornos disjuntos, V. y V', tal que F CV y F' C V'.

Definicion 8 Un reticulo es un conjunto L en el que cualquier conjunto finito tiene supremo
e infimo y estan en L. Si L es un reticulo y x ey € L, denotaremos x\/y = maz[x,y], y

x \y = min[z,yl.
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Lema 1 (Urysohn 1924) Si X es un espacio normal, entonces para cada par de subconjuntos
cerrados y disjuntos A y B de X existe una funcion continua f : X — [0,1] tal que f(A) C {0}

y f(B) € {1}.

Lema 2

1. Sea X un espacio topoldgico normal. Por el Lema de Urysohn (Lema, existen suficientes
funciones para separar puntos, esto es, que dados dos puntos distintos x ey € X, podemos
encontrar una funcion f en C(X) con f(x) # f(y).

2. El espacio C(X) es un espacio vectorial porque cualquier funcién multiplicada por una
constante es continua, y la suma de dos funciones continuas es continua.

3. El espacio C(X) es un espacio vectorial normado si definimos ||f|| = sup|f(x)|, y un
espacio métrico si tomamos p(f,q) = ||f — g||.

4. El espacio C(X) tiene una estructura de anillo, ya que el producto f - g de dos funciones

fygeC(X), estd en C(X).

5. Un subespacio vectorial A de C(X) es un dlgebra si el producto de dos elementos de A,
sigue estando en A.

6. El espacio C(X) tiene una estructura de reticulo. Recordemos que un subespacio L de
C(X) serd un reticulo si para cada par de funciones f y g € L tenemos que (g\/ f)(x) y
(g f)(z) estdn en L también.

Proposicion 1 Sea L un reticulo de funciones continuas reales sobre un espacio X compacto,
y supongamos que la funcion h(x) = }nfL’f@) es continua. Entonces, dado un € > 0 podemos
€

encontrar una funcion g € L que cumpla que 0 < g(z) — h(x) < € para todo z € X.

Demostracion: Para cada x € X tenemos una funcién f, € L tal que f,(z) < h(z) +¢/3. Como
fz v h son funciones continuas, existe un abierto O, que contiene a x tal que

\fe(y) — fz(x) < § ¥ [h(y) —h(x)] < § paratodoy € O;.

De las tres expresiones anteriores deducimos que f,(y) —h(y) < € para todo y € O,. El con-
junto de abiertos O, cubre X. Entonces habrd un nimero finito de abiertos {Oy,, Oy,, ..., Oz, }
que cubriran X por ser X compacto. Sea g = fz; A fzo \--- A\ fz,,- Por ser L un reticulo, g € L.
Dado un y € X, podemos elegir un ¢ tal que y € O, y de esta forma tendremos que
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9(y) = hy) < fe,(y) —h(y) <e W

Ahora ya podemos enunciar el Teorema de Stone-Weierstrass para reticulos.

Teorema 3 (Stone-Weierstrass para reticulos) Sea X un espacio compacto, y L un reticu-
lo de funciones continuas reales definidas sobre el compacto X, con las siguientes propiedades:

(1) El reticulo L separa puntos. Esto quiere decir que para cualesquiera x e y con x # vy,
existe una funcion f € L que cumple que f(z) # f(y).

(2) Si tenemos una funcion f € L, y una constante real ¢ € R, entonces cf y c+ f pertenecen
a L también.

Entonces dada una funcion h € C(X) y un € > 0, existe una funcion g € L tal que para
todo punto x € X cumple que

0<g(z)—h(z) <e.

Antes de pasar a ver la demostracién de este teorema, enunciaremos y probaremos dos lemas
previos, que utilizaremos en la propia demostraciéon del teorema.

Lema 3 Sea L un reticulo de funciones reales sobre un espacio compacto X que satisface las
propiedades Y del Teorema @ Entonces dados cualesquiera constantes reales a y b y
cualesquiera par de puntos x ey distintos de X, existe una funcion f € L tal que f(z) =a y

fly)=1b

Demostracion: Sea g una funcién en L con g(x) # g(y). Sea

_ (a=b)g(®) , bg(z)—ag(y)
ft) = g(z)—g(y) - g(z)—g(y)

Entonces f € L por la propiedad y sustituyendo en f, tenemos que f(z) =a, f(y)=b0 M
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Lema 4 Sea L un reticulo de funciones reales sobre un espacio compacto X que cumple las
propiedades Y del Teorema @ Sea a y b unas constantes reales con a < b. Sea F' un
conjunto cerrado de X, y p ¢ F. Entonces eziste una funcion f € L con f(x) > a, f(p) =a y
f(z) > b para todo x € F.

Demostracion: Por el Lema (1| podemos elegir una funcién f, con f.(p) = ay fo(x) =b+1,
para cada x € F. Sea Oy = {y : fz(y) > b}. El conjunto de {O,} cubre F, y como F' es
compacto, podemos encontrar un nimero finito de abiertos {O,,, Oy,, ..., Oz, } que cubren F.

Sea f(z) = fo, () foo(x) V...V [z, (x). Entonces f € L, f(p) =ay f(x) > ben F. Si ahora
renombramos a f como f\/a entonces nos aseguramos de que f >aen X N

Demostracion del Teorema @ Como L es un conjunto no vacio, de la propiedad sabemos que
la funcién constante estd en L. Por otro lado, definimos L' = {f(z) : f(z) € L'y f(z) > g(z)}
paraz € X y g € C(X). Si podemos demostrar que para cada p € X tenemos que g(p) = inf f(p)
con f € L', esto es, la Proposicién [1, entonces ya tendremos lo que buscamos.

Vamos a definir el conjunto F' = {z : g(x) > g(p) + n} siento n un nimero real positivo.
Sabemos que F' es cerrado, ya que g es continua. Ademds, como X es compacto, g estd acotada
en X por M, es decir g(x) < M para todo x € X. Por el Lema |4}, existe una funcién f € L tal
que f(z) = g(p) +n, f(p) =9(p) +n,y f(z) > M en F. Como g(z) < g(p) + 7 en F, tenemos
que f(z) > g(x) en X. Por lo tanto f € L',y f(p) < g(p) +7n. Como este n habfamos dicho que
es un numero real positivo cualquiera, tenemos que g(p) = inf f(p) con f(z) e L' N

Acabamos de ver los lemas, proposiciones y teoremas previos para ser capaces de demos-
trar el Teorema de Stone-Weierstrass, asi que pasamos ahora a enunciarlo y posteriormente a
demostrarlo.

A partir de la versién para reticulos del Teorema de Stone-Weierstrass (Teorema podemos
obtener la version mas conocida de este Teorema; su versién para algebras.

Teorema 4 (Stone-Weierstrass 1937) Sea X un espacio compacto y A un dlgebra de fun-
ciones reales continuas definidas sobre X . Supongamos que A separa puntos en X y contiene las
funciones constantes. Entonces dada cualquier funcion continua f € C(X) y un € > 0, existe
una funcion g € A tal que para todo x € X tenemos que |g(x) — f(x)| < €. Es decir, A es denso

en C(X).

Demostracion: Si conseguimos probar que la clausura de A en C(X) es un reticulo, por el
Teorema (3| tendremos que ese A es denso en C(X).

Sea A la clausura de A € C(X). Entonces A consiste en todas las funciones sobre X que
tienen limite uniforme desde A. Sea f € A con || f|| < 1. Entonces dado un € > 0, tenemos que
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Ilf(x)| — P(f(z))|| <€, donde P(s) es un polinomio que vamos a describir.

o0

Sea Z cnt™ la serie binomial para (1—t)1/ 2. Esta serie converge uniformemente paraun t € [0, 1],

n=0
entonces podemos elegir un N que para todo t € [0, 1] tengamos que H(l — )12 — QN(t)H <€
[o¢]
siendo Qn(t) = cht”. Sustituyendo ¢ por 1 — s? tenemos que H\s\ —Qn(1— 82)H < e Si
n=0

definimos P(s) = Qn(1 — s?) tenemos que |||s| — P(s)| < €. Por lo tanto podemos deducir que
P(f(x) = Qn (1 f(x)?). B B
Como A es un &lgebra que contiene las funciones constantes, P(f(x)) € A. Ademés como A es
un conjunto cerrado de C(X), tenemos que |f(z)| € A. Pero tenemos que

fNag=3(f+g) +3f -4l
FNg=2%(f+g) —3If gl

Entonces A es un reticulo y, por el Teorema (3, A es C(X) W

El resto de esta seccién estd dedicada al estudio de algunas redes neuronales que satisfacen
las hipétesis del Teorema de Stone-Weierstrass.

Estas redes tienen normalmente forma de arbol, y estdn estructuradas en varias capas,
teniendo una tnica salida final (realizando N copias de la red, podriamos obtener N salidas).
En las capas ocultas de la red, cada neurona tiene una tnica salida que va hacia otra neurona.
Por 1ltimo, las funciones de activacion que utilizan son funciones sigmoidales.

Veamos como se comportan, en general, las redes neuronales en relacién a las hipdtesis del
Teorema de Stone-Weierstrass.

La primera hipétesis requiere que la red neuronal sea capaz de albergar la funcién identidad
f(x) = 1. Una forma de ver esto es poner todos los pesos sindpticos de las red neuronal a 0,
excepto el peso de una entrada de la ultima neurona. De esta forma aseguramos que la salida
de la red neuronal es 1.

La segunda hipoétesis es la de separabilidad de puntos. La red neuronal ha de ser capaz de
procesar funciones que separen puntos, es decir, que en cada par de puntos, la red tome valores
distintos. Esta hipétesis se cumple si la red neuronal es capaz de procesar una funcién estricta-
mente mondtona por cada variable de entrada. Cualquier red neuronal del tipo anteriormente
citado tiene esta propiedad.
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La tercera hipd6tesis del Teorema de Stone-Weierstrass requiere que la red neuronal sea capaz
de aproximar sumas y productos por constantes de funciones. Si tenemos una red neuronal que
puede aproximar las funciones f y ¢. Entonces, también podra aproximar af + bg. Para ello
construimos una red que en la pentiltima capa tenga dos salidas, siendo éstas f y g. Entonces
unimos estas salidas a una neurona, siendo los pesos de unién a y b, y la salida de la red sera
af + bg.

La cuarta hipotesis que debe satisfacer la red neuronal ha de ser la de procesar la multipli-
cacién de funciones fg. Como asumimos que la salida de la red neuronal serd lineal, entonces
debemos expresar el producto fg como suma de funciones. La clave estd en hallar funciones
que transforman multiplicaciones en sumatorios. Esto se consigue tomando como funciones de

trasferencia funciones exponenciales, fracciones parciales o funciones escalén, por ejemplo.

A continuacién vamos a ver algunas redes neuronales que cumplen las hipdtesis del Teorema
de Stone-Weierstrass.

3.3.2.1. Red exponencial decreciente

Este tipo de redes utilizan una funcién de activacién exponencial, gracias a la cual, podemos
transformar multiplicaciones en sumas.

Corolario 1 Sea S el conjunto de funciones definidas en el compacto D = [0,1]N que pueden
ser calculadas por una red neuronal exponencial decreciente, es decir:

I N
=< flzr,22,...,2N) = E w; exp | — E WinTn |+ w;, win € R
=1 n=1

Entonces & es denso en C(D)

Demostracion: Por lo comentado anteriormente, basta comprobar la cuarta hipétesis del Teo-
rema de Stone-Weierstrass, es decir, vamos a ver que el producto de dos funciones estd en

3.
Sean f y g dos funciones de & de la forma:
I N J N
f(w1,22,...,2N) = E w; exp | — E WinTn |,  g(x1,72,...,TN) = E wjexp | — E WinTp
i=1 n=1 Jj=1 n=1
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Entonces el producto de fg puede escribirse como un solo sumatorio:

1J N
fg = E Wi eXp | — E WinTn |, siendo Wg = WiW;5 Y Wgp = Win + Wijn-
k=1 n=1

Por lo tanto fg € S y la red neuronal satisface las hipdtesis del Teorema de Stone-Weierstrass.
Entonces S es denso en C(D) N
A continuacién describimos varias redes neuronales que también satisfacen las hipdtesis del

Teorema de Stone-Weierstrass. La comprobacién de las hipétesis es similar a la del caso anterior.

3.3.2.2. Redes de Fourier

Las redes de Fourier son las redes que implementan series de Fourier, las cuales satisfacen
el Teorema de Stone-Weierstrass ya que por propiedades trigonométricas, podemos transformar
multiplicaciones en sumas, como podemos ver en el siguiente ejemplo:

cos(A + B) = cos(A) cos(B) — sin(A) sin(B)

La funcion de trasferencia de la red de Fourier se obtiene haciendo algunas modificaciones a la
funcién Coseno y obteniendo la funcién

0 siox< -5
— 1+cos(3777+x) . - p
1 siox>7F

Entonces la red de Fourier se define de la siguiente manera:

I N
f($1,1'2, 71'71) = sz ¢ <Z WinTn + 91)
=1 n=1

Otra red que se deriva de la red de Fourier es la red del Cosig. El nombre se debe a la
funcién de trasferencia, que surge de una modificacién en la funcién de transferencia que utiliza
la red de Fourier, pero acortando su dominio. Esta funciéon queda de la siguiente manera:
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0 si < —1
cosig(x) = H%S@”) si —2<z<0
1 si >0

Entonces la red del C'ostg tiene la siguiente forma.

I N
flz1, 20,y xy) = Z w; cosig (Z WinTn + 0i>
i=1 n=1

fixy. X5 o\ Xyp)

A J

Figura 3.4: Red del Cosig con estructura en forma de arbol. En la primera capa aplicamos
la funciéon Cosig a la suma de las entradas por sus respectivos pesos, menos . En la tdltima
neurona sumamos las entradas multiplicadas por sus respectivos pesos.

Corolario 2 Sea S el conjunto de todas las funciones definidas en el compacto D = [0,1]V que

pueden procesar una red de Fourier o una red del Cosig. Entonces S es denso en C(D).

3.3.2.3. Red Sigma-Pi modificada o de polinomios

Este tipo de red se basa en funciones exponenciales también. Tienen la capacidad de apro-
ximar funciones de la forma x{'zd* - - - 2{" siendo ¢; € R. En la red que vamos a ver, los pesos
sindpticos funcionan como exponente del polinomio. Ademads, si intercambiamos las funciones

de las neuronas, tendriamos un resultado similar.
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f(xy, X5, oy Xp)

A 4

Figura 3.5: Red Sigma-Pi modificada con estructura en forma de arbol. En la primera capa se
multiplican las entradas elevandolas a sus respectivos pesos, y en la neurona de la dltima capa,
se suma cada entrada multiplicada por su respectivo peso.

Corolario 3 Sea S el conjunto de todas las funciones definidas en el compacto D = [0, 1]V que
pueden procesar una red sigma-pi, es decir:

N
S = {f(xl,xg, ey ) = Zwi H TR w;, Wiy, € R}

=1 n=1

FEste conjunto es denso en C(D).

3.3.2.4. Red con funciones exponenciales

Este tipo de red se basa en las funciones exponenciales también. Podemos obtener esta red
anadiendo una funcién g(z) a las entradas de una red sigma-pi modificada. Esta funcién g(x)
ha de ser invertible.

Corolario 4 Sea S el conjunto de todas las funciones definidas en el compacto D = [0, 1]V que
pueden procesar una red con funciones exponenciales:

N
S = {f($1,$2, ey Tp) = Zwi H g(xn)""™  wi, win € R, g € C([0,1]) invertible }

=1 n=1
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FEste conjunto es denso en C(D).

3.3.2.5. Red logistica modificada

Este tipo de red deriva de las redes exponenciales. Utiliza como funcién de trasferencia la
funcién logistica.

fxy, X5 o\ X)

A 4

Figura 3.6: Red logistica modificada con estructura en forma de arbol. En la primera capa
elevamos negativamente el nimero e al sumatorio de las entradas multiplicadas a sus respectivos
pesos. En la siguiente capa sumamos las entradas multiplicadas por sus respectivos pesos, le
sumamos 1 y elevamos el resultado a —1. En la dltima capa realizamos el sumatorio de las
entradas multiplicadas por sus respectivos pesos.

Corolario 5 Sea S el conjunto de todas las funciones definidas en el compacto D = [0, 1]V que
pueden procesar una red logistica modificada:

1
S =4 flz1,22,...,2n) = Zwi

=1

K N -1
1+ exp (- > Wikn@n — 9m>] L Wi, Wikn, Oik, € R
k=1 n=1

FEste conjunto es denso en C(D).

34



Capitulo 4

Conclusiones

Durante la Estancia en Practicas realicé una migracién de un sistema web de una plataforma
a otra de forma satisfactoria. Pude observar toda la problemdtica asociada a intentar que la
funcionalidad de este sistema web fuera la misma independientemente de la plataforma web
seleccionada. Aprendi a resolver este problema mediante el uso de “plugins” de terceros para
imitar el funcionamiento que tenia el sistema web. Por otra parte, mejoré mis conocimientos en
CSS (Cascading Style Sheets) ya que tuve que adaptar algtin contenido para que se mostrase
de una forma ma4s atractiva y consistente con el diseno de todas las paginas. Ademas de esto,
aprendi a configurar un servidor para que pudiera acceder a él cualquier usuario que quisiera
acceder al sistema de paginas web migrado.

Por lo que se refiere al Trabajo de Fin de Grado, hemos estudiado basindonos en dos
teoremas importantes del Andlisis Matemadtico, las propiedades aproximativas de algunas redes
neuronales artificiales. Estas propiedades nos permiten trabajar con funciones mas sencillas en
lugar de otras méas complejas que dificultarian su uso.
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