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Resumen

1. Introduccion

La doble operacion de proyeccion-seccion, no
s6lo es la base de los sistemas de representacion
utilizados en la Geometria Descriptiva (p.e. Enri-
ques, 1897), sino también la de los algoritmos de
representacion utilizados en la disciplina de Grafi-
cos por Ordenador (p.e. Stolfi, 1992), como parte
del proceso mas amplio de visualizacion.

A pesar de ello, no debe olvidarse que la gran
diferencia existente entre ambos procesos radica en
la posibilidad de restitucion de la informacion
representada. En efecto, en los sistemas de repre-
sentacion la unica informacion disponible para
lograr una restitucion tridimensional es la propia
informacion grafica representada. Mientras que en
la representacion por ordenador, la informacion
matematica que esta en la base de datos es tridi-
mensional, por lo que no es necesario que la
representacion contenga informacion suficiente pa-
ra permitir la restitucion.

Dicho de otro modo, una de las caracteristicas
basicas de los sistemas de representacion es que
deben permitir la restitucion tridimensional de las
formas geométricas en ellos representadas. Por
contra, no es necesario que las representaciones
por ordenador permitan tal restitucion. La utilidad
de las representaciones por ordenador es aportar
una visualizacion de la informacion geométrica
tridimensional almacenada en la base de datos.
Informacion que puede ser consultada y manipula-
da analiticamente. Los sistemas de representacion
deben permitir, asimismo, tanto la visualizacion
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como la manipulacion geométrica de la informa-
cion contenida en la propia representacion.

Sin embargo, son las diferencias «aparentes»
entre ambos procesos las que aqui nos ocupan.
Tales diferencias se pueden resumir en el hecho de
que los problemas de establecer el nimero minimo
de parametros que definen cada caso particular de
proyeccion se tratan habitualmente de diferente
forma en ambas disciplinas.

Asi, por ejemplo, recordemos que las dos for-
mas clasicas de plantear la axonometria ortogonal
se suelen denominar problema directo y problema
inverso (p.e. Gomis, 1990). El problema directo es
aquel en el que dados como datos los angulos que
forman entre si las proyecciones de los tres ejes del
sistema de coordenadas (XOY, XOZ, YOZ), se
deducen los valores de los coeficientes axonométri-
cos (ey, ey, €;). En el problema inverso, tal como su
nombre indica, los coeficientes son los datos que
permiten obtener los angulos entre las proyecciones
de los ejes (figura 1).

Un «tercer problema» se plantea con el empleo
del ordenador, y consiste en la determinacion tanto
de los angulos (X(jY, X0Z, YOZ), como de los
coeficientes (e,, e, €;), conocida la direccion de
proyeccion (D) respecto al sistema de coordenadas.
Veremos que el problema tiene solucion en el caso
de proyeccion paralela ortogonal y que, en reali-
dad, no se trata de un nuevo problema: se trata,
simplemente, de una forma distinta de plantear el
segundo problema de la axonometria ortogonal.
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FIGURA 1.
Parametros que definen la proyeccién paralela de un
sistema de coordenadas.

Sin embargo, el aparente nuevo problema, sirve
para poner de manifiesto que ninguno de estos
problemas atafie s6lo a los sistemas de represen-
tacion axonométricos. Por el contrario, se trata de
relaciones entre los parametros de una determinada
proyeccion de un sistema de coordenadas. De ahi
que lo expuesto sea aplicable a cualquier represen-
tacion, siempre que esté referida a un sistema de
coordenadas. En particular, es importante destacar
que en las vistas diédricas, o, lo que es lo mismo,
en las representaciones «plane view» por ordenador
(representaciones segun una direccion paralela a un
eje coordenado), si no se considera ninglin «proble-
ma» de la proyeccion, es porque el sistema de
coordenadas queda con una orientacion totalmente
fija respecto a la direccion de proyeccion. Es decir,
que el problema de la proyeccion resulta trivial
para las denominadas vistas «ortograficas» (exten-
diendo la definicion de la Real Academia segin la
cual ortografia es la proyeccion ortogonal sobre un
plano vertical).

En este trabajo vamos a discutir, en primer
lugar, el nimero de parametros independientes que
existen en los diferentes casos particulares de pro-
yecciones empleados en sistemas de representacion
y en representaciones por ordenador.

También, introduciremos aquellos parametros
«de escena» que, siendo ajenos al proceso de pro-
yeccion, van, no obstante, asociados a su empleo
en sistemas de representacion y procesos de repre-
sentacion en general. Distinguiremos entre los pa-
rametros de escena impuestos por limitaciones fisi-
cas y los que vienen dados por las necesidades
ergonomicas del observador de la imagen.

Por ultimo, vamos a desarrollar el problema de
determinar todos los parametros de la proyeccion
paralela ortogonal, conocida la direccion de pro-
yeccion respecto al sistema de coordenadas a pro-
yectar. La deduccion se va a hacer tanto plantean-
do analiticamente las relaciones geométricas que se
usan para resolver los problemas directo e inverso
de la axonometria, como a partir de la formulacion
matricial del proceso de proyeccion utilizado en
Graficos por Ordenador.

2. Parametros del proceso de
representacion

2.1. Parametros de proyeccion

Para definir la proyeccion, en el caso mas gene-
ral, deben ser conocidos los siguientes parametros
independientes:

a) El centro de proyeccion, cuya determinacion
implica tres grados de libertad (3 g.d.l.), y

b) El plano de proyeccion, cuya determinacion
implica 5 g.d.l. (p.e. los 3 g.d.l. de un punto
contenido en el plano y los 2 g.d.l. de la
direccion normal al plano).

Es importante remarcar que los dos grados de
libertad que fijan un vector direccion (tal como el
vector normal al plano de proyeccion), correspon-
den a los angulos ¢ y 6 en coordenadas esféricas;
ya que no es significativo el modulo de dicho
vector. Asi, aunque, por comodidad, en coordena-
das cartesianas utilizaremos tres parametros para
fijar una direccion, sélo dos de ellos seran inde-
pendientes. Es decir, que fijado un modulo arbitra-
rio (p.e. la unidad), podriamos obtener una coorde-

nada a partir de las otras dos (x, y,V 1 — x> — 3*).

La proyeccion también puede presentarse como
una transformacion T, que a cada punto del espa-
cio tridimensional le haga corresponder un punto
del plano de proyeccion (figura 2):

o, 7Y~ (FF, 75, ZF) (1)

Dicha transformacion se puede expresar en for-
ma analitica por medio del siguiente sistema de dos
ecuaciones definido por ocho parametros (p.e. Pau-
kowitsch, 1988):

xP=Xta+ Yeb+ ZEc+ d
yV=Xe+ YEf+ ZEg+ #))

Los ocho parametros independientes deben fi-
jarse por medio de otras tantas condiciones. Por
ejemplo, se pueden dar las coordenadas sobre el
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FIGURA 2.
Sistema de referencia del plano de proyeccion.

plano de proyeccion de cuatro puntos (tales como
el origen del sistema tridimensional y los tres pun-
tos distantes la unidad sobre cada uno de los tres
ejes). Una variante interesante de este planteamien-
to (Sellarés, 1988; Dewey, 1988), consiste en estu-
diar como casos particulares de esta formulacion
las proyecciones empleadas en los sistemas de re-
presentacion habituales.

En el caso particular de que la proyeccion sea
paralela, el centro de proyeccidon se convierte en
una direccion de proyeccion (con solo 2 g.d.l,
dado que de nuevo el modulo del vector direccion
no es significativo), y la posicion del plano de
proyeccion deja de ser significativa; ya que todos
los planos de la misma familia de planos paralelos
dan secciones iguales con el haz proyectante. Por
tanto, la eleccion del plano de proyeccion solo
implica 2 g.d.l.

Esto significa que, para definir una axonometria
oblicua, solo son necesarios cuatro parametros in-
dependientes. Tal como cabia esperar a partir del
enunciado del Teorema de Polhke. En dicho teore-
ma se concluye que siempre se puede encontrar una
proyeccion axonométrica oblicua cuyo resultado
sean las proyecciones de tres ejes coordenados,
formando angulos arbitrarios (XOY, XO0Z, Y0Z),
y graduados segln escalas axonomeétricas también
arbitrarias (E;, E,, E,). Pero estos seis parametros
mantienen dos dependencias que los dejan reduci-
dos a cuatro parametros independientes: por una
parte, los angulos estan ligados por la condicion
obvia de que su suma es 360°. Por otra parte,

cualquier terna de valores (K, K, K;) respectiva-
mente proporcionales a (E,, E,, E;), determinan la
misma axonometria, por ejemplo la que se obtiene
dividiendo dichas escalas por una cualquiera de
ellas: (E,/E,, E,/E,, 1). En definitiva, dos tUnicas
escalas (E;, Ey) referidas a una tercera, que siem-
pre podremos considerar igual a la unidad, deter-
minan, junto a dos cualesquiera de los angulos
(XOY, XOZ, YOZ), una determinada axonometria
oblicua.

Por 1ltimo, si exigimos que una proyeccion
paralela sea también ortogonal, la normal al plano
y la direccion de proyeccion deberan coincidir. En
consecuencia, la proyeccion paralela ortogonal solo
tiene 2 g.d.l.

De lo anterior se deduce que al proyectar un

sistema de coordenadas ortogonal (X%, Y%, Z*) so-
bre un plano de proyeccion (7), las proyecciones de
los tres ejes graduados quedaran definidas por un
total de:

a) 8 g.d.l. en el caso de proyeccion perspectiva;

b) 4 g.d.l. en el caso de proyeccion paralela
oblicua, y

c) 2 gdl en el caso de proyeccion paralela
ortogonal.

2.2. Parametros de escena

El uso de la proyeccion en los sistemas de
representacion queda aparentemente resuelto defi-
niendo tantos parametros como sean necesarios
para fijar los g.d.l. indicados arriba. No obstante,
cuando implementamos o utilizamos un proceso de
representacion por ordenador, se hacen patentes
un conjunto de parametros de escena de dicha
representacion que se fijan de forma inconsciente
cuando la representacion es manual.

En primer lugar, existen dos condicionamientos
fisicos que imponen nuevos parametros que com-
pletan la definicion de una representacion:

a) Lo que se representa en la pantalla de un
ordenador (o en el formato de papel sobre el
que se dibuja a mano) es necesariamente una
porcion del plano de proyeccion (a la que
denominamos ventana de observacion).

b) Lo que se proyecta no es todo el espacio sino
un subconjunto, o region visible, del mismo.

Obviamente, existe una relacion, basada en un
criterio de economia, que liga a la region visible
con la ventana de observacion y los parametros de
la proyeccion: es la que exige que toda la region
visible se proyecte encajando exactamente en el
interior de la ventana de observacion, de forma que
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no se desaproveche parte de la ventana de observa-
cion, ni quede oculta parte de la region visible.

En segundo lugar, existen condicionamientos
ergonomicos, que ademas, no son independientes de
los fisicos. En este sentido, el marco rectangular de
los cuadros es una de las muchas convenciones
arbitrarias que aceptamos, porque una forma rec-
tangular es una modalidad practica de cortar pa-
pel, tensar un lienzo, o ayudar a imaginar una
pantalla como una ventana a través de la cual se
mira. Consecuentemente, cuando la ventana de
observacion adquiere forma rectangular, ésta, jun-
to con el centro de proyeccion imponen una forma
piramidal a la region visible. Si la proyeccion es
paralela, la region visible pasa a tener forma pris-
matica (figura 3).

Abundando en los condicionamientos ergono-
micos, la orientacion de la imagen respecto a la
ventana de observacion viene condicionada por-
que, a su vez, la observacion de dicha ventana se
basa en el hecho de que el hombre (construido
sobre un esquema simétrico segun un plano medio

vertical), cuando explora e interpreta el espacio
tiene tendencia a atribuir a su constitucion organi-
ca un papel preponderante. En suma, se constituye
a si mismo en sistema de referencia: lo alto y lo
bajo, la derecha y la izquierda, la parte anterior y
la parte posterior (se sobreentiende que con respec-
to al yo del explorador). En particular, la horizon-
tal y la vertical estan ligadas a la condicion huma-
na, al peso, a la busqueda constante de equilibrio
(Barre, 1985).

El espacio euclidiano, referenciado a través de
un sistema de coordenadas cartesianas, se articula
sobre tres planos. La orientacion del observador
asigna a cada uno de ellos un papel distinto. En
consecuencia, se sobreentiende que existe un plano
horizontal (respecto al que se definen alturas), y dos
planos verticales (perpendiculares uno respecto del
otro) en los que se inscriben las longitudes y las
anchuras.

Por lo tanto, resulta importante definir una
orientacion del espacio, cuya proyeccion deba ser
«vertical» respecto al observador. Para lo cual,

Ventana g:le
observacion N

Orientacion
de la imagen

Orient
del observador

@visible

Planos limite

FIGURA 3.
Parametros de escena.
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dicha proyeccion debe quedar paralela a los lados
de la ventana de observacion que asumimos verti-
cales en el momento de orientarnos para mirar a
dicha ventana.

Por tultimo, debe remarcarse que es perfecta-
mente concebible y realizable una representacion
completa del campo visual. Respetando, no obs-
tante, la salvedad de que el proceso de proyeccion
presenta un plano de desvanecimiento (plano que,
siendo paralelo al de proyeccion, contiene al centro
de proyeccion, y resulta ser el lugar geometrlco de
los puntos del espacio cuya proyeccion es un punto
impropio). Sin embargo, el campo visual en su
integridad es interpretado como algo situado de-
lante del observador (no sucede lo mismo con el
campo auditivo). Por tanto, aunque es perfecta-
mente correcto proyectar simultdneamente sobre el
mismo plano figuras contenidas en las dos regiones
separadas por el plano de desvanecimiento, esto no
se hace; dado que la imagen generada no se corres-
ponderia con la percepcion «normal» del observa-
dor (al proyectarse con sentidos de orientacion
opuestos los objetos contenidos en cada una de las
dos regiones del espacio).

2.3. Rangos de los parametros de escena

Respecto a la orientacion, la convencion mas
comun es considerar al eje Z vertical. No obstante,
los sistemas de visualizacion mas completos inclu-
yen la posibilidad de definir la direccion del espacio
que debe considerarse como referencia vertical al
proyectar.

La region visible (ya limitada al campo visual
delantero), no suele tener una profundidad ilimita-
da. Existen diferentes convenciones para limitar su
longitud. La mas simple, que ademas permite acen-
tuar el efecto de ventana, es limitar la region visible
al tronco de piramide cuya base menor es la venta-
na de observacion (asi se evita visualizar objetos
supuestamente situados delante de la ventana). Por
su parte, la base mayor se sithia en un «plano
limite» (paralelo al plano de proyeccion y a una
distancia fijada por el usuario), o, incluso, puede
llevarse al infinito. Sin embargo, la convencion mas
usual es definir tanto un plano limite anterior
como uno posterior, con la tnica restriccion de que
el volumen que definan sea positivo (lo que se
consigue situando el plano posterior mas alejado
del vértice que el anterior).

En cuanto a las dimensiones de la ventana de
observacion, la proporcion pictorica de 3:2 (largo
frente a alto) se ajusta bien al campo visual global
del par de ojos humanos, por lo que también es
una convencion generalmente aceptada (Wright,
1985). Aunque no debemos olvidar que la relacion

1:/2 es la base de los formatos estandarizados en
papel para representaciones de Ingenieria. Y tam-
poco podemos olvidar las limitaciones de espacio
en una pantalla de ordenador, sobre la que se
deben acomodar diferentes visualizaciones, ademas
de los ments y otras areas destinadas a la interac-
cion.

Otro aspecto que influye en la relacion entre el
punto de vista y la ventana de observacion es el
campo de vision; que es aquella parte del entorno
que un observador puede divisar. Usualmente tal
campo se mide en términos de angulos subtendidos
desde el/los ojos. El centro del campo de vision se
conoce como linea de vision (y corresponde con el
«rayo central» de la descripcion de perspectiva de
Alberti).

Los estudios de ergonomia de la vision coinci-
den en apuntar que el ojo solo es suficientemente
sensible para enfocar con precision en una zona de
aproximadamente 1° alrededor de la linea de vi-
sidn. Rodeando a esta zona central, se extiende una
zona de desenfoque, que abarca hasta 20° de des-
viacion respecto a la linea de vision, en la que los
objetos se ven progresivamente mas borrosos. Una
tercera area se extiende hasta una desviacion de 35°
respecto a la linea de vision. En esta area exterior,
el ojo solo percibe movimiento.

Por tanto, en una primera aproximacion, el
campo de vision queda definido por tres conos
cuyo eje comun de revolucion es la linea de vision
(Grandjean, 1988):

a) cono de 2° de apertura, que encierra al volu-
men enfocado;

b) cono de 40° de apertura, que encierra al
volumen de desenfoque progresivo, y

c) cono de 70° de apertura, que encierra al
volumen en el que el ojo capta movimientos.

En estudios mas detallados, se tiene en cuenta,
en primer lugar, que en la vision intervienen dos
0jos y, en segundo lugar, que los campos de vision
de ambos O_]OS no presentan simetria respecto a la
linea de vision. En el mapa de la figura 4 se han
representado los campos de vision de ambos 0jos,
remarcando el area comin o area de vision este-
reoscopica. En el mapa se observa que, si bien cada
ojo cubre hasta 170° en horizontal y 150° en verti-
cal, la vision estereoscopica se restringe a un area
de 120° en horizontal y 140° en vertical. Para que
una ventana rectangular quede en dicha zona este-
reoscopica, el angulo desde el que la misma es
abarcada debe ser de 100° a 110° en horizontal.

De momento, sin embargo, el criterio que limita
el tamano de una imagen que se pretende abarcar
de un solo «golpe de vista», sigue siendo el angulo
de 40° del cono de desenfoque progresivo (mas
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FIGURA 4.
Campo de vision.

restrictivo que el cono de vision estereoscopica).
No obstante, encontramos un criterio mucho mas
restrictivo al tener en cuenta que la proyeccion
perspectiva asigna al dibujante un punto de obser-
vacion concreto, pero ademas exige al espectador
que se ubique en ese mismo punto para mirar el
dibujo. Entonces, aceptando como referencia la
distancia minima para leer paneles de control (que
es de 500 mm, segun Pheasant, 1987), resulta que
un observador situado a dicha distancia de una
pantalla de 200 mm de altura, la observa segiin un
angulo aproximado de 20°.

Un tercer criterio, ain mas restrictivo, nos lleva-
ria a limitar el angulo de observacion a los 15° a
que se reduce el campo de movimiento del ojo sin
fatiga de los musculos del mismo (Pheasant, 1987).
La utilizacion de este criterio se justifica porque el
movimiento del ojo es el que permite explorar todo
el dibujo (orientando la linea de vision), lo cual es
necesario cuando se visualiza una figura con gran
cantidad de pequenos detalles.

Ademas de todos los criterios anteriores, existe
una limitacion en el angulo observado que es ajena
a las anteriores consideraciones, pero también tiene
connotaciones ergonomicas. Se trata del limite de
aceptacion de la perspectiva rectilinea. Segtn trata-
distas de la perspectiva curvilinea, hasta un angulo
de 40° es aceptable considerar que las rectas se
proyectan como tales (Barre, 1985). Por lo tanto,
no se debe superar tal limite si se busca que la
proyeccion no sea s6lo una transformacion desde el
espacio al plano, sino una forma de simular la
realidad circundante ante los ojos humanos (repre-
sentacion «realistay).

Abundando en el criterio de que la represen-
tacion sea realista, el objetivo seria que el observa-
dor vea una imagen lo mas cercana posible a lo que

veria si estuviera observando directamente el obje-
to representado. Entonces, dado que cualquier an-
gulo que se fije conlleva fijar indirectamente la
posicion teodrica del observador, y dado que la
distancia desde la que se suelen observar los obje-
tos reales depende de su tamafio, el rango por
defecto puede ser de 40° a 60° para objetos peque-
flos (que se suponen observados a corta distancia),
de 5° a 10° para grandes objetos y de 1° a 2° para
escenas de proporciones arquitectonicas.

En definitiva, lo mas frecuente es tomar un
angulo de apertura por defecto (segln el criterio de
representacion realista), y dejarle al observador la
posibilidad de modificarlo. No se debe olvidar, sin
embargo, que, en el caso de que sea importante no
deformar la representacion (caso habitual al repre-
sentar geometrias), una vez fijado un angulo (p.e.
el vertical), éste, junto con la relacion de las dimen-
siones de la ventana, condiciona el otro angulo.

3. Determinacion de una proyeccion
paralela ortogonal a partir de
la direccion de proyeccion

En aquellos sistemas informaticos que permiten
modificar interactivamente la representacion, la di-
reccion de proyeccion suele determinarse a partir
de la posicion en el espacio de dos puntos: la
camara (o punto de vista) y el motivo (o punto de
mira). La camara se corresponde exactamente con
el centro de proyeccion, mientras que el motivo
selecciona la region del espacio a la que se le aplica
el proceso de proyeccion (define junto con la cama-
ra el eje del prisma/piramide de la region visible)
Ademas, dichos parametros se suelen mantener
cuando la representacion corresponde a una pro-
yeccion paralela. En tales ocasiones, la posicion
concreta de ambos puntos deja de tener sentido y
sOlo se considera la direccion que entre ambos
definen (aunque, ciertamente, en muchos sistemas,
la posicion del motivo se usa también para referir
los planos de corte que limitan la region visible).

Tal como hemos visto arriba, para determinar
una proyeccion paralela y ortogonal, solo es nece-
sario fijar 2 g.d.l. Por ello, sabemos que debe ser
posible determinar una proyeccion paralela ortogo-
nal conociendo Unicamente la direccion de proyec-
cion. Es decir, partiendo de las coordenadas de la
camara y el motivo:

C = (X¢, Y&, Z¢)
M = (X3, Yip, Zii) 3)

Tal es el problema cuya resolucion vamos a
desarrollar a continuacion, tanto por via geométri-
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ca (la tradicional en el tratamiento de los sistemas
de representacion), como por via analitica (la usual
en las formulaciones de graficos por ordenador).

3.1. Resolucion geométrica

A partir de las coordenadas de cdmara y motivo
(3), se obtienen los cosenos directores de la direc-
cion que marcan de forma inmediata:

1= (Xé-Xiy) /| D]
D=(,mmn)[m=(Y¢~Yi) ||D| 4
n=(Z¢-Zk) || D|

Siendo:
|D| =

= V(XE— X5 + (Ye- Y3 + (ZE-Zi) (5)

Como la proyeccion es ortogonal (perpendicular
al plano de proyeccion), se cumple que (figura 5):

l=cos ¢ = cos (m/2 — a) = sen a
m = cos ¢, = cos (7/2 — f) = sen p (6)

n = cos ¢; = cos (/2 —y) = sen y
Por tanto:

e, = cos (arc sen /) = (cos 2¢)/(2 cos ¢y)
e, = cos (arc sen m) = (cos 2¢,)/(2 cos ¢2) (7)

e, = cos (arc sen n) = (cos 2¢3)/(2 cos ¢3)

FIGURA 5.
Relacion de la direccion de proyeccion con los coeficientes
axonométricos

FIGURA 6.
Triangulo de trazas.

En definitiva, conocer los angulos ¢y, ¢,, @3, €s
conocer los angulos a, f, y. Lo que, a su vez,
equivale a conocer e,, e,, y e.. Luego, el segundo
problema de la axonometria es un caso particular
del problema de determinar los pardmetros de la
proyeccion conocida la direccion de proyeccion.
Esto es asi dado que la conversion de los datos de
la direccion de proyeccion en los coeficientes axo-
nomeétricos es inmediata. Basta despejar los cose-
nos directores en (4), introducirlos en (6) para
obtener los angulos, y calcular con ellos los coefi-
cientes axonomeétricos, segun (7).

A continuacién veremos como se puede formu-
lar lo que constituye la segunda parte de la deter-
minacion de la proyeccion: el calculo de los angu-
los entre los ejes proyectados (X 0Y, X0Z, YOZ).
Dicho calculo constituye el segundo problema de la
axonometria, cuya resoluciéon geométrica parte del
triangulo de trazas (de vértices 4, B'y ), que se
obtiene al cortar con el plano de proyeccion cada
uno de los planos coordenados (figura 6) (p.e. Gil,
1983).

Del hecho de que los ejes del sistema sean
ortogonales entre si, y que la direccion de proyec-
cion sea ortogonal al plano de proyeccion, se dedu-
ce que las proyecciones de los ejes resultan perpen-
diculares a las proyecciones de los lados del trian-
gulo de trazas con los que se cruzan (figura 7).

Por otra parte, el triangulo ortico de cualquier
triangulo dado, cumple la propiedad de que las
alturas del mismo son bisectrices de su triangulo
ortico (figura 7).
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FIGURA 7.
Ejes, triangulo de trazas y triangulo értico.

A partir de todos estos datos, el teorema de
Schlémilch-Waisbach nos da la clave para la reso-
lucion del problema, al concluir que «los lados del
triangulo ortico del triangulo de trazas son propor-
cionales a los cuadrados de los coeficientes axono-
meétricos».

Es decir:

/NP = &2/MP = ¢/MN = 1/s ®)
Siendo:
s= (NP + MP + MN)/2 )

Si adoptamos s =1, los lados de un tridngulo
ortico de la axonometria son:

NP = ¢
MP = ¢ (10)
MN = ¢?

Si ahora denominamos (@, @n, @p) @ los angu-
los del triangulo ortico, cuyos vértices son M, Ny
P respectivamente, las formulas de Briggs (Puig,
1948) permiten despejar los mencionados angulos
del siguiente modo:

2 arc tan (\/ (1-¢) (1-e) )

Pum

~e)
@y = 2 arc tan (\/ { ‘(?26) (12)‘ ) ) an
e

@p = 2 arc tan (-\/ a _(eli)_ (612)_ ef) )

Luego conocemos los angulos del triangulo ortico
del de trazas, y sabemos que sus bisectrices son las
proyecciones de los ejes (figura 7). En definitiva:

XOY =g PM~ PN * ow
2
X0Z = n—w (12)

YOZ = ﬂ——i(pN; Pr

Es decir que, una vez determinados los coefi-
cientes axonomeétricos en (7), deberemos resolver el
sistema (10). Conocidos asi los lados del triangulo
ortico, podemos obtener sus angulos en (11), que
sustituidos en (12) nos daran los angulos buscados;
con lo que queda resuelto el problema inverso de la
axonometria.

3.2. Resolucion analitica

La resolucion analitica del proceso de proyec-
cion parte de plantearlo como una transformacion
entre dos sistemas de coordenadas:

— Sistema de coordenadas dado (X%, Y%, ZF).
— Sistema del plano de proyeccion (x7, y©).

Se define también un sistema de coordenadas
auxiliar para formular la transformacion con mas
comodidad:

— Sistema del motivo (XM, Y™, ZM).

A partir de estos tres sistemas (figura 8), la
transformacion de proyeccion dada en (1) se puede
descomponer en:

(XM, YM, ZM) & (X, YE, ZF) (13)
(F, 7)< (XM, YM, ZM) (14)

La ventaja de esta descomposicion estriba en
que si la proyeccion es paralela y ortogonal, T, se
reduce a las identidades:

xh= XY
yi=Y{ (15)

descartando la coordenada Z¥; mientras que si la
proyeccion fuera perspectiva, la transformacion T,
tendria una formulacion que se deduce de la obser-
vacion de la figura 9:

DPC M

42—
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FIGURA 8.
Sistemas de coordenadas.

P DPC M
=——— Y7 16
T e
Siendo:
Z¢=|D| 17)

Tal como | D| se ha definido en (15).

Es decir, que la proyeccion perspectiva precisa
de la asignacion del parametro DPC (distancia al
plano del cuadro, desde la camara), para quedar

definida. O, lo que es lo mismo, deben explicitarse
los parametros de escena relacionados con el angu-
lo de vision, para que la proyeccion pueda formu-
larse.

Por su parte, la transformacion T; del sistema
de referencia original al sistema del motivo, es
independiente de que la proyeccion sea perspectiva
o paralela, y se puede expresar con notacion matri-
cial de la siguiente forma:

FIGURA 9.
Transformacion del sistema del motivo al del plano de proyeccion.
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xM XE Ti=Twn-Tu=TiR;: R R, (21)
M = E
y*1=T | r (18) En donde:
™ z-
En donde, la matriz de transformacion T; puede : s ; 0
obtenerse por combinacion de: T, = g (1) (1) 8 (22)
a) Rotacion Ty del sistema de referencia origi- _XE _yE _ZE
nal, hasta que el nuevo eje Z coincida con la B = n 1
direccion de observacion D. r 0 0
b) Traslacion Ty, del nuevo sistema hasta que cos ¢ -sen ¢
su origen coincida con el motivo. R, = Sel(l) ¢ cos¢ (I) g (23)
0
Por lo que respecta a la transformacion Ty, tal 0 0 0 1
como se ve en la figura 10, se trata de una rotacion L J
de angulo 6 alrededor del eje e (recta que pasa por )
Oy es perpendicular al plano definido por Z% y D). cos¢ 0 sen¢g 0
Se puede descomponer en: R, = 0 1 0 0 24
’ —sengp 0 cos¢p O %)
a) Rotacion R, de eje Z% y angulo ¢. Siendo 0 0 5. 1
L J
E _ yvE |
¢ = arc cos ( X — X ) [ cos ¢ sengp 0 O
‘[(XE—XE 2 4 (YE_ YE)Z
T4 M R,= | —Sen ¢ cos¢p 0 0 25)
b) Rotacién R, de eje Y' y angulo 6. Siendo Y! 0 0 10
el eje resultante de aplicar al eje OY* la Y 0 0 1

rotacion anterior, y siendo:

Iy )

0 = arc cos (
V(XE-X5) + (Yo~ Y + (ZE- Ziy

c) Rotaciéon R; de eje Z% y angulo —¢ (en donde
Z? se obtiene al aplicar a OY? las dos rota-
ciones anteriores).

En definitiva, la transformacion del sistema da-
do al del motivo es:

FIGURA 10.
Rotacion al sistema del motivo.

Notese que en las anteriores matrices de trans-
formacion, los tnicos parametros son los angulos
¢ y 6. Los cuales, a su vez, dependen Unicamente
de las coordenadas de la camara y el motivo dadas
en (3). Por tanto, podemos concluir que la obten-
cion de las coordenadas de la proyeccion paralela .
ortogonal de un punto, que resultan de aplicarle
sucesivamente la transformacion (21) y la (15),
depende tnicamente de las coordenadas de la ca-
mara y el motivo dadas en (3).

Por lo que respecta a la obtencion de los coefi-
cientes y los angulos para las proyecciones de los
ejes del sistema de coordenadas, basta tomar el
origen de dicho sistema y un punto sobre cada uno
de los ejes del mismo.

0% = (0,0, 0)
A% = (x5, 0, 0) (26)
B = (0, y, 0)
CE= (0,0, z£)

Aplicando a estos cuatro puntos la transforma-
cion (18), seguida de la transformacion (15), obten-
dremos las coordenadas de las proyecciones de los
mismos:

0" = (x5, y6)
AP = (<5, ¥h) @27
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B" = (x5, V5)
CP = (x&, yo)

Entonces, las escalas axonométricas de la pro-
yeccion realizada vienen dadas por:

Ex = dOA
Doy

E, = _dos (28)
Dop

Ez = dOC
Doc

Siendo Do; la distancia desde la proyeccion del
origen hasta la proyeccion del punto i (sea 4, B 6

O):

doi =V (XF = xB) + OF - yb)? (29)

y siendo, Dy; la distancia desde el origen hasta el
punto i, en el espacio:

Doi =V (xE) + (VE)? + (2F) (30)

Se observa que tomando los puntos 4, By C a
una distancia unidad del origen, las expresiones
(28) se simplifican; quedando de la forma:

E, =V (xh - xb) + (0f - yb)

E, = Y (x5—xB)* + (V5 — yb) 31)
E, =V (xB—xb)? + (Vb —yb)?

Para completar la definicion de la proyeccion se
determinan los angulos relativos entre las proyec-
ciones de los ejes, a partir de las proyecciones de
los puntos O, A, By C. De la figura 11 se deduce
la expresion:

XO0Y =@, + @, (32)
siendo:

X6 — X4
g =arctg| —=-

( Yo— Vi )
X5 — Xo
@, =arctg| ——=

( V5= Yo )

De forma analoga se obtienen expresiones simila-
res para los otros dos angulos. Pero, dadas las
dependencias de signos de la expresion (32), resulta-
ria menos problematica la formulacién computacio-
nal de dichos angulos como parte de las coordenadas
polares de los puntos A4 y B, respecto del sistema que

FIGURA 11.
Determinacion de los angulos relativos entre las
proyecciones de los ejes.

resulta de transformar el sistema de pantalla hasta
hacer coincidir su origen con la groyeccién de Oy
su eje y” con la proyeccion de Z*.

3.3. Comparacion

Tanto en la resolucidon geométrica como en la
analitica, hemos comprobado que se puede deter-
minar completamente una proyeccion paralela or-
togonal, conociendo Unicamente la direccion de
proyeccion. O, lo que es lo mismo, la posicion de
la camara y el motivo. Es decir, que basta conocer
dos parametros independientes para determinar
completamente la proyeccion.

También cabe destacar que lo que se ha obteni-
do, en ambas formulaciones, es una orientacion
relativa entre las proyecciones de los tres ejes (que-
dando por fijar la orientacion de dichas proyeccio-
nes respecto a la ventana de observacion, o los
margenes del papel). Es decir, que siguen quedando
por fijar todos los parametros de escena. Si bien
ello no es una limitacion, dado que los parametros
de escena resultan ser totalmente independientes de
los de proyeccion. No ocurre lo mismo con la
proyeccion perspectiva. Ya que, como hemos visto
en (16), es necesario fijar la distancia del plano del
cuadro a la camara (o cualquiera de los parametros
de escena relacionados con dicha distancia, p.e. el
angulo de vision y el tamafio de la ventana de
observacion), para poder formular el proceso de
proyeccion.

En la resoluciéon geométrica se comprueba que
en (12) lo que hemos obtenido son los angulos que
los ejes forman entre si. En la resolucion matricial,
esta limitacion queda enmascarada porque la
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orientacion de la ventana estd ligada a la orienta-
cion del sistema del plano de proyeccion (x”, y%), y
éste, a su vez, mantiene la misma orientacion que el
sistema del motivo (X, Y, Z"). Pero debe notar-
se que la orientacion del sistema del motivo so6lo
esta parcialmente fijada; dado que la Gnica condi-
cion que hemos impuesto es que el eje Z¥ coincida
con la direccion de vision.

En definitiva, la orientacion es un g.d.l. (o
parametro de escena) que se fija inconscientemente
cuando la representacion es manual (manteniendo
el eje Z «vertical»), pero debe ser fijado explicita-
mente (normalmente manteniendo dicho criterio),
cuando la generacion de la imagen se automatiza.

4. Conclusion

Hemos estudiado el problema de la represen-
tacion considerando, en primer lugar, el nimero de
parametros independientes (o grados de libertad)
que permiten determinar univocamente una pro-
yeccion, llegando a la conclusion de que son:

a) 8 g.d.l. en el caso de proyeccion perspectiva;

b) 4 g.d.l. en el caso de proyeccion paralela
oblicua, y

c) 2 g.d.l en el caso de proyeccion paralela
ortogonal.

También hemos analizado los parametros de
escena, concluyendo que éstos se anaden a los
propios de la proyeccion, para definir un proceso
de representacion que resulte automatizable y sea
acorde con el criterio (intuitivo o aprendido) del
observador. No obstante, cabe distinguir entre
aquellos parametros que tienen un rango de varia-
cion y aquellos otros que tienen un unico valor
geométrico o ergondmicamente valido.

Los principales parametros de escena son los
necesarios para:

— Definir la orientacion del espacio observado
respecto a la ventana de observacion, de
forma que la orientacion inconsciente del
observador de la proyeccion frente a la ven-
tana conserve la orientacion de los objetos
representados.

— Definir una ventana de observacion rectan-
gular (habitualmente con relacion 3:2). Debe
destacarse que para que esta ventana sea
observada con un angulo dado, la posicion
de la camara y las dimensiones de la ventana
deben estar relacionadas.

— Limitar la region visible a un tronco de
piramide con vértice en el centro de proyec-
cion, base menor coincidente con la ventana
de observacion (o un plano limite delantero),

y base mayor sobre un plano limite trasero
(que puede ser impropio).

Por ultimo, hemos resuelto el problema de la
determinacion, tanto de los angulos (XOY, X0OZ,
YOZ) como de los coeficientes (e, e,, €;), conocida
la direccion de proyeccion (D) respecto al sistema
de coordenadas, comprobando que el planteamien-
to clasico y el planteamiento «algoritmico», condu-
cen a la misma solucidn, tal como era de esperar,
dado que son dos maneras de formular el mismo
problema.

Pero, ademas, la resolucion del problema ha
servido para poner de manifiesto que los parame-
tros de escena son independientes de los de proyec-
cion en el caso de proyecciones paralelas (no asi en
el de proyecciones perspectivas), pero también de-
ben fijarse para definir una representacion, aunque
muchos de ellos se sigan fijando de un modo
inconsciente (si la elaboracion de la representacion
es manual), o predefinido por el programador
(cuando la elaboracion se automatiza).
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