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Capitol 1

Introduccio

La teoria dels nombres difusos és relativament recent i esta basada en la te-
oria de conjunts difusos (Fuzzy sets) publicada en 1965 per L. A. Zadeh. El
creixement de la teoria de conjunts difusos ha sigut molta, i la seua aplicacié
a la ciéncia i a la tecnica molt diversa fins al moment. Cal destacar, pero,
que L. A. Zadeh, en principi, va tindre el rebuig de part de la comunitat
cientifica pel fet que volguera donar cabuda a la imprecisié en els treballs
cientifics.

D’aquest rebuig es va fer resso el Professor L. A. Zadeh al discurs de
recepcié del premi Honda rebut al Japo el 1989.

On primer va ser concient d’aquest rebuig va ser a la Conferéncia de
Computacio realitzada a Burdeus, Franca, 'any 1972 on el professor L. A.
Zadeh va presentar el concepte de wariable linguistica. El Professor R. E.
Kalman va dir:

“voldria comentar la presentacid del Professor L. A. Zadeh. La seua pro-
posta cal que siga severament, ferocment, fins i tot brutalment criticada des
d’un punt de vista técnic. Aci esta fora de lloc. Em queda una pregunta per
fer-me: és que esta el Professor L. A. Zadeh presentant idees importants o
esta sent indulgent amb la forma de pensar?”

D’altra banda un altre collega i company de L. A. Zadeh a la Universitat
de Berkeley, el professor W. Kahan, al 1975 diu:

“la teoria difusa és erronia, erronia i perniciosa’.
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Fora d’aquestes mostres d’hostilitat, els treballs desenvolupats a la Re-
publica China, Russia i sobre tot pels enginyers del Japd, que per exemple,
utilitzant logica difusa per al sistema de control del tren suburba de Sendai,
en 1987, el feren un 10% més eficient energeticament que els conductors
humans, encoratgaren el professor L.A. Zadeh a continuar la investigacié en
aquest camp.

Figura 1.0.1: Imatge del suburba de Sendai

Com explica el professor Paulo F. Ribero, del Calvin College a [4], aques-
ta nova forma de programar els sistemes de control amb logica difusa també
va ser menyspreada pel professor Myron Tribus, al maig de 1988:

“Difusivitat €s probabilitat disfressada. Puc dissenyar un sistema de con-
trol amb probabilitat © fara el mateiz que amb logica difusa.”

entrada eixida
controlador procés

A 4

sensor

realimentacidé

Figura 1.0.2: Esquema d’un sistema de control



La principal area d’aplicacié de la logica difusa a l’enginyeria és al camp
dels sistemes de control.

Un sistema de control (com el que veem esquematitzat a la Figura 1.0.2)
rep una informacié d’entrada (input), a través d’uns sensors, i actua sobre un
controlador (interruptor) que modifica el procés. Finalment una realimenta-
ci6 fa que arribem a l'estat desitjat.

Un exemple de sistema de control és un sistema de calefaccié central d’u-
na vivenda regulat per un programador (com el de la Figura 1.0.3).

Figura 1.0.3: Programador d’'un sistema de calefaccié

La forma de programar aquest sistema de control és el modus ponens, tal
com fem les persones a la vida real quan prenem una decisio:

IF P THEN Q.
P.
Per tant Q.

Aquesta forma de raonar és molt estricta: es déna ) només si P. Pero
podria ser més permisiva. () sera majoritariament si P és majoritariament:

I[F P THEN Q.
Majoritariament P.
Per tant majoritariament Q).
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En aquest cas, P i () son ara nombres difusos. El raonament ante-
rior requereix de la definicié d'unes regles. Aquestes regles sén les regles
lingtistiques on emprem conjunts difusos. La forma general d’aquestes és:

“IF r € A, THEN y € B”,

on x i y sén nombres difusos i A i B sén conjunts difusos.

El rebuig cap a L. A. Zadeh per la teoria de la logica difusa, opina el pro-
fessor Ribero [4], era degut al poc desenvolupament de la teoria matematica
que la sustentava, aixi que podriem concluir que cal desenvolupar més el
camp de la difussivitat per tal que els enginyers ho puguen aprofitar.

D’altra banda Klir i Yuan, en [22], parlen de les caracteristiques d’un
canvi de paradigma, que com comenten, apareixen periodicament al llarg
de la historia de la ciencia. Aquest concepte va ser introduit per Thomas
Kuhn al seu llibre The Structure of Scientific Revolutions (Univ. of Chicago
Press, 1962); és definit com un conjunt de teories, estandards, principis i
metodes que sén considerats correctes per la comunitat cientifica dins d’un
camp concret. Utilitzant aquest concepte, Kuhn caracteritza el desenvolupa-
ment cientific com un procés al qual hi ha periodes de ciéncia normal, basats
en paradigmes particulars, entrellacats amb periodes de canvi de paradigma,
que sén nomenats per Kuhn com revolucions cientifiques.

Alguns dels més visibles canvis de paradigma estan associats als noms de
Copernico (astronomia), Newton (mecanica), Lavoisier (quimica), Darwin
(biologia), Maxwell (electromagnetisme), Einstein (mecanica) i Godel (ma-
tematiques).

Tot i que els canvis de paradigma varien d’un a l’altre en abast, ritme i
caracteristiques, comparteixen tots ells unes caracteristiques: cada canvi de
paradigma ha estat iniciat per problemes emergents que eren dificil o im-
possible de tractar amb els paradigmes vigents (paradoxes, anomalies, etc).
Cada paradigma, quan ha sigut proposat, ha sigut inicialment rebutjat de
diverses formes (ha sigut ignorat, ridiculitzat, atacat, etc.) per la majoria
dels cientifics del camp afectat. Aquells que normalment donen suport al
nou paradigma sén o molt joves o molt nous en el camp, i conseqiientment,
no molt influents. Com que el paradigma no esta inicialment ben desenvo-
lupat, la posicié dels seus proponents és debil. El paradigma, eventualment,
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guanya terreny demostrant que és més profités que el paradigma existent
en el tractament de problemes que sén reconeguts com dificils i acaba sent,
generalment, acceptat.

El canvi de paradigma iniciat amb el concepte de conjunt diftis i la idea
matematica basada en conjunts difusos, que encara esta desenvolupant-se,
ha tingut caracteristiques similars a altres canvis de paradigma de la historia
de la ciencia.

Podem resumir que quan el nou paradigma va ser proposat per L. A. Za-
deh [34], el procés usual de canvi de paradigma va comengar. El concepte de
conjunt difis, que implicava un nou paradigma, va ser inicialment ignorat,
ridiculitzat o atacat per molts, mentre que només uns pocs, la majoria joves
o poc influents, el van recolzar. Inicialment va trobar falta d’interés, escepti-
cisme o fins i tot hostilitat durant els anys 60, va madurar significativament
durant els 70 i durant els 80 va comencar a demostrar una major utilitat.

La present memoria esta dedicada a estudiar algunes de les propietats
dels nombres difusos i fer-ne una utilitzacié des d’el punt de vista topologic.
La seua estructura és la segiient. Al Capitol 2 veem l'evolucié de la logica
des del segle IV abans de Crist fins a ’actualitat, introduim la logica difusa i
fem un breu comentari sobre el naixement i evolucié dels nombres difusos. El
tercer capitol esta dedicat als conceptes basics de conjunts difusos, introduits
per L. A. Zadeh al 1965, i desenvolupats per altres autors, on la idea més
important és la convexitat. Al Capitol 4 ens centrem en els nombres difusos i
demostrem el teorema de representacié de Goetschel i Voxman, molt impor-
tant pels capitols posteriors i resultat que marca una nova direccié de recerca.
Al Capitol 5 caracteritzem els conjunts compactes del conjunt del nombres
difusos amb la metrica suprem. Al Capitol 6 parlem de la convergencia de ni-
vell i, amb exemples, la distingim de la convergencia amb la metrica suprem.
A Tultim capitol comentarem algunes de les linies d’investigacié futures.

11



12



Capitol 2

Evolucid historica

2.1 La logica matematica

El primer sistema de logica de predicats, encara que aquest nom siga molt
posterior, es degut a Aristotil al segle IV abans de Crist. Aristotil tractava
d’identificar les formes de raonament huma per tractar de crear criteris per
discernir a les discussions filosofiques.

La seglient etapa comenca al segle XVII quan Leibniz expressa el seu desig
d’extendre I'aplicacié de la logica a les matematiques, tractant de formalitzar
la logica com un calcul per manipular idees. Durant els 150 anys posteriors
ni filosofs ni matematics van prestar atencié a aquesta inquietud.

Va ser a meitat del segle XIX quan la logica matematica es va constituir
com a ciencia amb els treballs de Boole i Frege.

L’anglés George Boole va publicar al 1854 el seu llibre The Laws of
Thought (Les lleis del Pensament). En ell va desenvolupar un model al-
gebraic de la logica de proposicions.

L’alemany Gottlob Frege va publicar en 1879 el seu llibre Grundgesetze
der Arithmetik: Begriffsschiriftlich abgeleitet (Fonaments d’Aritmetica: Con-
ceptualment derivada) on va formalitzar la logica de predicats, i va introduir
el concepte de quantificador.

També a aquesta epoca cal incloure a Augustus De Morgan, que amb
les lleis de dualitat de la conjuncié i de la disjuncid, va aportar una eina
fonamental del calcul logic.
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A les sentencies de la logica proposicional s’assigna un valor vertader (1) o
fals (0), i les operacions de complement, interseccid i unid formen un algebra
de Boole, amb les propietats resumides a la Taula 2.1.1, on A, B i C' sén
subconjunts d’un conjunt X o elements del conjunt parts de X, P(X) :

Involucié A=A
Commutativa AUB=BUA
ANB=BNA
Associativa (AUB)UC =AU (BUC)
(ANB)NC=AnNn(BNC)
Distributiva AN(BUC)=(ANnB)UANCQC)
AU(BNC)=(AuB)N(AUC)
Idempotent AUA=A
ANA=A
Absorcié AU(ANB)=A
AN(AuB)=A
Absorcié per X i O AUX =X
ANO =0
Identitat AU =A
ANX =A
Llei de contradiccié ANA=0
Llei del terg esclos AUA=X
Lleis de De Morgan ANB=AUB
AUB=ANB

Taula 2.1.1: Operacions fonamentals de conjunts

Els elements de les parts del conjunt X, P(X), poden ser ordenades per
la inclusié de conjunts C. Aquest ordre, que és només parcial, forma un
reticle on el suprem i I'infim de cada parell de subconjunts A, B € P(X)
ve donat per AU B i AN B, respectivament. Aquest reticle és distributiu
i complementat (ja que qualsevol conjunt a P(X) té complement a P(X));
s’anomena normalment reticle de Boole o algebra de Boole. La connexio entre
les dues formulacions de reticle, (P(X),C) i (P(X),U,N), ve facilitada per
la segiient definicié d’ordre parcial:

A C B si, i només si, AU B = B per a qualssevol A, B € P(X).
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Per tant una algebra de Boole pot definir-se com un reticle (es a dir, un
conjunt ordenat al qual cada parell d’elementes té extrem superior i extrem
inferior) amb maxim 1 i minim 0 i dotat de la complementaci6 A.

2.2 Les logiques multivaluades de Lukasiewicz

Encara que hi ha molts intents durant el segle XIX de logiques multivaluades
(fins 1 tot Aristotil va admetre al seu temps que al futur hi hauria més que
vertader o fals), on s’aprecia un canvi per explicar situacions que no siguen
només vertaderes o falses és amb les idees de Jan Lukasiewicz.

Lukasiewicz investiga la logica polivalent al voltant dels anys 20 del segle
XX. Al 1918 fa referencia als seus treballs en la 1ligé de comiat pronunciada
a la Universitat de Varsovia. Lukasievicz va concebre la idea de recorrer a
un sistema de logica trivalent per resoldre el problema aristotelic dels futurs
contingents. L’afirmacié "FEstaré a Varsovia al migdia del 21 de desembre
del proper any”, no pot ser ara ni vertadera ni falsa. Cal, per tant, un tercer
valor distint de "170 70", aquest valor es pot designar per ” %”, representant
"allo possible”.

Tenim per tant un conjunt de tres elementes {1, %, 0}. La funcié monadica

més important estudiada per Lukasiewicz és la negacié que queda definida
com:

rzr=1—=x

que podem resumir a la taula segiient:

x|
01
1] 1
2 | 2
110

Aquesta definicié de negacid és distinta a altres anteriors on definien
-3 =0.

La logica trivaluada va ser ampliada per Lukasiewicz a qualsevol quantitat
de valors de veritat distribuits de manera uniforme a I'interval [0, 1]. Si, per
exemple, volem n valors, es tracta de: {O,ﬁ,%, ...,Z—j, 1}. Si volem

infinits valors, agafem Q N [0,1]. La negaci6 es defineix com a la logica
trivaluada:
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r=1-ux,
i per la resta de connectius logics introduim 'operacié @& com
@y =min{l,z + y}.

A partir d’aquestes operacions definim la constant 1, i les operacions ®,
— (implicacid), V (disjuncié) i A (conjuncié) com:

TR
rOy=-(-z®-y) =max{0,x+y—1}
r—oy=—-acd®y =min{l,1—z+y}
tVy=-(-zdy) dy) =maxr{z,y}
zhy==(c2x0y) Oy =min{z,y}

Taula 2.2.1: Operacions a la logica de Lukasiewicz

Com a generalitzaci6 de I'algebra de Boole, en temps més recents (segons
[28], en 1958 per Chang) es va introduir la nocié de MV-algebra. Una MV-
algebra és una estructura, que denotarem com A=(A;®,—,0), on A és un
conjunt no buit, ¢ és una operacié binaria en A, = és una operacié d’un unic
argument i 0 una constant, que cal que satisfacen les segiients relacions:

—_

LD (Yydz)=(z0y) d 2,

o

rTOY=yDu,

b

r®0=rc,

=

- =,
5. x @ —0 = =0,

6. "(rzdy)Dy=-(-ydz) du.

Tot subconjunt S de I'interval [0, 1] on les funcions

r—1—x,
z,y — min{l,x + y}

de S en S tinguen sentit i que continga el 0 és una MV-algebra amb les
operacions
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@y =min{l,z + y},
r=1—-x

i amb la constant 0. Tota algebra booleana és una MV-algebra definint

rdy=xVy,
r=1.

Com caracteristica curiosa es pot dir que a les MV-algebres si val el
principi de la doble negacié ——x — x pero no el del ter¢ esclés. Per exemple
a una MV-algebra amb tres elementes tenim que

1 _ 1 1 _ 1
Voz=3Ve=57#1

2.3 Naixement de la logica difusa

L’any 1965, el professor L. A. Zadeh introdueix amb larticle “Fuzzy Sets”
les bases de la logica difusa. En aquest treball defineix els conjunts difusos
com una classe d’objectes amb un continu de graus de pertinenga.

Com ell diu, al mon real hi ha classes d’objectes que no tenen ben defi-
nit el criteri de pertinenca. Per exemple, el conjunt dels animals clarament
inclou a gossos, cavalls, gats, etc. Estan definits clarament els seus membres
i s’exclouen objectes com pedres, fluids o plantes. Encara que objectes com
estrella de mar o bactéria tenen un estatus ambigu respecte a la classificacid
animal.

Aixi també la classe “homens alts” no constitueix un conjunt amb el
sentit matematic usual. Aquestes “classes” imprecisament definides, com ell
diu, tenen un paper important en el pensament huma, particularment en els
dominis de reconeixement de formes, comunicacio o informacié.

Amb la finalitat d’ampliar el concepte de conjunt ordinari o conjunt on
els seus elements només poden ser membres (valor 1) o no pertanyer (valor 0),
els conjuts difusos soén definits com una colleccié d’objectes amb pertinenca
amb valors entre 0 (completa exclusié) fins a 1 (completa pertinenga). La
funcié de pertinenca expresa el grau amb que cada objecte és compatible amb
la propietat de la colleccié. La definicié formal emprada per L. A. Zadeh és:
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Definicié 2.3.1. Siga X un espai de punts (objectes), amb un element
generic de X denotat per x.

Un conjunt difis A C X estd caracteritzat per una funcid caracteristica
fa(x) que associa a cada punt € X un nombre real a l'interval [0, 1], amb
el valor de f4(x) representant el grau de pertinen¢a de x al conjunt A.

Aixi, per a un conjunt en el sentit ordinari la funcié caracteristica es
redueix a :

nw={ g Te

Clarament, el conjunt buit, (), té una funcié caracteristica ()(z) = 0 per a
tots els elements z € X.

Com exemple, considerem el concepte de temperatura alta en un context
de temperatures distribuides a I'interval [0,50] en °C. Clarament 0°C' no
I’entenem com una temperatura alta i li podem assignar un valor nul amb
I’afirmacié “temperatura alta”. En canvi temperatures de 30°C' o superiors
ja poden considerar-se altes. Aixi podem assignar 1 com a grau de pertinenca
a les temperatures al rang [30,50]. Un grau parcial de pertinenga per a la
resta de valors el podem veure a la figura 2.3.1:

1
0.8
0.6
0.4

0.z

-10 10 z0 20 a0

Figura 2.3.1: Funcié de pertinenca

Al seu article original, L. A. Zadeh incideix que la funci6 caracteristica té
cert paregut amb les funcions de probabilitat quan X és un conjunt numera-
ble (o amb les funcions de densitat de probabilitat quan X és continu), pero
ja adverteix que son de natura diferent, tal com explicarem a la seccié 2.5.
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2.4 T-normes

L’any 1942 K. Menger al seu treball “Statistical metrics” defineix les t-
normes. A [10], els professors D. Dubois, W. Ostasiewicz i H. Prade diuen
que tal vegada ha tingut un reconeixement major al merescut dins del desen-
volupament de la teoria difusa. Comenten que K. Menger, al 1951, només
va suggerir la necessitat de desenvolupar una teoria en la que la relacié de
pertinenca d’un element a un conjunt féra reemplagada per la probabilitat
d’un element de pertanyer a un conjunt. Per tal radé va definir la nocié de
”ensemble flou” (I'article original és en francés), concepte que ell mateix va
traduir a ’anglés per hazy set o conjunt emboirat.

La contribucié feta amb les t-normes i t-conormes per generalitzar la
classica desigualtat triangular, basant-se en la unié (U) i la intersecci6 (N) de
conjunts, permet emprar les t-normes per realitzar I’arimetica dels nombres
difusos, com veurem més endavant.

A continuacio ens fixem en les propietats de la unio i la interseccio i de-
finim les t-normes i les t-conormes.

Quan tenim dos subconjunts difusos A, B de X, la seua interseccio i unio
es poden definir punt a punt, utilitzant les funcions 7" : [0, 1] x [0, 1] — [0, 1]
15:[0,1] x [0,1] — [0, 1] segiients:

(AN B)(a) :==T(fala), fg(a)), per a tot a € X.
(AUg B)(a) := S(fa(a), fe(a)), per a tot a € X.

Les propietats de les operacions Ny i Ug expresades separadament en
termes de les funcions 7' 1 .S, on incluim pero no escribim per a tot =, y, z €
[0, 1], sén les segiients:

Identitat:
T1. T(z,1) ==z (ANX =A),
S1. S(z,0) == (AUup=A).
Commutativa:
T2. T'(z,y) =T (y,x) (ANB=BnNA),
S2. S(z,y) = S(y,x) (AUB=BUA).
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Associativa:

T3. T'(z,T(y,2)) =T(T(x,y),2) (AN(BNC)=(ANnB)NC),
S3. S(z,S(y,z)) = S(S(x,y), 2) (AU(BUC)=(AUB)UC).

Monotonia: per a tot z,y,u,v € [0,1],2 < u,y < v,

T4. T(x,y) < T(u,v),
S4. S(z,y) < S(u,v).

Cal resaltar que 1'inica diferencia entre les propietats de T'i S ve donada
per la propietat primera (identitat). A partir de les propietats anteriors
podem introduir els segiients conceptes.

Definicié 2.4.1. Una funcié 7' : [0,1] x [0,1] — [0,1] s’anomena norma
triangular (una t-norma per abreujar) si, i només si, satisfa les condicions
T1-T4.

Una funcié S : [0,1] x [0,1] — [0,1] s’anomena conorma triangular (una
t-conorma per abreujar) si, i només si, satisfa les condicions S1-S4.

Com conseqiiencia de les propietats anteriors tenim que:

T(0,2) =0, S(1,z) =1 per a tot z € [0, 1].

També tenim que per a qualsevol t-norma 71" o per a qualsevol t-conorma

S (z,y €[0,1)):
T(z,y) < min(z,y), S(z,y) > max(z,y).

Definicié 2.4.2. Una funcié no creixent n : [0,1] — [0, 1] que satisfa les
condicions

s’anomena negacio.

Definicié 2.4.3. Una negaci6, n, s’anomena estricta si la funcié que la
defineix és estrictament decreixent i continua. S’anomena forta si a més és
una involucio, és a dir, n(n(x)) = z per a tot x € [0, 1].
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Com podem comprovar, per a cada t-norma 7T i una negacié forta N,
I'operaci6 S definida per

S(x,y) == N(T'(N(x),N(y))), z,y € [0,1] (2.4.1)
és una t-conorma. Addicionalment podem veure que
T(x,y) := N(S(N(z),N(y))) (z,y €[0,1]).

Aleshores S s’anomena la t-conorma N-dual de T, i T la t-norma N -dual
de S. En el cas que la negaci6 siga N(z) := 1 — x per a x € [0,1] (negacié
estandard) es parla simplement de t-conorma dual, respectivament t-norma
dual. La igualtat 2.4.1 expresa les lleis de De Morgan en el cas difts.

Veem exemples de t-normes i t-conormes:

n(x) n(x)
A A
1 1
% %
0 > 0 >
X X
F' F 3
1 AN B 1
N M :
Interseccio >4 Unid X

Figura 2.4.1: Interseccio i unié difuses

e El minim i el maxim. En l'article classic de L. A. Zadeh [34] sén les
proposades com els models a utilitzar per definir la interseccio i la unio
dels conjunts difusos (x,y € [0, 1]).

La unio de dos conjunts difusos A i B de X, amb respectives funcions
de pertinenca z(a), a € Aiy(b), b € B, és el conjunt difus C, escrit
com C' = AU B, la funci6 de pertinenca del qual és:
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z(c) = max{z(c),y(c)}, per a tot ¢ € X.

La interseccio de dos conjunts difusos A i B de X, amb respectives
funcions de pertinenga x(a), a € Aiy(b), b € B, és el conjunt difis C,
escrit com C' = AN B, la funcié de pertinenca del qual és:

z(c) = min{z(c),y(c)}, per a tot ¢ € X.
Podem veure la representacio grafica a la Figura 2.4.1.
Tal com ja hem comentat, 'min’ és la major t-norma i 'max’ és la menor

t-conorma.

El producte i la suma probabilistica. Un altre exemple ve donat
per la t-norma producte [] i la seua dual t-conorma, [, anomenada
suma probabilistica:

[z,y) =2y,  Il(xy) =x+y—uay, (z,y € [0,1]).

La t-norma i t-conorma de Lukasiewicz. La t-norma W (intro-
duida per Lukasiewicz en 1931) i la t-conorma dual W' estéan definides
com:

W(z,y) :=max{x +y — 1,0}, W'(z,y):=min{x +y, 1},

(x,y € [0, 1]), normalment anomenades interseccid audag i suma fitada,
respectivament.

El minim i maxim nilpotents. Una nova t-norma i t-conorma van
ser definides per Perny (Perny, 1992), que van ser independentment
redescobertes per Fodor (Fodor, 1995), anomenades minim nilpotent
i mazim nilpotent, respectivament. Estan definides per les segiients
formules:

. _f min(z,y) st x4+y>1
ming(z,y) = { 0 en un altre cas,

essent la seua t-conorma associada:
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max, (z, y) = { max(z,y) six4+y<l

1 en un altre cas,

z,y € [0,1].

e El producte i suma drastics. La t-norma Z, anomenada producte
drastic, i la t-conorma Z’, anomenada suma drastica, es defineixen com:

| min(z,y) si max(z,y) =1
Z(x,y) = { 0 en un altre cas,

o max(ay) i minge.g) =0
Z'(x,y) = { 1 en un altre cas,

z,y € 1[0,1].

S6n anomenades la t-norma “més debil” i la t-conorma “més forta”
perque satisfan les seglients desigualtats per a qualsevol t-norma T i
per a qualsevol t-conorma S:

Z <T < min, max < S <7’

2.5 Probabilitat i conjunts difusos

Tal com diuen Dubois, Nguyen i Prade a [9], un dels assumptes més con-
trovertits de la modelitzacié de la incertesa i a les ciencies de la informacié
és la relacié entre la teoria de la probabilitat i els conjunts difusos. Una
de les raons de la controversia és que els conjunts difusos s’apliquen en el
camp de la modelitzacié de la incertesa, creant aixi una dicotomia entre les
aproximacions difusa i probabilistica. De vegades el debat ha estat aspre a
causa de la reclamacié dels defensors dels conjunts difusos que “la probabi-
litat tracta amb incertesa objectiva, mentre que els conjunts difusos tracten
amb incertesa subjectiva” o encara més “la probabilitat és un cas especial de
conjunts difusos”. La primera afirmacié només mostra que la teoria difusa
ignora l’escola Bayesiana de probabilitat subjectiva. La segona afirmacié és
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falsa. Al darrere de cada teoria hi ha un naixement diferent per explicar la
incertesa en diferents camps: els conjunts difusos estan darrere de les tasques
de raonament i la probabilitat bayesiana de la presa de decisions. Pot ser
les controversies entre les dues acabarien si els cientifics protagonistes s’es-
forcaren en construir un llenguatge comu per compartir el fons cientific.

Hi ha certs malentesos entre conjunts difusos i probabilitat. La critica
rebuda pels conjunts difusos no és altra cosa que un malentés, una falsifica-
ci6 o una concepcié erronia de la teoria de la probabilitat. Aquesta critica
perdura, tot i que amb menor mesura. Exemples d’aquestos textos critics,
provinents de la teoria de la probabilitat, sén Stallings (1977), Laviolette i
Seaman (1994) o Laviolette et al. (1995). La teoria de conjunts difusos ha
patit el desti de les noves teories quan no tenen encara solids fonaments. Les
critiques venen de camps ben fonamentats que no recorden els patiments dels
seus primers temps.

Vegem la diferencia entre funcié de pertinenca i la probabilitat: el proble-
ma de quantificar la pertinenca parcial és diferent del de modelitzar la impre-
cisio o predicats que vénen amb graus. La pertinenga parcial és basicament
deguda a informacié incompleta o conflictiva. Si no tenim una informacié
completa o precisa de l'estat del méon, no podem respondre amb certesa a
totes les preguntes sobre aquest moén. Aquest problema n’és només un dels
de la pertinenga parcial, amb la terminologia difusa.

La modelitzacié de la imprecisié és un problema de representacié que,
de vegades, s’anomena imprecisié lexica dels termes lingiiistics. Tracta de
capturar el fet que baix certs predicats hi ha una gradacio, o certa noci
d’intensitat en la seua pertinenca per quantificar una situacié donada. En
aquest context, les funcions de pertinenca séon només perfils de preferencia
induits per habits lingiiistics.

A nivell formal, la situacio relativa dels conjunts difusos i la probabilitat
és clara. Després de L. A. Zadeh (1965) un conjunt difis F a un univers
U ve identificat per una funcié de pertinenga F(:): U — [0, 1] on F(u) és el
grau de pertinenca de [’element u de F. Per simplificar ens fixarem només
a universos finits. En canvi, una mesura de probabilitat P és una funcié
2Y — [0, 1] que assigna un nombre P(A) a cada subconjunt de U, i satisfa els
axiomes de Kolmogorov (al cas finit):
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e P(U)=1.
e P(0)=0.
e SiANB =0, P(AUB) =P(A) + P(B).

Representacié
de la incertesa

MODEL | MODEL |
222 Probabilitat Conjunts difusos

Figura 2.5.1: Representaci6 de la incertesa

La probabilitat atany a [’aparicié d’esdeveniments ben definits (sent con-
siderats com conjunts). Per exemple, la probabilitat de traure aleatoriament
una bola roja d’una urna que conté 5 roges i 7 blanques és % = %, as-
sumint que cada bola té probabilitat 1—12 de ser triada. Les probabilitats cal
que siguen avaluades o estimades, basades en una repeticié o en cert tipus
d’experiment portat a terme en un medi estacionari. Aleshores, per fer les
probabilitats significatives, cal proposar una forma de determinar-les. Els
enginyers empren el metode de determinar la probabilitat com un limit de
freqiiencies i determinen el valor amb un nombre finit d’experiments. Aixi la

probabilitat de I’esdeveniment A és estimada amb:
na

p(A) = lim —

n—oo MM

on n4 és el nombre d’experiments on 1’esdeveniment A ha ocorregut front un
total de n experiments realitzats en la serie.

D’altra banda, els conjuts difusos tracten amb la gradualitat de conceptes
i describeixen les seues fites.
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Per fer la diferencia encara més clara, considerem un experiment amb
resultat possible A. Només abans de realitzar-lo podem parlar de probabi-
litat de A, P(A). Una vegada realitzat I’experiment, la part probabilistica
desapareix. El resultat és, sense ambigiiitat, conegut: A ha ocorregut o no.
En canvi, si A és un conjunt difus; després de 'experiment la idea continua
sent vélida.

En canvi Dubois, Nguyen i Prade a [9] si que donen la raé a Laviolette i
Seaman (1994) quan qiiestionen la idea, que de vegades apareix als articles de
conjunts difusos, que aquestos ultims generalitzen la probabilitat. Especial-
ment el fet que una funcié de densitat de probabilitat pot ser obtesa per una
adequada normalitzacié de la funcié de pertinenca. La funcié de probabilitat
opera sobre conjunts, i té per domini una algebra de Boole, mentre que el
domini de la funcié de pertinenca no pot mai ser una algebra de Boole.

2.6 Naixement i evolucio dels nombres difu-
SOS

Els nombres difusos modelitzen quantitats imprecises que tendeixen a apa-
reixer quan es treballa amb sistemes complexos. Podem trobar exemples per
modelitzar quantitats aproximades (nombres) a expressions com: aprozima-
dament cinc, per baix de 100, baixa temperatura, etc.

El calcul de quantitats difuses es basa a I'area d’analisi d’intervals (Mo-
ore, 1966) que defineix les regles per la propagacié d’errors (descrites per
intervals) en els processos de calcul. Basicament usat pels fisics, el topic
d’interval matematic ha esdevingut encara més important amb 1'utilitzacio
dels ordinadors.

La idea que les quantitats difuses podien ser aritmeticament combinades
d’acord amb les lleis de la teoria de conjunts difusos es deguda a L. A. Zadeh
(1975a). Després d’ell, diversos investigadors van treballar de forma inde-
pendent per desenvolupar-la (aixi Dubois i Prade (1979, 1980) o Kaufmann
i Gupta (1988)).

L’aritmetica dels nombres difusos ha estat desenvolupada seguint dues
vies: els a-talls o el principi d’extensié, com veurem a I’Apartat 4.2. La

26



primera aprofita la relacié dels nombres difusos i els intervals, aixi com 1’a-
ritmetica dels intervals ja desenvolupada en la teoria d’errors. La segona
utilitza la t-norma min.

27



28



Capitol 3

Conceptes basics de conjunts
difusos

Tal com ja hem dit al capitol anterior, L. A. Zadeh (1965), al seu famds
article [34] defineix un conjunt difts com un continu de graus de pertinenca.
La condicié de continuitat es canviara a posteriori per la de semicontinuitat
superior per definir els nombres difusos de forma que generalitzen els nombres
reals.

3.1 Definicions i primeres propietats

A aquesta seccid, a partir de la definicié de conjunt difis donada per L. A.
Zadeh en 1965, introduim conceptes basics i terminologia sobre conjunts di-
fusos.

Definicié 3.1.1. Un conjunt difiis és caracteritzat per una funcié de perti-
nenga d’elements d’un conjunt X a l'interval unitat [0, 1], aixo és:

A: X —[0,1].

Aixi, un conjunt difus esta representat per un conjunt ordenat de parelles
formades per un element generic z € X i el seu grau de pertinenca:

A= {(2/A@)) | € X}.
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Clarament, un conjunt difis és la generalitzacié del concepte de conjunt,
els elements del qual només poden pendre els dos valors {0, 1}, tal com hem
vist a la Seccid 2.3.

Els conjunts difusos poden estar definits per a universos finits o infinits,
emprant diferents notacions. Si I'univers X és finit amb cardinalitat n, ales-
hores el conjunt diftis ve donat en forma de vector n-dimensional, on aparei-
xen només els elements de X amb funcié de pertinencga no zero. Per exemple,
si X = {x1, 29, ..., 2, }, aleshores el conjunt difis A = {(z;/a;) |z; € X}, on
a; = A(z;), i =1,...,n, ve denotat per (Zadeh 1965; Kandel 1986)

A=ux1/a1 +x3/as + ... + x5 /a, = in/ai.
i=1

A aquesta notacid, la suma no s’ha de confondre amb la suma algebraica
estandard; el proposit del signe de sumatori és indicar el conjunt de parelles
ordenades.

Quan l'univers X és continu, s’empra la segiient expressié per representar
un conjunt difus:

A(;v):/xw/a,

on a = A(z) i el simbol integral cal que siga interpretat com el simbol de
sumatori d’abans.

Definicié 3.1.2. Anomenarem F(X) la familia de tots els conjunts difusos
sobre X.

Definicié 3.1.3. Els talls de nivell o a-talls, A%, d’'un conjunt difus A sén
els conjunts

A*={z e X|A(x) >a},on1>a>0.

Una propietat important dels conjunts difusos definits sobre R és la seua
convexitat. Per fer la generalitzacié de convexitat, consistent amb la definicié
classica de convexitat, cal que tots els a-talls, @ € (0, 1], siguen conjunts
convexos en el sentit classic (el 0-tall esta exclos perque equival a tot R).
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Definicié 3.1.4. Un conjunt difis u € F(R) és convez si, i només si, tots el
conjunts

[u]* :={x € R|u(z) > a},

denominats talls de nivell o a-talls, sén convexos per qualsevol a a I'interval
(0, 1.
Quan « = 0, definim,

(W= | J [u]* = cle{x € R|u(z) > 0}.
ae(0,1]

que també sera convex si ho son tots els a-talls, perque la clausura ho con-
serva.

Figura 3.1.1: Conjunt difis no convex a R

Resaltar que els conjunts convexos en R sén els intervals.

Per evitar confusio, cal adonar-se’n que la definicié de convexitat difusa
no significa que la funcié de pertinenca del conjunt difis siga una funcié con-
vexa. A la Figura 3.1.1 hi ha un exemple de conjunt difis no convex.

Una caracteritzacié alternativa i més eficient de convexitat la veem al
teorema segiient.

Teorema 3.1.5. Un conjunt difis u a R és convex si, i només si,
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u(pay + (1 = p)ws) = minfu(z:), u(z)]

per a qualsevol x1, x5 € R i per a qualsevol pu € [0,1], on min denota ’opera-
dor minim.

Demostracio. (i) Assumim que u és convex i agafem A = wu(z) < u(xg).
Aleshores, 1,25 € [u]* i a més, puxy + (1 — p)ry € [u]* per a qualsevol
p € [0, 1] per la convexitat de u. Conseqiientment,

u(pry + (1 — p)xe) > X = u(xy) = minfu(z), u(xs)].

(ii) Assumim que u satisfa u(pxy + (1 — p)x2) > minfu(zy), u(zz)]. Cal que
provem que per a qualsevol A € (0, 1], [u]* és convex.
Tenim que per a qualsevol x1, 7o € [u]* (és a dir u(x;) > A\, u(z2) > ), i per
a qualsevol p € [0, 1]

u(pxy + (1 — p)za) > minfu(z), u(zz)] > min(A, A) = A;
és a dir, pxy + (1 — p)zy € [u]*. Aix{ dones, [u]* és convex per qualsevol
A € (0,1]. Concluim que u és convex. n

Figura 3.1.2: Caracteritzacié de conjunt difis no convex a R
A la Figura 3.1.2 veem graficament l'explicacié d’aquesta caracteritzacié

de convexitat. A la zona central, resaltada en trag gros, no és compleix el
teorema, per tant no és un conjunt difis convex.

El concepte de a-tall té un importancia capital en la relacio entre conjunts
i conjunts difusos. En primer lloc vegem algunes propietats dels a-talls.
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3.2 Propietats basiques dels a-talls
Anem a veure uns resultats que ens serviran més endavant.

Teorema 3.2.1. Siguen u,v € F(R), dos conjunts difusos en R. Aleshores
es complizen les segiients propietats per a qualsevol A,y € [0, 1]:

(Z) A < p implica que [u],\ D [u]“;
(i) [uno* = [u* N [v]*;

(iii) [uUv]* = [u]* U [v]*.

Demostracio. (i) Six € [u]*, aleshores u(x) > p. Com que p > A, tenim que
u(z) > p > A\ Per tant, x € [u]* i podem concloure que [u]* D [u]*.

(ii) Per a qualsevol x € [uNv]}, tenim que (uNv)(x) > X i, per tant,
minfu(z),v(z)] > . Aix0 significa que u(x) > Aiwv(z) > A. Aco implica que
x € [u]* N [v]* i, conseqiientment, [uNv]* C [u]* N [v]*. D’altra banda, per
a qualsevol z € [u]* N [v]*, tenim que = € [u]* i z € [v]*; és a dir u(x) > X i
v(x) > A; per tant, min[u(x),v(z)] > A, el que significa que (u Nv)(x) > A
Aco implica que x € [(u N v)]* i, conseqiientment, [u]* N [v]} C [u N v]*.

Concloem que [uNv]* = [u]* N [v]*.

(iii) Per a qualsevol z € [u U v]*, tenim que max([u(z),v(z)] > A i, per
tant, u(z) > X\ o v(z) > \. Aixo implica que x € [u]* U [v]*.
En sentit contrari, per a qualsevol z € [u]* U [v]*, tenim que x € [u]* o z €
[v]*. Aco vol dir que u(z) > X o v(x) > \. Per tant, max[u(z),v(x)] > A, que
significa que (uUwv)(z) > X. A¢d implica que z € [uUv]?, i conseqiientement,
[u]* U [v]* C [uUv]}. Hem provat doncs que [uUv] = [u]* U [v]*. |

A

Examinem ara les conseqiiencies del teorema anterior. La propietat (i)
significa que la successié de conjunts {[u]*| X € [0,1]} dels a-talls és sempre
mondtona decreixent respecte a \; consequiientment, és una familia d’intervals
encairats.

També de l'apartat (i) del Teorema 3.2.1 podem concloure la propietat
segilient:
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Proposicié 3.2.2. Els talls de nivell (a-talls) d’un conjunt difis A son con-
tinus superiorment: donada una successio no decreizent o < ap < ... amb
limit «, aleshores

A :T}E&QA i (3.2.1)

Aquesta propietat ens permet passar de la representacié amb talls de
nivell a la funcié de pertinenca. La funcié de pertinenca pot ser generada a
partir dels talls de nivell com:

A(z) = sup{a |z € A*}.

A linversa, si tenim una familia d’intervals encaixats {A*|1 > a > 0},
amb A = X i que satisfa 'apartat (i) del Teorema 3.2.1 i I'equaci6 (3.2.1)
de la proposicié anterior, aleshores hi ha un tnic conjunt diftis F' els talls
de nivells del qual sén F* = A® per a cada o € [0,1]. Aquesta propietat es
coneix con el teorema de representacié de Negoita i Ralescu [25, 26].

3.3 Representacié de conjunts difusos

Com hem vist al final de la secci6 anterior, una propietat fonamental dels a-
talls és la seua capacitat de representar els conjunts difusos. Anem a incidir
en aquest aspecte en aquesta seccid. Aquestes representacions ens permeten
extendre diverses propietats i operacions dels conjunts ordinaris a la seua
contrapartida difusa.

Per explicar la representacié de conjunts difusos mitjancant conjunts or-
dinaris, comencem amb la illustracié d'un exemple. Considerem el conjunt

difus
u=2x1/0.24 25/0.4+ 23/0.6 + 24/0.8 + x5/1

Anem a mostrar com es pot representar pels seus a-talls.
El conjunt difis u esta associat a només cinc a-talls distints, que estan defi-
nits per les segiients funcions caracteristiques:
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[u]®? = 21 /1 + 29/1 + 23/1 + x4/1 + 25 /1,
[u]® = 21 /0 + 22/1 + 23/1 + 24/1 + 25/1,
[U]O'G = $1/0+$2/0+LL’3/1 +$4/1 —|—Jf5/1,
[u]®® = 21/0 4+ 22/0 + 23/0 + 24/1 + 25/1,
[u]' = 21/0 + 22/0 4+ x3/0 + 24/0 + z5/1.

Ara convertim cadascun dels a-talls al nou conjunt difts, wu,, definit per
a cada x € X = {x1, 29, T3, 14,25} com:

uy(z) = X - [u]Mx). (3.3.1)
Obtenim

Up.2 = «Tl/OZ + ZL’2/02 —|—.§C3/02 —|—$4/O2 +I5/02,
ugs = 1/0 + x9/0.4 + 23/0.4 + 24/0.4 + 15/0.4,
Uy = 1‘1/0 + xz/O +ZE3/0.6+:134/0.6 +l‘5/0.6,
ups = x1/0 + 22/0 + 23/0 + x4/0.8 + x5/0.8,
up = 21/0 4+ 29/0 + 23/0 + 24/0 + 5/1.

Ara ja és facil veure que, amb la unié difusa estandard d’aquestos cinc con-
junts difusos, obtenim el conjut difis original. Aixo és,

U = Up.2 U UQ.4 U Uo.6 U Up.8 U uy.
Anem a concretar les idees anteriors en el segiient resultat.

Teorema 3.3.1. (Teorema de descomposicid). Per a cada conjunt difis
u € F(X),

uw=J u, (3.3.2)

A€[0,1]
on uy esta definit com a (3.5.1) i |J denota la unid difusa.

Demostracio. Per a cada x € X, siga u = u(x). Aleshores,

U ux | ()= sup ux(x) = max[ sup ux(z), sup u(z)].
A€[0,1] A€[0,1] A€[0,u] €)1
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Per a cada A €]y, 1], tenim que u(z) = p < A i, per tant, uy(x) = 0. Per
altra banda, per a cada A\ € [0, ul], tenim u(z) = pu > A, que ens porta a
uy(x) = . Aixi doncs,

U uy | ()= sup A= p=u(z).
A€[0,1] AE[0.1]

Com que el mateix argument és valid per qualsevol z € X, arribem a la
validesa de (3.3.2). ]

Per il'lustrar ’aplicacié d’aquest teorema, considerem el conjunt difis u
amb la segiient funcié de pertinenca amb forma triangular:

x—1, z€ll,2]
u(z) =49 3—x, x€][2,3]
0, x¢]1,3].

Per a cada A € [0, 1], el A-tall de u és un interval tancat
w = [A+1,3 - )],

i el conjunt difis especial u, utilitzat en (3.3.2) ve definit per la seua funcié
de pertinenca

- A, T €N+1,3— )]
AT 0, en altre cas.

Exemples de conjunts u* i uy per a tres valor diferents de A es veuen a la
Figura 3.3.1. D’acord amb el primer teorema de descomposicié, u s’obté
agafant la unié difusa dels conjunts uy per tots els A € [0, 1].

3.3.1 Principi d’extensié per a conjunts difusos

Diem que una funcio en el sentit classic
f: X—Y

és extesa al camp difus quan els conjunts X i Y sén conjunts difusos. Aixo
vol dir que la funcié, la qual conserva el simbol f, té la forma

fiF(X) — F(Y).
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Figura 3.3.1: IIlustraci6 del teorema de descomposicié

Un metode per difusivitzar les funcions ordinaries s’anomena principi
d’extensio. Abans d’introduir el principi, anem a veure un cas especial, en
el qual les funcions sén exteses al conjunt de les parts d’un conjunt, P(X) i
P(Y). Aquest cas esta establert en la teoria de conjunts.

Donada una funcié ordinaria de X a Y, la seua versié extesa a una funcio
de P(X) a P(Y), per qualsevol A € P(X), ve definida com

fA) ={yly = f(z),z € A},

La versié extesa de la inversa de f, denotada com f~!, és una funcié de
P(Y) a P(X). Per a qualsevol B € P(Y), esta definida com

f7H(B) ={z| f(x) € B}.

Expressant els conjunts f(A)i f~(B) amb les seues funcions carateristiques
(vistes com un cas especial de les funcions de pertinenga), obtenim
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[f(A)(y) = sup{A(2) [y = f(2)}, (3.3.3)
[/~ (B))(z) = B(f(x)). (3.3.4)

Com exemple simple d’illustracio del significat d’aquestes equacions, siga
X ={a,b,c} 1Y ={1,2}, i considerem la funcié

a—1
f=q b—>1
c— 2

Aleshores aplicant (3.3.3) i (3.3.4) a aquesta funcid, obtenim la extensi6
de f com es veu a la Figura (3.3.2.a) i la extensié de f~! com es veu a la
Figura (3.3.2.b), respectivament.

P(X) PY) P(Y) P(X)

g g 7

{a} =

=10 n
Ib} ———17 ™~ b}
e 7< >(,... fcl
[a.b} ] (2} ey 1ok
Jauchn {a.cl
fb.cle] Ib.c}
{ab.ch ﬁ“\{m} na_ | —plabc

(a) (b)

Figura 3.3.2: Exemple d’extensié d'una funcié a les parts d'un conjunt P(X)

Si permetem ara que els conjunts A i B a (3.3.3) i (3.3.4) siguen conjunts
difusos i reemplacem les funcions caracteristiques a aquestes equacions per
funcions de pertinenca, arribem al segiient principi d’extensié mitjangant el
qual les funcions ordinaries poden ser difusivitzades.
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Definicié 3.3.2. (Principi d’extensié): Tota funcié f : X — Y induix
dues funcions,

[ F(X) — F(Y),
L F(Y) — F(X),

que estan definides com

[f(A)](y) = sup{A(z) |y = f(z), = € X}, (3.3.5)

per a tots els A € F(X) i

T (B))(z) = B(f(x)). (3.3.6)
per a tots els B € F(Y).

Aquest principi 'aplicarem al segiient capitol per definir aritmetica dels
nombres difusos.
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Capitol 4

Nombre difus

Definirem a continuacié un cas particular de conjunt difis, anomenat nombre
difis. Recordem que R denota el conjunt dels nombres reals i N el conjunt
dels nombres naturals. Com que volem que els nombres difusos siguen una
generalitzacié dels nombres reals, a la funcié de pertinenca només li exigirem
la semicontinuitat superior.

4.1 Definicions basiques

Un conjunt difds ’hem definit en termes d’una funcié de pertinenca que
assigna a cada punt d'un univers el grau de pertinenca al conjunt difts.
Aquesta funcié de pertinenca és

u:R —0,1].

Denotem per F(R) la familia de tots els conjunts difusos de R.
Recordem la definicié dels conjunts a-tall com

[u]* = {zx € R|u(z) > a}.

El suport, [u]°, d’un conjunt difds esta definit com

(W= | J [ul* = clg{z € R|u(z) > 0}.

a€]0,1]
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Cal tindre en compte que no agafem [u|® com {z € R|u(x) > 0} perque
aquest ultim conjunt equival a tot R, és a dir, {x € R|u(z) > 0} =R.

El nombres difusos sén una restriccié dels conjunts difusos amb proposits
practics i teorics.

Definim el conjunt dels nombres difusos, E!, com el conjunt d’elements
de F(R) que satisfan les segiients propietats:

(1) u és normal, és a dir, existeix almenys un zo € R on u(zg) = 1;

(2) wés convexa (en el sentit difus), és a dir, u(Az+(1—X\)y) > min{u(z), u(y)},
per a qualsevol z,y € R, A € [0, 1];

(3) w és semicontinua superiorment, és a dir, [u]* és un conjunt tancat per
a tot a;

(4) [u]® és un subconjunt compacte de R.

0.8
0.6 4
0.4 4

0.2 4

Figura 4.1.1: Exemple de nombre difis

Cada membre u € E! s’anomena nombre difis i E! s’anomena 1'espai dels
nombres difusos.

Amb la condicié que la funcié de pertinenca siga semicontinua superi-
orment, podem considerar els nombres reals R com un cas particular dels
nombres difusos definint 7 com

~ 1 t=r
r(t)_{O t#£r
per a tot r € R.
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-1 — — — —»

Figura 4.1.2: Exemple de nombre real, expressat de forma difusa

4.2 Aritmetica difusa i propietats

Es important per a les aplicacions dels nombres difusos tindre la possibilitat
de realitzar calculs aritmetics. A continuacié expliquem les dues formes més
importants de fer-ho.

Proposicié 4.2.1. [u]* és un subconjunt compacte de R.

Demostracio. Com a conseqiiencia de la condicié (3) de la definicid, [u]* son
conjunts tancats per a tot a.

D’altra banda, pel Teorema 3.2.1(i), [u]* C [u]’. Com [u]® és compacte,
és fitat, 1 per tant també és fitat [u]®. Com [u]* és tancat i fitat a R, és
compacte. [ |

Com a conseqiiencia de la propietat anterior i que sén connexes, tal com
hem vist a la Seccié 3.1 per ser convexos en el sentit difis, els a-talls [u]*, sén
intervals tancats i fitats per qualsevol o € [0,1]. En conseqliencia escrivim

[u]* = [u™(a), u™(a)].

Utilitzant el resultat anterior veem ara les dues formes més usuals de fer
aritmetica amb nombres difusos:

(i) Emprant el principi d’extensio: siguen u i v dos nombres difusos.

e Per a la suma p = u + v, la funcié de pertinenca ve donada com:
p(z) = sup{min(u(z),v(y)) |z +y = z}.
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e Per a la resta ¢ = u — v, la funcié de pertinenca es defineix com:

q(2) = sup{min(u(z), v(y)) [z —y = z}.

e Per al producte r = u - v, la funcié de pertinenca és:

r(z) = sup{min(u(z), v(y)) |z - y = 2}.
e Finalment per a la divisié s = u /v, assumint que el zero no pertany
a l'interval [v]° (o suport), tenim:
s(z) = sup{min(u(z), v(y)) [z/y = z}.

Cal tindre en compte que a les definicions anteriors hem utilitzat com
t-norma T = T,, = min. Altres t-normes poden ser utilitzades. Si
denotem per x qualsevol de les quatre operacions (+, —, -, /), aleshores
p = uxv es pot definir com:

p(2) = sup{T'(u(z),v(y)) [z *y = 2},

per a una t-norma 7'.

Una altra forma de fer aritmetica difusa és utilitzant la aritmetica d’in-
tervals.
Si tenim [ = [a,b] i J = [c,d] dos intervals tancats i fitats de nombres
reals, aleshores:

* [a,b]

e [a,0]

e [a,b] - [c,d] = [min(ac, ad, be, bd), max(ac, ad, be, bd)]

e [a,b]
Siu i v sén dos nombres difusos, per a 0 < o < 1, tenim que els a-talls

sén [u]* = [u™(a),u™ ()] 1 v]* = [v7(a),vT(a)]. Aleshores podem

definir Paritmetica dels nombres difusos en termes dels seus a-talls:
e Sip=u+ v, aleshores [p]* = [u]* + [v]*, amb

44



peral<a<l.

e Si g =wu — v, aleshores:

[g]* = [u™(a) —v™(a),u"(a) — v*(a)],
peral<a<l.

e Sir = wu-wv, utilitzant 'aritmetica d’intervals, aleshores:

[r]* =[u™(a),u™ ()] - [~ (), v ()],
peral<a<l.

e Si s = wu/v, utilitzant Paritmetica d’'intervals, aleshores:

[s]* = [u™(a), u™ ()] - [1/v(a), 1/v™(a)],

per a 0 < a <1, assumint que el zero no pertany a [v]°.

Les propietats de I’aritmetica d’intervals ens permeten concloure els seglients
resultats.

Proposicio 4.2.2. Donats u,v @ w nombres difusos, es complixen per a la
suma les sequents propietats :

e Commutativa: v+ v =v + u.
e Associativa: u+ (v+w) = (u+v) +w
e Element neutre: u +0 = u
Per tant (E',+) forma una estructura de monoide commutatiu.

Proposicié 4.2.3. Donats u,v i w nombres difusos, es complizen per al
producte les sequents propietats :

e Commutativa: u-v =0 - u.
e Associativa: u- (v-w) = (u-v)-w
e Element neutre: u-1 = u

Per tant (E',-) forma una estructura de monoide commutatiu.
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4.3 Teorema de representacié de (GGoetschel i
Voxman

A continuacié donem el teorema de representacié de Goetschel i Voxman,
una eina molt important dins de la teoria de nombres difusos, doncs permet
fer demostracions en aquest camp utilitzant només propietats intrinseques,
sense necessitat d’emprar estructures externes com, per exemple, espais de
Banach, hiperespais, etc.

Teorema 4.3.1. (Teorema de representacid). (Goetschel i Vorman
[19]). Siu € E i [u])* := [u=(\),u™(N)], X € [0,1], aleshores el parell de

funcions u=(X) i ut(\) tenen les segiientes propietats:

(1) u=(\) és una funcid fitada, no decreizent i continua per l’esquerra a
interval |0, 1];

(2) ut () és una funcid fitada, no creizent i continua per l’esquerra definida
a linterval 10, 1];

(3) u=(A\) i ut(N) son funcions continues per la dreta a A = 0;

(4) u™(1) <u'(1).

Reciprocament, si un parell de funcions a(\) i S(N) satisfan les condi-
cions anteriors (1) — (4), aleshores existeir un tinic u € E tal qué [u]* =
[a(N), B(N)] per a cada X € [0, 1].

Demostracio. En primer lloc recordar que a la Proposicié 4.2.1 ja hem de-
mostrat que cada A-tall és un interval fitat i tancat i, per tant, podem ficar-lo
com un interval de R, [u]* = [u=()\),u*()\)].

Podem definir per qualsevol \ € [0, 1],

u”(A) :=min{z € R|u(z) > A}, u™(N) := max{z € R|u(z) > A}

Aixi que u~(\) és una funcié fitada per qué = (A\) € [u]°, que és un conjunt
compacte.
Igualment u™(\) és una funcié fitada per que u™ () € [u]®, que és un conjunt
compacte.

Per veure que és no decreixent, considerem els segiients casos:
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o SiA >N, {r eR|u(x) > N} D {z e R|u(z) > A1}, aleshores

min{z € Rlu(x) > A} < min{zr € R|u(x) > \},
u”(A2) < um(M).

Aix0 vol dir que u~ (\) és no decreixent.

e [gualment, si A\; > Ao,

max{z € R|u(z) > A2} > max{z € R|u(z) > A},
ut(A2) = ut (M),

que vol dir que u™()\) és no creixent.

Vegem que u~(\) és continua per l'esquerra. Ho fem per reduccié a
I’absurd. Suposem que

lim w™ (A) # u™ (Ao), Ao €]0,1].
A= Ao

Aleshores,
u”(A) =min{zr € R|u(x) > A} <min{z € R|u(z) > Ao} = u"(Ao).
Aix0 vol dir que hi ha un punt, z1, tal que,
Ty=u"(A) <x1 <u (Ag) =Ty,
Com que u(x) és convexa en el sentit difus
w(zy) > min{u(zy), u(xy,)} > min{, \}.

Si u(x1) > Ao, aleshores z1 > x,, per ser aquest ultim el minim del conjunt
{z € R|u(z) > Ao}, que és contradictori amb z1 < x,.

Per altra banda, u(z1) > A, per a tot A € [0, Ag[, d’on u(z1) > Ag que és una
contradiccié. Conseqiientment u~ () és continua per 'esquerra.

Vegem que u*(\) és continua per l'esquerra. Igual que abans, ho fem per
reduccié a ’absurd. Suposem que

lim u®(X\) # ut(N), Ao €]0,1].
A=Ay
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Aleshores,
ut(A\) = max{z € R|u(z) > A} > max{z € R|u(z) > Ao} = u"(\o).
Aixo vol dir que hi ha un punt, zq, tal que,
zy=ut(A) >z > ut(N) =z,
Com que u(x) és convexa en el sentit difis
u(zy) > min{u(zy), u(zy,)} = min{, Ao}

Si u(xy) > Ao, aleshores xy < z), per ser aquest dltim el maxim del conjunt
{z € R|u(x) > A\o}. Contradictori amb z; > x,.

Per altra banda u(z1) > A, per a tot A € [0, \g[, d’on u(z1) > Ay que és com
abans una contradiccié. Conseqlientment u™(\) és continua per I'esquerra.

Per veure que u~(\) és continua per la dreta a A = 0, ho fem per reduccié
a I’absurd, i suposem que

lim w™ () # v (0),

A—0t

és a dir,

zo=u (0) =min{z € R|u(x) > 0} < /\i%fl] min{z € R |u(z) > A}.
€lo,

Per tant, per a tot A € (0, 1], hi ha un punt, diem z;, entre zg i ) = min{z €
Rlu(z) = A},

To < T1 < Ty

Si és aixi, anem a demostrar que zg & {x € R|u(z) > 0}.
Agafem la bola centrada en xg i radi r = #5%¢. Aleshores

B(zg,7) N {x € R|u(z) >0} =0,

perque si hi haguera un x5 en aquesta interseccid, tindriem que u(xs) > 0.
Conseqiientment hi ha A > 0, tal que u(xy) > A > 0; per tant x5 € {x €
R |u(z) > A}. Aleshores o > x) > x1, el que és una contradiccié. Concloem
que u~ (\) és continua per la dreta a A = 0.

Per veure que u' () és continua per la dreta a A = 0, igual que abans ho
fem per reduccié a I’absurd, i suposem que

lim u*(\) # ut(0).

A—0t
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Es a dir,

ro=u"(0) = max {zr € R|u(z) >0} > sup max{r € R|u(z) > \}.
A€]0,1]

Per tant, per a tot A € (0, 1], hi ha un punt, diem z, entre zy i ), = max{z €
R|u(z) > A},

Tog > T1 > Ty.

Si és aix{, anem a demostrar que zo & {x € R|u(x) > 0}.

Agafem la bola centrada en wg i radi r = 5. Aleshores

B(zo,r)N{r € Rlu(z) >0} =0

perque si hi haguera un x5 en aquesta interseccid, tindriem que u(xy) > 0.
Conseqiientment hi ha A > 0 tal que u(zy) > A > 0; per tant 25 € {x €
R |u(z) > A}. Aleshores o < x) < z1, el que és una contradiccié. Concloem
que ut(A) és continua per la dreta a A = 0.

Per finalitzar la primera part de la demostracié del teorema cal que com-
provem que v~ (1) < ut(1), perd ago és cert per definicié de u™ i u™.

Per demostrar el reciproc, definim

u(z) = { 0 siw ¢ [a(0), 5(0))
sup{A € [0,1] : z € [a(N), B(N)]} siz € [a(0),5(0)].

De la definicié de u(z) tenim que [u]* = [a()), B(N)].

En primer lloc provem que és normal, és a dir, hi ha zy € R tal que
u(zg) = 1.

Com que, a(1) < B(1), el conjunt [a(1), 5(1)] és no buit. Hi ha pert tant
un punt zo € [o(1), f(1)]. Tenim que u(xy) = 1 per la definicié de u(z).

En segon lloc anem a veure que u és convexa en el sentit difis.
Si suposem que hi ha un x5 de forma que x; < o < z3 perd u(zy) <
min{u(z),u(z3)}, aleshores existeix A\ tal que 1,23 € [a(N), B(A)] pero

xo & [a(N), B(N)], el que és una contradiccid, doncs u és convexa en el sentit

difus.
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Anem a demostrar ara que [u]® és compacte. Definim

A:=[lim a()), lim B(A\)] = [«(0), 5(0)].

A—01 A—0t

Sabem que aquest interval existeix i és compacte per ser tancat i fitat a R.
Cal que comprovem que A = {z € R: u(z) > 0}.

Com {z € R : u(x) > 0} = {z € [a(N),5(N)] : per algun A\ € (0,1]}
C [lim a(A), }E}ﬁ B(N)], podem dir que {z € R : u(z) > 0} C [«(0), 5(0)].

A—0t

D’altra banda [«(0), 8(0)] N {x € R : u(z) > A} # 0, per a tot A € (0,1]
per la definicié de u(z), aixi que [a(0),5(0)] C {x € R:u(x) > 0}. Podem
concloure que A = [u]® = {x € R : u(x) > 0}.

Anem a veure ara que u és semicontinua superiorment.

La funcié u : R — [0, 1] és semicontinua superiorment si, i només si, [u]*
és tancat, per a tot A € [0,1]. Perd per definicié de u(z), [u]* = [a(N), B(N)]

per a tot A € [0,1], d’on el resultat.

Finalment anem a veure que u és I'inic nombre difuis que verifica que els
seus A-talls sén [a()N), B(N)], per a tot A € [0, 1].

Siv e E'iu # v, aleshores existeix 7y € R tal que u(xg) # v(xg).
Suposem, sense perdua de generalitat, que u(xg) > v(zg). Agafem ara Ay
tal que u(zg) > A\g > v(wg). Aleshores [u]* # [v]* perque z € [u]* perd
zo & [v]0, és a dir, [v]* # [a(N), B(N)]. Acd completa la prova.

|

4.4 Metriques a E!

Els nombres difusos sén els conjunts difusos més emprats en les aplicacions.
A partir d’ara necessitarem calcular la distancia entre dos elements uiv € E*.

Sabem com calcular la distancia entre dos nombres reals x, y. La distancia
és d(z,y) = |r — y|, on, com és usual, |z| denota el valor absolut de z € R.
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Definicié 4.4.1. Un espai meétric és una parella (X, d) on X és un conjunt
no buit i d una funcié de X x X en R (a la que anomenarem metrica de
I'espai) que satisfa les quatre propietats segiients:

(1) d(z,y) > 0;

(2) d(z,y) = d(y, z);

(3) d(z,y) = 0 si, i només si, = = y;
(4) d(z,y) < d(z,2) +d(z,y).

Les tres primeres propietats d’'una metrica les podem explicar com: (1) la
distancia és no negativa; (2) la distancia és simetrica; i (3) la distancia és zero
només quan x = y. La quarta propietat, anomenada desigualtat triangular,
diu que és més curt anar directament a un punt y des d’un altre x, en lloc
de anar primer a un punt intermedi z.

Recordem que, donat una espai metric (X, d), si A, B sén dos subconjunts
de X no buits, tancats i fitats, definim h(A, B) := sup{d(x, B) |z € A}, on
d(z, B) :== min{d(x,y) |« € B}. La funci6

dH(Av B) = maX[h(Av B)a h(B7 A)]
s’anomena distancia o metrica de Hausdorff. En el cas particular que

els subconjunts siguen dos A-talls, A = [u=(\),u™(A\)] i B = [v~(A),vT(N\)],
la distancia de Hausdorff equival a:

dy (A, B) »= max{|u”(A) = v~ (M), [u"(A) = v" (N[}, (4.4.1)
La metrica de Hausdorff s’utilitza per a definir la segiient distancia en E!.

Definicié 4.4.2. Donats u,v € E!, definim la métrica suprem com:

doo(u,v) = sup max{|u”(A) — v~ ()|, [u™(A) —vT(N)|}, (4.4.2)

A€(0,1]
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Figura 4.4.1: Metrica de Hausdorff

Cal tindre en compte que max{|u=(A) — v~ (N)[, |[ut(A) — vT(N)|} és la
distancia de Hausdorff entre els A-nivells [u]* i [v]* en I'hiperespai de tots els
subconjunts compactes no buits dels reals.

A continuacié presentem un exemple de com calcular la distancia d., en-
tre dos nombres difusos u i v amb funcié de pertinenca continua.

Donats w,v € E!, amb funcié de pertinenca continua, considerem els
conjunts [u]* = [u™(a),u" ()], [v]* = [v™(a),v(a)], quan 0 < o < 1. Si
definim L(a) = |u™ (o) — v ()] i R(a) = JuT(a) — v ()], com que L(«)
i R(«) son continues podem emprar max en lloc de sup. Aleshores d., pot
expressar-se com

doo(u,v) = Orgaicl{max{L(&), R(a)}}. (4.4.3)

Per exemple, si considerem els nombres difusos u i v represenats a la
Figura 4.4.2, obtenim v () = 1 + o, v () = 4 — 2a, v () = 1 + 2q,
v (a) = 4— . Aleshores L(a) = a, R(a) = a i max{L(«), R(a)} = o, d’on

doo(u,v) = 0%3%(1{&} =1
Encara que no seran tractats en aquest treball, és interessant resaltar
que podem considerar en E! altres tipus de metriques. Com un exemple
considerem, donats u, v de E!, amb funcié de pertinenca continua, la metrica
d definida mitjancant la funcié
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A, 0) = / ju(z) — v(z)|d,

on [a, b] és un interval que conté el suport de u i v.

0.8+
DG
0.4+

0.2+

T f T T T T T *
o 05 1 15 2 25 3 35 4

Figura 4.4.2: Dos nombres difusos amb funcié de pertinenca continua

Apliquem ara la metrica definida a (4.4.4) als nombres u i v anteriors.

Per a calcular la distancia, en primer lloc determinem que

sr—3 sil<wz<2,
) Se4d siz<a<d,
lu(z) —v(r)| = r—2 SigSJES?’a

2
—sr+2 si3<az <4

Aleshores, quan integrem, obtenim

d(u, v) = /1 u(z) — v(z)|dz = 2

Definici6é 4.4.3. Siga (X, d) un espai metric. Una successi6é {z,} es diu
successié de Cauchy si per a tot € > 0, existeix un N(e) tal que, si n,m >

N(e), aleshores d(x,, x;,) < €.
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Cal tindre en compte que la nocié de successié de Cauchy depen de la
metrica utilitzada. Recordem que un espai metric (X, d) s’anomena complet
si tota successié de Cauchy convergeix, es a dir, existeix un element de I’espai
que és el limit de la succesio.

La importancia dels espais complets radica en que, a ells, és molt més facil
demostrar que una succesié té limit: només cal demostrar que la succesio és
de Cauchy.

Per provar el teorema de completitud (Teorema 4.4.10), cal que recordem
la definicié i dos teoremes de convergencia uniforme.

Definicié 4.4.4. Siga X un espai topologic i {f, }nen una successié de fun-
cions reals definides en X. Direm que la successié {f,}.en convergeix
uniformement en X a la funcié real f si, i només si, per a cada ¢ > 0,
existeix un ng € N tal que si n > ng aleshores | f,(x) — f(z)| < € per a cada
x € X. Escriurem ago en simbols com f = lim f,, o bé f, — f.

La convergencia uniforme és interessant perque la funcié limit conserva
propietats importants que satisfan les funcions de la successié, com ara la
continuitat. També és important resaltar que, amb la metrica do, u, — u
és equivalent a que u;, — u~ 1w} — u' uniformement.

Teorema 4.4.5. Siga {fn}nen una successio de funcions reals definides a
I’espai topologic X . FExisteir una funcio real f tal que f, — f uniformement
en X si, it només si, { futnen €s de Cauchy.

Demostracio. Suposem que f, — f uniformement en X. Aleshores, donat
e > 0, podem trobar un N tal que n > N i m > N implica |f,(z) — f(z)| <
e/2 1 |fm(z) — f(z)| < /2 per a tot x € X. Per tant, |f,.(z) — fu(z)| < ¢
per qualsevol x € X.

Reciprocament, suposem que es satisfa la condicié de Cauchy. Aleshores,
per a cada x € X, la successié {f,(z)} és convergent perque R amb la topo-
logia induida per la metrica usual és complet. Definim f(x) := lim,, o fn(2)
siz € X, limit que existeix per ser R complet. Tenim que provar que f,, — f
uniformement en X. Donat ¢ > 0, podem triar N tal que n > N implica
| fn(x) = frak(z)| < /2 peracadak =1,2,...1iperacadax € X. Aleshores,
limy oo [fr () — frsr(®)] = |fu(z) — f(2)] < e/2. Aixi, si n > N, tenim que
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|fn(z) — f(x)| < e per a cada x € X. Aixo prova que f, — f uniformement
en X. [ |

Teorema 4.4.6. Si una successio {fn}nen de funcions reals continues per
Uesquerra, definides a ’espai topologic |0, 1], convergeix uniformement a una
funcio real, f, aleshores la funcio limit, f, també és continua per l’esquerra
en ]0,1].

Demostracio. Cal que provem que per qualsevol zy €]0, 1] i qualsevol € > 0,
existeix un 0 > 0 tal que |f(xo) — f(2’)] < € per qualsevol 2’ €]zy — 0, xo].
Per la hipétesi de convergencia uniforme, agafem un k tal que

| fu(z) = f(x)] < § per a cada x €]0,1] in > k.
Com que fj, és continua per l’esquerra, existeix un § > 0 tal que 2’ €|xg—0, x¢]
implica
[fe(2') = fe(o)| < 5.
Anem a veure que aquest interval satisfa la condicié buscada. Si agafem

¥’ €lxy — 0, 0] tenim

|f (o) = F(@)] < [f(w0) = felwo)l + | fu(wo) — fu(a)] + | fu(z") — f(2")] <
e/3+¢/3+¢/3=c.

Emprant un argument similar podem demostrar el teorema segiient:

Teorema 4.4.7. Si una successio {fn}nen de funcions reals continues per
la dreta, definides a l’espai topologic [0, 1], convergeix uniformement a una
funcio real, f, aleshores la funcio limit, f, també és continua per la dreta en

[0, 1[.
Unint els dos teoremes anteriors podem concloure:

Corollari 4.4.8. Si una successio {fn}nen de funcions reals continues de-
finides a espai topologic [0, 1], convergeix uniformement a una funcid real,
f, aleshores la funcid limit, f, també és continua en [0, 1].

Proposicié 4.4.9. Si {f,}nen €s una successid de funcions reals fitades (no

necessariament continues) sobre [a,b] que convergeix uniformement a f sobre
[a,b], aleshores [ és fitada sobre |a,b.
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Demostracio. Com que f,(x) — f(x) convergeix uniformement sobre [a, b],
donat € > 0, existeix un N tal que |f,,(z) — f(x)| <& sing > N.

A més, com les funcions f,, estan fitades, | f,, ()| < My si z € [a,b].
Aplicant la desigualtat triangular, | f(z)| < |f(2) = fuo ()| 4] fre (2)] < e+ My
si x € [a,b]. Podem concloure que f(z) és fitada sobre [a, b]. ]

Teorema 4.4.10. (Goetschel i Voxman [19], Diamond i Kloeden [6]). L’es-
pai metric (B, dy) és un espai métric complet.

Demostracid. Siga {un}nen, un € E!, una successié de Cauchy, és a dir,
donat £ > 0, existeix ng tal que si n,m > ng, aleshores

oo (Un, ) = sup max{[u, (A) = uy, (A, [ty (A) = ugp (M)} <e.
A€0,1]

Com donat un € > 0, la afirmacié val per qualsevol A, les funcions {u; (A)},en
i {u,f () }nen s6n de Cauchy per a tot A, i com R és complet, convergeixen
uniformement.

Siguen u~ (A) i u™(A), respectivament, els limits uniformes de les succes-
sions anteriors. Cal provar ara que les funcions u~(A) i ut(\) defineixen
un nombre difds, és a dir, compleixen les quatre propietats del teorema de
representacié de Goetschel i Voxman.

Com que uf — u' iw, — u~ convergeixen uniformement sobre [0, 1],
aplicant els resultats anteriors, u™ i u~ conserven la continuitat (per ’esquer-
ra i per la dreta) i la fitacid.

Falta demostrar que la convergencia uniforme conserva el no decreixe-
ment. Ho fem demostrant un resultat més general que ens diu que la con-
vergencia puntual ho conserva, és a dir, si z > y, com que u, (z) > u, ()
on z,y € [0,1], hem de provar que u=(z) > u (y). Suposem que no és
aixi, és a dir, existeixen x > y tal que u (x) < u (y). Aleshores siga
e :=u (y) —u (x). Donat aquest ¢ > 0, existeix N tal que si n > N, per
tant

|uy, (2) = (x)] < /3,
|u, () —w=(y)| < /3,

u,, () —u, (y) > 0, per ser no decreixent.

£
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Per tant, com u,, (z)—u,, (y) = u, (z)—u, (y)+u”(y)—v (y)+u”(r)—u"(z) =
(uy (2) = u™ (@) + (—uy (y) +u= () + (—u~(y) +u(2) < F+ 5 —€e<
—e/3 < 0, obtenim una contradiccié. Concloem que el limit puntual, i per
tant I'uniforme, conserva el no decreixement.

De forma analoga podem concloure que la continuitat uniforme conserva
el no creixement.

Finalment veem que com w;, (1) < uf (1), aleshores v~ (1) < u™(1).
Aquesta afirmaci6 s’obté de forma directa al tindre per hipotesi que u,, (1) <
u, (1), i els limits mantenen la desigualtat.

Amb totes aquestes comprovacions, hem demostrat que les funcions u™, u™

defineixen un nombre difis i concloem que (E!, dy,) és un espai metric com-
plet. [ |
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Capitol 5

Subconjunts compactes de
(Elv dOO)

En el marc d’una teoria topologica, un coneixement apropiat i una caracterit-
zaci6 util dels conjunts compactes és necessaria, no només per desenvolupar
la teoria, siné també des del punt de vista de les aplicacions. Compacte és
equivalent en qualsevol espai metric a compacte per successions, és a dir, en
el nostre cas, M C (E',d) és compacte si qualsevol successié {uy}ren en
M té una subsuccessio convergent a un punt de M amb la metrica do,. En
el cas de (E',d..), aquest problema ha estat estudiat per diversos autors i
mitjancant diverses tecniques, Diamond i Kloeden ([5]) han obtés una ca-
racteritzacio emprant els espais de Banach i la nocié de equicontinuitat per
l’esquerra (encara que aquest resultat de Diamond-Kloeden no és correcte).
Després, Fang i Xue varen presentar a [14] una nova caracteritzacié dels
subconjunts compactes de l'espai (E!, d,,). Desafortunadament, la caracte-
ritzacié de Fang-Xue tampoc és correcta com comentarem més endavant.

5.1 Primers resultats sobre compacitat

Fang i Xue ([14]) presenten una versié més debil del teorema de Diamond-
Kloeden ([6, Proposici6 8.2.1]) caracteritzant els subconjunts compactes de
'espai (E!, dy) com veem a continuacio:

Teorema 5.1.1. Un subconjunt M de (B, dy,) és compacte si, i només si,
es satisfan les tres condicions segiients:
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(i) El suport de M és uniformement fitat, és a dir, hi ha una constant
L >0 tal que |u™(0)] < L and |u=(0)| < L per a tot u € M;

(ii) M és un subconjunt tancat de (B, dy);

(111) {ut :u € M} i{u” :u € M} son equicontinues per l'esquerra, €és
a dir, per a cada € > 0, existeiz 6 > 0 tal que [ut(N) —ut(N)] < €
(respectivament |u~(N') —u~(\)| < €) per a qualsevol w € M quan A,
N €]0,1] amb N €)X — 4, A].

Una lectura amb cura de la nocié de equicontinuitat per 1’esquerra utilit-
zada per Fang i Xue ens mostra que les funcions {ut : v € M}i{u™ :u € M}
cal que siguen continues. Aixi, si triem un nombre difis (u*,u”) on, per
exemple, la funcié u™ és no continua, aleshores el conjunt format per un
tnic element, {(u™, ™)}, és un conjunt compacte que no satisfa el Teorema
5.1.1 (iii) (utilitzant la definicié de equicontinuitat per ’esquerra donada a
[5, p.72], el mateix argument basic val pel teorema de Diamond-Kloeden).
Tal com mostra el seglient exemple, cal notar que no és suficient considerar
la equicontinuitat per I'esquerra en el sentit classic per a obtindre una versié
correcta del teorema de Fang-Xue. Recordem que una familia {f;}ic; de
funcions reals definides en |0, 1] s’anomena equicontinua per la esquerra en
el punt A\g €]0,1] si, per a tot € > 0 i per a tot ¢ € I, existeix 6 > 0 tal
que |fi(A) = fi(Ao)| < € quan X €]\g — 0, Ag]. La familia {f;};c; s’anomena
equicontinua per l’esquerra quan és equicontinua per I’esquerra en cada punt

de |0, 1].

Exemple 5.1.2. Considerem la successi6 de nombres difusos M = {(u;},u,, )}
on

1 siAe0,1],
uy(M(@) =1 3 sid€lg g+,
0 si\elz+11],

iu, (\) =0 per a tots els n > 0. Es facil veure que {u },en és equicontinua
per I'esquerra. A més, cada subsuccesié de {u; },en convergeix puntualment
ala funcid u(A) =1si 0 <A< Liu(A)=0sii <)\ <1. Com aquesta con-
vergencia no és uniforme, perque la funcié limit no és continua, la successio
M és un subconjunt tancat no compacte de (E!, d.).
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5.2 Caracteritzacié de subconjunts compac-
tes

L’exemple previ ens mostra que és necessari considerar una condicié addi-
cional si volem obtindre una versié correcta del Teorema 5.1.1. Cal notar
que les funcions u™ i u~ poden no ser continues per la dreta, i, per tant, no
podem considerar la equicontinuitat per la dreta com la propietat desitjada.
Aquesta és la rad per introduir el segiient concepte.

Donada una funcié f : [0,1] — R, denotem per f(A\o+) el limit de f quan
A s’apropa a A¢ per la dreta (limit lateral per la dreta).

Definicié 5.2.1. Siga {f; }ic; una familia de funcions reals definides a I'inter-
val [0, 1]. Donat Ay € [0, 1] tal que f;(Ao+) existeix per a tot ¢ € I, la familia
{fi}ier s’anomena quasi-equicontinua per la dreta a \g si, per cada € > 0, hi
ha un § > 0 tal que |f;(A) — fi(Ao+)| < € per tot i € I quan A €]\, A9 + 4.

Cal notar que, quan treballem amb funcions continues per la dreta, les
nocions de quasi-equicontinua per la dreta i equicontinua per la dreta coin-
cideixen. Si la familia {f;};c; és quasi-equicontinua per la dreta a A per a
tot A € [0, 1), aleshores diem que {f;}ics és quasi-equicontinua per la dreta a

0,1).

Proposicié 5.2.2. Siga \g € [0, 1] i siga { fn}nen una successio de funcions
reals definides en [0,1] que son quasi-equicontinues per la dreta a Ag. Si
{fn}nen convergeizen puntualment a la funcio f i f(Ao+) existeiz, aleshores

{fu(Ao+) }nen convergeix a f(Ao+).

Demostracié. Siga € > 0. Per hip6tesi, f(Ao+) existeix i com {f,}nen 6s
quasi-equicontinua per la dreta a )¢, sabem que f,(\o+) també existeix.
Podem doncs triar A € [0, 1] tal que

|fn(A) = fu(Xo+)| < e peratotneN

[fA) = Fot)] <e.

A més, com que {f,}nen convergeix puntualment a f en [0,1[, hi ha un
no(A) € N tal que, per a tot n > ng(A), tenim
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[fn(A) = F(N)] <e.

Aleshores, si n > ng(A), obtenim

[fa(Rot) = F Qo) < [fa(Aot) = FaN[H[Fa(A) = FV (N = F (Ao t)| < 3¢

que completa la prova. [

Nota 5.2.3. La nocié de quasi-equicontinuitat per la dreta (i els resultats
previs) tenen la seua contrapartida per [’esquerra. No anem a insistir en
aquest punt perque les nostres funcions u™ i u~ sén sempre continues per
I'esquerra sobre |0, 1] (veure Teorema 4.3.1).

El segiient resultat ens sera 1til per provar una caracteritzacié dels sub-
conjunts compactes de (E!, d..).

Teorema 5.2.4. ([18]) Qualsevol successid fitada de funcions de variable
real mondtones en [0, 1] conté una subsuccessio puntualment convergent.

Cal notar que la condicié (i) del segiient teorema, Teorema 5.2.5, és equi-
valent a ser fitat en I'espai metric (E!, dy), és a dir, és equivalent al fet que
hi ha una L > 0 tal que do(0,u) < L per a tot u € M. Amb aquesta precisié
i el resultat del teorema anterior ja podem provar el segiient resultat:

Teorema 5.2.5. ([16, Teorema 3.3]) Un subconjunt tancat M de (E',d,)
és compacte si, 1 només si, satisfa les segiients propietats:

(i) El suport de M és uniformement fitat, és a dir, hi ha una constant
L >0 tal que |u™(0)| < L i |u=(0)] < L per a tot els u € M.

(1)) {ut :ue M} i{u :u€ M} sén equicontinues per l’esquerra en |0, 1]
i quasi-equicontinues per la dreta en [0, 1].

Demostracio. Suficiencia. Assumim que M satisfa les condicions (i)-(ii).
Com que compacitat i compacitat per successions son equivalents en un espai
metric, només cal que provem que qualsevol successio en M té un subsucces-
si6 convergent.

Per fer-ho, donada una successié {u,}nen C M, cal veure que {u} }pen 1
{u;, }nen tenen una subsuccessié que convergeix uniformement a u® i u”, i
que ut i u~ defineixen un nombre difds. Primer treballem amb {u},en.
En aquest cas, la condicié (i) implica que {u },cn esta fitada. Per tant, pel
Teorema 5.2.4, podem assumir que {u,} },en convergeix a una funcié real,
diguem u™, sobre [0, 1]. Per la Proposici6 4.4.9 u* és fitada.
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Anem ara a comprovar que ut és continua per 'esquerra sobre ]0,1]. Com
que M és equicontinu per 'esquerra, donat e > 0 i X €]0,1], hi ha § > 0
tal que |uf(A) — uf(N—=)| < e per a tot n € N i per a tot A €]JN — 4§, N].
La equicontinuitat per I'esquerra de u™ es segueix del fet que les funcions
u,r,m € N, sén continues per I'esquerra a A’ i per aixd u,f(A) — u™ () per a
tot A €]0, 1].

Seguidament anem a provar que u,;” — w uniformement en [0,1]. Si assu-
mim, contrariament al que volem provar, que la convergencia és no uniforme,
aleshores podem triar un € > 0, una successio infinita de nombres naturals
n1 < ng < ng < ... 1 una successié {\,, tren C [0, 1] tal que

ut (An) — ut (A, > 3e.

Anem a suposar, sense perdua de generalitat, que la successié { A, }ren
convergeix al nombre )y € [0, 1]. Considerem dos casos.

Cas 1. Hi ha una subsuccessié de {\,, }ren els elements de la qual sén
menors que Ag. Per simplificar-ho, continuem denotant aquesta subsuccessio
per {An, Jren. Ara, com u™ és continua per 'esquerra a Ag i {u} }ren és una
successié equicontinua per 'esquerra a \g que convergeix puntualment a u™,
podem triar ky € N tal que

[t (Ani) =t Qo) | < &, g, (Ro) = u™(Qo)| <&, [u(An,) —u™(Xo)] <&,
per a tot k > ky. Aixi,

[, (Anie) = w(Any)| < 3e,

quan k > kg, que contradiu la nostra assumpcio.

Cas 2. Hi ha una subsuccessié de {\,, }ren €ls elements de la qual sén ma-
jors que A\g. Com abans, per simplificar la notacid, denotem de nou aquesta
subsuccessi6 per { A, }ren. En primer lloc notem que ut és no creixent; en
efecte, és el limit puntual d’un subsuccessié de funcions no creixents (veu-
re la prova del Teorema 4.4.10). Per tant, u™(A+) existeix per a tot A € [0, 1].

Ara, la definicié de u™(Ao+) i el fet que Ao i {u} }ren és una successié
quasi-equicontinua per la dreta a Ay ens diu que podem triar kg € N tal que
[, (Any,) = wop, (Ao +)] <& [ut(An,) —u™ (Ao+)] <,

per a tot k > ko. Més encara, per la Proposicié 5.2.2, podem triar kg satisfent
la condici6 addicional
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[ty (Ao) —ut(Xo)| <,
per a tot k > ky. Per tant
|u:1Lk ()\nk) - qu()‘nk)l < 3e

quan k > kg, que és una contradiccio.

Hem demostrat que u,;f — u™ uniformement en [0, 1] i, conseqiientment,
podem dir que u* és continua per la dreta a A\ = 0 degut a que és el limit
uniforme d’una successié de funcions que sén continues per la dreta a A = 0.

De la mateixa manera, podem provar que la successié {u, }n,en té una
subsuccessié que convergeix uniformement en [0, 1] a una funcié no decrei-
xent, diguem u~, que és fitada, continua per la dreta a A = 0 i continua per
'esquerra sobre ]0,1]. Cal notar que, per construccié, uv= (1) < u*(1) i, con-
seqiientment, la parella (u~,u") defineix un nobre difis. Aixi, la successi6
{tn }nen té una subsuccessié convergent, el que prova que M és compacte per
successions.

Necessitat. Cada subconjunt compacte d’un espai metric és fitat, per tant
M verifica la condici6 (i).
Suposem ara que M no és quasi-equicontinu per la dreta al punt A\ € [0, 1[.
Aleshores, podem assumir, sense perdua de generalitat, que hi ha un ¢ > 0,
una successié decreixent {\, },en convergent per la dreta a Ag i una successié
{tn}neny C M tal que

|lu (An) — ut (Mo+)| > 3¢ peratotneN. (5.2.1)

Com M és compacte, hi ha una subsuccessié {u,, }ren convergent uni-
formement a una funcié u. Aleshores, tenint en compte la Proposici 5.2.2,
existeix un ro € N tal que, per a tot r > rq,

|, (An,) = vy (Ao +)| <
Juh, (An) = w (Ao, )|+ [uF (An,) — u™(Aot)| + [ (Aot) — u,f (Aot)]
<ete+te=3¢,

una contradiccié amb 5.2.1. Aixi {u™ : u € M} és quasi-equicontinua per
la dreta. De forma similar podem provar que {u~ : u € M} és quasi-
equicontinua per la dreta sobre [0, 1[.

64



Per altra banda, com {u, (A ) }nen convergeix a u(A+) quan u, — u uni-
formement, un argument semblant a I'anterior ens mostra que {u™ : u € M}
i{u” :u € M} sén equicontinues per I'esquerra sobre ]0,1]. A¢o completa
la prova.

|

Es interessant mencionar que ni la equicontinuitat per ’esquerra ni la
quasi-equicontinuitat per la dreta son suficients per caracteritzar els subcon-
junts compactes de (E',d..). En efecte, és facil veure que I'Exemple 5.1.2
ens proporciona un conjunt tancat no compacte M amb {ut : u € M}
equicontinua per l’esquerra pero no quasi-equicontinua per la dreta. El
seglient exemple canvia els papers de equicontinuitat per l’esquerra i quasi-
equicontinuitat per la dreta.

Exemple 5.2.6. Siga M = {(u,u,)} una successié de nombres difusos

definits com
1 sixel0,5— 1],
si A €]3 1

_1
n

—

Y

N[

iu, (X)) =0 peratotn>3.
Demostrem en primer lloc que {u} és quasi-equicontinua per la dreta.
Considerem diverses posibilitats:
e Si Ay € [0, 5[, donat ¢ > 0, agafant § = 1/67_’\0, tenim que |u}(\) —
ul (M) =0 <e, peratotn €N, si\e [N, Ao+ 9.

e Si Ay € [1,1], donat € > 0, agafant § = 152, tenim que |y} (\) —
ut(Ao)| =0 < e, peratot n € N,si X & [, Ao + 9.

e Si X € [g, 5] hi ha dues possibilitats:

11 1

— Sihihaun £k € N tal que A E]%—k,Q )

11
J = M, tenim que |u,}(A) — u(Ao)] = 0 < €, per a tot
neN, siAe [, o+ 9.
—SihihaunkGNtalque)\():%
de uf(Ao+) i, donat ¢ > 0, agafant 6 = t——, tenim que
lut(AN) —uf(Mo+)| =0 < e, peratot n € N, si A€ [N, \g + I].

[, donat € > 0, agafant

%, cal emprar la definicio

(-
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A més, cada subsuccessié {u,'} convergeix puntualment a la funcié u(A) =1
si0< A< % iau() = % si % < A < 1. Com que aquesta convergencia és no
uniforme, perque la funcié limit no és continua, la successio M és un conjunt
tancat no compacte de (E!, d.,). Anem a veure que M no és equicontinua per

I’esquerra. Considerem el punt A\g = % i agafem € < % Donat § > 0, triem

ng > 3 tal que (l — 6) < (1 — io) Aleshores, si \ € % — 6,2 — L1 tenim

2 2 n 2 no |’
|, (V) = (3)]

I’esquerra a Ao =

% > ¢ per a tot m > ng. Aixi, M no és equicontinua per

N ||

Com que l'operador clausura conserva la condicié (ii) en el teorema an-
terior, tenim

Corollari 5.2.7. Un subconjunt M de (B!, dy) és relativament compacte si,
i només si, satisfa les segiients propietats:

(i) El suport de M és uniformement fitat, és a dir, hi ha una constant
L >0 tal que [u™(0)] < L i |u=(0)] < L per a tot u € M.

(i) {ut 1w € M} and {u™ : w € M} sdn equicontinues sobre 10,1] i
quasi-equicontinues per la dreta sobre [0, 1].

Com conclusié d’aquest capitol dir que una direccié important d’estudi
dels nombres difusos és la de les seues propietats metriques i topologiques.
D’entre aquestes propietats, la compacitat és de les més importants. Hem
utilitzat el teorema de representacié de Goetschel-Voxman per donar una
caracteritzacio dels subconjunts compactes de I'espai de nombres difusos do-
tats de la metrica suprem que corregeix la donada en [14]. En el context
dels nombres difusos, aquest resultat donat a [16] forma part d’una direcci6
interesant de recerca en analisi difiis degut a la indubtable importancia del
teorema de representacié de Goetschel i Voxman.
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Capitol 6

La topologia de la convergencia
de nivell a E!

A aquest capitol es fa un estudi d’algunes propietats induides per un tipus
de convergencia en ’espai del nombres difusos, I’anomenada convergencia de
nivell. Denotem per 7, la topologia associada a aquest tipus de convergencia.

En la primera seccié provem en primer lloc que el conjunt dels elements
v € E' amb u~ i ut continues és dens en (E!,7y) i també estudiem els
conjunts compactes de (E!,7,). En la segona seccié, donem una descripcié
de la compleci6 (@ ,U) de E! amb la uniformitat puntual ¢ i mostrem que
la topologia subjacent és separable.

6.1 Definicions i primers resultats

Definicié 6.1.1. Direm que una xarxa {uy}rep C E! convergeiz en nivell a
u € EL si limy d([ug]?, [u]*) = 0 per a cada A € [0,1], on d és la metrica de
Hausdorft a I'hiperespai dels subconjunts compactes no buits dels reals.

Una conseqiiencia immediata de la definicié és la segiient caracteritzacié
de la convergencia de nivell.

Proposicié 6.1.2. La zarza {us}rep C E' convergeiz en nivell a u € E! si,
i només si, limg uy () = u™(\) @ limy, u;, (A) = u™(A\) per tot X € [0, 1].

Resaltar que la xarxa {ug brep C E! doo-convergeix a u € E! si, i només si,
+ . . + . — . .
{u} }rep convergeix uniformement a u™ i {u, }rep convergeix uniformement
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a u~. Aixi, la d-convergencia implica la 7-convergencia. La inversa no és
certa (veure Exemple 6.1.3). En [13], Fang i Huang han descrit la topologia
7, associada amb la convergencia de nivell en E!, demostrant que (E!, ) és
un espai topologic de Hausdorftf primer numerable.

Exemple 6.1.3. Siga

oo = kil <<
u”o\)_{(} 510§)\§%,
iut(N\) =1 peratot A €l0,1];
o J st <A<t
“0“)_{0 s$i0< A<

i ug (\) =1 per atot A € [0,1].

Es comprova facilment per a tot n € N que u(\),u, (\) i ug(N),ug (M)
satisfan les condicions (1)-(4) del teorema de representacié de Goetschel-
Voxman; per tant existeixen nombres difusos u, € E! i un nombre difis
up € E' tal que [u,]* = [u, (\),uf (V)] 1 [ug]* = [ug (\),ud (\)] per a tot
A € [0,1]. Es clar que {ut(A) nen, {u; (A) hnen convergeixen a ug (A) i ug (A)
respectivament, per qualsevol A € [0, 1] quan n — oo , és a dir, convergeixen

per a la topologia 7;. No obstant aixo,

oo (Un, ug) = Sup)\e}%,l]{l - (A= %)l/n} =1

per a qualsevol nombre natural fixat n, la qual cosa implica que no hi ha
convergencia en la topologia induida per la metrica d..

Mitjancant el teorema de representacié de Goetschel-Voxman, podem
considerar (E',7;) com un subespai de I'espai producte R x RO (que
pot ser identificat amb (R x R)[%! de forma canonica). De fet, la correspon-

dencia u € B> (4=, u") defineix un homeomorfisme de (E',7,) en un

subespai de (RI%Y x RO 7)) on 7, denota la topologia puntual. Aixf, els
conjunts oberts basics en 7, venen donats per

U(u, {)\1, e )\n}, 6) —
(o € B = e {0 (M) — " ) Jo (4) = (o)} < ),

per a {1, .., Ay} C [0,1], u € E i e > 0.
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Anem a descriure un subconjunt dens de (E!, 7;) que sera utilitzat poste-
riorment. Considerem el subconjunt C!' de E! definit com

C':={u€E|u iu" sén funcions continues}.
Teorema 6.1.4. C! és dens en (B, 7).

Demostracid. Donat un conjunt obert basic U(u, {1, ..., \n},€) en (E', )
amb \; < \jyq for i = 1,2,...,n — 1, considerem (uy,us) € C! on u; esta
definida com

u=(0) siA=0,
Ul()\) = U_()\Z) Si)\:)\i, i:1,2,...,n,
u (1) siA=1

i linealment entre els valors intermedis, i us esta definida com

ut(0) siA=0,
Ug()\) = u+()\z) Si)\:)\i7 1= 1,2,...,71,
ut(l) six=1

1 linealment entre els valors intermedis. De la definicié de u; 1 us es dedueix
que (uy,uz) € Ct i que (ug,us) € U(u, {\1,...,; A\n},€). Aixi, C! és dens en
(E17 TZ)‘ |

Per [27, Teorema 6.1], sabem que la topologia de la convergencia puntu-
al i la topologia de convergencia uniforme coincideixen al conjunt de totes
les funcions continues, monotones, defines sobre l'interval unitat. Tenint
en compte aquest fet i les propietats (i) i (ii) del Teorema 4.3.1, és clar que
Tao.|ct = Te|cr on, tal com és usual, 7, és la topologia induida per la metrica
Ao

Hi ha diverses caracteritzacions de subconjunts compactes d'un espai de
funcions F depenent de la topologia que emprem. Per exemple, si tractem
amb la topologia de la convergencia uniforme, 7,, en certs espais de funcions
continues, el Teorema de Ascoli-Arzela afirma que K C (F,7,) és compac-
te si, i només si, K és fitat puntualment, tancat i equicontinu. Tractant
amb la topologia de la convergencia puntual, 7, en espais de funcions no ne-
cessariament continues, és conegut que K C (F,7,) és compacte si, i només
si, K és tancat i fitat puntualment. Per tant, esta clar que els subconjunts
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tancats i puntualment fitats A C F satisfent 7, = 7, sén també equicontinus.

Recordem que diem que el suport de A C E! és uniformement fitat si hi
ha una constant C' > 0 tal que max{|u~(0)|, |Ju*(0)|} < C per a tot u € A.

Com és habitual en aquest context, diem que un subconjunt A de E! és
puntualment tancat si A és un subconjunt tancat de l’espai producte RI%! x
RIO1 (o equivalentment, de I'espai producte (R x R):1),

Teorema 6.1.5. Un subconjunt K de (E',7,) és compacte si, i només si, K
és puntualment tancat i el suport de K és uniformement fitat.

Demostracid. Suposem que K és un subconjunt compacte de (E!, 7). Ales-
hores K és compacte en RO x RO és a dir, K és puntualment tancat
i puntualment fitat la qual cosa implica que K és puntualment tancat i el
suport de K és uniformement fitat. De forma inversa, si K C E! i el suport
de K és uniformement fitat, K és puntualment fitat. Per tant, si K és
també puntualment tancat, K és un subconjunt compacte de RI%! x RO,
Com la compacitat és una propietat topologica absoluta, K és un subconjunt
compacte de (E!, 7). u

Anem a considerar un exemple, degut a Kaleva i Seikkala [20], de successié
de Cauchy per a la uniformitat de la convergencia puntual que no convergeix
en (E!, 7).

Exemple 6.1.6. Siga, peran=1,2, ...

0 sit<0ot>2,
u(t) =< Yt si0o<t<l,
2t sil<t<2.

Aleshores {u,}>°, C E'i [u,]* = [\"*,2 — \]. Com que
lim  d([um]?, [un]?) = X" = A" =0

m,n—00
per a qualsevol A € [0,1], {u,}52, és una successié de Cauchy en (E', 7).
Pero

lim u, (A) =u"(\) =

n—0o0

0 si0< A<,
1 sir=1
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2—X si0< A<
. + o + _ — Y
S uy () = ()\)_{1 sid=1
u~ 1 u' no corresponen a un nombre difis perqué u~ no és continua per
I’esquerra a A = 1.

Exemple 6.1.7. Hi ha exemples de subconjunts 7,—tancats i amb suport fi-
tat uniformement de E! que no sén 7,—compactes. Considerem una successié
de Cauchy amb suport uniformement fitat {u,}°2; en (E*, 74) que no conver-
geix (veure Exemple 6.1.6). Com (E', 7;) és primer numerable, K = {u,, }22,
és un conjunt uniformement fitat i 7-tancat en (E', 7) perd no és compacte.

Cal notar també que hi ha subconjunts compactes (E', 7,) que no ho sén

a (B, dy).

Exemple 6.1.8. Siga {(u,,v;")}en la successi6 en E! definida com

n»'n

_ 1 peral< %,
u"()\)_{ T perad>Z+1
i linealment entre els valors intermedis, i u;f = 0 per a tot n € N. Esta
clar que la successié {(u,,,v;) }nen Te-convergeix a (u=,0) amb u=(\) = 1

n»-’n

sid < L1iu(N)=1if A>3 Aleshores K = {(u,,v,})}nen U {(u,0)}
és un subconjut compacte de (E!,7,). Com que la convergéncia a u~ no és

uniforme perque la funcié limit no és continua, K no és d,, compacte.

6.2 Propietats topologiques i uniformes a E!

Recordem que un espai topologic és un espai separable si té un subconjunt
dens numerable. Aquesta idea generalitza la relacié que hi ha entre els nom-
bres racionals, QQ, i els nombres reals, R, on el conjunt dels racionals és dens
en els reals i a més té un cardinal igual al dels nombres naturals.

Veem a continuacié algunes propietats de E! en aquest context.

Teorema 6.2.1. (E',7,) és separable.

Demostracié. Denotarem per C'MI (respectivament, CM D) al conjunt de
totes les funcions continues monotones, no decreixents (respectivament, el
conjunt de totes les funcions continues monotones, no creixents) definides en
[0,1]. Es conegut que Pespai C'(]0,1]) de totes les funcions reals continues
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sobre [0, 1] dotat amb la topologia de la convergencia uniforme és separable
pel classic teorema de Stone-Weierstrass. La separabilitat és una propietat
hereditaria en el espais metrics, per tant els espais CM [ i C M D equipats amb
la 7,-topologia sén espais separables. Com la topologia de la convergencia
uniforme i la convergencia puntual coincideixen sobre CM 1 x C'M D, 'espai
producte (CMI x CM D, 1,) és un espai metric separable i, conseqiientment,
I'espai C! és separable. El resultat es segueix ara del Teorema 6.1.4. [

La correspondéncia u € E'—= (u~,u™) és un isomorfisme uniforme

quan considerem la estructura natural uniforme U sobre (E',7) i la estruc-
tura puntualment uniforme V sobre (R x RI%! 7)) que té com a base els
conjunts U(Ay, Ag, ..., \p,€) (n > 1,6 > 0) de la forma

{((£,9), (h, 1)) € RO 5 ROT) 5 (RO RIOY) = [ £(0) = (M| < e,
lg(N) —t(N)| <e,i=1,2,...,n}

amb (A1, A2, ..., A,) € [0,1]", per a tot n > 1. A partir d’ara, lliurement
identificarem, sense mencié explicita, la uniformitat &/ amb la restriccié de
la uniformitat V a i(E'). Ja hem vist a I'Exemple 6.1.6 que aquest espai
uniforme, (E', ), no és complet.

El proxim resultat presentat a ([17]), descriu la compleci6 (@,Z:i) de
,U). Notar que una conseqiiéncia del teorema previ és el segiien
EY, U). Not iencia del t i és el segiient

Corollari 6.2.2. L’espai topologic subjacent a (@,Z)) és separable.

Teorema 6.2.3. La complecio (I@,Z]) de Uespai uniforme (EY,U) és el sub-
espai de (RO x RIOU V) els elements del qual (u,v) verifiquen les segiients
propietats:

(i) u és una funcié no creizent sobre [0, 1].
(i1) v és una funcid no decreizent sobre [0, 1].
(i) u(1) <wv(1).

Demostracio. L’espai uniforme (RO x R V) és un producte d’espais uni-
formes complets, i és, doncs, complet. Per tant clpo,1 4o,y E' és un espai uni-
forme complet contenint E! com a subconjunt dens. Per [12, Teorema 8.3.12],
podem identificar clgp.1 g1 E' amb la complecié de (E, ).
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Passem a la descripcié de clgpo.iy o EL. En primer lloc notar que si
(u,v) € clgoalygio E!, aleshores v és no creixent i v és no decreixent ja que
el limit puntual d’'una xarxa de funcions no creixents (respectivament, no
decreixents) és una funcié no creixent (respectivament, no decreixent). Més
encara, com que cada (u~,u") € E! verifica v (1) < u™ (1), la condicié (iii)
és una conseqiiencia de la definicié de limit d’una xarxa. Aixi, cada element
en clgpoygoy E! verifica les condicions (i)—(iii). La implicacié inversa es
segueix emprant un argument similar a 'utilitzat en el Teorema 6.1.4. [

Corol'lari 6.2.4. La uniformitat induida per la métrica do i la uniformitat U
induizen la mateiza topologia sobre el conjunt Ct, pero la primera uniformitat
€s més fina que la segona.

Tal com hem vist adés, la topologia 7, induida per la metrica do i
la, topologia de nivell 7, coincideixen en C!. La qiiestié de caracteritzar els
subconjunts de E! on les topologies 7., i 7/ coincidixen sembla que no ha rebut
molta atencié en la literatura. Agafem prestat de [16] les tecniques necessaries
per obtindre una caracteritzacié dels subconjunts A C E! que verifiquen la
igualtat 7,4, |4 = 7p|4. Cal recordar que una funcié f entre dos espais primer
numerables X i Y és continua si, i només si, f(lim, z,) = lim, f(z,) per a
cada successié {x,} a espai X. Recordem que per a cadau € E' i X € [0,1],
denotarem per u(A+) el limit de u(t) quan ¢ — A+. En primer lloc necessitem
el segiient resultat:

Lema 6.2.5. Si {u, }5°, és una successio Ty—convergent, aleshores per a tot
e > 01X €]0,1], existeiz 6 > 0 tal que u, (Ao) — u, (\) < & i uf(N\) —
ut (o) <eperatotneNile[X—0, A

Demostracid. La prova per a {u'}°°, segueix la mateixa linia que el cas de
{u™}>2,; per tant, només demostrarem el lema per a la successiéo {u~}22 .
Siga u = (u~,u") el limit puntual de {u,}° ;. Com que u~ és continua per
I'esquerra sobre (0,1] i tenint en compte que u~ és no decreixent, existeix
d >0 tal que 0 <u™(A) —u (Ag) < e per atot A € [A\g — J, \o].

Ara triem ng tal que, per a cada n > ny, siga |u, (Ao — ) —u" (Ao — )| <&
i|u, (Ag) —u"(Xo)| < e. Aleshores, per a tot n > ng i tot A € [Ag — , Ao,
obtenim

0 < g (o) — 5 () < 1 () — 5 (g — 8) <
lu,, (M) —u™(No)| 4+ [u=(No) —u= (Ao — 0)| + [u= (Ao — ) —u, (Ao — 0)] < 3e.
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La prova és completa invocant el fet que u,, és continua per 'esquerra a \g
per a cada n < nyg. [ |

Teorema 6.2.6. Per a un subconjunt A de E', les segiients condicions son
equivalents:

(i) Tala = Te|a

(i1) Per a cada successid {u,}5°; = {(u,,u,})}n>1 C A que convergeix en
nwell a un element (u™,u") en A, tenim lim, u, (A +) = u=(A+) ¢
lim, w} (A ) = ut(A+) per a tot X € [0, 1].

(11i) Cada successsio Tp—convergent {u,}5°, C A és equicontinua per la
dreta.

Demostracio. (i)=-(ii) ve donat per la definicié de convergencia uniforme.
L’implicaci6 (ii)=-(iii) es segueix amb un argument similiar a l'utilitzat en
Lema 6.2.5. Per veure (iii)=-(i) necessitem provar que la funcié identi-
tat de (E',7) en (E',7,) és continua, aixo és, si {(u,,u})},>1 convergeix
a (u,u") en (E', 1), aleshores {(u,,u})},>1 de-convergeix a (u=,u’).
Si assumim que {(u,,u})},>1 no dy-convergeix a (u—,u"), aleshores po-
dem pensar que {u, },>1 no convergeix uniformement a u~. Baix aques-
ta circumstancia, podem trobar ¢ > 0, una successié infinita de nombres
naturals n; < mey < mg < ... 1 una successié6 {\,, tren C [0,1] tal que
lut (M) — ut ()| > 3e. Podem dir, sense perdua de generalitat, que la
successio { A, }ren convergeix a A\g € |0,1]. Notem que {\,, }ren t€ infinits
elements differents perque {u,, }>°, convergeix puntualment a u~. Suposem
ara que hi ha una subsuccessié infinita de {,, }ren els elements de la qual sén
més grans que A\g. Per simplicitat, denotarem aquesta subsuccessié de nou
com {A,, tren. La nostra hipotesi i el fet que u™ i els elements de {u, }°°,
sén continus per la dreta a A\g ens permet trobar una successié {ny}ren tal
que

[t (M) — 0 (Any )] < g, (M) — i, (R0 )|
g, (Not) = ut (Aot)] + [u (Ao+) = u™(A,)] < 3e
que ens porta a una contradiccié. Si, contrariament a com hem suposat, hi
ha una subsuccessié infinita de {\,, }ren €ls elements de la qual sén menors

que Ao, mitjangant el Lema 6.2.5 i un argument similar a ’anterior, obtenim
una contradiccié. Aixo completa la prova. [
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Capitol 7

Linies d’investigacio futures

L’analisi difis es basa en el concepte de nombre difis de la mateixa manera
que 'analisi real es basa en el nombre real. L’analisi difis ha rebut molta
atencié en els darrers anys, aixi com les seues aplicacions, entre les quals po-
dem citar les equacions diferencials, teoria de I'optimitzacié, processament
d’imatges, metodes computacionals, etc. (veure [6]). Es tracta, doncs, d'un
ampli camp de recerca tant en la seua vessant teorica com practica.

La nostra futura recerca s’enmarcara en ’estudi de propietats topologiques
i d’analisi funcional quan treballem substituint els nombres reals pels nom-
bres difusos. Concretant, estem interessats en el segiients problemes:

e Estudiar les propietats de I'espai de les funciones continues que prenen
valors en l'espai E! dotat de diferents topologies.

e Obtindre teoremes de tipus Arzela-Ascoli en els anteriors espais de fun-
cions. Cal resaltar que I'inic resultat conegut en aquest camp és una
versié del teorema de Arzela-Ascoli aplicat a 'espai de les funcions
continues definides sobre un compacte i que prenen valors en E! dotat
de la metrica suprem induida per do,. Aquest resultat és incorrecte per-
que fa servir una caracteritzacio incorrecta dels subconjunts compactes

de (E',dy,) (veure [14]).

e Teoremes de tipus Banach-Stone sobre ’anterior espai de funcions. En
aquest context necessitarem introduir noves tecniques degut a ’estruc-
tura de I'espai E!, que esta molt allunyada de I'estructura classica d’es-
pai vectorial dels reals.

I6)
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