UNIVERSITAT JAUME 1

UNIVERSITAT
JAUME-I

TFM: Master en Matematica Computacional.

LOS CATENOIDES ESFERICOS EN H?
APLICACION DE LA FORMULA DE CHERN-OSSERMAN

Irmina Gozalbo Ejarque

Castellon, 22 de septiembre de 2014.

Dirigido por: Vicente Palmer Andreu y Vicent Gimeno Garcia.

ekosk



TFM V8.

Agradecimientos.

Quiero agradecer a mis dos tutores, Vicente Palmer Andreu y Vicent Gimeno Garcia por su paciencia y su perseveran-
cia, que me han ensefiado todo lo que sé de geometria diferencial y permitido desarrollar un trabajo del que me siento
sinceramente orgullosa. Huelga decir que sin vosotros este TFM no habria sido posible.

Gracias también a todas esas personas que han estado cerca, apoydndome en los momentos féciles y también en los

complicados.

”No hay rama de la matemdtica, por abstracta que sea, que no pueda aplicarse algiin dia a los fendmenos del mundo

real.” N. Lobachevsky

Page 2



Indice

1

2

Introduccion.
1.1 La familia de catenoides esféricos en el espacio hiperbdlico. . . . . . .. ... ... ... ... ...
1.2 Laférmulade Chern-Osserman. . . . . . . . . . . . . . .t ittt e e e
1.3 Resultados obtenidos. . . . . . . . . .. e e
Definiciones.
2.1 Definiciones bASiCas. . . . . . . . . .o e e e e e e
2.1.1 Derivada covariante, geodésicas y aplicaciéon exponencial. . . . . . .. ... ... .. ....
2.1.1.1  Ecuaciones locales de las geodésicas. . . . . . . ... ... ... ... ... ..
2.1.2  Variedades conexas, simplemente conexas y completas. . . . . . . . .. ... ... ... ..
2.1.3 Distanciay bolas métricas. . . . . . . . . ... e e
2.14 Bolasyesferas geodésicas. . . . . . . . ... e
2.1.5 Curvatura, curvatura seccional y curvaturade Gauss. . . . . . . . . ... ...
2.2 INMETSIONES. . « . v v v v v et e e e e e e e e e e e e e e e e e e e
2.2.1 Inmersiones, inmersiones propias e inmersiones isométricas. . . . . . . . . ... ... ...
2.2.2  Ecuaciones de una inmersion. . . . . . . .. ..o e e e
2.2.2.1 Segunda Forma Fundamental. . . . . . . ... ... ... ...... .. ......
2222 Aplicacionde Weingarten. . . . . . . . .. ... Lo e
2223 Ecuaciéonde Gauss. . . . . . . ...
2.2.24 Curvaturas Principales. . . . . . . . . . ...
2225 CurvaturaMedia. . . . . ...
223 Férmuladelaco-drea. . . . . . . . . .. ..
2.3 Superficies inmersas en una variedad de dimensiéon 3. . . . . . .. ... oL
2.3.1 Norma de la Segunda Forma Fundamental y minimalidad. . . . . . .. ... ... ... ...
2.3.1.1 Distancia extrinseca y bolas extrinsecas. . . . . . . . . . . .. ... ...
2.3.2 Caracteristicade Euler. . . . . . . . . ...
2.3.2.1 Lacaracteristica de Euler-Poincaré. . . . . . . .. ... ... ... ... ......

21



INDICE TFM V8.

2.3.2.2 Superficies y SUMA CONEXA. . . . . . v v v v v v v e et e e e e e e e e 31
2.3.2.3  Superficies compactas sin borde: género y caracteristica de Euler-Poincaré. . . .. 32
2.3.2.4  Superficies compactas con borde: género y caracteristica de Euler-Poincaré. . . . . 32
2.3.2.5 Superficies no compactas: nimero de finales y topologia finita. . . . . . ... . .. 33
2.3.3 Teoremade Gauss-Bonnet . . . . . . .. ... 34

2.34 Desigualdades isoperimétricas de las bolas extrinsecas en una subvariedad minimal propia-

mente inmersa en una variedad de Cartan-Hadamard. . . . . . . ... ... ... ... ... .. 35

2.4 ElEspacio Hiperbélico HI®. . . . . . . . . . . . . ... 35
2.4.1 Modelos del Espacio Hiperbdlico. . . . . . . . ... ... .. .. . 36
2.4.1.1 Elmodelo de Lorentz (LM™). . . . . . . . . . . . i i e 36

2.4.1.2  El modelo del semiespacio superior (UHM™). . . . . . .. ... ... ... .... 36

24.1.3 Proyeccidonentremodelos. . . . . . . . ... 36

2.4.2  El modelo del semiplano de Poincaré. Notacién compleja. . . . . . . . ... ... ... ... 37
2.4.2.1 Transformaciones de Moebius. . . . . . . . ... . ... ... L. 37

24.2.2 Lossimbolosde Christoffel. . . . . . .. ... ... ... ... ... .. ...... 39

2423 Lascurvas geodésicas. . . . . . . . ..o i e e e e e e e 40

2424 Distanciay bolas extrinsecas. . . . . . . . . ... 41

2.4.3 Bolasy esferas geodésicas en el hiperbdlico. . . . . .. ... .. ... ... ... 45

3 Catenoides esféricos en el espacio hiperbolico. 47
3.1 Loscatenoides esféricos. . . . . . . . . . . . e 47
3.2 Superficies de revolucién en el espacio de Minkowski. . . . . ... ... oo 48
3.3 Superficies minimales de revoluciénen H® . . . . . . .. ... ... 53
3.4 Expresion de la Primera y Segunda Formas Fundamentales de la inmersién. . . . . . ... ... ... 59
3.5 Correspondencia con otras parametrizaCiones. . . . . . . . . . .« ..o i e e e e 60
3.5.1  Catenoides Esféricos en el modelo del semiespacio superior UHM?3. . . . .. ... .. ... 60

3.5.2 Primera y Segunda Formas Fundamentales en el modelo del semiespacio superior. . . . . . . 63

3.5.3 Otros Catenoides Esféricosen R}, . . . . . .. .. ... ... ... ... 66

4 La desigualdad de Chern-Osserman en el hiperbdlico. 67
4.1 Caracteristica de Euler-Poincaré. . . . . . . . ... .. L 67
4.2 Integral del cuadrado de la Norma de la Segunda Forma Fundamental. . . . . . . ... ... ... .. 68
4.3 Crecimiento del Volumen de superficies minimalesen R® yen H3. . . . . ... ... .. ... .... 72
4.3.1 Crecimientodel Volumen. . . . . . ... ... .. ... 72

4.3.2 Crecimiento del Volumen de la familia de Catenoides Esféricos. . . . . . ... .. ... ... 77
4.3.2.1 Distancia extrinseca. . . . . . . . ... ... e e e 79

4.3.2.2 Bolas extrinsecas y conjuntos de nivel de la funcién coordenadas. . . . ... ... 86




INDICE TFM V8.

4.3.2.3 Estimacion del crecimiento del volumen. . . . . . . . . . ... . ... ... .... 88

4.4 ConcClusiOneS. . . . . . . v i e e 95

Page 5



INDICE TFM V8.

Page 6



Capitulo 1

Introduccion.

Esta memoria trata sobre la formula de Chern-Osserman y su aplicacion en el espacio hiperbdlico. En su forma
original, esta ecuacidn relaciona entre si distintas cantidades geométricas de superficies minimales isométricamente
inmersas en el espacio euclideo, R™. En ese ambiente, su comportamiento es bien conocido y tiene entre otras una
interesante propiedad: todos sus términos toman valores naturales. (Ademads, poco después de su aparicion se de-
mostraba que uno de sus términos, el volume growth, era igual al nimero de finales de la superficie si ésta estaba
embebida siendo, por tanto, independiente del punto en el que se centrara). Unas décadas después de ésta se desarrolld
una variacién de la ecuacién que la adaptaba a espacios con curvatura seccional constante negativa, K (—c?). En este
punto resulta inevitable preguntarse: seguirdn los términos de esta ecuacién tomando valores naturales en los nuevos
ambientes? (seguird el volume growth tomando el valor del nimero de finales de la superficie?) Con la intencién de
arrojar un poco de luz sobre estas cuestiones y con las mejores herramientas disponibles, decidimos que la manera mas
efectiva de abordar el problema era el clasico apliqguémosla y veamos qué pasa. So6lo necesitibamos encontrar una
superficie que hiciera de modelo, la cual debia satisfacer ciertas condiciones: ser una superficie minimal y de rotacion,
estar isométricamente inmersa en un espacio con curvatura seccional constante negativa y no presentar autointersec-
ciones. La mejor candidata acab¢ siendo la familia de Catenoides Esféricos inmersos en el 3-espacio hiperbdlico,
¥, — H3. Con este modelo, la férmula de Chern-Osserman y una buena dosis de calculos, lograremos dar respuesta
a unas cuantas preguntas que nos ayudardn a entender mejor el comportamiento de la férmula de Chern-Osserman
en el espacio hiperbdlico. Antes, veamos los contenidos de esta memoria que estdn estructurados en cuatro partes

incluyendo esta introduccién.

En la segunda parte, Capitulo 2, se hace un repaso a las definiciones y propiedades geométricas basicas de las in-
mersiones isométricas de superficies minimales en variedades riemannianas con curvatura seccional constante, con-
cretando desde los casos mds generales a términos especificos de las mismas; la caracterisitica de Euler-Poincaré, el
volume growth o crecimiento del volumen, y finalmente algunas caracteristicas ttiles de dos modelos del n-espacio
hiperbdlico que manejaremos en los apartados siguientes: el modelo de Lorentz (LM ™) y el modelo del semiespacio

superior (UH M™).



1.1. LA FAMILIA DE CATENOIDES ESFERICOS EN EL ESPACIO HIPERBOLICO. TFM V8.

En la tercera parte, Capitulo 3, se obtiene paso a paso una parametrizacién de una familia de superficies en H?,
los Catenoides Esféricos 3J;, isométricamente inmersos en el espacio de Minkowski, R‘f, siguiendo el articulo de H.
Mori ”Minimal surfaces of revolution in H> and their global stability.” (ver [Mor81]). Estas superficies también son
obtenidas siguiendo un proceso similar en el articulo de doCarmo y Dajczer "Rotation hypersurfaces in spaces of
constant curvature.” (ver [dCD83]), como uno de los tres tipos de superficies minimales de revolucién en R} (De
hecho este articulo es mds general que el anterior). Bérard y Sa Earp obtienen otra parametrizacién, esta vez por
métodos diferentes, en el articulo ”Lindeloef’s theorem for hyperbolic catenoids.” (ver [BSE10]), considerandolos
como hipersuperficies de H>. En los tltimos puntos de este capitulo demostraremos que todas ellas son equivalentes
y obtendremos las propiedades geométricas de las inmersiones, que utilizaremos en el dltimo capitulo.

En la cuarta parte, Capitulo 4, introduciremos la ecuacién de Chern-Osserman en el espacio hiperbélico a través del
ejemplo de la familia de superficies obtenidas en el apartado anterior. En esta ecuacidn intervienen tres elementos: la
caracteristica de Euler-Poincaré, la curvatura total (en R™) o la integral del cuadrado de la norma de la Segunda Forma
Fundamental (Integral de la Norma, en K"(—CQ)), y el crecimiento del volumen o volume growth. La caracteristica
de Euler es una propiedad intrinseca de las superficies, de manera que no se verd afectada por la inmersiéon. Sin
embargo no sucede lo mismo con los otros tres términos. Veremos una idea intuitiva de por qué la curvatura total de
las superficies minimales propiamente inmersas en el espacio euclideo, si no es infinita, es un nimero natural. En
el capitulo 4 demostraremos que la Integral de la Norma, su homdlogo en el espacio hiperbdlico, no estd cuantizado
pero toma un valor interesante en el caso limite b — b,,,;,. En cuanto al tercer término, demostraremos que dada una
subvariedad inmersa en el espacio euclideo y una exhaustién por bolas extrinsecas de la misma, el crecimiento del
volumen es independiente del punto en el que se centre la exhaustién. En contraposicion, veremos que la familia de
Catenoides Esféricos no es el tnico tipo de superficies para las cuales ésta propiedad no se cumple cuando trabajamos
en el espacio hiperbdlico. A pesar de estas diferencias, veremos que en el citado caso limite la ecuacién de Chern-
Osserman pasaria a comportarse de manera similar a como lo hace en el espacio euclideo. Ahora vamos a presentar
brevemente la familia de Catenoides Esféricos, la ecuacién de Chern-Osserman, y un resumen de los resultados que

obtenemos a lo largo de la memoria.

1.1 La familia de catenoides esféricos en el espacio hiperbdlico.

Aunque mas adelante lo veremos con mds detalle (apartado 2.4), recordemos que el espacio de Minkowski puede verse

como el par (R“, gl), es decir, el conjunto de puntos © = (21, xg, X3, 24) € R* dotado de una métrica lorentziana

4
g1 := —dz' @ dat + dei ® da’

i=2
donde {dx®}?_, es una referencia ortonormal en el espacio dual R** al espacio tangente TR* = R*. Consideremos H?*
como una subvariedad de R} de tal manera que si x € H?, g1 (z, ) = —1. En este contexto, una descripcién intuitiva
de la familia de catenoides puede ser la siguiente: Consideremos un subespacio vectorial P? C R de dimensién 2.

Este subespacio puede ser de tres tipos excluyentes entre si (ver [O’N83]) dependiendo del caracter que adquiera la
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CAPITULO 1. INTRODUCCION. TFM V8.

Future

——————

Spacelike P Lightcone

Past

Minkowski spacetime

Figure 1.1: Cono de luz y subespacios temporal y espacial en el espacio de Minkowski.

métrica al restringirla a él: si g1 | p> es definida positiva (euclidea), P2 serd de tipo espacial. Si g1 | p> es no degenerada
de fndice 1 (lorentziana), P? sera de tipo temporal. Si g;|p2 es degenerada, P? ser4 lightlike o tipo luz. Definamos
P? como un plano temporal de acuerdo con nuestra métrica y sea I' una curva inmersa en un plano de H? C Rf

parametrizada como I' := ~y(s) con

v:R— R‘ll
s = y(s) = (x(s),y(s), 2(s),0)

y que no corte a P2. Podemos aplicar una transformacién ortogonal a R que haga rotar la curva dejando fijo al plano

P2, Por ejemplo la rotacién Rg:

1 0 0 0

0 1 0 0
Re =

0 0 cosf —sind

0 0 sinf cosb

El producto ¥ := f(s,0) = Ry - v(s) parametrizado como

f(s,0) = (z(s),y(s), z(s) cos b, z(s) sin 9)

es una hipersuperficie de rotacién ¥ < H3(-1).

Como es ldgico, si intersectamos la superficie con un plano que sea paralelo al plano de rotacién y que pase por un
punto determinado de la curva (7(sg)), obtenemos una circunferencia. De la misma manera, en dimensiones mayores,
intersectando con n-planos paralelos al de rotacién obtenemos esferas de dimensioén n, y por ese motivo se le llama
a este caso caso esférico. Cuando el subespacio P? es espacial o de luz, aplicando las transformaciones adecuadas
se obtienen hiperboloides y paraboloides, por lo que estos otros dos casos son llamados hiperbdlico y parabdlico
respectivamente.

Finalmente, para que la superficie obtenida sea minimal, habrd que determinar las expresiones de las funciones

x(s),y(s), z(s) de manera que la curvatura media H(X) se anule. Tras realizar todos los célculos necesarios, se
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1.1. LA FAMILIA DE CATENOIDES ESFERICOS EN EL ESPACIO HIPERBOLICO. TFM V8.

logra expresar z(s) y y(s) en funcién de z(s), y la condicién de la minimalidad queda representada por la ecuacién

diferencial

2(s) - 2" (s) + 2%(s) —22%(s) =1 =0 (1.1)

que se deberd satisfacer. En el articulo de doCarmo y Dajczer se llega a una expresién mas general,

2(s) - 2"(s) + (n — 1)2"%(s) + ncz?(s) —=6(n —1) =0 (1.2)

donde n es la dimension de la hipersuperficie, ¢ la curvatura seccional de la variedad ambiente (que nosotros hemos
llamado —c? destacando que serd negativa) y 6 el pardmetro que distingue entre cada uno de los tres casos: § = 1,0, —1
(esférico, parabdlico e hiperbdlico respectivamente). Cuando buscamos el caso n = 2, ¢ = 0, § = 1, obtenemos la
ecuacion de una catenaria parametrizada por su longitud de arco, motivo por el cual a estas superficies se les denomina

catenoides.

Figure 1.2: Catenoide Esférico en el modelo del semiespacio superior (las lineas marcan los meridianos y los parale-

los).

Como veremos en el capitulo 3, la resolucion de la ecuacion diferencial (1.1) da como resultado toda una familia de

catenoides esféricos minimales con pardmetro distintivo b parametrizados como

fo(8) = (xp(3), yn($), 26(s) cos b, zp(s) sin )

donde
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CAPITULO 1. INTRODUCCION. TFM V8.

1\ /2
(b cosh(2s) + 2) sinh(ép($))
1\ /2
= (b cosh(2s) + 2) cosh(¢p(s))
1\ 12
= (b cosh(2s) 2)

( )1/2 (bcosh(Qt) + ;)1 (bcosh(Qt) - ;) o dt

paraf € [0,27),s e Ry b > 5, en el modelo de Lorentz del espacio hiperbodlico.

Una forma alternativa de obtener la familia de superficies es la descrita por Bérard y Sa Earp en [BSE10]. En este
caso, se trabaja con las coordenadas de Fermi del plano hiperbdlico, en concreto en el modelo llamado del semiplano
de Poincaré. En este modelo, dada una geodésica a(s) = (0, e®), las coordenadas de Fermi asociadas a ella vienen

dadas por la siguiente expresion:

Bu(t) = (es tanh(t), Coseh(t)>

En estas coordenadas se traza una curva (en realidad una familia de curvas con pardmetro distintivo a), de expresion

ehas)

donde las funciones A, (s) y yo(s) cumplen las condiciones necesarias para que, al hacerla rotar en torno al eje vertical
(z1 = 2 = 0) de H3, se obtenga una parametrizacién alternativa de la familia de catenoides esféricos en el modelo

del semiespacio superior:

Aa(s)
fal(s,0) = (eA“(S) tanh(yq(s)) cos 8, e+ tanh(yq (s)) sin 6, >

cosh(y,(s))
_ . * (cosh(2a) - cosh(27) — 1)/?
Aals) = V2sinh(2a) | TR T
y

cosh(2a) sinh(27)

Ya(8) = a+ / dr
0 (cosh2(2a) cosh?(2t) — 1)1/2

paraf € [0,27), s € Rya > 0.
Finalmente, usando la transformacién propuesta por Polthier en [Pol94] para pasar del modelo de Lorentz al modelo
del semiespacio superior, demostramos que la primera parametrizacion se transforma en la segunda sin mas que

considerar un giro y una equivalencia entre los pardmetros distintivos dada por

1
b= B cosh(2a)
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1.2. LA FORMULA DE CHERN-OSSERMAN. TFM V8.

1.2 La formula de Chern-Osserman.

En 1967, Chern y Osserman demostraban en [CO67] el siguiente teorema: Sea P? una superficie minimal completa
inmersa en R™ y con curvatura total finita | plK Pldo < oo, siendo KT la curvatura de Gauss de la superficie,

entonces:

1
—v(P) < —— KPdA — su —_—
X(P) = =3 /P PR=0Y o1(B32)

™
donde x(P) es la caracteristica de Euler de la superficie y, dado r(z) la distancia de un punto fijo de R™ al punto ,
Dpg :={x € P:r(x) < R} son las bolas extrinsecas de radio R de la superfiice. En 1983, Jorge y Meeks ([JM83])
conseguian la igualdad para el caso de superficies embebidas, demostrando ademas en ese caso que el crecimiento del
volumen es igual al nimero de finales de la superficie, /C, que es el nimero de componentes conexas no acotadas del

complementario de los compactos en P:

1
—x(P) = %/PKgdA —-K

La demostracion de la desigualdad estd basada en la propiedad de las superficies minimales inmersas en el espacio
euclideo de ser parametrizables mediante dos funciones meromorfas (representacion de Weierstrass), y se puede seguir
en [Oss86]. En el espacio euclideo la curvatura total de la superficie, si no es infinita, coincide con el 4rea de su
proyeccion sobre la esfera de Gauss por una de estas funciones cambiada de signo. Por las propiedades de las funciones
meromorfas, esta cantidad (el area esférica) es el area de la esfera unitaria (47) recorrida tantas veces como indica el
grado de la funcién. Es decir, si la curvatura total es finita, entonces su valor es un entero positivo multiplicado por 4.
Sin embargo, en ambientes con curvatura seccional negativa no existen superficies minimales completas con curvatura

total finita, ya que, por la ecuacién de Gauss (que veremos mds adelante):

/ KPdA = —c* - Vol(P) — 1/ |BY||?dA = —0
P 2Jp

2 es la curvatura seccional del

donde ||BF|| es la norma de la segunda forma fundamental de la inmersién y —c
ambiente. Esta cuestion fue abordada por Chen y Cheng en 1999 ([Che99], [QY99]) y establecieron el siguiente

resultado:

Teorema 1.2.1. Sea P una superficie minimal completa y orientada inmersa en H*, BY la segunda forma fundamen-
tal de P, r la distancia en H" desde un punto fijoy Dr = {x € P : r(z) < R}. Supongamos que [, ||BY||?dA < oo,

entonces P tiene topologia finita y

Vol(D, .
(1) sup;~ W < oo
Vol(D;)

(2) =x(P) < £= [p IBP||?dA — sup,-, T (cosh () =1)
donde x(P) es la caracteristica de Euler de P.

Sin embargo, las técnicas utilizadas por Chen y Cheng son muy diferentes a las utilizadas en el espacio euclideo ya

que, en principio, la representacion de Weierstrass no es extensible a superficies minimales en el hiperbélico. Mas
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CAPITULO 1. INTRODUCCION. TFM V8.

recientemente, Gimeno y Palmer, en [GP13], definen los términos necesarios para la igualdad en el siguiente resultado:

Teorema 1.2.2. Sea P una superficie minimal completa y propiamente inmersa en H™(b) con b < 0y supongamos

que [, | BY||*dA < co. Entonces

Vol(Di(p)) _ 1

1
—x(P)=— [ ||BY||?dA - - —
x(P) 471'/pH | Supi=o Vol(Bi)’Q) o

Gy(P)

donde el término Gy,(P) es una cantidad finita y no negativa que no depende de la exhaustion por bolas extrinsecas

{D:(p)}+>0 centrada en un punto p € P, y que viene dada por

(@] t / L’I"
Gy(P) = Jim <hb(t)Vol(Bf’2) (V‘/(S(L)Bg)))) +/8D( )<BP(e,e),”§Pr”>dAt>

1.3 Resultados obtenidos.

Lo que hemos querido hacer en esta memoria es estudiar un caso concreto de aplicacion de la formula de Chern-
Osserman en el hiperbdlico para caracterizar el comportamiento de sus términos. Aunque la caracteristica de Euler
es independiente de la inmersion, la integral del cuadrado de la norma de la Segunda Forma Fundamental (Integral
de la Norma, ;- [}, | BY||2dA) y el Crecimiento del Volumen de las bolas extrinsecas (S upt>om> no lo
son, y eso es parte de lo que hemos logrado demostrar. Las siguientes cuestiones, que justiﬁcaremostdebidamente

en los proximos capitulos, diferencian el comportamiento de la ecuacién de Chern-Osserman en el hiperbdlico de su

comportamiento en el espacio euclideo:

Integral de la Norma:

(1) La Integral de la Norma de la familia de Catenoides Esféricos, ¥, < H?, no est4 cuantizada.

(2) La Integral de 1a Norma de la inmersién ¥, < H? va a infinito dentro de la familia de Catenoides Esféricos.

(3) La Integral de la Norma de la inmersién ¥, < H? tiende a 2 (ntimero de finales) cuando el valor del pardmetro

distintivo b tiende a su valor minimo, asemejdndose a su comportamiento en R3.

Crecimiento del Volumen:
(4) El Crecimiento del Volumen de una superficie inmersa en el espacio euclideo es independiente del punto en el que
se centre su exhaustion por bolas extrinsecas.
(5) El Crecimiento del Volumen de una superficie inmersa en el espacio hiperbdlico no es independiente del punto en
el que se centre la exhaustion.
(6) Podemos acotar el valor del Crecimiento del Volumen de la familia de Catenoides Esféricos:

(6.1) Cuando la exhaustion por bolas extrinsecas de la superficie estd centrada en el punto (0, 0, 1), el Crecimiento
del Volumen es inferior a 2 (nimero de finales de la superficie), mientras que en R? es exactamente igual a 2.

(6.2) Podemos acotar el valor del Crecimiento del Volumen en funcién de la distancia existente entre el centro de

la exhaustién y el punto (0,0, 1) cuando éstos sean diferentes.
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1.3. RESULTADOS OBTENIDOS. TFM V8.

(7) La ecuaciéon de Chern-Osserman sobre la familia de Catenoides Esféricos se comporta casi como una igualdad

(como la haria en el espacio euclideo) cuando el valor del parametro distintivo b tiende a su valor minimo.

Correspondencia entre modelos:
(8) La familia de Catenoides Esféricos obtenida por Bérard-SaEarp, ¥, — H? (ver [BSE10]), es la misma que la

obtenida por Mori, ¥, < R} (ver [Mor81]), sin mds que aplicarle un giro y un cambio de pardmetro distintivo dado

por b = % cosh(2a).

Figure 1.3: Catenoides Esféricos ¢ o1, 20.07, 20.5, 20.7, 20.9, 21.2, ¥y medios Catenoides > o1, 20.2, 20.6-
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Capitulo 2

Definiciones.

2.1 Definiciones basicas.

Vamos a dar una serie de definiciones y a fijar la notacién utilizada en esta memoria. Empezaremos con una breve

introduccidn a la métrica que nos ayudard a introducir otros conceptos mas adelante.

Definicion 2.1.1. [O’N83] Un tensor métrico g en una variedad diferenciable M es un campo tensorial 2-covariante

simétrico y no degenerado en M con indice k constante.

Dado un sistema de coordenadas {z*}!"_; en U C M, el tensor g € T3’ (M) puede ser escrito como
n
g = Z gijdx' @ dx’
ij=1
donde 7 representa los tensores p-covariantes, g-contravariantes (cfr. [0’N83]). Es decir, dados dos campos vecto-
riales V.= 370 V'9;, W = 371 WJ0; € TM y dos vectores v = V(p),w = W(p) € T,M, el tensor métrico

asigna un producto escalar en el espacio tangente:

g(p) : T,M x T,M — R

(v,w) = gp(v,w) = Zg” Ydz' @ da? (v, w) = Zg” Yolw’
1,j=1 i,7=1

Definicion 2.1.2. [O’N83] Una variedad semi-riemanniana es una variedad diferenciable M dotada de un tensor
métrico g.
Definicion 2.1.3. [O’N83] Una variedad riemanniana es una variedad semiriemanniana cuya métrica es definida

positiva.

Si nuestra variedad es todo R", sabemos que para cada p € R"™ existe una forma candnica del tensor, gg, tal que
go,i; = 0i; que denotamos como euclidea. Con esta métrica, dados dos vectores v, w € T,R™ = R", el producto

escalar resulta
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n
go(v,w) = (v,w) = Zviwi
i=1

De esta manera se define, para cualquier (R", o), la variedad riemanniana que llamamos n-espacio Euclideo. Pero,
qué pasa si escogemos un entero k € [0, n] y cambiamos los k primeros signos de este tensor métrico de positivos a

negativos? Lo que tenemos es un tensor de indice k:

k n
gk(va w) = <v7w>k = - Zviwi + Z 'ijj
i=1 j=k+1
El par (R™, gx;) es un n-espacio semi-Euclideo que denotamos por R}}. Sin > 2, R} es el llamado n-espacio de

Minkowski y si, en concreto, n = 4, lo que tenemos es la expresién mas sencilla del espacio-tiempo relativista o
espacio de Lorentz. El significado geométrico de esta definicién viene de la siguiente clasificacion (o cardcter causal

) que tomamos de la teoria de la relatividad:

Definicion 2.1.4. [O’N83] Un vector v tangente a M es

espacial : si (v,v) >0 o v=0
nulo: si (v,v)=0 y v#0
temporal : si (v,v) <0
En el caso de Lorentz (R}) los vectores nulos son también llamados lightlike y al conjunto de todos ellos se les conoce

como cono de luz.

2.1.1 Derivada covariante, geodésicas y aplicacion exponencial.

Denotaremos como (M™, g) a una variedad riemanniana de dimensién n con métrica g y conexién de Levi-Civita V.

Denotaremos como X (M) al conjunto de todos los campos vectoriales deferenciables sobre la variedad M.

Definicion 2.1.5. [dC92] Sea M una variedad de Riemann con conexion de Levi-Civita V, y sea v una curva en M.
La aceleracion de «y es el campo vectorial V 47 a lo largo de ~y. A una curva v la llamaremos geodésica respecto a V

si'y solo si su aceleracion es nula: V55 = Q.

Proposicion 2.1.6. [dC92] Sea M una variedad riemanniana con conexion de Levi Civita V. Entonces existe una
linica correspondencia que asocia a un campo vectorial V a lo largo de una curva diferenciable c : I — M, otro

- 1 DV
campo vectorial —-

() G(V+W) =2 + 5

a lo largo de ¢, llamado derivada covariante de V a lo largo de ¢, tal que:

(ii) % (fV)= %V + f%, donde W es un campo vectorial a lo largo de c y f es una funcion diferenciable en 1.

(iii) Si V es inducido por un campo vectorial Y € X(M), es decir, V (t) = Y (c(t)), entonces Z¥ =V ./4,Y .

Nota 2.1.7. Dado el campo vectorial (t) a lo largo de ~y(t), existe una extension'Y de *(t) a un abierto que contiene
a(t) de manera que Y (y(t)) = 4(t). Entonces podemos aplicar el punto (iii) de la proposicién anterior y reescribir

la ecuacion de las geodésicas como
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D [(dy .
dt(dt)vwo

Cuando mds adelante trabajemos con la parametrizacién de los catenoides esféricos necesitaremos calcular las derivadas
covariantes en coordenadas locales. Para ello necesitaremos los simbolos de Christoffel o coeficientes de la conexién
que dependen de la métrica de la variedad. Denotaremos, como es habitual, a los coeficientes de la métrica por g;; y

por {E;}I"_; alareferencia del fibrado tangente, donde E; = %.

Definicion 2.1.8. [dC92] Dada una parametrizacion (U, x) y la referencia del tangente asociada a ella {E;}"_,,

llamamos simbolos de Christoffel o coeficientes de la conexion V en U a las funciones Ffj definidas en U por

Ve Ej=)Y ThHE, 2.1)
k
Calculamos los simbolos de Christoffel mediante siguiente expresion (cfr. [dC92]):

1 0 0 0
7= =5 gt g — —gis p 9 22
ij 2 - {angjk + aSUJgk 8$kgj}g ( )

donde (g%/) es la matriz inversa de (g;;), matriz de la métrica en la variedad.

Proposicion 2.1.9. [dC92] La derivada covariante de dos vectores X,Y € TP en coordenadas locales se expresa

como:

VyY = Z Z XYITE + X(Y*) | By (2.3)
k=1 \i,j=1

donde X =% " | X'E;, Y = 2?21 YIE;, y I‘fj son los simbolos de Christoffel asociados a la métrica.

Demostracion. Dados dos campos vectoriales X, Y € X(M) en lareferencia { E;}_, dada por la carta (U, ) entorno

aun punto p € M, de manera que

X=X'E;, Y=YE
escribimos la derivada covariante de Y con respecto de X en M como:

n n

VxY =Vx Y YIE; =Y (X(Y)E; +Y/VxE;) =Y (X(Y))E; +Y/Vyn xipEj) =
Jj=1 Jj=1 j=1
N (2.4)

=Y (X(Y)E; + Y/ X'V, E;)

i,j=1

Aplicando que Vg, Bj = 7, T By,
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n

VaY = S X(E 4 3 vixTh B =Y (x0E e 3 vixTt s | -

i=1 i,5,k=1 k=1 i,j=1
J J J 2.5)
=> [ X"+ > vxTh | B,
k=1 i,j=1
donde T%, son los simbolos de Christoffel asociados a la métrica. O
ij

2.1.1.1 Ecuaciones locales de las geodésicas.

Ahora que ya sabemos cémo calcular las derivadas covariantes en coordenadas locales, vamos a ver como dar con
ellas una expresion para las geodésicas. Para ello hay que considerar la expresion de la curva «y definida en un sistema

de coordenadas (U, x) en torno a un punto p = (tg) sobre la variedad:

v(t) = (z1(2), .., zn(t));  (z1,...,2,) € R"

Para 4(t) = ”U%Y =3, dwét(t) - Ei| 1) tenemos,

)= E; | = E; + E; (2.6)

D [dy D [ <~ da? "L d2ad " dxi D
Cdt \odt | Lk Ledt at
Jj=1 Jj=1 Jj=1
como E; = % | (¢)- aplicamos la condicién (iii) de la Proposicién 2.1.6 y tenemos que

DEj dl‘i dxl k
i = VeE = Ve B =) Ve B = ) LB

i dt -
K3

Sustituyendo en 2.6 y aplicando la Definicion 2.1.5 de geodésica llegamos a la expresion

D [dy Py, i dri dz; 0
Z (2 = i B 2.
i) =S w ST =0 @

,J

que no es otra cosa que una ecuacion diferencial de orden dos que debe satisfacer una curva para ser geodésica.
El siguiente teorema nos asegura que en todo entorno de la variedad encontraremos una y sélo una geodésica para
cada punto sefialando en una direccion determinada:

Teorema 2.1.10. [dC92] (Existencia y unicidad). Sea M una variedad de Riemann con conexion de Levi-Civita V.
Para cualquier ty € R, cualquier punto p € My cualquier v € T}, M, existe un intervalo abierto I C R conteniendo

a to y una tnica geodésica vy : I — M tal que y(to) =py+'(to) =v

Definicion 2.1.11. [dC76] Sea (M, g) una variedad riemanniana con conexién de Levi-Civita V. Dados p € M 'y

v € T, M, definimos la aplicacién exponencial como

expp(v) =v(1,p,v) veT,M 2.8)
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donde ~y es la geodésica que pasa por p con tangente v. Se cumple que:

v
expy(v) :7(Iv\,p,m)

Podemos ver la aplicacion exponencial como un punto de M obtenido al desplazase una longitud |v| a lo largo de una

geodésica vy que, partiendo del punto p € M tiene por vector tangente a la curva ﬁ cT,M.

2.1.2 Variedades conexas, simplemente conexas y completas.

Definicion 2.1.12. [O’N83]Una variedad es conexa si y sélo si no puede ser expresada como la union disjunta de dos

conjuntos abiertos no vacios.

Los entornos coordenados de una variedad muestran que todo par de puntos suficientemente proximos pueden ser

unidos mediante un segmento de curva suave. Por tanto, tenemos la siguiente proposicion.

Proposicion 2.1.13. [O’N83] Una variedad M es conexa si y solo si dos puntos cualesquiera en M pueden unirse

mediante un segmento de curva diferenciable a trozos.
Veamos ahora la definiciéon de homotopia:

Definicion 2.1.14. [O’N83]Sean p,q € M y sea I un intervalo cerrado [0,1] € R. Un camino desde p hasta g en M

es una aplicacion continua « : I — M tal que «(0) = py a(l) = q.
Sea P(p, q) el conjunto de todos los caminos con esta definicién. Entonces:

Definicion 2.1.15. [O’N83] Si a, 8 € P(p, q), una homotopia de extremos fijos desde « hasta 8 es una aplicacion
continua H : I x I — M tal que para todo s,t € I, H(t,0) = a(t); H(t,1) = B(t); H(0,s) = p; H(1,s) = ¢.

Es decir, una homotopia de extremos fijos es una aplicacién con pardmetro ¢ € (0, 1) tal que cuando ¢ = 0 describe
a la curva a y cambia a medida que ¢ aumenta hasta describir a la curva 3 cuando ¢t = 1, siendo o y 3 curvas con

extremos comunes. Ya podemos entender entonces la definicién de variedad simplemente conexa:

Definicion 2.1.16. Una variedad diferenciable M es simplemente conexa si es conexa y cada curva cerrada en M es

homotopica a un punto.

Figure 2.1: La primera figura es simplemente conexa, pero la segunda no, porque no todas las curvas cerradas pueden

contraerse hasta un punto sin salirse de la variedad.
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2.1.3 Distancia y bolas métricas.

Consideremos M una variedad riemanniana conexa. Dados dos puntos p, ¢ € M, considerar todas las curvas diferen-
ciables a trozos uniendo p con q. Como M es conexa, tales curvas existen. Podemos entonces introducir la definicion

de distancia.

Definicion 2.1.17. [dC92] La distancia d(p, q) estd definida por

b
d(p,q) = lmin(Yp.q) = inf {/ 17/ ()|t : ~ une p con q} :
Proposicion 2.1.18. [dC92] Con la distancia d, M es un espacio métrico, es decir, se cumplen las siguientes propiedades:
(1) d(p,r) < d(p,q) + d(g,7)
(2) d(p,q) = d(q,p)
(3)d(p,q) 2 0,yd(p,q) =0 p=gq

Proposicion 2.1.19. [dC92] La topologia inducida por d en M coincide con la topologia inicial de M.

Corolario 2.1.20. [dC92] Sip € M, la funcion f : M — R dada por f(q) = d(q,p) es continua.

Definicion 2.1.21. Sea M una variedad riemanniana. Definimos la bola métrica de radio R centrada en el punto

p € M como:

Br(p) = {z € M;d(p,z) < R}

Definicion 2.1.22. [dC92] Una variedad de Riemann M es geodésicamente completa si para todo p € M, la
aplicacion exponencial exp, estd definida para todo v € T, M, i.e., si cualquier geodésica v empezando en p estd

definida para todos los valores del pardmetrot € R.
Con todo esto podemos introducir ya el teorema de Hopf y Rinow.

Teorema 2.1.23. [dC92]. (Hopfy Rinow). Sea M una variedad riemanniana y sea p € M. Las siguientes afirma-
ciones son equivalentes:

a) exp, estd definido para todo Ty, M.

b) Los cerrados y acotados de M son compactos.

c) M es completa como espacio métrico.

d) M es geodésicamente completa.

e) Existe una sucesion de compactos K, C M, K, C K, 11y, K, = M tal que si g, ¢ K,, entonces d(p, q,) —
0.

Ademds, cada una de las afirmaciones anteriores implica que

f) para todo q € M existe una geodésica ~y uniendo p con g con l(y) = d(p, q).

Definicion 2.1.24. [GW79] Un punto de una variedad riemanniana es un polo si y sélo si la aplicacion exponencial

exp : TyM — M es un difeomorfismo.
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2.1.4 Bolasy esferas geodésicas.

Definicion 2.1.25. [Sak96] Sea M una variedad riemanniana, sea p € M, y sea U un entorno normal de p, es decir,

un entorno U tal que la aplicacion exponencial

exp, U CT,M — M
es un difeomorfismo. Dada B.(0) C T,M tal que B.(0) C U, llamamos a B.(p) = exp,(B:(0)) la bola geodésica

de radio € > 0 centrada en el punto p.

Nota 2.1.26. [Sak96] Si en la definicion anterior el punto p es un polo, el concepto de bola geodésica coincide con el
de bola métrica. Si el punto p no es un polo, sélo coincidirdn para valores suficientemente pequerios de €.

2.1.5 Curvatura, curvatura seccional y curvatura de Gauss.

Definicion 2.1.27. [O’N83] Sea M una variedad riemanniana con conexién de Levi-Civita V. La aplicacion

R:X(M) x X(M) x X(M) — X(M)

dada por

R(X,Y)Z=VyVxZ —-VxVyZ+ Vixv4, X, Y,Z¢€ X(M) 2.9)
es un campo tensorial (1,3) sobre M llamado tensor curvatura de Riemann de M.

Sea II C T), M un subespacio bidimensional del tangente 71}, M . Dados v, w € II dos vectores linealmente independi-

entes, se define (cfr. [O’N83]):

Q,w) = (v, v){w,w) — <v,w>2
Lemma 2.1.28. Sea II un plano no degenerado tangente a M en p. El niimero
(R(v, w)v, w)

Qv,w)
no depende de la base (v, w) de 11, es decir K (v,w) = K(II), y es llamado curvatura seccional K (II) de IL.

K(v,w) = (2.10)

Definicion 2.1.29. Sea M una variedad diferenciable de dimension 2. Llamamos curvatura gaussiana a la tinica

curvatura seccional respecto a su plano tangente.
Ahora que ya hemos visto la definicién de curvatura seccional, ya podemos definir las variedades de Cartan-Hadamard.

Definicion 2.1.30. [dC92] Decimos que una variedad riemanniana M es una variedad Cartan-Hadamard si es

completa, simplemente conexa, y todas las curvaturas seccionales en todos los puntos de la variedad son no positivas.
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Teorema 2.1.31. [dC92](Teorema de Hadamard). Sea M una variedad riemanniana completa, simplemente conexa,
con curvatura seccional K(p,0) < 0 para todop € M y todo o € T,M. Entonces M es difeomorfa a R", n =

dim(M), mds concretamente exp, : T,M — M es un difeomorfismo ¥p € M.

Nota 2.1.32. Todas las variedades Cartan-Hadamard son variedades con polo por el teorema de Hadamard (cfr.

[Sak96]). De hecho, todos los puntos de una variedad de Cartan-Hadamard son polos.

Nota 2.1.33. Sea M una variedad de Riemann completa de curvatura seccional no positiva. Si suponemos que M es
simplemente conexa ( es decir, una variedad Cartan-Hadamard), entonces, dado un punto p € M, para cualquier
otro punto q € M existe una tinica geodésica uniendo p con g, que es minimizante (es decir, realiza la distancia) (cfr.

[Sak96] ).

2.2 Inmersiones.

Hemos visto hasta ahora definiciones para variedades riemannianas en general, pero vamos a trabajar con hiper-
superficies, asi que necesitaremos algunas definiciones referentes a las inmersiones, en concreto a las inmersiones

isométricas.

2.2.1 Inmersiones, inmersiones propias e inmersiones isométricas.

Definicion 2.2.1. [dC76] [War83] Sean P™ y N™ dos variedades diferenciables de dimensiones m y n respectiva-
mente. A una aplicacion diferenciable ¢ : P — N la llamaremos inmersion si dy, : T,P — T, )N es inyectiva

para todo p € P.

Vemos ahora las definiciones de inmersién propia y conformal:

Definicion 2.2.2. Una aplicacion entre dos espacio topoldgicos ¢ : X — Y es propia si la preimagen de cada
conjunto compacto en'Y es compacto en X.

Definicion 2.2.3. Sean P™ y N" dos variedades diferenciables. Decimos que una aplicacion diferenciable ¢ : P —
N es una inmersion propia si do : T,P — T,,)N es inyectiva'y ¢ es propia para todo punto p € P.

Definicion 2.2.4. [dC76] Una aplicacion ¢ : P — N se llama aplicacion conformal o conforme si para todo p € P

y todo vy, ve € T, P tenemos

gn (depp(v1), dipp(v2)) = AN (p)gp (v1,v2), 2.11)

donde )\? es una funcién diferenciable no nula en P,
Un caso especial es el siguiente:

Definicién 2.2.5. [O’N83] Un difeomorfismo ¢ : P — N de una veriedad riemanniana en otra tal que gn (d,(v1), dpp(v2)) =

¢ gp(vi,v2)p para alguna constante ¢ # 0 es llamada homotecia de coeficiente c.
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Si la constante es ¢ = 1 entonces tenemos la siguiente definicion:

Definicion 2.2.6. [dC76] Dada una inmersion ¢ : P — N, si N tiene métrica gy y definimos la métrica de P, gp, de

manera que:

gp(v1,v2)p = gn(dep(v1),dey(v2));  v1,v2 € TP (2.12)

entonces p es una inmersion isométrica, y P hereda una métrica inducida por N. Es decir, se ”conserva” la métrica

de N en P.

Nota 2.2.7. [dC92] Como ¢ : P™ — N™ es una inmersion, entonces para cada punto p € P existe un entorno
U C P tal que p(U) C N es una subvariedad de N. Es decir, existe un entorno V-C N de ¢(p) y un difeomorfismo
f:V = W C R"tal que f lleva o(U) NV difeomdrficamente a un subconjunto abierto de un subespacio de
R™ C R" (definicion de variedad).

Nota 2.2.8. De aqui en adelante consideraremos inmersiones isométricas ¢ : P — N y a P le llamaremos subvar-

iedad isométricamente inmersa en N.

Nota 2.2.9. Se puede ver que si ¢ : P™ — N es una inmersion, entonces m < n, y la diferencia n — m es llamada

codimension de la inmersion p. Nosotros consideraremos que m < n, en concreto m — n = 1 (hipersuperficies).

Para simplificar identificaremos U con (U) y cada vector v € T, P conp € U C P, con dyp,(v) € Ty, N, 0(p) €

N. Podemos descomponer entonces el espacio tangente a la variedad ambiente como

T,N =T,P & (T,P)* (2.13)

donde (T, P)~ es el complemento ortogonal de 7}, P en T}, N. (Notar que la dimensién de (7}, P)~ es la codimensién

de la inmersion.)
Nota 2.2.10. Para cualquier vector v € T, N podemos escribir v = v’ + vt, conv? € T,P y vt € (T,P)*.
Definicion 2.2.11. Sea ¢ : P — N una inmersion de la subvariedad P en la variedad ambiente N. Dados dos

campos vectoriales X,Y definidos en T P, denotando también como X,Y a sus extensiones en N, definimos la

conexion inducida en P por N como

vEY = (VAY)T (2.14)
donde V'V es la conexion de Levi-Civita en N.

Ademds, sea P una subvariedad isométricamente inmersa en N con conexién V¥, y sean X e Y dos campos vectori-

ales del fibrado tangente de P, T'P, y extendidos por la inmersién a 7'N. Entonces:

VY = (VAT + (VEY)*+ (2.15)
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y por la definicién de conexién inducida:

VY =VEY + (VEY)* (2.16)

2.2.2 Ecuaciones de una inmersion.

La idea de inmersién isométrica es la de una transformacidon que conserva la primera forma fundamental. Todas
las propiedades de la subvariedad que dependan dnicamente de ella serdn, por tanto, invariantes de la inmersion, y
podemos calcularlas sin salir” de la subvariedad. Estas propiedades decimos que determinan la geometria intrinseca.

Uno de los resultados mas importantes en este contexto es el siguiente:

Teorema 2.2.12. [dC92] (Gauss Theorema Egregium). La curvatura gaussiana K de una superficie es invariante por

isometrias locales.

Sin embargo en una inmersién aparecen una serie de propiedades relacionadas con la forma en que la subvariedad se
encuentra inmersa en la variedad ambiente: es lo que llamamos geometria extrinseca y su elemento principal es la

Segunda Forma Fundamental.

2.2.2.1 Segunda Forma Fundamental.

Definicién 2.2.13. Sea P una subvariedad isométricamente inmersa en la variedad de Riemann N con conexion V'V,
sea TP el fibrado tangente a Py sea T P~ el fibrado normal a P. Definimos la Segunda Forma Fundamental como

la aplicacion BY : TP x TP — TP+ dada por

BP(X,Y):= (VYY) =Vvi{Yy - ViY (2.17)
donde X e 'Y son campos vectoriales sobre P que se extienden arbitrariamente en N.
Lemma 2.2.14. La segunda forma fundamental BY (X,Y) es
- Independiente de las extensiones de X e Y.

- Bilineal.

- Simétrica respectoa X e Y.

2.2.2.2 Aplicacion de Weingarten.

Hemos visto que la Segunda Forma Fundamental expresa la relacién existente entre las conexiones de P y de V.
Ahora veremos que también sirve para expresar la relacion entre sus curvaturas a través de la férmula de Gauss (cfr.

[dC92]). Para ello introducimos primero la aplicacion de Weingarten.

Definicion 2.2.15. [dC92] [O’N83] [Sak96] Sea P una subvariedad isométricamente inmersa en la variedad rie-

manniana N, sean X e Y campos vectoriales en el fibrado tangente a P, y sea 1 un campo vectorial del fibrado
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normal a P. Entonces, para cualquier extension de X,Y en N, y cualquier extension del normal n en N, definimos

la aplicacién de Weingarten como la aplicacion S, : TP — TP dada por

Sp(X) = —(VEn)" (2.18)

con las siguientes propiedades:
(i) Es bilineal.

(ii) Es autoadjunta.

Lemma 2.2.16. [dC92] [O’NS83] [Sak96] (Ecuacion de Weingarten). Sea P una subvariedad isométricamente in-
mersa en la variedad riemanniana N, sean X e Y campos vectoriales del fibrado tangente a P, y sea 1 un campo

vectorial del fibrado normal a P. Entonces, para cualquier extension de X eY en N se cumple:

(S,(X),Y)=(BP(X,Y),n) X,YeTP (2.19)

Demostracion. SeaY un campo vectorial tangente a P y 1 un campo vectorial normal a P. Entonces, como (Y, 7)) =
0, podemos decir que X (Y, 7) = (VXY,n) + (Y, V&n) = 0, y por tanto que (VYY,n) = —(Y, V&in).

Aplicando 2.17 tenemos que (VXY + BP(X,Y),n) = — (Y, VY¥n), y en concreto (BY (X,Y),n) = —(Y, V&n).
Finalmente, aplicando la expresi6n (2.18) obtenemos la relacién (B (X,Y),n) = (Y, S, (X)). O

2.2.2.3 Ecuacion de Gauss.

Teorema 2.2.17. [dC92] (Ecuacion de Gauss). Sea P una subvariedad isométricamente inmersa en la variedad
riemanniana N, sean X,Y,V y W campos vectoriales en TP, sean R Y RY los tensores curvatura de P 'y N

respectivamente y sea BY la Segunda Forma Fundamental. Entonces para cualquier extension de X,Y,V,W € N:

(RP(V,W)X,Y) = (RN(V,W)X,Y) + (B"(V,X), B"(W,Y)) — (B"(V,Y), B"(W, X)) (2.20)

Ademds, la curvatura seccional estd relacionada con el tensor curvatura, de manera que podemos encontrar una relacién
similar entre la curvatura seccional del ambiente, la de la subvariedad, y la Segunda Forma Fundamental de la in-

mersion:

Corolario 2.2.18. [dC92] Sea P una subvariedad isométricamente inmersa en la variedad riemanniana N. Con-
sideremos que los vectores u,v forman una base para una plano tangente no degenerado a P. Sean K¥' y KV las

curvaturas seccionales de Py de N respectivamente, y sea B la Segunda Forma Fundamental. Entonces:

(BY (u,u), BY (v,v)) — (B (u,v), BY (u,v))
(u, u){v,v) — (u,v)?

K¥(u,v) = KN (u,v) + (2.21)
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2.2.2.4 Curvaturas Principales.

Consideremos P una hipersuperficie de N . Seap € Pyn € (T,P)*. Como S, : T,P — T, P es autoadjunta, existe

una base ortonormal de autovectores {eq, ..., e,, } de T, P con autovalores Ay, ..., A, s decir (ver [dC92] o [dC76]):

Splei) =Xiei; 1 <i<m

Si {e1,...,em} y {€1,...,em,n} son bases de T,,P y de T,,N respectivamente, manteniendo las orientaciones , en-
tonces:

(i) e; son las direcciones principales y

(ii) A; = k;(p) son las curvaturas principales de la inmersi6n.

Ademas:

Ka(p) = det(Sy)p = Ao Am (2.22)

es la curvatura de Gauss-Kronecker y

1
H(p) = — (M + o+ Am) (2.23)

es la curvatura media de la inmersion.

2.2.2.5 Curvatura Media.

Definicion 2.2.19. [O’N83] [dC] Sea P™ una subvariedad isométricamente inmersa en la variedad riemanniana N™

con segunda forma fundamental BT . Definimos el vector curvatura media como

1 n m

H= — S tr(S)iomi=—> BP(eje)) (2.24)

i=m+1 j=1

donde {e;}"", es una referencia ortonormal de T'P.

Definicion 2.2.20. Decimos que una subvariedad es minimal si su vector curvatura media se anula en todos los

puntos de la subvariedad.

2.2.3 Formula de la co-area.

Definicion 2.2.21. [Sak96] Sea f : P — R una funcién suave definida sobre la variedad diferenciable P. Un punto

p € P es llamado punto critico de f si la aplicacion inducida f.p, : T,P — TR vale cero, es decir f.|, = 0.

Nota 2.2.22. [Sak96] Si en la definicion anterior P es una variedad riemanniana, p € M es un punto critico de f si

ysolosiVf=0enp.

Definicion 2.2.23. [Sak96] Sea f : P — N una aplicacion C*. Llamaremos valor critico de f al punto ¢ € N si

f~Y(q) contiene algiin punto critico de f. En caso contrario le llamaremos valor regular.
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Se puede demostrar que el conjunto de todos los valores criticos de la funcién sobre la variedad forman un conjunto

de medida nula:

Teorema 2.2.24. [GG73] [Spi79] [Che84] (Teorema de Sard). Sea f : P™ — N™ una aplicacion C* entre dos

variedades. Entonces el conjunto de valores criticos de f forman un conjunto de medida de Lebesgue nula en N.
Si ademads la funcién f es propia tenemos la siguiente proposicion:

Proposicion 2.2.25. [Sak96] Sea f : P™ — R una funcién propia C*° definida en una variedad riemanniana P™.
Para todo t perteneciente al conjunto de valores regulares de f, f~1(t) es una hipersuperficie compacta de Py el
vector gradiente ¥V f(q) con f(q) = t es perpendicular a f~1(t). De hecho, para cualquier X € T,f~'(t) tenemos
(V. X)=X,f =0,

Para cada ¢ € R denotamos
Q= {peM: f(p) <t} Vi = Vol(Q)
T,:={peM: f(p)=t} Ay :=Vol,—1(Ty)

Nota 2.2.26. Si ty es un valor regular de f, por el teorema de la funcion inversa (cfr. [War83] [Mil63] [Sak96] ) U,

es una variedad suave con borde y el borde (f~1(a) = T'y,) es una subvariedad suave de M.
Con estas definiciones podemos enunciar el siguiente teorema:

Teorema 2.2.27. [Sak96] [Cha84] (Formula de la co-area)Sea M una variedad riemanniana con métrica g. Sea f
una funcion C* definida en M. Para una funcion u integrable en M se tiene:

1. Si g; es la métrica inducida en Ty := {p € M; f(p) = t} desde g, entonces

/uHVfHdVg:/ dt/ udyy, (2.25)
M —o0 Iy

2. si Vi := Vol(Qy) es una funcion C* con valor regular t de f tal que V; < 400 entonces

d
V= [ 1vs1ta, 2.26)
Iy

Si S es una superficie propiamente inmersa en una variedad riemanniana N, usaremos esta proposiciéon cuando la

funcion f(p) es la funcién distancia extrinseca d’’ (p).

2.3 Superficies inmersas en una variedad de dimension 3.

En este apartado vamos a revisar los conceptos vistos en el anterior para el caso de superficies inmersas en una variedad

riemanniana tridimensional.

Nota 2.3.1. De aqui en adelante llamaremos superficie a una variedad conexa de dimension 2 inmersa en una variedad

riemanniana K3(—c?) con curvatura seccional —c>.
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2.3.1 Norma de la Segunda Forma Fundamental y minimalidad.

Sea P? — K3(—c?) una superficie inmersa en K*(—c?) con Segunda Forma Fundamental B y sea {e;}™, una
referencia ortonormal en el fibrado tangente de P, T'P. Calculamos la norma de la Segunda Forma Fundamental

como

2

2
IBE? = (B (eie5), B (e, ¢5)) = D 1B (ei ) ||* =
ij=1 i,j=1 2.27)

= B (er,e1)|* + 2| B” (e1, e2) > + [ BT (e2, e2)

Recordemos que las curvaturas principales se pueden calcular como

k1 = B (e1,e1); ko = B (ea, e2)

Si P? es ahora una superficie minimal, entonces k1 = —ky y por tanto k? = k3. Podemos escribir la norma de la

Segunda Forma Fundamental como

IBE|? = 2| BF (e1,e1) || + 2l B (e1, e2) |

Recuperando ahora la ecuacién (2.21) para la curvatura seccional de una subvariedad P inmersa en una variedad
riemanniana N, considerando P2 una superficie y N 3 una variedad con curvatura seccional constante KV = b,

podemos escribir

(BP(e1,€1), BY (e2,e3)) — || BY (e1, e2) |12
(e1,e1)(e2, €2) — (e1, e2)?

K =—-c+

y considerando finalmente que

(B (e1,e1), BT (e2,€2)) = —[|B” (e1, e1)||? (2.28)
y que por ser {e;}7_; una b.o.n,
(e1,e1)(e2, €2) — (e1,e0)? =1 (2.29)
queda:
P 2 Lyopp2
Kj =—c¢" — §HB | (2.30)

Definicion 2.3.2. [dC92] Una inmersion o : P — N se dice que es geodésica en p € P si la Segunda Forma

Fundamental BY es idénticamente nula en p.

Definicion 2.3.3. [dC92] Una inmersion ¢ : P — N es totalmente geodésica si es geodésica para todo p € P.
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Proposicion 2.3.4. [dC92] Una inmersion ¢ : P — N es geodésica si y solo si toda geodésica v de P es también

una geodésica de N.

Nota 2.3.5. Notar que, por la expresion (2.30), si una superficie S estd inmersa en R™ o H" entonces Kﬁ <0,ysiS

es totalmente geodésica (B® = 0) entonces K3 = —c?.

Definicion 2.3.6. [dC92] Sea v : I — S una curva diferenciable en una superficie S. Definimos la curvatura

geodésica de v como

_ (V53 i(9)
kg = e
[l
donde i es el giro de un vector % radianes en sentido positivo (antihorario) de manera que {%,i(¥)} forman una base

2.31)

de orientacion compatible con la de S.

Nota 2.3.7. Considerando que la curva v es una subvariedad inmersa en S'y que y es un vector de Ty, entonces la

curvatura geodésica es el cociente de la segunda forma fundamental de la inmersion relativa al vector normal % y

la primera forma fundamental.:
(V43,i(3)) _ Vad )

k = - = -
! 111 1911

2.3.1.1 Distancia extrinseca y bolas extrinsecas.

Definicion 2.3.8. [Pal99] Sea P™ una subvariedad propiamente inmersa en una variedad riemanniana ambiente N™
completa. Sea oy € N™ un polo de N. Dado x € N, denotamos por r(x) = db (x) la distancia en N desde oy
hasta el punto x, una funcion C>° en N — {on}. Como o es un polo, existe una vinica geodésica minimizante (por
el teorema de existencia y unicidad) uniendo oy con x que ademds realiza la distancia r(x). Consideremos ahora la
restriccion de la distancia r(x) a la subvariedad P, (rp : P — R1TU{0}). Esta restriccion es la distancia extrinseca

desde oy en P.
Ahora ya podemos introducir el concepto de bola extrinseca:

Definicion 2.3.9. [Pal99] Sea ¢ : P — N una inmersion propia de la subvariedad P en la variedad ambiente N con

al menos un polo y sea este oy € N. Entonces definimos la bola extrinseca en torno a oy de radio R como:

Dr(on) ={p € P:rp(p) < R} = {p € P : dg) (¢(p)) < R} = o~ ' (¢(P) N Bf (on)) = PN ¢ (B (o))
= ¢~ (BR (ow))
donde Bg(oN) es la bola geodésica abierta de radio R y centro en el polo oy € N.
Nota 2.3.10. También podemos definir la bola extrinseca como cualquiera de las componentes conexas de la inter-

seccion P N ¢~ (BY (p)) con p € N. Pero si p no es un polo, entonces Dg(p) solo podrd definirse para radios

suficientemente pequenos.
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Figure 2.2: Dos bolas extrinsecas de radio 2 del helicoide inmerso en R3. La primera, centrada en el eje, tiene una

componente conexa; la segunda esta desplazada del eje y tiene dos componentes.

Definicion 2.3.11. Definimos la esfera extrinseca 0D (p) como:

ODg(on) ={g € P:d} (p(q)) = R} = ¢~ ' (¢(P) N SE (on))

= ¢~ (Sk (on))

2.3.2 Caracteristica de Euler.
2.3.2.1 La caracteristica de Euler-Poincaré.

Definicion 2.3.12. [Mas77] [Hsi81] Una region R C S se define como una union de conjuntos abiertos en S, conexos

y con frontera.

Definicion 2.3.13. [Mas77] [Hsi81] Una region R C S es regular si es compacta y su frontera es una union finita de

curvas regulares cerradas y sin autointersecciones.

Definicion 2.3.14. [Mas77] [Hsi81] Una region regular R C S es una region simple si es homeomorfa a un disco y

su frontera es la imagen de una curva cerrada y simple diferenciable a trozos.

Definicion 2.3.15. [Mas77] [Hsi81] Sea S una variedad 2-dimensional orientada. Una triangulacion de una region
regular R C S es una familia finita de conjuntos cerrados T; homeomorfos a tridngulos de R?, T = {T;}"_, tales
que:

LU Ti=R

2. 8ii# jyT; NT; # 0 entonces los dos tridngulos o bien comparten sélo una cara o bien sélo una arista.
Definicion 2.3.16. [Hsi81] Dada una triangulacion T de una region regular R C S de una superficie S, denotamos

por F' al niimero de tridngulos (caras), por E al niimero de lados (aristas) y por V al niimero de vértices de la

triangulacion. El niimero
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R B

Figure 2.3: Bolas extrinsecas de la superficie de Enneper en R? obtenidas al intersectar con las bolas de radio R = 4

centradas en el origen (izquierda) y en el punto (3,0,0) (derecha).

x=V-FE+F (2.32)
es llamado caracteristica de Euler-Poincaré de la triangulacion.

Dos condiciones especialmente utiles son que esta triangulacién siempre existe en regiones regulares, y que la carac-
teristica de Euler es independiente de la triangulacién elegida, de manera que es una invariante topoldgica de la regién

R:
Lemma 2.3.17. [dC76] Cualquier region regular de una superficie regular admite una triangulacion.

Lemma 2.3.18. [dC76] Si R C S es una region regular de una superficie S, la caracteristica de Euler-Poincaré no

depende de la triangulacion de R. Por tanto podemos denominarla en general por x(R)

2.3.2.2 Superficies y suma conexa.

Definicion 2.3.19. [Mas77] Sean S, y So dos superficies. Escogemos dos subconjuntos D1 C S1y Dy C Ss tales
que D1y Dy sean homeomorfos a discos cerrados. Sea S, el complementario del interior de D; en S;. Escogemos un
homeomorfismo h del contorno de D1 sobre el contorno de Ds. Entonces llamamos suma conexa S1#.S5 al espacio

cociente de S| U S4 obtenido al identificar los puntos x con h(x) para todo x € 0D;.
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A \ /B

Figure 2.4: Suma conexa

Nota 2.3.20. El tipo topoldgico de S1# 52 no depende de la eleccion de los discos D1, Do ni del homeomorfismo h.

2.3.2.3 Superficies compactas sin borde: género y caracteristica de Euler-Poincaré.
Ya que vamos a centrarnos en las superficies compactas, es util saber que podemos clasificarlas en tres grupos:

Teorema 2.3.21. [Mas77] Toda superficie compacta es homeomorfa a una esfera, a una suma conexa de toros, o a

una suma conexa de planos proyectivos.

El hecho de que la caracteristica de Euler-Poincaré sea una invariante topolégica nos indica que, si dos variedades
son homeomorfas, tendrdn la misma caracteristica de Euler-Poincaré (pero no al revés). En el caso de variedades

2-dimensionales compactas y conexas tenemos:

Teorema 2.3.22. [Mas77] Sean Sy y Ss dos superficies compactas. Entonces. S1y So son homeomorfas si'y sélo si

sus caracteristicas de Euler coinciden y las dos superficies son bien orientables o bien no orientables.
Introducimos ahora el concepto de género:

Definicion 2.3.23. [Mas77] Decimos que una superficie S compacta es de género g si es homeomorfa a la suma

conexa de g toros, o g planos proyectivos. En caso de ser homeomorfa a la esfera, es de género nulo.
Y ya tenemos la relacion entre el género y la caracteristica de Euler de las superficies compactas:
Proposicion 2.3.24. [Mas77] Si S es una superficie compacta de género g, entonces la caracteristica de Euler x(S)

vale:

2—2g  siesorientable
x(S) = (2.33)

2 —g siesnoorientable

2.3.2.4 Superficies compactas con borde: género y caracteristica de Euler-Poincaré.

Definicion 2.3.25. [Mas77] Una superficie S con borde es un espacio Haussdorf en el que todo punto tiene un entorno

abierto homeomorfo a una 2-bola de R? o bien al espacio
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{(z,y) e R?: 2 >0}

El conjunto de todos los puntos que tienen entorno abierto homeomorfo a R? se llaman interior de la superficie, y el
conjunto de los puntos que tienen un entorno abierto V tal que existe un homeomorfismo h de V sobre {(z,y) € R? :

x > 0} con h(p) = (0,0) se llama borde, S, de la superficie.

Nota 2.3.26. La definicion anterior hace referencia a una 2-variedad topoldgica con borde. Si queremos una

definicion de 2-variedad diferenciable con borde tenemos que sustituir la palabra homeomorfismo por difeomorfismo.

Imaginemos que tenemos una superficie compacta S, por ejemplo una esfera. Si trazamos sobre ella una cantidad
finita ¢ de discos cerrados y disjuntos y retiramos su interior nos queda una superficie con borde. Este borde tendrd
€ componentes conexas que seran homeomorfas a una circunferencia. Si realizamos el proceso inverso, escogiendo
€ discos cerrados y los adherimos identificando el borde de cada disco con una componente conexa del borde 0S5,
obtenemos una superficie S* que es de nuevo compacta. Notar que las superficies S y S* son topoldgicamente iguales,

dado que no importa la posicidn de los discos como vemos en el siguiente teorema:

Teorema 2.3.27. [Mas77] Dos superficies con borde compactas son homeomorfas si 'y sélo si tienen el mismo niimero

de componentes del borde, son ambas orientables o no orientables, y tienen la misma caracteristica de Euler.

Definicion 2.3.28. [Mas77] El género de una superficie compacta S con borde se define como el género de la superficie

compacta S* (sin borde) que se obtiene adhiriendo discos a las componentes conexas del borde de S.

Teorema 2.3.29. [Mas77] Sea S una superficie compacta con borde 0S. Supongamos que 0S tiene € componentes
conexas. Sea S* la superficie compacta sin borde que se obtiene al adherir un disco a cada una de las componentes

conexas de 0S. Entonces

X(5) = x(5%) — €

Esto nos lleva al siguiente corolario que nos da la caracteristica de Euler de una superficie compacta cuyo borde tiene

€ componentes conexas:

Corolario 2.3.30. Sea S una superficie compacta con borde. Entonces,

2—2g—e€  siSesorientable
x(S) = (2.34)

2—g—¢€ siSesnoorientable

donde ¢ es el niimero de componentes conexas del borde 0S'y g el género de la superficie S.

Veamos ahora las superficies no compactas.
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2.3.2.5 Superficies no compactas: nimero de finales y topologia finita.

Definicion 2.3.31. [Tka94] Sea M una variedad diferenciable orientable. El nimero de finales es el invariante
topolégico KC(M) definido como el supremo de las componentes conexas con clausura no compacta de M \ F. Es
decir, para todo conjunto compacto F' C M, el niimero de componentes conexas distintas con clausura no compacta

de M \ F es menor o igual a K(M).

Definicion 2.3.32. [Oss86] [Whi87] Diremos que una superficie S no compacta es de tipo topoldgico finito sii es
homeomorfa a S* — {p1, ..., pr.} siendo S* una superficie compacta sin borde. A los puntos p; que extraemos de S*

se les denomina finales de la superficie S.

Nota 2.3.33. Se puede demostrar que el niimero de puntos p; dados en la Definicion 2.3.32 es el invariante topologico
K, niimero de finales de una superficie no compacta de tipo topoldgico finito, dado en la Definicion 2.3.31 (cfr.

[Tka94]).

Consideremos P? una superficie no compacta de tipo topolégico finito, y sea K el nimero de finales de la superficie.
Entonces por la Definicion 2.3.32 es homeomorfa a una superfice S, resultado de eliminar un nimero K de puntos a
una superficie compacta S*, es decir, P2 ~ S = S* — {p1, - - px }. Si en el lugar de cada uno de esos puntos extraidos
adherimos un circulo S} tenemos una superficie M compacta con borde (el borde serd OM = Ule Sty tendrd K

componentes conexas). Podemos decir entonces que S ~ int(M) y, por tanto que

X(P?) = x(8) = x(int(M))

donde, como M = int(M)UIM,

X(M) = x(int(M)) + x(OM) — x(int(M) N OM)

pero, en primer lugar, int(M) N M = 0y, en segundo lugar, x(S') = 0. Por tanto

X(M) = x(int(M))

es decir,

X(P?) = x(M)

y como M es una superficie compacta con un borde de X' componentes conexas, podemos escribir una variacién de la

ecuacion 2.3.30:

Corolario 2.3.34. Sea S una superficie no compacta con topologia finita. Entonces,

2—2g—K  siSesorientable
x(5) = (2.35)
2—g—K siSesnoorientable
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Vamos a ver ahora un teorema fundamental de la Geometria Diferencial:

2.3.3 Teorema de Gauss-Bonnet

El Teorema de Gauss-Bonnet nos relaciona la caracteristica de Euler de una superficie con su curvatura total y la

curvatura geodésica de las componentes conexas de su borde.

Teorema 2.3.35. (Teorema de Gauss-Bonnet) [dC76] [Kre68]. Sea ) una region precompacta abierta de la variedad

riemanniana de dimension 2 (M, g). Si la frontera de ), 00, es suave y Q admite triangulacion:

/ kg(s)ds—i—/ KgdA =27x(Q) (2.36)
o9 Q

donde K¢ es la curvatura gaussiana, kg la curvatura geodésica, x(Q) la caracteristica de Euler de la region € y
tomamos la orientacion de 0S) parametrizada en la direccion de su orientacion de Stokes (es decir, recorriendo la

curva de manera que el dominio queda siempre a la izquierda).

2.3.4 Desigualdades isoperimétricas de las bolas extrinsecas en una subvariedad minimal
propiamente inmersa en una variedad de Cartan-Hadamard.
Teorema 2.3.36. [Pal99] Sea P™ una subvariedad minimal propiamente inmersa en una variedad de Cartan-Hadamard

N™ con curvatura seccional Ky < —c?. Sea Dy la R-bola extrinseca en P™ con centro en un punto p que es también

un polo en el espacio ambiente N. Entonces

Vol(9Dg) Vol(Se ™1

> . VR >0 (2.37)
Vol(Dr) Vol(BR~™)

2 2
—c —c -1 . 4o L s .
donde B "™ y SR """ son el disco geodésico y la esfera geodésica, respectivamente, de radio R en K™(—c?).

Definicion 2.3.37. Sea P™ — K"(—c?), donde K" (—c?) es una forma espacial real con curvatura seccional con-

stante —c?. Se define el crecimiento del volumen extrinseco como la funcion

F(t) = Vol(Dj™)

= M) (2.38)
Vol(B; ™)

donde D, es la bola extrinseca de radio t en P™ 'y B, < es la bola geodésica de radio t en K"(—c?).

Corolario 2.3.38. [Pal99] [And84] Sea P™ una subvariedad minimal inmersa en una variedad de Cartan-Hadamard
N™ con curvatura seccional Ky < —c? € R. Entonces la Jfuncion crecimiento del volumen es mondtona no decre-

ciente en t.

Corolario 2.3.39. [Pal99] Sea P™ una subvariedad minimal propiamente inmersa en una variedad de Cartan-
Hadamard N™ con curvatura seccional Ky < —c*. Sea Dg la R-bola extrinseca en P™ con centro en un punto

p € P que es también un polo en el espacio ambiente N. Entonces:
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Vol(Dg) > Vol(BrS ™)

Nota 2.3.40. Este ultimo corolario solo puede aplicarse si el punto que tomamos como centro de la bola extrinseca

es también un punto de la subvariedad.

2.4 El Espacio Hiperbdlico H>.

Al comienzo de este capitulo ddbamos una descripcion del espacio de Minkowski. Ahora la retomaremos para definir
el espacio hiperbdlico ya que una forma de verlo es como hipersuperficie espacial, es decir, cuyos vectores tangentes
son espaciales en todo punto, y totalmente geodésica de R} (ver [Pol94]). Esta manera de verlo es el llamado modelo
de Lorentz y es donde se ha generado la parametrizacion de la familia de Catenoides Esféricos propuestos por H.
Mori en [Mor81] y doCarmo-Dajczer en [dCD83] y que estudiaremos en el capitulo siguiente. Sin embargo para
determinadas operaciones resultard mas comodo trabajar en otro modelo. Trasladaremos la parametrizacién al modelo
del semiespacio superior de H? y de esta manera obtendremos la parametrizacién propuesta por Bérard-SaEarp en
[BSE10], demostrando que ambas son equivalentes. Vamos a dar una descripcion de los dos modelos utilizados en

esta memoria.

2.4.1 Modelos del Espacio Hiperbolico.

Al espacio hiperbélico también se le conoce como espacio de Lobachevsky por uno de los tres matemaéticos, Bolyai,
Gauss y Lobachevsky, que lo estudiaron por primera vez en el siglo XIX, aunque fue Poincaré quien desarroll6 modelos
concretos unas décadas mds tarde. El espacio hiperbdlico se puede modelar de distintas maneras, y la primera y mas

intuitiva es como hipersuperficie del espacio de Minkowski.

2.4.1.1 El modelo de Lorentz (LM™).

Si definimos el espacio de Minkowski, R]”“l, como el conjunto de puntos € R™+! con la métrica lorentziana, es

decir,

RYH = (RYH, g1) siendo gy = da’ @ da’ — da" ™ @ da” !
=1

donde {x7 };Lill es un sistema de coordenadas en U C R"*1. Podemos ver el espacio hiperbélico H" como la

hipersuperficie de R?H simplemente conexa

H" :={z € R gy (2,2) = =1, 21 > 0}

con la métrica riemanniana gy, := g |gn.

Page 36



CAPITULO 2. DEFINICIONES. TFM V8.

2.4.1.2 El modelo del semiespacio superior (UH M™).

El modelo del semiespacio superior (Upper Halfspace Model) se construye como un abierto de R"*! dotado de una

métrica proporcional a la euclidea y definido como:

1 o . ,
H" = {(z1,....xn) ER" 1z, >0},  gn(z) = = del ® dz’ (2.39)

n =1
Este modelo nos serd especialmente ttil cuando trabajemos en dimension 2, caso en el que también es conocido como
semiplano de Poincaré o semiplano de Lobatchevsky. Este modelo se construye dotando a parte del plano complejo

de una métrica equivalente.

2.4.1.3 Proyeccion entre modelos.

Las proyecciones entre los dos modelos dados la encontramos en [Pol94], y vienen dadas por:

LM™ — UHM™  (wg, .., x,) — Erzotntd)

Lo—Tn

2 2
UHM™ — LM"+! (y1,~--7yn) N (I+]y| 12917--2-Z}iyn711|y| -1)

2.4.2 El modelo del semiplano de Poincaré. Notacion compleja.

Identifiquemos R? = C, siendo C el plano complejo. De esta manera, dado un punto p € R? tendremos: z(p) =
(z1,22) = ((p) = (1 + i¢s. Entonces, construimos el semiplano de Poincaré de la siguiente manera: Sea C el plano
complejo con coordenadas ¢ = (; + (s, de manera que su conjugado es ( = (; — i(s. Entonces d¢ = d¢' + id¢?
y d¢ = d¢' — id¢? de manera que d¢ ® d{ = d¢' @ d¢* + d¢? ® d¢?. Sea Ct = {z € C: Im(z) > 0}. Dado un

punto z = Re(z) + iIm(z) € C*, la métrica en el plano de Lobatchevsky se puede escribir entonces como

gn(z) = th)zdc ®d¢ (2.40)

Con esto, una definicion puede ser la siguiente:

Definicién 2.4.1. Consideremos el semiplano complejo Ct = {z € C : Im(z) > 0} con coordenada compleja
¢ = ¢t +iC% Definamos en z € CT la métrica g, (z) = Wdc ® dC. Al par (Ct, gy,) se le denota como H2, y es

el modelo del plano hiperbdlico llamado modelo del semiplano de Poincaré o de Lobatchevsky, en notacion compleja.

El hecho de considerar este modelo como parte del plano complejo simplifica la notacién, y nosotros lo adoptaremos
de aqui en adelante. Vamos a ver ahora varias propiedades métricas del modelo estrechamente relacionadas: las
transformaciones de Moebius, los simbolos de Christoffel, las curvas geodésicas y finalmente la distancia y las bolas

meétricas.
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2.4.2.1 Transformaciones de Moebius.

Sea Co, = C U {oo} la unién del plano complejo con el punto en el infinito. Entonces,

Definicion 2.4.2. Una transformacion de Moebius es una funcion T : C, — C de la forma

az+b
cz+d

T(z) =

con a,b,c,deC y ad—bc#0 (2.41)

Las transformaciones basicas son:

1
Inversion : {I(z)=—-; a=d=0,b=c=1; ad—bc=-1+#0;}
Traslacion : {D(z)=z+4+k; keR;, a=1b=kec=0,d=1; ad—bc=1+#0;}
Rotacién : {R(z) = g=¢eY% a=e%b=c=0,d=1; ad—bc=e" #0;}

2
Homotecia: {H(z) =kz; keR; a=kb=c=0,d=1; ad—bc=k#0;}.

Se puede demostrar que toda transformacién de Moebius es una combinacion de estas cuatro.

Transformaciones de Moebius isométricas

Sea C el cuerpo de los complejos y CT = {z € C : Im(z) > 0}, con coordenada compleja ¢ = ¢! + i¢2.

Proposicion 2.4.3. Dada una curva v : [0,1] — C* ral que v(t) = v1(t) + i72(t), usando la métrica dada en (2.40),

la longitud hiperbdlica de ~y viene dada por

o) — / VDT, [ 14 o)

2 (t) Im(z)
donde z = ~(t).

Notar que entonces dl = Iliflz) , es decir, dI? = Ifrf(i%? que se corresponde con la métrica en el modelo del semiplano.

Proposicion 2.4.4. [GR04] Sea la transformacién de Moebius T : CT — C* dada por T(z) = ‘cljjrrs cona,b,c,d e
Ry tal que ad — be # 0. Si en concreto ad — be = 1, se cumple para toda curva v que [(T(vy)) = I(), donde I(7) es

la longitud hiperbdlica de la curva.

Como las transformaciones de Moebius que cumplen la proposicion anterior son biyecciones que conservan la longitud

de todo el segmento transformado, por el teorema de Myers-Steenrod (ver [Pet98]) son isometrias y podemos enunciar:

Proposicion 2.4.5. SeaT : CT — C* una transformacion de Moebius con ad—bc = 1. Entonces, T es una isometria

de H2.
Pero ademds las transformaciones de Moebius con ad — bc = 1 actidan transitivamente sobre el fibrado tangente 7H?:

Proposicion 2.4.6. [dC92] Dados dos puntos p1,ps € HZ2 y dos vectores v1 € Tle2 YUy € szHQ, existe una

transformacion de Moebius isométrica T : H? — H? tal que T'(p1) = p2 y Ti(v1) = vy, y ésta es iinica.
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Por tanto, teniendo en cuenta que estas transformaciones conservan la orientacion (invierten la orientacion las trans-

formaciones tales que ad — bc = —1, ver [GR04]) podemos concluir que

Proposicion 2.4.7. [GR04] [dC92] El grupo de isometrias que preservan la orientacion en el semiplano de Poincaré

es el grupo de transformaciones de Moebius isométricas que conservan la orientacion y que viene dado por

b
Moy = {w H? S H2:(z) = 20 abe,deR, ad—be= 1} (2.43)
cz+d
En concreto tenemos el siguiente caso:
Proposicion 2.4.8. Las rotaciones en H? de la forma
cosf —sinf 0
R(0)=| sinf cos® 0
0 0 1

son transformaciones isométricas.

Demostracion. Considerando el Teorema de Myers-Steenrod, basta demostrar que las longitudes se conservan. Con-

sideremos una curva y(t) = (u1(t),ua2(t),us(t)) € H3. Calculamos su longitud como

1) = [ I ol

donde
1
IV O = g1 ((u (2), (1), u (1)), (uh (1), ua (1), uz (1)) = D) (W (1) +u’ () + ug(1))
Si ahora le aplicamos la rotacién a la curva tenemos:
cosf —sinf O ui(t) w1 (t) cos @ — ua(t)siné
YR(E) =R(O) - v(t) = | sinfd cosd 0 ug(t) | = | wi(t)sing + ug(t)cosb
0 0 1 us (t) us (t)

de manera que:

[vr I = g1 (v (1), 7= (1))

= g1 (v} (t) cos @ — ub(t) sin @, ) (t) sin O + uh(t) cos 0, us(t)) , (u)(t) cos @ — uh(t) sin O, u) (t) sin 6 + u(t) cos 0, uj(t)))
(WP + B0 + E0) = O

5(t)

e
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Nota 2.4.9. Notar que, en la proposicion anterior, la clave es que la transformacion no afecta a la iiltima coordenada,

que participa de la métrica. Por este mismo motivo, una rotacién similar en H?:

cosf —sinb
R2(0) =

sinf  cos@

no conserva la distancia.

2.4.2.2 Los simbolos de Christoffel.

Antes de ponernos a dar una expresion para las geodésicas debemos calcular los simbolos de Christoffel. Ya habiamos
visto en (2.2) como calcularlos de una forma genérica; ahora vamos a dar una expresién concreta en nuestro modelo.

Dado un punto z = z + iy € CT, la métrica del modelo viene dada por:

1 1

1 _
= d¢ ® d¢) = — ((d¢')? + (d¢?)?) = = ((dz)? + (dy)? 2.44
91(2) = T ©d0) = () + (dC)°) = 5 ((d)” + (dy)?) 44)
de manera que, considerando una base del tangente {%, a% }
1
= 0
gnii(z) = |
0o L
y2
Recordemos que calculamos los simbolos como
110 0 0
k _ km
Fi_j - 5 {&rz gh,'mj(z) + axj gh,’i'rn(z) - 8xm gh,ij(z)} gn (Z) (245)
Por tanto es directo calcular que
1 1 1
Ify==; Th=Th=——; y I3Hh=— (2.46)
n=y 12 21 Y 22 Y

anulandose el resto.

2.4.2.3 Las curvas geodésicas.

Ecuacion de una geodésica.

Ahora que ya conocemos el valor de los coeficientes de la conexién podemos utilizarlos para encontrar las geodésicas,
y serd casi tan sencillo como sustituir en las ecuaciones propias. Busquemos en primer lugar la ecuacién de la
geodésica, de forma v(s) = v1(s) + iv2(s) que se extiende a lo largo del eje imaginario en C*. Dicha curva tendrd la

forma:

v(s) = iva(s)

y deberd cumplir las ecuaciones de las geodésicas:
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Hi(8) + T - 45 (s) - 4a(s) = 05 i,j =1,2.
Sustituyendo los valores de los simbolos de Christoffel dados en (2.46) y la expresion de la curva, tenemos:
1

Y2(s)
Operando un poco y resolviendo la ecuacién diferencial llegamos a la solucién general 2 (s) = e®. En concreto con

Y3(s) =0

Ya(s) —

¢ = 1 para que ||§(s)|| = 1. Por tanto,

v(s) = ie’ (2.47)

Uno de los resultados mas interesantes que se extraen del apartado 2.4.2.1 es que los elementos de Moy transforman
al eje imaginario en rectas paralelas y semicircunferencias con centro en el eje real (ver [dC92], Cap. 1, ej. 4). De
esto se deduce que, dada una geodésica de la forma v(t) = iet (sobre el eje imaginario), se pueden generar otras que
seran rectas paralelas y semicircunferencias mediante este grupo de transformaciones. Es mas, podemos afirmar que
éstas seran todas las geodésicas del plano hiperbdlico, ya que podemos hacer que pasen por cualquier punto del plano

en cualquier direccidon. De forma general tenemos la siguiente proposicion:

Proposicion 2.4.10. [dC92] Las lineas perpendiculares al hiperplano x,, = 0y los circulos de H" cuyos planos son

perpendiculares al hiperplano x,, = 0y cuyos centros estdn en ese plano son las geodésicas de H".

.\A"

ATV A fA' MIA A mus

o ‘v-"'-“!"-‘l""!"v‘!"@é4“-“"&"-“@"-“%-"‘-‘-“!@"9%"5-"‘v"-“'f“'%

F\

Figure 2.5: Geodésicas en el plano de Lobatchevski.

Considerando que es el grupo de isometrias directas definido mds arriba el que permite generar todas estas geodésicas

a partir de la primera, tenemos otras dos proposiciones:

Proposicion 2.4.11. [dC92] Dada la geodésica (t) = ie', todas las geodésicas de H™ son de la forma

B(t) =v(v(1); ¢ € Mog
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Demostracion. La demostracion es directa a partir de la Proposicion 2.4.6 y la Proposicion 2.4.7. O

Proposicion 2.4.12. Sean z1,zo € H>. Entonces existe una transformacion 1 € Moy tal que 1 (z1) = ip y

Y(22) = ig conp,q > 0.

Demostracién. Por ser H? una variedad Cartan-Hadamard, dados dos puntos 21,29 € HZ2, va a existir siempre una
geodésica ((t) uniéndolos. Por la Proposicion 2.4.11, existe una transformacién isométrica v € Moy: tal que
»(v(t)) = B(t), donde () = ie'. Entonces, si S(t1) = 21y B(t2) = 22, tendremos que ¥ (y(t1)) = B(t1) = 21y
P((t2)) = B(t2) = 22, porlo que =1 (21) = 7(t1) = e y ' (22) = y(ta) = ie’.

O

2.4.2.4 Distancia y bolas extrinsecas.

En general, 1a manera de medir la distancia depende de 1a métrica y, en el espacio hiperbdlico, ésta depende del modelo
que sigamos. En este punto vamos a deducir la expresion de la distancia en el modelo del semiplano de Poincaré y

con ella tendremos una expresion para las bolas métricas.

Proposicion 2.4.13. [dC92] Sean u; = ia,uy = ib € H2. La geodésica vy : [a,b] — H? dada por v(t) = ie' realiza

la distancia entre ambos puntos, de manera que

I(y) =In (b> (2.48)

a

Demostracion. Sea « : [c,d] — H? una curva tal que o(c) = ia y a(d) = ib. Esta curva se puede descomponer en

sus partes real e imaginaria:

a(t) = aq(t) +iaa(t)

Siguiendo la expresion (4.20), dado que « : [c, d] — H? y H? tiene la métrica del semiplano de Poincaré definida en

la férmula (2.40) podemos calcular la longitud de la curva como

d
a) = / o ()t

donde

de manera que

Sea, por otra parte,
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v : e, d) — H?

t—(t) = iet

la geodésica tal que y(c) = ie¢ = ia 'y y(d) = ie? = ib de manera que ¢ = In(a) y d = In(b). Si calculamos su

longitud podemos comprobar que

i) = /Cd Il () lldt = /Cd dt = c—d=n(b) — In(a) = In (b>

a

donde

1 1
IV @&l = Van(v(1) (7' (1), 7' (1)) = o) VO e = Zef =1
O
Esto nos permite enunciar la proposicion principal de este apartado:
Proposicion 2.4.14. Sean z;, zo € H2. Entonces la distancia d(z1, z2) viene dada por
d(z1,22) = In (|Zl - ?‘ al 22|) (2.49)
|21 — 22| — |21 — 22
Demostracion. Veamos en primer lugar que la expresion (2.49) es equivalente a la siguiente:
cosh(d(z1, 7)) = 14 —L=2L (2.50)
2Im(z1)Im(z2)

En primer lugar veamos que (2.49) implica (2.50). Para ello podemos tomar el coseno hiperbdlico de la distancia en

(2.49) y operar un poco:
1 (|21 — 2 - — | = |z — 1 |z — 52 — 2f?
coshld(en, 2)) = 5 (Lo T oA i
2\ |21 — 22| — |21 — 22| |21 — Zo| + |21 — 22| 27|21 — 2|2 — |21 — 29|
_ 1= — 2% + 2Im(z1)Im(z2) 14 |21 — 2o?
2 Im(z1)Im(z2) 2Im(z1)Im(z2)

En segundo lugar veamos que (2.50) implica (2.49). Considerando la relacién arcosh(x) = log (a: +vVr+1lve — 1),

podemos operar,

Page 43



2.4. EL ESPACIO HIPERBOLICO H?. TFM V8.

B , _ e
(a1, 32) = ancosh(cosh(d(s1,2))) = areosh (14 5 L2

|21 — 20| |21 — 22/ |21 — 2o
=hn|l+ —F—————— 2 =
. < + 2Im(z1)Im(z2) + + 2Im(z1)Im(z2) \| 2Im(z1)Im(z2)

N T | Y N A © bt
2Im(z1)Im(z2) 2Im(z1)Im(zy)  4Im?(z1)Im?(z2)

=In(1+ |71 — [’ + 4lz1 — z2*Im(21)Im(z2) + |21 — 22]*
2Im(z1)Im(z2) AT m?2(z1)Im?(z3)

B |21 — 2o/ |21 — 222
=l <1 + 2]m(1z1)112n(22) * \/4Im2(121)112n2(32) (4Im(z1)Im(z2) + 21 — 22|2)>

Notar que |21 + Z2|? — |21 — 22]? = 4Im(z1)Im(z2). Entonces,

|21 — 2 |21 — 22|? _
d =In|1 b
(2172'2) n ( + 2[m(21)]m(zz) + 41m2(21)lm2(z2) |Zl 2’2|
=In(1+ |Zl_22|(‘zl_22‘+|21—22|)
2Im(z1)Im(z2)
_ o ((2Emz)Im(ze) + |21 — 22| (|21 — 22| + |21 — 22)
2Im(z1)Im(z2)
—In 1 (s — 222 — |21 — 22|?) + |21 — 22| (|21 — 22| + |21 — 22|)
3 (|21 — 222 — |21 — 22?)

Como |21 — Z|? — |21 — 22]? = (|21 — Za| + |21 — 22|) (J]21 — Z2| — |21 — 22|), podemos sustituir en la ecuacién y

eliminar el factor (|21 — Za| + |21 — 22

), quedando

d(21.7) = In (% (|21 — Z2| — |21 — 22]) + |21 — Zzl) w <|Z1 — Zo| + |21 — Z2|)

3 (|21 — 22| — |21 — 22) |21 — 22| — |21 — 22

Una vez visto que ambas expresiones son equivalentes, demostraremos que (2.50) es cierta, aceptando el resultado
como valido también para la expresion (2.49). Veamos que, dados dos complejos 21, 22 € CT y una transformacion

isométrica ¢y € Moyz, se cumple que

az1+b  aza+by  (az1 +b)(cza +d) — (aza +b)(cz1 +d) 4
czl+d_czg+d| = (cz1 4+ d)(cz2 + d) "=
z1(ad — be) + z3(be — ad) 5 |21 — 222

(cz1 + d)(cza + d) = |cz1 + d|?|czo + dJ?

donde hemos aplicado la propiedad ad — bc = 1y, como

[¥(21) — ()] =

2.51)

az+b a(Re(z) +ilm(z))+b

cz+d  c(Re(z) +ilm(z))+d

(a(Re(z) +iIm(z)) + b) (c(Re(z) — iIm(z)) + b) _ aclz|? + adz + bez + bd
|cz + d|? lcz + d|?

P(z) =

se da que I'm (¢(2)) = %, de donde podemos escribir:
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_Im(z1)Im(2)
Im((21)) Im(v(22)) = oo + dPloza + PP (2.52)
Con (2.51) y (2.52) tenemos que
14 [¥(21) — ¥(z2)[? -1 |21 — 22| lcz1 + df*|ez + d? _
2Im (Y (z1))Im((za)) lcz1 + d|?|cze +d]? 2Im(z1)Im(z2) (2.53)
=1+ |Z1 — 22|2 '
N 2Im(z1)Im(z2)

Recordemos ahora que, por la proposicién 2.4.12, dados 21, 2o € H?, existe una transformacién isométrica 1) € Mo
tal que ¥(21) = ipy ¥ (22) = ig con p,q > 0. Ademds, por definicidn, d(z1, z2) = d (¥(z1),¥(22)) = d (ip, iq). Por

la proposicién 2.48, esta distancia es conocida: d(ip,ig) = In (%). Es decir, que

q D 2 9
cosh (d(z1, z2)) = cosh (d (¢(21),1(22))) = cosh (d(ip,iq)) = £ ; R i

2pq
) . (2.54)
D ) — v
2pq 2Im(¥(z1))Im(¢(22))
Finalmente, por (2.53)
cosh(d(z1,22)) = 1 + et
’ 2Im(z1)Im(z2)
como queriamos. Ademads, por ser equivalentes,
d(z1,22) = In ('Zl — iQ‘ hal Z2|)
|21 — 22| — |21 — 22
O

Bolas extrinsecas.
Dada una curva parametrizada como a(s) = ay(s) +iaz(s) € H? Vs € R, obtendremos las bolas extrinsecas de
radio R centradas en un punto O (Dg(QO)) como el conjunto de puntos de la curva tales que su distancia al punto es

menor o igual a este radio. Es decir,

4(0, a(s)) = log -

2.4.3 Bolasy esferas geodésicas en el hiperbdlico.

Dejamos ya el plano hiperbdlico para tratar con otras dimensiones. Los conceptos de bola y esfera geodésica habian
quedado definidos en el punto 2.1.4, y lo que vamos a ver ahora es como calcular su volumen. Siguiendo [Gra04]
podemos afirmar que, si B%™ es la bola geodésica de radio 7 en un ambiente con curvatura seccional constante igual

a by dimensién m, y S?vm es la esfera euclidea unitaria de dimension m, entonces

Vol(BY™) = Vol (Sy™ 1) / T(%(t))m*ldt (2.55)
0
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y el volumen de la esfera geodésica viene dado por

d
S VolB™) = Vol(Sy™ 1)
donde
S s b >0
wp(t) = t si b=0 (2.56)
sb VP i b<0
En el caso hiperbdlico, b = —1, calculamos el volumen de una bola geodésica de dimensién 2 y radio 7 como
Vol(B;"?) =27 / sinh(t)dt = 27 (cosh(r) — 1) (2.57)
0

Y derivando obtenemos el volumen de la esfera geodésica de radio r:

di;Vol(Br_l’Q) =Vol(S; ') = 2r sinh(r)

0sh

Figure 2.6: Bolas métricas en el semiplano de Poincaré de radios R = 0.01,0.05,0.1,0.5,1 y 2 centradas en O =

0,1).

Con esta hemos visto todas las propiedades que necesitaremos en los dos apartados de cédlculos, el primero para obtener
la parametrizacion de la familia de catenoides, y el segundo para estudiar la desigualdad de Chern-Osserman sobre las

superficies.
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Capitulo 3

Catenoides esféricos en el espacio

hiperbdlico.

3.1 Los catenoides esféricos.

Es bien sabido que los catenoides son hipersuperficies de rotacién minimales y completas en R3 y, por su simpli-
cidad, se utilizan muchas veces como modelo o ejemplo, pero cuando buscamos una superficie andloga en el espa-
cio hiperbdlico, la cosa se complica. Estudiamos la representacion de Enneper-Weierstrass ( [Oss86], [Prel0]) y la
representacion de Bryant ([RS98], [UY93]), y encontramos que podemos trasladar los catenoides de R? en H3. Sin
embargo, estas dos técnicas s6lo son validas para superficies con curvatura media constante ¢ (los llamados CMC —c¢)
inmersas en una variedad con curvatura —c?. El resultado en el hiperbdlico son, en consecuencia, los conocidos como
catenoid cousins, una familia de hipersuperficies con curvatura media constante igual a 1 (CMC — 1). Mads recien-
temente ( [Kok97]) se han desarrollado técnicas similares a la de Weierstrass para representar superficies minimales
en el hiperbdlico, pero su comprension queda fuera del alcance de este trabajo. En nuestra bisqueda de una superficie
minimal de revolucién en H? encontramos los Catenoides Esféricos, de manera aislada en [Mor81] y [BSE10] o como
parte de una familia de superficies minimales de revolucién junto con los catenoides hiperbdlicos y los parabdlicos en

[dCD83].

Lo que vamos a hacer en este capitulo es reproducir y explicar la obtencién del catenoide esférico en el espacio
de Minkowski siguiendo el procedimiento descrito por Mori en [Mor81]: definiremos una curva generatriz en un
plano de H?, la rotaremos y buscaremos la expresién de su curvatura media; impondremos la minimalidad y con ello
completaremos la parametrizaciéon buscada. Finalmente demostraremos que la superficie obtenida es equivalente a las

expuestas en los otros dos articulos.
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Figure 3.1: Catenoide en R? y catenoid cousins en H3.

3.2 Superficies de revolucion en el espacio de Minkowski.

Recordemos que el espacio-tiempo de Minkowski es el espacio semieuclideo R} que se obtiene al dotar al conjunto

R* de una métrica lorentziana:

4
R‘ll = (R4,gl) siendo g, = —dz! @ da' + Zdasi ® dz (3.1)

i=2
Dados dos vectores v,w € R?, representaremos el producto g; (v, w) como (v, w);. Podemos definir el espacio

hiperbélico H? como la hipersuperficie de R} simplemente conexa tal que

H3 = {aL‘E]Ri1 Sz x) = —1,21 >0}

con la métrica riemanniana g; |gs. Consideremos una curva diferenciable I" inmersa en R} como

v:R =R}
3.2)
s = () = (2(s),y(s), 2(s),0)
Para que esté contenida en H? y parametrizada por su longitud de arco necesitamos que cumpla:
—2(s)? +y(s)? +2(s)? = -1, xz(s)>1 (3.3)

Page 48
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—a/(s)> +y/(s)? + 2 (s)’ =1 (3.4)

respectivamente, donde se ha utilizado la métrica g; definida en (3.1). Por otra parte, la transformacién dada por

0 0
0 0

0

1
Ry =
0 cosf —sinf
0

o o o =

sinf  cos@

transforma isométricamente a H® C R dejando fijo el plano {x1,72,0,0}. En concreto Ry es una rotacién, de
manera que al aplicdrsela a la curva I' obtenemos una superficie de revolucién ¥ — Rj. La funcién resultante,

f(s,0) =R - v(s), nos da la inmersién:

f:Rx[0,21] — H® C R} 45)
(s5,0) = f(s,0) = (x(s),y(s), 2(s) cos(), z(s) sin ) ; seR, 0<6<2r .

de manera que ¥ := f(R x [0,27)) y donde, por regularidad de la superficie, asumimos que z > 0.

Lo que vamos a hacer ahora es calcular la Primera y Segunda Formas Fundamentales de esta inmersion.

Métrica.

La métrica que heredara la superficie de R la calcularemos mediante los coeficientes de su primera forma fundamen-
tal. Dados dos vectores {%, %}p € T, ¥ del fibrado tangente de ¥ en el punto p, y dada la inmersién f : ¥ — R{,
calculamos el push-forward de los vectores (su inmersién en R} mediante la inmersién f, lo que denotamos como f.)
como f, (2) = %L = f,(s,0) y f. (&) = %L = fo(s,6). Paraello, denotamos { f,(s,6), fo(s,0)} una base del
tangente 7' (5 ¢y con:

fs(s,0) == (2'(s),9 (x),2'(s) cos(), 2’ (s) sin 0)
fo(s,0) :=(0,0,—2z(s)sin(f), z(s) cos(0))

(3.6)

Con esta base y la métrica en R es directo calcular los coeficientes de la primera forma fundamental (IFF):

gss = (fss fs)1 = _$,(5)2 + y/(S)Q + Z/(3)2 =1
gso = gos = ([fs: fo))1 =0 (3.7
2

go0 = (fo, fo)1 = 2

Vector normal unitario.

Sea p : ¥ — TH? un campo vectorial unitario definido como:
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(3.8)

Se puede comprobar que p es un campo vectorial normal a 3::

(fs(s,0), (5,001 = —2'(y'z — y2) + /("2 — 22') + 2 (2y’ — 2'y) =0
(fo(5,0),1u(s,0))1 = —2(zy’ — 2'y)sinfcos O + z(xy’ — 2'y)sinfcos = 0

Nota 3.2.1. Ademds se puede comprobar fdacilmente que {f(s,0), 1(s,0))1 = —x(y'z —y2') +yaz'z —x2') + z(zy —
2'y) =0.

Segunda Forma Fundamental.

Denotemos V la derivada covariante con respecto a la métrica g; en R}, V¥ 1a derivada covariante con respecto a la
métrica inducida en H? y V* la derivada covariante sobre la superficie 3. Dado un punto z € H?, llamamos v/(z)
al vector de posicion de x respecto al origen de R}, que es un campo de vectores normales a H® en R}. Dados dos
campos vectoriales X,Y € T'S, denotamos por B(X,Y) la segunda forma fundamental de > < R} con respecto a

los campos X, Y. Entonces,

Proposicion 3.2.2. Considerando que X estd localmente embebida en H? en el sentido dado por las notas 2.2.7 y

2.2.8, tenemos:

VRY = VXY + (B(X,Y), u)p 3.9)
Vin=-5,(X) (3.10)
VxY =VEY + (X, V) (3.11)

donde X,Y € TXy S, es un campo tensorial tipo (1,1) en ¥ correspondiente a i tal que (S,,(X),Y) = (B(X,Y), u)
H(X,Y) (Aplicacion de Weingarten,).

Demostracion. Es directo ver que 3.9 y 3.10 son las ecuaciones de Gauss y de Weingarten. Para la ecuacién 3.11,

multiplicando la parte izquierda por el vector posicién tenemos:

(VxY,v(x)1 =X - g1 (Y,v(@)) — (Y, Xv(2)1 = = (Y, X2)1 = —(V, X )1

Donde hemos utilizado la propiedad: Xz = X (cfr. [KN96]). Si ahora aplicamos el mismo producto en la parte

derecha de 3.11 tenemos:
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(VY v(2))1 + (X, V)1 (v(2), v(x) = (X, V)1 (v(z),v(z)1
=(X,Y)1(-1) = (X, Y)

De donde se ve que podemos escribir la componente normal de V xY como —(X,Y)r. Recordemos ahora que los

simbolos de Christoffel se pueden calcular como

1( 0 0 0
F]'C'Zf .. Ymjy . Yim — 5 Yij km 12
(% 2{81‘19 /J+axjg 8337”9]}9 (3 )

Pero la métrica en R}, al igual que en H?, tiene coeficientes constantes, por lo que todos los simbolos se anularan.

Como consecuencia, cuando consideremos R% como variedad ambiente de la superficie, tendremos que
1

Vo, 0z, = fojﬁxk =0 Vi,j,k=1,..4 (3.13)
k

(y 1o mismo sucedera con H? en el modelo de Lorentz: V5 8, =, Ffj(’?zk =0 Vi, jk).

Ya estamos en condiciones de calcular la Segunda Forma Fundamental de la inmersién. Explicaremos la primera

componente y el resto de obtendra de forma anéloga.

Proposicion 3.2.3.

I B>(fss f)ll = (v, V., fsh (3.14)

Demostracion. Por la propiedad 2.18 de la aplicacion de Weingarten podemos afirmar que:

||B2(f57fs)|| = <Bz(fsafs)v/1'>1 = <Sl»¢(fs)7fs>1

Por 3.10,

<Sﬂ(fs)a fS>1 = 7<foS/}’a f€>1

y por 3.11,

= —<sty— <f87y>1y7fs>1 = _<stl/7fs>1 + <f87/’6>1</’6’f8>1 = —<VfSV,fs>1 =
= _fs<1/>f8>1 + <I/,stfs>1 = <V’vfsf8>1

Calcularemos la componente utilizando esta propiedad. Si la desarrollamos, denotando como z, a las derivadas de x;

con respecto de s, tenemos,

Page 51



3.2. SUPERFICIES DE REVOLUCION EN EL ESPACIO DE MINKOWSKI. TFM V8.

Vi fs =V (@0 + Y 0y, + 2 cos00,, + 2’ sinb0,,) =
=a"0, + 7'V, 05, +y"0p, +y' V5,00, +
+ 2" c0s00,, + 2" cos OV ,0,, + 2" sin60,, + 2’ sinOVy 0., = (3.15)
=2"0p, + Y Op, + 2" cos00,, + 2" sin00,,+
+ &'V 0p + Y V5, 0p, + 2 c08OVf 0y, + 2/ sinOVy_ 0y,

Por 3.13 tenemos que

V.02, =3'Vo, On, +Y' Vo, 0p, + 2 cosOVp, 0y, 4 2'sin0Vy, 0y, =0

Sustituyendo en 3.15 tenemos:

Vi fs=(2",y", 2" cosh,z" sin0) (3.16)

de manera que

(W Vi fs1 =y z—yz', 2’z — 2, (zy’ — 2'y) cos b, (xy’ — 2'y)sinb), (2", y", 2" cos b, 2" sin§)),
= —a"(yz —y) +y" (@2 — 22) + 2 (zy — 2'y)
y (3.14) queda:

1B (fs, fo)ll = =" (y'z = y2') + " (@2 = @2') + 2" (2 — a'y) (3.17)

El resto de coeficientes se obtienen de la misma manera:

IB>(fo, fo)ll = (B> (fo, fo), )1 = (Su(fo), fo)1 = —z(xy’ — 2'y) (3.18)
HBZ(f57f0)H = HBZ(anfs)H = <Bz(f07fs)7:u’>1 = <Su(f9)’f8>1 =0 (319)
O

Curvatura Media.

Siguiendo la definicién de curvatura media dada en (2.24) tenemos que

1
H = itr (S»,])

Calculamos la traza de S, como

LB Sl 1B U fo)l

N [ fol?

tr(Sy) = (Sy(fs), fo) + (Sy(fo), fo)

1
L
511
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para lo que utilizaremos 3.17 y 3.18:

BZ S§rJS8 BE Y
(s, = VEZUs S 1B U )l
[/l [l foll
1
= —2"(y'z = y) +y" @'z — a2 + 2wy’ —aly) = 2(zy —aly) 5 =
1
= —2"(y'z = y2) +y @'z — a2 + 2wy’ —aly) - —(ay’ —a'y)
De donde la curvatura media puede expresarse como,
1 1 / ! 11 / !/ 1 / / 1 / !/
H:§ —2"(y'z—y2 )+ o' ("2 — x2') + 2" (xy —xy)—;(xy —2'y) (3.20)

Si queremos que la superficie sea minimal la curvatura media ha de ser nula, lo que nos lleva a la siguiente expresion:

/1,1 ",/

2y — 2"y — 22 (xy” —2"y) + (xy —2'y) (22" —1) =0 (3.21)

Esta es la ecuacion a partir de la cual obtendremos la parametrizacién de la familia de superficies minimales de

revolucion.

3.3 Superficies minimales de revolucién en H?

Vamos a ver ahora qué deben cumplir las funciones x(s),y(s), z(s) para que la superficie de revolucién ¥ :=
f (R x [0,27)) definida en (3.5) sea minimal. Para ello estudiaremos antes otras dos ecuaciones, la (3.3) y la 3.4), del
apartado anterior, que garantizan ciertas propiedades de la generatriz. En primer lugar, para que la curva generatriz
pertenezca efectivamente a H?, deber4 satisfacer la ecuacién (3.3). Es fécil comprobar que esto se consigue definiendo

z(s),y(s) como

(s) = (1+2°(5))? cosh(¢(s));  y(s) = (14 2%(s))"/? sinh((s)) (3.22)

ya que al sustituir en (3.3):

—2? 4% + 22 = —(1 + 2?) cosh?(¢) + (1 + 22) sinh?(¢p) + 2% =
= (1 + 22)(sinh®(¢) — cosh?(¢)) + 22 = —(1 + 22) + 22 = -1
En segundo lugar, para tener una curva generatriz parametrizada por longitud de arco, se debe satisfacer la ecuacién

(3.4). Lo que vamos a hacer es derivar los términos y dejarlos en funcién de z(s) de acuerdo con (3.22):

/

x' = ﬁ -cosh(¢) + (1 + z?) sinh(¢) - ¢’

. 222/2 2 22 . 2 /2
= Gy o (0) + (14277 sink’(6) - ¢
b2 (L 2 cosh(o)snh(o)
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/

V= s S + (L4 esh(6)

P, 222" .9 212 2 2
:m~51nh ¢+ (14 27)" cosh”(¢) - ¢
2. ﬁ - (14 2%) - sinh(¢) - cosh(¢) - ¢/

Sustituyendo en (3.4) tenemos:

222’/2

1 AR 2
Qv T 97+

12 /2 12
—r°+y +z2°=—
que tiene que ser igual auno, es decir:

222

1422

2
+(1+Z2)'¢/2+Z/2:1

Esto nos determinara la expresion de ¢(s) en funcién de z(s):
Z2Zl2 ZI2 N 1
(14222 1422 1422
222127212(1+Z2)+1+Z27 1+227Z/2
(14 22)2 T (14 22)2

¢/2 —

Por tanto:

[PV - 2P
o(s) = 6/0 T+ 2200 dt (3.23)

Donde ¢ = 41 y asumiremos, sin pérdida de generalidad, ¢ = 1.

La funcion z(s)
Ahora ya lo tenemos todo en funcién de z(s). Para garantizar que la superficie generada serd minimal, sus términos
deberén satisfacer la ecuacion (3.21) de minimalidad. Lo que haremos es expresar en funcién de z(s) y sus derivadas

cada uno de los términos de la ecuacién. Utilizando célculos previos sabemos que

!/

s sinh(6) + (1+ %) cosh(@) - "’)

- y/ =1+ Z2)1/2 . COSh((b) ’ ((1_|_22)

'y =1+ 232 sinh(¢) - <(1+z;')1/2 -cosh(¢) + (1 + 2?) sinh(¢) - ¢’>

y restando:

x‘y/fx/.y:(1+z2).¢/ (3.24)

tenemos la primera expresion necesaria:

oy —2'y=1+2%2—-272 (3.25)
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Derivando a ambos lados tenemos la segunda expresion necesaria:

!/ awii
o zz' — 2z
Yy —x'y = —(1 FRCREN VP (3.26)
Por otra parte, derivando (3.3) una vez, tenemos zz’ — yy’' = zz’, y derivando otra vez tenemos que
'z + zr — y/y/ _ yy// =2 42
Como z'? — 92 — 2’2 = —1, entonces:
zx’ — gy’ = 22" +1 (3.27)
Derivando ahora (3.4) tenemos:
.23’3?” _ y/y// — Z/Z// (3.28)
Despejando e igualando la 2" en (3.27) y (3.28) tenemos:
x// B Z/Z// + y/y// B ZZ” + yy// + 1
N x’ N T
y sacando factor comdn la 3"’
/ ZZ// 1 Z,Z”
y” yf _ g — + = —
oz T x x’
Dejando un denominador de zz’ a ambos lados queda:
y//(xy/ _ x/y) B 1'/(1 + ZZN) e
xz’ N xx’
es decir,
n_ ' (14 22") —xz'2" (3.29)

zy — 'y

De la misma manera, despejamos e igualamos y” de (3.27) y (3.28):

Igualamos y tachamos denominadores:
z/x//y _ z’z"y _ xz”y’ _ zz//y/ _ y/
y sacamos factor comun la z”:

1 n_r

2 (xy—axy) = 22"y —y + 2y =y (1 + 22"+ 2y
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de donde obtenemos:

2 = y'(1+22") = 2'2"y

= - - (3.30)
Y —xYy
ultiplicando (3. or & . or y', y sustituyendo (3. , tenemos
Multiplicando (3.29) por 2" y (3.30) por 3/, y ituyendo (3.26)
' o (14 22") — 222" 21+ 22") — za' 22"
'y =x =
Y (zy — 2'y) (1+ 22 — 22)1/2
' /y/(l _|_ ZZN) _ Z/Z//y y/2(1 + ZZ//) _ Z/Z/lyy/
Tr = =
Y Y (my’ _ x’y) (1 + 22 — 2/2)1/2
Finalmente, restandolas,
oy v l‘/2(1 + ZZN> — xS — y/2(1 + ZZ//) _ z’z”yy’
Ty mry = (1+ 22— 22)1/2
B ($/2 _ y/2) + zz”(x’Q _ y/2) + z’z”(yy’ _ :mc')
(1 + 22 — 212)1/2
(2/2 _ 1) + ZZ”(Z’2 _ 1) + Z/Z”(—ZZ/)
- (1 422 2/2)1/2
- (2/2 _ 1)(1 + ZZ/’) _ ZZ/QZ” B -1 -|—Z/2 _ ZZ”
- (1 422 z’2)1/2 - (1 422 212)1/2
tenemos la dltima expresién buscada:
-1 + Z/2 _ ZZ”
7 "o
Si sustituimos las expresiones (3.25), (3.26) y (3.31) en la ecuacién de la minimalidad 3.21 tenemos:
12 " / 10
g 27 —1-2z2 ; RE T ZZ " 2 2\1/2 _
<z (1422 — 22)1/2 Rz (1+ 22— 22)1/2 + (22" =11 +2"=2")/"=0
Eliminando el denominador:
(22— 1= 22") + 22 (22 =)+ (22 = 1D)(A+ 22 =) =0
y reordenando,
27" — 222422 -1=0
Es decir, para que la superficie sea minimal, la funcién z(s) ha de cumplir
" 2 2
2z + 25 =22z41 (3.32)

Considerando ahora que (22)" = 222’ y derivando: (22)" = 222 + 222" = 2(22" + 2/?) = 2(1 + 22?) = 422 + 2,

podemos reducir la condicién de minimalidad de la superficie a:
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(22(s))" = 42%(s) + 2 (3.33)

Lo que tenemos es una ecuacién diferencial de orden 2. Para encontrar sus soluciones, vamos a definir una funcién

u(s) de manera que

u(s) = z(s)? + % (3.34)

Es evidente que 4u = 472 + 2. Entonces, derivando una vez tenemos:

u =227

y derivando dos veces:

u// — 2(2’/2 + ZZN>

Por (3.33), esto es equivalente a u” = 2(1 + 222) = 2 + 422 = 4u, es decir,
u(s)” = 4u(s) (3.35)
Esta ecuacion ya tiene soluciones facilmente reconocibles, que serdn de la forma:

u(s) = ae® + fe (3.36)

Poniéndolo en (3.31) obtendremos una expresion para la funcién z(s):

2(s) = (e®* + Be 2 — %)1/2 (3.37)

Vamos ahora a dar condiciones iniciales para encontrar una soluciéon concreta. Siguiendo [Mor81] tomamos como
condicién inicial
li
u'(s9) =0

Entonces,

200e?%0 = 2Be =20

Si operamos vemos que esto implica

7250 . 7230 — 67480

=€

™I e
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Tomando logaritmos vemos que log (%) = —4sq es decir, sg = % log (g) En ese caso,

1 ﬁ)
—log [ £ 1/2
ae?® = qe? % (a = (fz) = (aB)"?

Para que el interior de la raiz en (3.37) sea positivo, necesitaremos que:

1
e 4 fem 20 = 20?0 = 2(af)V/? > 3

Es decir, @ y 3 son constantes positivas tales que a3 > 1/16. Ademds, recordar que z > 0. Si ahora sustituimos el

pardmetro s por otro nuevo s + so podemos operar para simplificar:

a€25+280 4 Be—Qs—Qso _ aereQSO 4 ﬂ6_286_250 _ aerO (625 + 6—28)

5 (3.38)
= (ozﬁ)l/Q(e25 + 6_28) = 5(628 + 6_28) = bcosh(2s)
donde b = 2y/a8 > 3. Por tanto la funcién z(s) queda:
L 12 1
z(s) = (bcosh(2s) — 5) ; seR;b > 5 (3.39)

Para terminar sustituimos (3.39) en las expresiones de (3.22) para hallar el resto de componentes de la parametrizacion,

quedando:

x(s) = (bcosh(2s) + %)1/2 cosh(¢(s)) (3.40)
y(s) = (bcosh(2s) + %)1/2 sinh(e(s)) (3.41)
P(s) = (b* — 3)1/2 /Os(b - cosh(2t) + %)—1(1) - cosh(2t) — %)‘Uth (3.42)

Notar que al aparecernos el pardmetro b, lo que tenemos es toda una familia de catenoides esféricos que podemos
obtener, de manera continua, dando valores a b € ( %, +00). De aqui en adelante denotaremos a estas parametriza-

ciones con su subindice correspondiente:

Io(8,0) = (z(8), yp(s), 2p(s) cos(8), zp(s) sin(H)) (3.43)

Es decir, dado un pardmetro b € (%, oo) , las funciones

fo : R x [0,27) — H?

(s,0) = fo(s,0) = (xp(3), yp(5), 26(8) cos b, zp(s) sin(z))
es una familia de inmersiones isométricas. A ¥, := f, (R, [0, 27)) se les llama Catenoides esféricos y son una familia

de superficies de revolucién minimales y completas en H?.
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3.4 Expresion de la Primera y Segunda Formas Fundamentales de la in-
mersion.

Una vez conocida la parametrizaciéon podemos volver a las expresiones iniciales y dar una expresion a la Primera y

Segunda Formas Fundamentales de la familia de catenoides.

Métrica

Sustituyendo en la expresion (3.7) para la primera forma fundamental tenemos

Jss = 1
gse =0

1
goo = b - cosh(2s) — 5

Densidad riemanniana de Volumen.

Calculamos la densidad riemanniana de volumen a partir de la métrica:

1\ 1/2
dAs, = \/det(gs)dsdf = (b - cosh(2s) — 2) dsdf (3.44)

Curvaturas principales.
Con las expresiones (3.17), (3.18) y (3.19) para los coeficientes de la IIFF podemos obtener las curvaturas principales.

Por una parte,

B 1)1
N A

y dejandolo en funcién de z(s):

_ _m//(y/z _yzl) —i—y”(x’z —.%‘Z/) —|—z”(my/ —x’y)

ky = —x"(y’z _ yzl) + y//(x/Z _ :Z?Z/) + ZN(.Z’y/ _ I/y) — Z(I/y// _ a:”y’) + Z,(l‘//y _ xy”) + ZN(.Z’y/ _ :E/y)
—14 22— 22" , 22—z . 2 ani)2
*Z((1+22_Z/2)1/2)+Z ((1—|—z2 _2/2)1/2)+Z (1427 =2")

1 2 —z
_ _ 2 T " 2 2 _
_[Z( 1+~2 zz )+Z<ZZ ZZ)+Z (1+Z z )](1_’_22_2/2)1/2 (1_’_22_2/2)1/2

Por otra parte,

o IBU 1 —2ey —a'y)
- _

I1fs1I? 22

y de nuevo dejandolo en funcién de z(s):

) (my/ _ x/y) (1 4 22 _ Z/2)1/2
0 = — = —
z z

Es decir,
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i 2 —z
1= 2 _ ,2\1/2
(1422 —27) (3.45)
L (1 + 22 _ 2/2)1/2
D E——

z

Sustituyendo la expresion de z(s) que encontramos en (3.39), en la ecuacién (3.45) comprobamos que las dos curvat-

uras son efectivamente iguales pero con distinto signo:

—1 4 4b? 1z
b= ((1 —2b- cosh(2s))2)

14 4p? 1/2
ke =— ((1 —2b- cosh(25))2>

Norma de la Segunda Forma Fundamental

(3.46)

En el punto 2.3.1 del capitulo de definiciones vefamos que la norma de la Segunda Forma Fundamental (IIFF) de
una superficie P minimal inmersa en una variedad ambiente N puede ser expresada en funcién de sus curvaturas

principales. Aplicandolo a la superficie 3 < H?, tenemos,

Bsas ? B7 ’
o = (LB LIy (IES Iz g (347)

Por tanto no hay mas que sustituir las expresiones de (5.5) en (5.6) para encontrar la norma de la IIFF:

2 1
B o) 5 (3.48)
(b- cosh(2s) — 3)

Ahora que ya tenemos bien definida la inmersién, podemos estudiar en ella la desigualdad de Chern-Osserman.

3.5 Correspondencia con otras parametrizaciones.

3.5.1 Catenoides Esféricos en el modelo del semiespacio superior U H M?3.

Como habiamos adelantado en la introduccidn, la inmersién vista hasta ahora y propuesta por H. Mori en [Mor81],
no es la unica que podemos encontrar para esta familia de catenoides. En este caso, las superficies se encuentran
inmersas en H? considerado a su vez como una hipersuperficie de R}. Por tanto, cabe esperar otra inmersién que lleve
los catenoides esféricos a H® simplemente. Esta la encontramos en el articulo de Bérard y Sa Earp ([BSE10]). Lo que
vamos a hacer es demostrar que, mediante algunas transformaciones, ambas inmersiones describen a la misma familia

de superficies. Para ello utilizaremos las transformaciones propuestas por Polthier en [Pol94].

Proposicion 3.5.1. Dado un pardmetro a € (0,00), y una familia de inmersiones dada por

fa : R x[0,27) — H?
ehals) ) (3.49)

@@%h@%zG“@WM%@RMﬁ&“Wm@W»m@%mwwm
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con
_ . ® (cosh(2a) - cosh(27) — 1)1/2
Au(s) = \/ﬁsmh(2a)/0 (cosh2(2a) “cosh®(27) — 1 dr, (3.50)
y
(s) —at /s ;osh(Qa) sinh(27) . 3.51)
0 (cosh®(2a) cosh?(2t) — 1)

la superficie definida como %, := f, (R x [0,27)) en el modelo del semiespacio superior de H?, es equivalente a la
superficie definida como ¥y, := fi, (R x [0, 27)) en el modelo de Lorentz, donde fy(s,0) es una familia de inmersiones

que viene dada por

fo : R x [0,27) — H?® C R}

(3.52)
(5,0) = fo(s,0) = (x1(s), ys(s), z(s) cos(0), z(s) sin(0))
siendo
1\ /2
= ( b cosh(2s)
< cosh(2s) 2)
1\ /2
= (b cosh(2s) 2) sinh(¢y(s))
(3.53)
1\ /2
b - cosh(2s) 2) cosh(¢p(s))
1 1
bu(s) = (B — )1/2/ (beosh(2r) + ) (beosh(21) — 5)~ar.
y teniendo en cuenta que la relacion entre los pardmetros a 'y b viene dado por
1
b= B cosh(2a) (3.54)

De hecho, la primera es un giro de la segunda.

Demostracion. De acuerdo con [Pol94], podemos transformar el modelo del semiespacio superior de dimensién n

(UHM™) en el modelo de Lorentz (LM™), y a la inversa, utilizando las siguientes expresiones:

LM s UHM" (20, .o Tn) — (Z1,05Tn—1,1)

To—Tn

2 2
UHM" — LM"+1 (y17~--ayn) N (+]yl 12y17--2;iyn—1»|y| 1)

Nosotros utilizaremos la transformacion, que denotaremos por 7', del caso n = 3:

T: LM4 - UHM3 (1‘1,372,.133,.1'4) — w

T1—3
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Vamos a transformar la inmersién f;,(s, §) en el modelo LM* en la inmersién f,(s,6) en el UHM?3. El giro comen-
tado supone cambiar el eje de rotacion (sin que esto afecte a la métrica), y podemos hacerlo simplemente reordenando

los términos de la expresién. Es éste giro el que permitira que la superficie obtenida en H? sea claramente de rotacion:

To(5,0) = (zp(s), z6(s) cos(), zp(s) sin(0), yu(s)) (3.55)

Una vez hecho esto, utilizamos la relacién descrita arriba para pasar al U H M*:

_( =(s)cos(0)  z(s)sin(0) 1
7(7(s.0) = : ) 656)

xy(s) = yn(s) x(s) — yu(s)” xu(s) —

Utilizando las expresiones en (3.53) tenemos que

() cos(6) b- cosh(2s) — 4 cos(6) b- cosh(2s) — 1 cos(6)

2y (s) = yo(s) b- cosh(2s) + % (sinh(¢p(s)) — cosh(gp(s))) b-cosh(2s) + 1 - e~ ()

2p(s)sin(0) \/msin(ﬁ) B \/msin(ﬁ)

o(s) = w(s) — fy. cosh(2s) + % (sinh(¢(s)) — cosh(¢s(s))) b-cosh(2s) + 1 - e~ ()

1 1 1

2o(5) = ub(5) . [b. cosh(2s) + 1 (sinh(¢y(s)) — cosh(ey(s)))  1/b- cosh(2s) + L - e=n(®)

Por lo que, sustituyendo en (3.56), tenemos que

_1 e®v(s)
2 sin(6), (3.57)
2

b- cosh(2s) + %

b - cosh(2s) —
b - cosh(2s) +

T(fo(s.0)) = | ™

El término ¢ (s) se puede transformar de la siguiente manera:

1 1/2 s 1
s)= (b2 - = dr
%e(5) ( 4) /0 (b-cosh(27) + %) (b- cosh(27) — )1/2
(a1 /2 ps (b cosh(27) )1/2 (2 1 Yz (b cosh(27) — )1/2 _
‘(b ‘4) / (b-cosh(2r) + 3) (b- cosh@r);)d“(b _4> / oo - 1)
, 1\/2 * (20 cosh(2r) —1)"/* L o 1\"? [ (2b-cosh(2r) —1)"2v2
- (b _4> /0 (462 - cosh®(27) — 1) ir= (b _4) /o (402 - cosh®(27) — 1)

2 (2b - cosh(27) — 1)'/? * (2b- cosh(27) — 1)'/?
— (4 - 1/2 \f/ b cos 27') ) dr = /2 (4* 1>1/2/ (2b - cos (27-) ) dr
(4b% - cosh®(27) — 1) o (4b% - cosh?(27) — 1)

Recordemo ahora que, por la expresion (3.54), b = 3 cosh(2a) y renombremos ¢ (s) a A4 (s). Entonces:
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S (cosh(2a) - cosh(27) — 1/2
¢b(S)EAa(s):f2sinh(2a)/ (cosh(2a) - cosh(27) — 1)

0 (Cosh2 (2a) - cosh? (27) — 1) (3.58)

Por otra parte, podemos operar otro término en la expresion (3.56):

b-cosh(2s) — 1 \/% cosh(2a) - cosh(2s) =5 | /cosh(2a) - cosh(2s) — 1

B \/cosh(2a) - cosh(2s) + 1

N[—=

b-cosh(2s) + 1 \/% cosh(2a) - cosh(2s) +

N[ =

Si ahora definimos un nuevo término y,(s) de manera que cosh(2y,(s)) = cosh(2a) cosh(2s), podemos sustituir

quedando

\/cosh(2a) - cosh(2s) — 1 _ cosh(2y,(s)) — 1
\/cosh(2a) - cosh(2s) + 1 cosh(2y,(s)) +1

Recordemos que para funciones hiperbélicas, cosh(2z) = cosh?(z) + sinh?(z). Entonces

\/b - cosh(2s) —
\/b - cosh(2s) +

N[

\2sin’(u(s))
\/2 cosh? (y4(s))

= tanh(yq(s)) (3.59)

N[

Operando el dltimo término,

1 1 1 1 1
\/b - cosh(2s) + 5= \/2 cosh(2a) cosh(2s) + 5= \/2 cosh(2y,(s)) + 3

1 (3.60)
= E\/cosh(Zya(s)) + 1 = cosh(ya(s))
Finalmente, sustituyendo (3.58), (3.59) y (3.60) en (3.56) tenemos:
fa(s,0) = [ ) tanh(ya(s)) cos(d), e*=®) tanh(y,(s)) sin(6) L(S) (3.61)
a bl ya b) y(l b COSh(ya(S)) M

Esta parametrizacion coincide con la propuesta por Bérard y SaEarp en [BSE10] una vez la se reparametrizado por

longitud de arco.

3.5.2 Primera y Segunda Formas Fundamentales en el modelo del semiespacio superior.

Es facil comprobar que, con esta nueva parametrizacion, tendremos otras expresiones para la Primera y Segunda For-

mas Fundamentales. Para no alargar innecesariamente este trabajo con mas célculos, las enunciaremos directamente.

Proposicion 3.5.2. La familia de catenoides esféricos ¥, — H? parametrizados como

fa(s,0) = (eA“(S)tanh(ya(s))cos(@), e tanh(y,(s))sin(6), %) (3.62)

donde
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Aa(s) = V2sinh(2a) / " (cosh(2a) cosh(3r) 1) 7 (3.63)
a\8) = Vasniias o (cosh?(2a) - cosh?(27) — 1) T '
y
s cosh(2a)sinh(27
Ya(s) :a+/ (20) (27) 73 (3.64)
0 (cosh?(2a)cosh?(2t) — 1)
con b €[0,27), s € Rya > 0, tiene las siguientes propiedades geométricas:
Base del tangente:
e () cos(0) (tanh(ya(s))Aq (s) + sech(ya(s))* (¥4 (s))
fa,s(s,0) = ePa () sin(@(tanh(y, (s)) A, (s) + sech(ya(s))?y., (s) (3.65)
ete ) sech(ya(s)) (Mg (s) — tanh(ya(s))ye(s))
—eMal) sin(6) (tanh(yq(s))
fao(5,0) = | €20 cos(0)(tanh(yqa(s)) (3.66)
0
Métrica:
gss = (f&, fir =1
gso = (f&, f§)1 =0 (3.67)
goo = (f§, f§")1 = sinh(ya(s))?
Densidad riemanniana de Volumen:
dA = +/det(g)dsdf = sinh(yq(s))dsdb (3.68)
Vector Normal Unitario:
et sech(ya(s)) (cosh(ya(s)) NG (s) — sinh(ya(s))ya(s))cos(6)
va=| M sech(ya(s))(cosh(ya(s)) Ay (s) — sinh(ya(s))y,(s))sin(0) (3.69)
—ehalDesch(ya(s))sech(ya(s)) (sinh(ya(s))* Ay (s) + tanh(ya(s))ya(s))
Derivadas covariantes:
—eMa(®) tanh(y,(s)) cos(6)
Vieofao = —ea() tanh(y,(s)) sin(6) (3.70)
eMe(®) tanh(yq(s))? cosh(ya(s))}
1 2 3
Vfa,sfa,s = ((vfa,sfa,a’) ’(Vfa,sf(l7s) 7(vfa.sfa,s) ) (3.71)
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(Vo fas)'
- %6“(5) cos(B)sech(ya(s))* (Ay (s)(sinh(2ya(s)) A (s) + 295, () — 2(cosh(2ya(s)) Ay (5)yq (s)+
cosh(ya(s)) sinh(ya(s))A7(s) + 7 ()
(Vo as)®
— &M sin(0) (tanh(ya(s)) (Al (5))* = (1 + tanh(ya(s))*) Ay ()94 (s) + sech(ya(s))? tanh(ya(s)) (4 (s))*+
sech(ya(s))*ya(s)(cosh(ya(s))Aq (s) — sinh(ya(s)) — tanh(ya(s))Aq (s) — sech(ya(s)) v (s)
(Vo fas)' =

Al sech(ya(s))? (cosh(ya(s)) sinh(ya(s))* (Mg () + 2 sinh(ya(s))AG (5)yg (s) + cosh(ya(s)) Ay (s)—
sinh(ya(s))ys (s))

Curvaturas Principales:

ka1 = — cosh(ya(s))? sinh(ya(s)) (A5 (5))* — cosh(ya(s))ya(s)A7 (s) + AL (s)(~2sinh(ya(s)) (4o () + cosh(ya(s))ya (s))

ka2 = — cosh(ya(s)) coth(ya(s))AL(s)
3.72)

Norma de la Segunda Forma Fundamental:

|BZ |2 = 2 (cosh(ya(s)) coth(ya(s)) AL (s))? (3.73)

Nota 3.5.3. Es ficil ver que la superficie ¥, — H3 es una superficie de rotacion. Si definimos una curva T, := 74 (s),

donde ~,(s) es la inmersién dada por

Ya(8) : R — H?
oAals) ) (3.74)

s — %(3) = (eA“(s) tanh(ya(SDv m

podemos describir la inmersion de la superficie como

fa(s5,0) =R(0) - 7a(s)

donde R(0) es la rotacion definida en el U HM? y dada por

cosf@ —sinf O
R(0) = | sinf cos® 0
0 0 1

que, como ya habiamos visto en la Nota 2.4.8, es una transformacion isométrica.
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3.5.3 Otros Catenoides Esféricos en R7.

Las dos parametrizaciones estudiadas, procedentes de dos articulos distintos, consideran los Catenoides Esféricos
como superficies aisladas. Sin embargo, encontramos un articulo de doCarmo y Dacjzer ([dCD83]) en el que se
obtenienen tres familias de superficies minimales de rotacion en el espacio de Minkowski: los Catenoides Esféricos,

los Hiperbdlicos y los Parabdlicos. En éste, los Catenoides Esféricos vienen parametrizados por la expresion

f(ts) = (z1(s)pr(t), x1(s)pa(t), x3(s), wa(s))
Pi(t) + @3(t) =1

representando la hipersuperficie esférica de revolucion de H?® C R} generada por una curva {z1(s),0, z3(s), z4(s)}.

(3.75)

Si ademads tenemos en cuenta que

z3(s) = (1

+22(s))"/* sinh(¢(s))
z4(s) = (1 +23(s
(1+

1/2
(s)) " cosh(g(s))
. . 1/2
o [ et )"
0 1+ 2%(s)
es fdcil comprobar que esta parametrizacion es igual a la de [Mor81] sin més que considerar que z(s) = x1(s), y(s) =

x3(8),x(s) = x4(s), con z1(s) = (a cosh(2s) — %)1/2.
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Capitulo 4

La desigualdad de Chern-Osserman en el

hiperbdlico.

Como ya adelantdbamos en la introduccidn, en este capitulo vamos a estudiar, a través del ejemplo de los Catenoides
Esféricos, como cambian los términos de la desigualdad de Chern-Osserman cuando la subvariedad objeto de estudio
se encuentra inmersa en el espacio hiperbdlico. Recordemos que, dada P una superficie minimal completa y orientada
inmersa en H”, BY la Segunda Forma Fundamental de la inmersién, 7 la distancia en H" desde un punto fijo y

D = {z € P:r(z) < R} las bolas extrinsecas de radio R de la superficie, si [}, | B”||2°dA < oo, entonces

VOZ(DR)

27(cosh(t) — 1) @1

1
~x(P) < o= [ 187 FaA—sw

donde x(P) es la caracteristica de Euler de P.

Esta es la desigualdad de Chern-Osserman en el hiperbdlico, de la que vamos a calcular sus tres términos aplicados
a la familia de Catenoides Esféricos: la caracteristica de Euler-Poincaré, la Integral del cuadrado de la Norma de la
Segunda Forma Fundamental de la inmersién y el Crecimiento del Volumen de las bolas extrinsecas de la familia de

superficies. En cada caso, compararemos con lo que sucede cuando la variedad ambiente es el espacio euclideo.

4.1 Caracteristica de Euler-Poincaré.

Los catenoides esféricos son superficies orientables no compactas con topologia finita, en concreto con dos finales

(KX = 2), y de género nulo (¢ = 0). Entonces, calculamos su caracteristica de Euler con la expresion (2.35):

X(Z)=2-2-K=2-2-0-2=0

Esta propiedad es independiente de la inmersion, por lo que permanece invariable.
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4.2 Integral del cuadrado de la Norma de la Segunda Forma Fundamental.

A partir de la expresion (3.73) para el cuadrado de la norma y la expresion (3.68) para la densidad riemanniana de

volumen, ambas en la parametrizacién f, (s, #) dada por la férmula (3.62), calculamos la Integral de la Norma como

= / 1B dA = - / 2 (cosh(ya(s)) coth(ya(s))Aa(s)')" - sinh(ya(s))dsdd =

m cosh*( cosh™(ya(s)) ne g MM $)Y)2ds
/ sinh(y,(s)) (Aa(s))"ds = /4)0 sinh(y,(s)) (Aa(s))d

Es decir

1 Za||2dA — OGM $))2ds
i [ 1Braa =2 [ SR A ey @2)

La expresion equivalente, correspondiente a la parametrizacién propuesta por H. Mori la habiamos obtenido ya (ver

ecuacion (3.48)):

2 b2 _ 7)
— BE 2dAy, = — dsdf
3/2
(b- cosh(2s) — %)

_ / ( -1
(b- cosh(2s) — )3/2

Es decir,

1
47

oo 2_ 1
1B [*dAs =/ ("= 5) —573ds 4.3)
b (b- cosh(2s) — 1)

de la cual podemos obtener una expresion con Mathematica aunque poco manejable:

(z’(—l +2b) —1+ib1-io2sgl(25)E (z’s 1+2b> +2b- blnh(28)>

—3 +b-cosh(2s)

1
47T po

1B |[*dAs, =

donde la funcién E(¢,m) = E(¢|m) es una integral eliptica de segundo tipo, que se define como E(¢|m) =
f0¢ V1 —m2sin?6dd con ¢ € (=%, %). En cualquier caso, los métodos de resolucién de este tipo de integrales

quedan fuera del alcance de esta memoria, de manera que buscaremos otras formas de estudiar su valor.
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2100 /

Figure 4.1: Integral de la norma utilizando la parametrizacién f,(s, @) de Bérard frente al pardmetro a. Notar que, a

medida que a tiende a su valor minimo, el valor de la integral tiende a 2, nimero de finales, y valor que tomaria en R3.

Por definicidn, las ecuaciones (4.2) y (4.3) son equivalentes, y se puede comprobar numéricamente que esto es cierto.
Por tanto, en adelante, utilizaremos una u otra segtin convenga en cada caso sin pérdida de generalidad.

La importancia de estudiar el valor de la Integral de la Norma reside en el hecho de que, en las superficies minimales
con curvatura total finita embebidas en R3, dicho valor estd cuantizado. Es mds, éste es igual al nimero de finales de
la superficie menos el valor de su caracteristica de Euler (ver [Oss86], cap. 9 para una explicacién mas detallada). Sin

embargo no se puede decir lo mismo en el espacio hiperbdlico. De hecho podemos demostrar lo siguiente:

Proposicion 4.2.1. Sea X, < H? la familia de catenoides esféricos inmersos en el espacio hiperbdlico. Entonces,
o1 NP
(i) 3= Jg, 1 B>|?dAs, < o0

) 1 (12 -
(i) imp s 00 - fEb |B=*||*dAs, = oo
Demostracion. Dada la expresion 4.3 para la integral, podemos considerar una funcién

1

g(ba 8) = —3/2
(b+bs?— 1)

de manera que

1 1
<
(b cosh(2s) — %)3/2 B (b+bs?—1)

3/2

paratodo sy b € RT conb > % (ver [Seol1]). Esto es verdad porque, comparando las funciones g; (b, s) = (b + bs?)
y g2(b, s) = b - cosh(2s), el valor minimo de ambas es b (cuando s = 0) y, a partir de ahi, la primera crece con una

pendiente de valor %

= 2bs y la segunda con pendiente % = 2b - sinh(2s), que es siempre mayor que la

primera. Entonces,

e’} 2 1 e e} 2 _ 1
i ||B2b||2dAZb = / (b 4) 3/2 ds < / (b—4)3/2d8 < 0
Ar Js, —o< (b- cosh(2s) — 1) - (b+b2— 1)

demostrando el punto (i). Para el punto (ii) basta con comprobar que, en la expresion (4.3) para la integral de la norma,
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1 > (v* —3)

57 T o)
— B**||*dAx, = / ds > / — = ——ds =
Ar Js, R (b cosh(2s) — %)3/2 oo (b~ cosh(2s))*/?

2 _ 00 2 _
-1/ / cosh(2s)™3/2ds = Cw

p3/2 b3/2

— 00

de manera que

b —-1/4

.1 112 .
hm/ZbHB I dAEb>bll>r£100 B =%

O
Para demostrar la no cuantificacién de los valores de la integral de la norma, demostramos la siguiente proposicion:

Proposicion 4.2.2. En las condiciones descritas hasta ahora, dada la parametrizacion f,(s,0), cuando b = 1 se

cumple que

1
1.90049 < —/ | B¥!||2dAs, < 1,90051
47T o1

Demostracion. Dado que no conocemos la expresion de la integral (no una manejable), vamos a aproximar su valor
. . . b o N o . . .
utilizando la regla del rectdngulo, que dice que [ f'(x)dz ~ f(a)(b — a). Dividiremos el intervalo de integracién
en n partes para conseguir un resultado mas exacto y, utilizando el teorema del valor medio, acotaremos el error. Esto
serd suficiente para demostrar la proposicién e incluso para dar valores bastante buenos a la integral, dado que ésta no

tarda mucho en converger. Por comodidad, denotemos la integral definida en (4.2) como

1 / Tp |2 - -3 -
_ |B**||*dAs, = / ——ds = Fy(s)ds (4.4)
dm Js, ’ —oo (b cosh(2s) — %)3/2 —o0

s
1-s

Es facil ver que F;(s) es una funcidn positiva y par de s. Entonces, haciendo un cambio de variable s — podemos

cambiar los limites de integracién a (0, 1) y renombrar:

/_0; Fy(s)ds = 2/01 F <1SS) ﬁds - 2/01 Fo(s)ds

Como F;(s) es continua y diferenciable en el intervalo (0, 1), podemos aplicar el teorema del valor medio. Segtn éste,

dada una funcién f(x) y siendo (a, b) el intervalo en cuestidn, existe un valor ¢ € (a,b) tal que f'(c) = w

Esto es 1o mismo que decir que, dado un valor ¢ € (a, x),

fle)(@ = a) = f(z) - f(a)
Integrando y tomando valores absolutos en ambos lados tenemos,
b b
| e - ade= [ (@) - fa) ds

es decir,
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b
Fe) - / f(@)dz — f(a)(b - a) @.5)

De esto se deduce que, para algtn valor ¢ € [a, ],

b—a)? b b—a)?
f@o - -5 < [ s < s@e-a+ C5E e @6
Por lo que, de forma general, tenemos que:
b b— 2 b— 2
[ 1@as e [r@e-a - L5 ma 1L @0 - 0+ OG0 max i@l @

Volvamos ahora a nuestra integral. Dividiendo el intervalo de integracién (0, 1) en n subintervalos y denominando

cada uno de ellos como [a;, 5;] con ¢ = 1, ..., n, podemos reescribir la ecuacién anterior como:

o | — a;)” / i — i)’ /
(’827). max \]—"b(g)|,]-"b(ai)(,8i—ozi)+u' max |]:b(g)|

Fols)ds € {Fb(ai)(ﬁi S - i< <P 2 i< <P ]

(627

y teniendo en cuenta que o; — 3; = % paratodo ¢ = 1,...,n, y que, para el subintervalo i-ésimo, o; = %, tenemos

que

Bi

t—1, 1 1 } 48

i-1. 1 1 , ,
) T e e (B QLA =) g max [ F5(6))

.Fb(s)ds S {]:b(

(27

De esta manera, al sumar los n subintervalos, tenemos:

n .

1—1
E Fb —
— n n  2n 0<s<1 n 2n 0<s<1
i=

11 , ! - i—1\ 1 1 ,
> . — — — « Mmax |]:b(s)| S / ]-'b(s)ds S Zfb ( > : ﬁ + max “Fb(s” (49)
0 i=1

Sustituyendo para el caso en el que b = 1y tomando n = 10°, tenemos que

1
1.90049 < 2. / Fi(s)ds < 1.90051,
0

demostramos de esta manera que el valor de la Integral de la Norma no esta necesariamente cuantizado en el espacio
hiperbdlico. (Notar que el valor absoluto maximo de la derivada de la funcién se ha obtenido con la funcién MaxValue[

] de Mathematica, dado que su estimacion es sencilla y no presenta dudas.) O

Nota 4.2.3. Siguiendo la forma de la grdfica (Figure 4.1) intuimos que el minimo de la Integral de la Norma se
encuentra en torno a a = 0.5 (b >~ 0.7715), pero dando valores detectamos que en realidad se encuentra un poco mds

abajo. En concreto podemos decir que el minimo se encuentra entre los valores a = 0.495 y a = 0.497.
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a=0.494 1.874490 < I.N. <0.874510
a=0.495 1.874492 < J.N. < 1.874508
a=0.4955 1.874490 < I.N. < 1.874508
a =0.497 1.874492 < I.N. < 1.874508
a=0.498 1.874500 < I.N. < 1.874510
a=0.5 1874508 <I.N.<1.874524

Finalmente, destacaremos una propiedad que ya se aprecia en la Figura 4.1 de la Integral de la Norma en funcién de

su parametro distintivo.

Proposicion 4.2.4. En las condiciones descritas hasta ahora, dada la parametrizacion fy(s,0), cuando b — % se

cumple que

1 S1 9

— B 2||*dAs, ~2=K(Z

T (=)
2

en concreto podemos asegurar que su valor se encuentra acotado como

1
19881 < — [ |B”}|%dAs, <2.0053
47T >1 2

2

usando el método numérico anterior con n. = 105.

4.3 Crecimiento del Volumen de superficies minimales en R? y en H°.

Lo que haremos en este apartado es deducir unas expresiones generales para el Crecimiento del Volumen en los 3-

espacios euclideo e hiperbdlico. A continuacién, estudiaremos el caso concreto de la familia de Catenoides Esféricos.

4.3.1 Crecimiento del Volumen.

Como anticipdbamos mas arriba, el segundo de los elementos que componen la desigualdad de Chern-Osserman es
el Crecimiento del Volumen o volume growth, que determina el cociente entre el volumen de las bolas extrinsecas de
la subvariedad (Vol(D;)) y el de las bolas métricas de dimensi6n 2 en una forma espacial K?(—c?) (Vol(B, c2’2)).
Mientras en el espacio Euclideo el valor del crecimiento del volumen es independiente del punto en el que se centren
las bolas en cuestion, en el espacio hiperbdlico encontramos casos en los que esto no sucede, como la familia de
catenoides esféricos o el plano hiperbdlico. En este apartado daremos una demostracién de ambos casos. Empecemos

con el euclideo.

Proposicion 4.3.1. Dada una superficie inmersa en R™ y dada una exhaustion por bolas extrinsecas {D; }1~¢ de la

misma centradas en el punto p, el valor del crecimiento del volumen definido como
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 Vol(Di(p)
0,2
o0 Vol(BY?)

i

donde B,? 2 son las bolas geodésicas de dimension 2 y radio t en R?, es independiente del punto p que se escoja como

centro de la exhaustion.

Demostracion. Sean P™ — R™ una inmersién y Dy (p) = P N BY"(p) las bolas extrinsecas de P™ en R™. Consid-
eremos dos exhaustiones de P™ por bolas extrinsecas, una centrada en el punto p; y otra en el punto pa: {D;(p1) }>0
y {Ds(p2)}s>0 respectivamente. Si podemos demostrar que, para una funcién s(R) y un R suficientemente grandes,
Dyry(p2) € Dr(p1) Y Ds(r) (1) € Dr(p2), tendremos que { Dy (1) (p2) }i>r = {Di(p1) }+> r- Es decir, que ambas

seran equivalentes.

Supongamos que existe el limite

(D
im 7‘/0 ( R(()%l)) =k <
R—oo Vol(BR)
Entonces debe existir
Vol(Dyry(p2))

S(R) oo Vol(BY)
con ko < k.
Sea Ry = dn(p1,p2). Entonces p2 € 0Dpg,(p1). De la misma manera, dado R > Ry, p2 € Dg(p1). Definamos
s(R) = R — Ry. Entonces, dado un punto x € Dygy(p2), dn(z,p1) < dn(z,p2) + dn(p2,p1) < s(R) + Ry =
R — Ry + Ry = R. Es decir, x € Dr(p1).

Entonces:

Vol(Du(@2) _ o VollDr(p1)) _ |, Vol(Da(p)) Vol(By)

ko = lim =1l .
27 (R Vol(Byq,) — B Vol(ByR) B Vol(BR®)  Vol(Byh)
donde ademas Flimp_, o %f;é,@))) = k1 < oo por hipétesis, por lo que podemos escribir
o BRr
Vol(BYy?)
g <hyo—— o
Vol(BS(R))
Sélo falta demostrar que existe
Vol(By?
im LMBR) o (4.10)
R—yoo Vol(BS(R))

Recordemos que, en una variedad con curvatura seccional constante ¢ de dimensioén m, calculamos el volumen de las

bolas métricas de radio R como
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(6]

R
Vol(B;m):vo/ Fl(t)™ 1at (4.11)
0

Donde

v = Vol(§2™™1) (4.12)

y cuando ¢ = 0, entonces Fy(t) = %; es decir, Fj(t) = ¢t en R™. Retomando la ecuacién (4.10) y utilizando la

ecuacién (4.11), tenemos que, para el caso de R3

im LB%Q): lim M: lim M: im —" 1
R—o0 VOZ(B%ERO) R—o0 VOZ(B?{ERO)/ R—o0 Fl:(R — R0)2—1 Roo (R _ RO)

Por tanto, en (4.10), k =1y
ko <k 1=k (4.13)

Sigamos el razonamiento inverso con ps en el lugar de p;. Supongamos ahora que existe el limite

Vol(D
im 0(71{(()]?22)) =ky <0
R—oo Vol(BgR")
Entonces, la pregunta es si existe el limite
Vol(D,
s(R)—o0 Vol(BS(’R))
Operando de la misma manera que antes llegamos a
I(BE
ky < ko lim L{LRQ): 51
R—o0 Vol(BS('R))
es decir,
ky < ko (4.14)
Considerando las expresiones (4.13) y (4.14) podemos concluir que k1 = ko. O

Veamos ahora lo que sucede en el caso hiperbdlico.

Proposicion 4.3.2. Dada una superficie inmersa en H® y dada una exhaustion por bolas extrinsecas { Dy(p) }>0 de

la misma centradas en el punto p, el valor del crecimiento del volumen definido como

_ Vol(Di(p))
—1,2y°
=00 Vol(B; %)

donde B, L2 son las bolas métricas de dimension 2 y radio t en H?, no es necesariamente independiente del punto p

que se escoja como centro de la exhaustion.
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Demostracion. Contraejemplo: El plano H? — HS3.

H2

aEre

Figure 4.2: Interseccién de H? con una bola Bgm € H? con centro alejado una distancia d del plano hiperbélico.

Por la ecuacion (2.38), la funcién crecimiento del volumen en el plano hiperbdlico, HZ, como subvariedad de H? viene

dada por

Vol(D?)  Vol(H2n B; %)
f(t) = 12\ 12
Vol(B; %) Vol(B; ?)

donde Vol(D?) es el volumen de las bolas extrinsecas de radio ¢ en el plano hiperbélico, y Vol(B; %) es el volumen
de las bolas geodésicas de radio ¢ y dimensién 2 en el ambiente. La bola extrinseca D% es una bola geodésica de H?
con un radio r que dependera de R y de la distancia d a la que se encuentre su centro. Por el teorema de coseno (ver

[Rat06]) en el espacio hiperbélico, podemos relacionarlos como

cosh(R) = cosh(d) cosh(r)

Para calcular los volumenes seguiremos la ecuacion (2.57) del capitulo anterior:

Vol(D%) = Vol(B; *?) = 27 (cosh(r) — 1)

Vol(Bp"?) = 2r (cosh(R) — 1)
Por tanto, el valor maximo del crecimiento del volumen vendra dado por

cosh(R)
Vol(D%) . 27 (cosh(r) —1) . cosh(d) 1

Ao Vol(BEl’Z) T 5% 2 (cosh(R) — 1) e cosh(R)  cosh(d)

dependiendo del lugar en el que se centre la bola extrinseca.
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Nota 4.3.3. Si seguimos el mismo procedimiento que en el caso euclideo, vemos que el resultado no es concluyente.
Supongamos que existe el limite

lim 7VO[<DR_(£)) =k < o0
R0 Vol(Bp'?)

Entonces debe existir el limite

VOZ(DS(R) (pg))
im ——————55 7 =k, <
s(R)—o0 Vol(Bs(Pé))
Sea Ry = dys(p1,p2). Entonces ps € ODpg,(p1). De la misma manera, dado R > Ry, pa € Dr(p1). Definamos

s(R) = R — Ro. Entonces, dado un punto x € Dyg)(p2), dus(2,p1) < dys(z,p2) + dus (p2, p1) < s(R) + Ry =
R — Ro+ Ry = R. Es decir, x € Dg(p1). Entonces:

Vol(D,
bt VP E) o VolDa(e)

Vol(Dg(p1)) Vol(Bz'?)
s(R)=oo Vol(B, ) 2

1 = 1 12
12 o Vol(BRMY) Vol(B

~ R=oo Vol(B,

1,2
s(R) )
donde ademds Flimp_, o % =k} < oo por hipétesis, por lo que podemos escribir
1,2
b <k LN n )
VOZ(BS(R))
Solo falta demostrar que existe
Vol(By"?
im VOUBs ) (4.15)
R—roo VoZ(Bs(R))
Recordemos que,
R
Vol(BE™) = vo / Fl(t)y™ tdt (4.16)
0
con vy = Vol(80™ 1)y Fu(t) = 1(1 — cosh (v/=ct) para el caso ¢ < 0. Es decir, F' ,(t) = — fg sinh (@t)
Retomando la ecuacion (4.15) y utilizando la ecuacion (4.16), tenemos
Vol(Bgm) . sinh (R) . (eff —e 1)
_ 7 = 1 0 — lim
R-500 VOZ(BELQ%O) R—ocsinh (R — Ry)  R—oo (efi=flo — ¢=(H—Fo))
R _ ,—R R_ R
= lim (e c ) =e® lim (e ¢ )
R—oo e~ 1o (eR - e*R+2RO)) R—oo (eff — e~ 1. e2F0)
1— 672R
_ R : _ R
—6”$$(L%4mmﬂ—e°<”
o lo que es lo mismo:
K, < ki -effo < oo 4.17)
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Sigamos el razonamiento inverso con py en el lugar de py. Supongamos ahora que existe el limite

., Vol(Dr(p2))

i =ko <0
Reoo Vol(BR%)

La pregunta es si existe entonces el limite

Vol(Dy
L 1) (’f>1(§1)) < k)
s(R)—o00 VOZ(BS(R))

Operando de la misma manera que antes llegamos a
Ky < kb -eflo < oo (4.18)

Es decir que en H", por (4.17) y (4.18) tenemos que

Ky < ki -eflo < |l 2o

y en concreto para H3,

Ky < k- effo <kl - 2o

Lo cual no demuestra que tenga que existir la desigualdad necesariamente, ni que no tenga que existir, por lo que

resulta mds interesante ver un contraejemplo.

4.3.2 Crecimiento del Volumen de la familia de Catenoides Esféricos.

Vamos a ver ahora cémo se comporta el crecimiento del volumen en la familia de catenoides esféricos atendiendo a
la posicién del centro de su exhaustion por bolas extrinsecas. Ya hemos visto coémo calcular el volumen de las bolas
geodésicas en H3. Entonces, sélo falta calcular el volumen de las bolas extrinsecas de las superficies. Esto se puede

hacer utilizando la férmula de la co-drea que, recordemos, es:

t
1
Vol(D :// ———dg ds
PO= ), Jop, TOAT ™

donde f es la funcién distancia. El problema es que necesitamos obtener antes los contornos 0D;. Para ello trabajare-

mos con la parametrizacion de la superficie dada por la expresion (3.62). Como hemos visto, los catenoides esféricos
en el modelo del semiespacio superior son superficies de revolucién. De hecho son el resultado de rotar una curva

generatriz ', := 7,(s) parametrizada como

Ya(s) : R — H?

eYa(s)
s = Ya(s) = (eA”’(s) tanh(ya(s)), cosh(ya(s))>
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en torno al eje {(x1,x2,23) € H3: 21 = a9 = 0} que denotaremos simplemente como Eje z. Por tanto, mientras
sea posible, trabajaremos con esta curva que viene dada en el modelo del semiplano de Poincaré. En este contexto

podemos considerar las siguientes definiciones:

Definicion 4.3.4. Sea ¥, — H? la familia de superficies parametrizadas por la expresion (3.62) y f.(s,0) € X,
un punto genérico de dicha superficie. Entonces, definimos los conjuntos de nivel 32, | de la funcion coordenada s

como:

Y= A{fa(5,0) €Ny —t < s <10 €[0,2m)}

Nota 4.3.5. El elemento de volumen de los conjuntos de nivel dados en la Definicion 4.3.4 viene dado por

dVol(32, ;) = sinh(y,(s))dsdd

donde hemos utilizado la expresion de la densidad riemanniana de volumen (3.68) .

Nota 4.3.6. El contorno 9%2, , de los conjuntos de nivel se puede escribir como:

oxt, = {fals,0) €X2,, 1 s = £t}

Es decir, estos contornos estdn generados por la rotacion de los puntos v, (t),va(—t) € T, en torno al Eje z del

espacio hiperbdlico.

Dicho esto, lo que vamos a hacer es lo siguiente:

1. Daremos una expresion para la distancia extrinseca de un punto sobre la curva generatriz al punto 0= (0,1) del

semiplano de Poincaré.

2. demostraremos que los conjuntos de nivel de la funcién coordenada s sobre la superficie son iguales a bolas

extrinsecas centradas en el punto O = (0, 0, 1) con un radio determinado.
3. Calcularemos el volumen de los conjuntos de nivel en la superficie.

4. Estimaremos el crecimiento del volumen de las bolas extrinsecas centradas en el punto O = (0,0, 1) identi-

ficdndolas con los conjuntos de nivel descritos.
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Figure 4.3: En gris, geodésicas en el semiplano de Poincaré (centradas en el eje imaginario). En rojo, esferas
geodésicas de radios a1, ao y, en azul, curvas generatrices I'41, 42 en el semiplano de Poincaré. La franja gris

corresponde a los positivos (s > 0) y la blanca a los negativos (s < 0) .

4.3.2.1 Distancia extrinseca.

Como hemos visto ya en Proposicién 2.4.14, dados dos puntos z,w en el semiplano de Poincaré, la distancia entre

ellos viene dada por:

d(z,w) =In

Por otra parte, hemos visto que, usando la parametrizacién dada por la expresion (3.62), la curva generatriz de la

familia de superficies puede expresarse en notacién compleja como

Aa(s)

s) = eMe(®) tan s —
Ya(s) tanh(ya(s)) + cosh(7u(3))

(4.19)
Entonces tenemos la siguiente proposicion:

Proposicion 4.3.7. Dado v,(s) € T, un punto sobre la curva generatriz que definimos mediante la expresion (4.19)

y dado el punto 0= (0,1) en el semiplano de Poincaré, la distancia en H? entre ambos puntos viene dada por

45 (7a(5)) = d(0,74(5)) = In [cosh(ya(s)) cosh(Aa(s)) + /cosh(Aa(s))? cosh(ya(5)) — 1]

Demostracion. Dado el punto 0= (0, 1) descrito, la distancia de Oaun punto genérico w = x + 1y es, siguiendo la

expresion (2.4.14),

|—z+i(l+y)|+]|—z+i(1l—vy)
|—z+i(1+y)| - [ -z +i(l -y

d(O,w) =In (4.20)

Si el punto genérico es un punto sobre la curva v,(s), que definimos mediante la expresién (4.19), sustituyendo y

operando por partes tenemos:
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» . (, eMa(s)
| =z +i(l+ya)|=|—e an (ya(s))+l< JrCOSh(ya(S‘))>
204(s) 2eMa(s)
= ([ e28a() tanh(y,(s))2 + 1 <
\/e anh(ya(s))? + 1+ cosh(yq(s))? + cosh(y,(s))
1 26A“(S)
= /e28a(®) [ tanh(y,(s))2 + ———~= | + 1+ ———
\/e ( anh(ya(s))? + cosh(ya(s))Z) o (e () -
Aa(s) Aa(s) 4 e=Aa(s) Aa(s)
= ehae 414 267 — [ 2¢ha(s) € +e + 2e
cosh(ya(s)) 2 cosh(ya(s))
— | 2eha(s) cosh(Ay(s)) + ;
cosh(ya(s))
y
» R (S)t ) (4 eMa(s)
| =z +i(l—ya)|=|—e an (ya(s))+l< _COSh(ya(S))>
204 (s) 2eMa(s)
_ 274 (s) tanh(y, 241 < -
\/e anh(ya(s))? +1+ cosh(ya(s))?  cosh(ya(s))
1 26A"(S)
— [ e20a(s) (tanh a(8))? + ) = St an -2
\/ (Ya(s)) cosh(ya(5))2 cosh(ya(s)) 2

Aq(s) Aa(s) —Aq(s) Aa(s)
= eQAa(S)+1+267 _ 26Aa(5)6 +e _ 2e
cosh{yal#)) 2 cosh(ya(s))

_ \/zeAa<s) (cOSh(Aa(S)) - (mh(lya(s)))

Sustituyendo las ecuaciones (4.21) y (4.22) en (4.20),

d(0,74(s)) = In

=In

a(8)) + cosh(y,(s)) =1 + y/cosh(A,(s)) — cosh(ya(s))—1]
_\/cosh( a(8)) + cosh(y,(s)) =1 — y/cosh(A,(s)) — cosh(ya(s))~*

Multiplicando arriba y abajo por el numerador,

e (
_\/261\@(3) (cosh(Aa( ) + cosh( Ua S)) \/Zel\a(s) cosh(A4(s)) — m)
‘ (

(
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40,7 (s0)) = In 2 cosh(Aq(s)) + 24/cosh(A,(s)) ;szlsll(lygilzs) )~1y/cosh(A4(s)) — Cosh(ya(s))ll
. [2cosh(Ag(s)) + 2v/cosh(Aq(s))? — cosh(ya(s)) 2
I 2 cosh(y,(s))~1!
=1In

cosh(y,(s))~!

_cosh(Aa(s)) + /cosh(A,(s))% — cosh(ya(s))ﬂ

= 1n [cosh(ya(5)) (cosh(Aa(s)) + v/eosh(Aa(5))2 — coshi(ya(5)) 2 |
= In |cosh(y4(s)) <c05h(Aa(s)) + \/COSh(Aa(S))Q cosh(yq(s))? — 1)]

cosh(y)?
=In {cosh(ya(s)) cosh(A + /cosh(A4(s))2 cosh(ya(s))2 — 1]
Es decir,
d(0,74(s)) =In [cosh(ya(s)) cosh(Aq(s)) + 1/cosh(Aq(s))2 cosh(ya(s))2 — 1} (4.23)

Recordemos ahora que la superficie X, surge como el resultado de rotar una curva generatriz I, en torno al Eje z, que
pasa por el punto O = (0,0, 1). Entonces, dado que las rotaciones en H? son isometrias, es directo deducir que la
distancia extrinseca (i.e. en H?) desde el punto © € H? a todos aquellos puntos de la superficie con el mismo valor
del pardmetro s, serd la misma. Dicho de otra manera, dado un punto f,(sg,6) € %, éste pertenece al conjunto de

los puntos originados por la rotacién del punto 7, (sg) € I', (pertenecerd al contorno 9%¢ del conjunto de nivel

—50,50

¥ ,.50) Y su distancia extrinseca al O = (0, 0, 1) la podemos obtener como

3 2 ~
dﬂ-g) (fal(s0,0)) = dﬂé (Va(s0)) = d(O, 7a(s0))
Hecha esta observacion, vamos a definir la funcion distancia que utilizaremos de aqui en adelante:

Definicion 4.3.8. Sea ', la curva generatriz parametrizada mediante la expresion (4.19). Dado un punto sobre la

curva, vq(s) € Ty, definimos la funcion

7o :R—RT
5 = Ta(s) = d(0,7a(s))

como la distancia en H? de dicho punto al 0= (0,1), calculdndose ésta segiin la expresion (4.23).

Definicion 4.3.9. Dado un punto f,(s,0) € X, perteneciente a O¥° con la supefrficie expresada usando la

—s,8°

parametrizacion (3.62), definimos la funcion
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re: R —> RT
s = 1a(s) = d(O,7a(s)) = dist (fa(s,0))

como la distancia extrinseca de f,(s,0) € X, al punto O = (0,0,1) € H3

Para conocer el comportamiento de esta funcién distancia necesitamos estudiar las funciones que lo componen: y,(s)

y Aa(8)~

Proposicion 4.3.10. Dada la funcion A,(s) definida como

o ¥ (cosh(2a) - cosh(27) — 1)1/2
Au(s) = \/iblnh(2a)/0 cosh?(2a) - cosh®(27) — 1

podemos demostrar que
Ao(s) <V2; VYseR
Nota: demostraremos que A, (s) < /2, aunque numéricamente se intuye que es mejorable hasta A, (s) < 1.

Demostracion. Denotemos

(cosh(2a) - cosh(2t) — 1)1/2
cosh?(2a) - cosh?(2t) — 1

Como cosh(2a) cosh(2t) + 1 > 2, multiplicando el numerador en el interior de la integral tenemos,

Aalt) =

((cosh(2a) cosh(2t) — 1) (cosh(2a) cosh(2t) + 1))1/2 > /3 (cosh(2a) cosh(2t) — 1)1/2
(cosh(2a)? cosh(2t)2 — 1) - (cosh(2a)? cosh(2t)2 — 1)

de manera que al darle la vuelta obtenemos

(cosh(2a) cosh(2t) — 1)1/2 < ((cosh(2a) cosh(2t) — 1) (cosh(2a) cosh(2t) + 1))1/2
(cosh(2a)? cosh(2t)2 — 1) — V2 (cosh(2a)? cosh(2t)2 — 1)
1
V2 (cosh(2a)? cosh(2t)2 — 1)1/2

Descomponiendo de manera similar el denominador,

Aa(t) =

Aa(t) < ! = !
/2 (cosh(2a)? cosh(2t)2 — 1)1/2 v/2 ((cosh(2a) cosh(2t) + 1) (cosh(2a) cosh(2t) — 1))1/2
1
= V2 ((cosh(2a) + 1)(cosh(2a) cosh(2¢) — 1))"/?

Como cosh(2a) = cosh(a)? + sinh(a)?, entonces

cosh(2a) — 1 = 2sinh(a)?
cosh(2a) 4+ 1 = 2cosh(a)?

y sustituyendo,
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1 1
Aalt) < V2 ((2 cosh(a)2)(cosh(2a) cosh(2t) — 1))/2 2 cosh(a)(cosh(2a) cosh(2t) — 1)1/2
1 1
: 2 cosh(a)(cosh(2a) cosh(2t) — cosh(2t))1/2 2cosh( ) (cosh(2t)(cosh(2a) — 1))1/2
1
a 2 cosh(a) (cosh(2t) - 2sinh(a)?)"/? ~ 2cosh(a \/m\@smh

1
21/2 cosh(a) sinh(a)+/cosh(2t) \@sinh( a) cosh(2t)

donde hemos utilizado la relacidn

sinh(2a) = 2sinh(a) cosh(a)

Como cosh(2t) > %-,

Aalt) < 1 !

v/2sinh(2 \/cosh 2t) \[smh (2a) /7 sinh(2a)et

Y sustituyendo en la integral,

S
1
dt < v/2sinh(2 ———dt
< V2sinh( a)/o sinh(2a)et

. ¥ (cosh(2a) cosh(2t) — 1)Y/?
Ay(s) = V2sinh(2
() = Vasinh( a)/o (cosh(2a)? cosh(2t)2 — 1)
= \/5/ eldt = —V2e7 5 = —V2 (e®—1) = V2(1 —e™®)
0
Es decir, A, (s) < C siendo C un valor tal que C' € (—oc, v/2). Como ademds A, (s) > 0, entonces podemos afirmar
que la funcién A, (s) es creciente con sy que A,(s) € [0,v/2), es decir

Aa(s) <2 (4.24)

Por conveniencia para célculos posteriores, definiremos una cantidad K de valor

Ky = lim cosh(A4(s)) = cosh ( lim Aa(s)) € (1,cosh(v2)]

§—00 §—00
O
Veamos ahora la funcién y,(s).
Proposicion 4.3.11. La funcion y,(s) definida como
8 h(2a) sinh(2t
Yals) = a + / cosh(2a) sinh(2f) et (4.25)
0 (cosh2(2a) cosh?(2t) — 1)

de la que podemos obtener una expresion integrando con Mathematica:
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Figure 4.4: (a) La funcién A, (s) se estabiliza muy rdpidamente con s. (b) El limite lim;_, o, A, (s) cae a cero cuando

a — oo. Encontramos un maximo lims_, o, A,(s) = 0.5 para ¢ ~ 0.5 (motivo por el que sabemos que la cota es

mejorable).

Ya(s) = a+ % <— log (2 (1 + cosh(4a) + sinh2(4a))>) +

1
— (log (cosh(4a — 2s) + 2 cosh(2s) + cosh(4a + 2s)+ (4.26)

\/—5 + 3 cosh(4s) + cosh(8a)(1 + cosh(4s)) + 8 cosh(4a) sinh2(23)>>
para valores de a > 0, tiene la propiedad siguiente:

3 lim y.(s) —s € [a —log V2, a}

§—00

Demostracion. Lo que vamos a hacer es ver que existe el limite de y,,(s) — s y dar una cota superior y una cota inferior
a su valor.

h(2a) sinh
lim yo(s) — 5 = lim a+/ cosh(2a) sinh(2t) df — s
e \/cosh2 2a coshQ( t)—1

§—00

1. Cota inferior:

cosh(2a) sinh(2t) cosh(2a) sinh(2¢) tanh(2t)
= 11

\/cosh2 (2a) cosh?(2t) — 1 \/cosh2 (2a) cosh?(2t)

%log(cosh@s) -1

/ tanh(2t)dt = %1og(cosh(25)) 0=
0

Entonces,
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h(2a) sinh(2 1
a+ lim / cosh(2a) sinh(2¢) dt —s | >a+ lim (2 log(cosh(2s) — 1) — s)
e \/cosh2 2a) cosh?(2t) — 1 e

—at Jim ( log() - ) a0+ lm (§<log<e28> ~ log(2)) - ) a0+ lm (§<2s ~log(2)) - )

=a-— %105;(2) = a —log(V/2)

2. Cota superior:

cosh(2a) sinh(2¢) B cosh(Za)\/cosh2 (2t) —1 _ \/cosh2(2a) cosh?(2t) — cosh?(2a)

\/Cosh2 (2a) cosh?(2t) — 1 \/cosh2(2a) cosh?(2t) — 1 \/cosh2 (2a) cosh?(2t) — 1

\/cosh2(2a) cosh?(2t) — 1
< =1

B \/cosh2(2a) cosh?(2t) — 1

Por tanto

h(2a) sinh(2 8
a+ lim / cosh(2a) sinh(2t) dt —s | <a+ lim (/ 1dt—s):a
e \/cosh2 2a) cosh?(2t) — 1 e \Jo

Para ver que existe el limite, basta con demostrar que la funcidn es monétona decreciente, y esto sucede porque, escrito

éste como una Unica integral, el integrando (su derivada) es siempre menor o igual a cero:

cosh(2a) sinh(2t) sinh(2t)

—1= -1
\/cosh2(2a) cosh?(2t) — 1 \/COShQ(Qt) - Wl(ga)
como
sinh (2t
lim 25111 (2) - — 1 =tanh(2¢t) — 1
a— o0
cosh (Qt) — m
y
inh (2t inh(2t
lim ;m( ) Lo Smh@) gy
a0 \/COSh (2t) — m cosh?(2t) — 1
podemos asegurar que
sinh (2t
—2 < tanh(2t) — 1 < ;m( ) —— ~1<0
\/COSh (2t) " cosh2(2a)
Entonces podemos decir que tenemos acotado el limite
lim (yq(s) —s) € [a —log(v2),a (4.27)
S5— 00

Nota: Si denotamos K5 (a) al limite limg_, eYa()=5_entonces
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Ks(a) € {le“, ea} (4.28)

Ahora ya podemos demostrar las siguientes propiedades:

Proposicion 4.3.12. La funcion 7,(s), dada en la Definicion 4.3.8 y la funcion r,(s) de la Definicion 4.3.9, son

funciones crecientes con s > .

Demostracion. Por un lado, A, (s) es una funcidén acotada, y por tanto también cosh(A,(s)) > 1. Por otro,

v (s)' = cosh(2a) sinh(2s)
\/coshz(Qa) cosh?(2s) — 1

Como cosh(2s) > 1,sinh(2s) > 0 Vs € R™, el denominador estd bien definido y el numerador serd siempre
positivo. La raiz la cogemos con signo positivo (haciéndolo al revés conseguimos una simetria que resulta redundante
al rotar). De esta manera podemos asegurar que y,(s) es una funcién estrictamente creciente. Ademads es directo ver
que es siempre positiva (al integrar le afiadimos el término a > 0) y por tanto cosh(y,(s)) > 1 también. Entonces, es
directo ver que la distancia, definida en la ecuacién (4.23) es una funcidn creciente.

O

Proposicion 4.3.13. La funcion 7,(s), dada en la Definicion 4.3.8 y la funcion r,(s) de la Definicion 4.3.9, son

funciones pares de s.

Demostracion. Basta considerar que las funciones A,(s) ¥ y4($) son par e impar respectivamente, y que la funcién
cosh(z) es una funcién par de x.

O

4.3.2.2 Bolas extrinsecas y conjuntos de nivel de la funcion coordenada s.

Vamos a ver ahora que el volumen de las bolas extrinsecas de la superficie centradas en el punto O = (0,0,1) € H? y
con un radio ¢ se corresponde con el volumen de un conjunto de nivel determinado de la funcién coordenada s. Para

ello veamos antes una pequefia propiedad de la familia de los catenoides esféricos:

Proposicion 4.3.14. Sea X, la familia de catenoides esféricos inmersos en H? y sea f,(s,0) € ¥, un punto genérico

de las superficies. Sea ro(s) la funcién distancia dada en la Definicion 4.3.9. Entonces se cumple que

inf{ra(sn’seR = Ta(o) =a
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Demostracion. Recordemos que la expresion de la funcién r,(s) venia dada por:

ro(s) = d(@,%(s)) = In | cosh(ya(s)) cosh(A4(s)) + \/cosh(ya(s))2 cosh(A,(s))? — 1}

Por la Proposicién 4.3.12 la distancia es una funcién estrictamente creciente de s > 0 y por la Proposicién 4.3.13
sabemos que es una funcién par de s. Por otra parte las superficies 3, € H? son completas sin borde, de manera que
el maximo sélo se alcanzard en el infinito. Por tanto, el tnico punto critico de la funcién distancia es el minimo y lo

encontraremos en s = 0. Vamos a calcular el valor de la funcién en ese punto. Cuando s — 0 tenemos que

lim y,(s) = a; lim A,(s) =0

s—0 s—0

Sustituyendo en la funcién distancia,

s—0

inf{rq(s)}ser = limrq(s) = In <cosh(a) + 4/cosh?(a) — > = In (cosh(a) + sinh(a)) =1n(e*) = a

O

Con la Proposicion 4.3.14, la Proposicién 4.3.12 y la Proposicién 4.3.13, podemos afirmar que la funcién distancia
toma valores desde 7,(0) = a hasta lim_, o 74(s) = lims_,_ o 74(s) = oco. Esto nos viene bien para demostrar la

siguiente propiedad.

Proposicion 4.3.15. Sea Df. (O) = {fa(s,0) € X, : 7a(s) < to} la bola extrinseca de radio to centrada en el punto

O = (0,0,1) de los catenoides 3. Entonces, existe un valor sq = r; '(to) tal que el conjunto de nivel de la funcion

a

coordenada s sobre la superficie definido como X2 ;|

cumple que:

‘Dtao (O) = 2(150,30
Demostracion. En primer lugar, veamos que
Dy, (0) € 22

—S0,50

Sea fo(s,0) € Di (O) de manera que 0 < r,(s) < to. Existe un sq tal que s € [—s0, So]?
1. Supongamos que s > 0. Por la Proposicién 4.3.12, sabemos que 7, (s) = t es una funcién inyectiva y creciente en

el intervalo considerado, por lo que existe su inversa ;! (¢) y es también creciente. Entonces,

agra(s)§t0:>0§8§r;1(t0):so

2. Por la Proposicion 4.3.13 sabemos que la distancia ., (s) es una funcién par, por lo que, dado un punto f,(s,0) € X,

tal que a < r,(s) < t, también se dard el caso en el que:

a<re(s) <tg=—5<s<0
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Por tanto podemos decir que

Dg (0) € X2 (4.29)

—30,50
En segundo lugar, vamos a demostrar que
2(150,30 g Dgo (O)

1. Sea f,(s,0) € ¥, un punto de la superficie tal que 0 < s < sp. Sia < 7,(s) < to, Vs € [—s0, So|, entonces
fa(s,0) € DE (O)? Podemos ver que esto es cierto porque la distancia 7 (s), como hemos visto antes, es creciente

con s. Por tanto,

0<s<sg=a<rys) <t

2. Igual que antes, si s < 0 esto se sigue cumpliendo por ser par la funcién distancia. Tenemos pues que

—50<s<0=a<r,s) <ty

Considerando las condiciones uno y dos podemos decir que

se, . CDi(O) (4.30)

—50,50 —

Finalmente, con las expresiones (4.29) y (4.30) podemos afirmar que

D§ (0) = x° 4.31)

—50,50

4.3.2.3 Estimacion del crecimiento del volumen.

Ya hemos demostrado que una bola extrinseca de radio ¢ de la superficie puede expresarse como un conjunto de nivel
de la funcién coordenada s de valor so = 7, !(¢y). Como consecuencia, el volumen de un conjunto de nivel, que en
general denotaremos como: Vol(X% ), serd equivalente al volumen de una bola extrinseca de la superficie de radio
7q(s) centrada en el punto O = (0,0,1), que denotaremos como: Vol(D, (s (0O)) . Es decir, que se cumplird la

relacion

VOl(Eis,s) BT VOl(Dra(a)(O))

11m ————— - = l1in
s=oo Vol(By 1) s=o  Vol(Bs"?)

Esto nos permitird, descomponiendo el término de la derecha en

—1,2
VOZ(DTa(S)(O)) — lim VOl(Dra(s (O)) VOl(Bru(s))
1

1 12, — 1 12 : 1.2
s=oo  Vol(Bs ) s=oo  Vol(B (;)) Vol(Bs 7)

Ta
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y tras comprobar que todos los limites existen (siendo ademas el dltimo distinto de cero), estimar el crecimiento del

volumen mediante la expresion

llm VOZ(Efs,s)
Vol(D,,s(0))  MMs—eo v p12)
o & i3 (4.32)
s—00 VOZ(BTG(;)) Vol(BTa('S))

o0 a2y

Vamos a calcular los limites en el numerador y el denominador de la parte derecha de la ecuacién, a comprobar que

existen, y que el ultimo es distinto de cero.

Proposicion 4.3.16. Sean B; 12 las bolas geodésicas de radio s en H? y sea r,(s) la funcién dada en la Definicion.4.3.9.

Entonces, existe el limite

_ Vol(B.2)
dm By K Kale) @.33)
donde
Ky = lim cosh(Aq(s)) € (1,cosh(ﬁ)]
y

1
KQ(CE) — Sgnolo €y”’(s)_s c |:\/§€a,€a:|

Demostracion. Recordar que calculamos el volumen de las bolas extrinsecas en el hiperbdlico como
Vol(B;"?) = 27(cosh(r) — 1) (4.34)

Si el radio r viene dado por r,(s), tendremos que

Vol(B.%2) = 21 - (cosh(re(s)) — 1)

ra(s)
=27 - (cosh (ln (COSh(ya(S>) cosh(Aq(s)) + \/Cosh(Aa(S))Q cosh(ya(s))2 — 1)) B 1) (4.35)

Entonces:
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Vol(B,5)
lim ——— =75
s=oo Vol(Bs M?)

(COSh (ln (cosh(ya(s)) cosh(A,(s)) + y/cosh(A,(s))2 cosh(y,(s))2 — 1)) - 1)

= 1i _
it cosh(s) —1
cosh (m [cosh(ya(s)) cosh(A,(s)) + y/cosh(Aq(s))2 cosh(ya(s))QD
5000 cosh(s)
In(2 cosh(yq(s)) cosh(Aq(s)))
~ lim cosh (In (2 cosh(y,(s)) cosh(A4(s)))) ~ lim ©
s—00 cosh(s) s—00 es
2 cosh h(A va(s) cosh(A Ya(s)
— lim 2<% (va(5)) cosh(Aa(s)) = lim & cosh(Aa(5)) = lim & - lim cosh(A4(s)) = K1 - Ka(a)
5—00 es 5—00 es s—oo0 es s5—00
que es el resultado buscado. O

Proposicion 4.3.17. Sean D{(O) las bolas extrinsecas de radio t centradas en el punto O = (0,0,1) de la familia
de superficies ¥, — H3 parametrizada por la expresion (3.62). Sean B; %2 las bolas geodésicas en H?, y r,(s) la

funcion distancia dada en la Definicion 4.3.9. Entonces, existe el limite

. VOl(DTa(S)(O))
m ——

Jim = 2K5(a) (4.36)

donde

1
Ky(a) = lim e¥a(®)=° ¢ [ﬂe“,e“}

5— 00

y denotamos por D, () a las bolas extrinsecas de la superficie ¥,,.

Demostracion. Utilizaremos para la demostracién la férmula de Gauss-Bonnet que viene dada por:

KgdA + / kodL = 2mx(2¢ ) (4.37)

[2)3¥

a
x 0,50

8,50
donde Xy s, es el conjunto de nivel de la funcién coordenada s contenida entre los valores 0 < s < sq. El conjunto
de nivel 2§, es una superficie compacta, de género nulo, cuyo borde tiene dos componentes conexas. Por tanto,
podemos afirmar, por el Corolario 2.3.30, que x(¥§ ) = 0. Por otra parte, calculamos la curvatura geodésica k:f,)EZ
del contorno como la suma de la curvatura de la componente inferior (0X§) mas la de la superior (8220) con sus

respectivos signos. De esta manera tenemos:

KqgdA + /

kodL — / kydL =0 (4.38)
axa oxe,

a
X:(J,.so
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Calculamos la curvatura geodésica de los contornos 93§ y 0§ mediante la ecuacién dada en la Definicién 2.3.6

kaz s v 785
N l o, H> Mool Vo el
1 a 1 1
B S 0y, 0 Veo,09,0s) = Vo, 09, Os
0] 8 |89> 0 H89||2< 2599, 0s) e ||2< 0009, 0s)

ST (o2 van s) sin $))?
smh(ya( )2 tanh(ya(s))ya(s)'(1 + sinh(ya(s))”)

donde hemos utilizado las expresiones (3.67) y (3.70) en la parametrizacién dada por la expresion (3.62). Entonces,

o ;1 +sinh(ya(s))?
kg™° = —tanh(y, alS) — 77—~ — 4.39
g an (y (8))y (S) Slnh(ya(s))2 ( )
Es facil comprobar que kgzg = 0 dado que y,(0) = 0. Por tanto, la expresién (4.38) queda
KgdA :/ kydL (4.40)
DL axa
donde, por (3.68),
L = +/det(ggx, )df = sinh(y,(s))do
que no depende de la coordenada 6, lo que nos permitira integrar directamente la parte derecha:
1 + sinh(yq(s))? .
kodL = —27 - tanh(y, o(8) ————227 sinh(y,
| = =2 tanb ) (g S s ()
La parte izquierda queda, aplicando la ecuacién de Gauss (2.30),
1 1
KgdA = —/ (1 + ||BE“'||2> dA=-Vol(Z§,,) — 7/ | B> ||2dA
Ea Ea 2 ’ 2 Ea
0,s0 0,s0 0,50
Reordenando,
1 1 + sinh(y,(s))?
- B¥||2dA = —Vol 27 - tanh(y, o(s) ——— e 4.41
5 1B = <Vol(Sg,) + 2n - tanh(y (s)uns) e @a)

0,s0

donde conocemos el valor de la parte izquierda de la ecuacidn (integral de la norma). En concreto sabemos que ésta

cumple [, [B¥|2dA < oo, por lo que el término de la derecha de la ecuacién también habrd de ser finito. Sin
0,s0

embargo, teniendo en cuenta que limg_, o ¥4 (s) = 00y que lim;_, o ¥/, (s) = 1, entonces,

1 + sinh(y,(s))?
Shﬁrglo 27 - tanh(ya(s))ya(s)’W =2 SILIISO 5 =00

por lo que el término Vol (X8 SO) tendra que ser suficientemente grande como para compensar. Para operar, sacaremos

en primera lugar factor comun:
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5 [ 1B 1PdA = 2m - anb(ya(s))ua)

,1 4 sinh(yq(s))? 1 Vol(¥§ 5,)

3 o inh(yg(s))2
sinh(ya(s)) 27 - tanh(ya(s))ya(s)’%

2

0,50

De esta manera, lo que buscamos es que el interior del paréntesis se anule. Es decir

Vol(xa
lim oU%G.s,) _ =1 (4.42)

s—00 . 1+sinh(yq (s))
=0 27 - tanh(yq(s))ya(s)’ ST E)

Para calcular el limite (4.42) vamos a descomponerlo en un producto de limites que nos facilite la tarea:

. Vol(%§ ;) . 27 (cosh(s) — 1) 4 4.43)
500 27(cosh(s) — 1) . s 14sinh(ye(s))2 :
27 - tanh(ya(s))ya(s) Sinh(ya ()

con la tnica condicién necesaria de que exista el limite del segundo término y no sea nulo. Para comprobarlo, vamos

a operarlo también:

27 (cosh(s)—1)

I 27 (cosh(s) — 1) _ 1 2m-tanh(ya (3))va ()’ 2RO  (cosh(s) — 1 (4.44)
sgnolo 27 - tanh ) 14sinh(y, (s))2 SLHolo cosh(s)—1 Slnh(y (5)) :
- tanh(ya($))¥a(5) =San gy o)) SInh(ya () ¢
donde, como siempre, han de existir los limites de sus dos componentes. En primer lugar,
cosh(s) — 1 ) e* 1
—_— = —_—— = 4.45
si{go sinh(ya (s)) siglo eYa(s) Ky (a) ( )
donde hemos aplicado la Proposicién 4.28. En segundo lugar,
27r(cosh(s)7l? §
I 2 tanh(ya ())y, () o e i sinh(yq(s)) B
Pl cosh(s)—1 = oo tanh(yq(s))y, (s) Ltsinh?(ya(s))
sinh(ya(s)) Ya\$))Ya Sinh(ya(s))
_ lim sinh?(y,(s)) ~ tim sinh?(y,(s)) (4.46)
s tanh(ya(s))ys(s) (1 + sinh?(ya(s))) == tanh(ya(s))ya(s) cosh®(ya(s))
tanh
— lim an /(ya(s)) :1
A )
Por tanto, volviendo a (4.44) tenemos que
lim 27 (cosh(s) — 1) 1
"= 2 - tanh(ya())yl (5) sy Kelo)
Sustituyendo en (4.43) tenemos que
: Vol(X5,) 1
im : . =1
s—oo 2m(cosh(s) — 1) Ka(a)
es decir,
: Vol(XGs)
lim = Ks(a) (4.47)

s—oo 27(cosh(s) — 1)
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Es ficil comprobar que Vol (X% () = 2 - Vol(%§ ;). Basta con ver que

2m s 2 s
Vol(X2, ) = / / Vdet(gs, )dtdd = 2/ / sinh(y,(t))dtdd = 2V ol (X ;)
0 J-s o Jo

por simetria de la funcién y, (s). De esta manera, la expresién (4.47) se convierte en

o Vol(32, )
1 71 3 = KQ(CL)
s=o0 2V ol(B; M%)

Es decir,

. VOl( Ta( S)(O)) .

como queriamos demostrar.

O
Recordemos que estdbamos buscando una estimacion del crecimiento del volumen, dada por
. VOl(DTa(S)(O))
im VOl( T4 (8) (O)) _ thHOO Vol(B_1 2)
s>oo Vol(B. 132) Vol(B\2)
(s) hms%oo Vo l(B—l 2)
Por la proposicién 4.3.16 tenemos:
Vol(B,(3)
lim A v =K - Ks(a)
s—oo Vol (Bs %)
y por la Proposicién 4.3.17,
Vol(D,, s (O
im YOO o, ()
s=oo  Vol(Bs ™)
Por tanto, podemos concluir que
Vol(D, @ 2 2
tim YO Prets }(2 ) _ € [ ,2) (4.49)
s20 Vol(B, () Ki(a,s) ~ | cosh(v/2)

Esto se puede resumir en el siguiente teorema:

Teorema 4.3.18. Sea 3, un elemento de la familia de catenoides esféricos {¥, : a € RT} inmersos en en espacio
hiperbélico H3. Sea {D$(O)}i=0 una exhaustion por bolas extrinsecas de la superficie centrada en el punto O =

(0,0,1) € H3. Sea B, L2 una bola métrica de radio t en H2. Entonces, el crecimiento del volumen de la superficie,

Vol(D{ (0))

definido como lim;_, Vol(B-T7)

se encuentra acotado de la siguiente manera:

Vol(D{(0))

(1) lim; o Vo l(B r2) € Losh(\f)’z)
)
)

(2) lim; o0 ‘\//Oll((lif_(g) < Js o | B> ||?dAs,
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Si ademads tenemos en cuenta el resultado de la Proposicién 4.3.2 podemos enunciar el siguiente teorema:

Teorema 4.3.19. Sea X, un elemento de la familia de catenoides esféricos {3, : a € RY} inmersos en H? y sea
p € H? un punto a una distancia R del O € H3. Sea {D(p)}i>0 una exhaustion por bolas extrinsecas de la

superficie centrada en el punto p. Entonces, el valor del crecimiento del volumen estard acotado como

. Vol(D%(0)) 2 —R 9,R
() limeeo 355513 € [cosh(@e »2e )
. Vol(D¢ (O a
2)  lime Wfﬁr}; < £ Js, |1B¥|?dAs,

donde R = dﬂg’ (p) con la distancia definida en la Proposicion 2.4.14.

Demostracion. Este resultado se deduce de la Proposicion 4.3.2, en la que se demuestra que el valor del crecimiento

del volumen depende de la distancia desde el centro de la exhaustién al punto considerado, en este caso el O € H?:

o VOUD; (102)) L Vol(D; (f)Z)) < lim Vol(D; (1(92))63
t—oo Vol(B, %) et T t=oo Vol(B; %) Tt Vol(By 7)

)

donde la distancia la calculamos como R = d%g' (p) segin la expresién dada en la Proposicién 2.4.14. O

Figure 4.5: Muestras de una exhaustién por bolas extrinsecas del catenoide esférico X ¢ — H? centrada en el punto

0 =(0,0,1).

Figure 4.6: Bola extrinseca de radio 2 centrada en el punto p = (1,0, 1) del catenoide esférico ¥; — H?.
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4.4 Conclusiones.

En este tltimo apartado hemos estudiado el comportamiento de la ecuaciéon de Chern-Osserman, que relaciona tres
importantes propiedades geométricas de las subvariedades, cuando la variedad ambiente es el espacio hiperbélico H?.
Para ello hemos utilizado el ejemplo de la familia de Catenoides Esféricos ¥, < H3. Los resultados obtenidos se

pueden resumir en:

(1) La Integral de la Norma no estd cuantizada (Proposicion 4.2.3):

1
[ 187 sz, ¢ w

a diferencia de lo que sucede cuando la variedad ambiente es euclidea.
(2) La Integral de la Norma va a infinito dentro de la familia de Catenoides Esféricos (Proposicion 4.2.1).

(3) La Integral de la Norma tiende a 2 (nimero de finales) cuando el pardmetro distintivo tiende a su valor minimo.

(Proposicion 4.2.5)

(4) EI Crecimiento del Volumen de una superficie inmersa en R™ es independiente del punto en el que centremos su

exhaustién por bolas extrinsecas. (Proposicion 4.3.1)

(5) El Crecimiento del Volumen de una superficie inmersa en H? no es independiente del punto en el que centremos
su exhaustion por bolas extrinsecas. (Proposicion 4.3.3)
(6) El crecimiento del volumen de la familia de superficies, definido como lim;_, o, %

pio diferentes valores segtin el punto p que se escoja como centro de las bolas extrinsecas D¢ (p). Estudiamos los dos

podria tomar en princi-

casos representativos:

(6.1) Cuando la exhaustién por bolas extrinsecas de la superficie se centra en el punto O = (0,0, 1) del espacio

hiperbdlico, el crecimiento del volumen toma valores acotados en el intervalo [m, 2) y nunca superiores al

valor de la Integral de la Norma (Teorema 4.3.29).
(6.2) El crecimiento del volumen de la familia de superficies, cuando la exhaustién por bolas extrinsecas de la

superficie se centra en un punto p del espacio hiperbdlico situado a una distancia R(p) = d]%s (p) del punto O =

2
cosh(+/2)

(0,0,1), estd acotada entre los valores [ ek QeR) y nunca superiores al valor de la Integral de la Norma

(Teorema 4.3.30):

. . . . L. 3
(6.3) Para cada valor del pardmetro a, podemos definir una distancia critica R, = d3 (p,) = In (% I, | B« ||2dAga) ,
de manera que todo punto que se encuentre a una distancia mayor (R(p) > R,) tendrad como cota superior 2¢%(?) y

todo punto que se encuentre a una distancia menor (R(p) < R,) tendrd como cota superior la integral de la norma.
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Por la Proposicion 4.2.3 podemos decir que

(7) El comportamiento de la ecuacién de Chern-Osserman sobre la familia de Catenoides Esféricos es muy similar a su
comportamiento en el espacio euclideo (es decir, se comporta casi como una igualdad) cuando el pardmetro a tiende a
su valor minimo.

(8) Ademads, por la Nota 4.2.3, podemos decir que existe un minimo para el valor de la Integral de 1a Norma en torno
a los valores 0.495 < a < 0.497. Este valor es muy similar a a >~ 0.4955, valor en el que, segin la Proposicién 4.8

del articulo de Bérard-Sa Earp, la superficie 3, pasaria de tener indice 1 a ser estable.

(9) Demostramos (Proposicion 3.5.2) que las parametrizaciones dadas por Mori ([Mor81]), doCarmo-Dajczer ([dCD83])

y Berard-SaEarp ([BSE10]) son equivalentes.

(10) De todo esto deducimos:

(i) Si la exhaustién estd centradaen O = (0,0,1) = VG(32,) # K(Z,).

(ii) Si la exhaustion estd centrada en p # O existe un intervalo D; del pardmetro a para el que VG(Z,), < 2 =

VG(Za)p # K(3a)

(iii) Si la exhaustion estd centrada en O = (0,0, 1) = puede haber igualdad en la ecuacién para un intervalo Do del

parametro a.

(iv) Si la exhaustion estd centrada en p # O puede existir la igualdad para todo valor del parametro a.
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