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Capitulo 1

Introduccion

En el afio 1821 Cauchy afirma en su libro Cours d’analyse [6] que si una funcién f : R? — R
es separadamente continua, entonces conjuntamente continua. Recordemos que f es separada-
mente continua si al fijar una de las dos componentes la funcion resultante es continua. Por otro
lado, se dice que f es conjuntamente continua si es continua en el sentido cldsico. La afirma-
cién realizada por Cauchy es incorrecta. Dicho error no se corrigiéo durante décadas. El primer
contraejemplo, debido a E. Heine, aparece en la primera edicién del libro de J. Thomae [49].
Otro ejemplo mas simple y conocido de una funcién separadamente continua que no es conjun-
tamente continua en un punto se recoge en el tratado de célculo de Genocchi y Peano [19] en
el ano 1884. La funcion se define:

2y sia? +y? #0;

—J z2+y?
[z, y) { 0 ,siz?+y2=0.

En 1899 Baire [3] demuestra que para cada funcién separadamente continua f : [0,1]x[0,1] — R
existe un conjunto residual de lineas paralelas a los ejes constituidas por puntos de continuidad
conjunta. Su trabajo establecio el siguiente problema general: encontrar las condiciones que han
de cumplir los espacios X, Y y Z para que toda funcién separadamente continua f : X xY — 7
sea conjuntamente continua en un subconjunto “sustancial” (en algin sentido topoldgico) de
X xY. Trabajos posteriores, que buscaban dar solucién a este problema, exigian que f estuviera
definida sobre un producto en el que al menos uno de los factores fuese un espacio metrizable
o verificase alguna condicién de numerabilidad.

En 1974 1. Namioka [33] prueba el siguiente resultado: si X es un espacio regular y numera-
blemente Cech-completo, Y un espacio compacto, Z un espacio métricoy f : X x Y — Z una
funcién separadamente continua, entonces existe un subconjunto A de X que es Gy y denso,
de manera que f es conjuntamente continua en cada punto de A x Y. Esa familia de espacios
incluye, entre otros, a los espacios Cech-completos, a los localmente compactos y a los comple-
tamente metrizables.

A raiz de este articulo muchos matematicos se vuelven a interesar por el estudio de los
problemas relativos a la continuidad separada y conjunta. El siguiente trabajo relevante se
debe a J.P.R. Christensen [8] en el ano 1981, en el cual se extiende el resultado de Namioka a
una clase méas amplia de espacios que vienen definidos en términos de juegos topoldgicos. El
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juego basico sobre el que se asientan el resto de juegos es el conocido juego de Choquet (también
llamado juego de Banach-Mazur) sobre un espacio topolégico X. El juego de Choquet sobre X,
que denotamos por J(X), se define como sigue:

Dos jugadores, 5y «, van eligiendo alternadamente los abiertos no vacios de X, {V,, : n € w}
y {U, : n € w}, cumpliendo las siguientes condiciones:

- [ empieza escogiendo un abierto V; no vacio arbitrario.

- Una vez el jugador 8 ha elegido el abierto V,, el jugador « escoge un abierto U, no vacio
contenido en V,,.

- Una vez el jugador a ha elegido el abierto U, el jugador  escoge un abierto V,, no vacio
contenido en U,.

Se dice que el jugador o gana la partida si ﬂ U, # 0. Siguiendo la terminologia de Choquet [7],

se dice que un espacio topologico es (- desfavorable si el jugador [ no posee ninguna estrategia
ganadora en X.

Sean X e Y espacio topolégicos, utilizando una terminologia introducida por G. Debs [12],
denotamos por N (X,Y) la siguiente propiedad: para cualquier aplicacién separadamente con-
tinua f : X XY — [—1,1] existe un subconjunto U C X, que es G5 y denso tal que f es
conjuntamente continua en cada punto de U x Y. Christensen [8] demostré que la definicién
de la clase de espacios de Namioka es equivalente a la que resulta reemplazando el espacio de
llegada [—1, 1] por cualquier espacio métrico. Se dice que un espacio topolégico X es un espacio
de Namioka si se verifica la propiedad N (X,Y") para cualquier espacio compacto Y. La nocién
de espacio de Namioka fue introducida por J.P.R. Christensen en [8].

J. Saint-Raymond [43] caracteriza los espacios de Baire en términos de juegos topoldgicos:
Teorema 1.0.1 Un espacio topoldogico X es un espacio de Baire si y solo si es f-desfavorable.
Ademas, también generaliza el juego de Choquet para probar los siguientes resultados:

Teorema 1.0.2 Sea X un espacio de Namioka completamente reqular. Entonces X es un es-
pacio de Baire.

Teorema 1.0.3 Sea X un espacio de Baire separable. Entonces X es un espacio de Namioka.

Teorema 1.0.4 Sea X un espacio metrizable. Entonces X es un espacio de Namioka si y solo
st X es un espacio de Baire.

En otra direccién diferente también son objeto de estudio los espacios topolégicos Y que
verifican la condicién N (X,Y) para cualquier espacio X de Baire. Dichos espacios se cono-
cen como espacios co-Namioka. Al igual que para la clase de espacios de Namioka, Namioka y
Pol [34] demuestran que la definicién de la clase de espacios co-Namioka es equivalente a la que
resulta cuando se reemplaza el espacio de llegada [—1, 1] por cualquier espacio métrico.



Talagrand [47] demuestra en 1979 que cada espacio de Baire con un subconjunto K, y den-
so es de Namioka. En 1986 Debs [11] mejora el resultado de Talagrand demostrando que todo
espacio de Baire con un subconjunto k-analitico y denso es de Namioka. En 1996 Namioka y
Pol [35] demuestran que todo espacio completamente regular con un subespacio denso Cech-
completo es de Namioka. Rybakov [42] en 2001 fortalece el resultado probando que todo espacio
de Baire con un subconjunto k-numerablente determinado y denso es de Namioka.

Los primeros resultados sobre la clase de los espacios co-Namioka se remontan a 1972, cuan-
do Feiock demuestra que contiene a los compactos metrizables. En 1984 [13] Deville demuestra
que los compactos de Eberlein son espacios co-Namioka y en 1986 Debs [12] mejora el resultado
probando que todos los compactos de Corson son espacios co-Namioka. El mismo ano también
prueba que los espacios compactos X tales que C'(X) es k-analitico son co-Namioka, resultado
que engloba a los compactos de Eberlein. Otra mejora se obtiene en 1992 cuando Deville y Go-
defroy [14] demuestran que las imagenes continuas de los compactos de Valdivia son espacios
co-Namioka, hecho que implica que los compactos diddicos (iméagenes continuas de {0,1}) y
los grupos topoldgicos compactos sean espacios co-Namioka.

Sea X un espacio topolégico, denotamos por C(X) el espacio de funciones continuas de
X en R. Escribimos C,(X) para denotar a dicho espacio equipado con la topologia de la con-
vergencia puntal y C,(X) si la equipamos con la topologia de la convergencia uniforme (para
maés informacién, véase el apartado A.1.1 del apéndice). De manera general a partir de una
funcién f: X x Y — R continua en la segunda variable, podemos construir una nueva funcién
¢ : X — C,(Y) definida como ®(x) = f,. Reciprocamente, dada una funcién @ : X — C,(Y)
se puede obtener otra funcién f : X x Y — R continua en la segunda variable definida como
f(z,y) = ®(x)(y). Obsérvese que f es separadamente continua si y sélo si ® es continua con la
topologia puntual. Ademés, si Y es compacto, ® es continua en la norma supremo de C(Y) siy
sélo si f es continua (véase . Por tanto, la propiedad N (X,Y") cuando Y es compacto se
puede enunciar también de la siguiente manera: para cualquier aplicaciéon ® : X — C(K) con-
tinua con la topologia de la convergencia puntual y acotada, existe un subconjunto U C que es
G y denso tal que ® es continua en la topologia de la convergencia uniforme en cada punto de U.

Este punto de vista conecta con el estudio de las funciones f : X — Y, donde Y es un
espacio métrico, que en presencia de la propiedad de Baire en X permitan asegurar que el
conjunto de puntos de continuidad de f es un G4 y denso.

Sea f : X — Y una funcién definida en un espacio topoldgico X que toma valores en un
espacio métrico Y. Se dice que f tiene la propiedad del punto de continuidad si para cada
cerrado F' C X la restricciéon f|r de f sobre F' tiene un punto de continuidad. Este tipo de
funciones también se conocen como barely continuas [31]. Se dice que f es fragmentable si para
todo € > 0 y todo subconjunto no vacio (equivalentemente, cerrado no vacio) A de X, existe un
abierto no vacio U relativo a A tal que diam(f(U)) < e. Nétese que toda funcién con la propie-
dad del punto de continuidad es fragmentable. La implicacién inversa se cumple cuando X es
un espacio hereditariamente de Baire (i.e. todo subespacio cerrado de X es un espacio de Baire).

Por otra parte, se dice que f es casi-continua [28] si para todo € > 0, todo z € X y todo
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entorno abierto U de x existe un abierto no vacio V tal que V- C U y diam(f(V)) < e. Es fécil
ver que si f|p es casi-continua para todo F' C X cerrado, la funcién es casi-continua. Como
podemos ver en la proposicién [£.1.7] si X es un espacio de Baire, f es casi-continua si y sélo si
el conjunto de puntos de continuidad de f es un G5 y denso.

El estudio de las funciones de la primera clase de Baire, definidas como limites puntuales
de sucesiones convergentes de funciones continuas, y cuyo conjunto denotamos por Bi(X), se
inicié en 1899 cuando R. Baire las introdujo en [3]|. En dicho articulo prueba que toda funcién
de la primera clase de Baire f : X — R, para X métrico completo, posee la propiedad del
punto de continuidad.

Siguiendo la idea de la demostracién de Stegall (teorema 3 en [46]) se obtiene que toda
funcién fragmentable f : X — FE, donde X es un espacio perfectamente paracompacto y F
es un espacio normado, es de la primera clase de Baire. Por tanto, si X es un espacio métrico
completo, una funciéon f : X — R es de la primera clase de Baire si y sélo si es fragmentable.

Siguiendo la nomenclatura introducida por J.E. Jayne y C.A. Rogers en [26] se dice que
un espacio topolégico (X, T) estd fragmentado por una (pseudo)métrica p en X si para cada
subconjunto A de X no vacio y para cada € > 0 existe un subconjunto U de X abierto para
la topologia 7 tal que U N A # () y p-diam(U N A) < e. Existe una dualidad entre la equi-
fragmentabilidad de una familia de funciones y la fragmentabilidad del dominio. Sea X un
espacio topolégico, (Y, d) un espacio métrico y F = {f; : X — Y },c; una familia de funcio-
nes, se tiene que F es equi-fragmentable si y sélo si X esta fragmentado por la pseudométrica
p(z, x') := sup{d(f;(x), fi(z")) : i € I} para cada z,2" € X.

Sea X un espacio compacto, se sigue del teorema de Namioka que todo subconjunto t,(X)-
Cech-completo de C,(X) estd framentado por la norma supremo.

Sea X un espacio topolégico, D C C(X) y K = ERX. Talagrand [47] en 1979 demuestra
que si X es t,(D)-compacto y t,(K)-k-analitico, entonces X estd fragmentado por la norma de
C(K). En el mismo articulo conjetura que se cumple el mismo resultado para el caso en que
el subconjunto sea t,(K)-Lindelof en lugar de ¢,(K)-k-analitico. Dicho resultado lo prueban B.
Cascales, I. Namioka y G. Vera en [5].

e Descripcién del trabajo realizado:

El objetivo de esta memoria es el estudio del teorema de Namioka y algunas de las muchas
extensiones de este resultado fundamental en el andlisis funcional. Aunque la mayor parte de
nuestro trabajo ha consistido en la recopilacion y puesta en relacién de una buena parte de la
literatura matematica sobre el tema, en la memoria se presentan también algunos resultados
originales obtenidos durante su realizacion.

A continuacién sigue un resumen de cada uno de los capitulos del trabajo:



Capitulo 2: En este capitulo se presentan unos resultados basicos e historicos que nos
seran utiles para el desarrollo de los siguientes capitulos. Empezamos con una generalizacion
del teorema de Grothendieck realizada por M. O. Asanov y N. V. Velichko [2]| y posteriormente
se presenta una adaptacion del resultado considerando X k-espacio en vez de numerablemente
compacto. También se constata, con ayuda de un contraejemplo, que, en general, no se puede
generalizar el teorema para el caso en que X sea un espacio pseudocompacto.

En el siguiente apartado introducimos la nociéon de compacto de Eberlein y compacto de
Corson, una familia de compactos méas amplia que contiene a los compactos de Eberlein. De-
mostramos el teorema de Preiss-Simon [36], el cual nos asegura que todo subespacio pseudo-
compacto de un Eberlein compacto es un espacio compacto. Posteriormente, vemos que todos
los compactos de Corson son espacios co-Namioka.

Por ltimo, definimos la nocién de espacio topoldgico angélico. Analizamos para qué tipo
de espacios X el espacio de funciones C,(X) es angélico y probamos el teorema de Haydon [24],
resultado que nos asegura que si X es un espacio pseudocompacto entonces los subespacios
compactos de C,(X) y de C,(5X) coinciden.

Finalmente, siguiendo los resultados de Roshental [41] y de Bourgain, Fremlin y Tala-
grand 4] vemos que si el espacio X es polaco, entonces el espacio de funciones By (X) es angélico.

Capitulo 3: Empezamos el capitulo con una prueba més breve del teorema de Namioka
realizada por Hansel y Troallic |23] y la extension al caso en que X sea un producto X; x...x X,
de espacios Cech-completos v que f sea separadamente continua en X; X ... x X,, x Y, donde
Y es un espacio compacto.

A continuacién, nos centramos en buscar para qué espacios se cumple la propiedad N (X,Y)
cuando el espacio Y es pseudocompacto.

Capitulo 4: Empezamos enlazando los resultados sobre los espacios de Namioka y la frag-
mentabilidad de la siguiente manera: un conjunto de funciones Y C C,(X, M) compacto es
fragmentable si la propiedad que hace que el espacio X sea espacio de Namioka es hereditaria
por subconjuntos cerrados.

Posteriormente, basindonos en una demostracion de Stegall [46] vemos que una funcién
f X — R es de la primera clase de Baire si y s6lo si es fragmentable.

A continuacién introducimos el teorema de Corson y Glicksberg, resultado que nos ayudara a
caracterizar cuando un subconjunto de C(X, M), con X métrico y compacto y M métrico, es
fragmentable. Vemos algunos casos de subconjuntos que son fragmentables y nos centramos en
analizar para qué subconjuntos se cumple el resultado pero con X tunicamente compacto. En
este sentido, vemos la prueba del teorema de Talagrand y presentamos un teorema de simplifi-
cacién que nos indicara para qué casos podemos rebajar las hipotesis de los resultados obtenidos
con X métrico y compacto a X compacto. Este resultado de simplificacién se empleara en la
prueba del Teorema de Namioka, Cascales y Vera, el cual generaliza el teorema de Talagrand.

Terminamos la memoria con un apéndice en el que recogemos algunas definiciones y resul-
tados topoldgicos que se emplean en el desarrollo del trabajo.






Capitulo 2

Resultados iniciales

El primer capitulo estd dedicado a la demostracion de algunos resultados bésicos e historicos
que mas adelante nos seran tutiles. En el primer apartado presentamos una generalizacién del
teorema de Grothendieck realizada por M. O. Asanov y N. V. Velichko. Recordemos que el
teorema de Grothendieck [22] nos asegura que dado un espacio X numerablemente compacto y
A C Cy(X) un subespacio numerablemente compacto se tiene que la clausura de A en C,(X)
es compacta. La generalizacién debilita las propiedades del subconjunto A de C,(X) exigiendo
que sea un subconjunto acotado de C,(X).

En el segundo apartado definimos el término de compacto de Eberlein, y una familia de com-
pactos que los contienen, los compactos de Corson. A continuacién probamos el teorema de
Preiss-Simon [36], el cual nos asegura que todo subespacio pseudocompacto de un Eberlein
compacto es un espacio compacto. Finalmente vemos que todos los compactos de Corson son
espacios co-Namioka, y por ende también los compactos de Eberlein.

En el tercer apartado, presentamos el concepto de espacio angélico para posteriormente demos-
trar algunos casos en los que los espacios de funciones C,(X) y B;(X) son espacios angélicos.
Respecto al primer espacio de funciones, vemos el teorema de Pryce, resultado que nos pro-
porciona una familia de espacios X para los que C,(X) es angélico. Ademds, presentamos el
teorema de Haydon, que nos asegura que si X es un espacio pseudocompacto, entonces los
subespacios compactos de C,(X) y de C,(8X) coinciden. Respecto al segundo espacio de fun-
ciones probamos que si X es polaco, entonces By (X) es angélico.

2.1. El teorema de Grothendieck

Para probar el teorema necesitamos los siguientes resultados:

Proposicion 2.1.1 5i X es un espacio normal todo subespacio cerrado y acotado de X es
pseudocompacto.

Proposicion 2.1.2 Todo espacio de Hausdorff paracompacto X es normal.

Para espacios paracompactos la pseudocompacidad es equivalente a la compacidad. Por
tanto se tiene:
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Proposicion 2.1.3 En un espacio paracompacto todo conjunto cerrado y acotado es compacto.

Proposicion 2.1.4 Sea A C X un conjunto acotado en X y sea f : X — Y una aplicacion
continua. Entonces f(A) es un conjunto acotado en'Y

Sea X un espacio topolégico e Y un subconjunto de X, denotamos por my a las aplica-
ciones restriccion R — RY y C,(X) — C,(Y), definidas por 7y (f) = f|y (véase el apartado
A.1.3. que se encuentra en el apéndice). El subespacio 7y (C,(X)) C C,(Y') lo denotaremos por
Co(Y]X). Sea A C Cy(X), definimos el subespacio A|Y = my(A) = {f|y : f € A} del espacio
Cp(Y|X).

Lema 2.1.5 Sea X un espacio, F' un conjunto acotado en C,(X) €Y un subespacio numerable
de X. Denotamos por Cy la clausura del conjunto F|Y = {fly : f € F} en Cp(Y).
Entonces Cy es compacto y, por tanto, cerrado en el espacio C,(Y) C RY.

Demostracién. La aplicacién restriccién my @ Cp(X) — C,(Y), en la cual cada f € Cp(X) es
enviada a f|y, es continua y se tiene que Ty (F) = F|Y, véase (A.1.14). Por la proposicién
el conjunto F|Y estd acotado en C,(Y). Pero como C,(Y) C RY y RY es un espacio con una
base numerable, ya que Y es numerable, se sigue que C,(Y") es paracompacto. Por consiguiente,
por la proposicién 2.1.3] Cy es compacto. [J

Veamos la generalizacion del teorema de Grothendieck:

Teorema 2.1.6_(Asanov y Velichko) Si X es un espacio numerablemente compacto, enton-
ces la clausura F' en Cp(X) de cualquier conjunto F acotado en Cy(X) es compacto en Cp(X).

Demostracién. El conjunto F' es puntualmente acotado, i.e. Vo € X el conjunto {f(z): f € F'}
es acotado en R. De hecho, si no lo fuera, existiria un x € X tal que la aplicaciéon continua
(vedse proposicién [A.1.12)) g, : Cp(X) — R definida por g,(f) = f(z) no serfa acotada sobre
F', lo cual es una contradiccion.

Dado z € X, tomamos B, = {f(z) : f € F'}. Entonces B, es compacto, y como F C [[{B; :
€ X} C R¥, por el Teorema de Tychonoff se tiene que [ {B, : € X} es compacto. Luego
la clausura de F' en RX es compacta. La llamaremos P. Basta probar que P C C,(X) para
finalizar la demostracién.

Supongamos que P\ C,(X) # 0 y fijemos f € P\ C,(X). Entonces f : X — R no es una
aplicacién continua y, por tanto, existe un punto 2* € X y un conjunto A C X tales que 2* € A
pero f(z*) & f(A). Tomamos U, G C R abiertos tales que f(z*) € U, f(A) C G,y UNG = .
A continuacién se construye una sucesion {z,, : n € w} de puntos de A, una sucesién {V,, : n € w}
de conjuntos abiertos en X y una sucesion {f, : n € w} de elementos de F', tales que para todo
necw:

(0) x* € Vy;
(1) Va1 C Vi
(2) fu(Va) CU;
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<3> fnJrl(xi) € G7 pa’rai: 17"'7”‘;
(4) x, € V,.

Como f pertenece a la clausura de F'y f(z*) € U, existe f; € F tal que fi(z*) € U. To-
mamos Vi = f;(U). Entonces se tiene que z* € V; y V; es abierto. Dado que 2* € A podemos
elegir z; € V) N A. Existe f, € F tal que fo(2*) € Uy fo(z1) € G. Tomamos Vy C f, 1(U) tal
que Vo C V4 y consideramos =, € Vo N A. Continuando la construccién de la misma manera
para cada n € w conseguimos las sucesiones que buscamos.

Como X es numerablemente compacto, la sucesién {z, : n € w} posee un punto de acumu-
lacién zo, € X. Ademds, zo, € C = ({V,:n € w}. En efecto, por (2) se tiene que C' =
N {Vn ‘n € w}. Por las propiedades (1) y (4) se sigue que x; € V,, para todo i > n. Luego
Too € V,, para todo n € w, vy s € C.

Tenemos que f,(2o) € fu({Va:new}) C fu(Vh) C U. Consideramos Y = {zr} U
{z, :n€w}y g, = fuly para todo n € w. Entonces por el lema la clausura del con-
junto {g, : n € w} en Cp(Y) es compacta. Por tanto, existe una funcién limite g € C,(Y") de
la sucesion {g, : n € w}. Como g,(x;) = fu(x;) € G para i > n (por (4) y (1)), se tiene que
g(7;) € G para todo i € w. Consecuentemente, g(7,) € G.

Por otro lado, ¢, (2s) = fn(2s) € U implica que g(z+) € U, obteniendo que g(z,) € UNG =
(). Llegamos asi a una contradiccién. [

En particular, el teorema implica que se cumpla el siguiente resultado:

Corolario 2.1.7 Si X es un espacio numerablemente compacto, entonces todo subespacio pseu-
docompacto cerrado de Cy(X) es compacto.

También, como corolario del teorema, se sigue el resultado cldsico de Grothendieck.

Corolario 2.1.8 (Teorema de Grothendieck) Sea X es un espacio numerablemente com-
pacto y A C Cp(X) un conjunto numerablemente compato en C,(X). Entonces la clausura de
A en Cp(X) es compacta.

Nota 2.1.9 D. B. Shakhmatov [{4)] construye un espacio X pseudocompacto tal que Cp(X)
contiene un subespacio pseudocompacto (y por tanto acotado) que no es compacto. Luego el
teorema de Grothendieck no se puede generalizar a espacios pseudocompactos.

Para dicha construccién es necesario el siguiente lema:

Lema 2.1.10 Sea X un subespacio denso del cubo de Tychonoff I*. Entonces X es pseudo-
compacto si y solo si mg(X) = IP para todo subconjunto B C A numerable.

Demostracién. (=) Sea B C A numerable. Como la aplicacién 75 es continua y X es pseudo-
compacto se tiene que m5(X) es pseudocompacto. Por ser I® metrizable se sigue que m5(X) es
compacto. Dado que 7p(X) es denso en IZ se llega a que mp(X) = I5.

(<) Sea f: X — R una funcién continua. Como X es denso en 4, por el teorema II de
Mazur en [30], existe un subconjunto numerable B de A y una funcién continua g : 75(X) — R
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tal que f = g o m|x. La funcién g, al ser continua sobre el espacio compacto mz(X) =I5, es
acotada. Por consiguiente, f es acotada. [J

Construccion: Denotamos por M al minimo conjunto bien ordenado con cardinal 2% y

sea IM = TJ I, el cubo de Tychonoff de peso 2%.
aeM

Sea G = {x € IM: |{a € M : m,(x) # 0} < R} € IM. Se tiene que |G| = 2% = |M]|.
Escogemos {g, : @ € M} una enumeracién de los elementos de G tales que [{o € M : g =
go}| = 2% para todo g € G. Sea & = {A C M : |A| < Ng}. Se tiene que |E] = 2%, Elegimos
una enumeracién {Ag : f € M} de elementos de &£, razonando de forma similar a la anterior,
tales que |[{8 € M : A = Ag}| = 2%.

Para cada o € M fijamos un punto z, € I definido por:

T(ga) sty <o
Ty (20) = 1 ,sivy>a,ac Ay
0 ,siy>a,ad A,

Definimos el espacio X = {x, : « € M} C I™. Veamos que para todo subconjunto numerable
B de M tenemos que mp(X) = IZ. De esta manera, por el lema anterior, probamos que X es
pseudocompacto. Sea g € I arbitrario. Existe un o > sup{d : § € B} tal que ¢ = 75(ga)
(existe por la enumeracién de G escogida). Por construccién, mp(x,) = g.

Veamos que los subconjuntos numerables de X son cerrados y C°-sumergibles. Para ello, vea-

M
mos que dado B C M numerable el conjunto {z, : « € B}  es homeomorfo a fw. Basta ver
I]W

que dados M, My C M numerables tales que M; N My = ) se tiene que {z, : o € My} N
M

{24 € Mg}[ =0.

Existe 6 € M tal que 6 > sup(M; U M) y Ag = M, (existe por la enumeracion de £ escogida).
Entonces my(z,) = 1si a € My y mp(x,) = 0si a« € M,. Por tanto, los conjuntos {z, : o € M;}
v {ro : @ € My} estdn funcionalmente separados en ™. También se ha probado que todo
subconjunto numerable de X es cerrado en X.

Veamos que para todo subconjunto numerable A C X y toda funcién f: A — I, f se puede
extender a una funcién continua sobre X que toma valores reales. Dado A C X existe un
subconjunto B de M tal que A = {z, : « € B}. Dado que f € C,({x, : « € B},I) = I?, como
P = {z, : a € B} es homeomorfo a fw, existe una funcién fo € C,(P, I) tal que f0|${a}:a63 =f.

Claramente, existe una funcién f; € C,(IM T) tal que filp = fo. Luego f = fi|X es la funcién
que buscamos.

Veamos que la bola unidad V; = C,(X, I) en C,(X) es pseudocompacta. Como V; es denso en
I y C,(B,I) = IP para todo subconjunto numerable B C X se sigue que 75(V;) = I® para
todo subconjunto numerable B C X. Por el lema anterior obtenemos que V; es pseudocompacto.

Definicién 2.1.11 Decimos que X es un p-espacio si la clausura de todo subconjunto acotado
de X es compacta.

Por el teorema principal de este apartado sabemos que si X es numerablemente compacto,
entonces Cp,(X) es un p-espacio.
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Definicién 2.1.12 Decimos que X es un espacio numerablemente pseudocompacto si
para todo subconjunto numerable B de X existe un subconjunto numerable A de X tal que

B C ZX Y ZX es pseudocompacto.

Notemos que los espacios numerablemente compactos y los pseudocompactos separables
son espacios numerablemente pseudocompactos, y que todo espacio numerablemente pseudo-
compacto es pseudocompacto. Por [25] se tiene que si X es numerablemente pseudocompacto,
entonces Cp,(X) es un p-espacio:

Veamos que si X es un k-espacio se sigue que C,(X) es un p-espacio (para recordar la defi-
nicién de k-espacio véase el apartado A.4. del apéndice). Para ello necesitamos el siguiente lema:

Lema 2.1.13 Si X es un k-espacio e Y un espacio topoldgico, entonces f € Y™ es continua
sty solo si f|k es continua para todo K C X compacto.

Demostracién. (=) Inmediato.

(<) Tomemos K C X compacto y C' C Y cerrado, entonces f~(C) N K = (f|x) (C) es
cerrado. Luego f es continua, ya que X es un k-espacio. [

Veamos ahora la generalizacion del teorema de Grothendieck a los k-espacios.
Corolario 2.1.14 Si X es un k-espacio, entonces C,(X) es un p-espacio.

Demostracién. Sea F' C C,(X) acotado. Siguiendo de manera idéntica el primer parrafo de la
X

—RX I
demostracion del teorema [2.1.6| se llega a que F * es compacto en R¥. Veamos que F * e
Cp(X).
Para ello razonamos por reduccién al absurdo, supongamos que existe f € R¥ no continua tal

—mwX
que f € F *" Como X es un k-espacio, dado Y C X compacto, por el lema anterior se tiene
que fly & Cp(Y]X).
Notemos que C,(K|X) = C,(K) para todo K C X compacto, ya que toda funcién real definida
en un compacto K se puede extender a una funcién continua en X.
Como 7y es continua se tiene que F|Y = my (F) es acotado en C,(Y|X) = C,(Y). Ademss,
—pX — __RY
dado que f € F , por la continuidad de 7y se obtiene que f|y € F|Y .
———Cp(Y[X Y
Entonces por el teorema 2.1.6f D = F|Y v
—nY
D" cC,(Y|X).
RY
Como fly € FIY  C D, se obtiene que fly € C,(Y[X), lo cual es una contradiccién. [J

—R .
es compacto. Como D = D, se tiene que

2.2. Algunas propiedades de los compactos de Eberlein
y de Corson

Definicién 2.2.1 Un compacto F' se dice Eberlein compacto si existe un compacto X tal
que F' es homeomorfo a un subespacio de C,(X).
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Lindenstrauss [29] presenta la siguiente caracterizaciéon de Compacto de Eberlein:

Proposicién 2.2.2 Un espacio de Hausdorff compacto X es Eberlein compacto si X puede ser
sumergido en algin cubo [0,1]" de manera que para todo x € X y para todo € > 0 el conjunto

{v €T |x(y) > €} es finito.

Definicién 2.2.3 Un espacio de Hausdorff compacto X se dice que es Corson compacto
si X puede ser sumergido en algin cubo [0,1]" de manera que para todo v € X el conjunto
{y €T :x(y) >0} es numerable.

Notemos que por definicién todo espacio Eberlein compacto es Corson compacto.

2.2.1. El teorema de Preiss-Simon

Veamos que la definicién de compacto de Eberlein es equivalente a la caracterizacion que
da Roshental [40]. Para ello necesitamos la siguiente definicién:

Definicién 2.2.4 Decimos que A es una familia punto-finita si para cada x € X se tiene
HAe A:x € A} < w.

Teorema 2.2.5 Un espacio de Hausdorff compacto X es un Eberlein compacto si y solo si X
admite una coleccion numerable de familias punto-finita de conjuntos cocero que separan los
puntos de X.

Demostracién. (=) Supongamos que X C [0,1]" es un Eberlein compacto.

Definimos Cj,, = 7 ! G j%, % D N X, donde 7, es la proyeccién en 7. Definimos también:

on = {Cjynlji=3.4,...,n+1,vel}

e = U{(pn|n:2,3,4,...}.

Notemos que los C},, son conjuntos cocero. Veamos que la familia ¢, es punto finita. Su-
pongamos lo contrario. Si # € X pertenece a una cantidad infinita de C;,, € ¢,, entonces
debe haber una cantidad infinita de indices v tales que z(vy) > 1/n. Contradiccién, por ser X
Eberlein compacto.

Veamos que la familia ¢ separa los puntos de X. Sean z,y € X tales que z # y. Entonces
z(y) # y(7) para algin v € I'. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que () < y(v). Pode-
mos encontrar n € w tal que se cumplan las dos siguientes desigualdades: | y(v) — z(vy) |> 2/n,
y(y) > 1/n. Existe un j € w tal que y € Cj, . Notemos que = & C; , ,,, ya que en caso contrario

y(v) —x(y) <j/n =G =2)/n=2/n

(<) Sea p = (J{yn | n € w} la familia de conjuntos cocero que separan los puntos de X
con cada ¢, punto-finita. Para cada C' € ¢, existe una aplicacién continua fo : X — [0, 1] tal

que fo(X) C [0,1/n], C'= fo'(10,1]) y X\ C = fc'(0).
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Consideramos la aplicacién ¢ : X — [0, 1] definida por ¥(x) = {fc(z) | C' € ¢}. Notemos que
¥ es continua, dado que cada fo es continua. Veamos que 9 es inyectiva. Sean z,y € X tales
que ¥(z) = ¥(y), entonces fc(z) = fo(y) para todo C' € ¢, ello implica que x,y € f5'(A)
para el mismo A, donde éste es ]0,1] 6 {0} para todo C' € ¢, es decir, que tanto x como y
pertenecen a C' 6 a X \ C para cada uno de los C' € ¢, pero esto sélo se cumple si x = y, ya
que ¢ separa los puntos de X. Como tanto el dominio como la imagen de 1 son espacios de
Hausdorff compactos se tiene que ¥ es un embebimiento.

Sean x € X y € > 0 arbitrarios, tomamos y = ¢ (z) y 1 <n € w tal que e > 1/n.

La familia B ={C | C € py Ups U ... Up,,z € ¢} es finita, ya que cada y; es punto-finita.
Tomamos C € ¢ \ B. Si C € ¢; para i < n, entonces y(C) = fo(z) = 0, ya que x ¢ C. Si
C € p; para i > n, entonces y(C) = fo(z) <1/i<1/n<e. O

Para demostrar el teorema de Preiss-Simon necesitamos los siguiente resultados:

Proposicién 2.2.6 Sea X C [0,1]" Eberlein compacto y x € X. Entonces, existe un embebi-
miento ¢ de X en algin cubo [0,1] tal que ¥(X) es Eberlein compacto y ¢(x)(8) = 0 para
todo 0 € A.

Demostracién. Consideramos A = I"x {0, 1}. Definimos el embebimiento 1) como sigue: ¢ (y) =
2 donde 2(77 O) = mc’wc{y('y) - 1‘(")/), 0}7 2(77 1) = mdx{x(fy) o y(’}/)a 0}

Es facil ver que ¢(x)(y,i) = 0 para todo v € I y para todo i € {0, 1}.

Notemos que ¥(y)(v,7) < z(vy) + y(v), para i = 0,1. Sean y € X y € > 0 arbitrarios, tenemos
que ver que {J € A : ¢(y)(d) > €} es finito. Notemos que si y = z ya se cumple, suponemos
que y # x. Para i = 0:

[y el v@)(,0) > ef [=[{y e Try(y) —z(7) > ep [S]{v e T:y() > e} [<w.
Anélogamente, para ¢ = 1 se tiene que | {(,7) € I' x {0,1} : &(y)(7y,i) > €} |[< w. O

Lema 2.2.7 Sea X C [0,1)" un Eberlein compacto, ) # A C X y e > 0. Entonces eziste un
conjunto finito F(A,e) C T, con las propiedades siguientes:

(a) El conjunto {x € A:~v € F(A,e) = x(y) > €} es no vacio.

(b) Si para v € A, se tiene x(y) > € para todo v € F(A,€), entonces x(y) < € siempre que
7€ F(Ae).

Demostracion. Probaremos el lema por reduccion al absurdo. Supongamos que para todo F' C T’
finito tal que satisface (a) no satisface (b).

Si esto ocurre, se puede construir inductivamente una sucesién estrictamente creciente de con-
junto finitos de I', F} ; F ;Cé ..., tales que para cada n € w el conjunto {z € A: vy € F, =
x(y) > €} es no vacio.

Para cada n € w consideramos K, = {z € [0,1]" : v € F,, = z(y) > ¢}. Notemos que para
todon € w, K, N X # (. Como {K,, : n € w} es una sucesién decreciente de subconjuntos
compactos de [0,1]1 (cerrados de [0,1]", que es compacto por el teorema de Tychonoff) y X
es compacto, entonces existe un punto y € X N (] K,, ya que {X N K,, : n € w} posee la

new
propiedad de la interseccién finita. Pero se tendria que y() > € para infinitos indices v de T',

lo cual es una contradiccion por ser X Eberlein compacto. [
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Teorema 2.2.8 Sea X un FEberlein compacto y x un punto no aislado de X. Entonces existe
una sucesion de conjuntos abiertos {U, :n € w} en X que converge a x.

Demostracion. Segun la proposicion podemos suponer que X C [0,1]' y z(y) = 0 para
todo v € I'. Para cada n € w deﬁnlmos de manera inductiva un conjunto de 1ndlces F,, finito,
un entorno abierto V,, de x y un subconjunto abierto U, de X de la siguiente manera:

Para n = 1 definimos F}, =0, U; =V, = X.

Sea 1 < n € wy supongamos que Fy, Up v Vi, ya han sido definidos para todo k =1,2,...,n—1.

Definimos V,, = {y € X : 7y € UF = y(vy) < 1/n}.

Por el lema existe un conjunto finito F,, = F(V,,,1/n) C T con las propiedades (a) y (b).

n—1

Notemos que F, [ (U F) =0.

Definimos U,, = {y € V,, : v € F,, = y(y) > 1/n}. Notemos que U, es abierto.
Veamos que {U, : n € w} converge a z. Sea W un entorno de x. Entonces existe un numero
natural n y un conjunto finito D de indices tales que:

Wo={yeX:vyeD=y(y) <1l/n} CW.

Como D es finito y los F), son disjuntos, existe un m € w, m > n, tal que F;, N D = () para
todo k > m. Sean k > m, y € Uy, v € D. Como y € Vi, y v € F}, aplicando el apartado (b) del
lema anterior obtenemos que y(v) < 1/k <1/m < 1/n. Por tanto, y € Wy, C W. O

Corolario 2.2.9 (Preiss-Simon) Un subespacio pseudocompacto de un Eberlein compacto es
cerrado vy, por tanto, Eberlein compacto.

Demostracion. Supongamos lo contrario. Sea Y C X un subconjunto pseudocompacto tal que
Y4XyY =X.

Por el teorema existe una sucesion {U,, } de conjuntos abiertos que converge a un punto de
X\Y. Para cadan € w tomamos un punto z,, € U,NY # (). Consideramos U = X \{x, : n € w}.
Entonces tenemos que {U, NY :n € w}J{U NY} es un recubrimiento infinito por abiertos
localmente finito sobre Y. Como Y es pseudocompacto, por la proposicién [A.8.7 llegamos a
una contradiccién. [J

Una consecuencia del resultado de Preiss-Simon es que todo espacio Eberlein-compacto es
fuertemente Fréchet y por consiguiente, es Fréchet:

Definicién 2.2.10 Un espacio topologico X se dice que es Fréchet, si para cada A C X
yx € A\ A existe una sucesion {x,} de puntos de A que converge a x. Se dice que X es
fuertemente Fréchet si para cada A C X yx € A\ A existe una sucesion {U,} de abiertos
relativos de A que converge a x.

Corolario 2.2.11 Todo Eberlein compacto es fuertemente Fréchet. Consecuentemente, tam-
bién es Fréchet.
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Demostracion. Por el teorema todo Eberlein compacto es fuertemente Fréchet. Notemos
que fuertemente Fréchet implica Fréchet. Sea X un espacio fuertemente Fréchet, sean A C X
y x € A\ A. Entonces por definicién existe una sucesién {U,} de abiertos relativos de A que
converge a x, es decir, para todo entorno de x existe un ng € w tal que U, C U para todo
n > ng. Tomando para cada n € w un punto x,, € U, arbitrario, obtenemos una sucesién
{z,} C A tal que x,, € U para todo n > ny. O

Nota 2.2.12 Otra manera de probar que un espacio Eberlein compacto es Fréchet se puede
encontrar en [1)].

Definicién 2.2.13 Un espacio X se dice o-compacto si es union numerable de subespacios
compactos.

La siguiente proposicién nos ofrece una nueva caracterizacion de espacio Eberlein compacto:

Lema 2.2.14 Sea X un espacio o-compacto. Entonces existe un compacto F' tal que Cp(X) es
homeomorfo a un subespacio de C,(F).

Demostracién. Véase I11.1.11. en [1] . O

Proposicion 2.2.15 Sea X un espacio compacto. Entonces las siguientes condiciones son equi-
valentes:

(a) X es Eberlein compacto.
(b) Eziste un compacto F' C C,(X) que separa los puntos de X.

(¢) Existe un subespacio o-compacto Y C C,(X) que los separa los puntos de X.

Demostracién. (a) = (b) Como X es Eberlein compacto existe un compacto Y tal que
X C Cp(Y). Tomamos F' como la imagen de Y bajo la aplicacién evaluacién ¢ : Y — C,(X),
entonces F' es compacto y separa los puntos de X.

(b) = (c) Inmediato.

(¢) = (a) La aplicacién evaluacion ¢ : X — C,(Y') es continua, y separa los puntos de X,
ya que Y separa los puntos de X. Notemos que X es homeomorfo a ¢(X) C C,(Y).
Como Y es o-compacto, por el lema , existe un compacto K tal que C,(Y') es homeomorfo
a un subespacio de S de C,(K).
Luego X = ¢(X) C Cp(Y) =2 S C Cy(K) v, por tanto, X es Eberlein compacto. O
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2.2.2. El teorema de Debs

Veamos que todos los compactos de Corson son espacios co-Namioka:

Teorema 2.2.16 (Debs) Sea X un espacio de Baire, K un espacio Corson compacto y ® :
X — Cp(K) una funcion continua. Entonces existe un subconjunto A de X que es Gs y denso
de manera que ® : X — C(K) es continua en cada punto x € A.

Demostracién. Podemos suponer que K es un subespacio de un cubo [0, 1]/ y que para cada
y € K el conjunto

Sy) ={iel:y@i)>0}

es numerable. Para cada subconjunto Y de K consideramos:

sv) = S).

yey

Si J es un subconjunto numerable de I, identificamos el espacio C([0, 1]7) como el subespacio
de C([0,1)F) constituido por las funciones sobre [0,1}7 que dependen de las J-coordenadas
tinicamente y fijamos el conjunto numerable {% : k € w} de C([0,1]7) denso para la topologia
de la convergencia uniforme (véase lema . Para cada subconjunto numerable H de K y
para cada natural n consideramos:

U(H)={%:J=S5(H)kcw}

U, (H) = {h - J = S(H),0 < k < n}.

Sea z € X, denotamos por osc(z) a la oscilacién en z de la funcién ® : X — C,(K) definida
como sigue:

osc(z) = inf{sup{||®P(xz1) — P(xa)]| : x1, 29 € W} : W C X abiertoy z € W}.

Para cada k € w. Consideramos Gy = {z € X : osc(x) < 1}

Notese que cada Gy es abierto. Ya que si x € (G, entonces existe un entorno W de z tal que
Sw = sup{||®(x1) — ®(z2)|| : x1,29 € W} < 1/k y por lo tanto W C Gy. Luego A = [ Gy
k=1
es un conjunto G5 de X. Al ser X un espacio de Baire, para probar que A = X basta ver que
Gr = X para todo k natural dado. Supongamos que existe un natural ko tal que Gy, # X.
Tomamos U = X \ G, y € = -
Consideramos ahora el juego de Choquet J(X) (véase la introduccién), donde el jugador /3
juega los abiertos no vacios {V,, : n € w}, a juega los abiertos no vacios {U, : n € w}, y se
construye ademds una sucesién de subconjuntos finitos {F,, : n € w} de K satisfaciendo las
condiciones:

(1) Vo =U y Fy = {yo} (donde yo € K es un punto arbitrario);
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(2) Vn+1 C Vn y Fn - FnJrl;
(3) Vo € Vyuq, Ve < n, Vi € U, (Fy), Jy € Fooq : |(P(x) =) (y)| > &;
(4) 0 AU, C V= Vouy #0.

Notemos que (4) implica que la construccién nos proporciona una estrategia para (5 en el
juego J(X). Veamos, por induccién sobre n, que dicha construccién es posible. Para n = 0
estd claro. Supongamos que tenemos construidos {(Vj, Fy) : k < n} para cierto n natural y
tomemos U,, C V,, no vacio arbitrario.

Consideramos:

{woa"'ad)p} = U \IJ’VL(F]C)

0<k<n

y para cada 0 < m < p definimos:
€
V= (e € Uys 3y € K (@) — ) w)] > )

Para cada » € U, \ V™ se tiene que ||¥(z) — ¥™| < ¢, por lo que diam(¥ (U, \ V")) < e

Como Vo NGy, = 0, el abierto V™ es denso en U,, para cualquier 0 < m < p. Luego el abierto

V=[] V™ esno vacio. Fijamos un punto a € V arbitrario y para cada 0 < m < p elegimos
0<m<p

un punto b, € K tal que [(f(a) —¢™)(bm)| > §.

Definimos:

€

Virr = [z € V2 |(@(2) = ¢™)(bm)| > 31

Fn+1 - Fn U {bo7 ey bp}

Entonces dado que V,,; 1 es un conjunto abierto y no vacio por el hecho de contener el punto a,
llegamos a que (V,41, F,,41) satisface las condiciones (2), (3) y (4).

Por el teorema [1.0.1| el espacio X es f-desfavorable, por lo que [V}, # 0. Consideramos ahora
new

los conjuntos:

Jn = S(Fy,);
J = U J,
new

L={yeK:S(y)cJt=(){yeK:y(i)=0}

ieI\J

Notemos que L es un subconjunto compacto y metrizable de K que se puede sumergir en [0, 1]7
(donde J es un conjunto numerable) por la proyeccién canénica. Dado que la sucesién {.J, :
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n € w} es creciente, el espacio |J C([0,1]7") es denso en C([0,1]7). Por tanto, si consideramos

new
el conjunto I' = J W¥(F,), se tiene que I', = {¢|, : ¢ € '} es denso en C(L). Sabemos que
new
N Vi # 0, por lo que tomamos un punto zg € (| V,. Como |J Y, (F,) =Ty U F. C L,
new new 0<k<n, new
new

se sigue de (3) que
€
(o) ~ ¢l > &

lo cual es una contradiccién con el hecho de que I'y, sea denso en C'(L). O

Corolario 2.2.17 Si K es Corson compacto entonces K un espacio co-Namioka.

El resultado de Debs nos permite demostrar que todo espacio de Baire que continene un
subespacio g-acotado denso es un espacio de Namioka:

Corolario 2.2.18 Sea X wun espacio de Baire tal que posee un subespacio o-acotado denso.
Entonces X es un espacio de Namioka.

Demostracion. Sea Y un espacio compacto arbitrarioy £ : X X Y — R una funcién separada-
mente continua. Consideremos la siguiente relaciéon de equivalencia sobre Y':

ley2<:>F(fL’,yl):F(fL’,92), V$€X

. . . ~ Y -
Consideremos el espacio cociente Y = —. Notemos que Y es compacto.

~Y

Entonces ® : X — C,(Y) es una funcién continua.

Por el teorema de Grothendieck se tiene que ®(X )CP(Y) contiene un subespacio denso o-
compacto, el cual denotamos por B. Como B separa los puntos de Y, por la proposicién [2.2.15,
Y es también Eberlein compacto (y por tanto Corson compacto), luego por el corolario
se tiene lo que buscabamos. [

En particular, se sigue que son espacios de Namioka los espacios o-compactos, los espacios
de Baire og-acotados, los espacios de Baire con un subconjunto denso o-compacto, y los espacios
de Baire separables.

2.3. Espacios angélicos

Sabemos que tanto la compacidad como la compacidad secuencial implican compacidad
numerable, y lo mismo ocurre con las propiedades relativas correspondientes. Es bien sabido
que los espacios métricos cumplen la implicacién inversa. Veamos una clase interesante de
espacios.

Definicién 2.3.1 Un espacio topologico X se dice que es angélico si posee las siguientes tres
propiedades:
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(a) Dado A C X, son equivalentes:

(1) A es relativamente compacto.
(2) A es relativamente numerablemente compacto.

(8) A es relativamente secuencialmente compacto.
(b) Dado A C X, son equivalentes:

(4) A es compacto.
(5) A es numerablemente compacto.

(6) A es secuencialmente compacto.

(¢c) Todo punto en la clausura de un subconjunto A relativamente compacto es limite de una
sucesion en A.

Nota 2.3.2 Notemos que todo espacio métrico es angélico y que el Teorema de FEberlein-
Smulian afirma que un espacio de Banach con la topologia débil es angélico.

El siguiente lema nos ofrece una caracterizacion mas escueta de espacio angélico:
Lema 2.3.3 X es angélico si y sdlo si se cumple la implicacion (2) = (1) y (c).

Demostracion. Véase 0.3. de [37]. O

2.3.1. El espacio C,(X)

A continuacién presentamos una serie de resultados que nos permiten demostrar el teorema
de Pryce y poder probar que si X contiene un subconjunto o-compacto y denso, entonces C,(X)
es angélico.

Definimos el siguiente subespacio de RX:
G = {p € R* : ¢ es acotada sobre cada subconjunto compacto de X},
y sobre GG definimos para cada subconjunto relativamente compacto Y de X la seminorma:

py (¢) = sup{lp(x)| : v € X7}.

El conjunto de todas las seminormas define sobre GG la topologia, localmente convexa, de la
convergencia compacta. Escribiremos C-clausura para hacer referencia a la clausura respecto a
esta topologia.

Notemos que G es un élgebra bajo las operaciones puntuales usuales y que C'(X) es una
subdlgebra de GG. En la demostracion de la siguiente proposicién empleamos la siguiente versién
del teorema de Stone-Weierstrass (véase [39], pag. 127, Corolario 3.2.18).
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Teorema 2.3.4 (Stone-Weier_strass) Sea K un espacio topologico compacto y sea 1 € A C
C(K). Entonces la subdlgebra algA generada por A, cerrada para la norma, estd formada por
todas las funciones y € C(K) tales que:

sis,te Ky x(s) =x(t), Vee A = y(s)=y(t).
(Denotamos por 1 la funcion con valor constante la unidad.)

Proposicién 2.3.5 Sea X un espacio topolégico, A C C,(X) un conjunto relativamente nu-

—mX
merablemente compacto y ¥ € A% . Entonces para cada subconjunto B C X o-compacto existe
una funcion f € C(X) y una sucesion {f, :n € w} en A tal que:

—X
folz) = f(z) =(x), VxebB .
— X
Demostracion. Veamos que AR C G. Para ello suponemos lo contrario, es decir, que existe una

., —RX , . -
funcion g € A~ que no es acotada en algin subconjunto K C X compacto. Por consiguiente,
podemos encontrar una sucesiéon {z,, : n € w} en K tal que |g(z,)| — oo.

Notemos que podemos aproximar g por elementos de A sobre subconjuntos finitos de X. Dado

€ > 0 y un subconjunto finito F' C X, como g € ZRX, si tomamos U = U, (F;€) (véase apéndice
para la definicién de entorno en la topologfa de la convergencia puntual) se tiene que UNA # ).
Por consiguiente, existe h € A tal que |g(x) — h(z)| < € para todo x € F.

Luego para cada n € w existe una funcién f,, € A tal que |g(x;) — fu(z;)| < }l paral < j <n.
Por hipétesis {f, : n € w} posee un punto de acumulacién f € C(X).

Dado N € w, tomando U = Uy(xy,...,zN; %), se tiene que existe ng > N tal que f,, € U, es
decir, | fy,(2;) — f(z;)] < & para 1 < j < N. Luego:

9(25) — P < 195) — Fuo )] + oo () — Fla)] < =

Como N es arbitrario se llega a que g(x,,) = f(x,) paratodo n € w, lo cual es una contradiccién,
ya que f € C(X).
X
Sea g € At y B C X o-compacto. Veamos que existe una sucesiéon {B,, : n € w} de conjuntos
o
compactos de X tales que By C By C ...y B = |J B,. Al ser B o-compacto existe una
n=1

~ o0 ~
sucesiéon {B, : n € w} de conjuntos compactos de X tales que B = |J B,. Como la unién
n=1
finita de conjuntos compactos es compacto, basta definir la sucesion {B,, : n € w} de lasiguiente
manera: By = By, Bo=B,UB,,..., B,=B,_1UB,.
La siguiente construccién se realiza por induccién. Empezamos definiendo M; = (g,1) C G.
Tomamos Y; C B finito tal que:

P (0) > ~pia ().

(Basta razonar por reduccién al absurdo para ver que podemos encontrar Y;.)
Seleccionamos f; € A tal que |g(z) — fi(z)| < 1 para todo z € Y;.
Definimos M, = (g, 1, f1, f£) C G. Tomamos Y, C By tal que Y; C Ys y:

{ PyanB, (90) > %pB1 (90)
pYQ(@) > %sz (90)
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para todo ¢ € M,. Notemos que para ello basta tomar Z; C By, Zs C By de forma separada y
considerar Y, = Y] U Z; U Z,.

Seleccionamos f € A tal que |g(z) — fo(z)| < 3, para todo z € V5.

Continuando de esta manera se obtienen las sucesiones {f,, : n € w}, {M,, :n € w}y{Y, :n € w}
tales que:

(1) M, es el espacio vectorial generado por g y todos los polinomios de grado a lo sumo n
conteniendo f1, fo, ..., fn_1;

(2) Y, es un subconjunto finito de Bj;

(4

)
(3) Pyanp, () > Lpp, (9) para todo p € M, y 1 < k <n;
) lg(x) — fu(x)| < & para todo x € Yy;

)

(5) Y,o1 C Yy, M, 1 C M, z, € A.

Definimos Y = (J Y,y M = |J M, C G. Entonces M es el espacio vectorial generado por g

n=1 n=1
junto con la subdlgebra alg{f, : n € w} de C(X).
Sea k € wy ¢ € M, entonces ¢ € M,, para algin n > k, y se sigue que:

1
pvoB, (©) = pyang, (©) > =pB, ().

Por tanto,

1
pynB, (@) > =P8, (¥), para todo p € M y k € w.

Como pynp, ¥ pa, son funciones sobre G que toman valores reales y continuas para la topologia
de la convergencia compacta se puede extender la desigualdad previa a la C-clausura de M,
que denotaremos por M:

(6) pyrs,(p) > spB,(¢) para todo ¢ € M y k € w.

Por hipétesis, {f, : n € w} tiene un punto de acumulacién f € C(X). Como la subélgebra
alg{fn :n € w} C M, para todo subconjunto compacto K de X podemos aproximar uniforme-
mente sobre K a cualquier funcién h € C'(X) por elementos de M con la propiedad:

fn(8> = fn(t)vvn = h(S) = h(t)v

aplicando el teorema de Stone-Weierstrass a las funciones en C'(X) restringidas a K.
Notemos que el punto de acumulacién f € C(X) obtenido cumple la anterior propiedad. En-
tonces para cada compacto K C X y € > 0 existe una funcién h € M tal que px(f — h) < e.
Ello implica que f € M y por (6) se tiene que:

1
pyns (9 — f) = 5pe.(9— f),  paratodo k € w. (*)
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Dados ¢ € Y y N € w existe un natural ng > N tal que z € Y,,, (y por tanto x € Y,, para todo
n > ng). Como f es punto de acumulacién de {f, : n € w}, tomando U = Uy(z, ) podemos
seleccionar n, > ng tal que f,,, € U. Entonces:

l9(x) = f(@)] < lg(x) = fa(2)[ + | fa.(x) = f(z)] <

Como N es arbitrario, obtenemos que:

2
N

g(x) = f(x), paratodox €YY
y, por la desigualdad (*), se llega a que:

P8 (9 — f) < 2pyvaB. (g — f) =0, para todo k € w.

Por tanto, g(z) = f(x) para todo z € B= |J B,.
n=1

Supongamos que existe un punto zo € B tal que f,(zo) ~ g(xo). Entonces existe un ¢ > 0y
una subsucesién {ny : k € w} tal que |f,, (zo) — g(zo)| > € para todo k € w.

La subsucesién {f,, : k € w} tiene un punto de acumulaciéon h € C(X) tal que h(zg) # f(zo).
Pero h es también un punto de acumulacién de {f, : n € w} y por el razonamiento anterior se
tiene que g(x) = h(z) para todo x € B. Ello implica que (f — h) es una funcién continua que
se anula en B pero no en 2o € B lo cual es una contradiccién. Por consiguiente, f,(z) — g(x)

para todo # € B y como f es punto de acumulacién de {f, : n € w} llegamos a que g = f en
B.0O

Para probar el teorema de Pryce es necesaria la siguiente observacion:

X
Observacién 2.3.6 Sea A C RX relativamente numerablemente compacto. Entonces AR es

compacto.

Demostracion. Supongamos que A no es puntualmente acotado, entonces existe r € X y
{fn:n €w} en A tal que |f,(x)| — oo, por lo que {f, : n € w} no puede tener un punto de
acumulacion, lo cual es una contradiccion.

Al ser A puntualmente acotado esta contenido en un producto de intervalos cerrados. Entonces

A" es compacto por el teorema de Tychonoff. [J

Teorema 2.3.7 (Pryce) Sea X un espacio topoldgico y B la familia formada por las clausuras
de subconjuntos o-compactos de X. Si X tiene la propiedad de que cualquier funcion i € RX
que coincide en cada C € B con alguna f € C,(X) (f depende de C) estd en C,(X), entonces
la compacidad relativa y la compacidad numerable relativa son equivalentes en los subconjuntos
de Cp(X).

Demostracién. Queremos demostrar que la clausura en C,(X) de un conjunto relativamente
numerablemente compacto es compacto en C,(X). Por la observacién basta probar que
su clausura en R¥ es continua. Pero, dadas las hipétesis del enunciado del teorema, se obtiene
el resultado por la proposicion [2.3.5 [

Veamos, como consecuencia del teorema de Pryce, una familia de espacios X para los que
Cp(X) es angélico:
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Corolario 2.3.8 Si X contiene un subconjunto o-compacto y denso, entonces C,(X) es angéli-
co.

Demostracion. Sea B subconjunto de X, o-compacto y denso y A un subconjunto relativamente
numerablemente compacto en C,(X). Entonces por la proposicion todo elemento de la
clausura de A en R¥ es continua y es limite de una sucesién en A. Como el teorema implica
que A es relativamente compacto en C,(X) se tiene que C,(X) es angélico por la caracterizacion
del lema 2.3.31 OJ

En particular, C,(X) es angélico si X es compacto, separable 6 o-compacto.

Observacion 2.3.9 Si X es pseudocompacto, entonces C,(5X) es angélico. En particular, todo
subcongunto relativamente numerablemente compacto de C,(SX) es relativamente compacto en

Cp(BX).

Otra consecuencia del teorema de Pryce es el teorema de Haydon. Para la prueba del teorema
es necesario recordar la nocién de compactificacion de Stone-Cech (véase el teorema |A.3.2)).

Teorema 2.3.10 (Haydon) Si X es un espacio pseudocompacto, entonces los subespacios
compactos de Cy(X) son compactos en Cp(SX).

Demostracién. Sea {f, :n € w} una sucesién en C,(X). Si tomamos u € X, veamos que

existe z € X tal que f,(z) = f?(u) para cada n € w.

Consideramos la sucesién {r, : n € w} en R donde 7, = f?(u) para cada n € w. Como el con-
oo

junto (f2)~Y(r,) = kﬁl(ff)_l(]rn — &7+ 7[) es Gs, entonces G = Dl(f;?)_l(rn) es Gy.

Por la proposicién G ¢ BX \ X, luego existe x € X tal que f,(z) = f?(u) para todo
new.

Se sigue de lo anterior que los subconjuntos relativamente numerablemente compactos de C,(X)
y Cp(BX) son los mismos. Entonces, un subconjunto relativamente compacto de C,(X) es re-
lativamente numerablemente compacto en C,(8X) y, por la observacién , es relativamente
compacto en C,(5X). Ello implica que si un subconjunto es compacto en C,(X), al ser relati-
vamente compacto y cerrado, se tiene que es compacto en C,(8X). O

2.3.2. El espacio B;(X)

Definicién 2.3.11 Se dice que una funcion f : X — R es de la primera clase de Baire si
existe una sucesion de funciones continuas { f, : n € w} C C(X) tal que lim f,(z) = f(x) para
n—oo

todo x € X. Denotamos por Bi(X) al conjunto de todas las funciones de la primera clase de
Baire sobre X.

Definicién 2.3.12 Se dice que una funcion f : X — M tiene la propiedad del punto de
continuidad si para todo cerrado F de X, f|r tiene al menos un punto de continuidad.
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El siguiente resultado es conocido como el teorema de caracterizacién de Baire [3] para
funciones de la primera clase de Baire:

Teorema 2.3.13 (Baire) Sea X un espacio métrico completo. Una funcion f: X — R es de
la primera clase de Baire si y solo si f tiene la propiedad del punto de continuidad.

La demostracién del teorema se sigue de los siguientes lemas, en ellos se supone que X es
un espacio métrico completo:

Lema 2.3.14 Para todo f € By(X) y todo U C R abierto, f~1(U) es un conjunto F,.

Demostracién. Basta probar que para todo ¢ € Q los conjuntos {z € X : f(z) < q} ¥y
{r € X : f(x) > q} son F,. Sea {f, : n € w} C C(X) tal que lim f,(x) = f(z) para todo
n— oo

x € X, entonces:

{reX: f(zx <q}—UUﬂ{x€X fn(x) < p};

peEQ m=1n=m
p<q

{reX: flz >q}—UUﬂ{$€X fu(z) = P}

peEQ m=1n=m
p>q

O

Lema 2.3.15 Si A y B son conjuntos F,, entones existen A* C A y B* C B conjuntos F,
tales que AUB = A*UB* y A*N B* = 0.

Demostracion. Dado que A = U A,y B = U B,, donde A, y B, son cerrados para todo

n=1 n=

n € w. Fijado n € w, consideramos los conjuntos A* = A, \ U B;y B! =B,\ U A;. Entonces

cada A' y B} son F, y tomando A* = (J A} y B* = U B! llegamos a lo que buscamos. [J
n=1

n=1

Lema 2.3.16 Si A C X es ala vez F, y Gs entonces xa € B1(X).

Demostracién. Consideramos A = U A,y X\ A= U B,, donde A,, y B, son cerrados para

n=1
todo n € w y donde las sucesiones {4, : n € w} y {B : n € w} son crecientes. Entonces

para cada n € w, por el lema de Urysohn, existe una funcién continua f, : X — [0,1] tal
que fpo(a) =1sia € A,y fu(b) =0sib € B,. Por tanto, como x4 = lim f,, se tiene que
n—oo

X4 € Bi(X). O

Lema 2.3.17 Si f : X — R es tal que f~*(] — o0, q|) v f~'(]q,00[) son F, para todo q € Q,
entonces f € By(X).
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Demostracién. Podemos suponer que f : X —|0,1[. Para cadan > 2ei =0,1,...,n — 2,
consideramos el conjunto:

An(i):{xeX:f(x)e}%,M[}.

n

Recordemos que en un espacio métrico todo abierto es un F,, luego por el lema|2.3.15, podemos
tomar los conjuntos F,,, A% (i) C A, (i), paran < 2,i=0,...,n—2, tales que A% (:)NA:(j) =0

n—2
sii#jy |JA:L(i) = X para todo n > 2. Consideramos la funcién:
=0

fn = Z%XA;;@')-
=1

Entonces, por el lema [2.3.16, f,, € B1(X) para cada n > 2. Dado que f,, — f uniformemente,
por el lema [4.1.16] se llega a que f € By(X). O

Lema 2.3.18 Sea f € Bi(X), entonces f tiene la propiedad del punto de continuidad.

Demostracion. Dados p, q € Q tales que p < ¢, consideramos el conjunto:

Fog={x € F:limsupf(y) < g Aliminff(y) > ¢}.
y—x Yy—x
yeF yer

Por el teorema de categorfa de Baire basta probar que todo F},, es cerrado y raro (i.e. denso en
ninguna parte). Supongamos que existen p < ¢ tales que F),, contiene un abierto no vacio U. Si
tomamos dos racionales p < p’ < ¢ < ¢ se tiene que U N f~1(] — oo, p']) y UN f~1([¢, 00]) son
dos conjuntos densos y G (cerrados en un métrico) de U con interseccién vacia, contradiciendo
el teorema de categoria de Baire. [

Lema 2.3.19 Sea f : X — R. Si f tiene la propiedad del punto de continuidad, entonces
f e Bi(X).

Demostracion. Por el lema basta probar que para cada g € Q los conjuntos A, = {z €
X:f(x) <qty By, ={x € X : f(z) > q} son F,. Por simetria es suficiente probar sélo que
el conjunto A, es F,,. Dado p € Q consideramos el conjunto F, = {z € X : f(x) < p}. Basta
con encontrar para cada p < g un conjunto Fy, F, tal que Fj, C Fj; C A,;. Veamos que tales
conjuntos existen. Consideramos la familia:

U, ={U C X abierto : 3C C X que es F, tal que UN F, CC C A,}.

Sea G = |JU,. Notemos que G € U,. Veamos que G = X. Supongamos lo contrario. Sea
F =X\G, ey € F un punto de continuidad de f|r. Entonces existe un abierto U tal que
yeUNFy f(UNF)Clp,oo[ 6 f(UNF) C] — o0,q|, dependiendo de si f(y) >p 6 f(y) <p
respectivamente.

Si se da el primer caso, entonces U N F'N F, = (), luego UN F, = UNGN F,. Por ello y por
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el hecho de que U N G € U, se sigue que U € U,. Por consiguiente, y € | JU,, lo cual es una
contradiccion.
Para el segundo caso, se tiene que:

UNF,C(UNF)UUNGNE,) C A,

y por el hecho de que UNG € U, y que U N F es un F, se llega a la contradiccion. [

Definicién 2.3.20 Sea X wun espacio topologico y f una funcion definida en X que toma
valores reales. Se dice que f satisface el Criterio de Discontinuidad si existe un subconjunto
no vacio L C X yr,0 € R con d > 0 tales que para todo abierto no vacio U C L relativo a L
existen y,z € U tales que f(y) >r+3d y f(z) <r.

Notemos que si f satisface el criterio de discontinuidad, entonces existe un subconjunto K
cerrado no vacio de X tal que f|x no tiene ningtin punto de continuidad. Para ello basta tomar
L,r, 0 de la definicion del criterio de discontinuidad, y considerar K = L.

Proposicion 2.3.21 Sea f : X — R, donde X es un espacio métrico completo. Entonces, f no
tiene la propiedad del punto de continuidad si y solo si f satisface el criterio de discontinuidad.

Demostracién. (=) Como f no tiene la propiedad del punto de continuidad existe un subcon-
junto K cerrado no vacio de X tal que f|x no tiene ningin punto de continuidad.
Para cada n € w consideramos el conjunto:

1
A, ={x € K :V entorno U de = Jy, z € U tales que f(y) — f(z) > —}.
n

Como f|x no tiene ningiin punto de continuidad se tiene que:
K =|JA.
new

Entonces por el teorema de categoria de Baire existe un ng natural tal que A, tiene interior
no vacio Uy. Tomamos Ko = Uy y § = nio Notemos que para todo U C K|, abierto se tiene que
U N Uy es abierto en K. Luego existen y, z € U tales que f(y) — f(z) > 0.

Sea {r, : n € w} = Q. Para cada n € w definimos el conjunto:

B, ={z € Ky :V entorno U de z Jy,z € U N K tales que f(2) <1, , f(y) >r,+0}.

Como:
Ko =|JBn,
ncw

por el teorema de categoria de Baire, existe un n; natural tal que B, tiene interior no vacio
V. Consideramos L = V' y r = r,,. Entonces llegamos a que f satisface el criterio de disconti-
nuidad para L, r,J.

(<) Por el comentario anterior. [
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Para demostrar que el espacio de funciones B;(X) es angélico si X es polaco necesitamos
mostrar previamente algunos resultados. Recordemos que un espacio polaco es métrico comple-
to y separable.

Sean M, M' C w tales que M'N (X \ M) es finito. Se dice que M’ esté casi contenido en M,
y se denota por M’ C, M.

Lema 2.3.22 Sea X un espacio polaco y {f, : n € w} una sucesion puntualmente acotada de
funciones sobre X que toman valores reales tal que {f, : n € w} no contiene una subsucesion
convergente puntualmente. Entonces existe un conjunto N' C w y numeros reales r,d con § > 0
tales que para cada M C N' existe un x € X cumpliendo:

fm(x) >1r+0 para infinitos m € M (2.1)

fm(z) <r para infinitos m € M.

Demostracién. Supongamos que no se cumple. Numeramos los elementos de Q xQ por {(ry,, d,,) :
n € w}. Elegimos infinitos conjuntos My 2 M; 2 ... O M, 2 ..., donde My = w, de la
siguiente manera. Supongamos que M,,_; acaba de ser elegido. Como es falso, entonces
existird M,, C M,_; tal que todo x € X no cumple para M,, y (75, d,). Por un argumento
de diagonalizacién podemos tomar M C, M, para todo n € w tal que para todo x € X no
existe (r,0) € Q x Q satisfaciendo (2.1). Como {f,, : n € M} es puntualmente acotado y no
posee una subsucesién convergente existe un x € X tal que:

. <1 ’
h},?e}\?ffm(x) < hglesj\t[lpfm(x)

Tomamos r, d racionales con § > 0 tales que:

liminff,(z) <r <r+dJ <limsupf,(z).
meM meM

Por consiguiente, x satisface (2.1) con M, r y §, lo cual es una contradiccién. O

Proposicién 2.3.23 Sea X un espacio polaco y {f, : n € w} una sucesion puntualmente
acotada de funciones sobre X que toman valores reales tal que {f, : n € w} no contiene una
subsucesion convergente puntualmente. Entonces existe un subconjunto no vacio L C X y una
subsucesion {f,, : k € w} que es puntualmente convergente sobre L de modo que la funcion f
satisface el criterio de discontinuidad.

Consecuentemente, la clausura de {f,, : k € w} para la topologia de la convergencia uniforme
no posee una funcion de la primera clase de Baire.

Demostracion. Sean N',r y ¢ como en el lema anterior. Para cada M C N’ denotaremos por
K (M) ala clausura del conjunto de todos los z € X satisfaciendo (2.1]). Entonces tenemos que:

(a) K(M) es un conjunto cerrado no vacio de X para cada M C N’;
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(b) K(M') C K(M)si M C, M C, N'.

Recordemos que un espacio polaco tiene una base numerable, por lo que no tiene una sucesién
transfinita decreciente estrictamente de subconjuntos cerrados (i.e. no existe una familia { K, :
a € wy} de subconjuntos cerrados, indexada por el primer ordinal no numerable wy, con K, C
K3 para todo f < o < wy).

Por tanto, existe un M C N’ tal que:

K(M')=K(M) YM' C, M.

Supongamos que es falso, entonces podremos construir una familia {M,, : & < w;} de infinitos
subconjuntos de N’ tales que para todo a@ < < wy se tiene que My C, M, y K(Mgz) C
K(M,). Por consiguiente, la familia { K (M, ) : o € w;} es una sucesién transfinita estrictamente
decreciente de conjuntos cerrados y se llega a una contradiccién. Veamos la construccion de
dicha familia. Sea My = N’. Supongamos ya elegido M,, ahora tomamos M,,; C, M, con
K(M,y1) # K(M,). Siy < w; es un ordinal limite y los M,, ya han sido construidos cumpliendo
las propiedades que buscamos para todo a > 7, elegimos M, C, M, para todo o > vy mediante
el argumento estandar de diagonalizacién.

Veamos que para todo M’ C, M y para todo U C K (M) abierto existen M" C, M’y y,z € U
tales que:

{ >
i fuly) 27+ (2.2)

VRS
Para ello, dados M' C M y U, por la definicién de K(M’) y (2.2)) existe y € U tal que f,(y) >
r + 0 para infinitos n € M’. Tomamos un subconjunto M; C, M’ tal que {f,(y) : n € M}
converge. Por definicién existe z € U tal que f,(z) < r para infinitos n € M;. Por tltimo,
tomamos My C, M tal que {f.(z) : n € My} converge.
Sea {U, : n € w} una base de abiertos de K(M). Entonces podemos construir una sucesion
infinita de conjuntos {M,, : n € w} de w con:

My1Co M,, Ynew vy
ZnyYn € Up, VN €w

tales que se cumple para y = y,, 2 = z, y M" = M,,.
Mediante el argumento de digonalizacién tomamos ) C, M,, para todo n € w y consideramos
el conjunto L = {yn, 2z, : n € w}. Notemos que L es denso en K (M).
Definimos:

f(x) =lim f,(z),Vx € L.

neq

Si U es un abierto no vacio relativo a L existe un abierto V relativo a K tal que U =V N L.
Por tanto existe un i € w tal que U; C V, pero entonces f(y;) > r+ 0y f(z) > r y tanto y;
como z; pertenecen a U; N L C U.
Consecuentemente {f,, : k € w} = {f, : n € Q} y se sigue que L y f satisfacen el resultado
que buscamos. []
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Corolario 2.3.24 Sea X un espacio polaco y A un subconjunto relativamente numerablemente
compacto en B1(X), entonces A es relativamente secuencialmente compacto.

Demostracion. Por hipdtesis A tiene que ser puntualmente acotado. Por lo tanto, por el 77 se
obtiene el resultado. [J

Lema 2.3.25 Sea S un subconjunto relativamente compacto de By (X) tal que 0 € S y s(x) >0
para todo s € S y todo x € X. Entonces para todo 0 > 0 existe un subconjunto H C S numerable
tal que }llml}h(a:) < 0 para todo x € X.

S

Demostracion. Supongamos que no se cumple. Entonces para todo H C S existe un § > 0 tal
que:

KH)={rx€ X :h(z) >0, VheH}
es no vacio. Notemos que
K(H'YCK(H) siHCH. (2.3)

Por induccién transfinita construimos {D, : o < wi}, {{s :n € w} 1 a < w} C Sy
{H, : a < w;} tales que:

(a) H, C Hg para a < < wy;

(b) D, es denso en K, (donde K, = K(H,)) y D, es numerable;

(¢) lim s%(xz) = 0 para todo x € D,;

n—oo
(d) Hoy1 = HyoU{s" :n € w}.

Veamos que la construcciéon es posible. Para ello tomamos H arbitrario. Una vez elegido H,,
se toma D, satisfaciendo (b) y luego se elige {{s}, : n € w} : @ <w;} C S cumpliendo (3). Esto
es posible mediante el argumento diagonalizaciéon y usando el hecho de que 0 € S.

Consideramos H,; como en (d). Si § es un ordinal limite, tomamos Hg = |J H,. La numera-
a<

bilidad de 8 y la numerabilidad de cada H, implican que Hg es numerable. ’

Se sigue de , (a) y de la definicién de K, que para todo a < f < wy se tiene que Kz C K,.
Como X tiene un base numerable y los conjuntos K, son cerrados, existe un o < w; tal que
Ky =Kqy1.

Sea f un punto de acumulacién de {{s® :n € w} :a <w;} C S. Entonces f se anula sobre D,
por (¢). Pero como para todo x € K(H,.1), s&(x) > § para todo n € w, entonces f(x) > 4.

Como tanto D, como K(H,y1) son densos en K(H,) se tiene que f satisface el criterio de

discontinuidad y, por la proposicién [2.3.21] y el teorema [2.3.13] se llega a que f & B(X), lo

cual es una contradicciéon. [

Para llegar al resultado principal necesitamos una serie de lemas.
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Lema 2.3.26 Sea X un espacio Cech-completo y A una familia de pares (A, B), donde A, B C
X son abiertos. Supongamos que existe un subconjunto no vacio Y C X tal que A es débilmente
denso en Y (i.e., VEy, ..., E, abiertos tales que E, NY # 0, k = 0,...,n existe un par
(G H)Ye Atal que GNE,NY #0 y HNE;NY # 0 para todo i =0,...,n).

Entonces existe una sucesion {(Gn, H,) : n € w} C A y un conjunto compacto K C X tales
que:

KNG () Ha#0, VICuw.

nel new\l

Demostracién. Por la definicién existe un espacio compacto y de Hausdorff Z y una
familia de abiertos {A, : n € w} en Z tales que X = () 4,.

new

Sea:
B={(G,H):G,HC Z abiertos y (GNX,HN X) € A}.

Tenemos que B es débilmente denso en Y. Veamos que podemos construir una sucesion {(G,,, H,) :
n € w} y conjuntos abiertos Cp tales que:

(a) Cpg viene definido por el par (P, Q), el cual es una particiéon de {0,...,n} para algin
n € wy donde Cpg es un abierto no vacio de Z tal que:

CpNY #10;

Cpo C AN <ﬂGn> a (ﬂHn).

nepP new

(b) i PC Py QC Q' entonces Cprgy C Crg.

La construccion se realiza como sigue. Como Y es no vacio por hipétesis existe (Go, Hy) € B
tal que:

(;OVWY’74@, E%fj)f7é®.
Elegimos los conjuntos abiertos en Z no vacios Coy0 y Cp 0y tales que:

C{Q}y@ Ny # (Z), C@,{O} nYy # 0

Cloyp € Go N A, Co,10y € Ho N Ay.

Supongamos que G;, H; han sido construidos para todo i < n y Cpg ha sido elegido para cada
particion (P, Q) de {0,...,n}.
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Como Cpg es un conjunto abierto no vacio de Z tal que CpgNY # () y B es débilmente denso
en Y existen (G,11, H,11) € B tales que:

Gni1NCpoNY £0 vy HyyiNCpoNY #£10)

para cada particion (P, Q) de {0,...,n}.
Para cada particién (P, Q) de {0,...,n} elegimos los conjuntos abiertos Cpygnt13,0 ¥ Crouin+1}
tales que:

Crunt1r,@ NY # 0, Cpouint1y NY # 0

Crufn+11,0 € Grg1 N Apga, Crount+1y © Hpp1 N App.

Definimos:

K = m U{Cp’Q : (P, @) es una particién de {0,...,n}}.

new

Dado que K es cerrado en Z se tiene que K es compacto. Para I C w consideramos los
conjuntos:

P,={iel:i<n} y Q,={i¢l:i<n}.

Por tanto, (P,,@,) es una particién de {0,...,n}. Como Z es compacto se tiene que:
0# (Crog. SKN[)Gu () Ha.
new nel new\I

Finalmente, como Cpg C A, para cada particion (P, Q) de {0,...,n}, tenemos que K C X.
[l

Lema 2.3.27 Sea X un espacio de Hausdorff reqular sucesionalmente compacto tal que
si AC X yx € A existe un conjunto numerable Ay C A de manera que v € Ag.  (¥)

Sea {x, : n € w} una sucesion en X y {I,, : n € w} una sucesion decreciente de subconjuntos
infinitos de w tales que las sucesiones:

{z; 1 € I,,} tienen un punto de acumulacion comin x.

Entonces existe un conjunto infinito I C w tal que I\ I,, es finito para todo n € w y x es un
punto de acumulacion de {x; : 1 € I}.

Demostracion. Sea

F= {hr? x; + I es un conjunto infinito, hrrll z; existe y I\ I, es finito Vn € w}.
(S 1S
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Veamos que © € F. Dado U entorno de x consideramos el conjunto J = {i € w : x; € U}.
Entonces J N I,, es un conjunto infinito. Como {I, : n € w} es decreciente existe un conjunto
infinito K C J tal que K \ I, es finito para todo n € w. Por ser X sucesionalmente compacto

existe un conjunto infinito I C K tal que existe hrIle, = z.

1€
Luego z € FNU y, como X es regular, entonces € F. Por (*) existe una sucesién {z,, : m €
w} C F tal que z € {2, : m € w}.

Cada z,, = '11'511 x;, donde J,, es infinito y tal que J,, \ I, es finito para cada n € w.
1€JIm
Tomamos I = J (I, N J,). Entonces se tiene que I\ I, es finito y J,, \ I es finito para todo
ncw
n € w. Se sigue que z,, es un punto de acumulacién de {z; : i € I}. Pero como el conjunto

de puntos de acumulacién de una sucesion siempre es cerrado, se llega a que x es un punto de
acumulacién de {z; :i € I}. O

Lema 2.3.28 Sea X un espacio polaco y {z, : n € w} una sucesion en C,(X) tal que:
(i) {xzn :n € w} es relativamente compacto en By (X);
(i1) 0 es un punto de acumulacion de {x, :n € w}.

Sea W C X un subconjunto cerrado no vacio y € > 0. Entonces existe un abierto relativo no
vacio U C W y un subconjunto infinito J C w tales que:

(a) 0 es un punto de acumulacion de {x;:i € J};

(b) limsup|z;(t)] < 2, VteU.
icJ

Demostracion. Para todo I C w infinito consideramos el conjunto:

A(I) = {puntos de acumulacién de {x; : 1 € [}} C By(X).

Supongamos que no se cumple el lema. Sean G; = {t € X : |z;(t)| < e} y H; = {t € X :
|z;(t)| > 2¢}. Tomamos A = {(G;, H;) : i € w}. Veamos que A es débilmente denso en W. Sean
Ey,...,E, C X conjuntos abiertos con E; "W # (). Sean s; € E; N W, parai =0,...,n, e
I ={i€w:lzs )| <e¢Vr <n}. Entonces por (ii), 0 € A(I). Sean J, = {i € I : |z;(t)] <
2¢,Vt € E. N W}. Por hipétesis se tiene que 0 ¢ A(J,) para todo r < n.

Como:

A <UJT> = JA()

r<n r<n

se sigue que I # |J J,. Sii e I\ | J, se tiene que:

r<n r<n

GiNE.NW #10 (yaque i€ )
HNE.NW #0 (yaqueié.J,).
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Por el lema [2.3.26| existe un compacto K C X tal que :

En()Gun () Ha#0, VICuw.

nel new\l

En particular, existe una sucesién {y, : n € w} en {z; : i € w} tal que para todo I C w se tiene
que:

{te K:|y,(t)| <e,Ynel, ylyn(t)] >2¢,Vnew\ 1} #0.

Por consiguiente, {|y,| : n € w} no puede tener una subsucesién convergente (y por lo tanto
{yn : n € w} tampoco). Pero dado que {y, : n € w} es una sucesién contenida en {z; : i €
w}, conjunto que es relativamente compacto, y que por el corolario es sucesionalmente
compacto en By (X), se llega a una contradiccién. O

Lema 2.3.29 Sea X un espacio polaco y {z, : n € w} una sucesion en C,(X) tal que
(a) {x, :n € w} es relativamente compacto en By(X);
(b) 0 es un punto de acumulacion de {x, :n € w}.

Entonces existe un subconjunto infinito I C w tal que:

limsup|z;(t)| <€, Vte X
i€l

y 0 es un punto de acumulacion de {z; :i € I}.

Demostracién. Para cada I C w consideramos el conjunto U(I) = Int{t € X : limsup|z;(t)| <
iel

€} y el conjunto A(I) formado por todos los puntos de acumulacién de {z; : i € I'}. Notemos

que si I\ J es finito, entonces U(J) C U(I).

Dada una base de abiertos {V} : k € w} de X, elegimos una sucesién decreciente {I;, : k € w} de

subconjuntos infinitos de w tales que 0 € A(I;) para cada k € w. Empezamos la construcciéon

tomando Iy = w. Elegido I, si existe un subconjunto infinito I C I tal que 0 € A(I) y

Vi. € U(I) tomamos Iyy; = I. En caso contrario, tomamos Iy = I;. Una vez construido,

considerando el conjunto {z; : i € w}, por el lema existe un subconjunto infinito I C w

tal que 0 € A(I) y I\ I es finito para todo k € w.

Fijado J C I infinito tal que 0 € A(J) se tiene que U(I) C U(J). Veamos que se trata de

una igualdad. Supongamos que U(J) # U(I), entonces existe un k € w tal que Vj, C U(J) y

Vi £ U(I).

Como J \ I, es finito, se sigue que J N I es un conjunto infinito en Ij tal que 0 € A(J N Iy)

y Vi. CU(J N 1), por la construccién de I. Por consiguiente, Vi, C U(I + 1). Pero en esta

situacion I \ Ix4; tiene que ser finito, por lo que Vi C U(Ix41) € U(I), lo cual contradice lo

supuesto anteriormente. Por tanto,

U(J)=U(I), ¥JCI tal que0e A(J). (*)
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Veamos que U(I) = X. Para ello, si suponemos que no son iguales, podemos tomar un conjunto
cerrado no vacio W C X \ U(I). Aplicando el lema [2.3.28 a {z; : i € I} existe un J C [ tal que
0€A(J)y

limsup|z;(t)] <€, VteU, donde U es un abierto de W.
ieJ

Por tanto,
lim sup|z;(¢)| <e, VteUUU(I)
icJ
UJ)CInt(UUU())#£U().

Lo cual contradice (x). Entonces U(l) = X y limsup|z;(t)] < € para todo t € X, como se

iel
buscaba. [J

Corolario 2.3.30 Sea X un espacio polaco y {x,, : n € w} una sucesion en C,(X) tal que
(a) {x, :n € w} es relativamente compacto en Bi(X);
(b) 0 es un punto de acumulacion de {x, :n € w}.

Entonces existe una subsucesion de {x, : n € w} que converge a 0.

Demostracion. Para cada k € w, aplicando el lema [2.3.29] para € = 2%, existe I, C w tal que

1
limsup|z;(t)| < —, Vte X, kew.

i€ly, 2k 7
Notemos que se pueden ir eligiendo para que la sucesion {Ij : k € w} sea decreciente. Si ahora

tomamos un subconjunto infinito I C w tal que I \ Iy sea finito para cada k, observamos que

limz; = 0. O
el

Teorema 2.3.31 (Bourgain-Fremlin-Talagrand) Si X es un espacio polaco, entonces By (X)
es angélico.

Demostracién. (1) Veamos primero que todo subconjunto de By (X) relativamente numerable-
mente compacto es relativamente compacto en By (X).

Para ello razonamos por reduccién al absurdo. Sea F' un subconjunto relativamente numerable-
mente compacto que no es relativamente compacto en By (X). Al ser F' puntualmente acotado
. —=RX C ey .y
se tiene que F° es compacto por el teorema de Tychonoff. Entonces existird una funcion f

. . —RX
que no es de la primera clase de Baire en F' .
Por el teorema [2.3.13| existe un subconjunto K cerrado no vacio de X tal que f|x no tiene
ningtin punto de continuidad. Entonces por la proposicion [2.3.21] f satisface el criterio de dis-
continuidad. Sean L C X no vacio y r,0 € R con § > 0 los valores correspondientes de la
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definicién 2.3.20]

Sea {U, : n € w} una base de abiertos de L, para cada n € w tomamos y,, z, € U, tales que
flyn) >r+0y fz,) <r. ;

Sea Q = {yn,2n : n € w}. Como f € i y () es un conjunto numerable existe una sucesién
{fn:n € w} C F tal que f,(q) — f(g) para todo ¢ € Q. Al ser @ denso en L se sigue que
flo satisface el criterio de discontinuidad. Notemos que si g es un punto de acumulacién de
{f. : n € w} entonces g|g = flg, por lo que g no tendrfa ningiin punto de continuidad en Q.
Por tanto, {f, : n € w} no tiene un punto de acumulacién que sea funcién de la primera clase
de Baire, lo cual es una contradiccion, ya que F' es relativamente numerablemente compacto.

(2) Veamos que si A C B;(X) es relativamente compacto y # € A, entonces existe una
sucesién en A que converge a .
Observemos que x se encuentra en la clausura de un subconjunto numerable de A, i.e. existe
una sucesion {x, : n € w} C A tal que x es punto de acumulacion de {x, : n € w}.
Para todo m € w consideramos la aplicacion:

¢m : Bl(X> — Bl(Xm)
definida por:
()21, wm) = [f(@)[+ ..+ [f(@n)].

Dado g € A, sin pérdida de generalidad, podemos suponer que g = 0 (en caso contrario basta

considerar {f —¢g: f € A}). Entonces ¢,, es una aplicacién continuai im(()) = 0. Luego ¢,,(A)

es relativamente compacto en Bi(X™) y 0 € ¢,,(A). Por el lema [2.3.25| existe un subconjunto
numerable H,, de A tal que:

% > inf{(¢mh)(y) : h € Hy}, Vye X™

Por tanto, 0 € U, ,co,Hm-
Una vez visto que podemos encontrar una sucesién {z, : n € w} C A tal que = es punto de
acumulacién de {z,, : n € w} continuamos la prueba definiendo la aplicacién:

p: X —R¥
dada por :

p()(0) = (1),
p(t)(n +1) = 2, (1),

paratodot € X yn € w.
Veamos que ¢ es una funcién de Borel. Para ello basta probar que si nq,...,n; € w, entonces

e M{fERY | f(ny)| <o,i=1,...,k})

es un conjunto de Borel. Notemos que dicho conjunto coincide con

k
{teX:lp) )l <oi=1,... k}=[{t€X:|rn| <o}
=1
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Como cada x, estd en B;(X) sabemos que cada {t € X : |x,,_1] < o} es un conjunto F, por
el lema [2.3.14] Por consiguiente, la funciéon ¢ es de Borel.
Consideremos el conjunto L = {(z,y) : p(z) =y} C X x R¥. Tomando la aplicacién:

h(z,y) = |y — o(z)]

tenemos que h es una aplicacion de Borel. Por tanto, L es un conjunto de Borel en X x R¥.
Sea la aplicacion proyeccion de la segunda componente:

79 1 X X RY — RY.

Dado que Y = ¢(X) coincide con m(L) tenemos que Y es un conjunto analitico por la pro-
posicién |A.2.2) Por definicién de conjunto analitico (véase|A.2.1)) existe un espacio polaco Z y
una funcién continua y sobreyectiva tales que:

Vo Z — Y = ¢(X) CR¥.
Tomamos y e y, en RY, para cada n € w, definidos de la siguiente manera:

y(u) = u(0),
Yn(u) = u(n +1),

parau € Y.

Observamos que y es un punto de acumulacién de {y, : n € w} en RY y que toda subsucesién
de {y, : n € w} tiene una subsucesién convergente, ya que A es relativamente secuencialmente
compacto en B;(X) por el corolario 2.3.24] Entonces toda subsucesién de {z, : n € w} tiene
una subsucesién convergente.

Tomamos z e 2, en R?, para cada n € w, definidos de la siguiente manera:

z=you,
Zn:ynow'

Entonces z es un punto de acumulacién de {z, : n € w} en RZ. Notemos que {z, : n €
w} C Cy(Z) (ya que cada y, es la proyeccién coordenada que es continua y ¢ es continua).
Ademas, toda subsucesién de {z, : n € w} tiene una subsucesién convergente. Por definicién,
tenemos que {z, : n € w} C By(X) es relativamente sucesionalmente compacto, por lo tanto es
relativamente numerablemente compacto y, por el corolario [2.3.24] es relativamente compacto
en By (X).

También se tiene que z € C,(Z). Aplicamos el corolario a {z, — 2 :n € w} para obtener
una subsucesién {z, : n € I} convergente a z. Por construccién tenemos que ggllyn =y. Luego

limz,, = x. O
nel

Nota 2.3.32 Los resultados del apartado 2.1 han sido extraidos de [1]. En la subseccion 2.2.1
los resultados que aparecen hasta el corolario 2.2.11 pueden encontrarse en (30] y el resto en [1)].
En la siguiente subseccion los dos primeros resultados aparecen en [12] y el iltimo es una
consecuencia directa de ellos.

En el siguiente apartado los resultados de la subseccion 2.3.1 pueden encontrarse en [37] y [24)]
y los de la subseccion 2.3.2 en [41] y en [4).



Capitulo 3

El teorema de Namioka

En el primer apartado presentamos el teorema de Namioka y una extension al caso de un
producto de espacios numerablemente Cech-completos. En el segundo apartado analizamos para
qué espacios X se cumple la propiedad N (X,Y’) cuando el espacio Y es pseudocompacto.

3.1. El teorema de Namioka

Nota 3.1.1 Todo espacio Y localmente compacto y o-compacto cumple la propiedad N'(X,Y)
para todo espacio X de Namioka.

Demostracién. Como Y es localmente compacto y o-compacto, por 7.2. de [15], existe una

o0
sucesién {Y,, : n € w} de subconjuntos compactos de Y tales que Y = |J Int(Y,).

n=1
Sea X un espacio Namiokay F': X XY — [—1, 1] una funcién separadamente continua. Sabemos
que para cada n € w existe un subconjunto U, C X Gy y denso tal que F' es conjuntamente

continua en los puntos de U, x Y,. Por tanto, F' es conjuntamente continua en los puntos de

( () U, | x Y. Como, por el teorema [1.0.2 el conjunto U = () U, es un subconjunto Gs y
n=1

n=1

denso de X se obtiene el resultado. O

Para demostrar el teorema de Namioka son necesarios el siguiente comentario y el siguiente
lema.

Sea Y un espacio compacto e I un conjunto arbitrario, consideramos (R?), el conjunto
de todas las funciones reales acotadas sobre I. Equipamos al espacio (R!), con la métrica de
la convergencia uniforme d. La relacién de orden usual en R induce sobre los espacios (RY),
y C(Y, (RT),) una relacién de orden que hace que sean reticulos (i.e. conjuntos parcialmente
ordenados en los cuales, para cada par de elementos, existen un supremo y un infimo). Dados
f,g € C(Y,(RY),) se tiene que:

f<ge fly) <gly), VyeY e fy)i) <gly)i), VyeYyViel

37
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Lema 3.1.2 Sea Y un espacio compacto, I un conjunto y H un subrreticulo de C(Y, (R')).
Sea g € C(Y, (RT),) y € > 0. Supongamos que para todo (y,y') € Y x Y existe hy,y € H tal que:

dlhyy (v),9(y) <e y  dlhy(¥),9()) <e (3.1)

Entonces eziste h € H tal que d(h, g) < €. Por consiguiente, la clausura de H es la misma en
C,(Y, (RT),) que en C, (Y, (R),).

Demostracién. Para cada (y,y') € Y x Y consideramos el conjunto abierto Uy, = {z € Y :
d(hyy(2),9(2)) < €} que por contiene a y' € Y.

Fijado y € Y, como {U,, : ¥ € Y} es un cubrimiento por abiertos del espacio compacto Y,
existen yy,...,y, €Y tales que Y = Uy, U...UUy,.

Consideramos h, = sup{h -y hyy }. Tenemos que hy € H y

yyio
9(2)(7) < hy(2)(i) + €, para todo z € Y y todo i € I. (3.2)

Ademés se sigue de (3.1) que d(hy(y), g(y)) < e.

Para cada y € Y consideramos el conjunto abierto U, = {z € Y : d(h,(2),9(2)) < €}, el cual
contiene a y.

Como {U, : y € Y} es un cubrimiento por abiertos del espacio compacto Y, existen g, ..., ym €
Y talesque Y =U,, U...UU,,,.

Consideramos h = inf{hy,,...,hy, }. Tenemos que h € H, por lo que h(z)(i) < g(2)(i) + €
para todo z € Y y todo i € I. Se sigue de que g(z)(i) < h(z)(i) + € para todo z € Y y
todo ¢ € I. Por consiguiente, d(h,g) < e. O

Nota 3.1.3 Dado un espacio métrico M y un punto fijo xo € M consideramos la funcion
0: M — (RM), definida por

0(z)(x') = d(«',z) — d(2', x), Va,z' € M.
Entonces 0 induce una isometria de M sobre §(M).

Teorema 3.1.4 (Namioka) Sean X un espacio reqular y numerablemente Cech-completo, Y
un espacio compacto, M un espacio métrico y & : X — C,(Y, M) una funcion continua.
Entonces existe un subconjunto A de X que es Gs y denso tal que ® : X — C (Y, M) es
continua en todo punto x € A.

Demostracién. Por la nota anterior podemos suponer que M = (R');, donde I es un conjunto.
Sea x € X, denotamos por osc(x) la oscilacién en z de la funcion @ : X — C, (Y, M), es decir:

osc(x) = inf{sup{||P(x1) — P(za)|| : x1, 29 € W} : W C X abiertoy z € W}.

Para cada k € w, consideramos el conjunto Gy, = {z € X : osc(z) < +}. Razonando como en

oo
el teorema teorema [2.2.16| se prueba que Gy es abierto. Por consiguiente, A = () Gy es un
k=1

conjunto G5 de X. Al ser X un espacio de Baire (véase proposicién |[A.6.3), para probar que
A = X basta ver que GG, = X para todo k natural dado. Supongamos que existe un natural kg




3.1. El teorema de Namioka 39

tal que Gy, # X. Tomamos V = X \ Gy, y € = 3= .
Dada una funcién f € C(Y, M) consideramos el conjunto X; = ®~*(B(f,¢€)), donde B(f,¢e) =
{g € C(Y,M) : d(g,f) < €}. Notemos que si x esta en el interior de X entonces osc(x) <
2¢ < 1/ky. Es facil ver que B(f, €) también es cerrado en C,(Y, M) y por la continuidad de &
se sigue que Xy es cerrado en X. Por consiguiente, si x pertenece al interior de la unién finita
Xp U...UXjy,, entonces pertenece al interior de uno de ellos y se tiene que osc(z) < 1/ko.
Sea { A, }7° | una sucesién de recubrimientos por abiertos de X. Sea P el conjunto de todos los
pares (U, x) tales que U es un subconjunto abierto de X contenido en V' y x un punto de U.
Construimos la sucesion {(Uy, xy) : k € w} de elementos de P de la siguiente manera. Primero
elegimos zy € V arbitrario y por regularidad tomamos un entorno Uy de zq tal que Uy C V
y tal que U tiene didmetro menor que Ay. Supongamos construidos (Uj,x;) € P para j =
0,...,k. Sea Ly, el subrreticulo finito de C(Y, M) generado por los ®(z;), con j = 0,...,ky
sea My = |J Xy. Como Uy es un subconjunto abierto de V' se tiene que no estd contenido en
fe€Lg
M. Por tanto, podemos elegir un punto xyyq € Uy \ My y un entorno abierto Uy,q en X de
T+ tal que m C Uy y tal que Uy tiene didmetro menor que Ayy1.
Para cada k € w consideramos el conjunto Fy, = {z; : j > k}. Como F}, C U}, se sigue que Fj,
tiene didmetro menor que Ay. Por ser numerablemente Cech-completo la sucesién decreciente de
cerrados no vacios {F : k € w} tiene interseccién no vacia, por lo que la sucesion {xy : k € w}
posee en X al menos un punto de acumulacién r.
Como la funcién ® : X — C,(Y, M) es continua ®(r) es un punto de acumulacién de {®(zy) :

k € w} en C,(Y, M) y, por tanto, pertenece a la clausura de H = |J Lg en C,(Y, M).
k=1

Como H es un subrreticulo de C(Y, M) se sigue del lema anterior que existe g € H tal que
d(g,®(r)) < e Seap € w tal que g € L,. Entonces r € Mj. Por otro lado, para cada k > p
tenemos que zy, € Upiq C U, \ M,. Por consiguiente, r € U, \ M,, lo cual es una contradiccién.
O

Corolario 3.1.5 Sea X un espacio reqular y numerablemente Cech-completo, Y un espacio
compacto, M un espacio métrico y f : X XY — M wuna funcion separadamente continua.
Entonces existe un subconjunto A de X que es Gs y denso tal que [ es conjuntamente continua
en todo punto de A X Y.

Definicién 3.1.6 Sean X e Y espacios topologicos, x € X y f : X — Y wuna aplicacion. Se
dice que f es casi-continua en x si para cualquier entorno W de f(x) en'Y y para cualquier
entorno V de x en X, eziste un subconjunto, no vacio, abierto U de V tal que f(U) C W. Si
f es casi-continua en todo punto x de X se dice que f es cast-continua en X.

Sean Xy,...,X, eY espacios topologicos, f : X1 x ... x X,, — Y wuna aplicacion y
(x1,...,2,) € X5 X X,,. Decimos que [ es fuertemente casi-continua en (x1,...,xy)
si satisface la siguiente condicion: para todo W entorno abierto de f(x1,...,x,) en'Y y todo
Vi X ... x V, entorno abierto cilindrico de (xy,...,xz,) en X1 X ... x X, existe un subconjunto
abierto, no vacio, cilindrico Uy x...xU, C Vi x...xV, tal que x, € U, y f(U1 x...xU,) C W.
Si se satisface para todo (x1,...,2,) € X1 X ... x X, entonces se dice que [ es fuertemente
casi-continua en X; X ... X X,,.



40 3. El teorema de Namioka

El objetivo ahora es extender el resultado anterior a una funcién separadamente continua
f:Xix...xX,xY — M, donde Xi,..., X, son espacios numerablemente Cech-completos, Y
es un espacio compacto y M un espacio métrico. Para ello se necesitan unos resultados previos:

Proposicion 3.1.7 Sean Xi,..., X, espacios requlares y numerablemente Cech-completos, Y
un espacio métrico y f : X1 X ... x X,, = Y una funcion separadamente continua. Entonces f
es fuertemente casi-continua.

Demostracion. Para n = 1 el resultado es inmediato. Supongamos que se tiene el resultado

parai=1,...,n—1 (n > 2), veamos que se cumple para n. Supongamos que no es fuertemente
casi-continua en (ai,...,a,) € X; X ... X X,,, entonces existe un « > 0 y un entorno abierto
cilindrico V; x ... x V,, de (ay,...,a,) en X; X ... x X, satisfaciendo la siguiente condicion:

(x) Para todo conjunto abierto cilindrico Uy x ... x U, C V] x ... x V, tal que a, € U,, existe
(x1,...,2,) € Up X ... x U, tal que d(f(z1,...,2,), f(a1,...,a,)) > «, donde d es la métrica
de Y. Tomamos € = /3.

Sea {A;}52; una sucesién de recubrimientos por abiertos de X;, para i = 1,...,n. Sea P; el
conjunto de todos los pares (U;, x;) tales que U; es un subconjunto abierto de X; contenido en
V; v x; un punto de U;, parat =1,...,n. Sea P =Py X ... X P,,. Definimos por induccién una
sucesion {(Ug1, k1), - - -5 (Ukny Tkn) = kK € w} de puntos de P de la siguiente manera. Fijamos
To; = a; y tomamos un entorno abierto Uy de zp; en X; de manera que Uy C V; v Uy tenga
didmetro menor que Ay, para i = 0,...,n. Supongamos definidos {(Uj1,x;1), ..., (Ujn,Tjn)}
para j = 0,...,k. Entonces elegimos ((Upt1)1; T(k+1)1), - - - » (Utk41)ns Tkt 1)) € P cumpliendo
las siguientes condiciones:

Uk+1)i C Ugi, 1=1,...,m (3.3)
Uk+1)i  tiene didmetro menor que A1), 1=1,...,n;
1
d(f(z, xes1yn), f(@, T0n)) < — +1, Vo € Sp1 X ... X Sgn-1), (3.5)

k

donde Sy, ={z;; :0<j <k}, i=1,....,n—1.
Ademds, para todo = € U1y X ... X Ug1)(n—1):

d(f(x, zpn), f(Xr1, - Tn))

<€
d(f(x(k—o—l)l- e 7x(k+1)n); f(xor, ..., won)) > .

Veamos que dicha eleccién es posible. Dado x € Si1 X ... X Sgm—1), la funcién parcial f, es conti-
nua en oy, entonces existe un entorno abierto U1y, de zo, en X, tal que d(f(x, x,), f(z,z0n)) <
% + 1 para todo z,, € Ugq1)n. Podemos suponer que U1y, C Upy, con didmetro menor que
Agit1)n- El punto 241, lo podemos tomar en U1y, cumpliéndose la condicién .

Por hipétesis de induccién se tiene que la funcién parcial f;,, es casi-continua en el punto
(Tk1, - - -, Trn—-1)), Por lo que existe en X; x ... x X,_; un conjunto abierto, no vacio, cilindrico
Ukgr X .. X Ugeryn-1) C U X ... X Ugy(n—1y cumpliendo la condicién (3.6). Ademads,
podemos suponer que Uiy C Uy y que Ugqyy tiene didmetro menor que Ag11y;, para
1 =1,...,n — 1 satisfaciéndose las condiciones y .

Por la condicién (*) podemos tomar (z(x+1)1,-- s Tk+1)n) € U1 X - .. X Ugqr)n tal que la

condicion (3.7)) se satisfaga.
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Para cada k € w y cada i € {1,...,n}, consideramos Fy; = {z;; : j > k}. Como F}; C Upi, se
sigue que Fy; tiene didmetro menor que A;;. Por ser cada X; numerablemente Cech—completo
toda sucesién decreciente de cerrados no vacios {Fy; : k € w} tiene interseccién no vacia. Por
consiguiente, la sucesién {zy; : k € w} posee en X; al menos un punto de acumulacién ;.

Para cada ¢ =1,...,n — 1 consideramos el conjunto S; = {z;; : j € w} = |J Ski- Notemos que
k=1
Six ... x Sy = U Sk X ... X Sgno1). Para todo x € Sy x ... x S,_; se sigue de 1’ y de la
k=1

continuidad de la funcién f, que d(f(z,7), f(2,0n)) = 0. Como f., y fa,, son separadamente
continuas se sigue de la nota|A.1.17|que d(f(z,7,), f(z,z¢,)) = 0 para todo z € S} X ... X S,_1.
Por tanto:

f(’f’l,...,’f’nfl,’l“n> :f(rl,...,rn,l,x()n). (38)

Como f,, . es separadamente continua se sigue de (3.6) y de la nota |[A.1.17| que para todo
& € Uy X .. X Uggryn se tiene que d(f(x, Tpn), f(Tr1, ... Trn)) < €
Como zj; € Ug41); para todo j > k+ 1y todoe=1,...,n— 1 se tiene que para todo k € w

A(f(ri, a1, Ten), f(Tr1y - ) < € (3.9)
Luego, por (3.8) y (3.9) se llega a que:
d(f(ri, .. ra1,m0), [(To1, - -+, Ton)) < €. (3.10)

Pero, de (3.9) y (3.7)) se deduce que para todo k € w:

d(f(r, . a1, Ten)s f(Zo1, - -, Ton)) > v — € > 2

(3.11)
y como la funcién parcial f, . ,._,) es continua llegamos a que:
d(f(’r’l, ey Tn—1, Tn)a f((L'Ol, e ,l‘on)) 2 2¢. (312)
Por (3.10) y (3.12) se llega a contradiccién. [
Corolario 3.1.8 Sean X1, ..., X, espacios requlares y numerablemente Cech-completos, Y un

espacio completamente reqular y f : X1 x ... x X,, = Y wuna funcion separadamente continua.
Entonces f es fuertemente casi-continua.

Demostracién. Sea (ay,...,a,) € X1 X ... x X,. Veamos que f es fuertemente casi-continua
en (ai,...,a,). Sea W un entorno abierto de f(ay,...,a,) enY ysea Vj x ... X V, un entorno
abierto cilindrico de (ay,...,a,) en X7 x ... x X,,. Como Y es completamente regular existe

una funcién continua vy : Y — R tal que v(f(a1,...,a,)) =1y v(c) =0 para todo c € Y\ W.
Si consideramos la funcién (yo f) : Xj x ... x X,, — R se tiene que es separadamente continua.
Luego por la proposicién se sigue que v o f es fuertemente casi-continua en (ay, ..., a,).
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Por tanto, existe un conjunto abierto, no vacio, cilindrico Uy X ... x U, C Vi x ... x V, tal que
a, € U, y:

|(yo f)@1,...,zn) — (yo f)lay,...,a,)| < %,

para todo (z1,...,x,) € Uy X ... x U,. Por tanto, f(U; x ... x U,) C Wy se sigue que f es
fuertemente casi-continua en (ay, ..., a,). O

Proposicion 3.1.9 Sea X un espacio de Baire, Y un espacio topologico, M un espacio métrico
yf: X XY — M una funcion. Si f es fuertemente casi-continua en X XY, entonces existe
un subconjunto A de X que es Gg y denso tal que f es continua en los puntos de A X Y.

Demostracion. Sea y € Y, consideramos el subconjunto A de X formado por los z € X
tales que f es continua en (z,y). Para cada k € w, consideramos el conjunto Uy = {z € X :
osc(z,y) < 1/k}, donde osc(x,y) es la oscilacién de f en (z,y). Notemos que cada Uy, es abierto

o0
en X, por lo que A = () Ui es un subconjunto G5 de X.
k=1
Dado cualquier ky € w, como X es un espacio de Baire, basta ver que Uy, es denso en X para

probar que A es denso en X.

Sea W un subconjunto abierto no vacio de X, tomamos x € W. Como f es fuertemente casi-
continua en (x,y), existe un conjunto abierto, no vacio, cilindrico U x V. C W x Y tal que
y € Vycond(f(u,v), f(z,y)) < 1/3kq para todo punto (u,v) € U x V. Luego U C Uy,. Como
U C W se tiene que Uy, N W # (). Por consiguiente, Uy, es denso en X. [J

Como consecuencia inmediata de la proposicion y del corolario|3.1.9|se tiene el siguiente
resultado:

Proposicién 3.1.10 Sean Xi,. .., X, espacios requlares y numerablemente Cech-completos, Y
un espacto métrico y f : X1 X ... x X,, = Y wuna funcion separadamente continua. Entonces
existe un subconjunto A de Xi X ... x X,,_1 que es Gs y denso tal que f es continua en los

puntos de A x X,,.

Nota 3.1.11 Como caso particular, se cumple la propiedad N(X,Y) si X e Y son numera-
blemente Cech-completos.

Veamos una extensién del teorema de Namioka:

Teorema 3.1.12 Sean X1, ..., X, espacios requlares y numerablemente Cech-completos, Y un
espacio compacto, M un espacio métrico y ® : Xy x ... x X,, = C,(Y, M) una funcion separa-
damente continua. Entonces, existe un subconjunto A de X; X ... x X,, que es Gs y denso tal
que ®: X7 x ... x X,, = Cu(Y, M) es continua en todo punto x € A.

Demostracion. La prueba es similar a la del teorema |3.1.4. Por la nota podemos suponer
que M = (R%),, donde I es un conjunto. Denotamos por X el espacio producto X; x ... x X,
y por V¥ la funcién z — ®(z) de X en C(Y,M). Sea f € C,(Y,M) y p > 0, veamos que
U—Y(B(f,p)) y ¥=1(B(f,p)) tienen el mismo interior en X. Sea U el interior de V=1 (B(f, p)) v
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x € U, observemos que # € U~(B(f, p)). Para ello suponemos que x ¢ ¥~ (B(f, p)), entonces
U(z) & B(f, p). Como labola B(f, p) también es cerrada en C,,(Y, M) se sigue del corolario[3.1.§]
que la funcién ® : X — C,(Y, M) es casi-continua en z. Entonces existe un subconjunto abierto,
no vacio, U’ C U que es disjunto con U1 (B(f, p)). Pero esto es incompatible con la inclusién
U CU=(B(f,p):

Para todo x € X, denotamos por osc(z) a la oscilacién en x de la funciéon ¥ : X — C,(Y, M).
Para cada k € w consideramos el conjunto Gy, = {z € X : osc(z) < 1}. Por ser cada Gy, abierto

[e.e]
se sigue que A = [ Gy es un conjunto G5 de X. Al ser X un espacio de Baire (véase propo-
k.f

=1
sicion para probar que A = X basta ver que G = X para todo k natural. Supongamos
que existe un natural ko tal que Gy, # X.

Veamos que existe un conjunto abierto, no vacio, V' que es disjunto con Gy, y tal que U(V) es
un subconjunto acotado de Cy (Y, M). Sea f € C,(Y, M), se tiene que:

X\@wzuw B(f,k))(= X).

Como X es un espacio de Baire, existe un subconjunto abierto, no vacio, V.C X \ Gy, y un
natural m tal que V. C W—1(B(f,m)). Por lo visto antes, V. C W' (B(f,m)) y, por tanto, ¥ (V)
es un subconjunto acotado de Cy (Y, M).
Sea € = 1/3kg, sea U C V abierto, no vacio, y L un subconjunto finito de C'(X, M). Veamos
que:
() U ¢ TT(B(L,e)), donde B(L,&) = U B(f,e).

ferL
En caso contrario existiria ¢ € L y un subconjunto abierto, no vacio, U’ C U tal que U’ C

U-1(B(g,¢)). Luego U' C ¥~1(B(g,€)) y, consecuentemente, osc(xr) < 2¢ < 1/ky para todo

xz € U'. Llegamos a una contradiccién, ya que U C X \ G,.

Sea { Ak}, una sucesién de recubrimientos por abiertos de X;, para ¢ = 1,...,n. Sea V} x
. XV, un subconjunto abierto, no vacio, cilindrico de V', y sea P; el conjunto de todos

los pares (U;, ;) tales que U; es un subconjunto abierto, no vacio, de X; contenido en V; y

x; un punto de U;, para i = 1,...,n. Sea P = P; x ... X P, definimos por induccién una
sucesion {(Ug1, Tx1)s -« -y (Ukn, Tkn) = k € w} de puntos de P de la siguiente forma. Elegimos
((Uo1,201)s - -+, (Uon, Ton)) € P de manera que Uy, C V; y Uy sea de didmetro menor que

Agi, para i = 0,...,n. Supongamos definidos ((Uj1,xj1), ..., (Ujn, xjn)) para j =0,..., k. Sea
Ski ={r;; :0<j5<k},i=1,...,n— 1. Denotamos por L al subrreticulo finito de C(Y, M)
generado por V(S X. .. X Sk,). Entonces elegimos (U115 T(k+1)1)5 - - - > (Uk1)ns Tkt 1)n)) € P
cumpliendo las siguientes condiciones:

U(k—}—l)i C Uy, 1=1,...,n; (3.13)
Ug+1)i  es de didmetro menor que A1y, i=1,...,n; (3.14)
(Ut X+« X Ugeryn) N O B(Lg, €)) = 0 (3.15)

Esta eleccién es posible como consecuencia de (k).

Para todo i = 1,...,n, consideramos S; = {z;; : j € w} = U Shi.

Se sigue de las condiciones - ) v ( - ) que S; es un subconJunto relativamente numera-
blemente compacto de X;, para ¢ = 1,...,n. Sea r; un punto de acumulacién de la sucesién
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{zr; : k € w} en X;, para i = 1,...,n. Consideramos r = (71, .. ) Veamos que ¥(r) per-
tenece a la clausura de W(S; x ... x S,) en Cp(Y, M). Como r € 51 . % S, se sigue de la
nota |A.1.17/que ¥(S; x ... x Sn) C (S x ... x S,).

Por 3__13[) se tiene que:

r € Up X ... % U, Vk € w. (3.16)

Como Sy X ... x S, = |J Sk1 X ... X Sgn ¥ W(Sk1 X ... X Sg) C Ly, para todo k € w.
k=1

U(r) pertenece a la clausura de H = U Ly en C,(Y,M). Como H es un subrreticulo de

C(Y, M) se sigue del lema“ 3.1.2) que ex1ste g € H tal que r € UV 1(B(g,€)). Sea m € w tal que
g € Ly, entonces r € W1 (B(L,,,€)) y se tiene por que 7 & Upms1yr X - X Uni1yn, 1o
cual contradice (3.16). OJ

Corolario 3.1.13 Sean Xi,..., X, espacios requlares y numerablemente Cech-completos, Y
un espacio compacto, M un espacio métrico y f : X xY — M una funcion separadamente
continua. Entonces existe un subconjunto A de Xy x ... x X,, que es G5 y denso tal que [ es
conjuntamente continua en todo punto de A X Y.

3.2. Algunas extensiones del teorema de Namioka

Los dos siguientes resultados son claves para abordar el problema en el que al menos uno
de los dos espacios es pseudocompacto. Sean X e Y espacios topolégicos, en el apartado A.1.4.
del apéndice se define la aplicacion exponencial Ax )y .

Proposicion 3.2.1 Sean X eY espacios topologicos, f : X XY — R separadamente continua
y o =Axy(f). Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) La funcién f se puede extender a una funcién separadamente continua f : B(X)x Y — R.

(b) La clausura de o(X) en C,(Y) es compacta.

Demostracién. (a) = (b) Por la proposicién 8 tenemos que ¢ = Agxy (f) : BX — Cp(Y)

) :
es continua. Luego el conjunto ¢(X) esta Contenldo en el compacto ¢(X) C C,(Y) y su clau-
sura es compacta.

(b) = (a) Como la clausura de ¢(X) en C,(Y) es compacta la aplicacién ¢ se pue-
de extender a una funcién continua ¢ : X — C,(Y). Por la proposic'}én A.1.18| la funcion
f= AﬂXY( ): BX xY — R es separadamente continua. Notemos que f es extension de f. O

Proposicion 3.2.2 Sean X e Y espacios pseudocompactos, f : X xY — R separadamente
continua y ¢ = Axy(f). Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) La funcion f se puede extender a una funcion separadamente continua sobre fX X Y.
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(b) La funcion [ se puede extender a una funcion separadamente continua sobre X x BY .
(¢) La funcion f se puede extender a una funcion separadamente continua f X x BY — R.
(d) La clausura de (X) en C,(Y) es compacta.

(e) p(X) es un subespacio compacto de C,(Y).

Demostracion. Las implicaciones (¢) = (a), (¢) = (b) y (e) = (d) son inmediatas, mientras
que la equivalencia (a) < (d) se sigue de la proposicion 3.2.1}

(d) = (e) Por el teorema de Haydon (2.3.10)) la clausura de ¢(X) en C,(Y) es compacta
en C,(BY), por lo que es Eberlein compacta. Se sigue del teorema de Preiss-Simon ((2.2.9) que
©(X) es un subespacio compacto de C,(Y').

(e) = (c) El teorema de Haydon implica que ¢(X) es compacto en C,(8Y"). Por consiguien-
te, podemos suponer que ¢ es una aplicacién continua que va de X a C,(8Y’). Se sigue de la
proposicion @ que fo = A}}ﬂy(gp) se puede extender a una funcién separadamente continua

~

FBX x BY S R.
(b) = (c) se sigue de (a) = (¢). O

Sea f : X xY — R una funcién separadamente continua. Si fijamos un punto y € Y
la funcién f¥ : X — R, definida por fY(z) = f(z,y) para cada © € X, es continua. Por
ser X un espacio completamente regular podemos considerar su extension continua sobre X,

(f¥)P: X — R (véase teorema [A.3.2)).

Definimos la funcién:

fPBXxY — R
(p,y) — flpy) = (") (p)

Proposicion 3.2.3 Sea f: X XY — R una funcion separadamente continua, donde X es un
espacio pseudocompacto e Y es un espacio topologico. Entonces para cada p € BX la funcion
fpﬁ es continua sobre todos los conjuntos numerables de Y .

Demostracién. Sea p € fX y sea el subconjunto {y, : n € w} C Y numerable. Consideramos
para cada n € w el punto r, = f?(p,y,). Notemos que fijado 7 € R el conjunto (f%)~1(r) =

N At (Jr— 2,7+ L[) es un conjunto G; y cerrado.

n=1

Por lo tanto el conjunto G = [ ((f¥")?)~1(r,) es un cerrado y Gs. Notemos que p € G.
=1

Por la proposicién existe un 2 € X tal que f(z,yn) = f(p,yn) para todo n € w. Luego
fo = 12 en {y, : n € w}. Por tanto, f es continua sobre {y, : n € w}. O

Para continuar necesitamos el siguiente lema:
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Lema 3.2.4 Sean X y Z espacios topologicos, f : X — Z una funcion e Y C X un subconjunto
denso en X. Si la restriccion de f a cada subespacio de la forma Y U{z}, donde x € X es
arbitrario, es continua, entonces la aplicacion f es continua.

Corolario 3.2.5 Sea f : X XY — R wuna funcion separadamente continua, donde X es
un espacio pseudocompacto e 'Y es un espacio topologico. Entonces fpﬁ es continua sobre las
clausuras de todos los conjuntos numerables de 'Y .

Corolario 3.2.6 Sea f : X XY — R una funcion separadamente continua, donde X es un
espacio de Baire separable e Y es un espacio pseudocompacto. Entonces existe un subconjunto
U C X Gs y denso tal que f es conjuntamente continua en los puntos de U X Y.

Demostracién. Como X es separable existe un subconjunto D = {z,, : n € w} denso en X.
Fijado = € X, como f, : Y — R, definida por f,(y) = f(x,y) para cada y € Y, es continua,
sabemos que existe 7 : Y — R, extensién continua de f,.

Definimos la aplicacién f% : X x fY — R tal que f°(x,p) = f?(p) paratodoxr € X y p € BY.
Veamos que es separadamente continua. Ya sabemos que, fijado z € X, f? € C(BY); fijado
p € BY, por el corolario , se tiene que (f?)? € C(X). Aplicando el teorema m (o el

corolario [3.2.13)) se llega al resultado. [J

Sea f : X xY — R una funcién separadamente continua, donde X e Y son espacios
topoldgicos. Consideramos las aplicacion continua

UV:Y — C,(X)
y — Y(y)=r?

Teorema 3.2.7 Todo espacio pseudocompacto es un espacio de Namioka.

Demostracion. Sea una funcién separadamente continua f : X XY — R donde X es un espacio
pseudocompacto e Y es un espacio compacto. Sabemos que Y también es pseudocompacto.
Como V es continua se sigue que V(Y') es compacto en C,(X). Luego por la proposicién m
f se puede extender a una funcién separadamente continua f : X x Y. Por el teorema de
Namioka existe un subconjunto U C X Gy y denso tal que f es conjuntamente continua
en los puntos de U x Y. U

Teorema 3.2.8 Sea f : X xY — R una funcion separadamente continua, donde X es un
———Cp(X
espacio de Namioka e Y un espacio tal que W(Y) b es compacto en C,(X). Entonces eziste

un subconjunto U C X Gg y denso tal que f es conjuntamente continua en los puntos de U X Y.

Demostracion. Por la proposicién [3.2.1] la funcién f se puede extender a una funcién separa-
damente continua f : X x 8Y — R. Como X es de Namioka existe un subconjunto U CX Gs
y denso tal que f es conjuntamente continua en los puntos de U x Y. Luego f = f |xxy es
continua en los puntos de U x Y. [J
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Corolario 3.2.9 Sea f : X XY — R una funcion separadamente continua, donde X eY son
espacios pseudocompactos y Cp(X) es un p-espacio. Entonces:

(i) Eziste un subconjunto U C X Gs y denso tal que f es conjuntamente continua en los
puntos de U xX Y.

(ii) Existe un subconjunto V- C'Y Ggs y denso tal que f es conjuntamente continua en los
puntos de X x V.

Demostracion. Al ser C,(X) un p-espacio, la clausura de (YY) en C,(X) es compacta. Por
tanto, por la proposicion tenemos:

(a) La funcién f se puede extender a una funcién separadamente continua sobre fX x Y.

(b) La funcién f se puede extender a una funcién separadamente continua sobre X x gY.

Por el teorema llegamos al resultado que buscamos. [J

En particular, espacios que cumplen los requisitos del espacio X en el enunciado anterior
pueden ser: los compactos, los numerablemente compactos y los numerablemente pseudocom-
pactos (véase 4.2 de [25]).

Nota 3.2.10 Es un problema abierto saber si dados dos espacios pseudocompactos X e Y se
satisface la propiedad N (X,Y). El ejemplo de D. B. Shakhmatov (véase nota pone de
manifiesto que no se puede sequir el planteamiento simple que nos ofrece la proposicion
para tratar esta cuestion.

Corolario 3.2.11 Sea f : X x Y — R una funcion separadamente continua, donde X es
un espacio Namioka tal que Cp(X) es un p-espacio e Y un espacio pseudocompacto. Entonces
existe un subconjunto U C X Gy y denso tal que f es conjuntamente continua en los puntos de

UxY.

Nota 3.2.12 Si X es un k-espacio entonces C,(X) es un p-espacio por el corolario |2.1.1/
luego los k-espacios de Namioka cumplen los requisitos del teorema anterior en cuanto al espacio
X.

Corolario 3.2.13 Sea f : X XY — R una funcion separadamente continua, donde X un
espacio Cech-completo e Y un espacio pseudocompacto. Entonces existe un subconjunto U C X
Gs y denso tal que [ es conjuntamente continua en los puntos de U X Y.

Demostracion. Sea X un espacio Cech-completo. Por el teorema sabemos que es un espacio
de Namioka y, por la proposicion |A.6.5] se tiene que es un k-espacio. Entonces se cumplen las
hipotesis del corolario |3.2.11]y se llega al resultado. [J

Nota 3.2.14 Los resultados del apartado 3.1 han sido extraidos de [23]. Los dos primeros
resultados del apartado 3.2 se encuentran en [38] y el resto de resultados son conclusiones que
se pueden ir obteniendo a raiz de todos los resultados que se han ido probando anteriormente
en la memoria.






Capitulo 4

Fragmentabilidad

En el primer apartado estudiamos la relaciéon que hay entre el problema de Namioka y el
concepto de fragmentabilidad. Posteriormente, en el caso de que X sea métrico completo, vemos
que una funcién pertenece al espacio de funciones B;(X) si y s6lo si es fragmentable. En el
segundo apartado mostramos cémo emplear el teorema de Corson y Glicksberg para analizar
cuando un subconjunto de C,(X) es fragmentable, en el caso de que X sea métrico y compacto.
A continuacion, abordaremos el mismo problema para X compacto. En ese sentido presentamos
por una parte el teorema de Talagrand y, por otro lado, un resultado que nos informa sobre los
casos en los que se puede debilitar la naturaleza del espacio X.

4.1. Fragmentabilidad y funciones de primera clase de
Baire

Empezamos reescribiendo la definicién de casi-continuidad de una funciéon f: X — Y dada
en (3.1.6)) para el caso en el que el espacio Y sea métrico:

Definicién 4.1.1 Sea f : X — (M, d) una aplicacion definida sobre un espacio topolégico X
que toma valores en un espacio métrico (M, d).

Se dice que [ es casi-continua en x € X si para todo entorno U de x y para todo € > 0
existe un abierto V- C U tal que diam(f(V)) < e.

Se dice que f es casi-continua si para todo abierto U no vacio de X y para todo € > 0 existe
un abierto V- C U tal que diam(f(V')) < e. Notemos que es lo mismo que ser casi-continua
para todo v € X.

Se dice que [ es fragmentable cuando f|c es casi-continua para todo C' C X no vacio.

Nota 4.1.2 Una funcion f es fragmentable si y solo si para todo € > 0 y para todo C' C X no
vacio existe un abierto V-C X tal que C NV # 0 y diam(f(CNV)) <.

Demostracién. (=) Sean ¢ > 0y €' C X. Sea U C C abierto relativo a C' no vacio, entonces
existe un abierto U no vacio en X tal que U = U NC. Por definicién de fragmentable existe un
V' C U abierto relativo a C' tal que diam(f(V)) < e. Por tanto, existe un abierto V' en X tal

que V =V N C cumpliendo que diam(f(V NC)) < e.

49
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(<) Seae>0,C C X yU C C abierto no vacio relativo a C. Existe un abierto U no vacio
en X tal que U = UNC. Entonces como ) ZU NV = (VNU)NC =: W, se tiene que W es
un abierto relativo a C' tal que W C U y diam(f(W)) < e. O

Definicién 4.1.3 Sea una familia de funciones F = {f; : X — (M,d)};e; C M*~.

Se dice que F' es equi-casi-continua en x € X si para todo entorno U de x y para todo
€ > 0 exziste un abierto V. C U tal que diam(f;(V')) < € para todo j € J.

Se dice que F' es equi-casi-continua si para todo abierto U no vacio de X y para todo € > 0
existe un abierto V- C U tal que diam(f;(V')) < € para todo j € J.

Se dice que la familia de funciones I es fragmentable cuando F es equi-casi-continua para
todo S C X no vacio. O, equivalentemente, si para todo € > 0 y para todo C' C X no vacio
existe un abierto V-C X tal que C NV # 0 y diam(f;(CNV)) < € para todo f; € F.

Definicién 4.1.4 Sea (X, 7) un espacio topolégico y p una métrica sobre X.

Se dice que (X,T) estd fragmentado por p (o p-fragmentado) si para todo € > 0 y para
todo C C X no wacio existe un abierto V. C X en la topologia T tal que C NV # 0 y p-
diam(C'NV) < e. Si estd clara la métrica p se dice que X estd fragmentado.

Sea (M, d) un espacio métrico, se dice que (X, T) estd (t,d)-fragmentado por una fun-
cion f: X — M si para todo € > 0 y para todo C C X no vacio existe un abierto V.C X
para la topologia T tal que C NV # 0 y d-diam(f(C NV)) < €. Si la topologia 7 de X y la
métrica d de M estdn claras, se dice que X estd fragmentado por f. Notemos que en el caso
de que X esté fragmentado por una funcion f, entonces f es fragmentable.

Nota 4.1.5 Sea X un espacio topolégico, M un espacio métrico y K C MX una familia de
funciones fragmentable. Entonces podemos equipar a C(K, M) con la métrica supremo, definida
como Sigue:

doo(h1, h2) = sup{d(hi(p), ha(p)) : p € K}.
Consideremos la aplicacion

fiX — CE,M)
z — ¥

tal que, dado ¢ € K, se tiene x*(¢) = p(x) € M. Notemos que en este caso X estd fragmentado
por f.

Lema 4.1.6 Sea X espacio topoldgico y K C M¥X wuna familia de funciones fragmentable.

—MX
Entonces K es fragmentable.

Demostracion. Sea e > 0y C' C X no vacio, por ser K fragmentable existe un abierto V' C X

— X
tal que CNV # 0y diam(f(CNV)) < §, para todo f € K. Sea f € &Y ysean x,y € CNV
arbitrarios. Considerando W = Uy(x,y; §) entorno basico de f se sigue que W N K # (). Luego
existe un g € K tal que |f(r) —g(z)| < 5§y [f(y) — 9(y)| < §. Por tanto, diam(f(C'NV)) <e,

—MX
paratodo fe K .0
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Proposicién 4.1.7 Sea f : X — (M,d) una una aplicacion definida en un espacio X de
Baire que toma valores en un espacio métrico (M,d). Entonces las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

(a) [ es casi-continua.

(b) Cont(f) es un conjunto G5 y denso en X.

Demostracion. (a) = (b) Como X es un espacio de Baire y Cont(f) = () O1/,(f), donde
=1

fijado € > 0, se define O.(f) = |J{V C X : V es abierto y diam(f(V)) < €}. Basta demostrar
que para todo € > 0 el abierto O.(f) es denso en X. Sea V' abierto, no vacio, arbitrario en X.
Por ser f casi-continua existe un abierto, no vacio, W en X tal que W C V' y diam(f(W)) < e.
Como W C O.(f), se tiene que VN O(f) # 0.

(b) = (a) Sea U abierto arbitrario en X. Como Cont(f) es denso existe un o € UNCont(f).
Por tanto, existe un entorno abierto V' de x¢ tal que |f(x) — f(zo)| < § para todo z € V.
Tomando el abierto W = U NV se llega a que f es casi-continua. [

Dada una funciéon F': X x Y — R, donde X e Y son espacios topolégicos, fijado un punto
r € X, denotamos por F, : Y — R a la funcién asociada F,(y) = F(z,y). Andlogamente,
fijado un punto y € Y designamos por F¥ : X — R a la funcién asociada FY(z) = F(z,y). Si
la funcion F es separadamente continua, entonces F, y FY son continuas para todo x € X y
para todo y € Y respectivamente.

Proposicion 4.1.8 Si Y es compacto y F : X XY — R es una funcion separadamente conti-
nua. Fijado x € X, son equivalentes:

(a) F es conjuntamente continua en cada punto de {x} X Y.
(b) La funcion asociada @ : X — C,(Y), definida por ®(z) = F,, es continua en x.

(¢) La familia Yp = {FY :y € Y} C C(X) es equicontinua en x.

Demostracién. (a) = (b) Dado € > 0 para cada y € Y existen abiertos U, y V, de z e y
respectivamente, tales que |F(2',y") — F(z,y)| < € para todo 2’ € U, y todo y' € V,,. Notemos
que {V, : y € Y} es un cubrimiento por abiertos del compacto Y. Por tanto, existe un subre-

p
cubrimiento finito {V,, : 1 <n <p} de Y. Tomamos el entorno abierto de =, U = [ U,,.
n=1

Notemos que para todo z € U se tiene que ||®(2) — ®(2)]| < 2.
(b) < (c) Es inmediato.

(b) = (a) Sea y € Y. Veamos que F' es continua en (x,y). Sea ¢ > 0, por (b) sabemos que
existe un entorno abierto U de x tal que para todo z € U se tiene:

€
19(2) = @(@)lloo = [|F> = Filloo = sup{|F(2,y) = F(z,)| : g’ € Y} < 5.



52 4. Fragmentabilidad

Como la funcién asociada ¥ : Y — C,(X), definida por y — FY, es continua dado el abierto
W = Upy(2;5), existe un entorno abierto V' de y tal que (V) C W. Entonces para todo
(', y) e U x W:

[F (2" y) — F(z,y)| < [F (2’ o) = Fz, )| + |[F(z,y) — Fz,y)| < e

O

Lema 4.1.9 Sea D un subconjunto denso en X y H C C,(X) equicontinuo en los puntos de
D. Entonces H es equi-casi-continua.

Demostracién. Sean € > 0 y U un subconjunto, no vacio, abierto en X. Entonces U N D # (.
Dado x € U N D existe un entorno abierto V' de z tal que |h(z) — h(z)| < § para todo z € V' y
h € H. Tomando el abierto W = VNU encontramos un abierto W C U tal que diam(h(V)) < €
para todo h € H. [

Corolario 4.1.10 Sea X un espacio de Namioka e Y C C,(X, M) un subconjunto compacto.
Entonces Y es equi-casi-continua.

Demostracion. Por la nota tenemos que la aplicacion:

F:XxY — M
(,y) — F(z,y) =y(z)
es separadamente continua. Por ser X un espacio de Namioka existe un subconjunto D C X Gj

y denso tal que F' es conjuntamente continua en los puntos de D x Y. Por la proposicion [4.1.8
la familia Y es equicontinua en D. Entonces Y es equi-casi-continua por el lema [4.1.9] [J

Nota 4.1.11 Si lo que queremos ver ahora es cudndo el conjunto de funciones compacto
Y C C,(X, M) es fragmentable, por definicion se precisa que la propiedad que nos indica que el
espacio X es de Namioka sea hereditaria bajo subconjuntos cerrados. Algunos de estos espacios
son los compactos, los numerablemente compactos, los numerablemente pseudocompactos, los
Cech-completos y los localmente compactos.

Lema 4.1.12 Dado un espacio X perfectamente normal se tiene que:
(1) Si A es abierto, entonces x4 € Bi(X).

(ii) Si B es cerrado, entonces xg € B1(X).

Demostracién. (i) Como todo abierto es un F,, podemos expresar A = |J Z, donde cada Z,

n=1
es cerrado. Fijado n € w, por el lema de Uryshon, existe una aplicacién f, : X — [0, 1] continua

tal que f,(z) = 1 para todo x € Z,, y f.(c) =0 para todo ¢ € X \ A.
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Entonces para todo € X tenemos que lim f,(z) = xa(z), es decir, x4 € B1(X).
n—oo

(11) Como X \ B es abierto existe una sucesién de cerrados {Z,, : n € w} tales que X \ B =
U Z.. Fijado n € w, por el lema de Uryshon, existe una aplicacién f, : X — [0, 1] continua

n=1

tal que f,(b) =1 para todo b € By f,(z) =0 para todo z € Z,.

Entonces para todo x € X tenemos que lim f,(z) = xp(x), es decir, xp € B1(X). O
n—oo

Notemos que un espacio métrico (X, d) es perfectamente normal, ya que dado un abierto A
en X, si para cada n € w consideramos el conjunto cerrado Z, = {z € X : d(z, X \ A) > 1},

llegamos a que A= |J Z, v Z, C Int(Z,41) para todo n € w.
n=1

Definicién 4.1.13 Sea A C X yr: X — A una aplicacion. Se dice que r es una retraccion
de X sobre A sir es continua y r(a) = a para cada a € A.

Definicién 4.1.14 Se dice que un espacio métrico (M, d) es retrdctil si para cada € > 0 eziste
una funcion continua he : M X M — M wverificando:

(a) d(h(z,y),y) <€ para todo (x,y) € M x M;
(b) he(z,y) =z sid(x,y) <e.
Notemos que x — h.(x,y) es una retraccion de M sobre la bola cerrada {x € M : d(x,y) < €}.

Observacion 4.1.15 Un espacio normado es un espacio métrico retractil. Basta considerar
las funciones h. definidas como sigue:

) v sifle—yl <
he(z,y) = { y+r- —Hiizll , st ||z =yl > e

Lema 4.1.16 Sea X un espacio topologico y (M,d) un espacio métrico retractil. Si f : X —

M es una aplicacion tal que para todo € > 0 existe una funcion g. € Bi(X, M) tal que

d(f(x),g.(x)) <e, entonces f € By(X, M).

Demostracién. Por hipétesis, podemos construir la sucesién de funciones {f, : n € w} C
Bi(X, M) tal que d (f(z), fu(z)) < 3 paratodo z € X. Por consiguiente, d (f,(z), fri1(7)) < 5%
para todo z € X. Como f,, € By(X, M) para cada n € N, existe una sucesién {¢} : k € w} C
C(X, M) tal que ]}Lrgo ot (x) = fu(x) para todo x € X.

Definimos por induccién las sucesiones:

(Hm=ae .,
k(@) = ha-n (@ (2), ¥ (2)
donde h,, para € > 0, es la funcién retractil.

Como d(pi(x),1;(x)) converge a d(f2(x), f1(x)) < 1/2 existe un natural k() tal que d(p2(z), ¥i(x)) <
1/2 para todo k > k().
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Por consiguiente, si k > ki(x), se tiene que ¥2(z) = ho-n(pi(z),¥i(x)) = pi(x). Luego
Jim Vi(r) = Jim ¢i(z) = fo(z) para todo x € X.
—00 —00
De modo recurrente se prueba que para cada n € w existe un natural k,(z) tal que ¥} (z) =
o (z) si k > ky(x). Por tanto, kh’m Yi(z) = fu(z) para todo x € X.
—00

Notemos que para todo x € X y todo k € w:

1

A (@), v5 (@) = d(has (7 (@), 4 (2)), U (2)) < 57

Veamos que la sucesién {¢F : k € w} C C(X, M) converge puntualmente hacia f. Dado z € X
y € > 0, tomamos m € w tal que w%l < 3. Sabemos que existe un natural £, (z) tal que
d(fo(z), 7" (z)) < €/3 para todo k > ky,(x). Si tomamos k > méx{m, k,,(z)} se tiene que:

d(f(x), v () < A(f(2), Fon()) + A (), 07 (2)) + A7 (2), 0F (2)
55 AW @) @) + o A (@), 6 (@)

3
2€+ 1+ 1 N —l—l <2e+€_
3 " \om Tomnn T Tk =g Ty TS
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Lema 4.1.17 Sea f : X — (M, d) una aplicacion definida en un espacio X hereditariamente
de Baire que toma valores en un espacio métrico (M, d). Son equivalentes:

(a) [ tiene la propiedad del punto de continuidad.
(b) [ es fragmentable.

Demostracion. (a) = (b) Es inmediato.

(b) = (a) Sea C' C X cerrado no vacio y € > 0, entonces f|c es casi-continua. Sea U abierto,
no vacio, en C. Existe un abierto, no vacio, V' C U en C tal que diam(fc(V')) < 5. Luego fijado
xo € V, tenemos que |f(z) — f(zo)| < € para todo z € V. Entonces f|¢ es continua en zq. O

Siguiendo la idea de la prueba del teorema de Stegall (véase [46]) se tiene el siguiente
resultado:

Teorema 4.1.18 Sea f : X — E una funcion fragmentable donde X es un espacio perfecta-
mente paracompacto y E es un espacio normado. Entonces f € By(X, E).

Demostracién. Todo espacio paracompacto es normal (véase 5.1.15 en [16]). Dado € > 0
consideramos el conjunto:

U. = {U C Mabierto: U # (), t.q. 3fy € B1(X, M) verificando || fy(z) — f(z)|| <€V € U}.

Veamos que U, # (). Como f es fragmentable, existe un abierto V no vacio tal que diam(f(V)) <
e. Fijamos xy € V' y definimos gy (x) = xv(z)f(zo). Por el lemal4d.1.12 gy € By (X, M) y, como
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lgv(x) — f(z)|| < € para todo z € X, entonces V' € U, luego U, # 0.

Consideramos el conjunto Uy = |J{U € U.}. Veamos que Uy € U,. Dado que la propiedad de
paracompacidad es hereditaria por subconjuntos F, (véase 5.1.28 en [|16]) y Uy es F, se tiene
que Uy es paracompacto. Por tanto, existe una coleccién localmente finita {V, : v € I'} C U,
tal que (J{V, : v € I'} = Uj. Asumimos que I' estd bien ordenado con elemento minimal 1.
Definimos el conjunto Vy = . Fijado v € T, como X( ) € B;(X), por el lema 4.1.12]

V:\ U Vs
B<y
podemos tomar una sucesion de funciones continuas 7., : X — R tal que cada r,, se anula

fuera de V, y lim r,,(z) = X( >(x) para todo x € X.
n—oo

Vw\ﬁg Vs
Y

Como cada V, estd contenido en algin U, € U,, existe una funciéon gy, € Bi(X, M) tal que
lgv, (x) — f(x)|| <€, Vo € V,. Tomamos la sucesién de funciones continuas {f,, : n € w} tales

que lim f, ,(z) = fy, (x) para todo € X. Como xy, € B1(X) podemos tomar la sucesién de
n—o0
funciones continuas {s, : n € w} tales que lim s,(z) = xy,(x) para todo z € X y s,(z) = 0 si
n—oo
|z — y|| < < para todo y € X \ Up.
Definimos la funcién:

gn(2) = sp(z) er,n(x)f%n@)‘

vyel

Como {V, : v € I'} es localmente finita en Uj cada g,, estd bien definida y es continua en todo
X. Consideramos:

9(0) = Jim gn(2) = x00(0) X1, ) (e )

vE

Entonces g € Bi(X, M). Fijado 2 € Up se tiene que g(x) = fy, (z) para algin 7. Entonces
lg(x) = f(z)|| <€ por lo que Uy € U..
Veamos que Uy = X. Para ello razonamos por reduccién al absurdo. Sea C' = X \U, # ) cerrado,
como f es fragmentable existe un abierto V' C X no vacio, con CNV # Q y diam(f(CNV)) <e.
Sea xo € C'NV fijo. Consideramos la funcién:

h = gxu, + f(xo)xcnv-

Notemos que h € By(X, M) y se tiene que ||h(z) — f(z)|| < € para todo z € Uy U V. Por
consiguiente, Uy UV € U,, lo cual es una contradiccion.

Por tanto, para todo € > 0 existe una funcién g. € By(X, M) tal que ||g.(x) — f(z)| < € para
todo x € X. Finalmente, por el lema[{.1.16] f € By(X, M).

U

Corolario 4.1.19 Sea X un espacio métrico completo y f : X — R una funcion. Entonces
f € Bi(X) siy solo si f es fragmentable.

Demostracién. (=) Por el teorema [2.3.13| f tiene la propiedad del punto de continuidad y por
el lema se sigue que f es fragmentable.

(<) Por el teorema (4.1.18, OJ
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4.2. El teorema de Corson y Glicksberg y aplicaciones

Teorema 4.2.1 (Corson y Glicksberg) Sea X un espacio de Baire, M un espacio métrico
y K un subespacio de M compacto y metrizable. Si existe un subespacio D de C(X, M) tal

—=MX . . .
que D = K, entonces K es equi-casi-continuo.

Demostracion. Consideramos el siguiente diagrama:

X 2 (O, M), (D))

® o Foal ®

(C(K. M), dy)

donde doo (Y1, 12) = sup{d(v1(k),2(k)) : k € K} para 1,1y € C(K, M), siendo d la métrica
del espacio M.

Observamos que por el hecho de ser K compacto se tiene que (C(K, M), d) es un espacio
métrico.

Veamos primero que la aplicacién Fval es continua. Para ello notemos que dado f € D se
tiene el siguiente diagrama:

Fval

(C(K, M), t,(D))

\\\ 5}(‘
dfo Bval "~

i’

M

donde para cada ¢ € C(K, M), d;(¢) = o(f).

Sea x € X. Si fijamos k € K se tiene que Eval(z)[k] = k(z). Por tanto, Eval(x) € M*X.

Sea una sucesion {k, : n € w} C K una sucesién que converge a k, € K, entonces {k, : n €
w}U{k.} C K. Como la topologia de K es t,(X), entonces k, — k. siy sélo si ky,(z) — k.(x)
para todo x € X. Por tanto, Eval(z) € C(K, M) para todo = € X.

Para ver la continuidad de Fval tomamos una red {zs}sca C X que converge a x € X. Entonces
si feDCCO(X, M) se tiene que f(z5) — f(z). Como f(zs) — f(x) para todo f € D siy sélo
si (07 o Ewval) es continua para todo f € D, se sigue que la aplicacién Eval es continua.
Obviamente, la aplicacién ® no es continua, sin embargo, veamos que la antiimagen de una
bola cerrada es cerrada.

Sea B = By_(¢,r) donde ¢ € C(K, M) yr > 0. Dada una red {¢s}sea C B tal que ¢s SN ®o,
veamos que ¢p € B.
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Si ¢s € B, entonces du (¢, ¢s) < r = d(¢p(k), ps(k)) < r para todo k € K (en particular, para
todo d € D).

Si fijamos dy € D arbitrario, entonces d(¢(dy), ¢s(do)) < r, y como ¢5(dy) — ¢o(dp), se tiene
que d(¢(dy), po(dp)) < r. Ello implica que ¢y € B, por lo que B es cerrado en t,(D).
Observemos que por ser K compacto y metrizable el espacio (C(K, M), ds,) es separable.
Para ver que K es equi-casi-continua tomamos € > 0y U C X abierto. Elegimos n € w tal que
L < £ Porser (C(K,M),ds) separable existe una cantidad numerable de bolas:

{Ba_, (¢m, %) :m € w}

tal que la unién de todas ellas es C'(K, M).
Considerando las bolas cerradas, tenemos que los conjuntos:

(@0 Bva) (Ba(om. ) ime )

son cerrados en X.
En particular, dado el subconjunto U C X abierto anterior, sabemos que U es de Baire. Como:

U= |JUn(®oEval)™* (B_doo(qu, %))

mew

donde cada U N (® o Eval)™ (Ba., (¢m,+)) es cerrado en U, por el teorema de categorfa de
Baire existe un mg € w tal que U N (® o Eval)™" (By.(¢m,, ~)) tiene interior no vacio en U.
Dado que U es abierto en X, el conjunto anterior tiene interior no vacio en X.

Sea V C X abierto tal que V. C U N (® o Eval)™ (By (¢me, =)). Si x1,22 € V, entonces
(® o Eval)(z1) = Eval(z1) y (P o Eval)(zs) = Eval(xs) estan en By (¢m,, 1).

Por consiguiente:

deo(Eval(x1), Eval(z2)) < doo(Eval(x1), mg) + doo(Pmy, Eval(xs)) <

S

< €.

Por tanto:
sup{d(k(x1),k(xq)) : k € K} <.
O

Nota 4.2.2 Si en el teorema anterior se supone que X es hereditariamente de Baire, entonces
K es fragmentable.

Demostracién. Tenemos que demostrar que para todo C' C X cerrado, K|¢ es equi-casi-continua
en C'. Como X es hereditariamente de Baire basta suponer que A = X. Se sigue del teorema
anterior. [J

Lema 4.2.3 Sea X espacio metrizable y separable e (Y, d) un espacio métrico. Si X estd frag-
mentado por una aplicacion sobreyectiva f : X — Y, entonces Y es separable.
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Demostracion. Supongamos que Y no es separable, entonces existe un € > 0 y un subconjunto
H de Y tal que d(hy, hy) > € para todo hy, he € H tales que hy # hs.

Como f es sobreyectiva, existe un subconjunto A de X tal que f(A) = H y f restringida a A
es biyectiva. Dado que X es metrizable y separable el subconjunto no numerable A de X se
puede expresar como la unién disjunta de un subconjunto numerable N y un subconjunto M
no vacio, cerrado y perfecto, que consta de los puntos de condensacion de A (este resultado se
sigue de la prueba del teorema de Cantor-Bendixson (véase 6.4 en [27]).

Por fragmentabilidad, dado el cerrado M existe un abierto U en X tal que UNM # 0y
diam(f(UNM)) < e.

Por la propiedad de H se tiene que U N M debe ser un punto. Lo cual es una contradiccion, ya
que ningun punto de M es aislado. [

Teorema 4.2.4 Sea X un espacio métrico compacto, M un espacio métrico y D un subconjunto
— X
de C(X, M) tal que K = D" . Entonces K es metrizable si y solo si K es fragmentable.

Demostracién. (=) Véase el teorema [1.2.1]

(<) Si K es fragmentable entonces X estd fragmentado por f : X — C(K, M) como hemos
visto en la nota [1.1.5| Por el lema se tiene que f(X) C C(K, M) es separable. Luego
existe un subconjunto denso y numerable A = {a,, : n € w} de f(X).

Notemos que f(X) separa los puntos de K. Sean 1, ps € K, tales que ¢1 # . Se sigue que
existe un x € X tal que ¢i(x) # @a(x). Si tomamos x* = f(x), entonces z*(¢1) = p1(z) #
a(x) = 2*(p2). Por tanto, A también separa los puntos de K.

Si consideremos el producto diagonal:

AA:K — MA= Moan
11
new

o — {an(p) :n €w}
tenemos que es un embebimiento. Como M es metrizable y A es numerable se llega a que M4
es metrizable. Por consiguiente, K es metrizable. [J
Lema 4.2.5 Si X es un espacio completamente regular. Entonces C*(X) es separable si y sélo

st X es un espacio métrico compacto.

Demostracién. Véase 6.6 en [9]. O

Lema 4.2.6 Sea X un espacio separable y K C C,(X) compacto. Entonces K es metrizable.

Demostracién. Como X es separable existe un D C X numerable tal que D = K. Fijados
p,q € Q tales que p < ¢ consideramos los conjuntos abiertos definidos de la siguiente forma:

S(z,p,q) ={f € C(X):p< flz) <q}
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y tomamos el conjunto:

G ={S(z,p,q):z € D; p,qecQ}

Notemos que G es una familia numerable de abiertos. Sea K C C,(X) compacto, consideramos
(? ::(;’KF

Si consideramos la topologia 7" generada por G como subbase se tiene que es de Hausdorff y
méas débil que la topologia original de K, y dado que la topologia de K no se puede debilitar
por ser compacto, se llega a que (K,7") y (K, t,(X)) son homeomorfos. Por tanto, (K, t,(X))
tiene una base numerable y, consecuentemente, es metrizable. []

Proposicién 4.2.7 Sea (X,t,(D)) un espacio compacto y metrizable, donde D C C,(X) com-
pacto. Entonces D es fragmentable.

Demostracién. Notemos que (X, t,(D)) es separable. Entonces, por el lema 4.2.6, D es metri-
zable. Aplicando el teorema se llega a que D es fragmentable. [J

Corolario 4.2.8 Sea (X, t,(D)) un espacio compacto y metrizable, donde D C C,(X) es pseu-
docompacto. Entonces D es fragmentable.

Demostracion. Se sigue el resultado por el corolario y la proposicion [4.2.7. [

4.3. El teorema de Talagrand

Denotamos por 2% el espacio compacto formado por las sucesiones infinitas de ceros y unos,
equipado con la topologia producto, y por 2() el conjunto constituido por las sucesiones finitas
de ceros y unos. Sea t € 2(), denotamos por |t| a la longitud de t. Dado o € 2¥ U 2@ ynew

menor o igual que |o|, consideraremos o|n = ((1),...,0(n)) € 2@.
Notemos que el conjunto 2() es numerable, ya que si consideramos el conjunto S, de todas las
sucesiones de longitud n de ceros y unos se tiene que su cardinal es finito y, como 2 = |J S,,,

new
se llega a que 2() es un conjunto numerable.

Analogamente, denotamos por w® el espacio formado por las sucesiones infinitas de naturales,
equipado con la topologfa producto, y por w®) el espacio constituido por las sucesiones finitas
de naturales. Dado s € w* Uw® y n € w menor o igual que |s|, consideraremos s|n =
(5(1),...,s8(n)) € w“.

Sea X un espacio topoldgico, se denota por K(X) el conjunto de subconjuntos compactos de
X mno vacios.

Definicién 4.3.1 Sea X wun espacio topoldgico. Una aplicacion o — X, de w* en K(X) se
dice que es semicontinua superiormente sobre los compactos de X si para todo abierto
U de X el conjunto de o tales que X, C U es un abierto de w*”. Si X = |J X, se dice que X

ocwY

es un espacio k-analitico.



60 4. Fragmentabilidad

Teorema 4.3.2 (Talagrand) Sea (X, 7) un espacio compacto y M un espacio compacto me-
M

trizable. Sea D C C(X, M). Consideramos K = ¥ , y 7' la topologia menos fina sobre X que
hace continuas las funciones de K. Si (X, 7") es k-analitico, entonces existe un subconjunto G
de (X, T) que es G5 y denso tal que D es equi-continuo en todo punto de G.
Consecuentemente, la aplicacion separadamente continua (x,y) — y(z) que va de X x D a M
es conjuntamente continua en todo punto de G x D.

Demostracién. Paso 1: Como M se puede sumergir en [0,1]*, dado que una familia de apli-
caciones que toman valores en [0, 1] es equi-continua en un punto si para cada proyeccion, la
familia que resulta al componer las aplicaciones previas con las proyecciones es equi-continua
en dicho punto y, por el hecho de que una interseccién numerable de conjuntos G5 y densos es
un G5 y denso, podemos suponer que M = [0, 1].

Paso 2: Veamos que para todo € > 0 existe un abierto no vacio U de X tal que para todo
d € Dy todo x1,z5 € U se tiene que |d(z1) — d(z2)| < €. Para ello razonamos por reduccién
al absurdo. Supongamos que existe un € > 0 tal que para todo abierto U no vacio de X existe
un d € Dy x1,75 € U tales que |d(x;) — d(z2)| > €. Para cada t € 2*) construiremos por
induccién sobre la longitud [¢| de ¢ un cerrado A; de X y un elemento d; € D verificando las
condiciones siguientes:

(a) Int(A,) £ 0
(b) At,O U At,l C At;
(¢) |di(xo) — di(x1)| > € para todo zg € A y todo 1 € Ay .

Partimos considerando Ay = X. Supongamos construidos los A; para [t| < n y los d; para
|t| < n — 1. Fijamos t tal que |t| < n. Por hipétesis existen zg,z1 € A; y d; € D tales que
|di(zg) — di(z1)| — € = 20 > 0. Consideramos para i = 0, 1, el conjunto:

A ={z € A |dy(2) — d(z:)] < %}.

Dado que d; es continua se sigue que los conjuntos A;; son no vacios.

—— —[0,1 X
Definimos el conjunto numerable H = {d, : t € 2(“’)}[ } . Notemos que H es compacto para la
topologia de la convergencia puntual y esta formado por funciones que son continuas para la
topologia 7'.
Como (X, 7') es k-analitico y H es separable se sigue de [48] (teoremas 3.7 y 6.2) que C'(H) es

separable. Para cada o € 2¥ consideramos un punto z, de [ A;. Notemos que dicha intersec-
t<o
cién es no vacia por ser una interseccién decreciente de conjuntos compactos. Sean 0,0’ € 2%

distintos, existird un n € {0} Uw tal que oln = o'|ny o(n+1) # o'(n+1). Tomamos t = o(n),
entonces x, € Ago y Tor € Agi1. Luego por la condicion (c) se tiene que |di(x,) — di(x,0)| > €.
Ello implica que los elementos y — y(z,) e y — y(x,) de C(H) distan en norma como minimo
€. Contradiccién con el hecho de que C(H) sea separable.

Paso 3: Para cada n € w consideramos el conjunto:

1
G, ={U C X : U es abierto y |d(xq) — d(z1)| < E’Vd € D,Vxg,z, € U}.
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Notemos que G,, es denso para todo n € w. En efecto, sea V' abierto no vacio de X, entonces
las hipétesis del teorema se siguen cumpliendo para V' y por el paso 2 tenemos que VNG, # 0.
Entonces G = () G, es un subconjunto G5 y denso de X tal que en todo punto D es equi-

new
continuo. [

Nota 4.3.3 (a) Por un resultado de Frolik (18] se sabe que todo espacio k-analitico es Lindeldf,
y segun afirma Talagrand en el articulo [47], el resultado se puede extender al caso de que
(X,7') es Lindeldf, aunque la demostracion no la incluye argumentando que seria muy
extensa (“la démonstration serait alors beaucoup plus longue”). En el ano 2000, Cascales,
Namioka y Vera demuestran que si se cumple la conjetura de Talagrand, como veremos mdas
adelante.

(b) Como consecuencia se tiene que si un espacio X es compacto y el subconjunto K C C'(X)
es compacto, entonces K es fragmentable. Mds adelante proporcionamos una prueba auto-
contenida de dicho resultado. Recordemos que la prueba del teorema de Talagrand emplea
resultados de otro articulo suyo 48], en el cual utiliza ideas que se salen del planteamiento
de esta memoria.

4.4. Un resultado de simplificacién

Empezamos presentando el resultado de simplificacién que hemos mencionado en la intro-
duccion de la memoria.

Teorema 4.4.1 Sea (X,t,(D)) un espacio compacto, donde D C C,(X). Entonces D es frag-
F

~ —R
mentable si y solo si para todo F' C X cerrado y para todo D C D numerable, D es metrizable.

Demostracién. (=) Sea F C X cerrado, no vacio, y sea D C D un subconjunto numerable.

. —RF
Por ser D fragmentable se tiene que D es fragmentable y, por el lema 4.1.6] se sigue que D
es fragmentable.

Por ser F' t,(D)-cerrado y X t,(D)-compacto se sigue que F' es t,(D)-compacto. Dado que la

topologia t,(D) es menos fina que #,(D) y la topologia de un espacio compacto no se puede

debilitar se concluye que F' es t,(D)-compacto. Por ser D numerable se tiene que (F,t,(D))
—RF
también es métrizable. Entonces por el teorema |4.2.4, D  es metrizable.

(<) Supongamos que D no es fragmentable (X no esta fragmentado por la norma), entonces
existe un subconjunto F' C X t,(D)-cerrado (por lo tanto ¢,(D)-compacto), no vacio, y un € > 0
de manera que todo t,(D)-abierto de C' tiene un didmetro respecto a la norma mayor que €.
Por induccién sobre n = |t|, t € 2()| construimos las familias numerables:

e {U,:t € 2@} de conjuntos t,(D)-abiertos no vacios, relativos a F;
o {d;:t € 2@} de funciones de D,

cumpliendo las siguientes condiciones:
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|di(x) — di(y)| > € para todo x € Uy y para todo y € Uy;
si s,t €2 con |s| < |t], entonces d,(Uy;) < ﬁ, (7=0,1).

Veamos que dicha construccion es posible. Si n = 0 tomamos Uy = F'. Supongamos ya cons-
truidos {U; : |t| < n} y {d; : |t| < n}. Fijado t € 2 con [t| = n—1, por la no fragmentabilidad
de D que hemos supuesto, existen xg, z; € U, tales que ||zg — x1]| > €. Por consiguiente, existe
un d; € D tal que |di(zg) — di(x1)] > €.

Como d; y ds, |s| < |t|, son continuas en (X, t,(D)), podemos elegir entornos abiertos Uy, Uy
de x¢ y 1 respectivamente que cumplen las condiciones (2), (3) y (4).

Notemos que por (3), se tiene que U N Uy = ) para todo t € 2,

Consideramos C' = (| |J U;. Entonces C' es un subconjunto compacto de (F,t,(D)). Notemos

new |t|=n
que podemos expresar el anterior conjunto como C'= |J () Usjn.
oE2¥ new
Definimos la aplicacién ¢ : C' — 2¢ tal que ¥~ *(0) = () U,pn. La aplicacién ¢ es continua y
necw

sobreyectiva. Observemos que para todo t € 2@ y o € 29 se tiene que dy(1)~!(0)) es un sélo
punto por (4). Entonces se tiene el siguiente diagrama conmutativo:

C

dy

donde la aplicacién d es continua.
Dados x,y € C tales que ¥(z) # ¥ (y), lamamos o = ¢(x) y o’ = ¢(y). Existe un n € {0}Uw tal
que oln =0o'|ny o(n+1) # o' (n+1). Tomamos t = o|n. Por (3) se sigue que |d(z) —di(y)| > €

y, por tanto, ||z —y||p > €.
—R¥F

Por hipétesis, considerando D = {d, : t € 21 se tiene que K =D es metrizable. Luego
i

C (f( ) es separable por el lema | lo cual es una contradiccién. [

Veamos un par de aplicaciones de este resultado antes de centrarnos en cémo aplicarlo al
teorema de Casacales, Namioka y Vera:

Corolario 4.4.2 Sea X un espacio compacto y K C C,(X) compacto. Entonces K es frag-
mentable.

Demostracién. Sea F' un subconjunto cerrado de (X,t,(K)) y K C K un subconjunto nume-

rable. Se sigue que F' es t,(K)-compacto. Como la aplicacién id : (F,t,(K)) = (F,t,(K)) es
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continua, se tendra que F' es tp(f( )-compacto. Ademas, por el lemam también es metrizable.
— PF
Como 7 es continua (véase |A.1.14)) se sigue que mp(K') es compacto. Por tanto, C' = f(R es
compacto. Por el mismo razonamiento de antes sabemos que F es t,(C')-compacto. Dado que la
topologia tp(f() es de Hausdorff y tp(f() C t,(C), al ser F t,(C)-compacto, como no se puede
debilitar su topologia se sigue que (Ft,(C')) es metrizable.

Por la proposicion se tiene que C' es fragmentable. Por teorema [4.2.4] se llega a que C' es

metrizable. Finalmente, aplicando el teorema [£.4.1], se obtiene el resultado. [J

Corolario 4.4.3 Sea (X,t,(D)) un espacio compacto, donde D C C,(X) es pseudocompacto.
Entonces D es fragmentable.

Demostracion. Por el corolario se tiene que D es compacto. Se tiene el resultado por el
corolario [4.4.2l OJ

Definicién 4.4.4 Sea X un espacio topoldgico, se dice que X tiene tightness numerable si
para todo A C X yx € A existe un subconjunto numerable B C A tal que x € B.

A continuacion demostramos, con ayuda de unos resultados auxiliares, que fw no tiene
tightness numerable:

Lema 4.4.5 Sea X un espacio completamente regular, entonces X es homeomorfo a ] I
feC(X,I)

Demostracion. Definimos la aplicacion:

E:X — H I
fec(x,I)

r — {f(x): feC(X, )}

La continuidad de la aplicacién E se sigue del hecho de que cada f € C(X,I) es continua.
Como para cada par z,y € X tales que x # y existe una funcién f € C(X, ) que cumple que
f(x) # f(y), la aplicacion es inyectiva.

Veamos que E~! es continua. Sea U C X abierto tal que z = E~}(FE(z)) € U. Como X es
completamente regular, existe una aplicacién continua g : X — I tal que g(X \ U) C {0} y
g(x) =1.SeaV =[] Ifdondel;=1Iparatodo f # ge I, =]0,1[. Entonces Vj = VNE(X)

feC(X,I)

es abierto en E(X) y F(x) € V,. Veamos que E~1(15) C U. Para ello tomamos T' = E(y) € V.
Notemos que T'(g) €]0,1], ya que T' € V,. Siy € X \ U, entonces tendriamos que T'(g) = 0,
contradiccién. Por consiguiente, se sigue que y = E~1(E(y)) € U. O

De forma alternativa a la descripcién presentada en (véase apéndice) se puede definir
la compactaciéon de Stone-Cech de un espacio completamente regular X como F(X), donde la
clausura se toma en el espacio producto.

Corolario 4.4.6 Sea X un espacio completamente reqular y compacto y sea A C C(X, 1) una

familia que separa los puntos de X . Entonces X es homeomorfo a ] I.
feA
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Demostracion. Definimos la aplicacion:

Es:X — [ I
fec(x,I)

r — {f(z): feA}

Recordemos que la topologia de X es la minima que hace que las funciones f € C(X, ) sean
continuas. Notemos que si dotamos a X de la minima topolgia que hace que la familia de
funciones A sea continua, ésta es mas débil que la original. Dado que A separa los puntos
de X esta topologia es de Hausdorff. Como la topologia de un espacio compacto no se puede
debilitar (sin perder la propiedad de que sea de Hausdorff) se sigue que ambas topologias son
homeomorfas y se llega al resultado por el lema anterior. [

Denotamos por w; el ordinal méas pequeno que al ser considerado como conjunto no es

numerable. Es el supremo de todos los cardinales numerables. El cardinal de dicho conjunto es
el primer cardinal no numerable, X;. Como cualquier ordinal, w; esté bien ordenado. Denotamos
por w; + 1 el espacio de nimeros ordinales [0, w;] = {a: a < w;}.
Consideraremos, sobre wy + 1, la topologia generada por la base B = {(y,z] : y < x < w; }U{0},
donde (y,z] = {z € w1 +1 :y < z < z} para cada y,z € w; + 1. El espacio w; + 1 es
completamente regular. Dado que el elemento w; no se puede obtener como limite de una
sucesién se sigue que el espacio w; + 1 no tiene tightness numerable.

Lema 4.4.7 El espacio wi + 1 es compacto.

Demostracion. Sea {Us : s € S} un recubrimiento por abiertos del espacio wy + 1. Consideramos
el conjunto A formado por los © € w; + 1 tales que el intervalo [0, 2] esta contenido en la unién
finita de elementos de {Us : s € S}. Basta probar que (w; + 1) \ A = ). Supongamos que
(w1 + 1)\ A # 0y tomemos xy el menor elemento de dicho conjunto. Observemos que g # 0.
Sea sg € S tal que xy € Uy,. Dado que zq > 0 existe y < xq tal que (y, o] C Uy,. Como xq es

k
el minimo elemento de (w; + 1) \ A, se tiene que [0,y] C |JUs, para ciertos si, sa, ...,k € S.
i=1

k
Entonces, [0,z] C |JUs,, lo cual es una contradiccién. O
i=0

Se define el cardinal del continuo, ¢, como el cardinal del conjunto R. Se sabe que ¢ = |R| =
2No > No.

Corolario 4.4.8 FEl espacio wy + 1 estd sumergido en I°.

Demostracién. Consideramos la familia de funciones continuas A = {f, : @ < w;} tal que para
cada o < wy se tiene que f, =0siz < ay f, =1si z > a. Notemos que la familia A4 separa
los puntos de w; + 1. Dado que |A| = RX; < ¢, por el corolario m se obtiene el resultado. [

Lema 4.4.9 Sea A un conjunto tal que |A| = c. Entonces, existe una familia numerable de
funciones {fi : k € w} tal que para toda funcion f: A — w y todo subconjunto finito A" C A
existe k € w tal que fy|la = flar.
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Demostracién. Basta probarlo para un conjunto A particular tal que |A| = ¢. Consideramos A =
2¢. Para cada m € w tomamos el conjunto A,, = {t € 2@ : |t| = m}. Cada aplicacién g : A,, —
w genera una aplicacién f, : A — w definida como f,((xo,z1,...)) = 9((xo, 21, ..., Tm-1))-

Sea H,, = {g: A,, — w}. Notemos que H,, es equivalente a w™. Y dado que una unién finita

de conjuntos numerables es numerable se sigue que H,, es numerable. Sea G = |J H,,, dado
mew
que es unién numerable de conjuntos numerables se tiene que G es numerable. Consideramos

el conjunto numerable de funciones F = {f, : ¢ € G}. Veamos que este conjunto es el que
satisface el enunciado del lema. Dada una funcién f : 2* — w y un subconjunto finito A" =
{to,t1,...,tn} C 2¥ podemos tomar a; = f(t;) € w para cada i € {0,1,...,n}. Sim € w
es suficientemente grande como para que los t;/m sean diferentes, entonces existe una funcién
g : Ay, — w para la cual g(t;|m) = a; para todo 0 < i < n. Por tanto, para f, € F se tiene que
f4(ti) = a; como buscabamos. O

Lema 4.4.10 (Hewitt, Marczewski y Pondiczery) Sea A un conjunto tal que |A| = c.

Sea {X, : a € A} una familia de espacios topoldgicos separables. Entonces el espacio producto
Y = [] X, es separable.

a€A

Demostracion. Para cada a € A tomamos el subconjunto denso y numerable {xga) 1 j Ew}de
X Sea {fx : k € w} la familia de funciones del lema anterior. Para cada k € w, tomamos el
elemento Fy € Y tal que Fy(a) = x;z)(a) para cada a € A. Sea D = {F} : k € w} C Y, se sigue

que D es un conjunto numerable y, usando la definicién de la topologia producto, se llega a que
D es denso en Y. I

Lema 4.4.11 Todo compacto separable es imagen continua del espacio Sw.

Demostracion. Sea X compacto y separable. Por ser separable existe un subconjunto D C
X numerable tal que D = X. Sea f : w — D sobreyectiva y continua (recordemos que w
estd equipado con la topologia discreta). Como f se puede extender a una funcién continua
f?: Bw — X se sigue que f?(Bw) es un conjunto compacto y cerrado en X que contiene a D,
y por consiguiente también contiene a D = X. Por tanto, f? también es sobreyectiva. O

Corolario 4.4.12 El espacio Sw no tiene tightness numerable.

Demostracion. Supongamos que fw tiene tightness numerable. El espacio I¢ es separable por
el lema y compacto por el teorema de Tychonoff. Por consiguiente, existe una funcion
continua y sobreyectiva f : fw — I por el lema [£.4.11] Por tanto, I tiene tightness nume-
rable. Por el corolario sabemos que el espacio w; + 1, que no tiene tightness numerable,
esta sumergido en ¢, lo cual es una contradiccién. [

Para demostrar el teorema de Cascales, Namioka y Vera, necesitamos unos resultados
previos. En la proposicion emplearemos el resultado que hemos obtenido en el coro-

lario 4.4.12]



66 4. Fragmentabilidad

Lema 4.4.13 Sea X un espacio métrico completo y f € RX. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

(a) | € Bi(X);

(b) VF C X cerrado y Vs <t en R se tiene que uno de los conjuntos FN As ¢ FN By no es
igual a F, siendo As ={rx € X : f(z)<s} yB,={r e X: f(zx) >t}

Demostracion. Notemos que X es hereditariamente Baire, es decir, todo subconjunto cerrado
F' C X es un espacio de Baire. Por el corolario sabemos que f es fragmentable si y sélo
si es de la primera clase de Baire.

Veamos que (b) es equivalente a:

VF C X cerrado y Vs <t en R se tiene que Intp (F N As) N Intp (F N Bt) = (. (*)

(b) = (%) Si F # 0, supongamos que F N A, y F'N B, son ambos iguales a F. Entonces:

Int(F)=Int(FNA;NFNB,) =Int((FNA)NInt(FNB) =0,
por lo que llegamos a una contradiccién, ya que F' es un espacio de Baire.

(b) <= (*) Supongamos que existe I C X cerrado, y s < t reales tales que G = Intp (F N As)ﬂ
Intp (F N Bt) £ (). Sea S = G. Se sigue que todo abierto que intersecta con S también intersecta
con G vy, por lo tanto, también con GNA, y GN B;. Por consiguiente, ) # S = SNA, = SN B,
lo cual es una contradiccion.

(a) = (%) Basta probar que si f es casi-continua entonces Vs < t en R se tiene que
Int (As) N Int (B,) = 0. Supongamos que U = Int(A,) N Int(B,) # 0. Consideramos
Ly =] —o00,s] y Ly =|t,00[. Observemos que los conjuntos U N A; y U N B; son densos en
U. Por ser f casi-continua podemos elegir de forma inductiva un sucesién {V,, : n € w} de
abiertos no vacfos en U tales que V5 C U, V,,11 €V, para todo n € w y con diam(f(V,)) <€
para todo n € w.

Fijado n € w, como V,, intesecta a A; y B; podemos elegir s, € V, N As y t, € V, N B,.
Observemos que las sucesiones {f(s,) : n € w} y {f(t,) : n € w} son ambas de Cauchy, por lo
que deben de tener el mismo limite en L; N L; = (), lo cual es una contradiccién.

(a) < () Basta probar que si Vs < ¢ en R tales que Int (A,) N Int (B;) = 0, entonces
f es casi-continua. Fijados s < t, definimos el conjunto Gg = Int({x € X : f(z) <t}) U
Int({{zx € X : f(x) > s}) =Int(X \ By) UInt(X \ As).
Veamos que G es denso en X. Para ello recordemos las siguientes propiedades: X \ Int(D) =

X\DeInt(X\D)=X\D.
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8

X\ Int(X\Gy) =X\ Int(X\ (Int(X \ By) UInt(X \ Ay)))
= X\ Int (X \Int(X \ By)) N (X \ Int(X \ A,)))
= X\ (Unt(X\Int(X\ By))NInt(X\ Int(X \ Ay)))
= X\ ((X\Int(X\ B)) N (X \ Int(X \ A)))
= (XN (XN Int(X\ By))) U (X \ (X \ Int(X \ Ay)))
= Int(X\ B)UInt(X \ A,) = (X \ B,) U (X \ 4,)
= (X \ Int(B)) U (X \ Int(A,)) = X \ (Int(B;) N Int(A,))
= X\0=X.

Consideramos Y = ({Gy : s,t € Q, tales que s > t}. Como X es un espacio de Baire Y es
denso en X. Veamos que f es continua en todo puntode Y. Sean o € Y y € > 0, existen s,t € Q
(s < t) tales que f(zg) < s <t < f(xg) +e€ Luego xg € Gsr vy 29 & Int({x € X : f(z) > s}).
Por tanto, zg € Int({z € X : f(z) <t}) C Int({x € X : f(z) < f(xo) + €}).

Anélogamente existen §',t' € Q (s’ < t’) tales que f(zg) —e < s’ <t' < f(xo). Luego zg € Gy
y xo & Int({x € X : f(x) < t'}). Por consiguiente, xg € Int({x € X : f(x) > §'}) C Int({x €
X f(x) > fo) - c}).

Como € es arbitrario y f es continua en x( se sigue que f es continua en Y.

Por 1ltimo veamos que f es casi-continua en X. Sea U C X abierto y € > 0 arbitrarios. Como
Y es denso en X existe un xp € U NY tal que f es continua en dicho punto. Por tanto, hay un
entorno abierto V' de xq contenido en UNY tal que |f(z) — f(zo)| < § para todo z € V. Luego
diam(f(V)) <e. O

Teorema 4.4.14 Sea (X, d) un espacio métrico completo, D un subconjunto de C*(X) unifor-
]X

—[-1,1 o . .
memente acotado por 1 y K =D . Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) K ¢ Bi(X).

(b) Eziste un homeomorfismo ¢ : 2¥ — p(2¥) C X, una sucesion {f, : n € w} en D y niumeros
-1 <s<t<1 tales que:

fn(SO(O')) € Gcr(n) Vo € 2¢ ynew,
donde Gy = [—1,s] y Gy =]t, 1].

Demostracién. (a) = (b) Sea f € K \ By(X). Por el lema existe un cerrado no vacio
F C X y ntmeros reales —1 < s < t < 1 tales que, considerando Gy = [—1, s[ y G; =]t, 1], los
conjuntos {z € F': f(x) € Go} y {x € F: f(z) € G1} son ambos densos en F.

Por induccién sobre n = |t|, construiremos una familia {U; : t € 2)} de abiertos relativos a F
no vacios y una sucesioén {f, : n € w} en D cumpliendo las siguientes condiciones:

(i) Up = F;

(ii) para cada t € 2%, Uy U U,y C Uy y Uy N Uy = 0;
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(111) diam(Uy) < ﬁ para cada t € 2);

(w) f,(Uy) CGjparaj=061y|t|=n—1

Veamos que se puede realizar dicha construccién. Partimos considerando (7). Supongamos que
para n > 1 tenemos construidos {U; : [t| < n} y {fi : i < n} satisfaciendo las condiciones
(i) — (iv). Para cada t € 2@ con |t| = n — 1 elegimos a;,b, € U, tales que f(a;) € Gy y
f(b) € Gi. Como f € D, existe una funcién f, € D tal que f,(a;) € Go 'y fu(by) € Gy
para todo ¢ con |t| = n — 1. Como f, es continua, existen entornos abiertos Uy y Uy de a; y
b; respectivamente tales que se cumplen las condiciones (ii) — (iv). Consideramos el conjunto

A-NUT=N UU.

new|t|=n new(t|=n

Sea la aplicacion ¢ : 2¥ — A dada por ¢(0) = [ Usn- Ya que ¢ es continua, biyectiva, parte
necw
de un espacio compacto y toma valores en un espacio de Hausdorff, se tiene que ¢ es un homeo-

morfismo y que A es compacto. Teniendo en cuenta la defincién de las funciones {f, : n € w}
se cumple (b).

(a) <= (b) Sea g : Gy UG, — {0,1} la aplicacién tal que g(x) = 0six € Gy y g(x) = 1 si
x € G1. Sea f un punto de acumulacién de {f, : n € w} y A = ©(2*). Entonces f(A) C GoUG,
y, por (b), se tiene que (g o f, o ¢) es la proyeccién n-ésima de 2 en {0,1} para cada n € w.
Como (go f o) es un punto de acumulacién de la sucesiéon {(go f, 0 @) : n € w}, se tiene que
(go f o) no es Borel medible por el teorema de Sierpinski (véase [45]). Por lo tanto, como f|a

no es medible se tiene que f € K \ By(X). O

Definicién 4.4.15 Una sucesién de funciones {f, : n € w} C R? se dice que es independien-
te sobre A C Q si existen numeros reales s < t tales que para todo par finito de subconjuntos
disjuntos P, () C w, se cumple:

(N{a€A: fula) <syn [ {a€A: fula) >t} #0. (*)

neP new

Nota 4.4.16 Sea X un espacio compacto, si {f, :n € w} C C(X) es independiente sobre X,
entonces (x) se cumple para todo par de subconjuntos P,Q C w, no necesariamente finitos.

Demostracion. Supongamos que existen P, ) C w disjuntos tales que no se cumple ().
Consideramos los conjuntos cerrados:

Ay ={r e X: fulr) <s}=f,"(]—o0,s])

B, ={z € X: fux) >t} = £,/ ([t, ).

Entonces:

X\ <ﬂA;m ﬂBZ) =X = Jx\A)ulJx\B)=X

neprP neq nepP neq
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Como X es compacto existen subconjuntos finitos disjuntos P, Q C w tales que:

new neP neQ neP neQ

X=Jx\a)ulJx\B)=x\|[A4n[)B. = (AN (BL=0,
neP
lo cual es una contradiccién, ya que la sucesion de funciones es independiente. [

Lema 4.4.17 Sea X un espacio compacto de Hausdorff y {f, : n € w} C C(X) una familia
de funciones tal que ||f,| < 1 para todo n € w. Si {f, : n € w} es independiente sobre X,
entonces la aplicacion:

v:w — C(X)
n — fa

se extiende a un homeomorfismo de Bw sobre la clausura de {f, :n € w} en [—1,1]%.

Demostracion. Por definicion de Sw la aplicacion n — f,, se extiende a una aplicacién continua
§ : Bw s [—1,1]%. Claramente §(Sw) = {f, : n € w}. Para probar que ¢ es un homeomorfismo
sobre {f, : n € w} basta probar que § es inyectiva (ya que sabemos que § es continua, sobre-
yectiva, Sw es compacto y el espacio de llegado es de Hausdorff). Sean «, f € fw tales que
a # 3, entonces existen entornos disjuntos clopen de a y 5 respectivamente, es decir, conjuntos
P,Q Cwtalesquea € P, € Qy PNQ = (. Como X es compactoy {f, : n € w} es indepen-
diente sobre X existen nimeros reales s < t y un punto z € X tales que d(n)(z) = f.(z) < s
para todo n € Py 6(n)(x) = f,(z) >t para todo n € Q. Como § es continua y o € P se tiene
que §(a)(z) < s. Andlogamente se tiene que 6(3)(x) > t. Por consiguiente, d(a) # 6(5). O

Proposicién 4.4.18 Sea X un espacio compacto metrizable, D C C,(X) un subconjunto uni-

— X
ormemente acotado que separa los puntos de X y K = .ot X est -Landelof, entonces
f d l de X yK =D .SiX esty(K)-Lindelof
K C By(X).

Demostracién. Probaremos que K ¢ By(X) implica que X no puede ser ¢,(K)-Lindel6f.
Como X es polaco y K ¢ Bi(X), el teorema |4.4.14| nos indica que existe una sucesién {f,, :
n € w} C D, nimeros reales —1 < s <t < 1 y un homeomorfismo :

p:2Y — X
XM > Xy

de manera que para cada M C w se cumple que:

fo(xar) <s  paratodon € w\ M; (4.1)
falxar) >t para todo n € M.

Sea A = ¢(2¢) subconjunto compacto de X. Dado que D separa los puntos de X y la topologia
de X inducida por D es més débil que ¢,(K), A es cerrado en (X, t,(K)).
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Notemos que por (4.1)) y (4.2) la sucesién {f, : n € w} es independiente sobre X. Por la

- O q X
proposicién (4.4.18| existe un homeomorfismo § de fw sobre C' = {f, :n € w}[ b C K que
extiende la aplicacién n — f,.

De (4.1) y (4.2) también se deduce que para todo M C w:
h(zy) <s, size€C\SM) y h(zy)>t, sized(M). (4.3)
Para cada h € C consideramos el conjunto t,(K)-clopen de A:
Gh:{l'MEAh(.TM)zt}:{LL’MEAh(.CL’M)>S} (44)

Veamos que para todo A C C se tiene que a € A si y sélo si G, € {G}, : h € A}. Supongamos
que a € A, entonces si x); € G, se sigue que a(ry) > s. Por densidad se tiene que h(zy) > s
para alguna funciéon h € A. De lo que se sigue que x,; € G}, para alguna funcién h € A. Recipro-
camente, supongamos que a ¢ A, entonces existe un clopen O (C' es 0-dimensional, recordemos

que la base de abiertos de fw = C es {Z'Bw cACwh) talquea e Oy ONA =10, es decir,
para algin M C w se tiene que a € §(M) y 6(M) N A = (). Entonces por , a(xpy) >ty
h(xpr) < s para todo h € A. Por tanto, x)s € G, \|J{G: : © € A}, lo cual es una contradiccion.
Supongamos, razonando por reduccién al absurdo, que X es t,(K)-Lindel6f. Entonces el con-
junto A, por ser t,(K)-cerrado, es t,(K)-Lindeléf. Veamos que C tiene tightness numerable
(i.e. VA C Cy p € A existe un subconjunto B C A numerable tal que p € B).

Sea A C C'ya € A se tiene que G, C |J{G, : z € A} y dado que G, es t,(K)-Lindelof existe
B C A numerable tal que G, C |J{G, : * € B}. Luego a € B.

Por consiguiente, C' tiene tightness numerable, y por ser homeomorfo a fw, se sigue que fw

tiene tightness numerable. Por el corolario llegamos a una contradiccién. O

Proposicién 4.4.19 Sea (X,t,(D)) un espacio compacto, metrizable y con medida (de Haar)

— X
p estrictamente positiva, donde D C Cp(X). Sea K = D" . Si X es t,(K)-Lindeldf, entonces
D es fragmentable.

Demostracion. Razonemos por reduccién al absurdo, supongamos que la familia de funciones
D no es fragmentable. Recordemos que por la nota sabemos que el hecho de que la familia
de funciones D no sea framentable implica que X no esta fragmentado por la norma supremo
p. Por consiguiente, existe un subconjunto F' t,(D)-cerrado de X (y, por tanto, t,(D)-compacto
y metrizable) y un € > 0 tal que para todo U t,(D)-abierto de F' se tiene que diam(f(U)) > €
para todo f € D. Como las propiedades de X se conservan bajo t,(D)-cerrados razonaremos
para F' = X. Luego supondremos que p(x,z’") = sup{|f(x) — f(2')| : f € D} > € para todos
los x, 2" € X tales que x # .

Por la proposicion se tiene que K C Bi(X). Sea el conjunto:

U={U C X :U es de Borel, t,(K)-abierto y u(U) = 0}.

Consideramos G = | JU y C' = X \ G. Notemos que C' # (), ya que en caso contrario, por ser X
t,(K)-Lindeldf, se podria expresar como unién numerable de elementos de U, y se tendria que
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p(X) = 0.
Sea la aplicacién:

o (K, t,(X)) — (L'(X,p),norma)
o= /]

Veamos que ¢ es continua. Sea A C Ky f € ﬁRx, por ser By(X) angélico (véase el teore-
ma existe una sucesiéon {f, : n € w} C A tal que f, converge puntualmente a f en X.
Por el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue se tiene que [ f,du — [ fdpy como
|fn — f] — 0, entonces [ |f, — f| — 0. Por lo tanto ¢(f) € p(A).

Se sigue que ¢(K) es compacto y metrizable (ya que tiene una norma) y ¢ : (K,t,(X)) —
¢(K) es una aplicacién cociente. Aplicando el lema [1.2.] se sigue que C(p(K)) es separable en
la norma.

Veamos que dados f, g € K, si o(f) = ¢(g), entonces f(z) = g(x) para todo z € C:

Sea V ={x € X : f(x) = g(x)}. Recordemos que dado que [f] = [g] se tiene que f = g casi
por todas partes.

Dado z¢ € V existe unr > 0 tal que | f(z0)—g(zo)| = r. Tomamos el entorno W = Uy, (f, g; 5) =
{r e X |f(x) — f(xo)] < 3, |9(x) —g(x0)| < 5}. Como W C V se llega a que V' € U. Por
tanto, CNV = 0.

Observemos que cada elemento z € C' define una aplicacién & sobre ¢(K) continua de la
siguiente manera:

: — R
e(f) — 2(e(f)) = f(z)

Veamos la continuidad de . Dada una sucesion {¢(f,) : n € w} que converge a ¢(f), tenemos
que ver si Z(p(fn)) = 2(p(f)), es decir, si f,(x) — f(z).

Como ¢(f,) — @(f) se sigue que [f,] — [f]. Como {f, : n € w} C K C By(X), por ser
By (X) angélico, existe una subsucesién { f,, : k € w} que converge puntualmente a una funcién
g. Luego [fn.] — [g9] ¥ por lo tanto [f] = [g], es decir, f(x) = g(z) para todo = € C. Por
consiguiente, f,,,(z) = g(z) = f(z).

Definimos el conjunto C' = {& : € C}. Dado que C' C C(¢(K)), se sigue que (C,] - ||) es
separable.

Notemos que:

pla,2') = sup{|f(x) = f(a)| : f € D} = sup{|f(z) — f(2')] : f € K} = |l& — 2|

Entonces ((C, || - ||) es isométrico a (C, p). Como el primer espacio es separable y el segundo es
discreto se sigue que C' es numerable. Por consiguiente, C'y G = X \ C son conjuntos de Borel
y #(C) = 0. Notemos que por ser C' numerable u(X) = u(X \ C) + u(C). Si probamos que
p1(G) = 0 llegamos a una contradiccién. Tomamos un subconjunto compacto de G. El hecho
de que D separe los puntos de X implica que su topologia ,(K) es mas fina que su topologia
natural, por lo que L es t,(K)-cerrado en X y, por consiguiente, es t,(K)-Lindelof. Entonces L
se puede cubrir con una cantidad numerable de elementos de U, por lo tanto p(L) = 0. Por ser
p una medida regular se llega a que u(G) = 0. O
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Teorema 4.4.20 (Casacales, Namioka y Vera) Sea (X,t,(D)) un espacio compacto, don-
X
de D C C(X). Sea K = D" .Si X es t,(K)-Lindeldf, entonces D es fragmentable.

Demostracién. Sea F' un subconjunto cerrado de (X, t,(D)) y D C D un subconjunto nume-
~ ~ —RF

rable. Sabemos que (F,t,(D)) es compacto y metrizable. Consideramos el conjunto K = D

Como la aplicacién id : (F,t,(K)) — (F,t,(K)) es continua, dado que K C K, se sigue que

(F,t,(K)) es Lindelof. Por la proposicién (4.4.19| se tiene que D es fragmentable. Finalmente,
por el lema [1.1.6] el teorema [£.2.4] y el teorema [4.4.1] se tiene que D es fragmentable. [J

Corolario 4.4.21 Sea X un espacio compacto, D un subconjunto puntualmente acotado de

—_H
C(X) que separa los puntos de X y K = D . Si X es t,(K)-Lindeldf, entonces para cada
subconjunto cerrado F de X existe un subconjunto Z de F denso y Gs tal que {f|r : f € K}
es equicontinua en cada punto de Z.

Demostracién. Con la topologia puntual se tiene que K es un espacio compacto, y D es un
subconjunto denso de K. A cada € X le podemos asociar la funcién h € C(K) definida por
h(f) = f(h) para cada f € K. Luego la aplicacién:

X — (X, 1,(D))
r —

es un homeomorfismo. Por hipdtesis se tiene que H es t,(K)-Lindelof. Aplicando el teore-

ma [4.4.20| se tiene que (X,¢,(D)) es fragmentable por la norma, o equivalentemente, se tiene
que X esta framgentado por p, donde p es una métrica definida sobre X como sigue:

p(z,2') = sup|f(z) — f(2/)], paraz,a’€X.
fex

Sea F' un subconjunto cerrado en X, sabemos que pr es casi-continua. Por la proposicién [4.1.7]

se tiene que Z = Cont(p|r) es G5 y denso en F. Por tanto, {f|r : f € K} es equicontinua en
cada punto de Z. [

Nota 4.4.22 La prueba del teorema es una adaptacion de la prueba del teorema de
Stegall [46]. La prueba del teorema de Corson y Glicksberg se encuentra en [10]. La
demostracion del teorema se ha extraido de [47]. Por dltimo, las ideas y el resultado
principal del apartado 4.4 se encuentran en [5].



Apéndice A

Notas de topologia

A.1. Espacios de funciones

A.1.1. Topologias en espacios de funciones

Dados dos espacios topoldgicos X e Y presentamos algunas topoldgias con las que pode-
mos equipar el conjunto Y X, constituido por todas las funciones de X en Y, y su subconjunto
C(X,Y)={f €eY¥: fesuna fncién continua}. En el caso de que Y = R escribimos simple-
mente C'(X). Otro subconjunto interesante es el formado por las funciones continuas y acotadas,
que denotaremos por C*(X,Y).

Dichas topologias son la topologia de la convergencia puntual, la topologia de la convergencia
compacta, la topologia de la convergencia uniforme y la topologia compacto-abierta.

Definicién A.1.1 Dado z € X yV CY abierto consideramos el conjunto:
S V)y={feY¥: f(z) eV}

Los conjuntos S(xz, V) forman una subbase para una topologia sobre Y, la cual se conoce como
la topologia de la convergencia puntual (o topologia punto-abierta).

Denotamos por C,(X,Y) al espacio C(X,Y’) equipado con la topologia de la convergencia
puntual. Notemos que esta topologia es precisamente la topologia producto, la cual se carac-
teriza como la minima topologia que hace continua a cualquier proyeccién m, : YX — Y.
Observemos que S(x; V) es el conjunto (V).

El siguiente resultado justifica porqué esta topologia se la conoce como la topologia de la
convergencia puntual:

Proposiciéon A.1.2 Una sucesion {f, : n € w} de funciones converge a una funcion f en la
topologia de la convergencia puntual si y solo si para cada x € X la sucesion {fn(x) :n € w}
en'Y converge a f(x).

Demostracién. Véase 46.1. en [32]. O
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Describamos c¢émo obtener una base para esta topologia. Para cada subconjunto finito
{z1,...,2,} de X y cada subcoleccién finita de abiertos {V1,...,V,} en Y denotamos por:

Uz, ..z Vi, .., Vi)

al suconjunto 7 '(Vy) Nw (Vo) N ..., (V,), es decir, al conjunto de funciones f € Y tales
que f(z;) € V;, paracadai=1,...,n.

La familia de todos los conjuntos de este tipo constituye una base para esta topologia. Por
consiguiente:

Ulzy, ...,z Vi, V) =U(x, ...,z Vi, ..., Vo) NC(X,Y)

es una base para C,(X,Y).

Proposiciéon A.1.3 Sea B una base de la topologia de Y y By (y) una base de entornos para
cada y € Y. Entonces:

(a) La familia:
{U(a:l,...,xn;Bl,...,Bn) new,x; €X,B; € B}
es una base para la topologia en Y, mientras que la familia:
{U(x1,...,2p;By,...,By) :n €w,z; € X,B; € B}
es una base para Cp(X,Y).
(b) Dado f € Y, la familia de todos los conjuntos de la forma:
Uf(xl,...,mn;Bl,...,Bn) ={geY*:g(x;)€Bsi=1,...,n}

donden € w, x; € X, B; € By(f(x;)), para cada i = 1,...,n, es una base de entornos de
f € YX, mientras que los conjuntos:

Up(x1,...,2p; B1,...,By) ={9€ C(X,Y) : g(z;) € B;,i=1,...,n}
constituyen una base de entornos de f € Cp(X,Y).

En el caso de que el espacio Y sea un espacio metrizable, podemos emplear como base de
entornos en Y a la familia de bolas abiertas. Por tanto, los conjuntos:

Uf(xlw"axn;&) :{QEYXd(f<:EZ)7g($Z)) <€7i: 17"'7”}

forman una base de entornos de f € Y (donde d es una métrica que define la topologia de
Y’). Andlogamente, los conjuntos:

Up(xy,...,xp56) ={g € C(X,Y) :d(f(x:),9(x;)) <ei=1,...,n}

forman una base de entornos de f € C,(X,Y).
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Definicién A.1.4 Sea (Y,d) un espacio métrico y X un espacio topolégico. Dados f € Y,
un subespacio compacto C' de X y e > 0, los conjuntos:

Be(fie) ={g € Y™ : sup{d(f(z),9(x)) : 2 € C} < ¢}

forman una base para una topologia sobre Y, la cual se conoce como topologia de la con-
vergencia compacta.

El siguiente resultado justifica porqué esta topologia se la conoce como la topologia de la
convergencia compacta:

Proposicién A.1.5 Una sucesion {f, :n € w} de funciones converge a una funcion f en la
topologia de la convergencia compacta si y solo si para cada subconjunto compacto C C X la
sucesion { fnlc : n € w} converge uniformemente a f.

Demostracién. Véase 46.2. en [32]. O

Definicién A.1.6 Sea (Y,d) un espacio métrico y X un espacio (compacto). Dados f € Y y
un numero € > 0, los conjuntos:

B(fie) ={g € Y" : sup{d(f(z),9(x)) : v € X} < ¢}

forman una base para una topologia sobre YX, que se conoce como topologia de la conver-
gencia uniforme.

Denotaremos por C,(X,Y") al espacio C(X,Y) equipado con esta topologia.

Proposiciéon A.1.7 Una sucesion {f, :n € w} de funciones converge a una funcion f en la
topologia de la convergencia uniforme si y sélo si la sucesion {f,|c :n € w} converge unifor-
memente a f.

La relaciéon entre las tres topologias queda establecida en la siguiente proposicion:

Proposicién A.1.8 Sea X un espacio topoldgico e (Y,d) un espacio métrico. Para el espacio
de funciones YX tenemos las siquientes inclusiones topoldgicas:

(convergencia puntual) C (convergencia compacta) C (convergencia uniforme)

Si X es compacto, las dos ultimas coinciden, y si X es discreto las dos primeras coinciden.

Observemos que para la definicién de la topologia de la convergencia compacta y la topologia
de la convergencia uniforme se precisa que el espacio Y sea metrizable, mientras que la topologia
de la convergencia puntual se puede definir para cualquier espacio topoldgico Y. En la busqueda
de si alguna de estas dos topologias se puede extender a un espacio topolégico arbitrario surge
la topologia compacto-abierta. En el espacio C(X,Y), si Y es metrizable, esta topologia coincide
con la de la convergencia compacta.
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Definiciéon A.1.9 Sean X e Y espacios topologicos. St C' es un subconjunto compacto de X y
U es un subconjunto abierto de Y definimos el conjunto:

S(C;U)={feC(X,Y): f(C)CU}

Los conjuntos S(C;U) forman una subbase para una topologia sobre C(X,Y'), la cual se conoce
como la topologia de la convergencia uniforme.

Denotaremos por Coa(X,Y) al espacio C(X,Y) equipado con esta topologia. Se sigue de la
definiciéon que esta topologia es mas fina que la topologia puntual.

Proposiciéon A.1.10 Sea X un espacio topoldgico e (Y, d) un espacio métrico. Sobre el espacio
de funciones C(X,Y), la topologia compacto-abierta y la topologia de la convergencia compacta
coinciden.

Demostracién. Véase 46.8. en [32]. O

Observacién A.1.11 Por las proposiciones [A.1.8 y|A.1.1( se tiene que st X es compacto e
Y es metrizable, entonces en el espacio de funciones C(X,Y) la topologia compacto-abierta y
la topologia de la convergencia uniforme coinciden.

A.1.2. Aplicacién evaluacion

Sea X un conjunto y F C R¥ una familia de funciones. Entonces para cada x € X existe
una aplicacién g, : F — R definida por g.(f) = f(x) para todo f € F. Si consideramos
Vr(x) = g, para x € X obtenemos la aplicacién evaluacién ¢ : X — R”.

Proposicién A.1.12 Para todo espacio X y todo subespacio F C R la aplicacion g, : F — R
es continua para todo x € X.

Demostracién. Sea x € X y f € F. Veamos que g, es continua en f. Sea € > 0y B(g.(f),€)
entorno basico de g,(f) (= f(z)). Tomamos Uf(z, €) entorno de f. Notemos que |g,(h)—g.(f)| =
|h(z) — f(x)| < € para todo h € Ug(x,¢€). O

Proposicién A.1.13 Para todo espacio X y todo subespacio F C Cu(X) la aplicacion ¢r :
X — C,(F) es continua.

Demostracién. Sea x € X y Uy, (f1,-.., fr;€) un entorno basico de g, en C,(F). Como cada

k
fi € F C Cy(X) se sigue que (V)" (U, (f1,--., fr;€)) = ﬂfj_l ([fj(x) — €, fij(x) +€]) es un
i=1

entorno abierto de x en X. Por tanto, )= es continua. []
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A.1.3. Aplicacion restriccion

Sea X un espacio topoldgico y Y C X. Denotamos por 7y : C,)(X) — C,(Y) a la aplicacion
que restringe toda funcién de C,(X) al espacio Y, es decir, tal que my(f) = f|y para todo
f € C,(X). El subespacio my (C,(X)) C C,(Y) lo denotamos por C,(Y|X).

Proposicion A.1.14 Sea Y C X, entonces:
(i) La aplicacion Ty es continua y my (Cy(X)) = Cp(Y).

(11) SiY es cerrado en X, entonces my es una aplicacion abierta de C,(X) sobre el subespacio

my (Cy(X)) de Cy(Y).

Demostracién. Véase 0.4.1. en [1]. O

A.1.4. Funciones en espacios producto
Funciones separadamente continuas

Sea F': X XY — (M, d) una funcién donde X e Y son espacios topolégicos de Hausdorff y M
es un espacio métrico. Fijado x € X consideramos la funcién parcial F, : Y — (M, d) definida
por F,.(y) = F(x,y). Andlogamente, fijado y € Y obtenemos la funcién parcial F¥ : X — (M, d)
definida por F¥Y(z) = F(z,y).

Se dice que F' es una funcién separadamente continua cuando las funciones parciales F),
y FY son continuas para todo x € X y para todo y € Y respectivamente. Denotamos al conjunto
de funciones separadamente continuas sobre X x Y que toman valores en M por SC(X xY, M).
Si M = R escribimos simplemente SC(X x Y).

Nota A.1.15 Dado un espacio topologico X y F C C,(X) se define candnicamente la aplica-
cion:
O: X xF — R
(z,f) — @z, f) = f(z)
Veamos que es separadamente continua.
Demostracion. Fijado f € F, la aplicacién @ : X — R coincide con f, la cual estd en C,(X).

Fijado x € X, la aplicacién &* : FF — R es continua, porque la topologia de la convergencia
puntual es la minima topologia que hace que estas aplicaciones sean continuas. [

Nota A.1.16 Reciprocamente, si partimos de una aplicacion separadamente continua P :
X X FF— R, donde X y F son dos espacios topolégicos. Podemos considerar que F' es un
subconjunto de C(X) mediante la aplicacion:

V. F — CO(X)
fo— 0()
tal que, para cada x € X, V(f)[z] = @(z, f).
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Notemos que con esta identificacién ¥ no es inyectiva en general. Es por ello que se considera

el espacio cociente — con la relacion de equivalencia ~ sobre F':

~Y

frge= o [f)=2(y9), VreX
Con esta identificacién si sustituimos F' por F' = — se tiene que la aplicacion ¥ es inyectiva.

Sean X1,...,X, eY espacios topoldgicos y sea f : X7 X...x X,, = Y una aplicacion. Fijado
ie{l,....,n}, paracada x = (x1,..., 21, Tiz1,-- -, Tp) € X1 X ... X X; 1 X Xjig X ... X X,
definimos la funcién f, : X; = Y tal que f.(x;) = f(x1,..., 21,2, Tiv1, ..., T,) para cada
x; € X;.

Se dice que f es separadamente continua si para todo i € {1,...,n} y todox € X3 x ... x
X1 X Xip1 X ... x X, la funcién f, es continua.

Nota A.1.17 Sean X4,...,X, e Y espacios topoldgicos y sea f : X1 X ... x X, = Y una
aplicacion. Sean los subconjuntos AI_C Xq,...,A, C Xy, Si_para todo i € {1,...,n} y todo
r €A X ... XAy X Ajpq X ... X A, se tiene que f.(A;) C f.(A;). Entonces:

f(A; x ... x A,) C f(A x ... x A).

Demostracion. Se prueba por induccién. Si n = 1 es inmediato. Supongamos que se cumple
hasta n — 1 (n > 2), veamos que se cumple para n. Para cualquier punto 2 € A; x ... x A, 1,
sabemos que f,(A,) C f.(A,), porlo que f(A; x ... x A,) C f(Al x ... x A,_1 x A,).
Como para cada z, € A, la funcion f,, : X; x ... x X,,_; — Y satisface la hipdtesis de
induccion se sigue que:

FAD % x A C (A X . x Ay).

Observemos que si la funcion f : X7 x...x X,, = Y es separadamente continua se satisfaces
las condiciones de la nota anterior.

Aplicaciéon exponencial

YS%?m X, Y y Z espacios topologicos y A)ZQY la aplicacién exponencial que va de ZX*Y a
(Z*)* definida por:

ALy (D)) = flz,y),

para cada f € Z¥*Y x € X,y €Y. Si Z =R, escribimos Axy para referirnos a la aplicacién
exponencial. El siguiente resultado es facil de comprobar:

Proposicion A.1.18 Sean X e Y espacios topologicos. Entonces:

(i) Axy(SC(X xY)) =C(X,Cp(Y));
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(ii) Axy(C*(X x Y)) D C*(X,Cx(Y)).

Proposicion A.1.19 Sea Y un espacio localmente compacto y X y Z espacios arbitrarios. Si
se considera la topologia de la convergencia compacto-abierta para los espacios de funciones.
entonces la aplicacion A%, es un homeomorfismo.

Demostracién. Véase XI1.5.3. en [15]. O

A.2. Conjuntos Analiticos

Definicién A.2.1 Sea X un espacio polaco. Un subconjunto A C X se dice analitico si existe
un espacio polaco Y y una funcion continua f: X — X tales que f(Y) = A.

El conjunto vacio es analitico, basta tomar Y = (). Otra definicién alternativa (véase 6.4. en [27])
es la anterior pero considerando Y = w® y A # (). La coleccién de los conjuntos analiticos en
X se denota por X}(X). Se sigue de 13.7. en [27] que todo conjunto de Borel es un conjunto
analitico.

Proposicion A.2.2 Sea X un espacio polaco y A C X. Las siguientes condiciones son equi-
valentes:

(a) A es analitico.
(b) Eziste un espacio polaco Y y un conjunto de Borel B C X X Y tales que A = projx(B).

(c) Existe un conjunto cerrado FF C X X w* con A = projx(F).

Demostracién. Véase 14.3. en [27]. O

A.3. Compactificaciéon de Stone-Cech
Teorema A.3.1 Sea X denso en T'. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(i) Toda aplicacion continua 7 de X en un espacio compacto Y posee una extension continua
T que va de X a Y.
(ii) X estd C*-sumergido en T.

(iii) Todo par de conjuntos cero disjuntos en X poseen clausuras en T que son disjuntas.

(iv) Sean Zy y Zy conjuntos cero en X, entonces Z1 N ZQT = ZT N ZT.
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Demostracién. Véase 6.4. en [20]. O

Teorema A.3.2 Todo espacio completamente reqular X tiene una compactificacion X, con
las siguientes propiedades:

(i) Toda aplicacion continua 7 de X en un espacio compacto Y posee una extension continua
T que va de X a Y.

(ii) Toda funcién f € C*(X) tiene una extension f° € C(BX).

(#ii) Todo par de conjuntos cero disjuntos en X poseen clausuras en X que son disjuntas.

—BX

(iv) Sean Zy y Zy conjuntos cero en X, entonces Zy N ZQBX =7 o

N Zy

Demostracion. Véase 6.5. en [20]. OJ

Nota A.3.3 1. El espacio BX se conoce como la compactificacion de Stone-Cech de X.
Sequin el teorema anterior viene caracterizada como la compactificacion de X en la cual
X estda C*-sumergido.

2. La aplicacion f — f# es un isomorfismo de C*(X) sobre C(5X).

A.4. Espacios localmente compactos y k-espacios

Definicién A.4.1 Un espacio topologico X es un espacio localmente compacto si para todo
x € X existe un entorno U de x tal que U es un subespacio compacto de X.

Definicién A.4.2 Un espacio topologico X se dice que es un k-espacio si es de Hausdorff
y es imagen bajo una aplicacion cociente de un espacio localmente compacto. Claramente todo
espacio localmente compacto es un k-espacio.

Veamos la siguiente caracterizacion de k-espacio.

Proposicion A.4.3 Un espacio de Hausdorff X es un k-espacio si y solo si todo conjunto que
intersectado con cualquier compacto es cerrado en el compacto también es cerrado en X.

Demostracién. Véase 3.10.18. en [16]. O

Proposicion A.4.4 Todo espacio que cumple el primer azxioma de numerabilidad es un k-
espacto.

Demostracién. Véase 3.10.20. en [16]. O

Corolario A.4.5 La propiedad de ser k-espacio es hereditaria tanto por subconjuntos cerrados
como por subconjuntos abiertos.
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A.5. Espacios Lindelof

Definicién A.5.1 Un espacio topologico X es un espacio Lindelof si es reqular y todo recu-
brimiento por abiertos de X admite un subrecubrimiento numerable.

Proposicion A.5.2 Todo espacio que cumple el seqgundo axioma de numerabilidad es Lindeldf.
Proposicion A.5.3 Todo espacio Lindelof es normal.

Demostracién. Véase 3.8.2. en [16]. O

Proposicion A.5.4 Todo subespacio cerrado de un espacio Lindelof es Lindeldf.

Demostracion. Véase 3.8.3. en [16]. O

Proposicion A.5.5 Todo espacio k-analitico es Lindelof.

Demostracién. Véase en [18]. O

A.6. Espacios numerablemente Cech-completos y Cech-
completos

Definicién A.6.1 Decimos que que el didmetro de un subconjunto A de un espacio topoldgico
X es menor que un recubrimiento A = {As}ses del espacio X, y lo denotamos por §(A) < A,
si existe un s € S tal que A C Aj.

Definicién A.6.2 Un espacio de Tychonoff X es un espacio numerablemente Cech-completo
si y solo si existe una familia numerable {A;}5°, de recubrimientos por abiertos de X satisfa-
ciendo la siguiente propiedad: toda familia numerable y decreciente F de subconjuntos cerrados
de X que contiene conjuntos de didmetro menor que A; para cada i € w tiene interseccion no
vacia.

Veamos que todo espacio métrico completo (X,d) es numerablemente Cech-completo. Para
ello consideramos, para cada n € N, el cubrimiento por abiertos A, = {B(z,1/n) : x € X}
de X. Sea {C,, : n € N} una familia numerable y decreciente de conjuntos cerrados de X con
diametro menor que A; para cada i € w. Por el teorema de encaje de Cantor se sigue que

N G, #0.
n=1

Anélogamente, se prueba que todo espacio localemente compacto X es numerablemente Cech-
completo. Elegimos, para cada n € w, el conjunto A, formado por todos los abiertos que son
relativamente compactos en X y razonamos como en el caso anterior.

Proposicién A.6.3 Todo espacio numerablemente Cech-completo es un espacio de Baire.
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Demostracién. Véase 3.9.3. en [16]. O

Es sencillo ver que todo cerrado de un espacio numerablemente Cech-completo es nume-
rablemente Cech-completo. Sin embargo en [17] se prueba que el producto de dos espacios
numerablemente Cech-completos es un espacio de Baire, pero no tiene porque ser numerable-
mente Cech-completo.

Una clase de espacios contenida en la clase de espacios numerablemente Cech-completo con
mejores propiedades es la siguiente:

Definicién A.6.4 Un espacio de Tychonoff X es un espacio Cech-completo si y sdlo si exis-
te una familia numerable { A;}32, de recubrimientos por abiertos de X satisfaciendo la siguiente
propiedad: toda familia F de subconjuntos cerrados de X con la propiedad de la interseccion
finita que contiene conjuntos de didmetro menor que A; para cada i € w tiene interseccion no
vacia.

En [16] podemos encontrar una caracterizacion interesante de espacio Cech-completo. Un
espacio topologico X es Cech-completo si se puede expresar como un subconjunto Gs de un
espacio compacto y de HausdorffY (i.e. si existe un espacio Z compacto y de Hausdorff y una

familia de abiertos {A, :n € w} en Z tales que X = [ A,).
new

Proposicién A.6.5 Todo espacio Cech-completo es un k-espacio.

Demostracién. Véase 3.9.5. en [16]. O

Proposicién A.6.6 FEl producto cartesiano de una familia numerable de espacios Cech-completos
es Cech-completo.

Demostracion. Véase 3.9.8. en [16]. O

Proposicién A.6.7 Todo subespacio cerrado 6 Gs de un espacio Cech-completo es Cech-completo.

Demostracién. Véase 3.9.6. en [16]. O

A.7. Compacidad secuencial y compacidad numerable

Definicién A.7.1 Se dice que x € X es un punto de acumulacion de una sucesion {x, :n € w} C
X si para todo entorno U de x existe una cantidad infinita de numeros naturales n tales que

x, € U. Si el espacio es Fréchet la definicion es equivalente a que x sea limite de alguna
subsucesion de {x, :n € w}.

Definiciéon A.7.2 Un subconjunto A de un espacio topologico X es:

- relativamente compacto si A es compacto.
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- relativamente numerablemente compacto si toda sucesion en A tiene un punto de
acumulacion en X.

- relativamente sucestonalmente compacto si toda sucesion en A tiene una subsucesion
que converge a un punto de X.

- numerablemente compacto, sucesionalmente compacto si en las dos definiciones an-
teriores el punto de acumulacion o el punto limite se encuentra en A.

Proposiciéon A.7.3 Todo espacio topologico X secuencialmente compacto es numerablemente
compacto.

La implicaciéon contraria no se cumple en general. Como contraejemplo se tiene el espacio Sw.
Sin embargo cuando el espacio cumple el primer axioma de numerabilidad son equivalentes
(véase 3.10.31. en [16]).

Proposicion A.7.4 Sea X un espacio de Hausdorff. Las siguientes condiciones son equivalen-
tes:

(a) El espacio X es numerablemente compacto.

(b) Todo recubrimiento numerable por abiertos de X tiene un subrecubrimiento finito.

Demostracién. Véase 3.10.3. en [16]. O

Corolario A.7.5 Un espacio topologico X es compacto si y solo si es numerablemente com-
pacto y Lindelof.

Proposiciéon A.7.6 Todo subespacio cerrado de un espacio numerablemente compacto es nu-
merablemente compacto.

Demostracién. Véase 3.10.4. en [16]. O

A.8. Pseudocompacidad

Definiciéon A.8.1 Un conjunto A C X se dice que estd acotado en un espacio X si para toda
funcion continua sobre X que toma valores reales estd acotada sobre A.

Definicién A.8.2 Un espacio topologico X se dice que es pseudocompacto si es un espacio
de Tychonoff y toda funcion continua que toma valores reales definida en X es acotada.

Proposicion A.8.3 §i existe una aplicacion continua f : X — Y sobreyectiva entre un espacio
pseudocompacto X y un espacio de Tychonoff Y, entonces Y es un espacio pseudocompacto.

Proposicion A.8.4 Todo espacio numerablemente compacto es pseudocompacto.
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Demostracion. Véase 3.10.20. en [16]. O

Proposiciéon A.8.5 Todo espacio pseudocompacto y normal es numerablemente compacto.

Demostracién. Véase 3.10.3. en [16]. O

Definicién A.8.6 Sea X un espacio topoldgico, se dice que p € X es un punto de acumu-
lacion de la sucesion {U, : n € N} de subconjuntos de X si para todo entorno V de p se tiene
que V N U, # 0 para una cantidad infinita de enteros n.

Proposicion A.8.7 Sea X un espacio de Tychonoff. Las siguientes condiciones son equiva-
lentes:

(a) El espacio X es pseudocompacto.
(b) Toda familia localmente finita de subconjuntos de X abiertos no vacios es finita.

(c) Todo cubrimiento por abiertos localmente finito de X posee un subrecubrimiento finito.

Demostracién. Véase 3.10.22. en [16]. O

En el articulo [21] encontramos las siguientes caracterizaciones:

Proposicion A.8.8 Fl espacio X es pseudocompacto si y solo si no existe un conjunto no
vacio G contenido en fX \ X.

Proposicion A.8.9 Un espacio de Tychonoff X es pseudocompacto si y solo si toda sucesion
de abiertos {U, :n € N} de X posee un punto de acumulacion.

Veamos que los espacios pseudocompactos son espacios de Baire.
Proposicion A.8.10 Todo espacio reqular y pseudocompacto es un espacio de Baire.

Demostracién. Sea X un espacio regular y pseudocompacto y sea {Uj, Us,...} una familia
numerable de abiertos densos en X. Sea V' un abierto no vacio de X arbitrario. Veamos que

VN ( N Un) # (). Como U, es denso en X se tiene que VNU; # (. Sea el abierto V; = VNUy,
n=1

como U es denso en X se sigue que V3 N Uy # (. Por ser X regular podemos encontrar

Vi C U, abierto tal que V, C V4. Siguiendo este razonamiento de manera inductiva obtenemos

una familia de abiertos no vacios {V, },c. tal que para todo n € w se tiene que V,, C U, y

Va1 C m C V,,. Por la proposicion se sigue que la familia {V},} e, no es localmente

finita. Por consiguiente, existe un punto x € X tal que todo entorno intersecta a infinitos V,.
oo o

Por tanto, z € V,,. Como m C V, para todo n, entonces [ V;, # (. El resultado se sigue

n=1 n=1

por el hecho de que NV, C N U, O

n=1 n=1
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Proposiciéon A.8.11 FEl producto cartesiano X X Y de un espacio pseudocompacto X y un
k-espacio Y es pseudocompacto.

Demostracién. Véase 3.10.26. en [16]. O

Corolario A.8.12 FEl producto cartesiano X XY de un espacio pseudocompacto X y un espacio
compacto Y es pseudocompacto.
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