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Proleg

El material que es presenta a continuacio correspon al temari complet de 1’assig-
natura Estructures I: Mecanica i Resisténcia de Materials, del Grau d’Enginyeria
d’Edificaci¢ a la Universitat Jaume I de Castello.

A causa de I’abséncia d’un text basic adaptat al temari complet del curs, amb
aquest manual volem dotar I’alumne d’una eina basica per a enfrontar-se a I’estudi
1 preparacié de 1’assignatura. Ha de tindre’s en compte que 1’s d’aquest text no
sera suficient si no es complementa amb altres materials, com ara les presentaci-
ons de classe, una col-leccio addicional de problemes resolts 1 proposats, examens
d’altres convocatories, etc.

En tant que es tracta d’'una materia eminentment practica, en aquest document
hem seguit la segiient estructura en cadascun dels temes. En primer lloc farem una
introducci6 teorica. A continuacié anirem desenvolupant el tema 1 intercalarem
exemples d’aplicacid, que son els que veritablement possibilitaran la comprensiod
plena dels conceptes. Finalment, en cadascun dels temes, si escau, trobarem uns
exercicis resolts 1 d’altres proposats, en els quals només donarem el resultat nu-
meric, a fi que I’alumne vaja avaluant el seu nivell de domini sobre els continguts.
L’alumne ha de saber que el simple fet d’estudiar 1 comprendre els exercicis re-
solts que s’arrepleguen en el llibre no és garantia d’exit, si no va acompanyat del
treball personal en la resolucid dels exercicis proposats.

Estructures I no és un ens aillat de la resta de matéries de coneixement, ja que
suposa una evolucio natural des de la fisica que els alumnes han cursat tant en
batxillerat (o altres estudis secundaris) com ja dins del propi grau, en 1’assignatu-
ra Fisica I, 1 té continuitat en les assignatures Estructures II 1 Estructures III. Per
aquesta rad, hi ha uns coneixements previs que haurien de tindre’s en comengar el
curs. Es conegut que no sempre s’arriba a ’inici amb la base teorica adequada, per
la qual cosa s’han afegit uns annexos al final de I’obra, on es repassen de manera
molt succinta els aspectes minims necessaris corresponents a sistemes d’unitats,
arees, centres de gravetat i moments d’inércia.

L’autor vol mostrar el seu agraiment als companys de 1’Area de Mecanica dels
Mitjans Continus i1 Teoria d’Estructures, en especial a Lola Martinez Rodrigo,
sense I’ajuda de la qual els inicis en el mén de la docéncia universitaria hagueren
sigut més dificils. Aixi mateix, es vol agrair el suport al Departament d’Enginyeria
Mecanica i Construccio, i a la Universitat Jaume I per la iniciativa en la publicacié
de materials docents lliures.
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Introduccid

«L’enginyeria estructural €s 1’art de modelitzar materials que no comprenem del tot, en
formes que no podem analitzar d’una manera precisa, per a suportar esforcos que no
podem avaluar adequadament, de manera que el public en general no tinga cap rad per a
sospitar de la nostra ignorancia.»

Hugo Corres Peiretti, doctor enginyer de ccp

L’assignatura Estructures I: Mecanica i Resisténcia de Materials porta I’alumne des
de la introducci6 inicial de I’estatica de sistemes, a través del calcul d’esforgos in-
terns, passant de manera molt succinta a través de la teoria de ’elasticitat, fins a la
resisténcia de materials classica, adaptada a I’ambit de 1’enginyeria d’edificacio.

La resisténcia de materials t€ com a objectiu fonamental determinar la resposta de
les estructures quan estan sotmeses a les diferents accions que les poden afectar
durant la seua construccio o vida util.

En aquesta part de 1’assignatura, que ¢s la fonamental del curs, s’estudien els di-
ferents esforgos a que pot estar sotmesa una peca, com a conseqiiéncia de les acci-
ons, avaluant la tensio a la qual s’arriba en els seus punts, aixi com la deformacio
que es produeix en ella.

Els materials que utilitzem en el domini de I’enginyeria estructural han de complir
uns requisits de resisténcia (no s’han d’excedir les tensions admissibles), de rigi-
desa (no han de produir-se deformacions superiors a uns limits) i d’estabilitat (una
vegada separat un punt de la seua posicié d’equilibri com a conseqiiéncia d’una
accio, cessada I’accid, el punt ha de retornar a la seua posicio d’equilibri). Els li-
mits corresponents a aquests requisits vénen marcats avui en dia per la normativa
vigent.

Els dos tipus de problemes als quals ens enfrontem en resisténcia de materials son,
d’una banda, els problemes de dimensionament, 1 d’altra, els problemes de com-
provacio. En els problemes de dimensionament, suposem que la geometria de
I’estructura ha sigut ja definida. El que busquem llavors ¢€s trobar les dimensions
més adients perque les peces siguen capaces de suportar els esforcos que es produ-
eixen, sense deformar-se més enlla dels limits. En els problemes de comprovacio,
les dimensions estan ja definides, 1 es tracta de verificar si s’excedeixen els limits
de tensio 1 deformacio.

No obstant aix0, practicament des que I’home va aparéixer a la Terra, ha necessitat
que els materials que utilitzava compliren uns requisits de resisténcia mecanica.
Per tal d’aconseguir-ho va recorrer al metode d’assaig-error, que s’ha utilitzat en
totes les €époques 1 que encara ara segueix utilitzant-se. Aquest metode va permetre
a homens de totes les €époques fabricar ferramentes 1 realitzar construccions, que si
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bé van complir la seua comesa, fins al punt que algunes van arribar fins als nostres
dies, a simple vista pot observar-se que no responen a un disseny d’enginyeria,
tal com el concebem en 1’actualitat, és a dir, disten molt de ser Optims en la uti-
litzaci6 de materials. En eixa €época merament empirica, els requisits constructius
es basaven només en un compendi de bones practiques que estaven més o menys
avalades per I’experiéncia. El tractat més antic que es conserva sobre edificacio és
De Architectura de 1’arquitecte roma Marcus Vitruvius Polio, escrit probablement
al voltant de I’any 15 aC, i1 que va ser utilitzat fins a 1’edat mitjana.

Encara que Leonardo da Vinci i Galileu Galilei ja havien realitzat experiments per
a determinar la resisténcia mecanica de fils d’aram, barres i1 bigues, no hi ha evi-
deéncies d’estudis formals i sistematics del comportament mecanic dels materials
anteriors al segle xvii, quan s’inicia a Europa una rapida expansio de ’interés per
aquesta ciéncia durant eixe segle i el segiient, gracies a les aportacions de Robert
Hooke (linealitat entre tensions i deformacions), els germans Johann i Jakob Ber-
nouilli (equacié de 1’elastica per consideracions d’equilibri), Leonhard Paul Euler
(meétodes energétics, vinclament) i Charles Coulomb (flexi6 i torsio, criteris de
plastificacid), entre d’altres. En el segle xix, la resisténcia de materials es va esta-
blir de manera practicament definitiva amb els treballs de Thomas Young, Claude
Louis Marie Henri Navier i Adhémar Jean Claude Barré de Saint-Venant. Altres
noms celebres en I’estudi de I’elasticitat i resisténcia de materials son Augustin
Louis Cauchy, Pére de Gabriel Léon Jean Baptiste Lamé, Benoit Paul Emile Cla-
peyron, George Green, William John Macquorn Rankine, Gustav Robert Kirchoff,
Otto Christian Mohr 1 ja en el segle xx, Stepan Prokofevitx Timoxenko, qui va re-
copilar i va divulgar el que fins al moment era unicament un compendi de teories.

L’elasticitat 1 la resisténcia de materials formen part de la mecanica racional, que
¢s una disciplina de la fisica. Com podem veure a la figura 1.1, aquesta disciplina
esta emmarcada dins de la mecanica dels mitjans continus, en la qual s’aborda el
solid com a deformable, i I’objectiu és determinar la resisténcia (tensions) i la rigi-
desa (deformacions) d’un solid sotmés a un sistema de forces en equilibri estatic,
per al qual no hi ha moviment net. En la fisica classica es considera que el movi-
ment és una conseqiiéncia de ’accié de forces mecaniques. El fet que un sistema
estiga en repos no indica que sobre ell no actuen forces, sind que aquestes forces
es troben contrarestades o equilibrades per unes altres de la seua mateixa espécie.

Aquesta assignatura planteja una metodologia per a resoldre els problemes reals
més freqiients que ens podem trobar, independentment del material utilitzat. En la
realitat, les estructures resistents poden ser de molts diversos materials, 1 pot do-
nar-se una casuistica de geometries i tipus de carregues practicament infinita. Es
per aixo que resulta necessari fer tota una serie d’idealitzacions sobre el material,
mitjans de sustentacio i carregues.
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Fig. I.1. Situaci6 de I’elasticitat i la resisténcia de materials dins de la fisica

Pel que fa al material, el considerarem com a elastic, encara que els solids reals no
sempre ho son (depén del tipus de material i també de les condicions ambientals 1
de carrega en les quals es trobe el solid).

Una altra de les idealitzacions que realitzem en resisténcia de materials fa referén-
cia als mitjans de sustentacio, ja que practicament treballarem sempre amb suports
simples, articulacions i encastos. No obstant aixo, val a dir que en les situacions
reals no es tractara, en la majoria d’ocasions, de cap d’aquests casos teorics sind
de situacions intermedies.

Finalment, pel que fa a les accions, tractarem de forces i moments puntuals, aixi
com de forces distribuides. A¢o no deixa de ser una nova idealitzacid ja que, per
exemple, en tots els casos reals les forces son aplicades sobre una major o menor
superficie, encara que finalment les assimilem a una forga puntual.

En Estructures I abordarem 1’estudi d’elements senzills, tipus barra, i analitzarem,
en casos molt concrets, sistemes de diversos elements, encara que sempre sera en un
nombre reduit. Aquestes barres estaran sotmeses a unes carregues que estaran pre-
determinades en els exercicis concrets (sense estudiar el seu origen) i analitzarem els
efectes que aquestes carregues produeixen en les barres (tensions i deformacions).

En successives assignatures que son continuacio d’aquesta, Estructures 11 1 I11, s’es-
tudiaran sistemes més complexos d’estructures, es caracteritzaran els materials d’una
manera més rigorosa, es realitzara una previsio de les accions que actuen sobre elles,
com a conseqiiencia de 1’us o de I’exposicid a I’ambient, i s’analitzara I’adequacio
de les estructures a la normativa vigent, segons el material de que estiguen fetes.
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TEMA 1

Estatica de sistemes

1.1. Introduccid

Les diverses branques de la fisica estudien el comportament dels materials davant
de determinades situacions de carrega o sotmesos a esforcos diversos. Aquests ma-
terials poden ser solids, liquids o gasosos 1 romandre en repos o estar en moviment.

Per al present tema, aixi com per a la resta de 1’assignatura, considerarem els so-
lids que romandran en repos. En la fisica, el moviment €s una conseqiiencia de les
forces que actuen sobre un cos. La situacid estatica no es produeix només com a
conseqiiéncia de 1’absencia de forces que actuen sobre el solid, sin6 també quan
aquestes forces son contrarestades per altres de la mateixa especie.

En aquest tema tractarem el concepte de forca com a magnitud vectorial; analit-
zarem |’equilibri que es produeix en els sistemes 1 estudiarem la manera en que
aquests sistemes es relacionen amb el seu entorn.

Com ja hem mencionat anteriorment, quan un sistema de forces actua sobre un so-
lid provoca unes deformacions sobre ell. No obstant aix0, aquestes deformacions
seran molt menudes 1 generalment no influiran en 1’equilibri dels cossos. Com a
conseqiiéncia, en els problemes d’equilibri estatic d’aquest tema, es considerara el
solid com a rigid.

1.2. Estatica de forces

1.2.1. Principis d’estatica

Les forces representen les accions que uns cossos exerceixen sobre altres 1 les trac-
tarem com a magnituds vectorials. Per tant, per tal de definir una forca és necessari
conéixer quatre elements: el punt d’aplicacio, la direccio, el sentit 1 la magnitud.
De manera grafica, representarem les magnituds vectorials mitjan¢ant una fletxa,
la punta de la qual indica la seua direccid 1 sentit; de vegades, la longitud de la
fletxa sera indicativa de la magnitud. Quan escrivim és costum col-locar una fletxa
sobre la lletra o el simbol que representa el vector.

El modul d’un vector €s un escalar corresponent a 1’arrel quadrada de la suma

dels quadrats de cadascuna de les components del vector. Quan escrivim podem
representar-ho mitjangant el mateix vector entre dues barres verticals, o amb la
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lletra corresponent al vector sense la fletxa superior. A I’obra utilitzarem ambdues
notacions indistintament.

Les forces reals son de dos tipus: forces de volum (pes, forces magnetiques, etc.)
i forces de superficie (espenta de terres, fregaments, etc.). A causa de les simpli-
ficacions que realitzarem, en resisténcia de materials utilitzarem forces puntuals,
en les quals considerarem concentrada tota la for¢a en un Unic punt, i forces distri-
buides, en les quals farem un repartiment de la carrega al llarg de I’element barra.

Atés que estem considerant el solid com a indeformable, I’efecte d’una forga sobre
el cos no es modifica si es trasllada la for¢a a qualsevol altre lloc de la seua linia
d’accio, per la qual cosa les forces aplicades sobre un cos rigid es representaran
com un vector lliscant.

Principi de les forces concurrents. L’efecte que produeix en un cos rigid I’aplica-
ci6 d’un sistema de forces concurrents en un punt A és equivalent al d’una tnica
forga, /' anomenada resultant i aplicada també en A, igual a la suma vectorial de
totes les forces concurrents.

Segons ago, I’efecte que té una forga sobre un cos €és equivalent al que tenen les
projeccions d’aquesta sobre els eixos d’un triedre trirectangle. De manera inversa,
podem compondre forces concurrents en una d’equivalent que produisca el mateix
efecte. Es I’anomenat principi del paral-lelogram: la resultant de dos vectors és
la diagonal del paral-lelogram en que els dos vectors son costats adjacents. Si cal
restar dos vectors, el que farem sera sumar I’oposat d’un d’ells.

Fx=F- cos(a)

Fig. 1.01. Descomposicio i composicié de forces

1.2.2. Moment d’una forg¢a respecte a un punt

Fig. 1.02. Moment d’una forga respecte a un punt
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El moment d’una forga F aplicada en un punt A respecte a un punt O ¢és una
magnitud vectorial representada pel vector M, lligat al punt O definit per: M, =
OA x F .

Fem les segiients consideracions:
* Elvector M, és perpendicular al pla engendrat per la linia d’accio de F iel
punt O i el seu sentit és tal que OA4, F' i M, constitueixen un triedre directe

(regla de la ma dreta o del cargol).

* Elmoment M, és independent de la posici6 en la seua linia d’accio, és a dir,
¢s independent del punt A, ja que F' és un vector lliscant.

* El moment d’una forca respecte a un punt qualsevol que pertany a la seua
linia d’accid és nul.

e Les unitats de mesura del moment en el sistema internacional son els newtons
multiplicats per metre (N - m).

Si només ens interessa la magnitud, perqué ja coneixem la direccid, prendrem un
punt perpendicular des d’O fins a la linia d’accid i obtindrem la distancia d.

| M| =] OA| «|F | *sin(0)=|F [d
On:

* d ¢és la minima distancia que existeix entre el punt O 1 la linia d’accié de la
forca F' .

* 0 ¢s I’angle que forma la linia definida per OA i la direccié de F .

Exemple 1.1

Donada la forca F aplicada en el punt A, la direccid de la qual pot deduir-se de la
figura segiient, calculeu el moment que produeix respecte al punt C.

Fig. 1.03. Exemple 1.1
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Dades:

* El modul de la forga és | 1*:)| =2 kN.

» Les dimensions del paral-lelepipede estan en metres.
Coneixem les coordenades dels punts A(5,4,0), B(0,0,3) 1 C(5,0,0)m.
El vector de direcci6 és: V,, = (0,0,3) — (5,4,0) = (-5,-4,3)m.

Farem unitari el vector dividint-lo pel modul:

e TR T AR5 .V [ =5 -4 3
=y(=5 —4)43°=5v2 =7 =z A’ A
|V sl ( ) +( ) m Map v, | (5«/2 5v2 5\4’2)

El vector for¢a 1’obtindrem multiplicant la magnitud pel vector de direccio:

YV=2(_5 =4 3 | (—1.41,-1,13,0,85 kN

542 5x2 52

Determinarem les coordenades del vector que uneix el punt respecte al qual volem
calcular el moment (C) amb el punt d’aplicacié de la forca (A).

Ve, =(5,4,0)-(5,0,0) = (0,4,0)m

El moment sera el producte vectorial:

R i i k| (339
M=v,XF= 0 4 0 |=| 0 |kKNm
—-141 —1,13 085 |5,66

1.2.3. Moment d’una forga respecte a un eix

El moment d’una forga F respecte a un eix e ¢s la magnitud escalar M, obtinguda
en projectar sobre 1’eix el moment de la forca F respecte a un punt qualsevol del
mateix eix.

Fig. 1.04. Moment d’una forga respecte a un eix
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M,=+F,-d==F-d-sin(0)

On:

El vector 1*:)]: component de F perpendicular a ’eix e.

* d: distancia del punt O a la linia d’acci6 de ﬁl .

* 0: Angle que formen F i eix.
Si la forga F talla (d=0) o és paral-lela a I’eix e (sin(0) = 0), el moment de la for-
¢a respecte a aquest eix €s nul. El moment M, ¢és independent del punt triat per a
calcular-lo i és positiu si el moment de F respecte al punt O porta el sentit positiu

de l’eix e.

Per tal de calcular el moment d’una forga respecte a un eix, cal procedir de la ma-
nera seguent:

* Descompondre la for¢a en les direccions paral-lela i perpendicular a I’eix.
* Determinar el moment respecte a I’eix de les components no paral-leles i que
no tallen I’eix multiplicant el seu valor per la distancia minima entre ’eix i
les seues respectives linies d’accio.
Una altra manera de realitzar el calcul és obtindre el moment respecte a qualsevol
punt de I’eix e, 1 posteriorment projectar aquest vector sobre 1’eix donat.
Exemple 1.2
Donada la segiient biga voladissa sotmesa a les forces que es mostren en la figura,

determineu el moment resultant de totes les forces respecte als eixos de coorde-
nades.

Fig. 1.05. Exemple 1.2
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Dades:
* Les dimensions de la peca son: a = 1,2 m; b = 0,4 m; h= 0,6 m.
* Els moduls de les forces son F', = 20 kN, F,= 5 kN; F),= 10 kN.

Calcularem quin moment genera cadascuna de les forces respecte a cadascun dels
eixos, 1 al final sumarem les components de les tres forces. Si les forces son paral-
leles o perpendiculars als eixos de coordenades, les deixarem com estan. Si son
obliqiies a algun dels eixos, les descompondrem segons aquells eixos.

Forca 1*:)1:

« Es paral-lela a X, per la qual cosa no genera moment respecte a aquest eix:
M, =0.
X

« Es perpendicular a Y, i n’esta separada una distancia igual a 572 d’ell. El
moment que produeix la forga és positiu segons la regla del cargol, i té€ un
valor: M, =F - b/2=4kN - m.

« Es perpendicular a Z, i n’esta separada una distancia igual a 4/2 d’ell. El
moment en aquest cas també €s positiu, pel mateix raonament: M, = F, - h/2
=6kN - m.

Forca 1*:)2 :

Com que ¢€s obliqua, la descompondrem en les direccions Y 1 Z. Necessitem cal-
cular I’angle.
O=arctan =56,31"

* F,,=F, sin(0)=4,16 kN.
 F,,=F, cos(0) =277 kN.

Com que la forga talla I’eix X, el moment respecte a aquest és zero, la qual cosa es
pot demostrar analitzant les dues components per separat.

* M, =F, b2-F, -h/2=0.En proximes ocasions no sera necessari el
calcul d’aquest moment si resulta evident que talla I’eix 1 per tant és zero.

* M, =F, -2a=6,66kN-m.
* M, =F, -2a=998kN - m.
Forc;al*:;:

« M, =F,-b2=2kN"m.
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* M,, =0 (per ser parallela a I’eix).
* M,=-F -a=-12kN-m.
En resum, la resultant dels moments segons els tres eixos sera:
e M, =M, +M, +M, =2kN- m.
« M, =M, +M, +M, =10,66kN - m.
* M, =M, +M, +M, =398kN-m.

Realment, el que ens indica aquest resultat és que el moment és un vector amb
components:

M, =M, M

0x’"" oy’

MOZ )

1.2.4. Composicid de forces. For¢a i moment resultant

Sistema equivalent: és aquell sistema que exerceix el mateix efecte que un altre
sobre un solid rigid. Un sistema de forces qualsevol que actua sobre un cos rigid
pot sempre reduir-se a un sistema equivalent, compost per una forga resultant R
aplicada en un punt triat arbitrariament i un moment resultant M, que sera la
suma dels moments que cadascuna de les forces del sistema inicial exerceixen

sobre el punt considerat.

|

Fig. 1.06. Sistemes equivalents

Els dos sistemes de la figura son equivalents si es compleix:
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Les components de R , en un sistema de coordenades amb origen en O, es corres-
ponen amb la suma de components de cadascuna de les forces. Les components
de M, s6n la suma dels moments de cadascuna de les forces respecte a cada eix de
coordenades.

MO:(MOX:MOY’MOZ)z(' MOiX" Mom' MOiZ)

Exemple 1.3

Calculeu la for¢a i el moment resultant sobre el punt O del sistema de forces que
actuen sobre el prisma volat.

Fig. 1.07. Exemple 1.3

Dades:

* Les dimensions de la peca son: a = 1,2 m; b = 0,4 m; h= 0,6 m.

¢ Els moduls de les forces son /', = 30 kN; F,= 15 kN; F,= 10 kN, F, = 20 kN.
La primera cosa que hem de fer és expressar els vectors forga per les seues coor-

denades. Com que I’angle és el mateix que a I’exercici anterior, no el calcularem
una altra vegada.

R Fix F, 30 - Fox 0 0
Fi=|F\y|=| 0]=| 0|AN Fy=| Fyy |=|-F,-sin(0)|=| 12,84 | kN
F,l 10 0 F,,| | Fy-cos(6) | 832

L[ Fx 0 0 N Fix 0 0
Fy=| Fyy|=| —F5|=| 10| kN F,=Fy|=| 0 |=| 0 |kN
F3z 0 0 F4z -, —20
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La forga resultant sera el vector que té com a coordenades la suma de les coorde-
nades dels vectors for¢a donats.

L | FixtFoxtFax+ Fux 30
R=| F\y+ Foy+ Fyy+ F oy | =| —22,48 | kN
Fio,+F,tF,+F, —11,68

El modul d’aquesta forga resultant és:

|Rl=39,27kN

Podem determinar la direccio de la forga resultant dividint el vector pel modul.

% | 0764
fig=r=1=| —0,573
© IR ~0,297

Les components d’aquest vector son els denominats cosinus directors, ¢és a dir,
els cosinus dels angles que el vector forma amb cadascun dels eixos de coorde-
nades. Per tant, podem determinar aquests angles.

o = arccos(0,764) = 40,18°
B = arccos(—0,573) = 124,98°
y = arccos(-0,297) = 107,30°

Calcularem el moment resultant de cada forca respecte a cada eix.

M, =0 M, = o

M, =F, -bl2=6 kN MZY— b2 =-19,97 kN
M, =F, -hl2=9 kN M, = hi2 = 2995 kN
M, =F, bl2=2 kN M4X——F -hl2=—6 kN

M, =0 M, =F, a=24 kN

M, =F,-a=—12kN M, =0

El moment resultant sera la composicid dels anteriors:

z MOIX

ir,, |=| 10,03 [KN-m

QE&
||

M=1M=“
|
98]
N
\O
(9}

My,

1

i

Igual que en el cas anterior, podem calcular la direcci6 del vector i els angles que
forma amb els eixos de coordenades.
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. i |-0.115] o= arccos(—0,115) = 96,62
|| = 34,68kN 7= 7| 0289 | = arccos(0289) = 73,197
M 1-0,950]  y = arccos(—0,950) = 161,86 °

1.3. Condicions d’equilibri

En primer lloc, és necessari definir el concepte d’estructura, tal com 1’entendrem
en 1’assignatura: €s un sistema de cossos units entre si que suporta les carregues
previstes amb una certa seguretat, sense experimentar moviments relatius ni de
conjunt, a excepcid dels deguts a les deformacions elastiques. Per tant, admetrem
en tota 1’assignatura el principi de petita deformacio.

1.3.1. Principi de petita deformaciod

Els solids reals, davant de 1’accio de forces exteriors, es deformen. Tanmateix,
aquestes deformacions son normalment tan menudes que no influeixen en I’es-
tat de repds o moviment dels cossos. Es per aixo que plantejarem les equacions
d’equilibri considerant la geometria no deformada de 1’element.

Pot succeir que les deformacions siguen tan grans que les forces varien, de mane-
ra no negligible, I’efecte que produeixen sobre 1’estructura, com a conseqii¢ncia
del moviment del punt d’aplicacié de la for¢a. En tal cas, el metode de analisi és
diferent, perd excedeix ’abast d’aquest llibre i es tractara en assignatures més
avangades.

Aix0 queda aclarit a la figura seglient:

P
P] ! y

Fig. 1.08. Variacio de I’efecte de les forces com a conseqiiéncia de les deformacions
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En el cas a tindrem a I’encast un moment flector M = P, - h. En el cas b, I’efecte
es veu incrementat per la deformacid, i el moment a I’encast sera: M = P (h —n)
+P, -m.

En tot cas, com ja hem dit, considerarem les deformacions com a negligibles des
del punt de vista de I’estatica, per la qual cosa treballarem sobre 1’estructura abans
de deformar-se.

1.3.2. Principi de Saint-Venant

Aquest principi estableix que el valor de les forces interiors als punts d’un solid,
situats prou lluny dels llocs d’aplicacio de les carregues, depén molt poc de la
manera concreta d’aplicaci6 de les carregues. A causa d’aquest principi en molts
casos podrem substituir un sistema de forces per un altre estaticament equivalent,
la qual cosa pot conduir a la simplificaci6 del calcul.

1.3.3. Carregues estatiques o quasiestatiques

Diem que les carregues son estatiques quan romanen aplicades un temps infinit,
mentre que les denominem quasiestatiques quan el temps d’aplicacié és relativa-
ment prolongat. Les carregues que s’apliquen en un temps molt reduit es denomi-
nen dinamiques, i encara que no les tractarem en 1’assignatura, les sol-licitacions
internes que produeixen son sensiblement majors que si foren estatiques o quasi-
estatiques. Les carregues dinamiques tenen importancia en edificacid perque son
les que produeixen alguns tipus d’accidents, com per exemple I’impacte d’un cot-
xe sobre una columna d’un garatge. Les diferents normatives d’accions ens donen
una guia de com tractar aquest tipus de carregues als edificis, pero aixo sera mate-
ria d’assignatures posteriors.

1.3.4. Forces internes 1 externes

Definirem ara els tipus de forces que apareixen en les estructures:

Fig. 1.09. Estructura i forces que actuen sobre ella
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* Denominarem forces internes a aquelles que son exercides per uns elements
del sistema sobre els altres. En el cas de la figura son les dues forces V, que
es produeixen com a conseqiiencia del principi d’accid-reaccio.

» Forces externes son aquelles que provenen d’altres sistemes i son exercides
sobre els elements del sistema considerat. Poden ser forces exteriors aplica-
des sobre el sistema (g) o les reaccions del elements de sustentacié (R, R,
R.1R)).

Principi d’accio-reaccio. Tercera llei de Newton. Quan una particula i exerceix
una forga F, (accid) sobre una altra particula j, la particula j exerceix sobre i la
mateixa forca amb sentit contrari (reaccid). A¢o significa que les forces internes
s’anul-len dos a dos i en qualsevol sistema de particules es compleix que:

> Fi=0

ZMO(ﬁim)ZO

sent O un punt qualsevol del solid.

Condici6 d’equilibri: per tal que un sistema compost d’un unic cos o diversos cos-
sos sense mobilitat interna (excepte deformacions elastiques molt menudes) estiga
en equilibri sotmés a n forces externes, ha de complir-se que la forga resultant R
i el moment resultant M del sistema de forces externes respecte a qualsevol punt
siga nul.

Condicions d’equilibri en 3D Condicions d’equilibri en 2D
ﬁiX n
n i=1 O n }'7',
- - n - - iX 0
R= F.= = = R= F.=| iz —
peri z Fiy 8 peri : ( 0)
i=1

MiX
. n . tznl 0 .
Moz g Mom 3 ity |70 W= 3 0= 1,=0
i=1 i=1 i=1
ZMtZ

Per al cas general, com que tenim tres eixos, considerant una for¢a i un moment per
eix, obtindrem les sis equacions generals d’equilibri del cos rigid. En els casos
freqiients que podrem considerar bidimensionals, amb forces coplanaries, les
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equacions corresponents a les forces es redueixen a dues, i I’inic moment a consi-
derar sera el Z, per tant tenim tres equacions.

1.4. Enllacos 1 reaccions

Els solids estan habitualment sotmesos a 1’acci6 de la gravetat terrestre i no surant
en I’espai, motiu pel qual tindran una relacié6 amb 1’entorn, siga la Terra o altres
sistemes situats en ella (considerarem que aquest entorn també és estatic). Per tant,
es produiran forces mutues entre el sistema considerat i aquells amb que es relacio-
na, segons la tercera llei de Newton.

Les diverses forces que apareixen com a conseqiiéncia de la interacci6 del sistema
amb |’entorn depenen del tipus d’enlla¢ que tinguen amb aquest entorn. Les forces
que hi apareixen es denominen reaccions.

1.4.1. Graus de llibertat

Els graus de llibertat (6pr) d’un solid son el nombre de magnituds independents
que determinen inequivocament la seua posicio; dit d’una altra manera, el nombre
de possibles moviments. Un punt en 1’espai pot moure’s en tres direccions indepen-
dents definides pels eixos de coordenades i tamb¢ pot girar al voltant dels tres eixos,
per la qual cosa el nombre de graus de llibertat en aquest cas és sis. Quan considerem
un cas pla, el nombre de moviments independents possible per al solid és dos, 1 el
nombre de girs és u, motiu pel qual el nombre de graus de llibertat sera tres.

1.4.2. Carregues

Denominem carregues les forces externes aplicades sobre 1’estructura i que son la
causa de les seues deformacions. Les carregues tipiques que utilitzarem en I’ assig-
natura son: forces i moments puntuals o forces distribuides. Aquestes tltimes po-

den ser perpendiculars a la linia mitjana o paral-leles, 1 ser uniformes o variables.

La representacio grafica d’aquestes carregues sera la segiient:

Pl Z/\ql\\qDA:éz

a) b) c) d) e)

Fig. 1.10. Tipus de forces: a) forga puntual; b) moment puntual; ¢) forga distribuida uniforme;
d) for¢a distribuida variable; e) forca axial distribuida
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1.4.3. Enllacos o lligadures

Els enllagos o lligadures son els elements d’unié que impedeixen o limiten els
moviments relatius i de conjunt de I’estructura. Les lligadures poden ser internes
o0 externes.

» Lligadures internes: son aquelles que limiten el moviment relatiu d’uns ele-
ments del sistema respecte a altres elements, tamb¢ del sistema.

» Lligadures externes: son aquelles que limiten el moviment d’elements del
sistema respecte a una referéncia externa.

Un enllag limita o coacciona totalment o parcialment el moviment d’un sistema.
Com a conseqiiéncia exerceix una for¢a (o moment) sobre el sistema que s’oposa
al moviment. A aquesta for¢a se la denomina reaccio de [’enllag.

En un enllag apareixeran tantes reaccions independents com a graus de llibertat o
moviments siguen coaccionats.

En els casos reals, els enllagos que es presenten son de molt diverses tipologies,
1 les possibilitats son practicament infinites. Els enllagos coaccionen en major o
menor mesura un moviment, encara que moltes vegades no I’eliminen del tot.
Davant de tal casuistica, s’entén la necessitat d’establir una serie d’enllagos tipics
als quals haurem d’assimilar els reals. Aquests seran: I’encast o nuc rigid (elimina
totalment tots els desplacaments 1 tots els girs), el suport fix o articulacio (elimi-
na tots els desplacaments, perd permet els girs) 1 el suport simple o suport mobil
(permet els girs 1 també algun moviment). No cal dir que en casos tridimensionals
podriem tindre enllagos que foren combinacions dels anteriors, perqué permeten
alguns desplagaments i/0 alguns girs concrets.

La representacio grafica dels enllagos que tractarem sera:

a) b) c)
Fig. 1.11. Tipus d’enllagos: a) encast; b) suport fix; ¢) suport mobil
La linia gruixuda representa el lloc extern al sistema al qual esta vinculat I’enllag.
A la figura 11a podria ser una paret vertical, 1 en les altres dues una superficie

horitzontal qualsevol.

Analitzem ara els tres tipus d’enllacos en el pla i quines reaccions produeixen.
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Suport simple o mobil. Aquest tipus de suport només coacciona un moviment, el
perpendicular a la superficie sobre la qual es recolza. Per tant, només apareixera
una reaccio, que sempre sera perpendicular al pla de recolzament. En el cas de
ser una lligadura interna, aquest suport €s d’una colissa, que permet el desplaca-
ment al llarg de la ranura, pero no en direccio perpendicular.

a) b)
Fig. 1.12. Suport mobil: a) extern; b) intern

Si tres suports simples estan fixats sobre un solid, aquest solid romandra estatic, a
menys que les reaccions dels tres suports siguen paral-leles o que les linies d’accio
de les tres es tallen al mateix punt.

Suport fix o articulacio. Es un enllag que exerceix dues coaccions sobre el solid,
de manera que li impedeix el desplagament en les dues direccions possibles, pero
permet el gir al voltant del punt al qual esta lligat. La conseqiiencia d’aixo és que
apareixera una forga de reacci6 que no portara una direcci6é coneguda en un princi-
pi, sind que caldra descompondre-la en les dues direccions dels eixos coordenats i
calcular-les com a forces independents. En la figura segiient, R, i R, son les forces
descompostes de la reacci6. La descomposici6 de la forca pot fer-se en les dues
direccions ortogonals que ens interessen per a la resolucié del problema concret.

a) b)
Fig. 1.13. Suport fix: a) extern; b) intern
Quan el suport mobil €s un enllag intern es denomina articulacio o nuc. Els siste-

mes que estan formats per peces unides entre elles amb aquest tipus de enllag es
diuen estructures articulades.
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Un cas més complicat €s quan més de dues barres concorren en un mateix nuc. En
aquest cas, el nuc li lleva a cadascuna de les barres dos graus de llibertat, corres-
ponent a dues translacions. Tanmateix, 1’eix de cadascuna de les barres conserva
els dos graus de llibertat. Per tant, el nuc suprimeix 2(n-1) graus de llibertat sobre
les n barres que uneix.

Per a tindre un cos en equilibri estatic necessitem com a minim un suport fix i un
mobil, excepte en el cas que la linia d’acci6 del suport mobil passe pel punt al qual
esta unit el suport fix.

Encast o nuc rigid. Elimina tot moviment possible sobre el punt al qual s’ha fixat,
o el moviment relatiu en el cas de ser un enllag intern. Aixd genera, com en el cas
anterior, una forca de reaccid que pot ser descomposta en les direccions perpendi-
culars que ens interessen.

A més, a causa de I'impediment del gir, apareixera un moment de reaccid, repre-
sentat per M a la figura 1.14.

Un Unic encast sera suficient per a assegurar 1’equilibri estatic d’un sistema.

a) b)
Fig. 1.14. Encast: a) extern; b) intern

Un cas interessant que estudiarem a continuacio és el de les barres articulades als
seus extrems, anomenades bieles o tirants. En aquest cas, el solid s’uneix a ’en-
torn mitjangant una barra articulada als seus extrems; per tant, el nuc d’unio és ar-
ticulat. L’efecte que aixo produeix és la possibilitat de gir del nuc d’unié i, encara
que es permetra el moviment del nuc, aquest moviment estara limitat per la propia
barra. Aixi doncs, el solid podra moure’s descrivint una corba al voltant del nuc
oposat de la biela, si considerem gran deformacio, o en la direcci6 perpendicular a
la linia que uneix els extrems de la biela, si considerem petita deformaci6. Tot aixo
sera estudiat més ampliament en el tema corresponent a 1’esfor¢ axial. En defini-
tiva, I’efecte sera similar a I’existéncia d’un suport mobil i, com a conseqiiencia
d’aix0, apareixera una reacci6 que portara la direccid de la barra (en cas de barra
recta), que €s el moviment coaccionat, i és igual a la reaccid de la barra a I’altre
costat i a I’esforg axial que apareixera en la biela.
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Fig. 1.15. Enlla¢ mitjancant biela

Si el cos esta lligat mitjancant dues bieles no paral-leles, I’efecte €s el mateix que
tindria un suport fix col-locat al punt d’interseccié de les barres, o les seues pro-
longacions (a la figura 1.16 es representa per A). En el cas de haver-hi tres bieles
no concurrents ni paral-leles, aixo seria equivalent a un encast.

Fig. 1.16. Enlla¢ mitjangant més d’una biela: @) equivalent a suport fix en A;
b) equivalent a encast

1.5. Sistemes isostatics i hiperestatics

Com ja hem mencionat adés, els sistemes que considerem en aquesta assignatura
son estatics. Per tal d’assegurar aquesta immobilitat, les coaccions queé imposen
els enllagos han de ser igual de nombroses que els graus de llibertat de que disposa
la pega: en un sistema espacial, haurem de tindre sis coaccions i en un sistema
pla (bidimensional) haurem de tindre’n tres. Si el nombre de graus de llibertat es
menor, igual o superior al nombre de coaccions, anomenarem el sistema d’una ma-
nera o una altra, i aquest sistema es comportara de manera diferent. Si anomenem
C el nombre de coaccions:

* GpL > C. El sistema té capacitat per a moure’s. Per tant, és inestable des del

punt de vista de 1’estatica i s’anomena mecanisme. En el cas tridimensional,
ago succeeix si C < 61 en el cas bidimensional, si C < 3.
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* GpL =C. Els enllacos exteriors son els estrictament necessaris per a impedir
el moviment de conjunt que produirien les carregues, i el sistema s’anomena
isostatic o estaticament determinat.

* GpL < C. Hi ha més coaccions que graus de llibertat; el sistema també &s
estatic, pero hi ha més coaccions de les necessaries. En aquest cas diem que
tenim un sistema hiperestatic o estaticament indeterminat. En el cas tridi-
mensional, a¢o succeeix si C > 6 i en el cas bidimensional, si C > 3.

Ambdos parametres (cpG 1 C) estan relacionats mitjangant un nou concepte, el
grau d’hiperestatisme (GH), de manera que:

GH=C —GDL

Aix0 fa que puguem fer I’anterior classificacio en funci6 del grau d’hiperestatisme:

* GH<(. Mecanismes.

* GH = 0. Sistemes isostatics.

* GH > 0. Sistemes hiperestatics.
En aquesta assignatura no estudiarem els mecanismes, ja que formen part d’unes
altres matéries relacionades amb sistemes mobils, com ara la mecanica de ma-
quines.
El grau d’hiperestatisme indica el nivell de sobrerestriccio de la mobilitat de I’es-
tructura. Les estructures isostatiques tenen el nombre minim de coaccions neces-
saries per a assegurar I’equilibri, de manera que si n’eliminem alguna, el sistema
es converteix en un mecanisme. Per contra, en una estructura hiperestatica podem
llevar tantes coaccions com grau d’hiperestatisme tinguen, i aquesta estructura
romandra en equilibri.

Exemple 1.4

Determinar el grau d’hiperestatisme de les estructures segiients:

P

Vv

Fig. 1.17. Exemple 1.4.a

Com que ¢és un cas pla, el nombre de graus de llibertat és tres.
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Tenim un Unic enlla¢ que coacciona dos moviments (desplagaments horitzontal 1
vertical), per tant:

ci=C-¢gpL=2-3=-1

El sistema és un mecanisme; per tant, €s estaticament inestable. La biga pot girar
respecte al seu punt de recolzament.

P

T /
Fig. 1.18. Exemple 1.4.b
Per la mateixa ra¢ que abans, GpL = 3.

Tenim un suport fix que coacciona dos moviments 1 un suport mobil que en coac-
ciona només un.

GH=C-c¢gpL=3-3=0

El sistema es isostatic, o estaticament determinat. La biga no pot girar ni moure’s
en cap direccio, té les coaccions minimes per a romandre en equilibri.

q

Fig. 1.19. Exemple 1.4.c

Aci també tenim GpL = 3.

L’encast proporciona tres coaccions, perque no permet el moviment ni el gir del punt.
El suport mobil introdueix una altra coaccio. Tenim un total de quatre coaccions.

GH=C-¢gpL=4-3=1

El sistema és hiperestatic (o estaticament indeterminat) de grau 1. La biga esta
sobrerestringida; té el que s’anomenen enllagos superabundants. Si hi eliminem
alguna restriccido de moviment, el sistema romandria en equilibri.

Hi ha alguns casos en els quals, malgrat tindre un nombre de coaccions igual o
superior al necessari per a estar en equilibri, el solid pot ser inestable, perque els
enllagos no son eficacos. Aquest és el cas dels sistemes plans en els quals totes les
reaccions son paral-leles, o totes son concurrents.
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Fig. 1.21. Sistema inestable per ser totes les reaccions concurrents en A

1.6. Calcul de reaccions

Resoldre un sistema suposa calcular els esfor¢os en les seues barres, i1 per a fer-ho
€s necessari conéixer totes les reaccions que generen els enllagos externs. En fun-
ci6 del grau d’hiperestatisme podem tindre les segiients situacions:

* Mecanisme: com ja hem dit, no treballarem sobre mecanismes. Aixi doncs,
seran estructures que caldra evitar dins d’aquesta disciplina.

» Sistema isostatic: el nombre d’equacions d’equilibri estatic disponibles per
a resoldre el sistema ¢€s suficient i les reaccions poden ser calculades sense
cap altra consideracio.

» Sistema hiperestatic: el nombre d’equacions d’equilibri estatic disponibles és
menor que el nombre de reaccions (incognites). Per tant, cal fer una série de
suposicions basades en la deformacio6 elastica de les parts del sistema. Aques-
tes suposicions, que anomenarem condicions de compatibilitat, seran les que
ens donaran les equacions addicionals per a resoldre el sistema. Cada condici6
de compatibilitat ens proporcionara una equacio addicional. Per tant, necessi-
tarem tantes condicions de compatibilitat com grau d’hiperestatisme tinguem
al sistema. La resolucio dels sistemes hiperestatics s’estudiara dins del capitol
corresponent a cadascun dels esforgos que tractarem més endavant.

1.6.1. Sistemes isostatics plans
En un sistema isostatic pla tindrem tres reaccions externes que restringiran tres

graus de llibertat (gir en Z i desplagaments en X 1 Y). Per tal de calcular aquestes
tres reaccions utilitzarem les tres equacions d’equilibri estatic:
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YE,=0
2F,=0
TMy=0

Aquestes equacions seran suficients per a resoldre el sistema perque tindrem tres
equacions amb tres incognites. Les dues primeres equacions corresponen al suma-
tori de forces en les direccions X 1 Y respectivament. Si les reaccions que tenim al
sistema no porten la direccid de cap dels eixos, descompondrem la reaccid segons
X 1Y, i considerarem cada component dins del sumatori respectiu. La tercera equa-
ci6 correspon al sumatori dels moments que generen totes les forces que actuen
sobre el sistema (carregues i reaccions) respecte a un punt qualsevol de 1’estruc-
tura. Com que no importa el punt respecte al qual farem el sumatori de moments,
triarem aquell que ens resulte més convenient en cada situacid. En general busca-
rem un punt en el qual hi haja el major nombre possible de reaccions. D’aquesta
manera desapareixeran de 1’equacido de moments, ja que no provoquen moment
respecte al punt.

Exemple 1.5

Calculeu les reaccions del sistema segiient:

Fig. 1.22. Exemple 1.5

En primer lloc, col-loquem les reaccions corresponents a cadascun dels enllagos
amb les puntes de les fletxes (direccions dels vectors) apuntant en un sentit arbi-
trari. A la figura podem veure com al suport fix A hem col-locat dues reaccions i
al suport mobil B una reaccio perpendicular al pla de recolzament. En segon lloc,
apliquem les equacions d’equilibri estatic:

ZFX=O_)RAX+P=O_)RAX=_P

Com que el sumatori esta igualat a zero, és indiferent que prenguem les forces que
van en un sentit com a positives o com a negatives. La qiiestio €s que les forces
que van en un sentit tinguen signe contrari a aquelles que van en sentit contrari.
En aquest cas, com que a priori ambdues forces van cap a la dreta, posem el signe
positiu per a totes dues. Una vegada resolta I’equacio, el signe negatiu obtingut vol
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dir que el sentit que haviem suposat per la reaccid és incorrecte i, per tant, la forga
va en sentit contrari al dibuixat a la figura.

ZFyZO—)RAy+RB—P:0

Aquesta equaciod té dues incognites. Com que no podem resoldre-la encara, plan-
tejarem la tercera equacid. Prendrem moments respecte d’un dels punts que tenen
reaccions, en aquest cas, respecte d’A, encara que seria el mateix si considerarem B.

ZMA=O—)PCI—RB(a+b)=O—)RB=P£

Com veiem, el signe dels moments que provoquen P i R ha de ser contrari, pero
¢s indiferent si un és positiu o és positiu ’altre.

Ara ja podem utilitzar I’equacié anterior per aillar R .

—P_Ry=P-p- 2 =—p. 2
Riy=P—Rp=P—P - — =P —

Les dues reaccions verticals ens han eixit amb signe positiu. Aix0 representa que
la consideracio inicial del sentit de les forces havia sigut correcta.

Exemple 1.6

Calculeu les reaccions del sistema segiient, format per una inica barra de longitud L:

3L/4
o

450

—

/
RAX RB

Fig. 1.23. Exemple 1.6

En aquest cas tenim algunes circumstancies especials: d’una banda tenim la carre-
ga distribuida, d’una altra banda la forca puntual i la reacci6 que estan inclinades
respecte als eixos. La carrega distribuida la substituirem, als efectes de calcul de
reaccions, per la seua resultant situada en el centre de gravetat de la figura que for-
ma la carrega. En aquest cas, com que la carrega és uniforme, considerarem que la
figura és un rectangle de base L/2 i altura q. Per tant, la resultant sera equivalent a
I’area del rectangle (base per altura) i el centre de gravetat esta al punt mitja. Pel
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que fa a les carregues inclinades, és necessari descompondre-les segons els eixos
X1iY.

Les equacions d’equilibri estatic, si prenem els moments al voltant del punt B, son
les seglients:

Y.Fy=0->R,x —P-sin(45) — R -sin(45) =0
ZFy:O—>RAy—q-§—P~cos(45)+RB-cos(45) =0
YMpg=0->Ruy-L—gq-=-2 P~cos(45)-§=o

=2
Notem que quant a la forga P, només genera moment la component vertical, perque
la linia d’acci6 de la component horitzontal passa pel punt B. La mateixa cosa tro-
bem a les reaccions en A, ja que la linia d’acci6 de R, també passa per B.

En la tercera equacié només tenim una incognita i podem aillar R .

RAY=CI'%+P'%

Aquest resultat podem introduir-lo en la segona equacio, i obtenim:
Vz
8
I entrant en la primera equacio:
L V2

RAX=q-§_P.?

Rg=q-L +%-P

Exemple 1.7

Calculeu les reaccions de la seglient biga voladissa encastada de longitud L.

q

Fig. 1.24. Exemple 1.7

Aquest cas té la particularitat que la carrega és distribuida perd no uniforme, sind
que té forma triangular. La resultant és per tant ’equivalent a I’area del triangle de
base L i altura q, 1 estara situada en la posici6 del centre de gravetat, és a dir, a 2/3
del veértex o a 1/3 de la base.

2Fx=0->Ryx =0
ZFY=0_’RAY_%'L'CI=0

ZMA=0—>MA+§.L-q§-L=o
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La primera equacio ens dona un resultat directe. La segona, també, simplement
hem d’aillar R .

L-q
R,y =2
AY 2

—q - L2

En la tercera també és directe 1’aillament: M, = 3

El signe negatiu ens indica que el moment no gira en sentit horari com haviem
suposat, sind en sentit antihorari.

En el cas que existisquen rotules intermedies, cadascuna introduira una equacié
addicional al sistema, per la qual cosa sera possible tindre una coaccié més i el
sistema romandra estatic.

Les rotules son capaces de transmetre forces, perd no moments, i €s aquesta pro-
pietat la que ens dona 1’equacid addicional. Aquesta equacid sera que la suma de
moments generats per totes les forces a un costat de la rotula respecte d’ella €s
zero. Podem triar sobre quin costat farem el sumatori de moments, perd no podem
utilitzar ambdos perque les dues equacions que obtindriem serien combinacio li-
neal de I’equaci6 de moments que utilitzem per 1’equilibri global.

Exemple 1.8

Calculeu les reaccions del sistema donat a la figura segiient, en la qual els punts B
1 D son rotules.

P

q

M, gAY M
A
?RAX » C

= VARE D E F

] ]

Re R

L L2 L |_L/2 L | L

Fig. 1.25. Exemple 1.8

Trobem al sistema cinc reaccions, que poden ser calculades mitjancant les tres equa-
cions d’equilibri, més les dues equacions de les rotules. Plantegem doncs les equaci-
ons de I’estatica:

2Ex=0->Ryx =0
ZFY=O_’RAY_%‘L'CI=0

ZMA=0—>MA+%-L-q§-L=O

De la primera obtenim el valor de la reaccio6 horitzontal en A, perd no podem ob-
tindre cap reaccid més de les altres dues equacions.
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Si analitzem I’estructura, ens adonem que a la dreta de D només tenim una reaccio
(R,). Siplantegem I’equacié de la rotula D per la seua dreta, podrem obtindre-la.

YMytap=0—->q-2L-L—Rg-L=0->Rg=q-2L

La rotula B també ens proporciona una equacio. Podriem estar temptats de prendre
moments a I’esquerra de B, pensant que hi ha menys elements, pero el fet és que
a I’esquerra hi ha dues incognites, mentre que a la dreta només n’hi ha una, pel fet
de ser coneguda ja R,..

3 5 5
>Mgiag=0->—Rc-L+P-=+q-2L-=L—Rg-=L=0>

2 2 2
3 5 5 3
—)—RC'L+P'§+q~2L-§L—q'2L'§L=0—>RC=EP

Si ara entrem en la segona equacio d’equilibri:

Ray +3P =P —q-2L+q-2L =0 Ry ==

I finalment, entrem en I’equacio restant.

MA=M+§P~§L—P-3L—q~2L~4L+q~2L~4L=M+%PL

1.6.2. Sistemes isostatics espacials

En un sistema isostatic espacial tindrem sis reaccions externes, les quals restringi-
ran els sis graus de llibertat (desplagaments en X, Y1 Z, giren X, Y 1 Z).

Per tal de calcular aquestes sis incognites disposem de sis equacions d’equilibri
estatic, que son:

ZFX=O ZM0X=0
X =0 XMoy =0
2Fz=0 X Moz =0

Arribem aixi a un sistema de sis equacions amb sis incognites.

El punt genéric O respecte del qual prendrem el sumatori de moments €s arbitrari.
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Problemes proposats

1.1. Sobre el cos rigid en forma de paral-lelepipede rectangular de la figura actuen
les forces F, F, 1 F,. Trobeu la resultant dels seus moments respecte al punt O.

Dades: F, =28 kN; F, = I8 kKN; F, = 12kN;a=1,2m; b=0,4 m; h=0,6 m.

| Y
|

Fig. P-1.01

1.2. Trobeu el moment de la for¢a F, respecte a I’eix Z i el moment de la forga F,
respecte a I’eix BC.

Dades: F, = 12kN; F,=7kN; OA=0,8 m; OB =1,6 m; OC=2,4 m.

\

E, ‘
. \
AZ\ RN \

7 TN
Z F B~ X

~N
Fig. P-1.02

1.3. Una estructura espacial, I’eix de la qual esta contingut en el pla horitzontal,
esta encastada en la seua seccid extrema i sotmesa a les carregues de la
figura. Determineu les reaccions en 1’encast. Aclariment: un encast tridi-
mensional dona lloc a tres reaccions 1 tres moments als tres eixos de 1’espai.
Es considerara que el signe de les reaccions és positiu si el vector porta la
direccid de I’eix corresponent.

Dades: P=50N; Q=70N;a=0,1 m.
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Fig. P-1.03

1.4. Determineu les reaccions en la biga representada.

L3

L3 L3

M

4 B

Fig. P-1.04

Dades: M =18 kN'-m; P=32 kN; L=6 m.

1.5. Determineu les reaccions en la biga representada.

q

L/4

L2 L/4

Dades: =6 kN/m; L =6 m.

Fig. P-1.05

1.6. Determineu les reaccions en la biga representada.

L

Dades: P=4kN; L=2m.
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1.7. Determineu les reaccions dels enllagos de I’estructura de nucs rigids de la
figura (cotes en metres).

Dades: q = 12 kN/m.
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TEMA 2

Esforcos interns

2.1. Concepte de solid 1 prisma mecanic

2.1.1. Concepte de solid

Com ja hem comentat a la introduccio, la resisténcia de materials fa una série
d’idealitzacions 1 formula certes hipotesis de partida. Aquestes hipotesis permeten
la simplificacié de la casuistica, practicament infinita, que se’ns pot presentar en la
realitat, 1 permet 1’estudi analitic de multitud de problemes freqilients que es pro-
dueixen en I’enginyeria estructural.

Les diverses disciplines de la fisica fan una idealitzaci6 de la realitat, d’'una mane-
ra que els resulte convenient als seus interessos. En la fisica classica considerem
tota la massa d’un cos concentrada en un Unic punt. En mecanica del solid rigid,
importa la forma del cos, 1 entren en joc els moments d’inercia 1 altres parametres
geomeétrics; pero el solid és rigid (indeformable). En mecanica dels mitjans conti-
nus, el solid és deformable.

Els solids reals, en general, no son continus: poden tindre imperfeccions, inclu-
sions d’aire, impureses, etc. D’altra banda, tampoc seran homogenis, ja que poden
tindre variacions en la seua composicio, per exemple, com a conseqiiéncia del
procés de fabricaci6. En determinats casos, tampoc seran isotrops, €s a dir, que les
propietats podran variar en funci6 de la direccio considerada de 1’espai, com és el
cas de la fusta, que varia molt les seues propietats segons 1’orientacid de les fibres.
Aixi mateix, els solids reals es comporten de manera elastica inicament en un rang
de tensions determinat.

En resisténcia de materials, el solid considerat sera un solid elastic, que té les
propietats de ser deformable, continu, homogeni 1 isotrop. Per tant, estem fent una
idealitzacid de la realitat, i limitant el rang de tensions en el solid a aquell en qué
el seu comportament roman elastic.

2.1.2. Prisma mecanic

Al solid que utilitzarem en resisténcia de materials el denominarem prisma mecanic.
El prisma mecanic és el solid elastic, continu, homogeni 1 isotrop que es genera en
desplagar-se una superficie plana al llarg d’una linia mitjana que uneix els centres
de gravetat de les seccions. Aquesta linia pot ser corba, perd no ha de tindre canvis
bruscos de curvatura. Aixi mateix, totes les seccions planes han d’estar situades de
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manera perpendicular a la linia mitjana i no han de ser necessariament iguals entre
si: s’admet la variacié de forma, sempre que no siga brusca.

Com podem veure a la figura, habitualment estudiarem les seccions planes per-
pendiculars a la linia mitjana. Encara que res ens impediria estudiar seccions amb
altres inclinacions, no és freqiient en edificaci6 tractar aquestes seccions, llevat
d’alguns casos especials que veurem més endavant.

Linia mitjana

Seccid considerada

Fig. 2.1. Prisma mecanic

Els prismes mecanics es poden subdividir en funci6 de les seues dimensions pre-
dominants:

Barra. Es el prisma mecanic en el qual una dimensié predomina enfront de les
altres dues. En concret, la longitud de la linia mitjana és molt major que les di-
mensions de la seccid transversal, com per exemple, les bigues i els pilars d’un
edifici. Aquest és el prisma mecanic tipic que utilitzarem en 1’assignatura, encara
que n’hi ha d’altres.

Placa. Es un cos limitat per dos plans, la separacié dels quals (gruix) és xicoteta
en comparaci6 amb les altres dues dimensions. En edificacio trobem, per exemple,
les lloses, els forjats, etc.

Corfa. La definici6 és semblant a la de placa, llevat que en aquest cas les super-
ficies no son planes. Com a exemple podem citar els diposits circulars, voltes de

tunel, etc.

Hi ha alguns elements concrets en edificacid en els quals no predomina cap de les
tres dimensions, com son, per exemple, les sabates de fonamentacio.

Com veiem, en els edificis coexisteixen, o poden coexistir, tots els tipus de prismes
mecanics, relacionats entre si 1 amb 1’entorn pels mitjans d’unio6.
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2.2. Equilibri 1 concepte de tensio

Imaginem un solid elastic sotmés a forces de qualsevol tipus, de manera que les
carregues 1 les reaccions son tals que el solid roman en equilibri.

Com vam estudiar al tema anterior, aix0 vol dir que es compliran les equacions
d’equilibri estatic:

YE=0
ZM0=0

S’entén que aquestes equacions representen tots els sumatoris de forces i moments
que siguen necessaris, segons que el cas siga bidimensional o tridimensional.

Fig. 2.2. Solid elastic en equilibri

Si el solid esta en equilibri en el seu conjunt, les seues parts també ho han de estar.
Quan parlem de les parts, volem dir tant els elements complets (com ara bigues)
com porcions d’aquests elements, incloent els punts com a elements diferencials.
Es a dir, si tallem el solid per un pla qualsevol i separem les parts en les quals es
divideix, ambdues parts estaran en equilibri.

Si analitzem les parts resultants, ens adonarem que no poden estar en equilibri si no
¢s perque apareixen forces al pla de la seccid (forces internes) que contraresten les
forces externes. Aquestes forces son les que una de les parts exerceix sobre 1’altra.

Fig. 2.3. Parts del solid elastic en equilibri. Forces internes que hi apareixen
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Realment, el que apareix a la seccid no és una forga, sind una distribuci6 continua
de forces en tota la superficie. A aquesta distribuci6 continua I’anomenarem ten-
sio, 1 la representarem amb la lletra grega sigma (o). La tensio te unitats de forga
dividida per unitat de superficie: en el sistema internacional, newton dividit per
metre quadrat (N/m?), que també pren el nom de pascal (Pa).

Definirem un sistema de referéncia local en cada seccid que analitzem (habitual-
ment perpendicular a la linia mitjana). L’origen és el centre de gravetat de la seccio
recta. L’eix X sera perpendicular a la seccio (per tant, tangent a la linia mitjana).
Els eixos Y 1 Z seran els eixos principals d’inércia de la seccio.

La tensio té propietats de vector, és a dir, t¢ magnitud i sentit. Per tant, I’esmentada
distribucié de tensions pot ser descomposta segons els tres eixos coordenats. Les
components que porten la direccid de I’eix X es denominen fensio normal. Les com-
ponents que porten les direccions dels eixos Y i Z es denominen tensio tangencial.

A fi d’entendre el concepte, suposem que la magnitud siga igual en tota la seccid i
que el sentit del vector siga el mateix que el de I’eix corresponent. En aquest cas,
podem representar les tensions de les seglients figures:

1
!

<

4

Ol

< A

> O

_ R,

2 SRR

X %

Fig. 2.4. Distribuci6 constant de tensions normals

1
!

A\
s/

Fig. 2.5. Distribuci6 constant de tensions tangencials en la direcci6é Z
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X

Fig. 2.6. Distribuci6 constant de tensions tangencials en la direccidé Y

La distribuci6 de tensions sobre la seccid sera la mateixa (perd amb signe contra-
ri) a un costat i un altre després de separar el solid, a causa del principi d’accio-
reaccio. Un cop eliminada una de les parts, per a mantindre ’equilibri de la part
conservada, s’haura d’acomplir que la resultant de la distribuci6 de forces en la
seccid equilibre les forces exteriors que actuen sobre aquesta part conservada.
Aix0 constitueix el principi del metode de [’equilibri per a resoldre els esforcos
que apareixen a la secci6. D’una altra banda, la part eliminada també haura d’estar
en equilibri amb la distribucid de tensions sobre la seccio. Aquest és el principi del
metode de les seccions.

2.3. Definici6 d’esfor¢os interns

Com ja hem dit, I’equilibri ha de mantindre’s amb la distribuci6 de tensions que
apareix en la seccid. Aquest equilibri, des d’un punt de vista tedric, és equivalent
al que proporcionaria la resultant de la for¢a i la resultant del moment.

La resultant esmentada hauria de calcular-se amb una integral d’area, en tant que
es tracta de una distribucié continua.

La resultant la considerarem situada al centre de gravetat de la secci6. Com que
cadascun dels punts O de la seccid esta separat una distancia del centre de gra-
vetat, cada porci6 diferencial de forca produira un moment respecte al centre de
gravetat.

i = [(0Gxd) do

Per definici6, una seccid tindra una nica resultant de forces 1 de moments, que sera
la mateixa per a tots els punts de la seccio (al contrari que la tensid, que pot ser di-
ferent per a cada punt).
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Les resultants de forces i de moments son dos vectors que poden ser descompostos
segons els eixos locals de la seccio. Cadascuna d’aquestes components 1’anome-
nem esforg, 1 té assignat un nom concret.

R=(NT+WJ +VzR) M=(MrT+MyJ+MzR)

Fig. 2.7. Descomposici6 de les resultants de for¢a i de moments

» FEsfor¢ axial (N). Resisténcia que oposen cadascuna de les parts contiglies de
la secci6 a ser separades en la direccio longitudinal. Déna lloc a traccions 1
compressions en la peca.

* Esforg tallant (V,1 V). Resistencia que oposen dues seccions contigiies a ser
separades per lliscament de 1’una sobre I’altra al pla de la seccio.

* Moment tor¢or (M,). Resisténcia que oposen dues seccions contiglies a ser
separades quan es retorcen girant al voltant de 1’eix longitudinal X.

* Moment flector (M, 1 M). Resisténcia que oposen dues seccions contigiies a
ser separades quan la biga es corba segons els plans XY o XZ.

Aquestes components (esfor¢os) son eines que utilitzarem en resisténcia de mate-
rials, pero hem de ser conscients que realment el que apareix en la seccio és una
distribucid de tensions. Tanmateix, en resoldre una estructura, el calcul de tensions
no pot fer-se directament, sind que primer haurem de calcular els esforcos 1 a partir
d’aquests calcularem les tensions.

2.4. Calcul d’esforcos interns

Els esfor¢os en una seccié determinada d’un solid els calcularem, com hem fet
en la introduccio teorica, separant el solid en dues parts i llevant-ne una. Llavors
plantejarem 1’equilibri estatic de la part conservada (o I’eliminada, segons el me-
tode) 1 obtindrem els esforcos com a conseqiiencia de la resolucio del sistema
d’equacions.
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Es molt important definir un conveni de signes per als esfor¢os que apareixen en
la seccio, siga la d’una part o de la contigua.

En la secci6 esquerra (que habitualment sera la part conservada) situem un triedre
directe, pero en la part dreta (habitualment 1’eliminada), el triedre sera invers.

Fig. 2.8. Triedres en les seccions d’estudi

En la seccid de la part esquerra, els esforgos (forces i moments) tindran signe po-
sitiu, si porten la direccio6 positiva de I’eix corresponent. A 1’altre costat, en la part
dreta, pel principi d’accid-reaccid, els esforcos hauran de ser de mateixa magnitud
1 signe contrari (s’han d’anul-lar dos a dos). Com que el signe de I’esfor¢ ha de ser
el mateix, en la seccid dreta, alguns esfor¢os seran positius encara que no porten
la direcci6 de I’eix. Aix0 queda aclarit a la figura segiient:

Fig. 2.9. Sentit positiu dels esfor¢os en una seccid

En el cas dels moments, el conveni de signes €s el mateix, i la figura 2.9 seria equi-
valent, només substituint-hi N per M, V, per M iV, per M.,

Bona part dels casos que estudiarem en el curs seran bidimensionals. En aquests
casos alguns esforgos son zero (V, = M = M, = 0). El criteri de signes en dues
dimensions ¢és el de la figura:

Y Y

Seccid esquerra Secci6 dreta

Fig. 2.10. Sentit positiu dels esfor¢os en una seccid en un cas bidimensional
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Exemple 2.1

En DPestructura de la figura, calculeu els esforgos de la seccid que es troba en
x =3/4 L.

L2 L2

lP
A B » P

P
P2 P2

Fig. 2.11. Exemple 2.1

La primera cosa que hem de fer és calcular les reaccions. Com que ja hem fet
aquest exemple al tema 1, obviarem el calcul de reaccions. El seu valor esta repre-
sentat a la figura 2.11.

Fem un tall a la distancia x = 3/4 L i llevem la part de 1’esquerra. Col-loquem els
esfor¢os en la secci6 en el seu sentit positiu.

3/4L
L2

P2

Fig. 2.12. Exemple 2.1

Plantegem 1’equilibri a la part conservada:

YFy=0-5N=P
SF=0--—P—V,=0-V,=—2

P 3L

ZM:O_’ET_ PL

L — —_—
PZ_MZ_O_)MZ_?

2.5. Lleis 1 diagrames d’esforgos
Al punt anterior hem vist com calcular els esfor¢os en una unica seccid. Molts
cops ens interessara obtindre una funcié que ens proporcione 1’esforg de totes les

seccions d’una biga, €s a dir, una funci6 f(x) depenent de la variable x (distancia
sobre I’eix). En tal cas, farem la mateixa operacié del tall, pero el situarem a una
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distancia genérica x i plantejarem ’equilibri, de manera que ens donara valors per
als esforgos que seran dependents de x.

Les funcions que determinen els esfor¢os canvien quan canvien les forces que es
troben a la part conservada. Per aquesta rad necessitarem fer un tall cada cop que
apareix una for¢a nova, segons anem avancant per la biga. A I’exemple 2.1 neces-
sitariem fer dos talls, el primer d’ells per trobar unes lleis d’esforcos que foren
valides des de x = 0 fins a x = L/2, i el segon tall per les lleis al tram des de x =
L/2 finsax =L.

Aquestes funcions, a les quals denominarem lleis d’esforcos, poden ser represen-
tades graficament. La representacié de les lleis d’esfor¢os son el que anomenem
diagrames d’esforgos.

Per conveni, habitualment es representen els esforcos axial, tallant i torgor positius
cap a dalt, pero els moments flectors positius cap a baix. La justificacio és que el
diagrama de flectors dibuixat d’aquesta manera s’assembla en molts dels casos a

la deformada de la biga.

En tot cas, per tal de no induir a error, dibuixarem el simbol corresponent a 1’es-
forg, positiu o negatiu, d’entre els segiients:

—+= ) ClHD
— = =]t =D

Fig. 2.13. Conveni de signes dels esforcos

En resum, la metodologia que seguirem per a realitzar els diagrames d’esforgos
sera:

¢ Determinar les reaccions.

* Col'locar els eixos locals de I’element (X longitudinal, Z ixent del paper i
Y formant el triedre directe).

» Realitzar talls imaginaris successius entre carregues externes (incloses les
reaccions) i eliminar una de les parts del prisma.

» Equilibrar, en el prisma conservat, les forces externes amb els esfor¢os que
apareixen en la seccio (métode de les seccions).

* Representar graficament les funcions matematiques obtingudes (lleis d’es-
forgos).
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En aquesta obra només utilitzarem el metode de 1’equilibri per a calcular les lleis
d’esforcos. Si el lector té interés a con¢ixer el métode de les seccions, el remetem
a la bibliografia proposada.

Exemple 2.2

Determineu les lleis d’esforgos i representeu els diagrames corresponents en 1’es-
tructura de I’exemple 2.1.

Considerem resoltes les reaccions del sistema.

Com que hi ha una tnica forg¢a, necessitem fer dos talls, el primer entre A i la forga
1 un altre entre la forca i B.

Primer tall (0 <x <L/2)

My(x)

o

P / Vy(x)
P/2

Fig. 2.14. Exemple 2.2
Plantegem 1’equilibri de la part conservada, prenent moments sempre al punt de

tall.

XFr=0-N(x)=P
P

— P
E:FY:()—)E—Vy(JC):()—)Vy(x):E

_ P P
ZM=0—>Ex—MZ(x)=O—>MZ(x):Ex

Segon tall (L/2 <x <L)

L2

l P My(x)

| 9 :
' l N(x)
P fm?% Vy(x)

| P2

A

Fig. 2.15. Exemple 2.2
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Plantegem igualment 1’equilibri:

YFx=0-N(x)=P
SFR=0-2—P-V(x)=0- V) =-1
SM=0-2x—P(x—2)—M,(x)=0-My(x) =2(L—2)

Representacid dels diagrames:

? P2 P/2
N(x) |
P
I
| |
Vy(x) | |
P/2 I
=]} |
| =
| -P/2
| | |
CEDD
Mz(x) |

Fig. 2.16. Exemple 2.2

2.6. Propietats dels diagrames d’esforgos

2.6.1. Diagrama d’esforcos axials

Els esforgos axials apareixen com a conseqii¢ncia de 1’existéncia de carregues que
porten la direccio de I’eix longitudinal de la peca. Podem remarcar les segiients
propietats interessants:

1. La derivada de la llei d’esforcos axials N(x) en un tram ¢s igual a la funcio

de carrega axial distribuida ¢ (x) que actua sobre el tram, canviada de signe,
si aquesta es defineix positiva en el sentit de 1’eix x local de la barra.
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2. Com a conseqii¢ncia, I’ordre del polinomi N(x) en un tram sempre ¢s el de
la carrega axial distribuida més una unitat.

» (Carregues puntuals — N(x) constant.

* q,(x) constant — N(x) lineal.

q4(x) lineal — N(x) parabolic.

* Etc.
qx(x)
|
— X
Y |
qx(x) I
. s e e — e D ¢
A L
e /_\/\/
dN
S — g
X

Fig. 2.17. La derivada de I’esfor¢ axial és la funci6 de carrega distribuida

Exemple 2.3

Calculeu i dibuixeu la llei d’esforgos axials en el cas que la carrega distribuida siga
constant 1 de valor g, (x) = q,.

La reaccio a I’encast sera R, = g, - L.

La llei d’esforgos axials sera, per tant, N(x) = g, L —¢0 - x = g, (L —x).

Aix0 €s una distribucio lineal amb valors extrems: N(x = 0) = ¢, L, N(x = L) = 0.
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() 4x(¥) = g
|
I
I
| X
I
Rx=q0°l-t q"(x) |
< — e e ¢
A L
N(x) I
qy'L I
|
+
|
X

Fig. 2.18. Exemple: carrega distribuida constant — esfor¢ axial lineal

3. Sempre que existisca una carrega puntual aplicada en la direccié axial de
I’element, al diagrama d’axials N(x) apareixera una discontinuitat de valor
absolut igual al modul de la carrega.

4. En una coacci6 horitzontal situada en I’extrem d’un element, 1’esfor¢ axial
sempre sera igual (en valor absolut) al modul de la reaccio en la direcci6 de
la barra.

5. En un extrem lliure ’esfor¢ axial sera nul en absencia de carregues axials
aplicades. En presencia d’elles sera igual al seu valor.

| Y
Rx=Pl-P2 Pl P2 X
I I
NG | I
S
A
0 + I
o o X
—-| : |-— a
.P2

Fig. 2.19. Diagrama d’axials de barra amb carregues puntuals

2.6.2. Diagrama d’esforcos tallants

Els esforcos tallants es produeixen quan apareixen carregues perpendiculars a I’eix
longitudinal de la peca. Les propietats fonamentals que podem destacar-hi son:
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1. La derivada de la llei d’esforgos tallants V,(x) en un tram ¢€s igual a la funcio
de carrega transversal distribuida g,(x) que actua sobre ell, positiva en el
sentit de I’eix Y local de la barra.

2. Com a conseqiiéncia, I’ordre del polinomi V,(x) en un tram €s sempre €l que
tinga la carrega transversal distribuida més una unitat.

+ Carregues puntuals — ¥ (x) constant. (Fig. 2.21.a)
* q,(x) constant — V (x) lineal. (Fig. 2.21.b)
* q,(x) lineal — V (x) parabolic. (Fig. 2.21.c)
* Etc.

3. Sempre que existisca una carrega puntual aplicada en la direccid transversal
a I’element, al diagrama de tallants V' (x) apareixera una discontinuitat (salt)
de valor absolut igual al modul de la carrega. Aixd podem comprovar-ho al

punt d’aplicacid de la carrega P, a I’exemple 2.2.

4. En un extrem lliure, i en abséncia de carregues transversals puntuals aplica-
des, el valor del tallant sera nul.

oo /\/\/

dVv
LA 4y0)

X

Fig. 2.20. La derivada de 1’esforg tallant és la funcié de carrega distribuida

|Y |Y |Y
X S | X \%\ X
= L = L = L
Vy(x) Vy(x)
VY(X)P q.L q‘L/2
N tE
X X et X
a) b) 9]

Fig. 2.21. D’esforg tallant t€ un grau més que la carrega
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5. Les reaccions son equivalents a forces exteriors: produeixen un salt al
diagrama. Per aix0, en una coaccid d’extrem, la qual limite el desplacament
transversal de la seccié extrema d’un element, 1’esforc tallant sera igual (en
valor absolut) al modul de la reaccid en la direccid perpendicular a 1’ele-

ment.

Les dues caracteristiques anteriors podem apreciar-les a la figura 2.22:

| Y

~ L3

L3

L/3

Vy(x)
2P

e

X

Fig. 2.22. Caracteristiques dels diagrames d’esforg tallant

2.6.3. Diagrama de moments flectors

1. En un extrem encastat el valor del moment flector en la seccid en valor ab-
solut sera igual al moment en ’encast. (Fig. 2.23.a)

2. La derivada de la llei de moments flectors M (x) ¢s igual a la llei d’esforgos
tallants V (x). Per tant, els maxims relatius de la funcié del moment flector
es trobaran on el tallant s’anul-le (derivada igualada a zero). (Fig. 2.23.b1ic)

3. Com a conseqiiéncia d’aixo, I’ordre del polinomi M (x) en un tram sempre
supera en una unitat el del tallant V' (x).

Vx) nul = M (x) constant. (Fig.2.23.a)

* V,x) constant — M (x) lineal. (Fig. 2.23.b)

¢ FEtc.
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Y |Y |Y

Vy(%) Vy(x) Vy(x)

[E1 NS
X IET X i\l X

X i X X
CED c$> CED
M
Mz(x) My(x) Mimix My(x) Mzmix
a) b) c)

Fig. 2.23. La llei de moment flector té un grau més que la llei d’esforg tallant

4. Sempre que sobre una seccid d’un element hi ha un moment extern pun-
tual aplicat, apareix una discontinuitat en el diagrama de moments flectors
M, (x), igual (en valor absolut) al modul del moment.

5. En un extrem lliure o articulat d’un element, en abséncia de moments ex-
terns puntuals aplicats, el valor del moment flector en la secci6 ¢és nul.

| Y
| M
" o
T N
! L2 L2 !
|
-M,/2
= X
= CED
M(x) M,/2

Fig. 2.24. Propietats dels diagrames de moment flector
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Exemple 2.4

Calculeu i representeu les lleis d’esforcos en la biga de la figura.

| Y

2/3L

Fig. 2.25. Exemple 2.4. Enunciat

En primer lloc calcularem les reaccions. La resultant de la carrega distribuida és Q =
L

2 J— N e LY . 12
==q - Li 1esta situada a una distancia x, = ==L =
3 23 3

YFy=0->Ry+Rp=0Q
YMy=0-Q -x9=Rp-L

De la segona equaci6 obtenim Ry = %q - Li 1de la primera equacié Ry =

O &
e
~

Com que tenim dos trams de carregues, hem de fer-hi dos talls.
Primer tall (0 <x<2/3 L)

x
La resultant de la forca és ara Q(x) = ¢q - x situada a una distancia xg = 5 del tall.

|Y a
My(x)
A l }—»
N(x)
T | vy

Fig. 2.26. Exemple 2.4. Primer tall

YFk=0-NXx)=0
YFF=0->Ry—q-x—Vy(x)=0->Vy(x)=Ry4—q-x
ZM=O—>RA-x—qx?—MZ(x)=0—>MZ(x)=RA-x—qx?

Segon tall (2/3L<x<L)

Com que la forga distribuida ja s’ha acabat, la substituim per la seua resultant apli-
cada en el centre de gravetat (punt mitja, en aquest cas).
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| ? My(x)
A |
' N(x)
L Vot
X

Fig. 2.27. Exemple 2.4. Segon tall

YFx=0->Nx)=0
Iy =0-Ry—Q - —-Vy(x) =0->Vy(x) =R4—Q
ZM=0—>RA~x—Q(x—§)—MZ(x)=0—>Mz(x)=RA~x—Q(x—§)

Per a fer la representaci6 grafica d’aquestes funcions (obviarem la d’axials) hem
de fer les segiients consideracions:

* EnA, I’esforg tallant dona un salt equivalent a la reaccio R,. A continuacio,
la llei és lineal i baixa fins a un valor igual a R, en x = 2/3 L. En I’altim tram,
I’esfor¢ roman constant, fins que en B tenim el salt de valor R, que tanca el
diagrama.

* Els moments flectors comencen en A amb un valor nul (articulaci6 d’extrem
sense moment puntual aplicat). La llei al primer tram és parabolica 1 el ma-
xim del moment arriba quan el tallant (derivada del moment) s’anul‘la.

Per a trobar el maxim, anul-lem I’esforg tallant V', (x) =R, — ¢ - x = 0 i aillem:

4
L

x=§

En aquest punt (que esta en el primer tram) el moment és:

M (1 =31) =31 -4(32)" = o

La distribuci6 parabolica continua fins a x = 2/3 L, on el moment t¢ un valor

A partir d’aquest punt, el diagrama ¢és lineal, 1 acaba en zero al punt B. La repre-
sentacio dels esforcos és, doncs:
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Y

q
A B—— X
T 7
2/3 L
b
Vy(x) } }
| |
" | |
et | |
| X
N HEN
| Ry
L I
| I X
My (x) C)

Fig. 2.28. Exemple 2.4. Diagrames
Exemple 2.5

En el sistema de la figura, determineu les lleis i els diagrames de tallants i flectors,
acotant els valors més significatius, i estimeu la deformada.

P

q

M, Ray M
?RAX » C

= |/ B D E F

] ]

Re R

L L2 L |_L2 L | L

Fig. 2.29. Exemple 2.5
Dades: L =4 m; P=100 kN; q =20 kN/m; M =400 kN - m.
Aquest ¢s el mateix problema que a I’exemple 1.8, perd amb valors numerics.

Com que les reaccions ja les vam calcular al tema 1, no les tornarem a calcular,
només donarem els valors:
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P
RAy———:—SOkN

2

3
My =M +3PL=700 kN -m
3

Re =3P =150 kN
R =q-2L =160 kN

En aquest tipus de situacions, hem de dividir les lleis en trams, realitzant tants talls
en la barra com trams amb esforgos diferents tinguem.

Comencem per ’esquerra, tallant la barra entre A i el punt d’aplicacié de M
(0<x<4m).

En el punt del tall dibuixarem els esfor¢cos amb el seu sentit positiu, segons el
criteri de signes.

Ray My(x)

=
;JY

Fig. 2.30. Exemple 2.5. Primer tall

Plantegem 1’equilibri d’aquest subsistema:

V,(x) =R,,=-50kN
M,(x)=M,+R, -x=700-50xkN-m

Segon tall (4 m<x <10 m)

M, g M | My(x)
& —= i,
V()

L L2

Fig. 2.31. Exemple 2.5. Segon tall
Malgrat estar la rotula al tram, aquesta no té cap efecte sobre les lleis o els diagra-

mes, per aixo el tram s’allarga fins a 1’aparici6 de la nova carrega (reaccid en C).
Plantegem 1’equilibri d’aquest subsistema:
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V,(x) =R,,=-50 kN
M,(x)=M,+R, -x—M=300-50x kN -m

Tercer tall (10 m <x <12 m)

¢ W%WJD

L L2 L |

Fig. 2.32. Exemple 2.5. Tercer tall
Plantegem 1’equilibri d’aquest subsistema:

V,(x) =R, +R,=100kN
M,(x) =M +R, -x—M+R.(x—10) =—1200 + 100x kN - m

Quart tall (12m<x<16 m)

Fig. 2.33. Exemple 2.5. Quart tall

Plantegem 1’equilibri d’aquest subsistema:

Vy(x) = Ray + Rc — P — q(x — 12) = 240 — 20x kN
My(x) = Mg + Ray - X = M + Re(x — 10) = P(x — 12) — 3 (x — 12)?
My (x) = —10x2 + 240x — 1440 kN - m

Ultim tall (16 m < x <20 m)

Mz(x)

Vy(x)

Fig. 2.34. Exemple 2.5. Ultim tall
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Plantegem 1’equilibri d’aquest subsistema:

Vy(x) = Ray + Rc — P — q(x — 12) + Rz = 400 — 20x kN

Mz(X) = MA +RAY x—M +Rc(x— 10) —P(X - 12)—%(96— 12)2 +RE(X— 16)
Mz(x) = —10x2 + 400x — 4000 kN - m

Ja podem dibuixar els diagrames, donant valors als punts extrems de cadascun dels

trams:
P
q
v R y Y
¢ F—+—=
A B D E F

S | i | |

. 7 7 |

L Re | Ry |

L o | |

Vv I I 100 kN 20 1N I
e G 1= | X

| f

-50 kN ! S I I = I

| I | I -80 kN I

L . | |

L . | |

|| 200 kNm | 160 kNm | I
| J/\! /\ ! X

100 kNm = CEId
500 kKNm
700 kNm

Mz(x)
Fig. 2.35. Exemple 2.5. Diagrames d’esforgos

Notem com al pas per les rotules, el moment és zero en ambdoés casos. Recordem
que les rotules son incapaces de transmetre moments. Es interessant adonar-se del
salt que es produeix al diagrama de flectors, al punt d’aplicacio del moment pun-
tual M =400 kN - m.

Estimacio de la deformada

Resulta molt interessant, en els problemes de resistencia de materials 1 els d’es-
tructures, imaginar com es deformen les bigues. No es tracta encara de resoldre
I’equaciod de ’elastica i1 representar-la (cosa que farem en el tema de flexid), més
aviat es tracta de desenvolupar la intuicio.

g/I\CT _—

N

Fig. 2.36. Exemple 2.5. Estimaci6 de la deformada
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Notem com a I’eixida de A, el pendent és horitzontal, a causa de I’encast, i es va
flexionant de manera suau fins al punt B. A les rotules no tenim una continuitat en
el pendent del grafic, com si que succeeix als recolzaments D 1 E, per la qual cosa el
comportament és diferent, com s’aprecia a la figura.

Exemple 2.6

Calculeu i dibuixeu la llei d’esforcos tallants en el cas que la carrega distribuida
siga variable 1 de valor maxim q,.

lqO

Fig. 2.37. Exemple 2.6. Enunciat
Dades: L =3 m; q,= 12 kN/m.

Necessitem buscar la funcié de la carrega. Per trobar-la d’una manera senzilla,
podem fer una operaci6 de semblanca de triangles, com mostra la figura:

Fig. 2.38. Exemple 2.6. Calcul de la funcio de carrega

0

d _
L x

- q() = 2

La resultant de la forca distribuida es pot calcular de dues maneres. La primera,
més formal:

Q=[lq@)dx =["Lxdx = [q_ﬂx_z

Loy ,
oL L 2], = 2%
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La segona ¢és adonar-nos que la resultant és I’equivalent a I’area d’un triangle de
base L i altura q,. Aix0 sera sempre aixi, de manera que si I’area que forma la carrega
¢és coneguda, no tornarem a fer la integral.

De la mateixa manera, podriem buscar la posici6 de la resultant mitjancant el cal-
cul integral:

L
1 1 rqox? 1 [qo x3 2 qol® 2
X == [x-q(x)dx == —dxz—[——] =—.- ==L
G Qfo 9(x) Qfo L Q o 4

També aci ens adonem que la posicio de la resultant és el centre de gravetat del
triangle, 1 de la mateixa manera, a partir d’ara recorrerem al calcul simplificat

sempre que siga possible.

Plantegem 1’equilibri per a calcular les reaccions (suposem que les reaccions ver-
ticals apunten cap a baix):

YFx=0->Ryx =0
Y2F,=0->R,, +Rg=0Q
YMi=0-Q -xg=Rp-L

. . 1 . . ., 1
De la segona equaci6 obtenim Rp = 30" L 1ide la primera equacié Ray = g4 L.
Com veiem, hem encertat el sentit de les reaccions.

Com que la carrega té una distribucié continua en tota la biga, només és necessari
fer-hi un tall i les lleis que obtindrem seran valides per tota la barra.

q(x)
| Y
i Mz(x)
N l)
T . Vy(x)

Fig. 2.39. Exemple 2.6. Primer i inic tall

Hem de plantejar 1’equilibri d’aquest subsistema (obviarem el calcul d’axials, ja
que ¢és evident que és zero). La resultant de la forga distribuida depén de x:

Gox _ qox?

_ 1 _ 1
Qx = EXCI(X) =X L

La resultant estara situada en: xgx = 3 X
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2 L
S =0-V(X) + Ry —Q=0-V(x) =22 — 2

qolx
6

2 qox3
YM;=0 —>M(x)+RAyx—Qx(x—§x) =0- M(x) ==
La distribucio d’esforgos tallants €s una parabola de grau 2, i per tant, la distri-
bucié de moments €s una parabola de grau 3. Si igualem el tallant a zero, obtin-
drem el punt on el moment €s maxim. Aquest punt ésx . = 1,732 m, i el moment
valM, (x . )=-6,93 kN -m.

Ry

Vy(x)

t+

=

1,732

' X
M;z(x)
Fig. 2.40. Exemple 2.6. Diagrames d’esforgos
Si tenim una carrega amb forma trapezoidal, pot resultar pesat treure la funcié de

la distribucid de carregues. En tal cas, podem fer una descomposicio en un rectan-
gle 1 un triangle 1 operar com als exercicis anteriors.

// Q-9
® /(rrl/
Y | Y |
q qQ
A B_ _x A B _x

Fig. 2.41. Una carrega trapezoidal pot descompondre’s en una de triangular i una de rectangular
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Exemple 2.7

Representeu els diagrames d’esforcos en la biga voladissa segiient, sotmesa a una
carrega distribuida amb una inclinacié de 60° respecte a I’horitzontal.

T IITITTIITIT %

X

Fig. 2.42. Exemple 2.7

Dades: q =200 kN/m; L =3 m.

Descompondrem la carrega distribuida en les components paral-lela i perpendicu-
lar a I’eix X.

q,= q - cos(60) =100 kN/m

| Y

Fig. 2.43. Exemple 2.7. Descomposicid horitzontal de la carrega

q,=q - sin(60) = 173,2 kNim

| Y

qQy

Fig. 2.44. Exemple 2.7. Descomposici6 vertical de la carrega

La component g, produira només esforgos axials. La component g, produira ta-
llants 1 moments flectors.

Calculem les reaccions. La resultant de la component g, sera Q= ¢, - L. No ens

importa on estiga situada perque no genera moment flector. La resultant de g, sera
0, = q, - L1iesta situada al punt mitja de la biga.
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YFy=0- Ry =qy-L=300kN

Sy =0 M, =q,>=—77942kN -m
Calculem les lleis d’esforgos a la barra. Només cal fer-hi un tall:
2Fy =0- N(x) = qyx — Ryx = 100x — 300 kN

ZF; =0- Vy(JC) = Ruy — qyX = 519,62 — 173,21x kN
M7 =0 - My(x) = —qy 2+ Ryyx — M, = —86,60x2 + 519,62x — 779,42 kN - m

N(x)
X
—B—
300 kN
Vy(x)
519,62 kN
HE]
X
779,42 kN
=D
X
My (x)

Fig. 2.45. Exemple 2.7. Diagrames d’esforgos
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Exemple 2.8
Calculeu les lleis d’esforcos i1 representeu els diagrames corresponents a la biga
voladissa de la figura, sotmesa a una carrega axial distribuida, tal com es mostra a
la figura 2.46.

qx(x)

q

Y

qx
— — — — — B

Fig. 2.46. Exemple 2.8. Enunciat
Dades: L =6 m; q, = 3 kN/m; q,= 9 kN/m.
En primer lloc calcularem la funcio de la carrega axial.
Com que ¢s lineal, la funcid ha de tindre la forma (x) =a + b - x.

Donarem els dos valors coneguts per a obtindre les constants:

x=0-q(x)=3kN/m ->a=3kN/m
x=6m-q(x) =9kN/m - b =1kN/m?

Per tant: g(x) =3 + x.

Com que no hi ha cap altra forca, la reaccio sera igual a la resultant de la carrega
distribuida:
2L
—_— L — L — x —
Rax = ['q ()dx = [(3 + x) dx = [3x + 7]0 = 36 kN

Farem un unic tall a una distancia generica x. La llei d’esforcos axials ¢€s:

X xZ

N(x) = Ryx — foq (x)dx = 36—3x—7
N(x)
36 kN

Fig. 2.47. Exemple 2.8. Diagrama d’axials
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Exemple 2.9

Representeu els diagrames acotats d’esforcos de 1’estructura de la figura (cotes en
metres).

Dades: q =200 kN/m; P =300 kN.

Aquest és un exemple de sistema de més d’un element. El nuc C és rigid, per la
qual cosa no permet el gir 1 si que permet la transmissié de tot el moment flector
que li arriba, d’una biga a I’altra.

Les reaccions son de calcul immediat, mitjangant les equacions d’equilibri, pel fet
de ser una estructura isostatica.

En aquest tipus d’estructures és important diferenciar entre els eixos globals de tot
el sistema (els que estan representats a la figura 2.48) i els eixos locals de cadascu-
na de les barres. Definirem uns eixos globals per a tota 1’estructura i ens hi referi-
rem per plantejar I’equilibri global. Definirem uns eixos locals, en els quals I’eix X
portara la direccid de la biga, per plantejar 1’equilibri de les parts de I’estructura, i
d’aquesta manera calcular les lleis d’esforcos en cadascuna de les barres.

Rpy 4
RBX —T—V Y
B C
~ 3
P
—— <+
T:»
[q\]
X
A
/
RAY

Fig. 2.48. Exemple 2.9. Enunciat

LFy=0-Rpy —P =0 de(y > Rgx = P = 300 kN
ZF;z 0 _)RBY+RAY = 3q ) de(3) —)RAY =500 kN

2
M5 =0-q=—2P+3Ry =0 de(z) = Rpy = 100 kN

Lleis d’esforgos. Per a la biga B-C, només hi ha un tram. Definim els eixos locals
(x-y) 1 escrivim les equacions d’equilibri.
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Ay
4
Rpy J My(x)
RBX-T—» = —
SdiE |’l> N(x)
X Vy(x)

Fig. 2.49. Exemple 2.9. Tall a la biga B-C

YF,=0->N(x)+Rgxy =0- N(x)=—-300kN
YE =0-Rgy—q-x—V,(x) =0-V,(x) =100 — 200x kN

S M =0 Reyx — g — My(x) = 0 - M,(x) = 100x — 200%
Com podem veure, la distribucié d’axials és constant i de compressio, la de ta-
llants ¢€s lineal i la de flectors és una parabola quadratica.

Obtindrem valors significatius dels diagrames de tallants i flectors.
x=0-V,(x) =100 kN
x=0->Mz;(x)=0

x =3m - V,(x) = —500 kN
x=3m - M,(x) = —600kN -m

El diagrama de tallants s’anul-la en un punt de la barra:

Vy(x) =0=100-200x = x=0,5m

En aquest punt existira un maxim relatiu de la funcié de moments:
x=05m—=>M/,(x)=T5kN-m

Com ja hem dit, és un maxim relatiu, i en aquest cas no ens dona el maxim mo-
ment flector en valor absolut, pero si el maxim moment positiu.

Per a la barra A-C, també definirem un sistema d’eixos locals. Hem de fer dos talls,
un abans de la carrega P i un després.
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Primer tall (0 <x’ <2 m)

RAY

Fig. 2.50. Exemple 2.9. Primer tall a la biga A-C

YFE,=0->N(x")+Ryy =0- N(x") =—-500kN
LE;=0-V,x)=0
YM=0-M,(x)=0

Segon tall (2 m<x’<4m)

T N(x)

— Vy(x')
—_——

My(x")

—

RAY

Fig. 2.51. Exemple 2.9. Segon tall a la biga A-C

Y Fr=0-N)+Ry =0- N(@')=-500kN

2. Fy =0 P—1V,(x) =0 - V,(x") = 300 kN

Y M=0-PK —2)+ M, () =0-> M,(x") = —300(x' — 2)
Els esforgos son tots constants, excepte el moment flector al segon tram. Tenim
una distribuci6 lineal de moment, amb valors extrems:

xX'=2-M, =0
x'=4-> M, =—600kN-m
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El resultat és coherent: quan tenim un nuc rigid (que pot transmetre moments) el
moment a un costat i un altre ha de ser el mateix. Vist d’una altra manera, el nuc
ha d’estar en equilibri. Si observem els altres esfor¢os, també ha de mantindre’s
I’equilibri, encara que no sempre és evident a primera vista. En aquest cas, podem
fixar-nos que, a causa de I’angle de 90° que formen ambdues barres, I’axial de la
barra B-C, en passar a la barra A-C, es converteix en tallant, i el tallant de B-C es
converteix en axial en A-C. En ambdos casos ens referim al valor absolut, el signe
dependra del criteri que seguim i de 1’orientaci6 dels eixos locals.

600 kKN'm
100 kKN

§ § CED CEDL 600 kNm

25 kN- I
S| == S =] " [
300 kN @ -

500 kN
[i] 300 kN
500 kN

a) b) )

Fig. 2.52. Exemple 2.9. Diagrames d’esforcos: @) axials; b) tallants; ¢) moments flectors
Per a representar els diagrames, hem de fer un nou suposit quant a la posicio dels
esfor¢os positius. En aquests casos d’estructures formant portics o semiportics,
representarem cap 1’exterior els axials 1 tallants positius, i els negatius cap a I’inte-
rior. Tanmateix, els moments els representarem en sentit contrari.

Exemple 2.10

Representeu els diagrames d’esfor¢os de I’estructura porticada de la figura.

q
Ey F »
2a
® P [0° H
c b |
........ —XG =2
a !
~ !
| Yo
AL o B X
T A

Fig. 2.53. Exemple 2.10. Enunciat
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Dades: a=1m; P=10kN; q =2 kN/m.
Equilibri global de I’estructura. Utilitzarem els eixos globals.

SFE=0-Rux=0
Y2F,=0->R,y +Rgy—2P—q2a =0
YM,=0- RBy(Za + 2atan(30‘—’)) — Pa — q2a% — P(2a + atan(309) + acos(30‘—’)) =0

De I'altima equacioé podem aillar
R,,= 1535 kN

De la segona equacio:

R, = 8,65 kN

Calcul de les lleis d’esfor¢os. Hem de definir eixos locals per a cadascuna de les
barres. A la figura 2.54 hem representat la posicio dels eixos locals.

Y a—

Fig. 2.54. Exemple 2.10. Eixos locals de les barres

Barra A-C

T N(x)

— Vy(X)

My(x)

Fig. 2.55. Exemple 2.10. Barra A-C
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YFE =0-N(x)+ Ry =0- N(x) = —8,65kN
S =0 V,(x) =0

SM=0-M,(x) =0

Barra C-D

En aquest cas ens convé fer el tall i eliminar la part esquerra. Hem de recordar que
posarem els sentits positius dels esforcos a la seccio:

My(x)

P
NG T D
--— 4
X‘

Vy(x)

Fig. 2.56. Exemple 2.10. Barra C-D

Com que I’origen del sistema d’eixos locals esta situat en C pero estem tallant per
’altre costat, farem un canvi de variable: x'= a — x.

YFE=0->Nx)=0->N(x)=0
YE=0-V,&)-P=0-V&)=P->V,x)=P
YM=0->M,x)+P-x'=0->M,x)=—-P -x' > M,(x) =—P(a—x)=10(x — 1)

Les distribucions d’axials 1 tallants son constants. La de moments flectors és lineal,
amb valors extrems:

x=0-> M,(x) =—10kN -m
x=1m-> M,(x)=0

Barra C-E

En aquest cas, com que la barra C-D esta unida amb un nuc rigid, I’eliminarem i
afegirem al punt C els esfor¢os que transmet la barra sobre el punt.

Una altra manera de veure-ho és pensant que traslladem la forca P al punt C, i com
a conseqiiéncia afegim un moment corresponent al trasllat.
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Fig. 2.57. Exemple 2.10. Barra C-E

YFE=0->Nx)=0->N(x)=0
YE=0-V,&)-P=0-V&)=P->V,x)=P
YM=0->M,x)+P-x'=0->M,x)=—-P -x' > M,(x) =—P(a—x)=10(x — 1)

Barra E-F

4 4

My (x) P-a Mz(x)
R ¢ T E Ty
( l N(x) ( l N(x)
X I Vy(x) PRuy |e—F =i Vy(x)
® P
C D b)

A

i |
RAY

a)

Fig. 2.58. Exemple 2.10. Barra E-F: a) opci6 1; b) opcid 2

En aquest cas, podem fer dues coses. La primera ¢€s fer un tall, deixant la part es-
querra de I’estructura completa, amb totes les barres. La segona ¢€s substituir totes
les barres inferiors pels esforcos que generen sobre el nuc E (podem obtindre’ls
directament dels diagrames de la barra anterior).
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Independentment de la manera de plantejar-ho, els resultats han de ser els mateixos
YE=0-Nx) =0
2E;=0-V,(x) =—-P+Ryy—q-x=-135—-2-xkN

SM=0-M,(x)=P a-(P—Ray)x—qi =10—135x—x%kN -m
La llei de tallants és una recta, amb valors extrems:

x=0->V,(x) =—-135kN
x =2m - V,(x) = =535 kN

Com que no s’anul-la dins de la barra, tampoc hi haura un maxim relatiu de la llei

de moments flectors. Aquesta llei sera una parabola quadratica, de la qual obtin-
drem alguns valors:

x=0->M,(x)=10kN -m
x=1m-> M,(x) =7,64 kN -m
x=2m-> M,(x) =329 kN-m

Barra F-G

En aquest cas també¢ tindriem les dues opcions esmentades abans.

q 5,35 kN
3,29 kN'm
F X2
2a

Fig. 2.59. Exemple 2.10. Barra F-G: a) opci6 1; b) opcid 2

Optarem novament per la segona. Hem de plantejar 1’equilibri segons els eixos
locals, 1 per aquesta rad, hem de descompondre la forga vertical.

@ Oscar Martinez Ramos - ISBN: 978-84-695-9563-3 76

Mecanica i resisténcia de materials - UJI - DOI: http://dx.doi.org/10.6035/Sapientia87



5,35-c0s(30°) kN
3,29 kN'm
5,35-5in(30°) kN

Vy (%)
Mz(x)

\ N(x)

Fig. 2.60. Exemple 2.10. Barra F-G. Descomposici6 de la forga vertical

»~

YF, =0- N(x) = —5,35c0s(302) = —4,63 kN
XF =0-V,(x) =—-535sin(30%) = —2,68 kN
XM =0->M,(x) =3,29 —5,355in(30%)x = 3,29 — 2,68x kN - m

El diagrama de flectors sera una linia recta, amb valors extrems:

x=0->My,(x) =329kN -m
x =1,155m - M,(x) = 0,20 kN - m

Barra G-H

En aquesta barra és d’aplicacio el raonament fet per a la barra C-D. Canviem la
variable igualment: x’= a — x.

/3/00—“‘\
P
H

Vy(x)
M, (x) \ 3

N(x) /

Fig. 2.61. Exemple 2.10. Barra G-H

La forga P ha de ser descomposta segons els eixos locals.

YF, =0 - N(x) = —Psin(30%) = -5 kN
XFE =0-V,(x)=Pcos(30%) = 8,66 kN
>M=0- M,(x") = Pcos(30%)x" - M,(x) =8,66(1 —x)kN -m

El diagrama de flectors sera una linia recta, amb valors extrems:

x=0->M,(x) =866kN-m
x=1m-> M,(x) =0kN -m
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Barra G-B

Arribats a aquest punt, podriem fer la mateixa cosa que hem fet fins ara. Tanmateix
resulta més facil conservar la part dreta de I’estructura tallada.

N(x)

\\

My(x) (“ Vy(x)
/

Fig. 2.62. Exemple 2.10. Barra G-B

Hem de fer un canvi de variable:
x' = a __ x
"~ cos(30)

La reacci6 I’hem de descompondre segons els eixos locals.

YF, =0 - N(x) = —Rgycos(30%) = —13,30 kN
2FE =0-V,(x)=—Rpysin(30%) = =7,68 kN
YM=0- M,(x") = Rgysin(302)x" - M,(x) = 7,68(1,155 — x) = 8,86 — 7,68x kN - m

El diagrama de flectors sera una linia recta, amb valors extrems:

x=0-> M,(x)=886kN -m
x=1155m > M,(x) =0kN -m

Representacid dels diagrames d’esforgos:

4,63 kN
5kN
1,35 kN
8,64 kKN
T

13,29 kN

Fig. 2.63. Exemple 2.10. Diagrama d’axials
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=

1,35 kN
10kN
N
T

8,06 kN
5,35 kI\‘I/ \
S &
/'
2,68 kKN
®
/
7,68 kKN

Fig. 2.64. Exemple 2.10. Diagrama d’esforcos tallants

10 kN

CD

10 kN

Fig. 2.65. Exemple 2.10. Diagrama de moments flectors

En aquest cas particular, la representacié amb el criteri de posicioé dels moments
positius que hem mencionat a I’exercici anterior fa que els diagrames de mo-
ments de les diverses barres se superposen entre ells. Per aquesta rao, per tal de
deixar els diagrames més clars, els representarem amb el criteri de dibuixar els
moments positius cap a I’exterior.

Podem apreciar que es manté I’equilibri als nucs d’unio de les barres (C, E, F 1 G).
En particular, al nuc G podem veure com la suma dels moments que generen les
barres F-G 1 G-H dona el mateix resultat que el moment que genera la barra G-B,
1 per aixd podem afirmar que es compleix la condicié d’equilibri de moments al

nuc.
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Exemple 2.11

Coneixem que el diagrama de moments flectors d’una biga amb multiples recol-
zaments ¢s el de la figura:

A B C D

4m 4m 4m 4m 4m 4m
| | 184 kN'm |
165 kN'm | | |

I |
CED BkNm =D l
X
D |
C[FE]D 90kN'm |C)
132 kN'm
M;(x) 156 kKN'm

Fig. 2.66. Exemple 2.11. Enunciat

a) Determineu les carregues a que es troba sotmesa i les reaccions.

b) Trobeu I’abscissa dels punts de pas per zero del diagrama.

c¢) Representeu el diagrama d’esforgos tallants, indicant els seus valors.
d) Estimeu la deformada.

El grafic al tram B-C és una parabola quadratica. El valor donat per al punt x = 12
m no és un maxim relatiu de la funcid. La resta de trams son linies rectes.

Primer tram (0 <x <4 m)

Com que no hi ha variaci6 del pendent del diagrama, deduim que no hi ha cap
carrega aplicada en aquest tram.

Mz(x) = RAX
My(x = 4m) = R, - 4 = 132 kN - m
R, =33 kN

Segon tram (4 m <x <8 m)

Es produeix un salt al diagrama de moments. A¢d només pot ser degut a un mo-
ment aplicat.

El valor d’aquest moment sera:

M =165+ 132 =297 kN - m (sentit antihorari)
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Tercer tram (8 m <x < 16 m):

Tenim una distribucié de moments representada per una parabola quadratica. A¢od
suposa que tenim una carrega uniformement repartida (g).

My(x) = Ryx — M + Ry(x — 8) — ¢ =2

(12-8)?

2

(16-8)2
2

My(x =12m) =90 kN -m =R, - 12— M + Rg(12 — 8) — q
My(x =16m) = —184 kN -m =R, - 16 — M + Rg(16 — 8) — q

Ac0 és un sistema de dues equacions amb dues incognites, en el qual les solucions
son:

Rp = 47,37 kN
q=2481kN/m

Quart tram (16 m < x <20 m)

Com que ja hem passat la carrega g, hem de considerar la seua resultant situada
en el punt mitja.

Mz(x) = Rgx — M + Rg(x —8) — q - 8(x — 12) + R¢(x — 16)
Mz(x =20m) =159 kN-m =R, -20 — M + Rp(20 — 8) — q - 8(20 — 12) + R-(20 — 16)
Rc = 203,13 kN

Cinqué tram (16 m <x <20 m)

Com que al punt x =20 m varia el pendent del diagrama de flectors, perod continua sent
lineal, podem deduir que existeix en aqueix punt una carrega puntual aplicada (P).

Mz(x) = Ryx — M + Rp(x —8) —q - 8(x —12) + R¢(x — 16) — P(x — 20)
Mz(x=24m)=0kN-m

Ry-24—M + Rp(24 —8) — q - 8(24 — 12) + Rc(24 — 16) — P(24 — 20) = 0
P =124 kN

Calculem mitjangant I’equacio d’equilibri:
R,=q-8+P—-R,—~R,—R.=3897kN

Calcul dels passos per zero. Hi ha un pas per zero en x =4 m.

En la distribuci6 parabolica hi ha 2 passos per zero:

RA~x—M+RB(x—8)—q(x_28)2=O
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x =8,44m

Es una equaci6 de segon grau. Substituim i calculem: x = 14,04m

En el quart tram tamb¢ hi ha un pas per zero:

Rx—-M+R(x—-8)—q-8x—-12)+ R (x—-16)=0

Substituint i calculant: x = 18,16 m.

Diagrama d’esforcos tallants:

V(%)
33kN

Estimacio de la deformada:

80,37 kN

tl

85,02 kN

it

X

=t =]t

38,97 kN

118,11 kN

Fig. 2.67. Exemple 2.11. Esforcos tallants

A B C D

Fig. 2.68. Exemple 2.11. Estimaci6 de la deformada
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Problemes proposats

2.1. Calculeu les lleis 1 representeu els diagrames d’esforcos.

L 1
I p
A b
h M
Fig. P-2.01

Dades: P=10kN; M=15kN -m; L=5m.

2.2. Calculeu les lleis 1 representeu els diagrames d’esforcos.

P

Vv’

A
T ]
L/4 L

Fig. P-2.02

Dades: P=10 kN; q=5kN/m; L=4 m.

2.3. Calculeu les lleis i representeu els diagrames d’esforgos.

P,

Pl M

Fig. P-2.03

Dades: P, = 10 kN; P, =20 kN; q= 10 kN/m; M= 10 kN - m; a =1 m.
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2.4. Calculeu les lleis i representeu els diagrames d’esforgos.

Sh)
q
A B
T 7
L
Fig. P-2.04

Dades: q, =2 kN/m; ¢, =5 kN/m; L=5m.

2.5. Calculeu les lleis i representeu els diagrames d’esforgos.

Dades: q, = 1 kN/m; q,=2 kN/m; P, =4 kN; P,=5kN; P, =3kN;a=1m.

92

P,
q

P,

a a 2a 2a 4a

Fig. P-2.05

2.6. Calculeu les lleis 1 representeu els diagrames d’esforcos.

Dades: P, = 10 kN; P, = 5 kN; P, =2 kN.

Py P,

i

2m 2m 2m
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2.7. Calculeu les lleis i representeu els diagrames d’esforgos.
P /\%o

2m 4m 3m

Fig. P-2.07
Dades: P=4 kN; M =2 kN - m.

2.8. Calculeu les lleis 1 representeu els diagrames d’esforcos.

Dades: P=5kN; M, =2 kN-m; M, =2 kN - m.

Ml M2

A /

4m

Fig. P-2.08

2.9. Calculeu les lleis 1 representeu els diagrames d’esforcos.

Fig. P-2.09
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2.10. Calculeu els diagrames d’esforgos axial, tallant i flector corresponents al
segiient sistema pla acotant els valors més significatius i expressant els re-
sultats en funcié de P, q i a.

2a

Fig. P-2.10
2.11. Calculeu les lleis i representeu els diagrames d’esforgos.

Dades: q =20 kN/m; M =40 kN - m.

q
~
’

Fig. P-2.11

2.12. Coneixem que el diagrama de moments flectors d’una biga ¢és el de la figura:

S 1,5 2,5
|A |C D E F G
JANEE— | |
7 7 I 7 |
11,94 N'm | | -14,31 N'm |
| }
B I I I
0,5 CED
RN El | N
T
C+D 0,93 N'm 0,54 N'm
qED) CED
6,52 N'm I
M;(x) ! 10,69 N'm
13,30 N'm
S
4
Fig. P-2.12
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a) Determineu les carregues a que es troba sotmesa i les reaccions.

b) Trobeu I’abscissa dels punts de pas per zero del diagrama.

¢) Representeu el diagrama d’esforgos tallants, indicant els seus valors.
d) Estimeu la deformada.

Entre A i C el diagrama ¢és una parabola quadratica, i en la resta de biga ¢és lineal.
El valor per a x = 0,5 m no ¢és un maxim relatiu en el diagrama de flectors, és sim-
plement el valor al punt.

2.13. Calculeu les lleis i representeu els diagrames d’esforgos en 1’estructura de la
figura, on C és una rotula.

Dades: q =2 kN/m; P =10 kN.

_§>A

4m
e}

B D P
C
W’/'E EW/'/ /

3m 4m 4m 2m

fesf

Fig. P-2.13

2.14. Calculeu les lleis i representeu els diagrames d’esfor¢os dels exemples i
problemes del tema 1.
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TEMA 3

Fonaments d'elasticitat

3.1. Introducci6

La teoria de I’elasticitat planteja el comportament d’un punt d’un solid elastic que,
com a conseqiiéncia d’unes accions externes, esta sotmés a unes tensions deter-
minades.

Aquesta disciplina, en altres titulacions, es desenvolupa en bona part del curs, 1
s’hi dedica practicament la meitat del temps. En aquesta assignatura, per les seues
caracteristiques, el contingut d’elasticitat ha sigut retallat fins a un Unic tema in-
troductori (el present).

Lelasticitat 1 la resistencia de materials son disciplines que van lligades 1 que di-
ficilment poden dissociar-se. Encara que I’objectiu eminentment practic d’aquest
curs fa que I’assignatura es centre basicament en la part de resisténcia de materials,
no podem oblidar-nos d’aquesta vinculaci6 que t¢ amb I’elasticitat, de la qual for-
ma part consubstancial.

Per totes aquestes raons, el tema segiient no €s un tractat extens i detallat de tota la
teoria de I’elasticitat, sind6 més aviat una eina amb la qual pretenem que 1’alumne
siga capag de tindre una visié global de I’ambit de la materia. En relacié amb el
que s’ha exposat anteriorment, al tema no es faran demostracions teoriques ni de-
senrotllaments matematics complexos.

3.2. Vector tensio

Com ja explicarem al tema 2, quan dividim un solid elastic que estava en equili-
bri, les parts resultants també¢ han d’estar en equilibri. Aquest equilibri és possible
perque apareix una distribuci6 continua de tensions en la seccid. La tensio és la
conseqiiéncia de les forces que els punts contigus de la part eliminada exerceixen
sobre els punts de la seccio.

La tensi6é depén del punt considerat, €s a dir, cadascun dels punts de la seccid
tindra una tensio que, en general, sera diferent de la que pot tindre qualsevol altre
punt (encara que també poden ser iguals). Per a calcular la tensiéo d’un punt, es-
tudiarem el seu entorn elemental d’area (AQ), i1 la for¢a que la part eliminada fa
sobre la conservada (AF). La tensio del punt sera el resultat del limit:
g =lim A—ﬁ = d—ﬁ

A0-0 40  do
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La tensio és una magnitud vectorial. La direccio del vector pot ser qualsevol, enca-
ra que sempre podrem descompondre-la segons la direccié perpendicular al pla de
tall (tensié normal, ©,), 1 una altra direcci6 continguda dins del pla (tensio tangen-
cial, ). Aquestes components prenen el nom de components intrinseques, perque
no depenen del sistema de referéncia utilitzat i per a cada vector tensio i cada pla
tenen el mateix valor. Aquestes components les tractarem com a escalars.

vl

Fig. 3.1. Descomposicié del vector tensio

Com que hem fet una projeccié ortogonal del vector, les components intrinseques
formen un triangle rectangle amb el vector, i per tant pot aplicar-se el teorema de
Pitagores:

|| =\/0,§x + 12

Habitualment els eixos amb els quals treballarem seran els eixos principals d’inércia
de la secci6 considerada. La tensio tangencial també pot ser descomposta segons
aquests dos eixos, de manera que, en general, considerarem dues tensions tangen-
cials.

Y|

Fig. 3.2. Descomposici6 de la component tangencial del vector tensid
Enunciem uns factors dels quals depén el vector tensio:
* El punt. El vector tensio sera diferent per a cada punt dins d’un solid.

» FEl pla de tall. Si tallem un solid per dos plans diferents, el vector tensié en
un mateix punt sera diferent segons a quin pla estiga referit.
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» La part del solid conservada. Per al mateix punt i per al mateix pla de tall,
el vector tensio tindra la mateixa direccid perd sentit contrari, segons que
conservem una part o ’altra.

Necessitem un conveni de signes per a les components intrinseques del vector
tensid. Si eliminem la part dreta del solid, considerarem com a positives les com-
ponents si porten la direccid dels eixos principals d’inercia. Si eliminem la part
esquerra, seran positives si porten la direcci6 oposada a I’anterior.

Valors positius de la tensiéo normal impliquen tracci6 de les fibres longitudinals que
passen pel punt. Per contra, els valors negatius impliquen compressions de les fibres.

Obviament existeixen infinits plans de tall possibles, la qual cosa implica que
podriem tindre infinits vectors tensio diferents per a cada punt. Aixo moltes vegades
no resulta operatiu: necessitem una manera de caracteritzar I’estat de tensions d’un
punt d’una altra manera.

Imaginem un solid elastic en el qual volem estudiar I’estat de tensions d’un punt
P. Fem un tall al solid per un pla normal (perpendicular) a I’eix X. Hem vist que
apareixera al punt un vector tensio, que portara una direccié qualsevol, que podra
ser descomposta segons els tres eixos de I’espai. Imaginem ara que sobre el mateix
punt, fem un nou tall mitjangant un altre pla, pero aquesta vegada normal a I’eix Y.
Apareixera un vector tensio diferent, que també podra ser descompost segons els
tres eixos. La mateixa cosa ocorrera quan tallem el solid per un pla normal a I’eix Z.

Imaginem ara que aillem el punt P i el seu entorn diferencial, que sera un prisma
recte infinitament menut, els costats del qual tindran com a dimensions dx, dy, dz.

Fig. 3.3. Entorn diferencial del punt P

Cadascuna de les sis cares del paral-lelepipede elemental sera el tall de solid per un
pla normal als eixos 1 apareixera en ella un vector tensi6 diferent. Quan el paral-
lelepipede és suficientment menut, podem considerar que totes les cares passen
per P 1 que les tensions en les cares son les tensions al punt.

A la figura 3.4 representem el prisma diferencial, en el qual només estan dibui-

xades les tres cares que queden vistes, encara que en les tres que queden darrere
existiran també¢ les components de tensions corresponents.
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Fig. 3.4. Paral-lelepipede elemental

A primera vista pot paréixer que ara hem de treballar amb tres tensions per cadas-
cuna de les sis barres, en total dihuit tensions. Tanmateix, ja sabem que si un solid
esta en equilibri, les seues parts també ho han d’estar, encara que siga un xicotet
prisma diferencial. Per tant, per a mantindre I’equilibri, les tensions de les cares
oposades han de ser iguals. Aix0 ens deixa el nombre de tensions en nou.

Pot demostrar-se també que les tensions tangencials son iguals dos a dos (feorema
de reciprocitat de les tensions tangencials), de manera que:

Txy = Tyx
Txz = Tzx
Tyz = Tzy

D’aquesta manera el nombre de tensions distintes s’ha reduit fins a sis.

Aquestes tensions poden ser encadellades en una matriu que es denomina tensor
de tensions 1 que podem utilitzar per fer els calculs complets relatius a la teoria de
I’elasticitat.

Onx Txy Txz
[T] = [Txy Ony Tyz
Txz Tyz Onz

El tensor de tensions t€ les mateixes unitats que la tensio.

Com que el vector tensid depén del pla de tall, evidentment les tensions sobre el
prisma diferencial dependran de la seua orientacio, és a dir, dependran del sistema
de referéncia triat. A la figura, es representa el prisma diferencial en un nou siste-
ma de referéncia. Les tensions que apareixeran en les seues cares seran diferents a
les tensions que apareixien en el sistema anterior.
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Fig. 3.5. Paral-lelepipede elemental en sistema de referéncia X’Y’Z’

Pot demostrar-se que sempre existeix una orientacid dels eixos a 1’espai (com a
minim), en la qual totes les tensions tangencials es fan zero i només trobem al punt
tensions normals. Aquestes direccions dels eixos les anomenem direccions princi-
pals. Les tensions normals que apareixen en les cares del prisma son les tensions

principals.

)

'\/

S
Y/
Fig. 3.6. Direccions i tensions principals

En els casos més habituals d’estructures d’edificacié podem assumir que algunes
tensions seran zero: gpy = onz = Tyz = 0. Treballarem en la assignatura segons

aquest suposit.

Onx Txy Txz
[T]=|Txy 0 0
Txz 0 0
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Fig. 3.7. Cas freqiient en estructures d’edificacid

El calcul de les tensions principals i de les direccions principals es realitza nor-
malment utilitzant I’algebra matricial, fent un calcul d’autovectors i autovalors del
tensor de tensions. No obstant aixo0, a causa de la simplificacié que hem fet, poden
extraure’s unes equacions equivalents que ens eviten 1’as de les matrius. Les ten-
sions principals poden calcular-se, sota el suposit anterior, com a:

_1 2 2 2
A= 5 Opx t [4T5y + 475, + 05y

1
Ay, = E(an — \/41}%,, + 4‘[,2(2 + cr,fX>
Ag = 0

Aquests tres valors corresponen a les tensions principals i han de ser ordenats de
major a menor, de manera que o, > 0, > O,.

El coneixement de les direccions principals no sera transcendent en la major part
dels casos, per la qual cosa passarem per alt el seu calcul dins d’aquest curs.

3.3. Relacio entre esforgos 1 tensions

Com ja hem mencionat, el que apareix realment en una secci6 d’un solid elastic
¢és una distribucid continua de tensions. No obstant aix0, quan fem 1’analisi d’una
estructura, el que nosaltres podem calcular son els esfor¢os que té cadascuna de
les seccions.

Els esforgos son la reduccio al centre de gravetat de la seccid del sistema de forces
per unitat de superficie. Aquesta reduccid ens dona una forga resultant i un moment
resultant, que descompondrem segons els eixos principals d’inércia. D’aquesta
manera obtindrem els sis esforgos amb els quals hem treballat al tema 2.
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La reduccié mencionada anteriorment pot escriure’s de la seglient manera:

N = ﬂQUnx dA  Mp= ffn(sz Yy —Txy - z)dA
Vy = [[zxydA My = [[,Onx - zdA
Vy = [ftxz dA My =— JJoOnx - ydA

Aquestes relacions ens servirien per calcular els esforcos a partir de les tensions.
Tanmateix, el que podem fer habitualment en els casos reals és calcular els es-
forcos 1 deduir les tensions a partir d’aquests esfor¢os. Només amb les equacions
anteriors no som capacos de fer aquesta deduccid: necessitem trobar expressions
que ens relacionen els esforgos amb tensions perd en sentit invers. Aixo sera el que
farem als proxims temes, quan analitzarem els diferents esfor¢os que es poden
donar, i les tensions vinculades a ells.

Comparativa entre esforgos 1 tensions:

Esforgos interns Tensions

Depenen de la secci6 considerada | Depenen del punt (x, y, z)
(x), pero no del punt dins de la

seccio (y, z)

Dimensions: Dimensions:
N, V,, V, son forces Forga dividida per superficie

M, M, M, son moments

Unitats (s1): Unitats (s1):

N,V,V,:N N/m?

M, M, M, Nm

3.4. Deformacions

Lelasticitat 1 la resisténcia de materials estan caracteritzades pel fet que els ele-
ments en estudi son deformables, a diferéncia del que s’esdevé en la mecanica,
I’estatica 1 la dinamica.

Les deformacions ocorren en els solids reals com a conseqiiencia de 1’existeéncia
de tensions. Es deuen a la necessitat dels materials de variar la distancia entre els

atoms per a transmetre forces.

Les deformacions son variacions de posici6 dels diferents punts del solid: les fi-
bres canvien la seua dimensio 1 la seua orientacio.
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Les deformacions amb les quals treballem en elasticitat i resisténcia de materials
son molt menudes. Aixo vol dir que no és possible predir, segons les teories que
es plantegen, el comportament de materials que es deformen en gran mesura, com
ara les molles, les suspensions de cotxe, les peces de cautxu, etc.

Per a conéixer el procés de deformacié d’un cos és necessari analitzar la defor-
macio6 d’un dels paral-lelepipedes elementals en 1’entorn dels punts que en formen
part. Aquesta deformacio del paral-lelepipede pot ser descomposta en una trans-
lacid, una rotacid 1 una deformacio pura. La translaci6 i la rotacioé unicament pro-
dueixen un desplagament del prisma, perd no varien la seua forma. La deformacio
pura modifica la forma original del paral-lelepipede: els punts varien les seues
distancies relatives. Es aquesta deformaci6 la que ens interessa realment.

El concepte de deformacid té un cert paral-lelisme amb el concepte de tensio. La
deformaci6 també és un vector (que denominarem amb la lletra épsilon: 2), i ca-
dascun dels punts del solid esta associat a un vector deformacid. Aquest vector pot
ser descompost segons els eixos del sistema de referéncia i les tres components
també es denominen components intrinseques. La diferéncia és que la deformacié
no esta relacionada amb un pla, com el vector tensid, sindé que depén d’una direc-
ci6 determinada.

Fig. 3.8. Descomposici6 del vector deformacié en 1’entorn diferencial del punt P
Si considerem la direccié X (I’eix de I’element barra):

La component del vector deformacié que té la direccio de 1’eix X és denomina de-
Jformacio longitudinal unitaria, i es representa per €,. La deformacio longitudinal
unitaria representa la variacid de longitud que experimenta una fibra del material
que originariament era paral-lela a I’eix X. En preséncia de deformacions longitu-
dinals unitaries, les seccions planes romanen planes després de deformar-se.

La deformaci6 longitudinal unitaria és ’allargament, en tant per u, d’una fibra
paral-lela a I’eix X. Per tant:

@ Oscar Martinez Ramos - ISBN: 978-84-695-9563-3 96 Mecanica i resistencia de materials - UJI - DOI: http://dx.doi.org/10.6035/Sapientia87



El numerador i el denominador de la fraccio estan en metres, per la qual cosa la
deformaci6 longitudinal no té dimensions, és adimensional. L’ordre de magnitud
amb el qual treballarem en 1’assignatura sera 10 — 10 (petita deformacio).

vl
!

7

/5

=
\VAVAVAVAVA

Fig. 3.9. Allargament longitudinal unitari en un paral-lelepipede elemental

Hem considerat la direccid de I’eix X, perd també podriem haver considerat les
altres dues, 1 en aquest cas les deformacions longitudinals unitaries es definirien
de la mateixa manera:

Ey = =—— E; = —
Y Ly Z Lz

Les deformacions longitudinals unitaries van directament relacionades amb les
tensions normals, com veurem més endavant.

Les components perpendiculars (en Y 1 Z) son les deformacions transversals (o
distorsions angulaifs) i es representen per v, i Yy Repregenten les variacions
angulars que experimenten dues fibres del material, originariament paral-leles als
eixos X 1Y (0 Z, segons el cas) respectivament. Per tant, son la variacio de I’angle
recte que formen entre elles.

Les deformacions angulars estan directament relacionades amb les tensions tan-
gencials, com estudiarem en el punt segiient.

La distorsi¢ angular té com a unitats els radians. Per tant, com que els radians no

sOn cap unitat, la deformacié angular també és adimensional. L’ordre de magnitud
¢s 10 — 10 (petita deformacio).
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Fig. 3.11. Distorsio6 angular als eixos XZ

Igual que amb les tensions, pot analitzar-se I’entorn diferencial d’un punt. En un
estudi detallat, fariem una analisi matricial de la translaci6 de solid rigid, deforma-
ci6 longitudinal i deformaci6 transversal (que pot descompondre’s en gir i distor-
si0). A continuaci6 eliminariem la translacié i el gir i ens quedaria la matriu que
caracteritza |’estat de deformacié en un punt. Aquesta matriu es denomina tensor
de deformacions.

£ Yxy Vxz
X 2 2
__|vxy Yyz
Dl=|5 & =
Yxz VYvz
2 2 €z
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Els valors de la distorsi6 angular apareixen dividits per dos perque es considera
que la deformacié angular es produeix de manera simétrica en les dues cares con-
tigiies del prisma.

) dx X
\\\\\Q‘Yxl/z
Y| T dz |\ \
=/ \ \
/ / \ \
dy | / / o\
Ay / Z | ~
[ e
dx X )

X:

Fig. 3.12. Distorsions angulars

Encara que el calcul exhaustiu de deformacions ha de realitzar-se mitjangant 1’al-
gebra matricial, en aquest curs no seguirem avangant en aquesta materia, que que-
da fora de ’abast de 1’assignatura.

3.5. Relaci0 entre tensions 1 deformacions

3.5.1. Llei de Hooke

Al segle xvi, Robert Hooke realitzava estudis sobre el comportament de les mo-
lles, 1 es va adonar que existia una relacio lineal entre les forces que s’apliquen i
les deformacions que es produeixen; la va expressar de la manera segiient:

o=E-¢

Aquesta ¢s la /lei de Hooke, 1 és valida sempre que el cos es mantinga en la zona
elastica. La constant de proporcionalitat (E) s’anomena modul d’elasticitat o mo-
dul elastic, 1 és una propietat intrinseca de cada material. Els materials isotrops,
com I’acer, tenen un unic modul d’elasticitat, pero els materials ortotrops, com
ara la fusta o el formigo, tenen diferent modul elastic segons la direccid, i inclus
segons 1’esfor¢ aplicat. Aquesta constant també rep el nom de modul de Young, en
homenatge a Thomas Young, que va ser el primer a estudiar-la i va fer-ne la defi-
nici6 precisa al segle xix.

3.5.2. Llei de Hooke generalitzada

Lallei de Hooke, tal com esta descrita a 1’apartat anterior, €s valida si sobre la pega
actua només una forga que porte la direccié de I’eix X. En aquest cas, apareix una
deformaci6 longitudinal unitaria en X que és proporcionada per I’equacié esmen-
tada.
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Per intuicid, tothom sap que quan estirem una peca (pensem, per exemple, en un
tros de goma elastica), mentre que la dimensi6 longitudinal augmenta, les dimen-
sions laterals disminueixen. Aquest comportament es produeix en major o menor
mesura en tots els materials. La disminuci6 de les dimensions transversals és pro-
porcional a I’allargament longitudinal, i la constant de proporcionalitat es denomi-
na coeficient de Poisson (), que és una propietat intrinseca dels materials.

— — _ ox
&y =& =—H &=~ —

El coeficient p és adimensional. El signe negatiu representa que si en X es pro-
dueixen allargaments, en Y i Z es produiran acurtaments, i viceversa.

y )'\\ Forma inicial

Forma final

Fig. 3.13. Contracci6 lateral en la traccid

Coeficient de Poisson d’alguns materials:

Material | Coeficient p
Acer 0,27 -0,30
Alumini 0,32-0,36
Formig6 0,16 — 0,20
Cautxt 0.47

Hi ha un limit superior del coeficient de Poisson: aquest ha de ser sempre p <0,5.

Tot el que hem explicat anteriorment és d’aplicacio en el cas de tensio normal uni-
axial. En general, podem tindre tensions normals i tangencials als tres eixos. En el
cas general, la Llei de Hooke és:

1 T
& =% (Ux — u(oy + Jz)) Yxy = _ZY
1 T
& = E(GY — u(ox + 7)) Yxz = %
1 T
€= E(Uz — u(oy +0y)) Yyz = %
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La constant G ¢és el modul d’elasticitat transversal o modul de cisallament. També
¢€s una propietat intrinseca dels materials, 1 esta relacionada amb el modul elastic 1
el coeficient de Poisson, segons I’expressio:

E
2-(1+p)

Com que el coeficient p és adimensional, la constant G tindra les mateixes unitats
que E, és a dir, forca dividida per superficie (N/m? = Pa).

La constant G representa el canvi de forma que experimenta un material elastic quan
apliquem esforcos tallants. La figura ens mostra una peca prismatica a la qual apli-
quem una forga F en la direcci6 X només en la cara superior, mantenint la inferior
fixa.

La tensié considerada (t_) €s la tensio tangencial mitjana. Com que la deformacié an-
gular és tan petita, pot considerar-se que la tangent de I’angle €s igual al mateix angle.
La superficie A €s la que correspon a la cara superior.

3.6. Determinaci6 de les propietats mecaniques

3.6.1. Elasticitat 1 plasticitat

L’experiéncia ens mostra que qualsevol cos es deforma sota 1’accié de les forces
aplicades, 1 que quan cessen les forces, el cos té certa tendéncia a recuperar la
seua forma primitiva; aquesta tendéncia que en major o menor grau tenen tots els
cosos es denomina elasticitat. Si reprenem novament I’exemple de la barra sotme-
sa Unicament a traccio, podem veure que si la forga cessa, 1’allargament desapareix
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completament o parcialment, és a dir, la barra tendeix a recuperar la seua longitud
original. Si la barra recupera completament la seua longitud inicial, es diu que el
material és perfectament elastic.

La plasticitat és una propietat oposada; un material és perfectament plastic quan, en
deixar d’actuar la carrega que el deforma, manté la seua configuracié deformada.

En la realitat cap material resulta perfectament elastic o perfectament plastic. Al-
guns materials com ’acer, 1’alumini, la goma i inclus la fusta i el formigé poden
ser considerats com a perfectament elastics dins de certs limits, €s a dir, si no estan
excessivament carregats.

Altres materials com I’argila i la massilla poden considerar-se com a perfectament
plastics.

De totes maneres, no seria rigords dir que un material és ductil o fragil sense ma-
tisar les condicions sota les quals es fa I’afirmacid. Per exemple, hi ha materials
fragils que es tornen ductils en determinats rangs de temperatura, com ara el vidre.

Quan els materials es deformen, es modifica la distancia intermolecular de la xar-
xa cristal-lina. Si cessa la causa de la deformacio i es restitueixen les dimensions
inicials, el solid esta dins del seu periode elastic. Si se supera un limit, els enllagos
cristal-lins es trenquen. Pot succeir que els enllagos tornen a formar-se substituint
els primitius. Aixo es la plastificacié del material. Aquests nous enllagos no sén
capacos de restituir la forma original del cos, 1 en ell romandra una deformacio
permanent. Si el solid no €s capag¢ de tornar a formar enllagos, el solid acabara
trencant-se.

3.6.2. Assaig de traccid

Per a conéixer el comportament dels solids i algunes de les seues propietats, és
necessari fer assajos. Alguns son destructius, d’altres son no destructius. L’ex-
plicaci6 detallada dels diversos tipus de assajos correspon a altres assignatures.
Tanmateix hi ha un assaig destructiu que per la seua importancia mereix ser tractat
aci: 'assaig de traccio.

L’assaig de traccio és un assaig normalitzat en el qual una proveta, també norma-
litzada, és estirada per una maquina fins que es trenca. La proveta normalitzada és
similar a la figura:

Fig. 3.15. Proveta normalitzada
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La proveta pot ser de seccio rodona o rectangular. Com veiem a la figura, els ex-
trems sOn més amples que la zona central, precisament perqué volem que es tren-
que per la zona central i no prop de la zona on agarren les mordasses. Les unions
de la part central amb els extrems estan arrodonides, per tal d’evitar 1’efecte de
concentracio de tensions.

Durant el procés d’assaig, es mesura tant la forca aplicada com I’allargament pro-
duit. Com que coneixem la longitud inicial 1 I’area transversal, podem representar
en un grafic la corba tensio-deformacio.

_ Lg-Lo o _F
Lo nX =

&x

Es important considerar que la seccio transversal de la proveta es reduira segons ens
apropem a la fractura, i si la maquina no és capa¢ de mesurar aquesta disminucio
de seccid, els resultats no seran del tot correctes als trams finals del grafic.

Una grafica tipica de I’assaig de traccié d’un acer dol¢ podria ser:

Fig. 3.16. Grafic d’assaig de traccio

Periode elastic lineal (zona OA). En un primer moment el grafic t¢ forma de linia
recta, que representa que existeix una proporcionalitat entre tensions i deforma-
cions. Es a dir, que és valida la llei de Hooke. En aquesta zona, si es produeix la
descarrega de la proveta, la deformacio adquirida desapareix completament. No es
produeixen deformacions permanents. La tensio corresponent al punt A és el limit
de proporcionalitat (G,,).

Periode elastic no proporcional (zona AB). Arribat a un punt A, el grafic deixa de
ser una recta, pero el comportament del solid és encara elastic. Igual que en la zona
proporcional, no es produeixen deformacions permanents i la deformaci6 s’anul-la
si s’elimina la carrega. La tensio corresponent al punt B €s el /imit elastic (o).
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Quan una pega es deforma, el treball realitzat per les forces exteriors es converteix
en energia de deformaci6. L’energia queda reflectida en el grafic de ’assaig de
traccio com a I’area que queda per sota de la corba. En tota la zona elastica, 1’ener-
gia elastica es retorna al sistema un cop finalitzada la carrega.

c| o|

OF; C OF ., C
OF — — OF r—— B
Cp Cp A

decimega | [[§ 2 Proces de retorca
! descarrega

|
|
|

g g

o ——— £ P S\ £

a) b)

Fig. 3.17. Zona elastica: a) procés de carrega-descarrega; b) energia acumulada

Periode elastoplastic (zona BC). Un cop superat el limit elastic, apareixen defor-
macions permanents. En aquesta zona no hi ha equilibri, 1 en molts materials passa
desapercebuda.

En moltes ocasions, els tres valors (0,, 0., 0,) estan tan prop els uns dels altres
que ¢és dificil distingir-los.

Periode de fluéncia (zona CD). El material flueix, ¢és a dir, es deforma sense neces-
sitat d’augmentar la carrega. En teoria, el grafic hauria de ser una recta horitzontal,
pero en realitat el fenomen no ¢€s tan simple: la tensio oscil-la entre dos valors li-
mits propers entre ells. La tensio corresponent al punt C €s el limit de fluencia (o,),
1 la tensio varia entre el limit de fluencia superior 1 el limit de fluencia inferior.

Les investigacions demostren que durant la fluéncia es produeixen importants Ilis-
caments relatius entre els cristalls. Com a conseqiiéncia d’aixo0, en la superficie de
la proveta apareixen les denominades linies de Liiders, que formen amb I’eix de la
proveta un angle de 45°, causades per les tensions tangencials.

Si entrem en la zona de fluéncia, en descarregar la proveta el grafic no retorna per
la mateixa linia per la qual havia pujat, sin6 per una de paral-lela a OA, indicant
sobre I’eix d’abscisses que s’ha produit una deformaci6 permanent (¢,). En cas de
tornar a carregar-se la pega, el grafic comencaria des d’aquest punt, i pujaria per la
mateixa linia per on havia baixat.

Quan se supera el periode elastic, I’energia de deformacioé que se li entrega al sis-
tema no ¢€s retornada completament en cas de cessar la carrega. L’energia que no
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es retorna s’inverteix a produir deformacions permanents i a dissipar-se en forma
de calor (al final de I’assaig la proveta s’ha calentat notablement).

c | o |
Gp | C GF! C
O —— O — —
opf-— Cpf-— .
i i Energia no
i retornada
1) Procés | 2) Procés de ]
de carrega ; descarrega Energia
! retornada
3) Procés de
recarrega
€ €
O SP ------- - O SP R
a) b)

Fig. 3.18. Zona plastica: a) procés de carrega-descarrega; b) energia acumulada

Periode d’enduriment (zona DE). Com a conseqiiéncia d’un nou acomodament
cristal-lografic, el material experimenta un enduriment pel denominat fenomen
d’acritud. La proveta té ara més resisténcia i augmenta la seua capacitat d’admetre
carrega. Tanmateix, les deformacions en aquest periode s6n molt grans. La tensio
augmenta fins que s’arriba a la fensio de trencament (0,).

Si durant aquest periode descarreguem la peca, succeeix un fenomen similar al cas
anterior. El grafic baixa segons una recta sensiblement paral-lela a OA, i tindrem
una deformacio permanent (g,). En tornar a carregar, observem que el compor-
tament torna a ser elastic i lineal, pero la tensid de proporcionalitat €s superior a
I’original 1 desapareix el periode de fluéncia. Aquesta és una manera de canviar
les propietats mecaniques d’un material, en aquest cas, augmentar el limit de pro-
porcionalitat i el limit elastic. A un material que ha experimentat aquest tractament
se’l denomina estirat en fred. Tanmateix, la resisténcia a traccid no canvia (o, €s
la mateixa), per la qual cosa els materials estirats en fred arribaran al trencament
amb una menor deformaci6 plastica. Es a dir, el material és més fragil.

Periode de trencament (zona EF). El punt E és un punt de no-retorn: un cop supe-

rat, el trencament ¢és inevitable. La tensi6 a la qual es produeix el trencament de la
peca es denomina tensio Gltima (o).
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1) Procés | descarrega
de carrega |
I 3) Procés de
recarrega

(O e T T -
Fig. 3.19. Estirament en fred

A la figura 3.20 podem observar una seqiiéncia del comportament d’una proveta
durant ’assaig de traccio.

a)
Ly
b)
L>1L,
o |__ . — . |
.
L
d)

Fig. 3.20. Comportament de la proveta durant 1’assaig de traccio: @) estat inicial; b) estirament en
el periode elastic; ¢) fenomen d’estriccid; d) trencament

Efectiu

Convencional

ob-i0————_ £

Fig. 3.21. Diagrama convencional i diagrama efectiu

Realment la tensio de trencament no és la maxima tensi6 a la qual s’arriba en 1’as-
saig. Quan s’arriba a la tensi6 o, es desenvolupa un fenomen denominat estriccio, en
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el qual es forma una especie de coll (en anglés, necking), amb reduccié de la seccio.
Com que la maquina no redueix la forga aplicada, en reduir la seccid, s’augmenta
la tensio. Realment, el grafic amb el qual s ha fet I’explicacio6 és un diagrama con-
vencional. Sila maquina fora capag¢ de mesurar la disminuci6 de secci6 al coll d’es-
triccid, no ens mostraria un descens de tensio, sind un augment; tindriem un grafic
lleugerament distint a 1altim periode, el diagrama efectiu.

Els resultats més immediats que podem obtindre en realitzar un assaig de traccio
son el limit elastic i el modul d’elasticitat. El limit elastic s’obté directament del
grafic, encara que en la major part dels materials resulta dificil establir amb preci-
si6 on es troba aquest limit. Per aquesta ra¢ es defineix un concepte nou: el limit
elastic convencional. El limit elastic convencional és la tensid que produeix al
material una deformaci6 permanent del 0,2 %.

og (0,2 %)i___

Fig. 3.22. Limit elastic convencional
El grafic anterior ¢€s tipic de materials com el coure, 1’alumini i 1’acer al carboni.
La manera de trobar el limit elastic convencional €s fer una série d’assajos ciclics
(carrega-descarrega) en els quals s’augmenta lleugerament la carrega, fins que

arribem a produir una deformacioé permanent del 0,2 %.

L altre resultat important que podem obtindre de I’assaig €s el modul de Young (E).
El modul d’elasticitat es defineix com el pendent del grafic en la zona proporcional.

Fig. 3.23. Modul de Young
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Si agafem dos punts de la recta, podem obtindre el pendent:

E — g2—01
E2—&1

Hi ha materials en els quals el periode elastic no és perfectament una recta, fet
que provoca que la determinacio del modul d’elasticitat no siga tan evident. Per a
aquests casos es defineixen el modul tangent 1 el modul secant.

Modul secant
ES =0 / €

Fig. 3.24. Modul tangent i modul secant

Anteriorment hem mencionat els conceptes de ductilitat i fragilitat. Un material es
considera ductil quan es deforma molt des que es plastifica fins al trencament. La
fragilitat és la propietat oposada a la ductilitat.

* Materials ductils: alguns metalls i plastics.
* Materials fragils: formig6, magoneria, ceramics, petris, vidre.

La ductilitat permet que el trencament d’un material o el col-lapse d’una estructura
«ens avise», mentre que els materials fragils es trenquen practicament «sense avi-
sar». Aixo pot fer que tinguem temps d’evacuar un edifici, reparar alldo que estiga
deteriorat, etc.

En zones sismiques la propietat de la ductilitat és també molt important: els edifi-
cis molt rigids es trenquen 1 poden col-lapsar, i els ductils es deformen i1 s6n capa-
cos d’absorbir I’energia de les ones sismiques sense trencar-se.

El grafic de I’assaig per als materials fragils ens mostra 1’abséncia de zona de fluén-
cia (figura 3.25). El material es trenca amb molt poca deformacié després de superar
la zona lineal.

A la vista dels grafics de 1’assaig de diversos materials, podem deduir quins mate-

rials son més ductils (es deformen més després de la zona de fluéncia), quins més
rigids (tenen una E major) i quins més resistents (tenen una o, major).
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0

Fig. 3.25. Grafica tensio-deformacioé d’un material fragil

Exemple 3.1

A la vista dels grafics dels assajos de traccio de tres materials diferents, orde-
neu-los segons la seua ductilitat, rigidesa i resisténcia.

Material 1

\
* Material 2

Material 3

o ——— e £
Fig. 3.26. Exemple de tipus de materials amb comportaments diferents

* L’ordre dels materials segons la seua ductilitat és: 2, 1, 3.

* L’ordenaci6 segons el material més rigid és: 3, 2, 1.

» Segons la resisténcia els ordenem: 1, 2, 3.

3.6.3. Comportament a compressio

Fins ara s’han analitzat només els assajos de traccid. Si una proveta d’un material
ductil es carregara a compressio, el grafic tensio-deformacié que obtindriem seria
basicament el mateix en els primers trams. El comportament seria el mateix en la
zona elastica 1 el comengament del periode de fluencia. El limit de proporcionalitat
en metalls ductils, com I’acer, és practicament igual a traccio 1 a compressio. Per
a valors més elevats de deformacid, les corbes de traccid i de compressid son més
diferents, ja que a compressio no es produeix el fenomen d’estriccié. Al contrari,
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en comprimir una petita proveta de material ductil, els seus costats comencen a
fer-se més amples, 1 pren forma de tonell. Finalment la proveta s’esclafa, oferint
una resisteéncia addicional, per la qual cosa el grafic torna a tindre més pendent.

- O  Periode OA

Periode AB

)

Periode BC

(G

C

Fig. 3.27. Comportament a compressi6 d’un acer ductil

Els materials fragils a compressio també tenen una regi6 inicial que és lineal,
seguida d’una zona on s’incrementa I’acurtament a un ritme més elevat que la car-
rega. El diagrama tensid-deformaci6 té un perfil similar al de traccié. Tanmateix,
els materials fragils solen arribar a tensions Ultimes més elevades a compressio
que a traccio. Per exemple, el formig6 té una resisténcia deu vegades més gran a
compressio que a traccid. Una altra diferéncia amb els materials dictils és que els
materials fragils es trenquen a compressio.

|eo

zona
elastica lineal |

Fig. 3.28. Comportament del formigoé a traccié i compressio

3.6.4. Diagrames idealitzats

Els diagrames que hem vist fins ara poden no ser practics per a treballar amb ells,
per la qual cosa, en determinades circumstancies, els reemplacem per diagrames
idealitzats. El diagrama idealitzat d’un material ductil consta de dos trams rectes,
un d’ells inclinat, que correspon al periode elastic; I’altre horitzontal, el qual re-
presenta el periode de fluencia. L’altim periode d’enduriment realment no interes-
sa, perque abans d’arribar-hi, considerarem que el material ha fallat.
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En els materials fragils, com que el limit de proporcionalitat esta tan proxim al de
trencament, només representem el tram recte corresponent al periode lineal.

Per als materials plastics, el diagrama és una recta horitzontal. Representa que si
estan sotmesos a una carrega, es deformen indefinidament sense necessitat d’aug-
mentar la tensio.

c!
GF!—

Fig. 3.29. Diagrames idealitzats: a) ductil; b) fragil; c) plastic

Els acers de construcci6 tenen un comportament paregut en traccid i en compres-
sio (si la peca no €s molt esvelta), 1 solen representar-se mitjancant diagrames
trilineals.

Fig. 3.30. Diagrama trilineal de 1’acer de construcci6

3.7. Efecte de la temperatura

Es conegut per tothom que la major part dels cossos augmenten les seues
dimensions quan augmenta la temperatura, 1 al contrari: si baixa la temperatura,
les seues dimensions disminueixen.

Normalment, dins d’un rang de temperatura determinat, podem suposar que hi ha
una relacid lineal entre la variacio de temperatura i la deformacidé que es produeix
com a conseqiiéncia.

ET:OL‘AT

El coeficient de proporcionalitat és una constant del material, denominat coefi-
cient de dilatacio termica lineal. Les seues unitats son °C”', de manera que en
multiplicar per la variacio de temperatura en °C, el resultat és adimensional (com
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han de ser les deformacions). Per exemple, el coeficient de dilatacié térmica de
I’acer és: o= 1,2-10”° °C"'. Els coeficients son positius, de manera que una variacio
de temperatura positiva (calfament) ens proporcionara una deformacid positiva
(dilatacid) 1 una variacid de temperatura negativa (refredament) ens donara una
deformacio6 negativa (contraccio).

L’equaci6 anterior €s aplicable als solids en abséncia de tensions. Si existeixen
tensions addicionals, la deformacio que produeixen les tensions ha de sumar-se a
la deformaci6 per causa de la temperatura. Les deformacions que provoca la tem-
peratura son sempre del tipus longitudinal, no afecten les deformacions angulars.

La llei de Hooke, si tenim en consideracio la temperatura, ens queda:

1
&x =z (0x — u(oy +07)) + a - AT yXy:TXTY
1
Sy:E(Uy—H(Ux+Uz))+(l'AT yXZ=TXTZ
T
sz=%(az—u(crx+ay))+a-AT )/yz=%

Si considerem només el simplificat cas freqiient, del qual hem parlat anteriorment:

SX=%+(Z‘AT VXY=TXTY
£Y=—,uJ—EX+a~AT yXZ=TXTZ
SZ:—[JO-_EX'F(X'AT ]/YZZO

La variacié de dimensions d’una peca com a conseqiiéncia de la temperatura no
genera tensions addicionals, mentre la deformacié no estiga impedida. En el mo-
ment en que una peca tinga impedit o limitat algun moviment, si apliquem una
variacié de temperatura, apareixeran tensions en la direccio corresponent. Aquesta
¢s la rad de I’existencia de les juntes de dilatacio.

Un altre efecte de la temperatura el trobem en les estructures metal-liques en les
quals les unions es fan per soldadura. Com que s’aporta una gran quantitat de ca-
lor, apareixeran tensions addicionals en les juntes d’unid, que moltes vegades no
son tingudes en compte.

Exemple 3.2

Tenim una biga d’acer com la de la figura, a la qual se li aplica un increment de
temperatura només en una de les meitats. La secciod és rectangular massissa
de 4 x 6 cm. Calculeu les tensions i les dimensions finals de la biga. No considereu

el pes propi.

Dades: L=5m; E=210 GPa; aa=1,2:10° °C'; AT = 100°C; n = 0,3.
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Anomenarem peca | a la meitat amb 1’increment de temperatura, i peca 2 a I’altra
part. Com que no hi ha carregues i la deformacid no esta impedida, no apareixe-
ran tensions 1 la deformaci6 sera la mateixa als tres eixos en la pega 1, i zero en
la peca 2:

€,~€,~¢,=a AT=12-10"

X1 Yl

AT

L2

L2

Fig. 3.31. Exemple 3.2

La variaci6 de longitud de la pega 1: ALy = &xq - §= 0,003 m.
L
La longitud final: Lgy = 5 + AL; = 2,503 m.
Com que la pega 2 no es deforma, la longitud final de la barra és: L = 5,003 m.

Les dimensions laterals de la peca 1 varien, pero les de la peca 2 es mantenen
iguals.

app=a-+4a; =a+a-e1=4-(1+18-107*) =4,005cm

bpr=b-+4b;=b+b-g =6-(1+18-107%) = 6,007 cm

Exemple 3.3

Repetiu I’exercici anterior si les condicions de sustentaci6 de la biga es canvien
per les de la figura 3.32.

En aquest cas, la longitud final de la peca ha de ser la mateixa, a causa de 1’altre re-
colzament que apareix. Per tant, podem dir que la variacio total de longitud és zero.
La variaci6 global de longitud és la suma de les variacions de longitud de cadascuna
de les parts.
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La peca 1 esta sotmesa a un increment de temperatura, i tractara de dilatar-se.
Dr’altra banda, la pega 2 no la deixa dilatar-se tant com ho faria si estiguera lliure.
Per tant, la pega 1 estara comprimida. La peca 2 sera espentada per la pega 1, en el
seu intent per dilatar-se, i també estara comprimida.

/

AT

L2

L2

B

Fig. 3.32. Exemple 3.3

La forca que fa una pega sobre 1’altra, pel principi d’accio-reaccio, sera la mateixa
1 de sentit oposat. La tensi6 és una forca dividida per una superficie. En aquest cas,
les superficies son iguals en ambdues peces, 1 com a conseqiiéncia, les tensions
tamb¢ ho son.

F

-2 F(Z—I) 0y Al Oy Az_> Oy~ Oy,

AL=0=AL1+A4L, ALi=Zen Al = Zéx
Com que les tensions son iguals, les anomenarem amb la mateixa lletra (o).

e =2+a- AT ey =1 (g+a~AT)§+(§)§=0

Podem aillar la tensio:

—a-AT-E 12 1075-100-210 - 10°

= — . 9
> > 1,26 - 10°Pa

o=

Ja podem calcular totes les variacions dimensionals:

e, =6 10" AL=15-10°m  L,=25015m
e, =6 10" AL,=-15-10°m  L,=24985m
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o
e =~ ta-AT=138-10° Aq,=5,5210% cm a,=40055 om

_u;o’

&2 = —fF— =1,8-1073 Aa,=72-10" cm a,= 4,0007 cm
_— Ab =828 107 cm bﬂ= 6,0083 cm
£,= €&, Ab,=1,08-107 cm bf2= 6,0011 cm

Quant a les propietats mecaniques del material, la temperatura també té la seua
influéncia. Per exemple, en assajos fets a acers amb baix contingut de carboni
(0,15 %) (Stiopin, 1968: 45-46), un increment de temperatura fa disminuir el limit
elastic i el limit de proporcionalitat. Tanmateix, la tensi6 de trencament és superior
a la que es té en condicions normals, fins que arribem a 300 °C. A partir d’aquesta
temperatura, el valor cau sobtadament. A més, la capacitat de deformaci6 és molt
variable segons la temperatura.

ol
500 MPa |

200°C

300°C

|
i
i
|
250 MPa |

} 400°C
|

0]

Fig. 3.33. Influéncia de la temperatura en un acer amb baix contingut en carboni

3.8. Influencia del temps

Els diagrames tensid-deformacié amb els quals s’ha treballat fins ara, se suposa
que han sigut obtinguts d’assajos que involucren cicles estatics de carrega de les
provetes. Per tant, en 1’analisi no ha sigut considerada la variable temps. Tan-
mateix a alguns materials els afecta que les carregues siguen mantingudes per
periodes prolongats de temps. Aquest fenomen, denominat en anglés creep, pot
manifestar-se de diverses maneres.

Fluéncia plastica. Imaginem una barra penjada verticalment, carregada amb una
forca P. Com a conseqiiéncia de la carrega, es produeix una deformacié que po-
driem considerar immediata (encara que no ho és totalment, realment necessita un
cert temps per a desenvolupar-se) a I’instant inicial (g,). Si mantenim la carrega
constant, a causa del flux plastic, la barra pot augmentar gradualment la seua lon-
gitud, com podem veure en el grafic de la figura 3.34.
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Cansament o relaxacio. Imaginem ara una barra que s’estira entre dos recolza-
ments fixos, de maenra que la longitud inicial es manté constant, i la tensio inicial
€s 0,. Amb el temps, la tensié disminuira gradualment, fins que al final s’arribara
a un valor constant. Aquest fenomen també¢ és una manifestacio6 del flux plastic. El
cansament pot produir-se en les armadures pretensades de les peces prefabricades
de formig0, o en les armadures posttesades.

€ c

Fig. 3.34. Efecte del temps: @) fluéncia; b) cansament

El flux plastic és més important a temperatures elevades que en condicions nor-
mals, 1 per tant, és important tindre-ho present quan es fa el disseny d’estructures
que han de treballar a altes temperatures durant llargs periodes de temps. L’homo-
geneitat del material també té la seua influeéncia sobre el fenomen: en els materials
més heterogenis, la fluéncia i relaxacio és major.

3.9. Concepte de fallada i coeficient de seguretat

3.9.1. Concepte de fallada

Una estructura sera teécnicament acceptable si satisfa tots els requisits de segure-
tat 1 funcionament. La seguretat exigeix que ’estructura siga capag¢ de suportar
les carregues a les quals estara sotmesa, durant la seua vida projectada. Les car-
regues de disseny, aquelles que suposem que actuaran sobre 1’estructura, poden
establir-se mitjangant codis, normatives o especificacions, o a partir de carregues
reals de servei que siguen conegudes.

La vida util d’una estructura concreta finalitza quan les condicions de servei canvi-
en, de tal manera que I’estructura es torna antieconomica o insegura, o quan falla.
La fallada d’una estructura no fa referéncia al trencament de I’element, sin6 a I’in-
compliment dels requisits establerts per al seu s normal. Aquests requisits poden
ser: una tensio inacceptable, deformacions excessives, desplagaments, vibracions,
o qualsevol altre dany indesitjable.

En I’assignatura que ens ocupa, considerarem que els materials han de treballar en
la zona elastica lineal, 1 si se supera el limit elastic, assumirem que 1’estructura ha
deixat de ser valida. En materials ductils, aquesta tensio esta molt lluny de la de
trencament, pero en els fragils estan més prop 1’'una de I’altra.
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Existeixen metodes de calcul que permeten arribar fins a la plastificacié de les
seccions d’acer estructural, perd es tracta d’'un metode avangat que queda fora dels
objectius d’aquest curs. Com es veura en assignatures posteriors, en els calculs de
formigd armat, també s’assumeix la plastificacio de les armadures.

3.9.2. Coeficients de seguretat

En el calcul d’estructures tenim tota una serie d’incerteses que hem de cobrir amb
coeficients de seguretat:

* Les carregues que actuen sobre una estructura poden ser del tipus determi-
nista, en el qual la carrega és perfectament coneguda i invariable. No obstant
aixo, en la major part d’estructures d’edificacio, les carregues seran del tipus
probabilista. Les carregues de vent, neu, sisme, sobrecarregues d’us o acci-
dentals, térmiques, etc., no sén conegudes al 100 %. Unicament es pot fer
una aproximacio a partir de dades estadistiques d’ocurréncia de valors ma-
Xims, o criteris pessimistes d’iis. Es per aixo que les normatives exigeixen la
utilitzacio6 de coeficients de seguretat per a les carregues. Aquests coeficients
son majors que la unitat.

» Les caracteristiques dels materials emprats no sempre sén exactament les
especificades, a causa, per exemple, del procés de fabricacié. Aixo pot fer
que la resistencia del material siga menor que la que es pensa. Habitualment
s’utilitza un coeficient de seguretat que minora la resistéencia del material.
Segons la fiabilitat del procés de fabricaci6 el coeficient sera major o menor
1 vindra indicat en la normativa especifica.

» Altres condicionants també poden fer apropiat I’1s d’un coeficient de segu-
retat, com ara la falta de precisi6 en ’execucié de I’estructura, el deteriora-
ment dels materials amb el temps, la precisio en els metodes d’analisi, si la
fallada és gradual o sobtada, si les conseqiiencies de la fallada son catastro-
fiques, etc.

Un coeficient de seguretat sobre la resisténcia és una constant que minora la tensio
maxima que estem disposats a assumir. Com ja hem dit a [’apartat anterior, en
materials ductils no deixarem que el material arribe al limit elastic, per tal d’asse-
gurar que treballara segons el regim elastic.

OF
Ogdm = -
S

En materials ductils, com que la tensio de trencament esta més prop del limit elas-

tic, es pot minorar O, pero a causa del risc de col-lapse, el coeficient de seguretat
sera bastant més elevat.
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Un altre concepte que utilitzen les normatives €s una espécie de factor d’aprofi-
tament:
Eq
Eadm

<1

Es a dir, I’esforg de disseny (aquell que hem previst que tindra una seccié determi-
nada segons el calcul) dividit per I’esfor¢ maxim que és capag de suportar la seccid
no ha de ser superior a la unitat. Dit d’una altra manera: I’esfor¢ de disseny no ha
de superar 1’admissible.

La divisio d’ambdos termes pot ser considerada un factor d’aprofitament, és a dir,
un indicador de com de prop esta I’estructura d’arribar al seu limit.

3.10. Criteris de trencament 1 plastificacio

Els diversos materials estan caracteritzats a partir d’assajos, mitjangant els quals
determinarem les tensions de limit elastic, de trencament, etc., per a unes determi-
nades configuracions de carrega. Com que els tipus de carregues i tipus de geome-
tries son infinits, hauriem de fer un assaig per a cada cas particular. Evidentment,
aixo és inviable.

En un cas d’una barra sotmesa a traccid, tenim només una tensié normal, que vindra
en funcid de la carrega que actue sobre ella. Per a un material determinat, tindrem
les dades de I’assaig de traccio, que ens donara el limit elastic, tensio de trencament,
etc. En aquest cas, saber si una barra supera la tensio admissible del material és tan
senzill com comparar ambdos valors, la tensio calculada i la de 1’assaig.

Quan tenim un cas més complex, podem tindre tensions tangencials 1 inclus
podriem tindre altres tensions normals als altres eixos. La qiiestidé que se’ns pre-
senta €s com comparar aquest estat de tensions tridimensional amb les dades dis-
ponibles, que han sigut obtingudes a partir d’un estat de tensions unidimensional
(assaig de traccid / compressio).

a) b)

Fig. 3.35. Criteris de trencament: ) estat tridimensional de tensions; ) tensié equivalent
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La solucid és transformar aquest estat de tensions tridimensional en un estat unidi-
mensional equivalent. El problema és que aquesta transformacio6 no esta basada en
una teoria tnica: hi ha diversos autors que han desenrotllat criteris per trobar una
tensio equivalent (Oeq). La tensio equivalent és una tensio teorica que faria que la
peca estiguera igual de proxima a la fallada que quan té I'estat tridimensional real.

Descriurem ara tres dels criteris que existeixen, encara que n’hi ha més, que poden
ser trobats a la bibliografia recomanada.

Com a pas previ per a aplicar els criteris, sera necessari el calcul de les tensions
principals.

3.10.1. Criteri de Rankine o de la maxima tensidé normal

El criteri de la maxima tensi6 normal estableix que la fallada del material es produira
quan la maxima tensi6 principal (en valor absolut) siga igual o major que la tensio
admissible. Per tant, la tensid equivalent, o tensi6 de comparacio, en aquest criteri
és:

G, = max(o,|,/o)

e

Suposem que les tensions principals han sigut ordenades de major a menor i com
a conseqiéncia, la tensié 0, no pot ser mai la major en valor absolut.

La prediccio de la fallada es fa quan: Our” O

Suposem un estat pla de tensions. El criteri de Rankine és:

G, = max(o,|,/o;)

Gy | Gy |
Oadm | |
|__ B |
| _T csadm,Tl
PR | |
JE S \ NN NN o R -
Gadm . Oadm O1 Gadm,C csadm,T G
icadm icadm,C

Fig. 3.36. Criteri de Rankine
Aix0 podem representar-ho graficament, de manera que la parella de tensions prin-

cipals 6, 0, ens donara un punt al grafic. El grafic és diferent si les tensions ad-
missibles a tracci6 i a compressio son iguals o si no ho soén. Si el punt queda dins
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del quadrat (com el punt A) el criteri de Rankine no prediu la fallada, i si queda
fora (com el punt B) el criteri ens diu que la peca fallara. Com que les tensions
han sigut ordenades de major a menor, I’inica zona possible dins del quadrat és la
zona ratllada (o, > ©,).

Els experiments ens diuen que aquest criteri no resulta valid per a predir la fallada
de materials ductils, pero prediu raonablement bé les fallides a traccid de materials
fragils, com ara vidre i ferro colat.

3.10.2. Criteri de Tresca o de la maxima tensio tangencial

Aquest criteri estableix que la fallada del material per fluéncia succeeix, en un es-
tat tensional determinat, quan la tensi6 tangencial maxima és igual o major que la
maxima tensié tangencial que es produeix a I’assaig de tracci6. Com que no hem
entrat en profunditat en I’estudi de les tensions i com es relacionen entre elles, sim-
plement direm que pot demostrar-se que la maxima tensio tangencial és la meitat
de la diferéncia entre les tensions principals extremes. Aixi mateix, en 1’assaig de
traccio totes les tensions son nul-les, a excepcid de 0, i en el punt on s’arriba al
limit elastic 0, = O,.

o . . 01 -03 _OE
El criteri de Tresca prediu la fallada si:  Tmix = —— > = -

Es a dir, podem considerar com a tensio equivalent de Tresca la que podem com-
parar amb la tensio admissible:
En el cas tridimensional: o,

r 9,7 0;

=0,-0,.

En tensio plana: o
eq, T

Si fem una representaci6 grafica similar a I’anterior, la prediccié de la fallada es
produira si el punt representatiu de les tensions principals es troba fora del poligon
de la figura.

02| 92|

Oadm | |

Fig. 3.37. Criteri de Tresca
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Si en el punt d’estudi només existeixen les tensions o, i T, (situacié relativament
habitual), no fa falta calcular les tensions principals 1 el criteri se simplifica:

_ 2 2
Oeqr =+ 0x + 4Ty

Els experiments indiquen que aquesta teoria €s valida per a materials ductils, pero
¢és lleugerament conservadora. El criteri s’utilitza amb freqiiencia en aplicacions
de disseny practic per la seua senzillesa 1 la seua tendéncia conservadora.

3.10.3. Criteri de Von Mises o de la maxima energia de distorsio

Quan un solid es deforma, es desenvolupa una energia de deformacié. En el paral-
lelepipede elemental, aquesta energia pot ser descomposta en una part d’energia
que s’empra per produir una dilatacio del prisma 1 una altra part que provoca la
distorsio angular del paral-lelepipede.

El criteri de Von Mises prediu la fallada quan la maxima energia de distorsio que
es produeix al punt iguala o supera la maxima energia de distorsi6 en 1’assaig de
traccid. Sense entrar en desenrotllaments dels principis energetics, la tensio equi-
valent de Von Mises és:

1
Cas tridimensional: Oeqvm = \/f [(01 — 02)? + (01 — 03)? + (02 — 03)?].

Cas bidimensional: Geqvm = \/012 +0f — 010z,

La representaci6 del criteri €s una el-lipse, 1 el criteri predira la fallada si el punt
representatiu queda fora de la zona ratllada.

Gzl

Fig. 3.38. Criteri de Von Mises

Igualment que en el criteri anterior, si en el punt d’estudi només existeixen les
tensions 0, 1T, ., no fa falta calcular les tensions principals i €l criteri se simplifica:

_ 2 2
OeqvM = \ox + 3Ty
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Els experiments mostren una bona correlacié d’aquest criteri amb el comporta-
ment dels materials dictils sotmesos a estats generals de tensio. Aquest criteri €s
I’nic que es menciona en la normativa actual d’acer.

Podem fer una comparativa entre els tres criteris anteriors en un Unic grafic. Pot
apreciar-se que hi ha molta zona comuna en les tres teories, perd veiem que alguns
punts poden quedar dins en alguna teoria i fora en una altra.

(52'

Oadm |

Fig. 3.39. Comparativa de criteris
Si analitzem els punts representats:

* El punt A mostra una situacio en la qual el criteri de Rankine no prediu la
fallada, pero els altres dos criteris si.

* Elpunt B és un cas que el criteri de Rankine 1 el de Von Mises donen per bo,
pero segons Tresca s’arribaria a la plastificacio.

* El punt C seria acceptable segons Von Mises, pero les teories de Rankine i
Tresca prediuen la fallada.
Exemple 3.4

En un punt d’un element d’acer S275 d’una estructura s’ha realitzat 1’estudi dels
esforcos 1 tensions, 1 s’han obtingut els valors segiients:

* o0, =-90 MPa.
* 1,,= 35 MPa.
* t,,= 110 MPa.
a) Obteniu les tensions principals.

b) Estudieu si els criteris de trencament 1 plastificacié de Rankine, Tresca 1
Von Mises prediuen la fallada del punt.
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Dades: I"acer S275 té una tensi6 de limit elastic o, = 275 MPa (en la normativa
d’acer es denomina fy). El coeficient de seguretat €s n_= 1,05 (en la normativay,,).

La tensid admissible és:

fya = f—y = 261,91 MPa
Ym

Calcul de les tensions principals:

1
A = E(an + \/41’,2“, + 412, + O-r%X) = 101,12 MPa

1
2o =5 <an - \/41}%}, + 412, + a,3X> = -191,12 MPa

2.3:0

Ordenem les tensions de major a menor.

o, = 101,12 MPa
o, =0
o3 = —191,12 MPa

aquestes son les tensions principals en el cas tridimensional. No obstant aixo, po-
o, = 101,12 MPa

driem considerar-ho simplement com un cas pla: o, = 191,12 MPa

En qualsevol dels casos, els resultats seran els mateixos.

Criteri de Rankine: Opn= max(|o |,|o,]) = 191,12 MPa.

R
Per comparacié amb la tensi6 admissible, veiem que la tensié equivalent és molt
menor. Aixo significa que el criteri de Rankine ens esta dient que el punt esta bas-
tant lluny de la fallada.

=0,-0,=292,23 MPa.

Criteri de Tresca: O, 7

Aquest valor esta per damunt de la tensié admissible; per tant, el criteri prediu que
el material arribara a la seua plastificacio.

Criteri de Von Mises:

1
OeqvM = \jz [(01 — 02)% + (01 — 03)2 + (02 — 03)?] = 257,05 MPa

Segons Von Mises, el punt esta prop de la tensié admissible, perd no s’hi arriba.

Com que el material és acer (ductil) sabem que el criteri de Rankine no és ade-
quat. Aixo0 es pot veure clarament en els resultats: el criteri de Rankine €s molt
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més optimista que els altres dos, que si que son adequats per a materials ductils.
Podriem tindre el dubte de si finalment fallaria el material o no, perque el criteri de
Von Mises ens diu que el material esta al limit (encara que per sota) i el de Tresca
ens diu que el material es trencara, pero ja sabem que aquest criteri és lleugerament
pessimista. A partir d’aquestes dades, correspon al técnic prendre una decisio: ac-
ceptar la peca o fer variacions en el disseny perque les tensions disminuisquen.

Exemple 3.5

Considerem un material amb una tensié admissible, tant a traccié com a compres-
si6 de 260 MPa. Estudieu en cadascun dels casos segiients si els criteris de trenca-
ment i plastificacié prediuen la fallada.

a) 6,,=200 MPa; 0,,= 50 MPa; 6, =150 MPa.
* Criteri de Rankine: Opr™ max(|o |,|0,]) = 200 MPa. No prediu la fallada.

e C(riteri de Tresca: O, =0, —0,= 350 MPa. Prediu la fallada.
e Criteri de Von Mises:

OeqvM = \/%[(01 —02)? + (01 — 03)? + (02 — 03)%] = 416,83 MPa
Prediu la fallada.
b) o,,= 300 MPa; o, = 110 MPa; o, = 50 MPa.

* Criteri de Rankine: Our™ max(|o|,|0,]) = 300 MPa. Prediu la fallada.
* Criteri de Tresca: 0, ;= 0,— 0, =250 MPa. No prediu la fallada.
* Criteri de Von Mises:

OeqvM = \/%[(01 —02)? + (01 — 03)? + (02 — 03)%] = 290,09 MPa
Prediu la fallada.
¢) 0,,=-50 MPa; o, =200 MPa; 6, =-270 MPa.

* Criteri de Rankine: Oun™ max(|o|,|0,]) = 270 MPa. Prediu la fallada.
* Criteri de Tresca: 0, ;= 0,— 0, =220 MPa. No prediu la fallada.
* Criteri de Von Mises:

Oeqvm = \/%[(01 —02)% + (01 — 03)? + (02 — 03)?] = 254,07 MPa
No prediu la fallada.
Conclusio: poden existir estats de tensio en els quals els tres criteris ens donen

resultats diferents. Per aquesta rad, es fa necessari saber quin d’ells resulta més
apropiat en cada cas concret, segons el material 1 el tipus de carregues analitzades.
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3.11. Principi de superposicio

Si el comportament del material és lineal (existeix una relacié de proporciona-
litat entre tensions 1 deformacions), pot enunciar-se el principi de superposicid
d’efectes: «I’efecte causat per diverses carregues actuant simultaniament sobre un
solid és igual a la suma d’efectes causats per cadascuna de les carregues actuant
separadamenty.

D’acord amb aquest principi, els efectes d’una carrega son independents del fet
que existisquen préviament unes altres carregues aplicades, 1 els efectes son iguals
als que produiria si el solid estiguera descarregat.

Aquest principi sera valid si assumim el principi de petita deformacio, segons el
qual I’efecte d’una carrega no afecta la manera en que s’apliquen les altres carre-
gues.

Quan en la definici6 diem «efecte» ens referim tant a les reaccions com als esfor-
¢os, les tensions i les deformacions.

Exemple 3.6

Comproveu el principi de superposicio en la biga voladissa segiient (cotes en m):

AP

Fig. 3.40. Exemple 3.6. Enunciat
Dades: P =30 kN; q= 10 kN/m; L =4 m.

El principi de superposicid afirma que el sistema anterior pot descompondre’s en
dos sistemes, de manera que la suma dels efectes d’aquests dos sistemes siga igual
als efectes del sistema inicial.

Y Y

a) b)

Fig. 3.41. Exemple 3.6. Descomposici6 del sistema: a) subsistema 1; b) subsistema 2
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Calculem primer les reaccions. Subsistema 1:

YXFx=0-Ryx1 =0
ZF;=0_)RAy1=Q'L=10kN
ZIVIZ{=0—>MA21=q-L~§=80 kN - m(antihorari)

Subsistema 2:

2Fx=0- Ryx, =0
ZF;=O—>RAYZ=_P=—30kN
YM,;=0->M,,,= —P-%= —90 kN - m(horari)

Sistema complet:

YFx=0->Ryx=0
YFy=0->Ryy=q-L—P=10kN
ZMZ:O—)MAZ_q.—LZ— -%:—10kN-m(horari)

T2
Resulta immediat adonar-se que:

RAX - RAXI t RAX2

RAY - RAY] + RAYZ
MAZ - MAZl t MAZZ

Representem ara les lleis d’esforgos tallants i moments flectors.
Subsistema 1:

Vy,(x) =40 — 10x

0<x<4
O=x<4m) M, (x) = 40x — 5x* — 80

Subsistema 2:

Vyz(x) =-30

(0<x<3m)
Mzz(X) =90 — 30x

Bm<x<4m) I\I:IZ((J;)) Z%
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Sistema complet:

Vy(x) =10 — 10x
(0=x<3m)pm,(x) = 10x — 5x% + 10

Vy(x) =40 — 10x
(Bm=X=4m)p (x) = 40x — 5x2 — 80

Es també immediata la verificacio del fet que:

Vy(x) = Vy1(x) + Vya(x)
Mz(x) = Mz (x) + Mz (x)

(st hi haguera axial, també es verificaria).

La mateixa comprovacio la podem fer de manera grafica.

Vyi(x)
40 kN 30 kN -80 KN-m
I 10 kN |
|
! ! X ] ! X
| | My;(x) | |
Vya(x) I I I I
| X ! | X
| | |
| | |
-30 kN | I I
I I 90 KN-m | I
Vy(x) I I M, (x) I I
10 kN | 10 kN I I
-5 kN-m X
X
10 KN‘m
1 15 KN-m
-20 kN 1
My (x)

Fig. 3.42. Exemple 3.6. Diagrames d’esforgos
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Problemes proposats

3.1. En un punt d’un element d’acer S275 d’una estructura s’ha realitzat I’estudi
de les tensions, 1 s’ha obtingut el segilient resultat:

* o, =150 MPa.
* T, = 50 MPa.
* t,,= 120 MPa.

a) Calculeu les tensions principals.

b) Estudieu si els criteris de trencament 1 plastificacié de Rankine, Tresca
1 Von Mises prediuen la fallada del material.

Dades: per a I’acer S275, la tensio de limit elastic és fy =275 MPa 1 el coeficient
de seguretat és y,, = 1,05.

3.2. Tenim un cilindre d’acer S275 que a una temperatura de 20 °C mesura 5 cm
de diametre 1 20 cm de llargada. Si introduim el cilindre en un forn a 150 °C,
calculeu:

a) Dimensions finals del cilindre.
b) Tensions que s’assoleixen.
¢) Si es produira la fallada del material.

Dades: .=1,2-10° °C"!'; u =0,3; E=210 GPa; fy =275 MPa; y,, = 1,05.

3.3. Considerem el mateix cilindre de I’exercici anterior dins d’un marc perfec-
tament indeformable que impedeix la deformaci6 en I’eix X. Calculeu els
mateixos punts de I’exercici anterior quan el cilindre es fica dins del forn.
Les deformacions als altres dos eixos no estan impedides.

Marc indeformable

NN
\ Cilindre

Fig. P.3.03

3.4. Tenim dos prismes rectes de dimensions idéntiques, un d’acer i un altre
d’alumini. Les dimensions inicials son a = 12 mm, b = 10 mm de base 1
L =20 mm d’al¢aria. Ambdos cilindres estan dins d’un marc indeformable,
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que té un joc entre la peca i la base superior de AL = 0,1 mm. Les peces te-
nen suficient joc pels laterals per a considerar que mai es tocaran entre ells
ni amb el marc.

Calculeu:

a) L’increment de temperatura necessari en cadascun dels materials perque
es tape el joc superior.

b) Dimensions finals dels prismes quan es tapa el joc.

¢) L’increment de temperatura necessari en cadascun dels materials perque
s’arribe al limit elastic del material.

Ac t‘ Al

\ Marc indeformable

0,1

Fig. P.3.04
Dades:

» Per a ’acer, vegeu problema 3.2.
* Per al’alumini: o = 2,4-10° °C"; u = 0,33; E = 70 GPa; fy =90 MPa.
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TEMA 4

Esforg axial

4.1. Introduccio

En aquest tema, 1’estat de tensions corresponent a un solid 1 una seccié recta per-
pendicular al seu eix sera de tal manera que 1’inica component d’esfor¢os no nul-
la, de les sis possibles, sera la component normal (N). Si I’esforg axial €s positiu,
direm que la peca esta treballant a traccio, 1 si €s negatiu, a compressio.

El problema de I’esforg axial €s molt important en I’ambit de 1’enginyeria d’edifi-
caci0. Molts dels elements que s’hi utilitzen treballen inicament suportant aquest
esforg, per exemple, cables, tirants, armadures del formigo, puntals, etc. A més,
hi ha un tipus d’estructures les barres de les quals només treballen a traccid o
compressio. Son les estructures articulades amb carregues als nucs, com ara les
gelosies 1 encavallades.

Com ja hem vist anteriorment, la relacio existent entre tensid normal 1 esforg axial és:
N = foO'n X dA

Als segilients punts plantejarem un metode per a calcular els esforcos axials en
estructures articulades.

L’existencia d’esforg axial provoca en la pega una variacié de longitud (AL). Les
estructures que estan formades per diverses barres unides entre elles han de mou-
re’s d’una manera compatible. En aquest tema estudiarem les deformacions que
produeix 1’esfor¢ axial 1 analitzarem com es mouen les estructures de barres.

La compatibilitat de desplagaments €és una eina que ens ajudara a resoldre els

problemes hiperestatics que es plantegen en la major part dels casos reals, com
veurem al final del tema.

4.2. Distribucio de tensions en la seccid

4.2.1. Hipotesi de Bernouilli

A priori no sabem com sera la distribuci6 de tensions als punts d’una seccid sot-
mesa a esfor¢ axial. Per tal de deduir-ho, és necessari assumir una hipotesi basada
en estudis experimentals, la hipotesi de Bernouilli: «les seccions planes perpen-
diculars a I’eix de la peca romandran planes i perpendiculars a 1’eix de la peca
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després de produir-se la deformacioy». Les seccions planes es desplacen al llarg de
I’eix de la pega, pero no giren ni es bomben.

L
P p
<« >
FLTTTEV
P p
<« >
L

Fig. 4.1. Hipotesi de Bernouilli

Totes les fibres que tenen una longitud L s’allarguen un mateix AL. Per tant, la
deformaci6 longitudinal unitaria és la mateixa per a totes elles.

AL
E = —
L

Com que assumim que estem dins de la zona elastica, es compleix la llei de Hooke:
o=¢-E

Com que E ¢és una constant, i la deformacié també ho és, podem concloure que la

tensio també ha de ser una constant. Tots els punts d’una seccié sotmesa a esforg

axial tenen la mateixa tensié normal. Imaginem ara una barra sotmesa a una carre-
ga constant NV i de seccid transversal 4.

Q
I
>|=

La hipotesi de Bernouilli també ens diu que les deformacions angulars son zero en
les seccions rectes, per la qual cosa, segons la llei de Hooke, les tensions tangen-
cials tamb¢ ho seran.

L’equacid anterior només és valida per a punts suficientment allunyats del punt

d’aplicaci6 de la carrega. Prop d’eixos punts té lloc una distribucié de tensions
més complicada.

4.2.2. Principi de Saint-Venant
«El valor de la tensio en els punts d’un solid situats suficientment lluny dels

punts d’aplicacio de la carrega depén molt poc de la forma d’aplicacio de les
carregues.»
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Alafigura 4.2, les tres bigues es troben sotmeses a carregues que son estaticament
equivalents. A una distancia suficient, la tensio és constant i la mateixa en les tres.
En les proximitats de I’extrem la carrega distribuida produeix una tensio uniforme,
pero les carregues puntuals crearien punts de major tensié al voltant del seu punt
d’aplicacié 1 menor en punts allunyats dins de la seccid. En tot cas, com a conse-
qiiencia d’aquest principi, en la major part dels casos treballarem amb una tensio
mitjana dins de la seccio.

zona amb
tensio constant
c=P/A
P P
- | R
\ |
T P/2
P —
P | P/2
| »
& =P/h
P | — q
- | = pb—=
| >

Fig. 4.2. Principi de Saint-Venant

El principi de Saint-Venant és valid també per a uns altres tipus d’esfor¢, no només
per a I’axial.

El vector tensio, en abséncia de tensions tangencials, tindra la direcci6 de I’eix X,
1 per tant, només existira component normal.

4.2.3. Efecte de concentracio de tensions

Un concentrador de tensions és una discontinuitat geometrica que altera la distri-
bucio de tensions en les seues immediacions. La discontinuitat pot ser un forat, una
entalla, un canvi de dimensions, etc. En les proximitats del concentrador, la tensid
pot augmentar de manera significativa, inclis duplicant o triplicant la tensié mitjana.

P P TP

(3

maxima

ISl
e P

P P lP

Fig. 4.3. Concentraci6 de tensions

G,

maxima

c .. =
mitjana
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En els punts de la seccid proxims a la discontinuitat els models simplificats de re-
sisténcia de materials no son valids per al calcul exacte del valor real de la tensio.
La tensio maxima real en les proximitats del concentrador es pot calcular com el
producte de la teodrica, calculada amb el model simplificat, multiplicada per un
coeficient, denominat factor teoric de concentracio de tensions (K ). Aquest factor
es denomina teoric pel fet que només depén de la configuracié geométrica i no del
material.

max C nom

En I’equacio, o, _ ¢€s la tensio calculada segons la resisténcia de materials, per a
I’esforg axial, flexid, torsid, etc. En el cas d’axial, és la tensié mitjana.

El coeficient teoric de concentraci6 de tensions s’obté amb formes empiriques o
mitjancant eines computacionals, com ara els elements finits. Normalment els fac-
tors de concentracio de tensions es condensen en abacs o en programes de calcul.
El coeficient depén d’una configuraci6 de carregues determinada, de la geometria
de I’element en estudi i del concentrador de tensions. Es representa a continuacio
un abac a manera d’exemple.

Fig. 4.4. Concentracié de tensions (Pisarenko, 1979: 151)

No aprofundirem més en aquest tema, pero cal remarcar que 1’efecte de concen-
traci6 de tensions té un major efecte quan el radi de la discontinuitat és més me-
nut, la qual cosa ha de ser tinguda en compte quan es fa el disseny dels elements
estructurals.

Si fem una peca que canvia la seua secci6 en algun punt de I’eix i no rematem el
salt amb un radi d’acord, aixo sera causa que les tensions en el punt tendisquen a
infinit.

Quan un punt concret arriba a la plastificacio i trencament, o simplement si exis-
teix un defecte al material que genera un clevill, el radi del fons del clevill també
esta prop de zero, per la qual cosa sera un concentrador de tensions molt impor-
tant, 1 a partir d’aquest punt és possible que el clevill seguisca avancant fins al
trencament complet.
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4.2.4. Tensions sobre una superficie obliqua

Si sobre un element prismatic analitzem una seccid que no siga normal al seu eix
longitudinal, i calculem el vector tensid en un punt, obtindrem un vector que, igual
que en els casos anteriors, també¢ porta la direccio de X. Si fem la descomposicid
del vector tensio per a buscar les components intrinseques respecte del pla oblic,
podrem observar que hi apareixen tensions tangencials.

P I\ P X
2
~
On
P -
P |d c
BN l T

Fig. 4.5. Tensions sobre superficie obliqua

Com ja hem definit abans, la tensio €s la forca dividida per la superficie. Si la su-
perficie de la seccio normal és A, la superficie de la cara obliqua sera A/cos (c.).

Les components intrinseques seran:

— P-cos(a) — P COSZ((Z) = P-sin(a)
Afcos(a) A A/cos(a)

n = % sin(a)cos(a)

Aix0 té importancia en les unions amb adhesiu o soldades. Aquests elements d uni6
treballen bé quan les tensions son tangencials, perd no tan bé quan sé6n normals.

Exemple 4.1
Dues peces de fusta de seccid rectangular de 75 x 150 mm estan unides amb
adhesiu seguint la junta plana que es mostra a la figura. Determineu les tensions

normals i tangencials en el pla d’unio.

Dades: P=11 kN.

Fig. 4.6. Exemple 4.1

@ Oscar Martinez Ramos - ISBN: 978-84-695-9563-3 135 Mecanica i resistencia de materials - UJI - DOI: http://dx.doi.org/10.6035/Sapientia87



L’area transversal és: 4 = 0,075 - 0,15 =0,011 m?.
L’angle, segons s’ha definit a la figura 4.5: a = 90° — 40° = 50°.

P
Tensio normal: 0n = ZCOSZ(OI) = 4,04 - 10° Pa.

P
Tensi6 tangencial: T = zsin(@)cos(a) = 4,82 - 10° Pa.
Exemple 4.2

Considerem la peca de I’exercici anterior. Si la maxima tensi6 tangencial que pot
suportar I’adhesiu ést,, = 6,21 - 10° Pa, calculeu:

a) La maxima carrega P que es pot aplicar sense superar la tensié admissible.
b) La tensié normal en eixe cas.

De I’equacid de la tensi6 tangencial, podem aillar P:

ATadm — 14‘19 . 103 N Oy = ECOSZ(CZ) = 5,21 . 105 Pa

= sin(a)-cos(a)

Exemple 4.3

Arribats a I’extrem, si la junta ¢s paral-lela a I’eix de la peca, només existiran ten-
sions tangencials.

Si volem unir aquestes dues peces de fusta de gruix e = 22 mm mitjangant la unié
de la figura (cotes en mm), calculeu quina ha de ser la dimensio d.

Les linies més gruixudes representen les cares amb adhesiu (no es consideren les
cares unides per testa).

||

™ &
AR
<] S —>

20

160

Fig. 4.7. Exemple 4.3

Dades: T, =827 105 Pa; P=5500 N.
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L’area efectiva amb adhesiu sera la de les set cares: 4 =7 - 0,022d = 0,154d.

Considerem que la carrega es reparteix igualment en les set cares:

5500

=% 827105 = - d = 41,91 mm ~ 42 mm
A 0,154d

4.3. Deformacions longitudinals

4.3.1. Variacions de longitud. Allargaments 1 acurtaments

Si tenim una barra prismatica de seccid A, sotmesa a una carrega axial constant P,
hem vist que la tensio sera constant en tota la barra. Com que es compleix la llei
de Hooke, podem escriure:

o AL P

E L A
. . . P-L
Si combinem les tres expressions: AL = T

Si en la barra existeixen trams amb esforcos axials diferents, 1’allargament global
sera la suma dels allargaments de cadascun dels trams.

Ni-Li
AL = Y, Niki
Ei-A;

Com podem apreciar, en cada tram podem tindre axials, longituds, materials 1
arees diferents.
Exemple 4.4

Dos cilindres massissos d’acer S275, AB 1 BC, estan soldats entre ells en B 1 car-
regats com mostra la figura (cotes en cm). Si negligim el pes propi, determineu:

a) Minim diametre admissible de cada cilindre.
b) Descens del punt C.

Dades: fy =275 MPa; y,, = 1,05; E = 210 GPa; P, = 55 kN; P, = 45 kN.

Lareaccio en A és: R = P1 + P2 =100 kN.

Els esforgos axials son, al tram AB: N, = R, = 100 kN; i al tram BC: N, = P, =45 kN.
Iy

La tensi6 admissible és:  fya = . =261,9 MPa.
M
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75

d,

60
o

P,
Fig. 4.8. Exemple 4.4

2

=

Com que 0 = 7S fya 1’area d’un cercle és A = T podem aillar el diametre:
b | 4N
' T[f yd

i amb les dades que hem obtinguts fins ara, calculem els dos diametres:

D, =0,022 m =22 mm
D,=0,015m= 15 mm

L’allargament de cadascun dels trams es calcula mitjangant:
CNiLi AN L
E-A, E-m-D?

AL;

Els resultats obtinguts son:

AL =939 - 10*m = 0,94 mm
AL, =788 10%m=0,79 mm
AL=AL +AL =1,73-10"m=1,73 mm

El descens del punt C és equivalent a I’allargament total.

4.3.2. Variacio unitaria de volum

Com ja hem vist al tema 3, quan es produeixen deformacions en un eix, les dimen-
sions als altres dos es veuen afectades també. El coeficient de Poisson ens dona la
relaci6 entre les deformacions longitudinals i les de les dimensions transversals. A
causa d’aixo, el volum després de la deformacié no es mantindra igual a I’inicial.
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Pensem en un prisma recte de dimensions transversals inicials a; i b, i longitud
inicial L.

El volum inicial és: V,=a,- bO -L,.

Després de la deformacio, les dimensions varien:

L=(1+e )L,
a=(l-pue,)a,
b= (1-pey b,

El volum final €s: V= (1 +¢,)-a,- (I —pe,) b - (1 —pe,)-L

AV
La variaci6 unitaria de volum és: v
0

o

Si fem un senzill desenrotllament i negligim els productes de una deformacio per
una altra (el resultat del producte de dos nombres molt menuts (=10*) és un nom-
bre d’un ordre de magnitud negligible):

%=(1+€X)‘(1—#€x)'(1_ﬂgX) =ex(1—-2p)

Observem que la variaci6 unitaria de volum depén del coeficient de Poisson. Si el
coeficient tendeix a zero, la variacié de volum sera maxima, i si tendeix a 0,5 la
variacid de volum s’aproximara a zero. Aix0 porta a una conclusié que pot ser sor-
prenent a primera vista: materials com el cautxti, amb p proxims a 0,5, mantenen
practicament el seu volum encara que es deformen molt, i materials amb p baixos,
com el formigd, varien poc les seues dimensions transversals, pero son els que més
varien el volum respecte a I’inicial.

D’aquesta expressio sorgeix I’afirmacié que s’ha fet al tema 3 sobre el limit supe-
rior del coeficient de Poisson. Si tinguérem un p > 0,5, llavors la variacié de volum
seria negativa, la qual cosa és impossible.

4.4. Desplacaments de les seccions

Les expressions anteriors de AL son valides si ’axial i I’area transversal son uni-
formes a cada tram. Pot ocorrer que 1’axial o 1’area no siguen constants i que
siguen una funcié de x. En aquest cas, ’equacié és més general. Per a un tram
determinat AB, podem determinar ’allargament a través de la integral segiient,
que ens dona el moviment relatiu entre els punts:

u(A) —u(B) = [ (x)dx = ijN;X) dx = AL
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En general, es pot conéixer la posicié d’un punt concret de la barra, mitjangant una
funciod u(x), sempre que coneguem el moviment d’un dels extrems u(0). Si un dels
extrems esta fix, llavors el seu desplacament €s zero: u(0) = 0.

u(x) —u(0) = [fe(x)dx = f:ENjZ?) dx

Deduim immediatament que si N i A son constants, tots els termes eixiran de la
integral. Si a més, fem la integral per al punt final del tram (tota la longitud), la
equacio se’ns transforma en la que ja coneixiem:

=N gy = ML
AL—E'Afodx o

Igualment, si tenim diversos trams, 1’allargament sera el sumatori dels allarga-
ments parcials.

— . Ni(x)
A =Yilaw

Exemple 4.5

Considerem una barra d’acer col-locada en vertical, que suporta una carrega axial
aplicada en el centre de gravetat de la seccié extrema (C). La meitat inferior de
la biga (AB) esta sotmesa a una variacio de temperatura AT. Si considerem el pes
propi de la biga:

a) Obteniu la llei d’esforgos axials i dibuixeu el diagrama d’esforgos conve-
nientment acotat.
b) Calculeu el moviment vertical dels punts mitja (B) 1 extrem (C) de la biga.

Dades: P=5kN; E=210 GPa; A=53,8cm* L=5m;a=1,2-10°°C"'; AT=15°C.
El pes especific de I’acer és: y = 7.850 kg/m°.

P

L2

AT

Fig. 4.9. Exemple 4.5. Enunciat
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Considerem el pes propi com una for¢a uniformement repartida. g(x) =y - g - 4.
El pes propi de la biga sencera és:

O=[y g Adx=vy-g-A-L=7850-9,81-538-10%-5=2.071 N

La reaccio en el recolzament: R, = Q + P =7.071 N

La llei d’esforcos axials només té un tram: N(x) = g (x)dx — R =Yg A (x—L)-P.

Substituint-hi els valors: N(x) =414,16x —7.071. Es una linia recta que varia entre:

x=0-N,=-7.071N
x=L- Nz =—5.000N

L’axial sempre és de compressio.

C SkN

A
N(x) 7,071 kN

Fig. 4.10. Exemple 4.5. Diagrama d’axials

La primera meitat de la barra té un increment de temperatura, per la qual cosa la
seua deformaci6 no només estara influenciada per la tensio en la barra, sind, a més,
per aquest increment de temperatura. La segona part només té 1’esfor¢ axial.

2

Ay =[O0y 4 g AT L= L (LEAE R, D) b g AT 2=435-107* m

N 1 3-y-g-A-L? L —
Ay = [ ADax = L (LA R, 1) = 122107 m

Veiem que, malgrat estar a compressio, la primera part de la biga s’allarga com a
conseqiiéncia de la variaci6 de temperatura. La segona part esta a compressio 1 no
té variacio de temperatura, i com ¢&s logic, s’acurta.

El desplagament del punt mitja de la barra és 1’allargament del primer tram: el
punt B puja: u, = 0,435 mm. El desplagament del punt extrem ¢s la suma de les
variacions de longitud dels dos trams: u.= AL, + AL, = 0,423 mm. En ser positiu,
ens diu que C tamb¢ puja.
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4.5. Estructures de barres

Les estructures de barres son estructures formades per barres unides entre elles
mitjangant articulacions. Si les carregues estan aplicades exclusivament als nucs,
les barres treballaran només amb esforg axial, de traccid o de compressio (negli-
gint el pes propi de la barra, que causaria flexi0).

En un recolzament articulat, si només li arriba una barra, la reacci6 tindra el ma-
teix valor que I’axial 1 la direcci6 sera la de la barra. Per tant, quan plantegem les
equacions d’equilibri estatic, com que sera coneguda la direcci6 de la reaccid,
només ens introduird una incognita al sistema.

Per resoldre de manera manual aquest tipus d’estructures tenim diversos metodes.
La condicio €s que el sistema siga isostatic, tant externament com internament.

4.5.1. Métode dels nucs

El metode dels nucs €s un procediment per resoldre estructures de barres articula-
des. Es pot resumir en els segiients sis passos.

1. Calculem les reaccions de I’estructura.

2. Plantegem 1’equilibri de cadascun dels nucs. Aillem els nucs i considerem
que els esforgos axials de les barres, a efectes del nuc, sobn com una forga.
Les forces corresponents a axials eixiran del nuc, si son de traccio i entraran
al nuc si son de compressio. Aixi mateix, considerarem les forces exteriors o
reaccions sobre el nuc, si és que n’hi ha.

3. Les tres equacions d’equilibri se’ns queden en dues, si tenim en compte que
I’equacié de moments no aporta informacio.

—

S(Fp=0 Y(F)=0

4. Com que nomeés tenim dues equacions, hem de buscar un nuc en el qual no-
més tinguem dues incognites i les resoldrem.

5. Una vegada resolt un nuc, coneixerem [’axial en les barres que hi arriben.
Aquest axial és el mateix que tindra el nuc oposat de la barra, per la qual
cosa ja no sera una incognita. Buscarem un nuc contigu, que tinga dues in-
cognites, considerant coneguts els axials de les barres resoltes.

6. Avangarem seguint nucs contigus amb dues incognites i resoldrem cadascun
d’ells.

@ Oscar Martinez Ramos - ISBN: 978-84-695-9563-3 142 Mecanica i resistencia de materials - UJI - DOI: http://dx.doi.org/10.6035/Sapientia87



Exemple 4.6

Calculeu els axials de totes les barres de ’estructura articulada de la figura (cotes
en metres).

Dades: P=5 kN.

1,5

>
oe]

T :3333/1,5 15 15 15 /

Fig. 4.11. Exemple 4.6. Enunciat

En primer lloc calcularem les reaccions. Com que existeix una simetria tan evi-
dent, podem deduir directament les reaccions: R, =R, = 1,5 P=17.5 kN.

Plantegem en tots els nucs les forces externes, les reaccions i els axials de les bar-
res que arriben als nucs. De moment, els axials els considerarem tots com si foren
de traccid, i si després, quan els calculem, el signe és negatiu, sera perque realment
la barra treballa a compressio.

P

Ni,
P

d Nj,

Nay N,

Nas N Nyp
A 13 B
Naz Na3
R Rp

Fig. 4.12. Exemple 4.6. Plantejament inicial

Veiem que, per al nuc A, de les forces que hi concorren, no en coneixem dues.
Comencem per aquest nuc i establim les equacions d’equilibri.

Fig. 4.13. Exemple 4.6. Equilibri nuc A
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S Fy =0 N, cos(45°) + N4, = 0 N, =-10,60 kN
Y F,=0-R,+N, sin(45°) =0 N,=75kN
Com que ja coneixem N, , el nuc 1 només t€ dues incognites. Encara que N, | €s

negatiu 1 per tant el sentit suposat €s el contrari, al nuc 1 seguirem mantenint la
suposicio de barra a traccio, 1 quan substituim valors, utilitzarem el negatiu.

Fig. 4.14. Exemple 4.6. Equilibri nuc 1
2 Fy,=0—>N, cos(45°) = N cos(45°) + N, cos(45°) N,=-7,07 kN
2 F,=0—N,_sin(45°) =P+ N, sin(45°) = N, sin(45°) N, =-3,54 kN

Passem al nuc 2, que nomes té dues incognites, pel fet de ser N, conegut.

N

I
Fig. 4.15. Exemple 4.6. Equilibri nuc 2
> P?X) =0— N, cos(45°) = N,,cos(45°) N,,=-7,07 kN
Y F,=0—> P+N,sin(45°) + N,sin(45°) = 0 N,=5kN
En aquest cas, com que I’estructura és simétrica, la resta d’axials poden ser deduits:
N,,=N,=-3,54 kN

N,=N, =-10,61 kN
N, =N ,=7,5 kN

Na " Nis Nyp
RSP SRS
......... ..3
R, Nas Nip R,

Fig. 4.16. Exemple 4.6. Solucio
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4.5.2. Métode de les seccions

Aquest metode també es denomina metode de Ritter. Es més adient quan no neces-
sitem calcular els axials de totes les barres, sind6 només els d’algunes.

El procediment que s’ha de seguir és el segiient:

1. Calcularem les reaccions de 1’estructura completa.

2. Proposarem un tall en I’estructura, de manera que intercepte les barres a les
quals ens interesse calcular I’axial. Com a maxim, aquest tall ha de intercep-
tar tres barres.

3. Eliminarem una de les parts de I’estructura que quede a un costat del tall.

4. Col‘locarem a les barres tallades unes forces, que corresponen als axials.
Les forces, igual que els axials, han de portar la direccié de la barra, 1 per
conveni, en un principi seran de traccio.

5. Establirem les condicions d’equilibri estatic en la part de ’estructura con-
servada. Tindrem tres equacions amb tres incognites 1 podrem resoldre el
sistema.

Exemple 4.7

Per a I’estructura de I’exemple 4.6, calculeu I’esforg axial de la barra 1-3 pel me-
tode de les seccions.

Com que I’estructura i les carregues son les mateixes, les reaccions no cal que les
calculem una altra vegada: R, = R, = 7,5 kN.

Farem un tall a I’estructura, que talle la barra 1-3 1 dues barres més.

P
Y )
P P
4
A B

| 3
/ /
Ry Rp

Fig. 4.17. Exemple 4.7
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Eliminem la part dreta, posem forces que representen els axials 1 plantegem 1’equilibri.

N12

Fig. 4.18. Exemple 4.7
> f'?X) =0 — N ,cos(45°) + N ,cos(45°) + N, =0
Y F,=0—> R, +N, _sin(45°) = P+ N, sin(45°)

Y M, =0 1,5P+1,5V2)N, =0
De I’tltima equaci6 podem aillar: N, = 3,54 kN.

No ¢és necessari resoldre la resta del sistema, en aquest cas.

4.5.3. Compatibilitat de desplacaments

Les estructures de barres treballen només amb esforg axial, i les seues barres no-
més s’allargaran o s’acurtaran. Con que les barres estan articulades als extrems,
tindran capacitar de girar al voltant de les unions. Els nucs poden estar connectats
a més d’una barra. El desplagament del nuc ha de ser compatible amb els allarga-
ments (0 acurtaments) i els girs possibles.

Exemple 4.8

Calculeu el desplagament vertical 1 horitzontal del nuc C.

Fig. 4.19. Exemple 4.8. Enunciat
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Dades: suposem conegudes les longituds de les barres (L, L)), les arees (A, A.),
el material de les barres (E) i I’angle ().

El sistema és isostatic. Les reaccions poden ser calculades amb les equacions
d’equilibri. Com que ¢€s una estructura de barres, les reaccions porten la direccid
de la barra; per tant, només tenim dues incognites. L’equacié6 de moments, en
aquest cas, no ens dona cap resultat valid, perqué totes les forces del sistema pas-
sen per un punt (C).

) P
ZF; =0- RASln(a) =P - RA = sin(a)

) B _-p
Y Fx =0 - Rycos(a) +Rg =0 Rp = tan(a)

Els axials a les barres tenen el mateix valor que les reaccions.

N, =R (traccio)
N, = R, (compressio)

En conseqiiéncia, la barra I s’allargara i la barra II s’acurtara. Podem calcular les
variacions de longitud.

Nl'Ll NZ'LZ

A = —— _ 2" h2
L1 E-Al;ALZ_E.A2

Com que N, <0, llavors AL, < 0 (acurtament).

Les barres poden girar al voltant del seu punt de recolzament: la barra I al voltant del
punt A la barra II, al voltant de B.

El nuc C s’ha de desplacar d’'una manera compatible amb les variacions de longi-
tud calculades i amb els girs previstos. Si el problema féra amb grans deformaci-
ons, el moviment del punt C seria el segiient:

Fig. 4.20. Exemple 4.8. Moviment amb grans deformacions
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Tanmateix, des del principi estem tractant amb el suposit que les deformacions
son molt menudes. En aquests casos, practicament no hi ha diferéncia entre I’arc
de circumferéncia i la tangent tragada pel punt (perpendicular a la barra). Veiem la
figura per aclarir el concepte:

trajectoria real -

trajectoria
aproximada

Fig. 4.21. Exemple 4.8. Aclariment sobre la petita deformacio

Realment el punt B es desplagaria fins al punt B”. Quan 1’angle 6 és molt menut,
podem considerar que el punt B’ i el B” estan tan prop 1’'un de ’altre que sén el
mateix punt.

Reprenguem ara I’exemple i observem els desplagaments considerant la petita de-
formacid.

Fig. 4.22. Exemple 4.8. Moviment amb petita deformacio

Ara només ens falta trobar unes relacions entre les variacions de longitud 1 el mo-
viment dels punts. Per a aquest cas concret, podem veure-ho a la figura 4.23.

El desplagament horitzontal és directament:

_PL2

Ur=4;) = —m —=—
¢ L2 E-Aytan(a)

Deixem el signe negatiu perque considerem positius cap a la dreta, 1 el punt es mou
cap a I’esquerra.
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Cl

Fig. 4.23. Exemple 4.8. Relaci6 entre les AL i els moviments

Per al moviment vertical necessitem fer un calcul lleugerament més complicat.
Calculem la tangent de 1’angle:

[4L4]
cos(a)

V¢

[ALz|+
tan(a) = -

Aillem ara A

A4l
o= |42l + cos(a) _—P L, + Ly
¢ tan(a)  E \Aytan?(a) = A sin?(a)

Les variacions de longitud les posem com a valor absolut, prescindint del signe,
perque les estem tractant com a segments, i les longituds no poden ser negatives.
Exemple 4.9

En DPestructura de la figura 4.24, el solid ABCD es pot considerar perfectament
rigid, 1 per tant indeformable. La barra ED ¢és un cable d’acer S275 i de diametre
1 cm. Calculeu la tensid del cable i la posicié final del punt D.

Dades: P=10kN; q=5kN;a=1m; E=210 GPa; ¢ =1 cm.

El sistema ¢és isostatic. La reaccio6 en E té la direccio coneguda (la de la barra) pero
la reaccio en A té dues components. Disposem de tres equacions; per tant, podem
resoldre.

>F,=0—=R, =0

YF,=0—>R, +R,=P+q-2a

ZZ\Z =0—=P-atq-2a-3a=R_ - 4a
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De la tercera equacio obtenim R, = 10 kN i de la segona R, = 10 kN.

Y/Hiin

E A

., , Rg  4Rg
La tensio en el cable és: 0 = — = —= = 127,32 MPa.
A np
RE -3a

Allargament del cable: AL = =1,82-107%m = 1,82 mm,

E-A

Per a calcular el desplagcament de C, hem de plantejar la compatibilitat de despla-
caments. Sabem que el nuc C, pel fet d’estar lligat al cable ED, baixara I’equiva-
lent a AL 1 girara al voltant del punt E. D’altra banda, com que també¢ esta lligat al
solid indeformable ABCD, girara al voltant del punt A. Les dues consideracions
han de ser compatibilitzades.

Fig. 4.25. Exemple 4.9. Compatibilitat de desplagaments
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Seguirem la teoria de la petita deformacio, i considerarem que el punt no es mou
seguint un arc de circumferéncia, sind segons una perpendicular a la linia que
uneix el punt amb el recolzament.

D’acord amb la figura, podem dir que el desplagament vertical del punt D sera
equivalent a I’allargament: v = -AL = —1,82 mm.

El valor el fem negatiu perque el punt baixa, i considerem positius els ascensos.

2a
L’angle que es veu a la figura es pot calcular com a: a = arctan (E) = 26,56°.

El moviment horitzontal: u, = —AL - tan(a) = -0,91 mm.

Es negatiu perque es mou cap a I’esquerra.

Exemple 4.10

L’estructura de la figura (dimensions en metres) esta formada per un solid indefor-
mable ABCD, que t¢ una carrega en cada un dels extrems, P i P,. El solid inde-
formable es recolza en dos pilars BE i1 CF, les condicions de sustentacid dels quals
fan que ambdos puguen ser considerats com biarticulats. Calculeu el descens dels
punts d’aplicacio de les carregues (A1 D).

Dades: E =200 GPa; A, = 125 cm* A, = 110 cm?; P, = 1.000 kN; P, = 900 kN.

1,5 1,5 2,2
A D
VP, Vp,
v
7
on
Fl_ 1V
T

Fig. 4.26. Exemple 4.10. Enunciat

El sistema ¢€s isostatic. Els recolzaments lliscants estan per a evitar el mecanisme,
tanmateix les reaccions en ells son zero. Calculem la resta de reaccions:

ZF;=0—>P1+P2—RE_RF=O
XMg=0-P -Lyp+RpLgc—Py(Lpc+Lcp) =0
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Py(Lpc + Lcp) — Py - Lyg

= 1.220 kN
LBC ’

De la segona equacio: Rr =

De la primera: Ry = Py + P, — Rp = 680 kN,

NBE = —680 kN

Els axials son de compressio, per tant son negatius: Ny = —1.220 kN

Podem calcular les variacions de longitud.

Ngg - L

Alp, =—2 8% — _816-10"*m = 0,82 mm
E - Agg
Nep - L

ALcp = — % = _139-10"3 m = 1,39 mm
E-Acr

Com que la taula ABCD és completament rigida, la compatibilitat de desplaga-
ments es pot representar com a la figura.

Fig. 4.27. Exemple 4.10. Compatibilitat de desplagaments

Calculem I’angle d’inclinacio de la taula respecte a I’horitzontal.

g = lker=dlssl _ g op20
Lpc

Podem calcular I’angle de diverses maneres mitjangant la tangent, 1 aixi obtindre
els desplagaments que es demanen:

tan(6) =LAl o |y, | = |ALgg | — Lag - tan(8) = 2,46 - 10 m = 0,25 mm
AB

tan(0) = M > |vp| = |ALgg| + (Lgc + Lep) - tan(6) = 2,22 - 1073 m = 2,22 mm
AB
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4.6. Elements hiperestatics

Habitualment, les estructures d’edificacio no son isostatiques, sind hiperestati-
ques. En aquests casos, el calcul de les reaccions no es pot fer només amb les
equacions d’equilibri estatic. Necessitem equacions addicionals, en nombre igual
al grau d’hiperestatisme del sistema (GH). La compatibilitat geomeétrica de les
parts deformades ens proporcionara les equacions extra que necessitem.

L’estrategia general per a resoldre les estructures hiperestatiques ¢és la segiient:

1. Triar tantes reaccions hiperestatiques com grau d’hiperestatisme tinga el sis-
tema.

2. Eliminar les restriccions de moviment associades a les reaccions que hem
triat.

3. Introduir forces externes corresponents a les reaccions hiperestatiques. Com
que no son conegudes, deixarem la resta de les reaccions en funci6 d’aques-
tes incognites hiperestatiques.

4. Afegir condicions de compatibilitat de desplagament corresponents al punt
on estaven les restriccions de moviment que hem llevat.

5. Calcular els moviments de les condicions anteriors, que quedaran en funcid
de les incognites hiperestatiques. Com que els desplacaments son coneguts,
els igualarem les equacions. Aix0 ens permetra aillar les reaccions hiperes-
tatiques.

Exemple 4.11

Calculeu les reaccions i el diagrama d’esforgos axials del sistema de la figura (co-
tes en cm). Les barres son massissos rodons de diametres d, 1 d,.

Dades: d, =22 mm; d, = 15 mm; P= 15 kN; q = 5 kN/m; E = 210 GPa.

75 60

Fig. 4.28. Exemple 4.11. Enunciat

Com que tenim dues reaccions i només una equacio d’equilibri estatic (3 17; =0)
el grau d’hiperestatisme és GH = 1. Escollim una de les reaccions com a incogni-
ta hiperestatica (R_). Llevem la restriccié de moviment associada i introduim la
reaccié com a forga exterior.
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Ry, —> — P Re

Fig. 4.29. Exemple 4.11. Eliminacié de restriccié de moviment
En aquesta situacio, el sistema passa a ser isostatic. Podem resoldre’l, malgrat que
no coneixem la reaccié en C. Farem com si fora coneguda i deixarem la resta de
reaccions en funci6 d’ella.
>F,=0—-R +P-q-075-R.=0—R =R.+q-0,75-P=R.—11,25 kN
La condici6 de compatibilitat associada €s que el punt C no es mou (u,. = 0).
Establirem 1’equacid calculant 1’allargament de les barres, que ens quedara en

funcio de R, i igualant-lo a zero. Per a calcular I’allargament, necessitem calcular
els axials. Tenim dos trams:

0<x<075m > Niy(x)=q-x—Ry=5x—R;+11,25kN
0,75m <x <1,35m - Ny(x) =—R¢

o7} 135\ 35x — Re + 11,25 135—R
AL=f 1(x)dx+f 2(x)dx=f0 X ¢ dx+f Cdx

0E'A1 OE'AZ EA1 OE'AZ
AL =1|= sx2 Rex + 11,25 0'75 [—Rex]y3s
_E Al 2 - Cx+ ) XO +A2 - Cx0'75
9,84 — 0,75R 0,6R
AL = Cc C

E-A,  E-A,

Ja hem dit que aquest allargament ha de ser zero. Si I’igualem a zero, tindrem una
equacié amb només una incognita. Hem de fer un calcul previ de les arees.

2 2
Ay = n%z 3,80 - 10~* m? A, = n%z =1,77 - 10~ m?

Aillant i entrant en I’equacié de I’estatica: R, = —6,426 kN.
La reacci6 va al revés del sentit suposat inicialment. Les lleis d’esfor¢cos queden:

0<x<0,75m — N (x)=5x+ 6,426 kN
0,75 m<x<1,35m — N,(x) = 4,824 kN

Veiem que al primer tram sempre tindrem traccions, que varien linealment, i al
segon sempre compressions.
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NG 10,18 kN

6,43 kN

=+

-4,82 kN

Fig. 4.30. Exemple 4.11. Diagrama d’axials

Exemple 4.12

Una barra d’un polimer amb dues seccions transversals circulars massisses distin-
tes es sosté entre suports rigids, com es mostra a la figura. La barra sencera esta
sotmesa a un increment de temperatura de 30 °C. Calculeu:

a) Esforgos axials en la barra.
b) Maxima tensio normal al pla de la seccid recta.
c) Desplacament horitzontal de la seccio B.

Dades: d, =50 mm; d, =75 mm; L =225 mm; L, =300 mm; E = 6 GPa; o.= 10 °C".

A B C

— >~

Ry —

dy
dy
T
&

L, L,

Fig. 4.31. Exemple 4.12. Enunciat
Aquest cas €s molt similar al de I’exemple anterior. La diferéncia és que en aquest
cas no hi ha cap carrega aplicada, només un increment de temperatura. El proce-
diment és analeg a I’anterior.
Escollim R com a incognita hiperestatica, llevem el recolzament, apliquem R
com si fora una forca exterior i establim la condicié de compatibilitat de despla-
cament.

R, =R, . Lesforg axial sera, per tant, constant en tota la barra, i de valor N(x) =-R,.

Tal com hem dibuixat les reaccions, I’esfor¢ ha de ser de compressio. Si finalment
no ho fora, ens eixira un valor amb el signe canviat.

2 2
Ay = n%z 19,64 - 10~* m? A, = n%z = 44,18 -10~* m?
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AL = flﬁ( Re AT)d +fw’( Re AT)d =0
J\EA T )T ) A, T )T
Podem resoldre ’equacio, i obtenim el resultat: R = 51,78 kN; N (x) = 51,78 kN.

Com que I’axial és el mateix en tota la barra, la tensié sera maxima quan 1’area
siga minima. Aix0 es, al primer tram.

N
0=-= —26,372-10°% Pa = —26,372 MPa
1

El desplagament del punt B és la primera part de la integral anterior:

L/ —R
up = f ( < a'AT) dx =-3,14-10"*m = —0,314 mm
\E - 4,
Exemple 4.13

A la mateixa estructura de I’exemple 4.9 1i col-loquen un nou cable (II) vertical
entre els punts B i F. L’area transversal del cable és A,

Plantegeu de manera indicada les equacions que resoldrien el problema.
Dades:E, A, E,, A,a,Pq.

U/ /////////}

3a

IERRRRR

Fig. 4.32. Exemple 4.13. Enunciat

Ara és un cas hiperestatic. No podem resoldre el sistema només amb les equacions
d’equilibri.

>F,=0—=R, =0
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ZF_VY):Oe Ry+tR, TR =P+q-2a

21\711 =0—=P-atq-2a-3a=R,-2a+ R, 4a

Fig. 4.33. Exemple 4.13. Compatibilitat de desplagaments

Tenim quatre incognites i només tres equacions: GH = 1. Necessitem una equacio
addicional.

Podem plantejar una relaci6 entre 1’allargament dels cables BF i DE, basada en el
fet que ambdos estan units al solid indeformable ABCD. La rigidesa infinita del
solid fa que tots els seus punts giren el mateix angle (0), i s precisament a partir
d'aquest angle com relacionarem els allargaments. Aixo ho veiem a la figura 4.33.

El desplacament del punt D ja va ser explicat a ’exemple 4.9. El punt B, com que
esta lligat al cable BF, experimentara un descens a causa d’allargament del cable,
i un gir al voltant de F, que es materialitzara mitjangcant un desplagament sobre
la linia perpendicular a BF. Aixi mateix, B esta lligat al solid indeformable, per la
qual cosa girara al voltant del punt A. Aixo sera un desplagament sobre la linia
perpendicular a AB. La uni6 de les dues condicions anteriors ens dona la posicid
del punt B (B").

Necessitem calcular algunes dades auxiliars:

Lap = /(2a)? + (4a)? = aV/20

En I’entorn del punt D, podem calcular:

AL
~ cos(a)
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L’angle girat pels punts B 1 D ha de ser el mateix (0).

ALZ d ALl RF -a RE -3a

Aquesta és I’equacio addicional que ens permet resoldre el problema.

Exemple 4.14

Establiu les equacions necessaries per resoldre el problema de la figura 4.34, en el
qual el solid ACDE es pot considerar perfectament rigid.

Dades: E,A,E,, A, a,P.

Les reaccions no tenen la direccié coneguda, perque arriben dos cables al punt B.
Com que tenim quatre incognites 1 nomeés tres equacions, €s un cas hiperestatic de
grau 1 (GH = 1). Hem de plantejar les equacions d’equilibri estatic 1 una equacio
de compatibilitat addicional.

L’equacid de compatibilitat de desplagaments ens donara una relacio entre els axi-

als. En aquest cas, els axials no son directament les reaccions. Hem d’establir una
relacio entre els axials 1 les reaccions (figura 4.35).

Ray Rpy
RAX

/) i Rpx
A B
i
|
: 1
< | 11
|
i
C D E
a a Yr

Fig. 4.35. Exemple 4.14. Relacio entre axials i reaccions al punt B
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R, = N sin(45°)

R,,=N,+ N, - cos(45°)
YF,=0—>R, =N, sin(45°)

Y F,=0- R, +N,+Ncos(45°) = P

> M, =0—(N,+Ncos(45°))-a =P - 2a

Fig. 4.36. Exemple 4.14. Compatibilitat de desplacaments

LAD - a\/i d = cos(459) h cos(452)
ran(@) = d _ h ALy _ AL,
an(0) = a m T a-cos(459) g2 - cos(459) -

Nl . a'\/i — N2 - a 2N1 Nz
E Ay -a-cos(#59)  E,-A,-av2-cos(45%)  E,-A, E, A,

Exemple 4.15

Considereu una grua lleugera com la que s’esquematitza a la figura, composta
per un perfil d’acer BCD articulat a la paret (BCD pot girar lliurement en el pla
del paper al voltant de B) 1 suportat inicialment per un unic tirant AD de seccid
circular. La biga BCD suporta el seu propi pes de 61,3 kg/m 1 el pes d’un motor
que, en el cas més desfavorable, es considerara com una carrega puntual aplicada
en I’extrem D de 500 kg. Les deformacions de qualsevol tipus en la biga BCD es
poden negligir.
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D
= L2 L2 T

Fig. 4.37. Exemple 4.15. Enunciat

a) Calculeu el descens vertical de I’extrem D.

Amb I’activitat que es realitza en el recinte en qué es troba instal-lada la grua, la
temperatura augmenta 30 °C. Aquest fet afecta la deformacio en el cable AD i con-
seqiientment, augmenta el desplacament vertical de I’extrem D. A fi de compensar
aquest increment, s’introdueix un segon cable AC.

b) Calculeu el diametre que ha de tindre el cable AC per aconseguir que el descens
de D siga igual al calculat en I’apartat a.

Dades:
q=161,3 kg/m L=3m H=1m P =500 kg
q)AC =77 EAC =80 GPa GACZI : 1075 OC_I ATAC =30°C

En aquest problema no podem utilitzar les dades de massa, hem de transformar
les masses de barra i motor (kg) a pesos (N), multiplicant els dos valors per 9,81.

A més, necessitem fer uns calculs previs.

2
Aup = n% =3,14-10"* m?

a = arctan (%) = 18,442 Liap =VIZ+HZ =3,162m
2
B = arctan (37) = 33,69° Luc = f(%) + H? = 1,803 m

Fig. 4.38. Exemple 4.15
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Es un cas isostatic, podem resoldre’l amb les equacions d’equilibri.
> Ii) =0—R,, =R cos(a)

ZIEY)ZOe R, —q-L—P+R sin(a) =0

—> LZ
M, =0— 1 +P-L—-Rcos(a) - H=0

De la tercera equaci6 calculem R, :

4L’ py 6398137 009813
Ry == = 2 = 18.357N = 18,357kN

o Hcos(a) a 1c05(18,449)

De la primera equacié: R, = R cos(a) = 17,415 kN.
Idelasegona: R, ,=q-L—P + R sin(a) = 0,902 kN.

L’axial al cable té el mateix valor que la reaccio, i com que és de traccio, el seu
valor sera positiu: N, = R = 18,357 kN.

, _ Nap - Lap _ . _
Podem calcular I’allargament: ALsp = m————= 8,79 - 107" m = 0,88 mm.
Eap - Asp

Per a calcular el descens del punt D, hem de fer una relacié de compatibilitat de
desplagaments entre el moviment associat al cable i el moviment associat a la
barra BCD.

La barra BCD ¢és perfectament rigida, 1 'inic moviment que permet és el gir al
voltant de B. Aixo significa que el punt D es moura segons una perpendicular a
BCD, és a dir, verticalment.

El cable AD s’allarga, i també¢ gira al voltant del punt A. El punt D podra mou-
re’s segons una perpendicular a la linia AD, que tracarem després de representar
I’allargament.

A
N
. f{ ~~__ b 7
>_.—-—-—-—-—-—- '_'_'_-__-%ALAD
> I //
V/D'

Fig. 4.39. Exemple 4.15. Compatibilitat de desplacaments
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Un cop fetes aquestes consideracions, les relacions que establim entre 1’allarga-
ment del cable i el moviment del punt D son:

ALaDp

. = 2,783 mm
sin(a)

uD=0UD=

Segona part. Ara tenim un increment de temperatura. El cable s’allargara més que
en condicions normals. Podriem calcular quin seria el descens del punt D abans
de col‘locar el segon cable. Les reaccions, i per tant, I’axial son iguals fins que no

col-loquem el cable AC.
ALpp' =NARLAD 4 o AT - Lap = 2,02-1073 m = 2,02 mm
Eap-Aap

1 _ ALap' _
vp = ) 6,383 mm

Comprovem que ¢és més del doble de descens. L’hem de limitar mitjangant un se-
gon cable que anira de A a C. El cas passa a ser hiperestatic. Ara ja no coneixem la
direcci6 de la reaccio en A, perque hi concorren dues barres.

Ry
| A
Rax N
Rpy
B < 3
L> ) ~5 D
Rpx N > C

Fig. 4.40. Exemple 4.15. Reaccions amb el segon cable
Les equacions d’equilibri estatic no son suficients per a calcular les reaccions.
—
ZFX:() e]eBX:]eAX

YF,=0—> R, —q'L-P+R, =0

—> LZ
XM, =0=>q—+P LR, -H=0

Farem la compatibilitat de desplacaments que ens relacionara els allargaments
dels cables entre ells. Una relacio entre allargaments és equivalent a una reaccio
entre axials. En aquest cas, com que les reaccions no son iguals als axials, hem de
fer també una relacid entre reaccions i axials.

Fig. 4.41. Exemple 4.15. Relacio entre axials i reaccions
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RAX = NADCOS(G‘) + NACCOS(B)
Ry=N,psin(a) + N, sin(P)

Aquests valors els podem substituir en les equacions d’equilibri, de manera que
després ho tindrem tot en funcid dels axials.

Y F,=0—>R, =N, cos(a) +N,cos(B)
ZFY =0— RBY_CZ' L-P +NADSin(a) +NACSin([3) =0
2

ZM)B =0 — q% +P-L—(N,cos(a) +N, cos(B) -H=0

La compatibilitat de desplacaments es basa en la rigidesa de la barra BCD. Com
que la barra no es deforma, tots els seus punts giraran el mateix angle (0):

Fig. 4.42. Exemple 4.15. Compatibilitat de desplagaments

Ve Up

La condici6 de compatibilitat €s: tan(0) = =T

- vp = 2v¢,

Els desplagaments estan relacionats amb els allargaments i els allargaments amb

els axials:
NacLac
ALAC e — + CZAC . AT . LAC
24L 5c — ALap EacAac
sinf sin(a) _ NapLap . .
ALAD = + ayp AT LAD

EADp-AAD

2 (NAC-LAC +aye - AT - LAC) __1 (ALAD = MD_j‘“’ + ayup - AT - LAD)

sin(B) \Eac-Aac sin(a) Eap-AaDp

Aquesta seria I’equacid de compatibilitat de desplagaments, que unida a les d’equi-
libri ens permet resoldre el sistema. Tanmateix, no caldra utilitzar aquesta equacio
tan complexa, en primer lloc perqué desconeixem el diametre de la barra AC, i en
segon lloc, perque segons les dades del problema, coneixem el maxim desplaga-
ment admissible per al punt D.
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v =2,783mm — ALsp = 0,88 mm
Podem calcular ’axial en la barra AD:

Anp - Eap - (ALap — aap - AT - L
Nyp = 222 ( s 40) _ 539103 N = —539 kN
'AD

Amb I’equaci6 d’equilibri corresponent a la suma de moments, podem calcular
’axial a I’altre cable:

L2
q7+P-L—H~NAD~cos(a)

Nyc = =2,71-10*N = 27,08 kN
H-cos(B)

També podem calcular 1’allargament:

v
ve = 7” = 1,391 mm - ALyc = vc - sin(B) = 0,772 mm

Amb aquests resultats, podem calcular I’area necessaria del cable AC 1 el seu
diametre:

Nyc - Lac

A,r = = 8,503 - 107° m?
A Exc(ALgc — anc - AT - Lyc)

4’AAC

dac = =0,0104 m = 10,4 mm
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Problemes proposats

4.1. Dues peces de fusta de secci6 transversal 75 x 125 mm estan apegades mit-
jancant la unio6 obliqua que es mostra a la figura.

Fig. P4.01

Si coneixem que la maxima tensié normal que suporta la cola és 0,5 MPa, calcu-
leu:

a) La maxima carrega P que pot ser aplicada perque la uni6 no falle a tensio
normal.
b) La corresponent tensio tangencial en la cola.

4.2. Les dues parts del solid prismatic de la figura estan apegades formant un
angle 0 amb I’horitzontal. Sabem que els limits de trencament per a la unié
son: 17 MPa per a la tensio normal 1 9 MPa per a la tensio tangencial. De-
termineu els valors de 1’angle 0 per als quals el coeficient de seguretat €s
almenys de 3.

Dades: dimensio transversal del solid, 30 x 50 mm.

Definici6 de coeficient de seguretat n = P

trencament aplicada’

Fig. P.4.02
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4.3. Lapegca de la figura esta feta d’alumini. Calculeu la maxima forca P que pot
exercir-se perque no s’arribe a la tensié admissible i la deformaci6 axial no
supere els 4 mm.

El punt A és un encast.

Fig. P4.03

Dades: E = 73 GPa; ,, = 160 MPa; L,, =12 m; L,. = 0,8 m; D,, = 30 mm;
D,. =20 mm.

B

4.4. Lapeca de la figura esta feta d’alumini i el punt A és un encast.
a) Calculeu el valor de la for¢a Q, aplicada en B, que fa que el punt C no es
desplace.

b) Calculeu el desplagament del punt B.

Dades: E=73 GPa; P=4kN;L,,=0,5m;L,.=0,4m; D, =60 mm;D,.=20mm.

Fig. P4.04

4.5. Calculeu tots els esforcos axials de ’estructura de barres de la figura (cotes
en metres). Totes les unions son articulades.
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OC,V

2 4 2
Fig. P4.05

Dades: P =50 kN.

4.6. En la figura segiient, el solid ABC ¢s indeformable i el cable CD ¢és d’acer
S275 de diametre 1 cm. Calculeu la tensid del cable i la posici6 del punt C.

Dades: P=6kN;a=1m; E=210 GPa.

/) /)

Fig. P.4.06

4.7. En la figura, el solid ABCD ¢és indeformable i el cable DE és d’acer S275 i
de diametre 1 cm. Calculeu la tensid del cable i la posicié del punt D.

Dades: P=35kN;a=1m; E=210 GPa.

2a

P
‘1’ a 3a

Fig. P4.07
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4.8. Calculeu I’esfor¢ axial en cadascuna de les barres de 1’estructura de barres
segiient. Totes les unions son articulades.

Deixeu els resultats en funcio6 de P.
Dades: P; per a totes les barres, E, A.

P

Fig. P4.08

4.9. Les dues barres de la figura estan articulades als seus extrems. El material
d’ambdues ¢és acer, el diametre 2 cm i la longitud 3,5 m.

Calculeu el desplacament horitzontal i vertical del punt C.

Dades: P=5kN; E =210 GPa.

Fig. P4.09

4.10. La barra d’acer de la figura és de seccid circular de 25 mm de diametre. La
seua densitat és 0 = 7.850 kg/m°.

a) Determineu la tensido maxima que es produeix a la peca i si se supera la ten-
si6 admissible.

b) Calculeu el desplagament dels punts B 1 C.

Dades: L=25m; P =65 kN; P, =75kN; E=210 GPa; 6, =235 MPa.
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A
P, =
N
—
]
P,
Fig. P.4.10

4.11. D’estructura de la figura representa una passarel-la (considerada infinitament
rigida) per a creuar un barranc. S’estima que les accions que suportara es
poden reduir a una carrega uniformement repartida de valor q = 50 kN/m
en tota la seua longitud. El disseny inicial inclou pilars biarticulats de perfil
1PE 200 (S275). Com a condicid per a la seua uni6 amb els camins adjacents,
s’exigeix que el maxim descens de qualsevol dels extrems siga d’1 mm.
Comproveu si el disseny és correcte.

Dades:L,,=L,.=4m;L, =2m;L, =4m;L_ =3m.

CF

E
ITTTTTTTTTT T T 7777

Fig. P4.11
Nota: considereu que els punts A i C tenen el desplagament horitzontal impedit, i

per tant, existeix 1’equivalent a un recolzament lliscant en eixos punts, de manera
que el sistema no siga un mecanisme.
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4.12. En la segiient figura, el marc ABCD ¢és un quadrat de costat 1,5 m, perfecta-
ment rigid. Els dos cables son rodons d’acer S275JR, de diametre 25 mm 1
de longitud 2,0 m, i estan biarticulats.

a) Estudieu el maxim valor de la carrega P aplicada en el punt B, de manera que
el descens del punt siga menor que 1,5 mm.

b) Calculeu totes les reaccions.

c¢) Verifiqueu que en els cables no se supera la tensio admissible del material.

Fig. P4.12

4.13. El sistema estructural de la figura esta compost per un element triangular
equilater BCD que es pot considerar infinitament rigid, articulat a una refe-
reéncia fixa en C 1 unit a dues referéncies fixes més a través de les barres AB 1
EF, ambdues biarticulades. Sobre la base del triangle actua la carrega distri-
buida de valor constant q. Calculeu el maxim valor de la carrega distribuida q
perque es complisquen els tres requisits de disseny segiients:

a) Que cap de les barres supere la tensié admissible (no feu cap consideraciod
sobre el vinclament).

b) Que I’elongaci6 de la barra AB siga inferior a 1 mm.

¢) Que larotacio de I’element triangular respecte de C siga inferior a 0,001 radians.

Dades: ;=1 cm; ¢,=2 cm; L, =3 m; d = 1,5 m (costat del triangle); 6,4,,= 175 MPa.

L
/A : -
|/
| /] E F
c i/ \
D
N lmlwvlvvvlq
Fig. P4.13
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TEMA 5

Flexio — tensions

5.1. Introducci6

Considerarem en aquest tema els prismes mecanics a les seccions dels quals apa-
reixen una o les dues components de moments flectors (M ; M).

Quan un element relativament esvelt suporta carregues que estan aplicades per-
pendicularment al seu eix longitudinal, o moments externs, 1’element es denomina
biga. Qualsevol element d’una estructura, siga d’una maquina o d’un pont, que es
flexiona sota 1’acci6 de les carregues, es denomina biga.

Aixo resulta bastant freqlient en els casos tipics en edificacio. A més, les tensions 1
les deflexions que es produeixen degudes a la flexio solen ser més elevades que les
que produeixen uns altres tipus d’esfor¢os. Per tot aixo, considerem aquest tema
com un dels més importants del curs.

L’objecte principal de I’estudi de bigues €s la determinacid dels esforgos interns,
de les tensions i1 de les deflexions causades per les carregues aplicades. En aquest
tema ens centrarem en I’estudi de les tensions que apareixen com a conseqiiencia
de la flexid, 1 en el tema seglient tractarem les deformacions. Veurem que existeix
una relaci6 directa entre els esforgos en una seccio 1 les tensions que apareixen en
els seus punts. En bigues isostatiques ja sabem com calcular els esforcos, per tant
el calcul de les tensions el farem de manera quasi immediata. En bigues hiperes-
tatiques, utilitzarem 1’estudi de les deflexions que veurem al tema 6 per resoldre
I’hiperestatisme 1 obtindre les lleis d’esforgos.

5.2. Tipus de flexi6

Quan en tota secci6 recta d’un prisma mecanic, la resultant de les forces situades
a un costat d’ella és nul-la 1 el vector moment resultant esta contingut en el pla de
la seccid, direm que el prisma esta sotmés a flexio pura. Si el vector moment porta la
direcci6 d’un dels eixos principals d’inércia de la seccid, s’anomena flexio simetri-
ca. Si, per contra, el vector no porta la direccid de cap dels eixos, llavors podrem
fer una descomposicid vectorial, 1 direm que apareixen moments flectors als dos
eixos principals. Aquest cas €és una flexio asimetrica o esbiaixada.

Si el vector tensid no €s 1’tnica resultant dels esforcos, sind que, a més, apareixen

esforcos tallants, la flexié s’anomena flexio simple (que també pot ser simetrica o
asimetrica).
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En el cas que els moments flectors vagen acompanyats d’esfor¢ axial, direm que
tenim flexio composta. En aquest cas, també pot ser simple i simetrica o asimétrica.

Fig. 5.1. El moment resultant pot descompondre’s segons els eixos principals.
Les dues figures son equivalents

Quan tenim un cas pla (bidimensional), com que només tenim un Gnic moment
flector (M), normalment utilitzem com a representacio dels moments flectors una
fletxa corbada, com hem fet fins ara. Si el cas es tridimensional, les fletxes corbes
poden induir a error, a causa de la perspectiva. Per aquesta rad €s freqiient 1’s de
fletxes rectes que, per a diferenciar-se de les forces, tindran dues puntes. En aquest
cas resulta més facil apreciar si el moment €s positiu o negatiu. Sera positiu si el
vector porta la direccid de 1’eix corresponent. La direccid del vector ha de deduir-se
seguint la regla del cargol o del llevataps.

Farem ara una representacid dels diversos casos de flexio.
Flexi6é pura: N =V, =V, = M_= (. Podem tindre un inic moment flector o els dos.

vl vl vl
! ! !

/<
/s
/5

A\S
\
N
\
A\S
\

a) b) c)
Fig. 5.2. Flexio pura: a) i b) simétrica; ¢) asimétrica
Flexi6 simple: N = M, = (. Ha d’existir un esforg tallant. Normalment, un esforg

tallant en Y implica un moment flector en Z, 1 viceversa. Pot existir un tallant o els
dos, i un moment o els dos.
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yl yl yl
! ! !
X X X
22 L2 L2
vl yl yl
! | !
;_/ L/ 2_/
a) b) ©)

Fig. 5.3. Flexio simple: a) i b) simétrica; ¢) asimétrica.
Es representen per separat els moments i els tallants

Flexié composta: M = (. Ha d’existir esforg axial. Els tallants poden estar o no, i
pot existir un tallant o els dos, i un moment o els dos.

vl vl
! !
“ N N
g./ ’ \'K g./ \'&
a) b)
vl vl

N
\-
=
/
Va4
N
\
=
/
Vi

d)

Fig. 5.4. Flexié composta: @) i b) pures; ¢) i d) simples. Només es representen les flexions
simetriques. Per a les flexions esbiaixades hauriem de representar els dos moments en cada cas
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En un mateix element pot donar-se el cas que tinguem tipus diferents de tensio en
segons quines seccions.

A | |
| |
/ | | /
T !

Vy(¥) } } I

P | I

Ea L

=t
-P/2

'\ = L
My(x) Pa

Fig. 5.5. Diferents tipus de flexié en la mateixa peca. En les zones prop dels recolzaments tenim
flexié simple i en la zona central, flexi6 pura

5.3. Relacid6 entre esforcos 1 distribucio de carrega

En una biga sotmesa a una distribucié qualsevol de forces, existeix una relacid
entre els esforcos que es generen i les forces aplicades. Representem aquesta dis-
tribuci6 de forces qualsevol, en aquest cas en la direccio Y, de la manera segiient.

A qQy(x)

A

i i

Fig. 5.6. Distribuci6 qualsevol de forces

Si ara prenem una llesca diferencial de la barra, com que la carrega varia de mane-
ra continua, podem assumir que existira una variaci6 diferencial tant de la carrega
com dels esfor¢os a un costat i 1’altre de la llesca.

Podem plantejar I’equilibri de la llesca diferencial:

SE.=0—V,—(V,+dV,)+q,x) dx=0

- dx?
ZFYZO - M,+dM))—-M,+ q[x) - ~(V,+dv,)=0
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f I T qy(x)

M, Vy M, +dM,
Vy+dVy
A dx

Fig. 5.7. Esforgos sobre una llesca diferencial

Si en aquestes equacions negligim els diferencials de segon ordre i reorganitzem
els elements:

dvy(x)

dMz(x)
dx

Vy(x) = ax

qy(x) =

Podriem haver obtingut un resultat analeg en fer les suposicions amb la carrega en
la direccio Z.

avz(x)

dMy (x)
dx

Vz(x) = ix

qz(x) =

Aix0 ja ho haviem tractat, encara que de manera més intuitiva, quan vam veure
els diagrames d’esfor¢os. En aquell punt déiem que el moment era maxim quan
s’anul-lava el tallant, perqué la derivada del moment era el tallant, i aixo és el tipic
calcul matematic de maxims i minims.

5.4. Distribucio de tensions normals. Lle1 de Navier

Si pensem en un prisma mecanic sotmés a flexioé pura, podem adonar-nos que es
produeix un corbament de la linia mitjana. La conseqiiéncia és que les fibres que
es troben a un costat de la fibra mitjana s’allarguen i les de ’altre costat s’acurten.
Necessariament, les fibres que s’allarguen han d’estar sotmeses a esforgos de trac-
cid, 1 les que s’acurten a compressions. La fibra mitjana no experimentara ni allar-
gaments ni acurtaments, per la qual cosa es denomina fibra neutra. Com a con-
seqiiéncia, els centres de gravetat de les seccions només es mouen verticalment.

Per al desenrotllament de 1’explicacié considerarem flexié pura. Posteriorment
farem consideracions sobre si els resultats obtinguts son valids per a la resta de
tipus de flexio.

Necessitem fer algunes hipotesis previes:

1. El solid en flexio es manté dins de la zona elastica proporcional.

2. S’admet la hipotesi de Bernouilli: les seccions planes abans de la deforma-
ci6 segueixen sent-ho després d’ella. Aquesta hipotesi es valida si I’esforg
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tallant és zero. Si no ho és, es comet un error proporcional a I’altura de la
peca dividida per la seua longitud (h/L). En bigues, normalment la longitud
€s molt més gran que ’altura, i I’error que es comet €s suficientment menut.
En bigues que son molt altes en relacié amb la longitud (bigues de gran can-
tell), o en les mensules curtes, 1’error no és negligible.

3. Les deformacions soén suficientment menudes perque 1’accio de les forces
exteriors no siga modificada per la deformacio (petita deformacio).

M=

!

!

|

I
_EI_

I

i
-

I

i
L

Fibra neutra
Fig. 5.8. Hipotesi de Bernouilli

Si recordem les equacions que relacionaven els esfor¢os amb les tensions, que ja
vam veure al tema 3:

N = _ﬂ;o’nx dA MT = f.’;z(TXZ Yy — Txy - Z) dA
Vy = fLTXY dA My = fLO'nX - zdA
Vy = [[txzdA My = — [[,o,x - ydA

Es evident que existeix una relacié directa entre ’esforg axial, els moments flec-
tors 1 la tensidé normal. Aixi mateix, estan relacionats els esforcos tallants i el mo-
ment torgor amb les tensions tangencials. Com que hem dit que farem I’estudi per
a flexié pura, no tindrem ni tallants ni torgor, per la qual cosa podem deduir que
les tensions tangencials son nul-les. A més, la hipotesi de Bernouilli ens diu que les
seccions planes han de seguir sent planes, 1 per tant, no poden existir tensions tan-
gencials que puguen bombar la seccio.

D’aquesta manera, en aplicar només un moment flector M, com que la seccio
només gira al voltant de 1’eix Z (figura 5.9. a), el desplacament horitzontal d’un
punt de la seccid només depén de la posicio vertical del punt dins de la seccid (de
la coordenada y). Si b’ €és una constant de proporcionalitat: Ax = 5" y.

De manera similar, si apliquem un moment M, els desplagaments horitzontals dels
punts dependran directament de la seua coordenada z (figura 5.9. b): Ax = ¢’ z
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Si apliquem només un esfor¢ axial N, com ja hem vist al tema anterior, tots els
punts de la seccio es desplacen la mateixa distancia (figura 5.9. ¢): Ax = a”.

Fig. 5.9. Desplacaments deguts a moments flectors i axial

En el cas que actuen els tres esforcos alhora, el desplacament dels punts sera una
combinacio dels tres anteriors, pero la seccid romandra plana.

Fig. 5.10. Desplacaments deguts a la combinacio dels esforgos
Ax:a))+b)).y+c)).z

L’anterior equacio €s I’equacio d’un pla. Com que la deformacié és proporcional
al desplagament dels punts, la llei de deformacions també sera I’equacio d’un pla:

ex)y=a’+b’-y+c’z
Estem considerant que no abandonem el régim elastic i la llei de Hooke és valida.
Les tensions son proporcionals a les deformacions. La llei de tensions també tindra

la forma d’equaci6 d’un pla:

ox)y=a+b-yt+tc-z

@ Oscar Martinez Ramos - ISBN: 978-84-695-9563-3 177 Mecanica i resistencia de materials - UJI - DOI: http://dx.doi.org/10.6035/Sapientia87



El que hem d’aconseguir ara és trobar el valor de les constants, a, b i ¢. Desenrot-
llem les equacions considerant aquesta forma per a la tensié normal.

N= [[onxdA= [[(a+b-y+c-z)dA=a [[dA+b[[ ydA+c [[zdA

Mgz =—[[onx -ydA=—[[(a+b-y+c-2)ydAd=—-a[[ydA—b [[y*dA—c[[y-zdA
My = [[,onx -zdA = [[(a+b-y+c-2)zdA=a[[zdA+Db [[y-zdA+c [[z2dA

Els termes de les expressions poden ser calculats:
f[dA=A

Els moments estatics i els productes d’inercia respecte als eixos principals d’inér-
cia son zero.

[fyda=0 [[zdA =0 [[y-zdA=0

La definicido de moments d’inércia és:

IZ:ffyZdA Iy:ffZZdA

Per tant, les expressions anteriors ens queden com a:

N=a-A
M, =-b-I,
M, =c-I,

Aillem les constants i substituim en I’equacio del pla:
=N_Mz, M
a(x)—A IZy+ T Z

Aquesta expressio, que relaciona les tensions normals amb els esfor¢os que les
produeixen, s’anomena //ei de Navier.

Habitualment no tindrem flexi6 pura: és molt més freqiient tindre flexié simple.
L’esforg tallant produeix tensions tangencials, bomba la secci6 1 produeix defor-
macions addicionals. Tanmateix, pot demostrar-se que, llevat d’alguns casos con-
crets, les tensions 1 les deformacions degudes al tallant poden negligir-se. Els ca-
sos en els quals tenen una gran importancia relativa son les bigues de gran cantell
i mensules curtes. Per tant, considerarem que la llei de Navier continua sent valida
en presencia d’esforgos tallants.
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5.5. Flexi16 simétrica

La major part dels casos de bigues que hem vist fins ara son casos de flexio sime-
trica, perqué només hi ha un moment flector (habitualment M ). En aquests casos,
I’eix deformat de la biga esta contingut en el pla perpendicular a I’eix de la flexio.
Per exemple, en el cas més senzill: una biga voladissa.

L

Vy(x)
qL

13! X | <

=15

Mz(x)

Fig. 5.11. Flexio simétrica

La llei de Navier queda més simplificada en ser N = M, = 0:

a(x) =

—My
Iz Y

En aquest exemple, el moment flector €s negatiu en tota la barra (M, < 0). El mo-
ment d’inércia és sempre positiu. Per a valors de la coordenada y positius, la tensié
sera positiva, €s a dir, de traccio. Al contrari, si els valors de y son negatius, la
tensio també ho sera (compressio). Aquest resultat és coherent amb el que podem
apreciar a la figura anterior, en la perspectiva de la deformaci6. Es veu clarament
com les fibres superiors s’allarguen, per tant estan sotmeses a traccio, i les fibres
inferiors s’acurten, estan sotmeses a compressio.

Podem representar els valors de les deformacions i les tensions d’una secci6 de-
terminada en un diagrama (figura 5.12). En I’exemple, qualsevol seccio de la biga
tindra uns diagrames similars, perque totes tenen moments flectors negatius. En la
figura podem observar com els punts superiors tenen una deformacié longitudinal
maxima de traccio (g, ), en els punts més allunyats de I'eix Z. Els punts inferiors
tenen una deformaci6 longitudinal maxima de compressio (g, ), també en els
punts més allunyats de l'eix. La variaci6 entre ambdos valors és lineal.

Aixi mateix, als punts més allunyats de I'eix Z trobem la maxima tensié normal de

traccio (o, , ) i de compressio (o, ). La variacio entre els valors extrems també
. ,MAax. ¢,max
¢s lineal.
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_ _— (o

[ N

¢,max O max

Fig. 5.12. Distribucio6 de deformacions i tensions en una seccié amb flexié simple simétrica

Com es desprén de la llei de Navier, tots els punts que comparteixen la mateixa
coordenada y tindran la mateixa tensi6 normal. Per exemple, per a tots els punts de
la linia horitzontal amb coordenada y = h,, la tensié normal sera:

_MZ
Iz

Op = ho

Com que la distribuci6 de tensions al llarg de la seccid varia de manera lineal, des
d’un valor positiu a un costat fins a un valor negatiu a 1’altre, és evident que hi
haura uns punts als quals la tensi6 normal sera zero. Aquest conjunt de punts es
denomina /inia neutra (LN). La unio de totes les linies neutres de totes les seccions
forma una superficie, que pot ser plana o bombada, i que anomenem fibra neutra.

Per a trobar I’equaci6 de la LN, igualarem a zero la llei de Navier (son els punts
amb tensié nul-la). En aquest cas és prou senzill deduir que la LN tindra com a
equacid: y = 0.

Tots els punts que estan a la mateixa distancia de la LN tindran la mateixa tensio.

En general, els casos que se’ns poden donar en flexié simétrica son:

Y| Y
i Gc,mz‘ix Gt,mélx

L.N.

| (¢

M,<0

t,max csc,m?‘m

Fig. 5.13. Distribuci6 de tensions amb moments flectors en Z, positius i negatius

Y1 M0 Y|
Z_ _ Z_ _
Gc max Gc max .
’ ’ DN
G, . ‘ll G, .
t,max t,max
L.N. LN

Fig. 5.14. Distribucio6 de tensions amb moments flectors en Y, positius i negatius
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Exemple 5.1
La biga de la figura 5.15 té la secci6 indicada.

1. Trobeu la seccid més desfavorable i1 obteniu la distribucio de tensions nor-
mals en ella.

2. Verifiqueu si se supera la tensié admissible al punt més desfavorable.
No considereu les tensions tangencials degudes a tallant.
Dades: E =210 GPa; P =6 kN; fy =275 MPa; y,, = 1,05.

Y! 1cm

9 cm

=
>
_>
&
—
—_
(=]
e —
=
cm

Fig. 5.15. Exemple 5.1. Enunciat

En primer lloc, obtindrem les reaccions i les lleis d’esforcos. Com que 1’objecte
del tema no és aprofundir en aquest tipus de calcul, anirem directament fins a la
solucid, assumint que 1I’alumne ha de ser capag, en aquest punt, d’arribar a les ma-
teixes conclusions de manera autonoma.

R,=-1,5kN R,=75kN
0<x<4m V/(x)=R=-15kN M/[(x)=R, -x=-1,5x
dm<x<5m V,(x)=P=6kN M(x)=P-(x—5)=6x-30

La seccio més desfavorable és x = 4 m, en la qual el moment flector maxim ¢és
M . =—6 kN-m. La seccio esta sotmesa a flexio simple simetrica. Per a calcular la

max

tensid normal produida pel moment flector, aplicarem la llei de Navier.

6 kN
VY(X) +
1,5 kN *
6 kN'm
B> |
|
4m Sm X
M_(x)

Fig. 5.16. Exemple 5.1. Diagrames d’esfor¢os
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Es necessari determinar quins son els eixos principals d’inércia. Com que la seccid
té un eix de simetria, aquest eix sera principal d’inercia. L’altre eix principal sera
perpendicular a I’anterior, i passara pel centre de gravetat.

El calcul de centres de gravetat i moments d’inércia €és una eina essencial en aques-
ta assignatura, rad per la qual I’alumne ha de tindre ben interioritzada la mecanica
d’aquest calcul. L’explicaci6 del calcul no entra dins del temari de I’assignatura,
¢s objecte d’assignatures anteriors. Tanmateix, hem inclos una explicaci6 succinta
(vegeu annexos) amb exemples, perque I’alumne que no tinga I’habilitat necessa-
ria, la prenga abans d’abordar I’assignatura. Per aquesta rad, ni en aquest proble-
ma ni en els posteriors (llevat que siga convenient) es desenrotllara el calcul dels
centres de gravetat i dels moments d’inércia.

Considerem que ha sigut previament calculada la posicio del centre de gravetat des
de la base de la seccio: y, = 2,87 cm.

En aquest cas només €s necessari el calcul del moment d’inércia de la seccio res-
pecte de I’eix Z, perqué només tenim moment flector en Z: 1, = 1,8 - 10 m”.

La distribuci6 de tensions normals en la seccio respondra a la llei de Navier, i varia
linealment des d’un valor maxim en la part superior fins a un altre valor maxim
en la part inferior. Els punts més allunyats de la LN per la part superior tenen una
coordenada y, = 10—y = 7,13 cm i per la part inferior y, = -y, =-2,87 cm.

Les tensions als punts anteriors son:

_ —Mz _ 610° . L10-2 — 108 _
Oq = Ty Ya = Toio=" 7,13 -107% = 2,38 -10° Pa = 237,73 MPa
— "Mz, = _6'103 (= .1072) = — . 107 N
op = Ty Ya = To10=" (=2,87-107°) = —9,56 - 10" Pa = —95,60 MPa

S

L.N.

Fig. 5.17. Exemple 5.1. Distribucié de tensions normals a la seccié més desfavorable

La tensié maxima admissible és: fya = y—y = 2619 MPa,
M

Com que en cap punt de la seccié més desfavorable se supera la tensié admissible,
podrem dir que el disseny €s correcte quant a resisténcia.
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Un dels aspectes sobre els quals podem treballar en resisténcia de materials és la
comprovacid de seccions, com en I’exemple anterior. En aquests casos la secci6 ja
esta definida i hem de comprovar si se supera la tensié admissible o no.

Un altre problema que ens pot sorgir és el dimensionament de les seccions. Es a
dir, si coneixem les lleis d’esforcos en una biga, i hem decidit el material (conei-
xem la tensi6 admissible), el dimensionament consisteix a dissenyar la seccio,
quant a dimensions i/o forma perque resistisca les tensions.

Exemple 5.2

Redissenyar la biga de I’exemple 5.1 amb seccié rectangular. La relacio entre
I’ample (b) i el cantell (%) de la biga ha de ser b = 4/3.

En aquest cas, pel fet de tindre doble simetria, el centre de gravetat passa pel punt
mitja.

El moment d’inércia que ens interessa €s el de Z. Per a un rectangle, respecte al
centre de gravetat:

pe =P

1 1
— . 3 T —
b-h 3

12 12

wl| &

IZ:

El maxim moment flector és el mateix que a I’exemple anterior (és independent
de la seccio).

Segons la llei de Navier, per a flexio simple simétrica, la LN passa pel centre de
gravetat. Els punts que tenen més tensio seran els més allunyats de la LN, per tant,
aquells que es troben a una distancia igual a mig cantell, tant per un costat com
per un altre.

_ —Mz _610° h _ 3 18 _ 1,08-10°
Omax —?yméx =R 7T 6-10 BT T3
36
) L 1,08-10° 5
Aquesta tensio no ha de superar ’admissible: ——35— < fya = v
m

D’aquesta desigualtat podem deduir que # > 0,0744 m. Normalment no podem
mantindre la dimensidé que obtenim del calcul exactament. Hem d’arrodonir el
resultat, bé a perfils comercials de dimensi6 immediatament superior, bé a una
modulacio coherent si el perfil ha de ser fabricat. En aquest cas, com que no tenim
més dades, triem com a dimensio 4 = 7,5 cm. Per tant, segons la relacio de 1’enun-
ciat: b = 2,5 cm.
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De la férmula de Navier pot deduir-se la forma de la seccio recta ideal d’una biga
sotmesa a flexi6 simple, en el cas de ser iguals en valor absolut les tensions ad-
missibles a traccio i compressio. La condicio que hem d’aplicar és la d’utilitzar la
menor quantitat possible de material. Una seccid sera més resistent com més gran
siga el moment d’inércia. En efecte, com que el moment d’inércia esta dividint en
I’equaci6 de Navier, per a un mateix moment flector, com major siga el moment
d’inércia, la seccid suportara una tensié menor. Aquesta condici6 es verifica quan
la superficie de la secci6 es troba tan lluny com €s possible de I’eix Z. Aix0 es po-
dria assolir amb una secci6 ideal formada per dues xapes separades una certa dis-
tancia entre elles. Obviament, acd és impossible des del punt de vista constructiu:
cal unir les dues xapes per fer un tnic perfil. La soluci6 son els perfils que tenen
forma de I, com els IPE 0 els IPN.

e e e
Z | Z Z
Ly Lg- 24—
ot

a) b) c)
Fig. 5.18. a) seccio6 ideal; b) 1PE; ¢) IPN

Actualment sén més emprats els perfils IPE, pels seus avantatges. Encara que a
igualtat de cantell, I’1pN t€ una inercia lleugerament més gran, habitualment el pes
també €s major 1 les estructures a base d’1pN solen resultar més pesades. A més, la
cara interior de 1’1PE és paral-lela a I’ala i la de I’1px té una inclinacio, que dificulta
el muntatge posterior d’estructures que s’hagen de recolzar en aquesta superficie.
La manca de paral-lelisme també¢ dificulta el cargolament.

També existeixen uns altres tipus de perfils comercials, com ara les series de per-
fils en H o en U. Practicament a tot Europa s’empren els mateixos tipus de perfils,
pero a la resta del mon s’utilitzen series de perfils similars en forma, perdo amb
variacions en les dimensions.

Les caracteristiques geometriques i els valors estatics dels perfils els trobem ta-
bulats, no cal calcular-los cada cop. Les taules de perfils, que fa un temps venien

recollides en les normatives, ara son publicades pels fabricants.

Si1 hem de dimensionar seccions comercials en flexi6 simple simetrica, el procedi-
ment, seguint la llei de Navier, seria un procés iteratiu:

1. Calcular el maxim moment flector actuant.
2. Triar un perfil pel qual comencar.

3. Buscar el moment d’inércia i el cantell en les taules.
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4. Calcular la tensié normal maxima i comparar-la amb I’admissible. Els punts
més separats de la LN estan a una distancia que és la meitat del cantell.

5. Si la tensio és més gran que ’admissible, la seccid no és capag de suportar
I’esforg: hem de triar un perfil superior de la série. Si €s menor que 1’admissi-
ble, la secci6 és valida. No obstant aixd, seguint un criteri economic (minim
us de material) haurem de verificar si algun perfil inferior fora també valid.

6. Tornar al punt 3 fins a la convergencia del resultat.

Aquest procediment pot evitar-se, en aquest tipus de flexid, recorrent al concepte
de modul resistent. Aquest nou concepte es defineix com el moment d’inércia di-
vidit per la maxima distancia de qualsevol punt a la LN.

W, = 22 Wy = X

Ymax Zmax

I'1a llei de Navier ens queda:
_MZ
W,

z

g =

En cas de flexi6 simple simétrica, y, . = &/ 2 (h és el cantell). Com que el modul
resistent €s un parametre que només depén de la geometria, també el trobem reco-
1lit en les taules de perfils.

El procés de dimensionament és ara:

1. Calcular el maxim moment flector actuant.

2. Calcular el moment resistent necessari, mitjangant:

| My|

Wzneces =
adm

El sentit de considerar el valor absolut del moment és que el modul resistent

¢€s sempre positiu. Realment, en aquest moment, no ens interessa saber si les

tensions de traccid estan en la part superior o la inferior, només volem triar

un perfil.

3. Buscar en les taules un perfil que tinga un modul resistent immediatament
superior al necessari.

S’ha de tindre cura amb els eixos quan busquem els valors estatics en les taules.
Malgrat que en tota aquesta obra s’utilitzen els mateixos noms per als eixos longi-
tudinals i per als principals d’inércia (excepte al tema 8), les taules de perfils poden
canviar aquesta nomenclatura (normalment inclouen una figura aclaridora). Hem
de tindre present amb quin eix estem treballant, independentment de si I’anome-
nem Z, Y o X, i buscar en les taules el valor corresponent, deixant de costat el nom
que s’haja emprat.

@ Oscar Martinez Ramos - ISBN: 978-84-695-9563-3 185 Mecanica i resistencia de materials - UJI - DOI: http://dx.doi.org/10.6035/Sapientia87



Per aquesta rad, moltes vegades anomenarem eix fort 1’eix que t€ una inércia ma-
jor, 1 eix feble el que té una menor inércia.
Exemple 5.3

En una seccid determinada d’una biga d’acer S275 tenim un moment flector

M, = 45 kN-m. Dimensioneu la seccié utilitzant els perfils comercials: IPE, 1PN,

HEB, UPN, 1 identifiqueu quin perfil és el més econdomic en aquest cas.

L’acer S2575 t¢ un limit elastic f, = 275 MPa, i hem d’aplicar un coeficient de
seguretat y,, = 1,05, per la qual cosa la tensi6 admissible €s fy , = 261,9 MPa.

El modul resistent necessari €és:
Wineces = —=——==1,718 - 1074 m3 = 171,8 cm?3
S )

Acudim a les taules i triem un perfil que tinga el modul resistent immediatament
superior en cadascuna de les tipologies demanades.

Perfil | W, (em®) | p (kg/m)
1PE 200 194 22.4
1PN 200 214 26.3
HEB 140 216 33.7
upN 200 191 253

Com podem apreciar, el més lleuger dels perfils valids és I’1pPE.

Després de fer un dimensionament amb un perfil comercial, és practicament im-
possible que el perfil que hem escollit tinga el mateix modul resistent que el ne-
cessari. Com a conseqiiéncia, la seccid no treballara al 100 % de la seua capacitat.
Definirem la ratio d’aprofitament (a) com la relacio entre la tensié que realment
tenim en la seccio i la tensido maxima que és capag de suportar la seccio.

_Omax _ A Wy Wy _ N + | My | | My |
Oadm fyd A 'fyd w, 'fyd wy 'fyd

Evidentment, la ratio ha de ser inferior a la unitat per tal que no es supere la tensié
admissible; per tant, podem utilitzar I’expressio anterior com a formula de com-
provacid. L’equacid anterior esta completa, pero si algun dels termes és nul, com
en el cas de flexié simple simétrica, també és valida.

@ Oscar Martinez Ramos - ISBN: 978-84-695-9563-3 186 Mecanica i resistencia de materials - UJI - DOI: http://dx.doi.org/10.6035/Sapientia87



Exemple 5.4

Calculeu la ratio d’aprofitament dels perfils calculats a I’exemple 5.3.

Perfil a
1PE 200 0,886
PN 200 0,803
HEB 140 0,795
upN 200 0.9

El perfil que haviem triat per criteri economic esta treballant al 88,6 % de la seua
capacitat. El perfil upN estaria treballant més, pero també és més pesat. Els altres
dos estarien més desaprofitats.

Exemple 5.5
En la biga de la figura:
1. Dimensioneu la seccié mitjangant un perfil 1Pt (acer S275) i calculeu la ratio

d’aprofitament.

2. Investigueu si té influéncia la consideraci6 de pes propi com a carrega distri-
buida.

Dades: P= 15 kN; q= 15 kN/m.

|Y P
A B € x
T 7
4m 1,5m
Fig. 5.19. Exemple 5.5. Enunciat

Les reaccions son: R, = 24,375 kN; R, = 50,625 kN.
La llei d’esforcos tallants:
0<x<4m V. (x)=R,—q-x=24375-15x kN
4m<x<55m V(x)=P=15kN
I la de moments flectors:
0<x<4m M/(x)=R, - x—q-0,5x*=24375x —7,5x> kN - m
4m<x<55m M, (x)=P - (x—35,5) = 15x—82,5kN - m
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Vy(x)
(kN)

24,38

15

JEa) jEa]
1,625 m l'|E“

22,5

, | =10 N
M_z(x)
(kN'm) 19,81

Fig. 5.20. Exemple 5.5. Diagrames

|
I 35,63
|
|

Observem que hi ha un pas per zero del diagrama de tallants, on hi haura un ma-
xim relatiu del diagrama de moments.

X, = ’%A = 1,625 m M;z(x;) = 19,805 kN - m
L altre possible maxim es troba en B: M (4m) =-22,5 kN - m.

El segon valor és més gran: dimensionarem amb aquest moment. EI modul resis-
tent necessari és, doncs:

My  22,5-103
w. = = =8,591-10"5m3 = 85,91 cm?3
Zneces fyd 261,9 . 106 ) m ) cm

Busquem en la taula de perfils i el primer que supera aquest valor €s 1’1pE 160 amb:
W,=109cm’.

La ratio d’aprofitament és: a = —™&_ = (,788.
Wz- yd

Aix0 significa que la seccio treballa al 78,8 % al seu punt més desfavorable.
El pes d’aquest perfil és: p = 15,8 kg/m.

Per a valorar si és important la seua consideracio o podem negligir-la, farem els ma-
teixos calculs aplicant una carrega distribuida en tota la longitud de la biga, amb un
valorq,,=p-g=155N/m= 0,155 kN/m (g és I’acceleracié de la gravetat). Ja veiem
des d’un principi que el valor corresponent €s molt inferior I’ordre de magnitud de
les carregues que tenim. No obstant aixo, calcularem el moment maxim.

Com que ja tenim calculades les lleis d’esfor¢os anteriors, podem afegir les que
produeix aquesta carrega, segons el principi de superposicio, o bé podem calcular
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les noves reaccions i tornar a calcular les lleis. Si només considerem la carrega
distribuida, les reaccions son:

R,,.=0,266 kN R,,.=0,586 kN

Les reaccions amb totes les carregues:
R,=R,+R,,,=24641kN R, =R, +R, =51211 kN
La llei d’esforgos tallants:

0<x<4m Vix)=R,—(q+q,,) x=24,641—15,155x kN
4m<x<55m Vx)=R, —(q+gq,,) x+R, =75852—15155x kN

I la de moments flectors:

0<x<4m Mx)=R, - x—(q+q,,) 0,5x*=24,375x—7,5x* kN - m

4m<x<55m Mx)=R,  x-—q 4(x-2)-q,, 05¢°+R, - (x-4)=
=15,266x — 0,077x> — 84,844 kN - m

Observem que hi ha un pas per zero del diagrama de tallants, on hi haura un ma-
xim relatiu del diagrama de moments.

Xy = qRAT =1,626 m My (x;) = 20,033 kN - m

+qpp

Laltre possible maxim es troba en B: M (4m) = -22,674 kN - m.

El segon valor segueix sent més gran: dimensionarem amb aquest moment. El
modul resistent necessari €s, doncs:

Mmax _ 22,674 - 103

— — — . -5 3 — 3
Wzneces I 3619106 8,658-10™ m 86,575 cm

Comprovem que el perfil triat abans (1PE 160) segueix sent valid.

La ratio d’aprofitament, considerant el pes propi, €s:

ﬂﬁnéx
a =

= = 0,794
WZ ’ fyd

Aix0 significa que la seccio treballa al 79,4 % al seu punt més desfavorable.

Conclusio: la diferencia entre considerar el pes propi o no és normalment insignificant,
pel que fa a les tensions. Si tenim en compte que si el considerem, el problema passa
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a ser iteratiu (fins que no triem perfil no coneixem el seu pes) i que introdueix la
dificultat afegida d’haver de calcular amb una carrega distribuida addicional, habi-
tualment no tindrem el pes propi en consideracio. Si en algun cas estimem que el
pes propi pot tindre una certa importancia relativa, en primer lloc dimensionarem
sense tindre’l en compte, i a posteriori avaluarem si 1’efecte és significatiu o no,
tal com hem fet en aquest exemple.

Exemple 5.6

Es disposa d’una biga recolzada en els extrems, de 3 metres de longitud i de per-
fil ipE 120 (S275). La biga esta sotmesa a una carrega uniformement distribuida
q =20 kN/m. Comproveu si el disseny de la biga és adequat, i en cas negatiu estu-
dieu com podria donar-se una soluci6 al problema mitjangant 1’addici6 de xapes de
e =3 mm de gruix i b = 60 mm d’amplaria. Ha d’optimitzar-se el pes d’acer, dis-
posant la xapa o xapes necessaries nomeés en els trams en que siga imprescindible.

| Y

3m

Fig. 5.21. Exemple 5.6. Enunciat
Les reaccions son: R, = R, = 30 kN.

La llei de flectors és: M(x) =R, - x — g - 0,5x>amb un maxim al punt mitja de la
biga, de valor: M, = M(1,5 m)=22,5 kN - m.

] X
My(x) CD
(kN'm)

22,5

Fig.5.22. Exemple 5.6. Diagrama de moments flectors

El modul resistent necessari €s:

M.,
Waneces = —— = 85,91 cm3

fyd

El modul resistent de I'tpE 120 és W, = 52,96 cm’; per tant, no és suficient per a

suportar les tensions que es produeixen en les seccions més desfavorables.
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El perfil 1pE 120 és capag de suportar, com a maxim, un moment flector de valor

M= Wy o= 13,8T kN - m

7120

Calcularem els trams de la biga en els quals el moment flector és menor que aquest
valor i que, per tant, no necessiten refor¢. Igualem la llei de moments al moment
que hem calculat: R - x —¢q - 0,5x*> = 13,87. Aix0 és una equacio6 de segon grau amb
dues solucions: x, = 0,57 m; x, = 2,43 m. La conclusié €s que en el tram x <x<x,
la biga no suporta I’esfor¢ i hem d’afegir les xapes.

X1 XZ ‘

X
M, (x) — %.'\L&/ — 13,87
(kN-m)

22,5

Fig. 5.23. Exemple 5.6. Trams coberts per 1’1PE 120

Posarem una xapa soldada a 1’ala superior i una altra a 1’ala inferior. Ara, el mo-
ment d’inércia 1 el modul resistent han canviat, ja no els podem trobar a les taules i els
hem de calcular. El moment d’inércia de I'iPE 120 sense xapes ¢és: [, = 317,8 cm’. El
cantell és & = 12 cm.

h 2
IZ1 =12120+2‘ [1—12b'e3+b'e~(5+§) ] =453,99 Cm4

Ymar1 =5 +e=63cm Wz =2 =72,06 cm’

Ymax1

Aquesta secci6 refor¢ada amb dues xapes pot suportar un moment maxim:
M,=W, - fy , = 18,87 kN - m que tampoc €s suﬁpignt. Igual que abaqs, hem de
calcular el tram que queda cobert per aquesta seccid i el tram que necessita un nou
reforg.

R, -x—q-0,5x*=18,87. Ens déna dues solucions: x, = 0,90 m; x, = 2,10 m.
X X
|

I X
RO\

22,5

Fig. 5.24. Exemple 5.6. Trams coberts per 1’1pE 120 reforgat amb una xapa

Al tram que ens queda, li soldarem una segona xapa en cada costat. Calculem els
valors estatics una altra vegada:

2
= 603,78 cm*

1 h e
1222121+2' Eb€3+be<—+e+—>

2 2

Ymax2 = %L + 2e = 6,6 cm WZZ = Iz2 = 91,48 Cm3 MZZ = WZZ . fyd = 23,96 kN -m

Ymaxz2
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Ara si que se supera el moment maxim, i per tant, la biga no plastificara en cap
punt.

En resum, la biga ens quedaria com es mostra a la figura 5.25. Aquesta disposicid
¢és la minima teorica, tot i que normalment s’allargarien les xapes una distancia de
seguretat per cada costat.

La manera de procedir d’aquest exemple és la base del métode que s’utilitza en els
calculs de formigo6 armat, quan es calcula un armament per tandes: es disposa més
armadura on es necessita, 1 menys on hi ha un moment menor. En formigo, la dis-
tancia que s’han de prolongar les armadures ens ve indicada en la normativa cor-
responent. Hi ha altres caracteristiques especifics del formig6d que condicionen la
disposicié d’armadures, pero tot aixo es desenrotllara en assignatures posteriors.

| X3 ) X X4
x| X
v] | |
I SL
A _ . . : B_x
TN 7

Fig. 5.25. Exemple 5.6. Soluci6. Fora d’escala

5.6. Flexi16 asimétrica

La flexi6 asimétrica o esbiaixada es produeix quan tenim moments flectors segons
els dos eixos principals d’inércia. Recordem que aixo representa realment que el
moment flector resultant no porta la direccid de cap dels eixos principals d’inércia,
per la qual cosa podem fer la descomposici6 vectorial segons els dos eixos.

La flexié esbiaixada pot produir-se quan sobre una biga actuen carregues en la
direccio Y i en la direccié Z. Equivalent a I’anterior és quan sobre una biga actuen
carregues en una direccio, pero la seccid de la biga esta inclinada respecte del pla
horitzontal, com per exemple a les corretges de les cobertes inclinades.

2

%

Py
C X

Pz

a) b)

Fig. 5.26. Flexi6 esbiaixada: a) carregues en Y i Z; b) secci6 inclinada
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En el cas de la figura 5.26 a, en la secci6 de I’encast, tenim uns moments flectors:
M,=P,L  M,=P, L

En el cas de la figura 5.26 b, el moment flector maxim (en la secci6 mitjana de la
biga) és:

que pot descompondre’s en: M, = Mcos(o.), M,= Msin(c).

Les tensions que es desenrotllen en flexié asimeétrica son una superposicio de les
que es produirien si actuaren els dos moments flectors per separat. Pensem en
aquesta Ultima possibilitat: les tensions que son conseqiiencia dels dos moments
flectors, podem veure-les a la figura segiient:

L.N.

L.N.

Fig. 5.27. Flexi6 esbiaixada. Superposicid de tensions

La distribucio de tensions de la dreta representa 1’expressio de la llei de Navier per
a flexié simple sim¢trica quan només actua M.

_MZ

o = IZ

y

La distribucid de tensions representada sota la seccio és I’equivalent a I’anterior
pero quan actua només el moment M. :

Realment, quan actuen tots dos alhora, la llei de Navier ens queda:

o=

y+ﬂz

Iz Iy
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Podem obtindre 1’equacid de la LN (o = 0) per a flexio esbiaixada:

My-Iz
Mz 1y

YN = ZLN

Evidentment, aquesta és I’equacio d’una recta inclinada respecte als eixos Y 1 Z.
En flexi6 simple simétrica, la LN era paral-lela a un dels eixos, i els punts amb més
tensio eren els que tenien una coordenada y o z més gran. En flexio asimétrica, no
¢és evident a primera vista quins seran els punts amb més tensio. Necessitem esbri-
nar quins son els punts més allunyats de la LN. La millor cosa que podem fer és
una representacio grafica de la LN sobre la seccio; encara que no siga molt exacta,
almenys la farem de manera qualitativa.

Un punt pel qual passa la LN que si que es dedueix a primera vista és el punt:
y=0;z=0.

Suposem, com a exemple, que els moments flectors que obtenim en una seccid per
als eixos Y 1 Z s6n ambdos positius. Com que els moments d’inércia sobn sempre
positius, podem deduir que per a valors de z > 0, obtindrem valors de y > 0. I al
revés, per a valors de z < 0, obtindrem valors de y < 0. Llavors, la LN podriem
representar-la com a la figura.

Fig. 5.28. Linia neutra en flexio esbiaixada

Els punts més allunyats de la LN son el A i el B, i seran els que més tensié tindran
de tota la seccid, encara que en aquest moment, no sabem encara si son de traccié o de
compressio. Per a calcular les tensions en aquests punts, substituirem les coorde-
nades d’ambdos en la llei de Navier. Suposem que les dimensions de la seccid son
b (ample) i h (cantell). Les coordenades dels punts son:

v,=h/2 oz, =-b2
y,=—h2 oz, =b2

Si observem la llei de Navier:

My
Iy

o=z y+
Iz
podrem deduir que les tensions per al punt A seran sempre negatives (els dos ter-
mes son negatius) i les tensions al punt B seran sempre positives (els dos termes
son positius). Ara podem fer la representacio de les tensions sobre la seccio, de

manera similar als casos de flexio simétrica.
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Tots els punts que estan a la mateixa distancia de la LN tindran la mateixa tensio.
Els punts que estan a la mateixa distancia son els que estan sobre una paral-lela a
la LN. En la figura, tots els punts que pertanyen a la recta M-N tenen la mateixa
tensio (0,). Encara que les coordenades de cadascun dels punts d’aquesta recta son
diferents entre elles, si fem la substitucio en la llei de Navier de qualsevol parell de
coordenades, el resultat seria el mateix.

v
|
I

Fig. 5.29. Distribucio6 de tensions en flexi6 esbiaixada

Exemple 5.7

La seglient biga encastada esta sotmesa a un moment M, en la seccié del seu extrem,
en la direccio indicada en la figura. Dimensioneu la biga (trobeu el valor de t), de
manera que no se supere la tensioé admissible.

Dades: M) =20 kN - m; 6, = 120 MPa.

18t

Fig. 5.30. Exemple 5.7. Enunciat

Com que la biga només té aplicat un moment en I’extrem, la llei de moments
flectors sera constant per a totes les seccions de la biga i igual al moment aplicat
en cada eix. En conclusio, és indiferent la seccid que analitzem en I’estudi de les
tensions, totes tenen la mateixa distribucid de tensions.

Hem de trobar la posicio6 dels eixos principals d’inércia. Sabem la posicio de I'eix Z,
atenent a raons de simetria. L’eix Y és perpendicular al Z i1 passa pel centre de
gravetat de la seccio.
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Calculem el centre de gravetat de la seccid. Dividim la seccio en tres rectangles.

Rectangle Area (A) | Posici6 Z, (cm) | A, - Z,
Ala superior 10 ¢ 5t 50t
Anima 16 ¢ t/2 8t
Ala inferior 10 t? 5t 50 ¢
Suma 36 t? 108 £

Hem de calcular també el moment d’inercia en ambdoés eixos. Per a I’eix Z és més
senzill si al moment d’inercia del rectangle massis de seccid 10t - 18t li restem el
moment d’inercia de 1’aire que té al seu interior (rectangle de 9t - 16t).

I; = 1—12 .10t - (18t)3 — % 9t - (16t)3 = 1.788t*

Per a I’eix Y dividirem en els mateixos tres rectangles que abans 1 haurem d’apli-
car el teorema de Steiner.

Iy =2[Z -t (106)° + ¢ 10t - (26)2| + - 16t - £3 + 16¢ - £ - (2,5¢)? = 348¢*
El moment aplicat el podem descompondre segons els dos eixos principals d’inércia.

M, = —M, - sin(309) = % =—10 kN -m

M, = =M, - cos(30%) = =2M, = =17,32 kN - m

Per a conéixer la distribucioé de tensions en la seccio, hem d’utilitzar la llei de
Navier.

—-Mz My \/§M0 My

+—z= - z
Iz y Iy 2-1.788t* y 2-384t*

Per a calcular I’equaci6 de la LN igualem a zero la tensio (o = 0) i aillem una de
les variables en funci6 de l'altra: y = 2,966 z.

Podem fer-ne una representacio grafica de manera qualitativa:
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Fig. 5.31. Exemple 5.7. Representacio de la LN

Evidentment, els punts més allunyats de la LN son el A i el B, les coordenades dels
quals son:

y, =9t z, =1t
v, =9t z, =7t

Com que ’enunciat no ens demana la distribuci6d de tensions en la seccid, sind
dimensionar-la, només necessitem el punt més allunyat de tots dos, que resulta A.

\[§M0 My

= ot — _ <
Z1788E% ¢ 2.384t4( 7t) < Oaam

04

D’aquesta desigualtat podem aillar la nostra incognita: ¢ = 0,0134 m.

Conclusid: el minim valor del gruix t necessari perque la tensio en la biga no su-
pere I’admissible en cap punt és de 13,4 mm.

5.7. Flexi6 composta

La flexié composta és aquella en la qual intervé I’esforg axial, siga de traccid o de
compressio. Pot existir un moment flector o tots dos. En aquest altim cas, la llei de
Navier t€ tots els seus termes. Si només tenim un moment flector, per exemple M,
la féormula de Navier queda:

N Mz
0 ==——=—Y
A 1z

L’equacio de la LN en aquest cas ens dona una recta paral-lela a I’eix Z pero des-
plagada cap a la zona de compressions, si 1’axial és de traccio, o cap a la zona de
traccions, si I’axial és de compressid. La LN ja no passa pel centre de gravetat
de la seccid.

NIz
A-Mz
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Pensem, per exemple, en un axial i un moment positius. L’equacié de la LN sera:
v = K (K és una constant major que zero).

Y | 6c max
i 8
|
7 | L.N.
M,>0 . g
I
| Gl,ll‘léx

Fig. 5.32. Flexi6 composta amb només un moment

Com veiem, la zona de traccions augmenta (hi ha més percentatge de la seccio tre-
ballant a tracci6). Pot ocorrer que inclus la LN estiga fora de la seccid, per damunt
o per sota, si I’axial és molt gran. Aixo fara que la peca només tinga traccions o
compressions. Aquesta circumstancia pot ser aprofitada per fer treballar la sec-
ci6 d’una manera convenient als nostres interessos. Per exemple, amb les bigues
prefabricades de formigé pretensat, el que es fa és aplicar un axial de compressio
inicial, abans d’entrar la biga en carrega, per a disminuir la zona de traccions (ja
sabem que el formigd es comporta bastant malament a traccio).

L.N.

I
; v Gt,min

__«_r —y—.L1

Fig. 5.33. Flexi6 composta amb només un moment si N és molt gran i positiu

Exemple 5.8

Una biga de secci6 rectangular esta sotmesa a una carrega P, que esta continguda
dins del pla XY i inclinada de la manera que es mostra a la figura. Calculeu la ma-
xima tensi6 normal a la seccid més desfavorable.

|Y Y

i
I
§ |

) =4+ ——F =

i
|
b

Fig. 5.34. Exemple 5.8. Enunciat

Dades: P=400 kN; L=3 m; h=40 cm; b =20 cm.
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Si fem una descomposici6 vectorial de la forca P, ens adonem que el problema és de
flexi6 composta, perque la component horitzontal de P és un axial de compressio.

N(x) <
. B -—
Vy(x)
t+)
MZmax X
=D
My (x) X

Fig. 5.35. Exemple 5.8. Diagrames

Hem de buscar, en primer lloc, la seccid més desfavorable. Calculem i represen-
tem les lleis d’esforgos.

N(x) =-P - cos(30)
V(x) =P - sin(30°)
M(x) =P -sin(30°) - (x—L)

La seccidé més desfavorable és clarament la de 1’encast, perque té el moment flec-
tor més gran, a igualtat d’axials.

L’area i el moment d’inércia son: 4 = 0,08 m?; [, = 1,067 - 10~ m’.
L’axial €s N = -346,41 kN i el moment flector M, = —600 kN - m.

L’equacio de la LN és:

NIz
A-Mz

=7,698-10"3m=10,77 cm

Podem apreciar que ’efecte de 1’axial no €s massa important, perqué no desplaga
en gran mesura la LN dins de la seccid. El diagrama de tensions ens queda:

t,max

e
7 | zL.N.

Fig. 5.36. Exemple 5.8. Tensions normals en la seccio de I’encast. Fora d’escala

Com que creix la zona de compressions, els pitjors punts seran els que estan més
allunyats de I’eix Z per la part de baix (y = —4/2). La tensi6 en aquests punts és:
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=

N_ Mz, _ ZPcos@0%) —Psin(30°)L, ‘Z_h =—1,168-108Pa = —116,8 MPa

Ocmix —
¢,max A Iz A Iz

A T’altre extrem tindrem la maxima tracci6, perd podem demostrar que el seu valor
sera més menut que la compressio:

=

Ocmax = Z _ # — —P.co:(SOQ) _ —P'si7;(309)~L . % =1,082- 108Pa =108,2 MPa
z z

Si tenim una flexié composta esbiaixada, la LN no només no passa pel centre de
gravetat, sind que a més no ¢és paral-lela a cap dels eixos. D’igual manera que
abans, 1’axial influeix en les tensions, augmentant la zona de traccions, si és posi-
tiu, 1 la zona de compressions, si és negatiu.

L’equacié de la LN en aquest cas tindra la forma segiient:

NI DMy
YEA M, I, M,

La LN es desplaga paral-lelament a la que tindria en el cas de flexié simple esbiaixada.

Yl Yl
o j
i AN
T N T
\\ |
B N B N |
AN AN
AN AN
a) b)

Fig. 5.37. Flexié composta esbiaixada: a) axial positiu; b) axial negatiu

També podem tindre una flexi6 composta esbiaixada si sobre una biga actua una
forca excéntrica, com a la figura segiient:

Fig. 5.38. Flexié composta esbiaixada causada per una forga axial excéntrica
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Si desplacem la carrega P al centre de gravetat obtenim un axial i dos moments:

N=-P
Mz =P -y
M, =—-P -z,

1 les tensions en la seccid, segons Navier:

Exemple 5.9

Un pilar de formigd d’una nau industrial té la seccio que s’indica a la figura 5.39.
El pilar suporta en la seccié B les carregues segiients (vegeu dibuix):

1. Actuant excentricament, en el punt P de la secci6 B, un esfor¢ axial N de
compressio.

2. En la direcci6 de I’eix Z 1 sentit negatiu, un esforg tallant V.

Calculeu, per a la seccio A de I’encast, I’equacio i representaci6 de la linia neutra
i el diagrama acotat de tensions normals.

Dades: N =1.000 kN; V =500 kN.

lN
B
A% o= Y|
6 |
!
|
© P |
° 2 J——dg S
—
| os | 25
A 7 Cotes en cm
Cotes en m

Fig. 5.39. Exemple 5.9. Enunciat
El centre de gravetat de la seccid es troba sobre 1’eix de simetria i a una distancia
de 22,5 cm del costat esquerre de la seccio. L’area és 4 = 0,125 m? i els moments

d’inercia [, = 7,292 - 10* m*; I, = 2,526 - 10° m’ (s’omet el calcul).

En la secci6 B tenim les forces N iV, perd a més, apareixen dos moments com a
conseqiiencia de I’excentricitat de la carrega N.
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El moment al voltant de Z és positiu, segons la regla del llevataps. L’excentricitat
de la carrega €s en aquest cas: 15 — 6 =9 cm. El moment €, per tant: M, = 0,09 -
1.000 =90 kN - m.

El moment al voltant de Y €s negatiu. L’excentricitat és 22,5 — 6 = 16,5 cm. El
moment t€ un valor de: M, = 0,165 - 1.000 = —-165 kN - m.

En la seccid A tenim els mateixos esforcos que en la seccid B, afegint-hi el mo-
ment causat per la forga V. Aquest moment és al voltant de 1’eix Y 1 és positiu.
L’hem de sumar al que prové de I’excentricitat.

En resum, en la seccio A tenim:

Ny =—N = —-1000 kN
MZA=MZB=90kN'm
MYA=MYB+Vh=2.835kNm

La distribuci6 de tensions normals segueix la llei de Navier.

-1000-10% 90-103 2835-103
0q4 = - vy —3
0,125 7,292-10 2,526:10

Per a deduir quins son els punts amb més tensio, hem de representar la LN. Igua-
lem a zero ’expressio anterior. El més facil és buscar la intersecci6 de la LN amb
els eixos. Per a I’eix Z, substituim el valor y = 0 1 obtenim un valor de z = 0,713 cm.
Si prenem z = 0, el valor que s’obté és y = —6,481 cm. Aixo ens permet dibuixar
la LN 1 adonar-nos que els punts més allunyats sén el M i el N. Les coordenades
d’aquests punts son:

Yy, =0,Im z,,=-0,275m
yy=-0,15m z,=0,225m

Fig. 5.40. Exemple 5.9. Posici6 de la LN i distribucié de tensions en la seccié A

Si substituim les coordenades en la llei de Navier obtenim les tensions dels dos
punts:
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o,0,,Z,)=-329 - 10°Pa = -328,98 MPa. Com que és negatiu, la tensio és de
compressio.

o,(v,Z,) =263 10°Pa = 263,03 MPa. Aquesta tensio es de traccio.

Exemple 5.10

Dimensioneu una biga mitjangant un perfil format per dues upN en caixo6 soldat,
d’acer S275, que suporta uns esforcos en la seccido més desfavorable: N = 200 kN;
M, =40 kN - m; M, = 20 kN - m. Dibuixeu el diagrama de tensions normals i cal-
culeu els valors als punts de maxima tensio.

Y| Y!

a) b)

Fig. 5.41. Exemple 5.10. a) Seccid upN en caixd; b) parametres geométrics de la seccio

Quan parlem d’una secci6 formada per UPN en caixo ens referim a seccions com la
de la figura, amb un cord6 de soldadura en la uni6 dels dos perfils.

Les seccions del tipus UpPN tenen simetria només en un eix. La posicié del centre
de gravetat de la secci6 ens la donen les taules (parametre c). L’area, els moments
d’inércia i els moduls resistents s’han de calcular de la seglient manera (si A
| il son els valors d’un uprN senzill).

UPN’

ZUPN © “YUPN
A=24,py W, = Iz
Iz = 2Izypn ‘ hI/Z
— X
Iy = 2[lyypy + Aypn (b — c)?] Wy = b

La primera cosa que hem de fer ¢s estudiar quina és la col-locacié idonia per
a la secci6. Tenim un moment més gran en un eix que en l’altre, perd no sabem, a
priori, quin dels dos eixos tindra un moment d’inércia més gran. Agafem un perfil
qualsevol i fem la prova, per exemple 1’upn 200, que té uns valors estatics segons
les taules: 4, =322 cm? I, = 1910 cm*; I, , = 148 cm?. Els valors de la
secci6 composta, segons les formules anteriors, son: 4 = 64,4 cm’; I, = 3.820 cm?;
I,=2.237 cm’. Comprovem que t¢ més moment d’inércia ’eix Z. Per aquesta rao,
la col-locacio ha de ser tal que 1’eix Z suporte el moment flector més gran. Aquesta

col-locacid és la que es representa a la figura 5.41.a.
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El dimensionament és un procés iteratiu. Per a evitar comencar pel primer perfil
de la série, farem un predimensionament considerant només el moment més gran
(M,). La llei de Navier ens queda:

|My| | My|
Omax = = < fya
max WZ 2VVZUPN Y

i el modul resistent d’un perfil simple haura de ser més gran que:

Wzupn =

Mz = 76,36 - 10~5m3 = 76,36 cm3
nyd

El perfil escollit és I’'upn 140. Els valors geomeétrics 1 estatics d’aquest perfil son:
b=60mm;h=140mm;c=17,5mm;A , =20,4cm’ 1, . =605cm* 1,  =62,7cm?.
Els valors de la seccid composta, segons les féormules anteriors, ens queden:

A =408 cm’; I, = 1210 cm*; I, = 862,35 cm*; W, = 172,86 cm’; W, = 143,73 cm’.

La comprovacié que no superem la tensio admissible la farem mitjancant el con-
cepte de ratio d’aprofitament, segons 1’expressio:

N M M
a= IN| + [Mz| + [My|
Afya Wz fya Wy fya

Si substituim els valors que tenim, obtenim una ratio a = 1,602; per tant, superem
la tensi6 admissible. Hem de provar un perfil més gran. Com que la ratio és bas-
tant més gran que la unitat, saltarem el perfil upn 160 1 agafarem directament 1’UpN
180. Els valors geométrics 1 estatics d’aquest perfil son: b = 70 mm; h = 180 mm;
c=192mm; A, =28 cm’ 1, ,  =1350cm’ I, = 114 cm’. Els valors de la
seccié composta, segons les formules anteriors, queden: 4 = 56 cm’; I, = 2.700 cm?;

I,=1.673 cm*; W, =300 cm’; W, = 293,02 cm’.

La ratio d’aprofitament en aquest cas és: a = 0,965. No se supera la tensié admis-
sible. Com que és un valor que esta bastant prop de la unitat, podem pensar que
si haguérem fet la prova pel perfil upN 160, hauriem obtingut una ratio a > 1. La
soluci6 del dimensionament és 2 upN 180.

L’equacid dela LN és: y = ;V%IZ + %Z = 0,024 + 0,807z en unitats del sI.

Obtenim el tall amb els eixos:

z=0—y=0,024m
y=0—=2z=-0,030m

Representem la LN i observem que els punts més allunyats son A i B (vegeu figura
5.42). Les coordenades dels punts son:
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v, =0,09m
v, =-0,09m

OB

Fig. 5.42. Exemple 5.10. Posicio de la LN i distribuci6 de tensions en la seccid
I les tensions normals en els punts A i B son:
o(y,Z,)=-181,29 - 10° Pa = —181,29 MPa. El punt A esta comprimit.

o(y,Z,) =252,72 - 10° Pa= 252,72 MPa. El punt B esta a tracci6 i la seua tensio
¢s més gran que la corresponent al punt A: com que tenim un axial de traccio, la
LN es desplaga del centre de gravetat, i deixa més percentatge de la seccio a traccio.
Com a conseqiiencia, es redueix el valor de les tensions de compressio 1 s’augmenta
el valor de les tensions de traccio.

5.8. Bigues compostes 0 mixtes

Amb certa freqiiéncia, les bigues es fabriquen amb diferents materials. En aquest
punt només estudiarem les bigues fetes amb dos materials. Com a exemples
podem esmentar les bigues de fusta reforcades amb plaques d’acer, bigues sand-
vitx, bigues bimetal-liques, tubs d’acer recoberts de plastic, bigues de formigd
armat, etc.

Analitzarem el comportament resistent (distribucio de tensions normals) de bigues
compostes de dos materials amb comportament elastic lineal, sotmeses a flexio

simeétrica.

S’admet la hipotesi de Bernouilli (les seccions planes 1 perpendiculars a ’eix lon-
gitudinal romanen planes).

Considerem una biga rectangular que consta de dos materials (1 i1 2), adherits
I’un a I’altre. La hipotesi de Bernouilli implica que les deformacions unitaries
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varien linealment a partir de la LN. Als punts d’unié d’ambdés materials, les
deformacions han de ser iguals.

Si els materials tenen diferents moduls d’elasticitat podem definir una raé modu-
lar com:

S
I
LI

Si els materials son elastics 1 lineals, el fet que a la superficie d’uni6 la deformacié
siga la mateixa als dos materials representa:

01 a2
E&1 =& D —=— D 02 = NOq
E1 E»

Les tensions en un dels materials no seran les mateixes que en I’altre, estaran mo-
dificades per la rad modular n. A la figura 5.43 es mostra la distribuci6 de tensions
sin>1.

El que farem per a determinar els esforgos és variar la geometria de la secci6 de
manera que, si la biga fora d’un Ginic material, la rigidesa a flexié (£+7)) de la secci6
modificada siga la mateixa que la de la seccid real. Aquesta nova seccid sera la
seccio transformada o seccio homogeneitzada, i el procés el denominarem homo-
geneitzar la seccio.

Yl 1N Ga
!
I
Al
7 !
e __t ----- g=¢
' S B A R —4—{ O170)
4 W
| € 8):}
b

Fig. 5.43. Bigues de dos materials: deformacions i tensions als punts de la seccid

Per a homogeneitzar la seccio el que farem sera multiplicar I’ample de la seccio
al material 2 per la rad modular o dividir ’ample de la secci6 al material 1 per n.

i ) Ei . .
Podriem haver definit la rad modular a la inversa; n = E—l, 1 llavors tots els calculs
2

de seccions transformades serien equivalents, amb la diferéncia que quan abans
multiplicavem, ara dividiriem, i viceversa.
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N ' —

b nb b

a) b)
Fig. 5.44. Homogeneitzacio. a) respecte al material 1; b) respecte al material 2

S’ha de tindre en consideracié que perque la LN romanga en la seua posicid, no-
més podem modificar la dimensi6 paral-lela a I’eix de la flexi6. Aquesta LN no
passa pel centre de gravetat de la seccié composta, sind pel centre de gravetat de
la seccio homogeneitzada.

Un cop homogeneitzada la seccio, calcularem el seu centre de gravetat, per on
passara la LN, i el seu moment d’inércia respecte a la LN (/,,). La distribuci6 de
tensions normals en la seccio, per a cadascun dels materials, és:

— Mz _ Mz
oL =——Yy 0, =—n—y
IzT Izt

S
I
=

La distribucié de tensions és la que hem representat a la figura 5.43.
Si haguérem pres la rad modular respecte al material 2:

E Mz Mz
n== oL =-—n—y g, = ——=
E; Izt Izt

Pero el resultat quant a tensions seria el mateix.

La rigidesa a flexio respecte a 1’eix que passa pel centre de gravetat sera (homoge-
neitzant respecte al material 1):

Ei-Izr =E1-Iz1 + E3 - I

Els moments d’inércia dels dos materials (/,, i ,,) son respecte al mateix eix que
passa pel centre de gravetat de la seccié homogeneitzada.
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Exemple 5.11

Una biga composta esta formada per una biga de fusta de dimensions b, x /, i una
placa d’acer de reforg, del mateix ample que la fusta (b, = b)) i de gruix 4,. La
seccid més desfavorable de la biga esta sotmesa a un moment flector positiu co-
negut. Calculeu les tensions maximes i minimes dins de cadascun dels materials,
utilitzant el metode de la seccid transformada.

Dades: E, = 10,5 GPa; E, =210 GPa; b, =b,= 10 cm; h, = 15 cm; h, = 12 mm.

Aquest problema pot ser resolt de dues maneres, homogeneitzant respecte al mate-
rial 1 o respecte al material 2. Com a exemple, ho resoldrem d’ambdues maneres, i
mostrarem que el resultat és el mateix. En primer lloc, homogeneitzarem respecte

al material 1.

La rad modular és:

N

10
0,

n= =20

[y
42

Variarem ’ample del material 2: b,’=n-b,=2 m.

b, by
T T
Fusta N Fusta N
Acer — ——
b, ‘ b,' ‘

Fig. 5.45. Homogeneitzacio respecte al material 1. Fora d’escala
En aquest cas hipotetic, la biga esta composta per un unic material (fusta).

La LN en flexi6 simétrica travessara el centre de gravetat geomeétric de I’area ho-
mogeneitzada. Calculem la posici6 vertical del centre de gravetat. Prenem com a
referéncia la part baixa de la seccié6 homogeneitzada.

h h
B h1~b1-(h2+71)+h2-b21~72

Y = = 3,715 cm
h1-b1+hy byt
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12,485
3,715

i
|
|
c el
|

Fig. 5.46. Posicio dels eixos principals de la seccio transformada

Un cop calculada la posicié del centre de gravetat, calcularem el moment d’inércia
de la seccio transformada respecte a 1’eix que passa pel centre de gravetat.

2 2
IZT:1—12b1h:1)’+b1h1(h2+%—YG) +1—12b2,h%+b2’h2(YG—%)

I =89-107%> m*

-M; . M
7 Yienel material2 0, = —n 'I_y
Z Z

La distribuci6 de tensions normals és: 01 =

Utilitzant les equacions anteriors podem calcular les tensions maximes i minimes
en la fusta i en I’acer:

o1(hi + hy —Y;) = —-9,82-10°Pa  o,(-Y; + hy) = 39,58 - 10° Pa
o,(=Y; + hy) =1,98-10° Pa 0,(=Y;) = 58,46 - 10° Pa

Y

| N

|

|

|

|
.__._.!_._.

i

Fig. 5.47. Exemple 5.11. Distribucié de tensions normals

Com a segona opci6 de resolucio del problema, podriem haver optat per homoge-
neitzar respecte al material 2 (acer). La ra6 modular ¢€s ara:
n===0,05

E;

2

Modificarem I’ample de la fusta: b>=n-b = 0,5 cm.
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Fusta

Acer Acer
b, b,

E——

Fig. 5.48. Homogeneitzacio respecte al material 2. Fora d’escala

Farem tota la serie de calculs equivalents al cas anterior perd amb la nova geome-

tria.
hy by~ (R +5) +hy by 22
Y, = rh T D, =3,715 cm  (¢s la mateixa posicio)

2 2
IZT:1—12'b1,'h%+b1"h1'(h2+%—Y6) +1—12b2h%+b2h2(YG—%)

= 444,88 cm*
M M
01=—nI—ZZy 02=—I—ZZY

o1(hi + hy —Y5) = —9,822-10% Pa  o,(—Y; + hy) = 39,578 - 10° Pa
o, (=Y; + hy) = 1,979 - 10° Pa 0,(=Y;) = 58,46 - 10° Pa

Comprovem que les tensions son les mateixes que abans.

Exemple 5.12

Siga la biga composta de la figura (cotes en cm) sotmesa a un moment flector co-
negut (M).

a) Calculeu la posici6 de la LN en la seccio.

b) Representeu la distribuci6 de tensions normals en ambdos materials, asse-
nyalant les maximes tensions de traccio i compressid que experimenten.

c) Determineu la rigidesa a flexio6 (£-7,) de la biga.

Dades: E, = 2,88:10" Pa; E, = 3,6:10"° Pa; M, = 30 kN - m.
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Fig. 5.49. Exemple 5.12. Enunciat

Hem d’homogeneitzar la seccio. Seleccionarem com a material de referéncia el
material 2. La rad6 modular és:

=08

S
I
S

Dividirem la secci6 en franges i multiplicarem ’ample del material 1 per la ra6
modular.

15,25

N

E

Fig. 5.50. Exemple 5.12. Divisio en franges
R’=R -n=060-0,8=48 cm
R’=R, n=1525-0,8=122cm
R’=R, n=21-0,8=16,8cm

Aixi doncs, com que hem fet una seccid equivalent d’un sol material, tractarem les
parts homogeneitzades i les originals del material 2 com un unic material.

La secci6 resultant també la dividirem en franges, als efectes de calcul de centre
de gravetat i moments d’inércia.
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Fig. 5.51. Exemple 5.12. Seccié homogeneitzada

Calcul de la posici6 del centre de gravetat de la seccido homogeneitzada (respecte
al punt més baix de la secci0).

R — A =48 -5=240 cm’ Y, =57,5cm
R,—A4,=539-32,5=1751,75 cm’ Y _,= 38,75 cm
R,— A4,=51,6-6=309,6 cm’ Y.=19,5 cm
R,—>A4,=60-16,5=990 cm’ Y, =8.25cm

XA Y -
Yo = = 29,13 cm. La LN passa per aquesta posicio.

XA

Per a representar la distribucié de tensions normals utilitzarem la llei de Navier.
Necessitem calcular el moment d’inércia de la seccid6 homogeneitzada respecte
a Z. Amb els rectangles de la figura, 1 aplicant el teorema de Steiner, el calcul és
senzill (b, 1 h, son les dimensions dels rectangles i d, €s la distancia del centre de
gravetat del rectangle al centre de gravetat de la seccio):

lyr =¥z =3 (S b h} +b; - by - d?) = 993.686,21 cm*

.. ., . . M
La distribuci6 de tensions per al material 1: o; = —nl—zy
zZ
_MZ
IZ

1 per al material 2: 0z = Yy

Els punts més allunyats de la LN en els materials 1 les tensions associades son:

Material 1
Ve = 60 =Y. = 30,87 cm oy,,)=-0,745 MPa
Voin = (¥, —16,5)=~12,63 cm o(y,,)= 0,305 MPa
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Material 2

V,u=35-Y,=2587cm oy,,)=-0,781 MPa
Vo= Y;=-29,13 cm o®,,) = 0,880 MPa
Yi Material 1
; -0,745 MPa Material 2
/r S W 0,781 MPa
i
|
5—7/—'—7!' n
« A : _____ 0,305 MPa
" |
! ____________ 0,880 MPa

Fig. 5.52. Exemple 5.12. Distribuci6 de tensions

La rigidesa a flexi6 de la biga relaciona el moment flector amb la curvatura i és el
producte del modul d’elasticitat del material respecte al qual hem homogeneitzat
pel moment d’inércia de la seccido homogeneitzada.

En aquest cas:

Rigidesa de flexio = E, - 1,,= 3,6 - 10" - 9,937 - 10° = 357.728.400 N - m".

5.9. Distribucid de tensions tangencials en flexio

La major part dels casos de flexi6 estan relacionats amb 1’existéncia de esfor-
cos tallants, és a dir, son casos de flexio simple. Ja hem vist que els esforgos axi-
als i els moments flectors impliquen I’aparici6 de tensions normals. En aquest
capitol estudiarem les tensions tangencials (o de cisallament) que apareixen com
a conseqiiencia dels esforgos tallants. El criteri determinant en el disseny d’una
biga per resisténcia sol ser el maxim valor de 1’esfor¢ normal en la seccio; les ten-
sions de cisallament s6n, normalment, d’ un ordre de magnitud inferior. Les tensions
tangencials seran importants relativament, quan les bigues siguen curtes 1 gruixu-
des o quan tinguen un cantell molt gran.

@ Oscar Martinez Ramos - ISBN: 978-84-695-9563-3 213 Mecanica i resistencia de materials - UJI - DOI: http://dx.doi.org/10.6035/Sapientia87



M+dM

D

V+dV

e

<

Fig. 5.53. Llesca diferencial en biga sotmesa a flexi6 simple

%/////
)7

Imaginem una biga sotmesa a flexié simple, que tindra una distribucié de esforcos
tallants V,(x) i moments flectors M (x) com la de la figura 5.53. Prenguem una
llesca diferencial. Com que la distribucié de tallants 1 flectors és continua, existira
una variacio diferencial en els esfor¢os a un costat i altre de la llesca.

Hem estudiat als apartats anteriors quina és la distribucié de tensions normals, que
seran diferents a un costat i 1’altre de la biga.

c o+do

LN

dx

‘<—>‘

Fig. 5.54. Distribuci6 de tensions normals en la llesca diferencial

Com ja sabem, si la biga esta en equilibri, les seues parts també ho estaran. En
concret, la llesca diferencial ha d’estar en equilibri. Si ara dividim en dues parts la
llesca, totes dues han d’estar en equilibri.

dx

c r—ﬂcﬁdc
S <

LN

Fig. 5.55. Distribuci6 de tensions normals en les dues parts de la llesca diferencial

Considerem la part superior. La resultant de les tensions normals en una cara la-
teral ens donara un esfor¢ axial, 1 en I’altra part, el mateix esforg, perd amb una
petita variacio diferencial.
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L’axial sera N' = [, 0 d4 i la variaci6 diferencial dN" = [ .d odA

Fig. 5.56. Resultant de forces sobre la part superior de la llesca diferencial vista des de baix.
D’aquesta manera la pega no esta en equilibri (el sumatori de forces no és zero)

Podem desenrotllar aquesta ultima expressio aplicant la llei de Navier per a flexid
simple simétrica:

dN* = [dodA = [TZydA =2 Ls;
~ * Iz z

Iz

ftydA =

S, és el moment estatic de la superficie de la seccié que queda per damunt de la
coordenada y considerada.

La part superior de la llesca diferencial ha d’estar també en equilibri, 1 amb la re-
sultant dels esforcos axials, si atenem a la figura 5.56, no ho esta. Ha d’aparéixer
alguna forca (com a resultant d’una tensio) en alguna de les cares restants per tal de
restituir I’equilibri. Com que a la cara superior de la llesca 1 als seus laterals no pot
haver-hi tensio, perque son parts exteriors de la peca, podem deduir que ha d’apa-
réixer una tensio a la cara inferior. La tensio sera tangencial, 1 la resultant d’aquesta
tensid sobre la cara ha de ser igual a la variacio d’esforg axial que teniem abans.

KM S

XYy

Fig. 5.57. Part superior de la llesca diferencial vista des de baix.
Tensions tangencials que hi apareixen

dN' =< b dx

Segons el teorema de reciprocitat de les tensions tangencials, com ja vam expli-
car al tema 3, les tensions tangencials que apareixen en la superficie inferior son
iguals a les que apareixen en la superficie de la seccio.
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Fig. 5.58. Reciprocitat de les tensions tangencials
Si ara igualem les dues expressions que ens donen aquesta variacio d’axial:

dMz
Iz

TXy'b'dx: S;

També sabem que hi ha una relaci6 entre el moment flector i I’esforg tallant:

dM,
dx

Vy =

Introduim aquesta expressié en I’anterior i podem aillar T, .. D’aquesta manera
tindrem la distribuci6 de tensions tangencials en la seccio:

Vy - Sz
TXY:—b_I
z

Aquesta ¢és la formula de Collignon-Jourawski que ens relaciona 1’esforg tallant
amb les tensions tangencials que es produeixen a la seccio.

Per a una determinada seccio, I’esforg tallant és tnic. El valor del moment d’inércia
¢s el de la seccié completa. El valor del moment estatic depén de la coordenada y. A
més, I’ample de la seccid no sempre sera constant, pot dependre també de y.

Si fem les mateixes consideracions perd amb un esforg tallant en 1’altra direcci6
(V,) obtindrem un resultat equivalent, canviant la variable y per la z i ’ample pel
cantell.

Aixi doncs, podem enunciar la férmula de Collignon per a les dues tensions tan-
gencials que poden aparéixer com a:

Vz:Sy(2)
h(z)ly

Vy-Sz(¥)
b(y)lIz

xy (y) = Txz(2) =

Les tensions tangencials portaran la mateixa direccid i sentit que el tallant associat.
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Fig. 5.59. Direccions que porten les tensions tangencials
El calcul dels moments estatics es realitza amb la resoluci6 de les segiients integrals.

Y| A

| A v
77 7B

z______{____ |~ - z. 7//__1!_______ -

|
|
!
b ——\L«

b

Fig. 5.60. Calcul dels moments estatics

b2

S;) = [[ydA=[.[ydydz Sy(2) = [[zdA =[ [z dzdy

La integral representa el producte de I’area A* per la distancia des del centre de
gravetat d’aquesta area a 1’eix considerat. Aixo fa que, si I’area és senzilla de cal-
cular, com ara un rectangle, pot resultar més facil el calcul seglient:

S:0) = A" D) Yo-a ) Si(2) = 4 (D) - 26-1 ()
am=b-(3-v) 4@ =h-(3-2)
bo-r ) =+ () =2 3) so-p@ =5+ (42) =3+

%

Yl A Zg_é ’7« |Y

YG-A

IN
N

Fig. 5.61. Calcul alternatiu dels moments estatics
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Igual que féiem amb les tensions normals, podem fer una representacié grafica de
les tensions tangencials. Aquest grafic representara la magnitud de la tensio, pero
no ens donara informaci6 sobre el sentit de la tensi6. Sempre considerarem, com
hem dit adés, que el sentit sera el mateix que el que porta ’esforg associat.

Y

IN

|
|
|
|
-—-—-—],—-—-—-——-—- TXYmax
|
|
|
i
|

TXZmax

Fig. 5.62. Representacio grafica de les tensions tangencials
Com podem observar, la distribuci6 de tensions tangencials a partir de la férmula
de Collignon és parabolica i la tensio tangencial és zero en els exteriors de la pega.
En aquest cas particular de seccid simétrica, el valor maxim s’obté al punt mitja.
Exemple 5.13
En el problema de I’exemple 5.9, calculeu les lleis de tensions tangencials en la
seccid A degudes a I’esforg tallant, i representeu-les graficament, acotant els valors

més significatius.

Recordem la geometria de la secci6:

Yl
' 22,5
il_
7 .
ek
— !
|25 | 25

Cotes en cm

Fig. 5.63. Exemple 5.13. Geometria de la seccid
En la seccidé A només tenim esforg tallant segons la direccio z: V, = 500 kN.

El moment d’inércia que ens fara falta, ja 1’haviem calculat anteriorment:
I,=2,526 107 m".
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Calcularem el moment estatic. Com que la secci6 té dos amples diferents, sera ne-
cessari calcular els moments estatics dels dos trams. Com a conseqiiéncia, també
obtindrem dues distribucions de tensions tangencials diferents.

Y| Y|
225 | ‘ 22,5 #ﬁ
I NN
|— 1
zZ ! z
SUELE 2]
a) b)

Fig. 5.64. Exemple 5.13. Calcul dels moments estatics: ) primer tram; b) segon tram

Sy1(2) = [* [T zdzdy = 7,59 - 1073 — 0,1522
Sy2(2) = [ fzdzdy + [* [“zdzdy = 7,56 - 1073 — 0,10z
Com podem veure, la primera integral del segon tram correspon al moment estatic

del primer tram quan estem en el punt z = —0,025 m. Per tant, no seria necessari
fer-la: obtindriem el mateix resultat calculant:

S31(—0,025) = 7,5 - 1073 m®

Si apliquem la férmula de Collignon, obtindrem les distribucions de tensions tan-
gencials en els dos trams:

Vz-Sy,(z) _ 500-10%-(7,59-1073-0,15z2)

oY YEYTTTETSE =5007917,6 — 98970704,7z%(Pa)
Iy 32526,

Txz1(2) =

Vz-Sy,(z) _ 500-10%-(7,56:1072-0,10z2)
h(z2)-Iy 0,2:2,526:1073

Txz2(2) = 7482185,2 — 98970704,7z% (Pa)

Les hem calculades segons el si, pero resulten més comodes si les expressem en
MPa:

Txz1(2) = 5,01 — 98,9722 (MPa)
Txz2(2) = 7,48 — 98,9722 (MPa)

Donem valors als punts extrems de cada tram. Si obtenim en les cares exteriors un
valor diferent de zero, sera senyal que hem comés un error. Si no ens dona exacta-
ment zero perd es un valor molt menut, es tracta d’un error d’arrodoniment.

Txz1(0,225) = 0 Txz2(—0,025) = 7,42 MPa
Txz1(—0,025) = 4,95 MPa  147,(—0,275) = 0
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La representaci6 grafica de les tensions tangencials, de manera qualitativa és:

—

———cG

| N

495%13 .

Fig. 5.65. Exemple 5.13. Representacio de les tensions tangencials

Exemple 5.14

Determineu 1 dibuixeu la distribucié de tensions tangencials 1 normals de la seccid
de I’encast d’una biga voladissa de 10 m de longitud amb una carrega de 1 kN
aplicada al seu extrem. La biga té una secci6 rectangular de dimensions b =10 cm,
h =20 cm.

Els diagrames d’esforcos en la biga son immediats.

L’esforg tallant €s constant en tota la biga, i t€ un valor V, = 1 kN. Per al calcul
de la distribucié de tensions tangencials en la seccid de 1’encast, utilitzarem la
formula de Collignon. Hem de calcular primer els moments estatics en funcié de
la coordenada y. En aquest exercici ho calcularem mitjangant el segon métode
explicat anteriorment.

| Y
L
— X
- p

Vy(x)

X
=0t

P

X
CED
P-L
M;y(x)

Fig. 5.66. Exemple 5.14. Diagrames d’esforcos

Com que es tracta de una seccid rectangular, I’esquema utilitzat per al calcul és el
de la figura 5.61, 1 les expressions que utilitzarem son:
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A*(y) =b- (%l—y)
vo-r ) =y +(52) =3 (G+7)

X % b-h? b
S; N = A0 Yo_p ) = ——5¥?
Les tensions tangencials vindran representades per:

b-h? Eyz
() =Wr5=>— 3
b,E.b.h 2 b h

Aix0 és una distribuci6 parabolica amb uns valors representatius:

Tyy (g) = Tyy (‘7") =0 T3y (0) =2 2L = 7,5-10* Pa

Les tensions normals ens les dona la llei de Navier:

Mz _ —12Mz
y= 3
Iz b-h

o(y) = y

que ¢és una distribucid lineal de tensions, que varia entre els valors extrems:
M= _15.107 " =15.107
0(5)_ 1,5-107Pa a(z) 1,5-107 Pa

Com podem observar a la figura, en els punts en els quals la tensio tangencial és
maxima, la tensidé normal és zero, i viceversa. La tensié normal maxima dins de la
seccid és 200 vegades més gran que la maxima tensioé tangencial.

Y c

¢,max

! TXYmax § L.N.
_._.__._[._ _ |} AYmax

| N

I

Gt,max

Fig. 5.67. Exemple 5.14. Diagrames de tensions

Podem obtindre unes conclusions interessants si fem la comparacié entre la maxi-
ma tensi6 normal i tangencial a cadascuna de les seccions de la biga. Evidentment,
com que I’esforg tallant és constant en tota la biga, la tensio tangencial maxima
també ho sera. Tanmateix, la tensié normal disminueix segons avancem cap a 1’ex-
trem de la biga.

Mz, = TEMZ@ R 26 pp— x)

Omax(x) = 1z
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Com que ¢és flexio simetrica, la maxima tensid en la part inferior sera la mateixa
pero positiva. Representarem les dues funcions de tensié maxima (normal positiva

1 tangencial).
MPa

F T ; ~—— X (m)
2,5 5 7,5 10

Fig. 5.68. Exemple 5.14. Tensions maximes

Veiem que les tensions normals maximes predominen ampliament sobre les tan-
gencials en bona part de la biga. Només s’apropen en el tram final. Fem una vista
ampliada d’aquest ultim tram:

MPa

985 99 995 10

Fig. 5.69. Exemple 5.14. Tensions maximes. Vista ampliada de I’extrem de la biga

La tensi6 tangencial maxima és més gran que la maxima tensié normal només als
ultims cinc centimetres de la biga.

Aquest resultat confirma el que haviem comentat durant el tema sobre el fet que
les tensions tangencials només tenen una importancia relativa significativa en
mensules curtes, pero si la biga té una certa longitud, les tensions tangencials pas-
sen a ser negligibles.

Per a seccions circulars, I’expressié de Collignon és tamb¢ valida, pero les ten-
sions tangencials no poden portar la direccid de 1’esforg tallant.

Aix0 suposaria que existeixen tensions perpendiculars a la cara exterior, la qual cosa
no pot ocdrrer si no és perque hi ha carregues exteriors justament en eixe punt.

Es produeix una redistribucié de les tensions tangencials, que conflueixen en un
punt M.

XY

Fig. 5.70. Tensions tangencials en seccions circulars
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Si considerem una seccid de paret estreta, com ara un perfil 1pg, el calcul dels mo-
ments estatics, de la manera com 1’hem fet fins ara, ens donaria una distribucio6 de
tensions tangencials com la de la figura.

Fig. 5.71. Tensions tangencials en seccio IPE

Pero el comportament en les ales no és eixe. Es produeix una redistribucio de les
tensions tangencials, que no segueixen la direcci6 del tallant, sind que adopten la
direccio de I’ala.

Les tensions tangencials son funcions lineals, no paraboliques, amb un valor nul
en I’extrem 1 maxim al punt mitja de I’ala.

D

1

T-—-—-—l
|
|
|

|

4

Fig. 5.72. Tensions tangencials en seccio IPE

Per al calcul del moment estatic no hem de considerar 1’ala tallada per una linia
horitzontal, sin6 per una de vertical, a una distancia s.

NNNNN

s

Fig 5.73. Calcul del moment estatic en ala de seccio 1PE

El moment estatic és el producte de I’area ratllada de la figura anterior, per la dis-
tancia des del centre de gravetat fins a 1’eix Z.
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<

7

=
I

raa(®) =2 (h—tp) s

El moment estatic és una funcié lineal amb maxim quan s = b/2. La tensi6 tangen-
cial en I’ala sera també una funcié lineal:
_ VY'SE,ala (S)

T =
ala trlz

El calcul del moment estatic en 1’anima si que el farem de la mateixa manera que
fins ara, i la tensi6 tangencial sera una funci6 parabolica.

*
- _ VY ' SZ,énima (S)
anima —
t, 1,

Els valors dels gruixos d’ala i anima venen donats per 1,11t respectivament. La
lletra i el subindex venen de 1’anglés thickness (gruix), flange (ala) i web (anima).

En un perfil tipus upE, la redistribucio de tensions tangencials seria:

Fig. 5.74. Tensions tangencials en seccio UPE
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Problemes proposats

5.1. En la seglient seccio, sotmesa a una carrega axial de compressié de 100 kN,
aplicada al punt M, localitzeu el punt de maxima tensio 1 calculeu el seu
valor. Cotes en cm.

Fig. P.5.01

5.2. Dimensioneu un element d’acer S275, la seccié més desfavorable del qual
té un esfor¢ axial de 200 kN i un moment flector de 41,1 kKN - m. Trieu la
tipologia de perfil que resulte més economica (IPE, UPN, HEB).

5.3. Per a la segiient barra, dimensioneu-la amb perfil 1PE i amb HEB.

Dades: P; =200 kN; P, =20 kN; P; =40 kN; h=3 m.

\\\\\N R \E

Fig. P.5.03

5.4. Per a una nau industrial es pretenen dimensionar les corretges de coberta.
Les corretges es consideren com a bigues recolzades amb una carrega uni-
formement distribuida de valor q 1 una llum L igual a la separaci6 entre por-
tics. Es volen usar perfils conformats en fred de la serie cr. Escolliu el perfil
adient de la série, atenent només a criteris de resisténcia.
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Dades: acer S235; q =2 kN/m; L = 5m; el pendent de la nau és del 15 %.

| Y

Fig. P.5.04

5.5. Per ala segiient biga recolzada:

p q

T 7

Fig. P.5.05
a) Dimensioneu el perfil IpE.
b) Calculeu els diagrames de tensid normal i tensié tangencial en la seccio6 del
suport fix.
¢) Comproveu que aquesta seccié compleix amb els criteris de resisténcia de
Rankine, Tresca 1 Von Mises.

Dades: P =40 kN; q =30 kN/m; a = 0,8 m; L =4 m; acer S275.

5.6. Considerem la segiient biga, de 5 metres de longitud, sotmesa a una car-
rega axial de compressio excentrica P, = 100 kN, situada al punt M de la
seccid extrema, i a les carregues P, = 25 kN i P, = 10 kN. Calculeu, per a
la seccid més desfavorable:

a) Equacio de la LN 1 representaci6 grafica.

b) Maxima tensi6 de traccid i de compressio i punts on es produeixen.

15
|
I
I

Fig. P.5.06
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5.7. Tenim la biga 1pE de la figura recolzada sobre tres suports, amb carrega uni-
formement repartida q = 12 kN/m. La longitud és L =3 m.

Fig. P.5.07

a) Establiu la posicié de I’articulacid6 D, de manera que s’iguale el moment
maxim en els trams amb el moment en la secci6é del suport central.

b) Dibuixeu els diagrames d’esforcos.

¢) Dimensioneu el perfil en acer S275 1 calculeu la ratio d’aprofitament del
material.

5.8. Per ala biga composta de la figura (cotes en mm), dibuixeu el diagrama de
tensions normals per a ambdos materials en la seccido més desfavorable.

Dades: L =5m; E =210 GPa; E, =70 GPa; P= 15 kN; q = 5 kN/m.

65
ak 25 15 5
1 —
q
P b
R
A
T i e Mat |
S
L/4 L/4 N
Mat. 2
L
15

Fig. P.5.08

5.9. Considerem la biga voladissa encastada de la figura sotmesa a quatre carre-
gues P, P, P, 1P, disposades tal com es mostra. La biga presenta una seccio
en forma de creu massissa, doblement simétrica, les dimensions de la qual
es representen a la figura.

a) Determineu la distribucio de tensions tangencials T, i T, en la seccio de
I’encast (expressi6 matematica i diagrama aproximat de cadascuna d’elles).

b) Determineu la distribucio de tensions normals o, en la seccié de I’encast
(expressi6 matematica).

¢) Calculeu I’equacié6 de la linia neutra en la seccio de 1’encast i representeu-la
graficament.
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d) Determineu les coordenades del punt de la seccié de I’encast sotmés a la ma-
xima tensio normal positiva i les del punt sotmés a la maxima tensié normal

negativa.
e) Calculeu les tensions principals en el punt de la seccio de I’encast, de coor-
denades y =2 cm, z =2 cm, i calculeu la tensi6 equivalent de Von Mises en

eixe mateix punt.

Dades: P, =P, =P, =1kN; P, =2 kN.

Y ’ Y
| 1 Y P . Py
"
Z - X Z
= —n A — e .2 = _
—
s5]s " &
Cotes en cm 2,5m ‘ 2,5m ‘ 2,5m 2,5m
Fig. P.5.09
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TEMA 6

Flexid — deformacions

6.1. Introduccio

Al tema 5 hem estudiat les distribucions de tensions que apareixen en les sec-
cions rectes, quan una peca esta sotmesa a flexié pura, simple o composta. En
aquest tema analitzarem les deformacions que es produeixen en ella, quan les sol-
licitacions so6n d’aquest mateix tipus.

Els elements estructurals sotmesos a flexi6 han d’acomplir uns requisits de rigi-
desa, €s a dir, no han de deformar-se més enlla d’un limit, normalment marcat per
normatives. En moltes ocasions, el disseny d’un element estructural ve determi-
nat més per les condicions de rigidesa que per les de resisténcia. Freqiientment,
determinats elements de les estructures es calculen obligant que les deformacions
maximes siguen iguals a les admissibles, 1 després comprovant que no se supera
la tensi6 admissible.

En aquest tema estudiarem, de manera eminentment practica, alguns metodes per
a calcular les deformacions d’una biga, en tots els seus punts (equacio de [’elasti-
ca) o en alguns dels seus punts concrets (metode de Maxwell-Mohr).

Al final del tema, utilitzarem el calcul de les deformacions com a eina per a resol-
dre els sistemes hiperestatics: les condicions de compatibilitat de desplagament les
utilitzarem com a equacions addicionals, que sumades a les equacions d’equilibri
estatic, ens permetran resoldre les incognites.

6.2. Equaci6 general de I’elastica

Els desplagaments deguts a la flexid s’obtenen de les deformacions que tenen lloc
al llarg de I’element. Aquestes deformacions es basen en la hipotesi cinematica
(Bernouilli) que les seccions planes 1 perpendiculars a I’eix en les bigues abans de
la deformacié romandran planes 1 perpendiculars a 1’eix després de la deformacio.
La hipotesi de Bernouilli ja va ser comentada quan estudiarem el tema de tensions,
1 la figura que la il-lustra és la 5.8.

Farem una serie de consideracions, per a flexio pura:
* L’eix longitudinal adopta una forma corbada, perd es manté dins del pla

perpendicular a I’eix de la flexid. Per exemple, si la flexi6 és conseqiiéncia
d’un moment M, I’eix deformat romandra dins del pla XY.
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* Com que les deformacions seran molt menudes, els centres de gravetat de
les seccions es mouran perpendicularment a ’eix no deformat (negligirem
els desplagaments axials).

* La longitud de I’eix longitudinal, que esta contingut en la fibra neutra, no
canvia després de la deformaci6. Les fibres superiors s’acurten i les inferiors
s’allarguen (o viceversa).

* Les seccions roden respecte a I’eix deformat, per a mantindre la perpendicu-
laritat amb ell, i romanen planes.

En flexio simple, I’esfor¢ tallant afegeix una deformacié addicional, pero sera ne-
gligible en la major part dels casos.

Les noves posicions dels centres de gravetat de totes les seccions ens donen la po-
sicio de la LN. Aquestes posicions dels centres de gravetat poden ser expressades
en forma d’una equacio6 y(x) anomenada equacio de [’elastica o de la deformada,
que per a cada valor de x, ens dona el moviment vertical del centre de gravetat. El
valor del descens habitualment s’anomena fletxa.

Suposem una biga AB que esta sotmesa a un estat qualsevol de forces que li pro-
voca una flexi6. La deformacié d’un punt qualsevol C estara definida per dues
magnituds:

* Lafletxa, o desplagament vertical del punt (y ).
+ Langle de flexio, o angle de gir (6,). Es I’angle que forma la tangent a la
corba en el punt C.

p
A C B
= M 7
=
9
Fig. 6.1

Cada punt de la biga té una rotaci6 1 una fletxa, per la qual cosa hi existiran dues
funcions 0(x) 1 y(x) que definiran ambdues magnituds. Pero la rotacid de la seccio i
la deformada no sén funcions independents, entre elles guarden la segiient relacio:
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tan[0(x)] = &2

dx

Quan parlem de deformacions molt menudes, 1’angle de gir també és molt menut,
i si I’expressem en radians, podem considerar que la tangent de 1’angle és igual al
mateix angle.

tan[0(x)] = O(x)

En aquest cas:

0(x) = dy(x)

dx
Necessitem fer un parell de definicions més:

* El radi de curvatura (p) en un punt és el radi de la circumferéncia que passa
pel punt i per dos més infinitament proxims (per tres punts només passa una
circumferéncia).

* Lacurvatura () d’una corba en el pla, en un punt d'ella, indica com de rapid
la corba abandona la tangent en eixe punt. La curvatura és I'invers del radi de
curvatura.

__1 _dy®
K(‘x) - p(x) - de

No ¢és I’objectiu d’aquest text fer la demostracié matematica de per que la curva-
tura és la segona derivada de I’equaci6 de 1’elastica, com tampoc ho és demostrar
la segiient expressio. El lector podra trobar-la en la bibliografia recomanada si té
interés a aprofundir-hi. Per tant, només direm que després d’un desenrotllament
relativament senzill, podrem relacionar la curvatura amb el moment flector:

Mz(x) = Elzk(x)

I llavors podrem obtindre una expressio que és [ ’equacio diferencial del problema
de flexio en petits desplacaments per a bigues elastiques.

d?y() _ Mz
dx? Elz

Aquesta equaci6 ens permet obtindre 1’equacio de 1’elastica per doble integracid
de la llei de moments flectors dividida per la rigidesa a flexié (£ - 7).

y(x) =ffr—lzzdxdx
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Cal dir que aquesta integral és indefinida, ra6 per la qual apareixen dues constants
d’integracio que hauran de ser calculades per les condicions de contorn. Aquestes
condicions poden ser, com a exemple:

* En un recolzament o en un encast, el moviment vertical del punt és zero

(0(x) = 0).

* Enun encast, el gir del punt és zero (6(x) =y’(x) = 0).

En un punt on canvia la llei de moments flectors ha d’haver-hi continuitat en la
fletxa (y, (x) =y, (x)).

En un punt on canvia la llei de moments flectors, si no és una rotula, ha d’haver-hi
continuitat en el pendent (0, (x) = 0, (x), o dit d’una altra manera y,” (x) =y, (x)).
Exemple 6.1

Determineu I’equacio de 1’elastica d’una biga recolzada als seus extrems, sotmesa
a una carrega uniformement repartida.

Dades: L, q, E, L,
| Y

Fig. 6.2. Exemple 6.1. Enunciat

Donem per conegut el calcul de la llei de moments flectors:

q-L _q "
MZ(X)sz—Ex2=E'IZ'y (x)

Si integrem dues vegades:

E-lI; y'(x) =q4;Lx2 —%xg‘ +C;

E-Iz-y(x):Z—;x3—ix4+61-x+62

Les constants d’integracié s’obtenen de les condicions de contorn; en aquest cas,
el desplagament en els extrems és zero.

y(O)ZO - (=0
q-L?

—q- L 1 [q-L q
L)=0 - ¢ = S O R S B . B
(L) 1= TY® E-IZ( Y 7 i
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Per a calcular la maxima fletxa, igualarem a zero la derivada, y’(x) = 0. Es facil
veure que aixo es produeix en x = L/2, 1 en aquest punt:

. = 5aLt
Ymax = 355 E-lz
Exemple 6.2

Calculeu I’equacio de la deformada de la biga voladissa de la figura.

Dades: L, P, E, L.
|Y

Fig. 6.3. Exemple 6.2. Enunciat
La llei de moments flectors és M_Z (x) =P - (x — L), per tant:

E-l;y'(x) =22 - PLx+ ¢

P-L-x?
2

E-lyy() =22 - +Cx+ G

Les constants d’integracio s’obtenen de les condicions de contorn referents al fet
que el desplagament i el gir al punt de I’encast és zero.

0 — _ 1 (P-x® P-L-x?
y(o)_Oﬁcl_O—’Y(x)zEJ( 5 T2 )
y(0)=0->C,=0 z

Aquesta funci6 té un maxim en x = L: Yy =

—p.I3 . ’ . \
W el signe és negatiu perque el
. 1z

punt descendeix.

3-E

Aquests dos exemples tenien la mateixa llei de moments flectors per a tota la barra,
pero aquest no és el cas més freqiient.

Quan la llei de moments flectors és una funcio a trams, I’equacié de 1’elastica tam-
bé ho sera. En aquests casos, haurem de fer tantes dobles integracions com trams
hi haja. Aix0 suposa tindre tantes condicions de contorn com constants d’integra-
cio, és a dir, dues per cada tram. Les condicions a aplicar en aquests casos son la
continuitat de la fletxa i del gir, en els punts en els quals la llei canvia. Evident-
ment, quan la llei canvia, el descens d’un punt ha de ser el mateix si el calculem
amb ’equacié d’un tram o amb la de I’altre. El mateix passa amb els girs.
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Exemple 6.3

En la biga recolzada als seus extrems representada en la figura 6.4, que esta sot-
mesa a una carrega puntual, calculeu I’equacio de I’elastica en funcio de E, I, P,
L,a,b.

Donarem per sabut el calcul de reaccions i 1’obtenci6 de les lleis d’esforcos. La llei
de moments flectors és una funci6 en dos trams:

Fig. 6.4. Exemple 6.3. Enunciat

OSxSa%MZl(x):Qx

a<x<L—>MZZ(x)—ﬂx—P (x—a)

Calcularem 1’equaci6 de I’elastica per doble integracié de la llei de flectors; per
tant, també tindra dos trams. Al primer tram:

P 2
E-I7-y; (x)_Tx?'l'Q

P
E - IZ yl(X) T?+C1X+CZ
I al segon tram:
Eolpoyo= b X p BT
z }’2(3‘)—T > > 1
P-b x3 (x —a)3
E-Iz- }’2(x)—— ——P-———+D;-x+D,

Condicions de contorn:
1. El recolzament de 1’esquerra no descendeix: y, (0) = 0.
2. El recolzament de la dreta no descendeix: y, (L) = 0.
3. Continuitat de la fletxa: y, (a) =y, (@).
4. Continuitat del gir: y," (a) = y,” (a).

De la condici6 1 obtenim rapidament la solucié: C, = 0.
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. . —_— 2 .
De la condicid 4, Pbal | Ci = Pb & _p.Laza? Dy, obtenim: C,=D,.
L 2 L 2 2

Substituint ’anterior resultat en la condicio 3:

P-b a3 _P-b a® (a—a)s

g — + D1 - a + Dy, obtenim: D, = 0.

Entrant amb tots aquests resultats en la condicid 2:

P-b I3 (L—-a)? i
, 'E_P' - + Dy - L+ 0 =0, podem aillar D,.
_ —P-b-I? C(L-a)® _ Pboyo  y2y —

Dy=——+ 6L _6~L(b =6

Finalment, 1’equaci6 de I’elastica als dos trams:

1 (P-b x3 P-b
Osxsa_’}ﬁ(x):E—,IZ(—L '?+—6L(b2—L2)-x)

1 (Pb x3 (x—-a)3 Pb
anSLeyz(x)z—E.IZ(_L '?_P'T‘*‘a(bz—Lz)-x)

Aquest ultim exercici t€ només dos trams, i ens han aparegut quatre constants
d’integracio, que hem hagut de resoldre amb quatre equacions. Normalment tin-
drem més de dos trams. Quan tenim # trams, el nombre de constants d’integracid
sera 2n. Com a conseqiiéncia, el plantejament del problema comenga a tindre una
complexitat elevada, perque és necessari un nombre igual d’equacions al sistema
(2n) per a resoldre-les. En aquests casos podem acudir al meétode universal, en
el qual només ens quedaran dues constants d’integracid. El métode es basa en la
utilitzacio de les funcions de discontinuitat, que son del tipus:

Osix<a }
K-(x—a)*six>a

K-(x—a)”z{

Explicarem la manera de procedir a través d’un exemple practic.

Exemple 6.4
Obtenim 1’equaci6 de I’elastica per a la biga de la figura.

Dades: a, M, q, P, E, I,
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NPE

Fig. 6.5. Exemple 6.4. Enunciat

En aquest cas tenim cinc trams en la llei de moments flectors. A¢o implica deu
constants d’integracid, que s’han de resoldre amb un sistema del mateix nombre
d’equacions. Per tal d’evitar-ho, utilitzarem el metode universal.

El primer que hem de fer és calcular les reaccions.

_lpilg.a+ M

RA—5P+2q a+5'a
_4 1M

RB—5P+2q a

5-a

Ara calcularem la llei de moments flectors com si estiguérem considerant [’altim
tram de la biga, perd hem de fer un parell d’artificis:

« Si tenim una carrega distribuida que comenca 1 acaba abans del final de la
biga, la prolongarem fins al final 1 la compensarem amb una carrega en sentit
contrari de la mateixa magnitud.

Fig. 6.6. Exemple 6.4. Primer artifici
* Si tenim un moment M aplicat, en la llei de moments considerarem M-(x-a)°.

La llei de moments flectors a I’altim tram sera:

(x—2a)?
2

Mz(x) = Ryx — M(x —a)® — q +q <x_;a)2 — P(x — 4a)

@ Oscar Martinez Ramos - ISBN: 978-84-695-9563-3 236 Mecanica i resistencia de materials - UJI - DOI: http://dx.doi.org/10.6035/Sapientia87



My(x)

Fig. 6.7. Exemple 6.4. Moments flectors a 1’ultim tram

Elzy"(x) = Mz(x)

El;y'(x) = RA%Z —M{x—a)—gq xm2a) q (x—=3a)* P(x—;l»a)z +e

6 6

Elyy(x) = Ryl — MESD — G207 4 g3l _ p &ty oy 4

Les constants d’integracio s’obtenen de les condicions de contorn:

1. El recolzament de 1’esquerra no es mou: y(0) = 0.
2. El recolzament de la dreta no es mou: y(5a) = 0.

En la condicid 1, tots els termes que estan entre paréntesis, com que sOn negatius,
tindran un valor de zero, perque son funcions de discontinuitat. Els altres termes

tamb¢ son zero, a causa de la coordenada x = 0. Directament obtenim, doncs: C, = 0.

De la segona condici6:

Gt e
24 24

El;y(5a) = Ry &L - M _ g

—PEL 4+ (5a=0
2 6

Podem aillar C:
Cl =§M.a—2q.a3—ip.a2
30 24 5

La solucio obtinguda ¢és valida per a tots els trams; només hem d’eliminar, en
cada tram, els termes en els quals el valor de dins dels paréntesis siga negatiu. Per
exemple, als dos primers trams:

0Sx£a—>yl(x)=i[RAx—63 (izMa—zqa ——Pa) ]

a<x<2a—>y2(x)— [RA——M(x a)z ( Ma—ﬂqa —-Pa) ]

D’aquesta manera podriem obtindre la resta de trams. Comprovem que, malgrat
que també ¢€s relativament laborids, €s significativament més senzill que plantejar
1 resoldre un sistema de deu equacions amb deu incognites.
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6.3. Rigidesa a flexid. Bigues simples 1 mixtes

Com ja hem vist anteriorment, hi ha una relacio6 entre el moment flector i la curva-
tura que adopta un tram de biga.

M, = ELx

El producte £, s’anomena rigidesa a flexio, i representa 1’oposicio a flexionar-se
que presenta una biga sotmesa a un moment flector.

En el cas de bigues mixtes de dos materials amb moduls d’elasticitat £, i £, ho-
mogeneitzarem la seccid respecte a un dels materials, com ja hem fet anterior-
ment. La rigidesa a flexio6 es defineix com a: E I

En aquest cas:

. Emfés el modul de Young del material respecte al qual hem homogeneitzat.
* [,_¢és el moment d’inercia de la seccio homogeneitzada respecte a la LN.

Podem afirmar també¢ que:
Ere/" L=E -I,+E, I,

I, 11, son els moments d’inercia de cada material (considerant la seccio real)
respecte a la LN.

Exemple 6.5
Calculeu la rigidesa flexional de la biga composta de I’exemple 5.11.

En aquell exemple vam fer, en primer lloc, ’homogeneitzacio respecte del mate-
rial 1, vam trobar el centre de gravetat i vam calcular el moment d’inércia de la
seccid homogeneitzada.

Y. =3,715cm; 1, =8,9 - 10° m*

> ZT

La rigidesa a flexi6 de la biga homogeneitzada ¢s, doncs:

. —F -] =92-10°N - m?2
E L= E 1,;,=92-1°N-m
Comprovarem ara que les rigideses a flexio de la biga homogeneitzada i1 de la biga
original coincideixen. Hem de calcular els moments d’inércia de les arees origi-
nals respecte a I’eix Z:

2
1 h
11=E.b1'h§+b1-h1'(hz+71—Ya> =7,19-107° m*
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2

1 h
Iz=ﬁ'b2'h%+b2‘h2‘(yc_72> =1,25-10"° m*

E'Iorig:E1'11+E2'12:9,2'105N'm2

Comprovem doncs que: Eref- Ihomog: E, - Ion,g.
En la segona part del problema, ho resolguérem tot un altre cop, perd homogene-
itzant respecte del material 2. També podem comprovar que les rigideses a flexio
son les mateixes. La posicio del centre de gravetat era la mateixa que anteriorment.
El moment d’inércia de la seccié homogeneitzada és 7, = 444,88 cm*; per tant, la
rigidesa flexional de la secci6 homogeneitzada respecte del material 2:

. = . = . 5 . 2
E-1,,,,=E 1,=92 10°N-n’.
Els moments d’inércia /, i 1, son els mateixos que abans, pel fet d’estar el centre
de gravetat a la mateixa posicio. Per aquesta rao, la rigidesa original i la resta dels
valors son els mateixos. Comprovem que tornen a coincidir ambdues rigideses.

Exemple 6.6

Calculeu els diagrames d’esforcos de la biga de la figura. Les cotes estan en metres
1 suposem coneguda la seccid de la biga i el material. Calculeu la fletxaenx =3 m 1
enx=18miel girenx=12m.

Dades: I, E, P, = 6 kN; P, =7 kN; q = 8 kN/m.

Py

Fig. 6.8. Exemple 6.6. Enunciat

Aquest €s un cas clarament hiperestatic. Tenim dues equacions de 1’estatica i qua-
tre reaccions desconegudes, per tant GH = 2. Per a calcular els casos hiperestatics
utilitzarem equacions addicionals que sorgeixen del calcul de moviments coneguts
en I’estructura. Son les que anomenem equacions de compatibilitat de desplaca-
ment. Per a casos com aquest, en els quals la biga és completament recta, podem
utilitzar el metode de la doble integracid. Més endavant estudiarem uns altres me-
todes. Tanmateix, en aquest problema en particular, és més adient el métode de
la doble integracio perqué a més de resoldre 1’hiperestatisme, hem de calcular la
fletxa en dos punts i el gir en un altre. Amb els metodes que veurem després, el
problema s’allargaria molt més que amb la doble integracio.
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Per a fer el métode de la doble integracid, necessitem fer I’artifici de prolongar la
carrega distribuida i compensar-la amb una de sentit contrari.

P, P,
|Y
|

| X

] q

/ / /
T T A A4
R, Ry Rc R,

Fig. 6.9. Exemple 6.6. Artifici amb la carrega distribuida

Com podem observar a la figura, tindriem sis trams en la llei de moments flectors.
En aquest metode, calcularem el moment flector a I’altim tram, utilitzant les fun-
cions de discontinuitat abans explicades.

d?y
Sabem que Mz(x) = Elzm'

My(x) = Rax + Rp(x — 6) + Re(x — 14) — Py(x — 3) — Py(x — 18) — q &= 4 g 67121

2 L2 iz e P s
El,y'(x) =R, .%_l_RB (x 26) +R, (x—14) _Pl(x 3) _Pz(x 218) x 63)

— 3
+¢&=2 1

x (6 | o 14?3 @18 (et

Elzy() =Ry +Rs—o— + R — P~ B ——a

_ 4
+¢ 2L+ cx + G

Apliquem condicions de contorn per a resoldre les incognites que tenim, que en
son sis (les quatre reaccions i les dues constants d’integracid). Recordem que els
termes dins dels paréntesis que siguen negatius, els eliminarem.

Dx=0—=yx)=0—C,=0.

2) x=6m— y(x)=0.
RA§—P1 (6—63)3 _q(6—63)4+C1,6 —0
> 36R, —5446C; =0

3)x=14m—yx)=0.
143 (14 — 6)3 (14-3)  (14-3)* (14-12)*
RagtRe—F——P—F— 44— —+ 14—
5 457,33R, + 85,33Rp — 6206 + 14C, = 0

+C-14=0
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4) x =20 — y(x)=0.

203 (20-6)3 (20-14)3 (20-3)3 (20-18)3 (20-3)*
Rag + Re——+ Re—— P ———Ph— =4
+q@12 L0 .20=0

— 1333,33R, + 457,33Rp + 36R¢ — 31397,33 + 20C; =0

Equacions d’equilibri estatic:
2F,=0—R +R, +R.+R —P -P,—q-9=0
M, =0—R -20+R,-14+R.-6-P, -17-P,-2-q-9-125=0

Tenim sis equacions amb sis incognites. Realment, ja sabem que només ens que-
den cinc equacions i cinc incognites. Fem la resolucio del sistema:

R,=2,74 kN; R, = 59,27 kN; R.= 21,79 kN; R, = 1,08 kN; C,= 7,44 kN

Malgrat I’inconvenient que suposa resoldre un sistema de cinc equacions amb cinc
incognites, pensem que haguera passat si haguérem plantejat el problema mitjan-
cant el metode general, amb la llei de moments flectors tram a tram, 1 integrant en
cadascun d’ells. Tindriem dues constants d’integracio6 per cada tram, en total dotze
constants, més les quatre reaccions, un total de setze incognites. Hauriem de re-
soldre el sistema de setze equacions amb setze incognites. Evidentment, el metode
universal és més efica¢ en eixe sentit.

Un cop resolt I’hiperestatisme, el calcul de les fletxes 1 el gir ja és immediat:

-10
¥(3) = - [RaZ+30 ] = 22
(18-6)3 (18-14)3 (18-3)3 (18-3)* (18-12)*

y(18) = 7 [RA—+RB =L R - R B g 118

14,83
y(18) = ——

(12-6)2 (12-3)2 (12-3)3

0(12) = y (12)=—[RA + Ry - P 2 - 2y
0(12) = 41,70
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6.4. Meéetode de Maxwell-Mohr

Al punt anterior hem vist com calcular ’equacioé de ’elastica, la qual ens dona
la posicio de totes les seccions d’una biga (del centre de gravetat). Hi ha vegades
en que no ens interessa tant conéixer la posicio de totes les seccions com la d’una en
concret. Per a aquests casos existeix un metode que ens permet calcular despla-
caments o girs de seccions determinades en bigues rectes sotmeses a flexio plana.

El metode es basa en els teoremes energetics, que formen part de la teoria
de I’elasticitat, perd que no hem estudiat en aquest curs. En concret, el métode de
Maxwell-Mohr es basa en el teorema de Castigliano. Com que no hem treballat
sobre aquest Ultim, no podrem fer la demostracio teorica del metode, que I’alumne
interessat podra trobar facilment a la bibliografia recomanada.

Imaginem una biga carregada amb una distribuci6 qualsevol de forces, com la de
la figura (farem I’explicacié amb la biga recolzada als extrems de la figura, pero
pot tindre qualsevol geometria). Volem trobar la posici6 final del centre de grave-
tat de la secci6 C.

qy (x)

C' 8¢

Fig. 6.10. Métode de Maxwell-Mohr
El procediment és el segiient:
1) Introduim una forca ficticia unitaria (®) en el punt C, en la direcci6 en la

qual volem calcular el desplacament. En aquest cas, com que volem calcular
el descens, la forca sera vertical.

Fig. 6.11. Metode de Maxwell-Mohr. Forga ficticia

2) Aplicarem el teorema de superposicio, i separarem les forces reals de la
forca ficticia. Calcularem per separat els diagrames de moments «realsy,
M (x), i els diagrames de moments «ficticis», M (x). Evidentment, com que
la carrega ficticia €s puntual, el diagrama M, (x) sempre sera lineal.
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| X |Y

i,
A B A B _x

Mz(x) Mo(x)
Fig. 6.12. Meétode de Maxwell-Mohr. Separaci6 per superposicid

3) Pot demostrar-se que el desplagament del punt d’aplicacio de la for¢a @, en
la direccid de la forga, és:

5 = [MZE M@ g

Elz

Es a dir, hem de calcular les lleis de moments reals i ficticis, multiplicar els
dos polinomis 1 integrar el resultat en tota la longitud de la biga. Aquest re-
sultat, dividit per la rigidesa, és el desplagament.

Consideracions addicionals:

a) Si les lleis de moments son a trams, hem de fer una integral per a cada tram
1 sumar-les. Realment el que hem de tindre son funcions continues per a les
dues lleis de moments. Encara que la llei de moments reals siga continua en
un tram, si la de moments ficticis té la discontinuitat en eixe tram, haurem
de dividir-lo en dos. Per exemple, a la figura 6.12, podem veure que M (x) €s
continua en tota la longitud de la biga, pero M, (x) t€ una discontinuitat en C.
Aix0 ens obliga a fer dues integrals, una de A a C i una altra de C a B.

b) El desplagament sera positiu si el punt es mou en la direccio de la forga fic-
ticia que hem introduit.

¢) Elmétode és valid per a estructures de més d’una biga (n elements). En aquest
cas és necessari fer les integrals en cadascun dels elements i sumar-les. Quan
I’estructura esta composta de més d’un element, hem d’aplicar el metode
obligatoriament a tota 1’estructura, independentment de la secci6 en la qual
volem obtindre el desplacament.

le(x) qu(x)
1 f Eilzi dx

d) Si el que volem és trobar el gir d’una seccid, en lloc de introduir una forca
ficticia puntual unitaria, introduirem un moment puntual unitari. La resta del
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metode és exactament igual. El gir obtingut sera positiu si la secci6 gira en
el mateix sentit que el moment aplicat.

Exemple 6.7

Calculeu el desplacament del punt extrem de la biga voladissa segiient, sense cal-
cular I’equacié de ’elastica.

Dades: =5 kN/m; L=3 m; E =210 GPa; [, = 11.770 cm*.

|Y

Fig. 6.13. Exemple 6.7. Enunciat
Les reaccions son:

Ry=ql=15kN; My = —q% = -225 kN -m

La llei de moments flectors és:
L? x?
Mz(x) = —q5 +qlx—q=5
Per a calcular el desplagament del punt extrem de la biga, apliquem una carrega
ficticia unitaria vertical en el punt B.

| Y
' D=1

Fig. 6.14. Exemple 6.7. Carrega ficticia
La llei de moments «ficticis» amb la carrega ® = 1 €s: M (x) =x — L.

Ambdues lleis son continues en la barra sencera. Només caldra fer una integral.
Fem primer el producte de les dues lleis:

Mz(x) - Mg(x) = —q’“—229c+qu2 — q%3+qL2—3— ql?x + quz_Z

1 ara, fem la integral.
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=L gk 2 _ X L B2 x”
6B—Elzf0(q2x+qu q2+q2 qu+qL2)dx

S L SO LS SV L Ol
63——[q22+qL3 a5 +ta7x qL2+qL6]O

Elz
2 l-ql+ gl gl 4 gl — gL + Y] =2 = 205.1073
5B‘Elz[q4+q3 15 +43 q2+q6]—8512—2,05 1073m

El valor del desplacament és positiu, la qual cosa representa que el punt baixara, és
a dir, es desplagara en la mateixa direcci6 i sentit que la forga ficticia.

Exemple 6.8

Calculeu el desplacament del punt mitja de la biga recolzada als extrems de la
figura.

L/4

e

|
|
|
A
|
|

Mz(x) 3PL/16

Fig. 6.15. Exemple 6.8. Enunciat i diagrama de moments «reals»
Dades: P= 10 kN; L=5kN: E =210 GPa; [, = 11.770 cm*.
Les reaccions son:
R, =PA=25kN;R,=3P4=",5kN
La llei de moments flectors és en dos trams:

0§x£%L—>MZl(x)=§x

%LSxSL%MZZ(x) =§P(L—x)

Com que volem calcular el desplacament del punt mitja, hi apliquem una forga
unitaria.
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Ma(x) L2
Fig. 6.16. Exemple 6.8. Forga ficticia i diagrama de moments «ficticis»

La llei de moments ficticis tamb¢ és en dos trams, perd no son els mateixos que
abans:

Com que els diagrames reals tenen una discontinuitat en 3L/4 i els ficticis la tenen
en L/2, haurem de considerar tres trams per tal de tindre funcions continues en
ambdues lleis, dins de cada tram. El desplagament sera el resultat de la suma de
les integrals:

6= E—iz [ Mz1 (x) - Mgy (x)dx + [ Mz (x) - Mgz (x)dx + [ Mz (x) - Mgy (x)dx]

Si fem tots els productes i les integrals, finalment obtindrem:

11L3P

=7.24-10"*m
768Elz

6.5. Interpretacid grafica del metode de Maxwell-Mohr

Com hem vist, el métode implica fer el producte de dos polinomis i després inte-
grar el resultat. Si tenim lleis de moments complexes 1 molts trams, la resolucio
pot esdevindre molt laboriosa. Per a aquests casos hi ha una interpretacié grafica

del metode de Maxwell-Mohr.

Sabem que la llei de moments ficticis sera lineal, perque la carrega ficticia és pun-
tual. Per tant, adoptara la forma genérica de I’equacié d’una recta: M (x) = a + bx.

El desplagament sera, doncs:

_ Mz(x)-(a+bx) _ a-Mz(x) bxMz(x)
=% [ — dx=3% [ 5 dx+% [ T dx
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En el primer terme, la integral fMZ (x)dx representa I’area del diagrama de mo-
ments flectors al tram considerat. La resta son constants que ixen de la integral.

En el segon terme, la integral | x M, (x)dx €s el numerador de la coordenada del
centre de gravetat de I’area del diagrama de moments flectors.

_ JxMz@)dx _ [xMz(x)dx
o J Mz(x)dx o Am

Xem

Reescrivim I’expressio del desplagament:

§= Z% (ady + bAnXem) = Z:TM(G + bXgum)
z Z

Si ens hi fixem, ens adonarem que el paréntesi és el moment fictici, calculat en la
coordenada del centre de gravetat de I’area del diagrama de moments flectors.

El métode s’anomena també en alguns textos metode de Veresxaquin o de multi-
plicacio dels grafics.

A primera ullada pot semblar més complicat que I’anterior, perd realment el meto-
de es limita al calcul d’arees conegudes, normalment rectangles i triangles, 1 dels

seus centres de gravetat.

Farem un resum operatiu del métode, encara que els tres primers passos son els
mateixos.

Considerem una biga sotmesa a una distribucid genérica de carregues transversals
1 el diagrama de moments flectors associat, com els de la figura 6.12. Volem obtin-

dre el desplagament d’un punt qualsevol (C).

1) Obtenim el diagrama de moments flectors «reals». Moltes vegades no €s ne-
cessari tindre la funcié M (x) si podem definir el diagrama de manera senzilla.

2) Eliminem les carregues exteriors i apliquem una forga ficticia en el punt C.

3) Representarem el diagrama de moments flectors «ficticis», que sempre seran
lineals (figura 6.12).

4) Descomponem els diagrames en seccions longitudinals, de manera que en
cada tram les dues funcions siguen continues.

5) Calculem les arees del diagrama de moments «reals» per a cada tram i la
posici6 del centre de gravetat d’aquestes arees.

6) Calculem el moment fictici en les coordenades dels centres de gravetat ante-
riorment calculats.
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XGZ

Xai A,
X
G
A G
My(x) | I |
| ! |
Moao1 [ | _ I_ - X
Mao——
Mo (x)

Fig. 6.17. Interpretaci6 grafica del metode de Maxwell-Mohr

7) Aplicarem la férmula:

1 1
§ = 2 AR Moy (XEF™) = 57 [A1 - Mor(Xa1) + Az - Moz (X62)]
V4 VA

Important: les arees dels diagrames de moments flectors han d’anar amb el seu sig-
ne. Es a dir, si el moment és positiu, I’area sera positiva, i si el moment és negatiu,
’area sera negativa.

Comprovarem a continuacio, a través d’uns exemples, que el metode resulta sen-
zill d’aplicar.

Exemple 6.9

Determineu el desplagament del punt extrem del voladis (A) de la biga de la figura,
sense calcular I’equacio de I’elastica.

Dades: P, L, E, L.

'Y

|
A BE X
PT -

| L

X
G
My(x) P-L

\ 2L/3

Fig. 6.18. Exemple 6.9. Enunciat i diagrama de moments

Aquest és un dels casos senzills en els quals, amb un minim d’experiéncia en la
resolucio de diagrames d’esforgos (que en aquest punt del curs, ja hauria de tindre
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I’alumne), no és necessari el calcul de la llei d’esfor¢os de manera matematica.
Només adonar-nos que sera un triangle, amb valor zero en Aivalor P- Len B. La
posicio del centre de gravetat també és coneguda: en un triangle rectangle esta a
2/3 del vertex o a 1/3 de la base.

Llevem la carrega P i apliquem una for¢a ficticia unitaria al punt A. La llei de mo-
ments ficticis t¢ la mateixa forma que la de moments reals, perd amb un maxim

de valor L.
Y
A ! BE X
®=1I . -
' X
Mo(x) L

I lg' 6'15 . E:lelllple 6'§ N I Olga ﬁCtIC1a' Elaglalna

L’area d’un triangle de base L i altura P - L és:

LpL =&

Areal —
M 2

N =

En la coordenada del centre de gravetat de I’area anterior (X, = 2L/3) calculem
quant val el moment fictici. En aquest cas, tampoc €s necessari el calcul de la llei
matematica de moments ficticis. Podem fer una senzilla semblanca de triangles 1
veure que:

x=L - Mp(x) =1L
x=2L/3 » Me(x) =2L/3

Aix0 ho podem fer si estem segurs de la forma dels diagrames; en cas contrari,
calcularem la senzilla expressi, 1 substituirem la coordenada X ..

_ 1 pL*2L _ PL®

Elz 2 3 3Elz

El valor és positiu perque el punt es mou cap a dalt, que és el mateix sentit que duu
la forga ficticia.
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Exemple 6.10

Determineu el desplacament del punt C de la biga recolzada de la figura, en la qual
s’aplica la carrega P.

Dades: P=10kN; L=2m; E =210 GPa; [, = 11.770 cm*.

2L L

P-L

| 4173 2L/3

Mz (x) '

Fig. 6.20. Exemple 6.10. Enunciat i diagrama de moments
. . -P 3
Les reaccions son: Ry = 7;RB = ;P.

Apliquem la carrega ficticia en C i calculem el diagrama.

-1
A B c
T 77777§ 5777/
2L L
L
L3 2L73
| | <
Mea(x) ' 4L73 2L73

Fig. 6.21. Exemple 6.10. Forga ficticia. Diagrama

Ara tenim dues arees, que son dos triangles. Els moments ficticis en les coordena-
des dels centres de gravetat també podem calcular-los per semblanca de triangles.

A = §2LPL = PL%2—>X; = §2L = gLeMm(Xm) = ;L
I Y L_7; =2
Ay =SLPL =P ——Xgy = 2L+ = 2L—>Mgy(Xg2) = <L

§=— [A1Mp1(Xg1) + A2Mor (X62)] = P - 3,24-1073m
Elz Elz
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Com ja hem comentat, els diagrames de moments flectors seran arees conegudes,
normalment triangles o rectangles. Quan la carrega és distribuida, el moment re-
sultant és una parabola.

En aquest curs, per a aquest tipus de problemes només treballarem amb carregues
uniformement distribuides, de manera que la llei de moments sera una parabola
quadratica. L’area sota la corba és coneguda, aixi com la posicié del centre de
gravetat.

En general I’area sota una parabola de graun és: A = 1 LH

n+1

n+2L

1 la posicio del centre de gravetat respecte del vertex: X; =

En el cas de parabola quadratica (graun=12): A = §LH Xe = %L.

3L/4

Fig. 6.22. Area i centre de gravetat d’una parabola quadratica
Si, com a conseqiiéncia de ’existéncia de diverses carregues, els diagrames de
moments no son figures senzilles conegudes, el que farem sera aplicar el teorema
de superposicid. Separarem les carregues individualment, de manera que les arees
siguen senzilles, 1 després farem el sumatori, considerant totes aquestes arees.
En el segiient exemple podem veure 1’aplicacio dels dos conceptes anteriorment
explicats.
Exemple 6.11

En la biga de la figura, calculeu el desplagament del punt C.

Dades: P, q, L, E, L.
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A

AN

Fig. 6.23. Exemple 6.11. Enunciat

El problema el resoldrem pel metode d’interpretacio grafica. Es proposa que I’alum-
ne intente resoldre’l pel métode de Maxwell-Mohr i que comprove que el resultat és
el mateix.

El sistema és isostatic. Podriem calcular les reaccions en A amb les equacions
d’equilibri, perd no és necessari en aquest problema (si fem el calcul per Maxwell-
Mohr si que hauriem de calcular-les). Les arees que s’obtenen del calcul global
amb totes les carregues no son conegudes. Es per aixd que aplicarem el teorema
de superposicio.

Si considerem I’estructura només amb la carrega q, sabem que la distribucio sera
parabolica, amb un maxim en A i valor zero en B. Aquest maxim sera el valor del
moment de reaccid en A.

2
Rag = % En la barra BC no hi ha moment flector.

Si considerem només la carrega P, en la barra BC ha d’haver-hi una distribuci6
lineal de moment flector, amb un valor nul en C i un maxim en B igual a la for¢a
per la distancia (P - L/2). Al punt B ha de verificar-se 1’equilibri estatic i, com que
no hi ha cap moment aplicat, en eixe punt el moment flector ha de ser igual en la
barra BC que en la AB. En la barra AB no hi ha cap carrega aplicada, per la qual
cosa el moment flector sera constant en tota ella. Es verifica que el valor del mo-
ment flector és igual al moment de reacci6 en A.

L
MAp:P;
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-PL2 Ay

PL2 =D
C B C

™\

[

()
A2 /Y \

A
-q L2 \
a) b)

Fig. 6.24. Exemple 6.11. Diagrames de moments «reals»: a) for¢a distribuida q; b) forca puntual P

Volem conéixer el desplacament vertical del punt C. Apliquem una forca ficticia

en el punt i calculem els diagrames de moments «ficticis». Tenen la mateixa forma
que els que genera P.

L2
=1
L2 =D
B C
m\
]
U
A

\
Fig. 6.25. Exemple 6.11. Forga ficticia i diagrames

Calculem ara les arees i els centres de gravetat.

_ -1 L*\ _ -pPL® _L

a=31(P5) == Xe1 =3

L —PL? L

A ==L (P3) == X2 =3
_ -1L( L\ _ —-PL? _ 1L _ L
A5 =55(Pg) = X63=377%

La variable x es refereix als eixos locals de les barres.

Com que el diagrama de moments «ficticis» és constant en la barra AB, podem dir
que:

-L
Mgy = Mg, = >
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Per a la barra BC, farem una semblanga de triangles. Si la base del diagrama és L/2
i ’altura és —L./2, quan la base siga L/3, I’altura sera també —L/3.

-L/2
-L/3

Xe3

L/6 L/3
L2

Fig. 6.26. Exemple 6.11. Semblanca de triangles
Mes =—

1
El desplagament del punt C sera: 8¢ = 77~ [A1 - M1 + A2 - Moz + A3 - Mas].
VA

o= 5 [ )+ (F) )+ ()@= m 5+ 5

6.6. Sistemes hiperestatics

Els sistemes hiperestatics son aquells que tenen un grau d’hiperestatisme més gran
que zero, ¢s a dir, els sistemes en els quals tenim més incognites que equacions de
I’estatica disponibles.

Per a resoldre aquest tipus de sistemes, hem de buscar tantes equacions addicio-
nals com grau d’hiperestatisme tinguem. La qiiestio és decidir quines seran aques-
tes equacions addicionals.

Existeix una metodologia general per resoldre els sistemes hiperestatics, malgrat
que en alguns casos procedirem de manera diferent, si trobem equacions d’una

altra forma.

Procediment general. L’explicarem acompanyats d’una estructura d’exemple.

Fig. 6.27. Sistema hiperestatic exemple
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1) Calcularem el GH. En el cas de I’exemple GH = 1.

2) Seleccionarem tantes incognites hiperestatiques com GH. A I’exemple, com
que GH = 1, hem de triar només una incognita. Pot ser qualsevol de les tres
reaccions que tenim (R,, M, R ).

3) Eliminem la restriccié de moviment associada amb la incognita hiperestatica
triada, 1 substituim la reaccid per una forga exterior. La forca sera descone-
guda, pero actuarem fins al final com si la coneguérem. D’aquesta manera,
el sistema es torna isostatic, encara que tenim una for¢ca no coneguda. No
¢s normal en un encast triar la for¢a vertical i mantindre el moment, perque
obtindriem un encast lliscant, que no resulta molt intuitiu per a I’alumne. Per
tant, nomeés considerarem les reaccions M, i R ..

M, ( A lP C Ja lP C
= P

Fig. 6.28. Sistemes isostatics estaticament equivalents. Triem una de les dues opcions

4) Introduirem equacions de compatibilitat de moviments relacionades amb les
restriccions eliminades, per tal que el sistema siga equivalent a I’inicial. A
I’exemple, les condicions son:

4.1) Si eliminem la restriccid del gir, hem de dir que el punt A realment no
girara. L’equaci6 sera 6, = 0.

4.2) Si eliminem el recolzament lliscant, hem de dir que el punt C realment
no es moura verticalment. L’equacio sera v = 0.

5) Calcularem el desplagament conegut per les condicions anteriors, amb el
metode de Maxwell-Mohr o la seua interpretacio grafica. Com que les forces
exteriors que hem introduit son desconegudes, en les equacions anteriors ens
quedara una Unica incognita, que podrem aillar.

Exemple 6.12

Determineu el desplacament del punt C de la biga de la figura, en la qual s’aplica
la carrega P.

Dades: P=10kN; L=2m; E =210 GPa; [, = 11.770 cm*.
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2L L

Chr 5
h M

Fig. 6.29. Exemple 6.12. Enunciat

Com que el sistema ¢és hiperestatic, triarem una incognita hiperestatica i elimi-
narem la restriccié de moviment associada. Si triem M, el sistema resultant ens
quedara practicament igual que el de I’exemple 6.10, perd amb el moment aplicat
en A. Si triem R, el sistema sera una biga voladissa amb les carregues PiR .. En
aquesta ocasio resoldrem el problema amb el segon suposit.

S

M,

Fig. 6.30. Exemple 6.12. Sistema isostatic estaticament equivalent
La condici6 de compatibilitat de desplagament €s: v, = 0.

Si ho plantegem pel metode de Maxwell-Mohr, hem de calcular les reaccions a
’encast, que ens quedaran en funci6 de R;:

R=P-R,
M=3LP-2LR,

La llei de moments flectors és en dos trams:

0<x<2L- M(x)=Rux—M, = (P —Rg)x + 2LRg — 3LP
2L < x < 3L - My(x) = Ryx — My + Rp(x — 2L) = (P — Rg)x + 2LRg — 3LP + Rp(X — 2L)

Apliquem una forga ficticia unitaria en B, i calculem els diagrames de moments.

La llei de moments ficticis també és en dos trams.

Fig. 6.31. Exemple 6.12. Forga ficticia i diagrama
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0SXS2L—>M¢1(JC)=2L—X
2L < x < 3L - Mgy(x) = 0

Apliquem la condici6 de compatibilitat:

Vp = E_iz s M1 (x) - Moy (x)dx + [y Mz (x) - Moz (¥)dx] = 0

vg = E_iz [/((P — Rg)x + 2LRg — 3LP) - (2L — x)dx] = 0

Hem de fer el producte dels dos polinomis, integrar i aillar R . El resultat és:
R,= 17,5 kN

Mitjancant les equacions d’equilibri estatic, obtenim les altres dues reaccions:
R =-75kN; M, =10 kN

Ara que ja esta resolt I’hiperestatisme, hem de calcular el desplagament en C. Apli-
quem una forga ficticia en C, sobre I’estructura equivalent anterior.

R,
CT QA B
C
M, C) o=1

Fig. 6.32. Exemple 6.12. Forga ficticia i diagrama

La llei de moments reals és la mateixa que abans. La llei de moments «ficticis» €s
en un tram.

M, (x) =3L -x

ve = o [[2My () - Madx + [2My () - Mo (x)dx] = 2,7 - 107 m

El problema podria haver sigut resolt pel metode d’interpretacid grafica, i proba-
blement resultara més facil el calcul d’arees senzilles que fer el producte dels po-
linomis i1 després integrar i aillar les solucions (a menys que es dispose d’una eina
informatica). Es deixa proposada per a I’alumne la resoluci6é mitjangant el metode
grafic. Tanmateix farem un recordatori: les funcions de les lleis de moments reals
i les lleis de moments ficticis han de ser continues en cada tram. Quan estem reso-
lent ’hiperestatisme, les arees que ens apareixen son les de la figura:
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-3LP App

Ajz
l § Gis ' — X
] 2L 3L
wol 11 1]
| i X
G, 4 I
AZ\% |
LR, | I I I
Mgg(x) I | | |
| I - X
Mao(x)

Fig. 6.33. Exemple 6.12. Métode grafic
L’area 1 cal dividir-la en dues parts, de 0 a 2L 1 de 2L a 3L. La part de la dreta €s
un triangle (A)), pero la de I’esquerra €s un trapezi. L’area del trapezi i la posicio
del seu centre de gravetat no €s una cosa que normalment tinguem a la memoria,
per la qual cosa podem dividir el trapezi en un triangle (A ,) 1 un rectangle (A ). A

partir d’aixo, el metode és equivalent a I’anterior: plantegem el moviment vertical
de B, que €s zero, i aillem R ..

Vg = E—iz [A11 - Mp(Xg11) + A12 - Mo (Xg12) A1z - Mo (Xg13) + Az - Mo (Xg2)]

Exemple 6.13
Per a la biga amb tres recolzaments de la figura:
a) Calculeu les reaccions i els diagrames d’esfor¢os.

b) Calculeu el minim perfil necessari de la secci6 tubular quadrada per a que no
se supere la tensio admissible.

c¢) Calculeu el valor de la fletxa maxima 1 el lloc on es produeix.
d) Estimeu la deformada.

Dades: E =210 GPa; q =125 kN/m; L=3m; o, = 142 MPa.

q
A B c
TRA T Rp T Rc
} L \ L \

Fig. 6.34. Exemple 6.13. Enunciat

@ Oscar Martinez Ramos - ISBN: 978-84-695-9563-3 258 Mecanica i resistencia de materials - UJI - DOI: http://dx.doi.org/10.6035/Sapientia87



Es un problema hiperestatic, tenim més incognites que equacions disponibles. Per
a resoldre’l escollirem una incognita com a hiperestatica, en aquest cas, R, lleva-
rem el recolzament lliscant i introduirem una forca exterior. La condicié de com-
patibilitat de desplacament és que el punt B no es desplaga.

q
A B c
T Ry 7
e e
L L |

Fig. 6.35. Exemple 6.13. Sistema isostatic estaticament equivalent
Aquest problema el resoldrem pel metode grafic. Com que el diagrama de mo-

ments flectors no ens dona figures conegudes, apliquem el principi de superposicid
per a tindre arees senzilles.

Si considerem només q, les reaccions son: Ryq = R¢q = qL = 375 kN.

2

. X
La llei de moments flectors: M, (x) = Ragx — q -

Aquesta funci6 €s una parabola amb un maxim en: x =L: Mgmax = 562,5 kN - m,

Si considerem només R, les reaccions son: Ragp = Rcrp = _TRB.
La llei de moments és en dos trams:
OSxSL—>M1(x)=_TRBx
_ ~Rs 7Y = x _
L<x<2L- My(x)="2x+Ry(x — L) = Ry (3- 1)
Aquesta funci6 és lineal, forma dos triangles, amb un maxim: Mgypmax = —Rp 5

Apliquem una forca puntual unitaria (ficticia) en B. Els diagrames de moments
«ficticis» son similars als anteriors, amb un maximenx =L de M_ = =L/2.

Dmax

Podem escriure la llei de moments ficticis en dos trams:
03x5L—>M1(x)=‘7x
LSxSZL—>M2(x)=§—L
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, X
G] | T G2
M, (x)
| | |
| | |
G, Gy
it
L
Mgg(x) k | l
|
' X
Mo(x)

Fig. 6.36. Exemple 6.13. Diagrames d’esforgos

Tenim quatre arees:

A=A, = :TLqux = 1125 kN - m?

Xg1 ==L = 1,875 m; My(X1) = =2 = 0,938 m

Xg2 = 2L — Z-L = 4,125 m; Mo(Xs2) = XTG —L=-0938m
Ay = A, = EL% =Rl — _225R,

2 —XG3
Xez =L =2m; Mp(Xg3) = ——=—1m
Xga=2L—ZL=4m Mp(Xgs) ="2—L=—1m

Vg =§Zit‘1i My (Xgi) =0
VA

1125 - (—0,938) + 1125 - (—0,938) — 2,25Rp - (—1) — 2,25Rz - (-1) = 0
Rp = 468,75 kN

Les altres reaccions es calculen amb les equacions d’equilibri:

RA+RB+RC:q2L
RgL + Rp2L — q212 = 0
R4 = Rc = 140,625 kN
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234,38

V(x)
(kN 14063 l\
r\l X

ma

|
| 234,38 I -140,63
| -140,63 |
| |
| |
| |
e '\/
(kN-m) 79,1 79,1

Fig. 6.37. Exemple 6.13. Diagrames d’esforcos

Lleis d’esforcos tallants:

0<x<L->Vi(x)=Ry4—qx
L<x<2L-V,(x)=R4+Rp—qx

Lleis de moments flectors:
xZ
0<x<L-o>MG =Rix—q75
2
L<x<2L-V(x)=Rax +Rp(x—L)— q%
Es produeix un maxim relatiu en els moments flectors quan el tallant s’anul-la.

Xmig = Rf = 1,125 m; M; (Xmax) = 79,1 kN - m

D’una altra banda, existeix un maxim en el punt B, que veiem que és més desfa-
vorable.

Dimensionarem la secci6 amb aquest moment:

Wineces = llglﬂ =99- 10~* m3 =990 cm3

adm

Busquem en una taula de perfils comercials i el primer perfil que t¢ més inércia
que la necessaria ¢€s el perfil de 25 cm de costat i 16 mm de gruix.

Calcul de la fletxa maxima. A causa de la simetria, només calcularem el primer tram.

o Mi(x) 1 x? X2
Gl(x)_f_Elz dx—E[RA? q p +C1]
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(MO g = 2[R, E g
i) ={f o dxdx—EIZ [RA6 q24+C1x+C2]

Condicions de contorn:

x=0-y,(x)=0-C,=0
x=L-y (x)=0-C, =-7031 kN - m?

La maxima fletxa es produeix quan la derivada s’anul-la.
x? x3
91(X) =0 *RA?—q?'i'Cl =0

Tenim una equacié de tercer grau, amb tres solucions. L’tinica que es troba dins del

tram considerat €s: X = 1,265 m.

y(x,) =-217" 10°m =-2,17 mm. Es negatiu perqué el punt baixa.

/ /

Fig. 6.38. Exemple 6.13. Deformada

Exemple 6.14.

Les bigues de la figura son de la mateixa longitud i estan en contacte al seu punt
mitja. Abans d’aplicar les carregues, les bigues no tenen cap deformacié i no exer-
ceixen cap forca I’una sobre I’altra. Calculeu, quan les carregues s’apliquen, les
reaccions 1 el descens del punt mitja (E).

Dades: P=50kN; L=4m; E =210 GPa; I, = 11.770 cm*.

Fig. 6.39. Exemple 6.14. Enunciat
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El sistema ¢és hiperestatic (GH = 1). El que farem en aquests casos d’estructures
que interactuen entre elles sera separar-les, considerar la for¢a matua com a forga
exterior 1 plantejar una compatibilitat de desplagament entre els punts d’uni6. La
incognita en aquest cas sera la forga mutua.

L/4 L/4

P
7777777777;/' ETV 7

A

L2 L2 |

Fig. 6.40. Exemple 6.14. Separaci6 en dos subsistemes

L2 L2

En el primer subsistema, aplicarem superposicio, i separarem les carregues cone-
gudes (P) 1 les desconegudes (V).

Considerem només les carregues P, les reaccions son: R, ,= R,= P i el diagrama
de moments:

L/4 L/

T T T X
I
I
|

Al | Az
M(x) |

PL/4

Fig. 6.41. Exemple 6.14. Subsistema 1. Diagrama de moments només amb les carregues P

Si considerem la carrega V, les reaccions son: R, = R, = —V/2 i el diagrama de
moments:

-V L/4

As | A,
L/2

M(x) '
Fig. 6.42. Exemple 6.14. Subsistema 1. Diagrama de moments només amb la carrega V

Per a calcular el desplacament del punt E, hi apliquem una forga ficticia unitaria en
direccio vertical i calculem els seus diagrames.
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L2

Ma(x)
L/4

Fig. 6.43. Exemple 6.14. Subsistema 1. Forca ficticia i diagrama de moments

Ho resoldrem amb el meétode grafic. Com que el diagrama de moments «ficticis»
té una discontinuitat en L/2, hem de dividir el rectangle central de la figura 6.41

endos (A 1A)).
1LPL L
A1:A4—;ZT—?—251{N m X(;l———:g M¢(X01)———033m

A causa de la simetria, podem deduir que:

Ay = As =—T=——50kN m?2 XGZ=§+§§=1,5m;M¢(XGZ) =i=0,25m

A causa de la simetria, podem deduir que:

(-vL) _ -vi?, —
v e Xes =

wlN

g = 1,33 m; Mp (Xgs) = é =0,67m

A causa de la simetria, podem deduir que: Mg (Xg6) = Mo (Xgs).

El desplacament vertical del punt E és:

Vg1 = — [Z A; - Mg (XGI)] == [5PL3 VL3]

Elz

384 48

Al segon subsistema, la cosa és molt pareguda.

X

A E

L2 L2

L2
Ay i As

Ma(x)
V L/4

Fig. 6.44. Exemple 6.14. Subsistema 2
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La forga ficticia i els diagrames d’esfor¢os son completament equivalents als de
la figura 6.43.

YL Xey = 2L =133 m; Mp(Xg7) = 5= 0,67m

1LVL
A = T e —
7 87322 16

A causa de la simetria, podem deduir que: Mg (Xgg) = Mo (Xg7).

1 1 [ved
V2 = 5 [Z?=7 Ai - Mo (Xe)| = i E]

La condici6 de compatibilitat de desplagaments €s que v, = v,
Com que només tenim una incognita, podem aillar-la: V= 15,63 kN.

Les reaccions es calculen amb les equacions d’equilibri.

_(P-v) _

R, =Ry 42,19 kN; R; = Rp = % =7.81kN

Podem calcular el descens del punt E amb qualsevol de les dues expressions an-
teriors.

v,=8,23-10*m = 0,823 mm
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Problemes proposats

6.1. Calculeu I’equacio de la deformada de la segilient biga voladissa.

Dades: a, L, P, E, L.
| Y

Fig. P.6.01

6.2. Siga la segiient biga voladissa amb una carrega distribuida que actua al seu
extrem final.

a) Calculeu I’equacio de I’elastica en funcio de g, E, 1, L.
b) Particularitzant per a un 1pe 330 d’acer S275, 1 els valors L=4m; g =5 kN/m,
calculeu la fletxa i el gir a I’extrem del voladis.

| Y

L2

Fig. P.6.02

6.3. En la mateixa biga de I’exemple 6.3 per a la qual hem calculat I’equacié de
’elastica, considerem que la seccio esta composta per dos materials, fusta 1
acer. La part de fusta té de dimensions 20 x 30 cm i se li ha adossat una platina
de 20 mm de gruix d’acer a la part inferior, com es mostra a la figura. Calculeu
el desplacament del punt mitja de la biga si la carrega s’aplica en a=3 m.

Dades: E, =20 GPa; E, =210 GPa; L=4m;a=3 m; P= 10 kN.

Fusta |

N

228 N S

Fig. P.6.03
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6.4. Calculeu I’equaci6 de I’elastica en la biga de la figura, en la qual el punt B
¢s una articulacié. Calculeu el descens dels punts B i D.

Dades: M =20 kN'm; q = 10 kN/m; P =10 kN; E = 210 GPa; [, = 2,772 - 10° m*.
|Y
i M P
A = l ¢ l E
V]

B D
T 7 7

Fig. P.6.04

Nota: aquest exercici €s isostatic. Com que tenim una rotula, es recomana calcular
les lleis de moments a les dues parts de manera separada, desarticulant per la unid
1 calculant el resultat de la reaccid dins del passador (V). S’utilitza la variable x per
al primer tram, 1 a partir de B es canvia a la variable w (al punt B tindrem w = 0).

6.5. Calculeu I’equacié de ’elastica en la biga de la figura. Calculeu el descens
dels punts B i1 D.

Dades: M =20 kN'm; q = 10 kN/m; P= 10 kN; E =210 GPa; I, =2,772-10° m*.
|Y

| P
. M

A = ¢ E
B D

VA 7 7

Fig. P.6.05

Nota: aquest exercici €s hiperestatic. Calcularem la llei de moments flectors a 1’ul-
tim tram. Amb els desplacaments coneguts dels punts A, C, E i les dues equacions
de I’estatica, podem resoldre el sistema.

6.6. Calculeu les reaccions de la biga doblement encastada de la figura. Utilitzeu
el metode universal per al calcul de ’equaci6 de 1’elastica, sense fer simpli-
ficacions per simetria.

Dades: a, M, q.

AL

,\B
N
a

a a 2a a

Fig. P.6.06
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Nota: aquest cas ¢s hiperestatic de grau 2. Als encastos tindrem dues condicions de
contorn: el desplagament i el gir son zero.

6.7. Torneu a resoldre els exemples 6.7 1 6.8 pel metode de la interpretacié grafica.
6.8. Torneu a resoldre els exemples 6.9 1 6.10 pel metode de Maxwell-Mohr.
6.9. Calculeu el desplagament del punt B.

Dades: q, L, E, L.

‘ L2

q
By
C
—
1 A
DN
Fig. P.6.09

6.10. Calculeu el desplagament del punt mitja del segiient sistema.

Dades: P, a, E, L.

Fig. P.6.10

6.11. Es desitja construir una biga de fusta amb els tres recolzaments de la figura
(A, B, D) i una rotula intermedia (C) perque suporte les carregues que es
mostren.

a) Dimensioneu la biga emprant una seccio rectangular de fusta amb una rela-
., ) . .1 . .
ci6 ample/cantell: -=z (negligiu I’efecte de les tensions tangencials degu-
des a I’esforg tallant).
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b) Calculeu el gir del punt E, extrem del voladis.

Dades: P=5kN; q=7kN/m; L=1m; E= 10 GPa; 6, =5 MPa.

q
A B C D
T 7 77777§ 5777/
2L L | L L
Fig. P.6.11

6.12. Calculeu la fletxa en el punt d’aplicacio de la carrega.

Dades: P, a, E, L.

2a a a a
| |

Fig. P.6.12

6.13. Calculeu el maxim moment flector en el sistema de la figura.

Dades: P, a, E, L.

2a a 2a

Fig. P.6.13
6.14. Per a I’estructura de la figura:

a) Calculeu les reaccions.

b) Representeu els diagrames d’esforcos.
c¢) Estimeu la deformada.

d) Calculeu la fletxa al punt B.

e) Calculeu el gir al punt C.

Dades: P=4 kN; L =4 m; E =210 GPa; secci6 1PN — 100.
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_ P
A C
B
A
L2 L2
Fig. P.6.14
6.15. Calculeu les reaccions als encastos.
Dades: g, a, E, L.
q
Ja =
‘ a2 a a2 ‘

Fig. P.6.15

Nota: aquest problema és hiperestatic de grau 2 (GH = 2). Hem d’alliberar dues
restriccions de moviment, per exemple les limitacions al gir, i introduir dos mo-
ments exteriors. D’aquesta manera obtenim dues condicions de compatibilitat de
desplagament: el gir en A i el gir en B son zero. A partir d’elles, tindrem dues
equacions amb dues incognites, que podrem resoldre.

6.16. Calculeu les reaccions i representeu els diagrames d’esforgos.

Dades: q, P, a, E, 1.

A

Fig. P.6.16

6.17. Considerant la biga de secci6 constant de la figura, es demana:
a) Diagrama d’esforgos tallants i moments flectors.
b) Desplacament vertical de la seccio D, on es troba ’articulacio.
¢) Gir de la secci6 C, on apliquem la carrega P.

d) Estimeu la deformada.

Dades: P, a, E, L.
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M=PL/2 lP
A B D E
N C
/ —~
a a a a
Fig. P.6.17

6.18. En la biga de la figura, determineu:

a) Reaccions i diagrama d’esforgos tallants i moments flectors.

b) Perfil 1PE necessari.

c¢) Fletxa al punt mitja.

d) Variaci6 dels diagrames i de la fletxa si el punt B descendeix 1 cm.
e) Validesa del dimensionament en el cas del descens imposat.

Dades: P= 140 kN; L=

2 m; acer S275.

Fig. P.6.18

Nota: el punt d és un desplagament imposat. Representa, per exemple, el que pas-
saria si una sabata de cimentaci6 s’afonara un centimetre. El problema es resol de
la mateixa manera que habitualment, pero aquest cop, la condicié de compatibilitat
no ¢és que el punt B no descendeix, sin6 que descendeix el valor marcat a I’enunciat.

6.19. Labiga ABC que es mostra a la figura es troba encastada en C i es recolza en
B, punt mitja de la biga transversal EF. Quan no s’aplica carrega, ambdues
bigues estan en contacte sense transmetre’s cap carrega. Calculeu quina és
la carrega que es transmet a la biga EF i quant descendix el punt B.

Dades: P=1kN;L_,=3m;L,, =2m; L, =L, =2,5m;ambdues bigues: perfil
buit rectangular 120 x 60 x 6 (S275),1, =317 cm*.
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6.20. En el sistema de la figura, determineu I’esfor¢ axial al tirant CD i el descens
del punt C. El punt C permet el gir del tirant, perd no és una articulacié per
a la barra AB.
Dades:
o Tirant: E =200 GPa; A= 1 cm?.
* Bigues: E =40 GPa; secci6 20 x 20 cm.

* P=30kN;a=1m.

|
D E %
o]

A C B
T l P 7
a ‘ a
Fig. P.6.20

Nota: Aquest és un cas hiperestatic que combina la teoria de flexi6 i la d’axial. El
tirant CD esta biarticulat i només té carregues als extrems, per la qual cosa només
treballa a axial. Per a resoldre’l, separarem els tres elements, considerant 1’axial al
cable (Q) com a carrega exterior, que sera la incognita que haurem de calcular. En
la condicié de compatibilitat de desplagcaments hem de considerar I’allargament
del cable. Per tant, la condicid sera: el punt C descendira el mateix que D, més
I’allargament del tirant (v, = v, + AL).
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TEMA 7

Torsio

7.1. Introduccid

Una estructura esta sotmesa a torsio quan en les seues seccions transversals actuen
moments en la direccid de I’eix X. Aquests moments s’anomenen moments tor-
¢ors (M) 1 produeixen un retorciment de la seccio al voltant de I’eix longitudinal.
Exemples de peces que treballen a torsid son: eixos de transmissid, impulsors
d’helices, elements amb carregues aplicades de manera excentrica, etc. Normal-
ment, els elements que han de treballar a torsi6 es dissenyen amb seccions rodo-
nes, massisses o buides, que son les que tenen un comportament millor quan han
de resistir la torsio. El comportament de la resta de seccions €s molt diferent 1 no
sol ser adequat.

En general, en edificacid, el moment torcor resulta indesitjable, i encara que €s
inevitable en alguns casos, un adequat disseny de I’estructura pot minimitzar els
efectes no desitjats. Un cas molt tipic d’element treballant amb moment torg¢or son
les bigues que suporten un forjat només en un dels seus costats.

i

Fig. 7.1. Exemple de biga d’edificaci6 sotmesa a torsié

En aquest tema estudiarem de manera molt sumaria el comportament de bigues de
secci6 circular, 1 en menor mesura, de bigues de seccions amb unes altres geome-
tries. Per a un estudi en més profunditat, I’alumne interessat haura de consultar la
bibliografia recomanada.
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7.2. Tensions degudes a torsio

Considerem una biga que treballa a torsio pura. De totes les equacions que rela-
cionen les tensions amb els esforcos, I’tnica que no és nul-la és:

M, = ] J.A (T —T,,2)dA

Aquesta equaci6 per si mateixa no permet determinar les tensions que el moment
torgor origina en la seccid. Es necessari recorrer a la hipotesi de Coulomb: «les
seccions transversals circulars de la biga romanen planes durant la torsio, girant
com un tot rigid al voltant de 1’eix normal de la seccid (X)».

En conseqiiéncia, els radis de les seccions transversals giren 1 romanen rectes,
mentre que les generatrius de la superficie lateral es transformen en helices. Com

a conseqiiencia d’aixo, 1’angle girat per les seccions (angle de torsio) és diferent
en cadascuna d’elles, €s a dir, és una funcié que depén de x: ¢ = @(x).

My

~_X
Fig. 7.2. Transformaci6 d’una generatriu en hélice en torsido (moment tor¢or negatiu)
També s’admet el régim elastic 1 per tant, que es compleix la llei de Hooke.

Per totes aquestes raons, es pot demostrar que en tot punt de la seccid les tensions
normals son nul-les 1 només hi ha tensions tangencials.

La segtient figura representa que agafem una llesca diferencial en una biga de sec-
ci6 circular sotmesa a un moment torgor positiu.

b b

D b' X

dx

Fig. 7.3. Llesca diferencial de biga treballant a torsio
Com que estem en una llesca diferencial, I’angle girat per la secci6 ¢és també¢ dife-

rencial (dg). Podem considerar que I'hélice és una linia recta i dir que la distorsio
o deformacio angular és:
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bbr rde
~ tany = — = —
14 Y ab dx

Notes: quan un angle és molt menut, el valor de la seua tangent és practicament
igual a I’angle en radians. La linia bb’, que haviem considerat com a recta, en rea-

litat €s un arc de circumferéncia, per tant, €s igual al radi multiplicat per 1’angle.

Definirem 1’angle de torsio per unitat de longitud com:

_dg
T dx
1 llavors:
do
y=ro—= rf

Segons la llei de Hooke: T = Gy = Grf.

En I’expressi6 anterior, r representa la distancia de cada punt al centre del cercle. Les
equacions anteriors estableixen que la deformacié angular i la tensio tangencial varien
linealment amb la distancia radial des del centre. Ens falta deduir quina direccid
portaran aquestes tensions tangencials. Si la tensi6 tangencial que actua en la sec-
ci6 transversal de la biga tinguera component radial, aquesta produiria el guerxa-
ment de la seccid, la qual cosa esta en contra de la hipotesi de Coulomb. Per tant,
I’esforg tallant en una secci6 transversal esta dirigit segons una perpendicular al
radi que passa per ell.

To

To
Fig. 7.4. Tensions tangencials degudes a torsio en secci6 circular massissa

Com que la tensi6 varia amb la distancia al centre, no pareix que I’expressio en
coordenades cartesianes siga la més adient.

Sil’equacio M = ] [ty —T,,2)dA la transformem a coordenades polars, obtenim
M, = ) [T,/dA icom que T = Gr0 obtenim: M, = Goll [* dA= GOl

Definirem moment d’inércia polar con: I, = ﬂarsz.
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. . My . M
De totes aquestes deduccions arribem a: 6 = % 1 llavors: T = I—Tr.
P P

La tensi6 tangencial varia entre un valor zero al centre de la seccio (» = 0) i un
valor maxim en el cantell (» = R). Com podem apreciar, és una expressio franca-
ment semblant a la de la llei de Navier per a flexio, si assimilem els termes als de
la torsi6. Igual que en el cas de flexio, podem definir el moment resistent a torsio.

My
1 la tensid ens queda: Tmax = o
Tmax P

Wp=

Per a seccid circular de diametre D:

D* Ip nD3
Ip= [[r2dA = (72 2nrdr =2=— W, =L =
p=f I, = P
Per a seccid circular buida de diametres D 1 d:

— (2 dA = ("2 ot _a I _mi (g _ &
Ip—fj;r dA = [Tr 2nrdr—?(1 D4) W_D/2_16 (1 )

S

To

Fig. 7.5. Tensions tangencials degudes a torsio en secci6 circular buida

Moltes vegades s’utilitzen les seccions buides en lloc de les massisses. La ra6 és
que al centre de la seccio les tensions son molt més menudes que al cantell, i a
més, el bra¢ de palanca també és més menut. Per aquesta rao, el material que es
troba a la part central esta bastant desaprofitat. Podem eliminar-lo i fer un estalvi
de material. Si el forat central es fa per mecanitzacid, realment no estalviarem
material i el treball de torn pot encarir la peca. Si el preu no és determinant, pero el
pes si que ho és, si més no, aconseguirem tindre una peca més lleugera.
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7.3. Gir de les seccions

Tornem a I’expressid anterior:

d M M
dx GIp GIp

El gir relatiu entre dues seccions A 1 B s’obté mitjancant la integral:

[

4 de

Pap = Pp — Pa =

Si el material 1 la seccid s6n constants:
At

1
Pap = P — Pa = mﬁMde = T

A, és I’area del diagrama de moments torgors entre A i B.

ML

Si, a més, el moment torgor també és constant: @ap = T
P

7.4. Perfils massissos no circulars

Les equacions per a la torsio de barres circulars no poden usar-se per a les barres
d’altres geometries. Les barres no circulars, com les rectangulars o les de forma en
I, es comporten de manera diferentment de les barres circulars: les seues seccions
transversals no romanen planes.

Les tensions maximes no es localitzen a les majors distancies del punt mitja de la
seccio.

Aquestes barres necessiten metodes més avangats d’analisi, basats en la teoria de
I’elasticitat, com la desenrotllada per Saint-Venant, o la de Prandtl, «analogia
de la membranay.

Generalment farem un estudi simplificat, en el qual assumirem que, per exemple,
per a una seccio rectangular (b - h):

T _ Mt _ Mt
max = ghb? BGbh3
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En la qual els coeficients a1  estan tabulats:

bb| 1 1.5 | 1.75 2
a | 0.208 | 0.231 | 0.239 | 0.246
0.141 | 0.196 | 0.212 | 0.229

En aquests casos, la distribucié de tensions no €s com la que tenim en seccions
circulars: en produir-se el guerxament, les tensions maximes no sempre les trobem
als cantells. El guerxament de les seccions es pot comprovar facilment si sobre un
tros de cautxt dibuixem una reticula i1 retorcem la peca.

Fig. 7.6. Guerxament de les seccions i distribucié de tensions en una pega de seccio rectangular

En el cas de perfil circular, el moment d’inércia polar multiplicat per G repre-
senta una rigidesa. Per als perfils gruixut no circulars, es defineix un concepte
nou, la rigidesa a torsio (J), que s’obté de taules 1 amb el qual podem obtindre
I’angle de torsi6 per unitat de longitud en una seccid determinada quan s’aplica
un moment torgor.

Exemple 7.1

Una biga mensula AB de secci6 circular de diametre D esta sotmesa a dos mo-
ments torgors (M, i M,). Determineu:

a) La tensi6 tangencial maxima.
b) El diagrama d’angles de torsio.

Dades: M, =8 kN -m; M, =4 kN -m; L=1m; D=10cm; G =80 GPa.
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Fig. 7.7. Exemple 7.1. Enunciat
En primer lloc, calcularem la reaccié en el punt A (encast): M, =M +M, =12 kN - m.

El moment tor¢or tindra signe negatiu en tota la barra. Podem fer una representa-
ci6 grafica en forma de diagrama:

M (x)
(kN-m)

-12
Fig. 7.8. Exemple 7.1. Diagrama de moments torgors

La tensi6 tangencial maxima s’obté de la formula:

_ Mrmax
Tmax = T Tmax
P

El moment tor¢or maxim es M,. El moment d’in¢rcia polar es calcula de la se-
glient manera:

Ip = %: 9,82 - 1076 m*

La maxima distancia del centre de la seccio ésr, = D2.
Apliquem I’expressi6 anterior i obtenim: T . =6,11 - 10’ Pa= 61,1 MPa.

Per al calcul dels angles de torsid, hem de fer dues integrals, una per a cada tram
de moment.

—fMAd _ MyL
Pc—Pa= Ex——clp

Com que sabem que la seccid A no pot girar ¢,=0:
@c = —0,015 rad

—fMld ML
P —Pc = G_IPX__GIP
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Com que I’angle girat en C ¢és ja conegut:
MiL

Qg = —+ @c = —0,025 rad
GIp
o(x)
(rad)
|
-0,015
-0,025
Fig. 7.9. Exemple 7.1. Diagrama d’angles de torsio
Exemple 7.2

Un eix d’una maquina gira a 120 revolucions per minut, i esta recolzat en dos coi-
xinets. L’eix transmet des de la politja 1 a la politja 2 una poténcia de 100 CV, que
es tradueix en un moment torgor de M, = 5.848,94 N - m. Determineu:

a) El diagrama d’esfor¢os de I’eix.

b) El diametre D de la secci6 transversal de I’eix, en els casos de seccio circular
massissa i secci6 circular buida (s’ha de respectar la relaci6é d/D = 0,85).

¢) Gir relatiu de les seccions extremes de I’eix en ambdds casos.

Dades: T, =40 MPa; G =80 GPa; L=2m.
1 2

7

7

NN

7

7

NN

Fig. 7.10. Exemple 7.2. Enunciat

El moment torgor €s constant en tota la barra 1 de valor igual a M_.

., . My _ My
Seccid massissa: Tmax = w, = 7p3 < Tadm
16
1
iaillem: D = (ﬂy = 0,091 m.
Tadm
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M (x)
(kN'm)

5848,94

X

Fig. 7.11. Exemple 7.2. Diagrama de moments torcors
My My

— 3

We %(1 —0,854)

Seccio6 buida: Tmax = < Tqam també podem aillar el diametre

1

D= ($)_ = 0,116 m

TTadm (1—0,85%)

d =0,85D =0,099m

Podem calcular I’area de material en ambdos casos:

2
Massissa: A, = = 65,52 cm?.

(02— d?)

7 = 29,29 cm?.

Buida: A, =7

Com veiem, la secci6 buida té menys de la meitat d’area que la massissa.

MrL
GI,

El gir relatiu el calcularem mitjancant I’expressio: @p — @4 =

D4—

== 6,63-10"°m* @z — @, = 0,022 rad.

Massissa: Ipy, =

D*—d*

Buida: Ip, =7 =8,67-10"°m* @z — ¢, =0,017 rad.

A més de ser més lleugera, la secci6 buida t¢ més rigidesa en el gir.

7.5. Torsi0 per a perfils de paret prima

El que segueix a continuacié és un calcul simplificat.

Per a perfils de paret prima, de gruix t i longitud b, definim la rigidesa com a:
] = %bt3

. . 2Mr
La tensio tangencial és: T = ——2z.

J
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.. ., . . t . M
La maxima tensio tangencial es donara en z = 5 1 per tant: Tppay = TTt.

Inclus si la peca esta formada per alguns perfils de paret prima units entre ells,
I’expressio de la tensid és la mateixa, pero la rigidesa és la suma de les rigideses
parcials:

1
=30,
i

Si tenim perfils tipus 1PE 0 UPN, podem assimilar-los a la uni6 de perfils que hem
mencionat abans.

Fig. 7.12

La rigidesa ¢és la mateixa per a tota la peca. Si ens fixem en la formula de la ten-
si0 tangencial, veurem que en una pe¢a composta de més d’un element, la tensio
tangencial maxima es donara al tram que tinga un gruix més gran. A partir d’aixo,
¢s previsible que si augmentem el moment torcor, el tram que tendira a trencar-se
sera el de major gruix, i no el més estret, com en principi ens diria la intuicio.

De I’expressio de la tensio tangencial anterior, podem deduir que la tensio tan-
gencial canvia de sentit a I’interior del perfil (figura 7.13) perque la coordenada z
varia en I’interval:

—t
—<z<

N =+

Les distribucions tangencials tenen una distribucioé del tipus que veiem a la figura 7.14.

==

d |

I

Fig. 7.13 Fig. 7.14
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La qual cosa genera guerxament en les ales del perfil. Als extrems de la biga, el
guerxament ¢&s lliure, no esta restringit (figura 7.15). Al centre de la peca, pero, les
seccions contigiies coarten en certa mesura el moviment, la qual cosa genera zones
comprimides. Com que aquestes zones son esveltes, pot produir-se el vinclament
localitzat en les ales del perfil (figura 7.16).

Mq/2
y /
Vidl

J %
My/ My/2

M,/2

My/2

Guerxament My/2
atenuat
4
Guerxament My ! Guerxament
liure Iliure
% —

Fig. 7.15. Guerxament de les seccions degut a torsio

Fig. 7.16. Vinclament localitzat d’ales i anima en una biga en |

7.6. Perfils tubulars

En perfils tancats de paret prima la tensié no canvia de signe dins la seccio. La
tensio manté el sentit i es considera constant en tot el gruix.

Sitesel gruix i A I’area continguda dins de la linia mitjana del perfil:

X

Ay ViZZZllrZ e Z e Z 2 ]

AO 7%

/ 1l
7, t

¥z pavy o)

D b

Fig. 7.17

@ Oscar Martinez Ramos - ISBN: 978-84-695-9563-3 283 Mecanica i resistencia de materials - UJI - DOI: http://dx.doi.org/10.6035/Sapientia87



_ Mr
Tmax = 7tAg

Per a seccid rectangular:
Ag=b-t)-(h—1)

Per a secci6 circular:
D—t)?
AO — m( )
4
En aquest cas, el gruix esta en el denominador de I’expressio. Aixo vol dir que si
tenim un perfil en el qual el gruix no siga constant, la maxima tensio tangencial es

produira on el gruix siga minim.

En general, els perfils tancats es comporten millor que els oberts.

Exemple 7.3

Compareu el comportament a torsié d’un perfil tubular quadrat enfront del mateix
perfil pero obert. Cotes en cm.

30
6
30

30 30

Fig. 7.18. Exemple 7.3. Enunciat

Considerem primer la seccid tancada:

V777, /7/72/{
f
A4 3 3
g
IIIIIIIIIIY,
27

Fig. 7.19. Exemple 7.3. Seccid tancada
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A,=24-27= 648 cm’. La maxima tensi6 tangencial es produira en els costats on

Mt Mt

2t4o, 3.888 °

el gruix és minim: ( = 3 mm) T =

Analitzem ara la secci6 oberta. Com que €s un perfil obert de paret prima, dividi-

rem la seccid en rectangles:
27

12

18

~—4

Fig. 7.20. Exemple 7.3. Secci6 oberta

La rigidesa a torsio del conjunt de la peca és la suma de les rigideses dels rectangles.
J=%iJi =17 6>+18:3°+27-63 + 1233 + 12 3) = 4266 cm*

1 = —L. El maxim valor per a la tensio es donara on el gruix siga més gran.

My _ My
7266~ 3555
Veiem que, en aquest problema, la tensié que es produeix en el cas del perfil obert
¢s unes deu vegades més gran que en el cas de perfil tancat. Que el comportament
de les seccions tancades €s millor en front de torsid és una circumstancia que es
repeteix habitualment, i que ha de ser tinguda en consideracié quan dissenyem un
element que haja de treballar a torsio.

En aquestcast=6cm: 1 =

Exemple 7.4
Calculeu la maxima forga P que pot aplicar-se en una biga ABC com la de la figura
abans que arribe el trencament. La biga simula el pany d’una porta i és d’un perfil

circular massis de 3 cm de diametre.

Dades: L,,=2a;L,.=a= 10 cm; o, =410 MPa.

Fig. 7.21. Exemple 7.4. Enunciat
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El problema és una combinacio dels temes de flexio i de torsi6. La biga tindra ten-
sions normals degudes al moment flector i tensions tangencials degudes a tallant
1 al moment torcor. Haurem de calcular-les, establir 1’estat tensional al punt més
desfavorable i calcular la tensié equivalent de Von Mises, per tal de comparar-la
amb la tensio de trencament.

Es tracta d’un cas isostatic. Podem calcular les reaccions amb les equacions d’equi-
libri. Cal diferenciar entre els eixos globals de I’estructura i els eixos locals de cada

barra.

Al punt A tenim practicament totes les reaccions possibles.

R, =P M,=-P-a
R,=P M,=-P-a
R,= M,=-P-2a

Els eixos locals de la barra AB porten la mateixa direccid que els globals, perd en
la barra BC estan girats 90°.

Els diagrames d’esfor¢os son els de la figura 7.22:

N Barra AB NG Barra BC
P
X X
Vy(x) Vy(x)
P P
X X
V,(x) V()
P
X X
My(x) Mx(x)
X P-a
-P-a X
My (x
My() v
’ / X
-P-a -P-a
M;(x) M,(x)
X X
-P-2a

Fig. 7.22. Exemple 7.4. Diagrames d’esforgos
Podem apreciar que, com que els eixos locals de la barra BC estan girats, els

moments al voltant dels eixos no representen els mateixos tipus de moment. Aixi
tenim:
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 Enlabarra AB, el moment M, representa un torgor, mentre que en BC és un
flector.

¢ Tant en la barra AB com en la BC, M, és un moment flector.

* Enla barra AB, el moment M, €s un flector, i en BC seria un torgor (encara
que ¢és nul en aquest cas).

La seccio més desfavorable sera clarament la seccid de 1’encast.

Calculem les tensions normals degudes a flexi6. Tenim una flexié composta es-
biaixada. La llei de Navier tindra tots els seus termes.

M M
zz -|-_YZ

N
O =——
A Iz Iy

Calculem els parametres geomeétrics:

D? _ D*
A=T==707-10""m% Iy =1, ==

=3,98-10"8 m*
64

Els valors dels esfor¢os estan en funci6 de P, la tensié també sera una funcio de P.
o = 1414,71P + 5,03 - 10°Py — 2,51 - 10°Pz

Hem de buscar quina sera la seccié més desfavorable, és a dir, la que té una tensio
més gran. Calcularem ’equaci6 de la LN fent 0 = 0.

Podem simplificar-la dividint tots els termes per P, i veiem que la posicid de la
LNno depén de la carrega: 1414,71 + 5,03 - 10°% — 2,51 - 10°z = 0. Si busquem dos
punts de la recta, per exemple els talls amb els eixos, podrem representar-la (figura
7.23).

z=0—y=-281-10"m
y=0—2z=5,63-10"m

Com veiem, la LN esta molt proxima al centre de la seccid. Aixo vol dir que ’es-
for¢ axial té poca importancia relativa.

El punt més allunyat de la LN sera el de maxima tensi6 normal. El punt es troba
sobre el radi perpendicular a la LN. Per trobar la seua posicioé necessitem calcular
I’angle que forma la LN amb 1’eix X.

)’

J— — o
tan(a) = 563 - a = 26,56
) , D
FEl radi del cercle és: R = 5 = 0,015 m.
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Fig. 7.23. Exemple 7.4. Posici6 de la LN i del punt més allunyat (M)
Les coordenades del punt M son:

¥y = Reos(a) = 0,0134 m
z,,= —Rsin(a) = -0,0067 m

Substituint en la llei de Navier les coordenades, obtenim: ¢, = 8,58 - 10* P (totes
les tensions que calcularem a I’exercici estan expressades en Pa, si la carrega s’ex-
pressa en N).

Calculem ara les tensions degudes a I’esfor¢ tallant. Normalment les tensions nor-
mals predominaran sobre les tensions tangencials, per la qual cosa analitzarem el
mateix punt M de la seccio A.

Es pot demostrar que 1’expressié de Collignon per a seccions circulars de radi R és:

Tyy = iV_Y(R2 — yz)

3 R*

En la seccid A tenim un esforg tallant igual a P. Substituint els valors i les coor-
denades del punt M, obtenim: T, = 377,25 P. Comprovem que, efectivament, ¢s
molt inferior a la tensié normal. Encara que ja vam explicar que aquesta tensio no
portaria realment la direcci6 del tallant, sin6 que seria tangent, farem la simplifi-
cacid de Collignon i la considerarem vertical.

M
Tensions tangencials degudes al moment torgor: Tg = I—Tr.
P
o nD*
Moment d’inércia polar: Ip = =7 = 7,95 -1078 m*.

En el punt M la distancia al centre ¢€s el radi: ,, = R.

Mt —-P-a

Tom =0T =T2R =189 10*P

P
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Fig. 7.24. Exemple 7.4. Tensions tangencials degudes a tor¢cor en M

La tensiod tangencial deguda a torsio €s més menuda que la tensié normal, pero esta
dins del mateix ordre de magnitud, per la qual cosa tindra certa influéncia sobre la
tensio equivalent.

El calcul de la tensié equivalent de Von Mises el farem a partir de les tensions
principal al punt M. Hem de descompondre la tensio T, sobre els eixos Y i Z. La
tensio sobre I'eix Y s'haura de sumar a la tensié tangencial deguda a tallant (t,. ).

Ty~ —Tscos(a) =—1,69 - 10* P

Ty~ —TSin(o) =-8,44 - 10° P
v

3

X0

Fig. 7.25. Exemple 7.4. Tensions en 1’entorn diferencial del punt M

oy = 0y, = 8,58 - 10*P
Txy = —Txym — Tomz = —-8,81 - 103P
Txz = —Tomy = —1,69 . 104P

Les tensions principals les calcularem amb:

Ay =2 (oy + Ak, + 423, + 0F) = 1,51+ 10°P
2y = (ox — 4Tk, + 47%, + 0F) = —1,01- 10°P
13 = 0

OeqvM = \/% [(A1 —22)2 + (A1 — A3)2 + (A, — A3)2] = 2,2 - 10°P

Aquesta tensié ha de ser menor que la tensio Gltima: o, , <0,

u

Podem aillar la carrega: P=4,46 - 10°N = 4,46 kN.
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Problemes proposats

7.1. Una barra de seccio circular buida, de diametre D 1 gruix e, esta encastada en
un extrem. En Ialtre extrem s’ha soldat una barreta vertical, que considera-
rem infinitament rigida, de 20 cm de longitud, de manera que cadascun dels
extrems de la barreta esta a 10 cm del centre de la seccio. A cada extrem se
li apliquen dues carregues P de sentit contrari. Calculeu:

a) Tensio maxima que es produeix en la seccio si la considerem com de paret
gruixuda.

b) Tensi6 maxima que es produeix en la seccio si es considera de paret prima.

¢) Gir relatiu entre els extrems de la barra.

Dades: E =200 GPa; u = 0,25, D =30 mm; e =3 mm; L, , = 1,5m; s = 10 cm;
P=3kN.

A
Z

P

Fig. P.7.01
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TEMA 8

Vinclament

&.1. Introducci6

Els materials que pertanyen a les estructures han de verificar uns requisits que fan
referéncia a la resisténcia del material, a la rigidesa de les peces (limits de defor-
macio) i també¢ a I’estabilitat. Una estructura que t€ un equilibri entre les forces ex-
teriors 1 interiors pot ser estable o inestable. L’equilibri estatic és estable si el cos que
s’ha deformat durant qualsevol desviaci6 de 1’estat d’equilibri té tendéncia a tornar
a I’estat inicial, un cop cessa la causa de la desviacid. Sera inestable si, per contra,
segueix deformant-se en la direccid de la desviaci6 provocada i després de cessar
la causa no torna a I’estat original.

v @

&

ESTABLE INESTABLE

Fig. 8.1. Equilibri estable i inestable

El vinclament és un fenomen d’inestabilitat de les peces esveltes comprimides. El
concepte d’esveltesa fa referéncia a la dimensio transversal de la seccio respecte a
la seua longitud. Una peca sera més esvelta com menor siguen les dimensions de
la seccid transversal respecte a la longitud.

Tipicament, un material elastic com I’acer té la mateixa tensio admissible a trac-
ci6 1 a compressio. Tanmateix, el comportament d’una barra esvelta sotmesa a
un esfor¢ axial de traccio no és el mateix que si I’esfor¢ és de compressio. Per
exemple, una vareta d’acer S275 d’1cm de diametre pot suportar a traccid un pes
d’aproximadament dues tones (20 kN) sense plastificar. Imaginem una vareta com
I’anterior, de 3 m de longitud. Podriem mantindre un cotxe damunt d’aquesta va-
reta sense que la vareta es plegara?

Entre 1’estat estable i1 I’inestable, podem trobar un estat transitori anomenat estat

critic. L’estabilitat de la posicié d’equilibri del cos deformat depén de la carrega
que se li aplica. S’anomena carrega critica (P ) la carrega que origina que el cos
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arribe a I’estat critic; en cas de superar-se, es perd I’estabilitat de la forma original
del cos.

* Si tenim una pega esvelta, apliquem una carrega menuda (P < P ) i introduim
una petita pertorbacio en el sistema, la pega tornara a la seua posicio d’equilibri.

* Silacarregaés P = P_, la barra es trobara en I’estat critic. Qualsevol petita
pertorbacid causara que la pega abandone la posicié d’equilibri. La barra es
deforma, adoptant una forma flexionada, i es trenca sobtadament. Aquest és el
fenomen del vinclament.

* Silacarregaes P> P es produeix el vinclament.

Analitzarem ara qué entenem per petita pertorbacio. Les petites pertorbacions sén
aquelles causes de la perdua de les condicions ideals que assumim en aquesta assig-
natura. Aquestes condicions ideals son: que el solid es isotrop, homogeni i continu,
que la carrega s’aplica en el centre de gravetat de la seccid i que I’eix longitudinal
de la barra és perfectament rectilini. Per tant, les petites deformacions no han de ser
obligatoriament forces actuant en direccid perpendicular a la biga. També poden
ser excentricitats en el punt d’aplicaci6 de la carrega, deformacions prévies de la
biga (en el proces de fabricacid, en el transport i manipulacid, etc.) o defectes de
fabricaci6 que provoquen que el solid no siga perfectament elastic. Les petites per-
torbacions sempre estaran presents, perque el procés de fabricacio no és perfecte.

8.2. Carrega critica d’Euler

Euler va estudiar la maxima carrega axial centrada que un pilar biarticulat podia
suportar. Aquesta carrega es va anomenar carrega critica d’Euler (N ).

Si introduim una petita deformaci6 en una biga recta sotmesa a compressio, s’ hi
generara una petita fletxa (v).

—

Fig. 8.2. Moments estabilitzador i desestabilitzador
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Si analitzem una secci6 de la biga, podem veure que, d’una banda, tenim que la
forca P esta desplacada i, per tant, genera un moment desestabilitzador. D’altra
banda, a causa de la curvatura produida, segons la teoria de la flexio, es produeix
un moment que intenta tornar la pega a la seua posicio inicial és un moment esta-
bilitzador.

M KE]

estab VA

desest

Poden ocorrer tres situacions:

.M, >M, .:esrestablira I’equilibri.

estab des
2. M =M, :tenim un equilibri inestable.

estab desest”

3.M,, <M, :esprodueix el col-lapse.

El vinclament és un fenomen de col-lapse sobtat i irreversible. En el moment que
el moment desestabilitzador supere I’estabilitzador, la fletxa augmentara. Aixo fa
augmentar el moment desestabilitzador i el cicle es repetira fins al col-lapse.

Com que estem buscant la carrega que provoca I’estat critic, ens situarem en el
moment en que els dos moments son iguals.

=—Ncr-v

estab desest

Considerem I’equacio diferencial del problema de flexio:

— Mestap _ d*v(x)__d*v(x) _ Mestap _ 0

K
Elz dx? dx? EI

Com veiem, no hem indicat amb un subindex a quin moment d’inércia ens estem
referint. Com que el vinclament pot produir-se en els dos eixos, les expressions
subseglients seran valides per a ambdos eixos. Substituim la igualtat anterior:

d?v | N
_2+ ﬁv = O
dx EI

: N, ST .
si anomenem k? = E—;r, I’equaci6 diferencial ens queda:
z

d?v

— 2 =
%7 +k*v=0
La solucio de I’equaci¢ diferencial d’equilibri és:
v = Asin(kx) + Bcos(kx)

On A 1 B son constants que s’obtenen de les condicions d’equilibri:
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vix=0)=0—=B=0
vix=L)=0—=sin(k-L)=0

Com que A no pot ser zero, ha de ser zero el sinus. Perque aixo ocorrega, el terme
(k- L)yhadesermultipleden-k-L=n-m;n=1,2,3...

Py oqe . s . _ nm 2 — E — M
L’equilibri s’assoleix quan k = —k ( - ) -
| . i NI 2
La carrega critica d'Euler és: N, = (T) EI.
P P P

=
1V<§ \

k% ‘
(
b

a) c)
Fig. 8.3. a) primer mode de vinclament (n = 1); ») segon mode de vinclament (n = 2);
¢) tercer mode de vinclament (n = 3). Els punts marcats per als modes segon i tercer mode han
de ser fixats perqué aquests modes puguen donar-se

L’tnic mode de vinclament que es dona de manera natural €s el primer (n = 1).
La resta es donen si els nodes tenen el moviment restringit. Per al primer mode de
vinclament:

Tot aquest estudi ha estat desenrotllat per a bigues biarticulades, perd no sempre
tindrem aquestes condicions als extrems. Hauriem d’aplicar el mateix procediment
si els pilars tenen diferents tipus de recolzaments: encasts, extrems lliures, etc.

Tanmateix, és més facil comparar la deformada de I’element en estudi amb la del
cas biarticulat, i buscar una longitud equivalent de vinclament (L,). Es a dir, una
longitud teorica que hauria de tindre I’element amb les condicions biarticulades
perque la forma del vinclament fora la mateixa. En aquest curs només estudiarem
els quatre casos de la figura 8.4, que anomenarem formes canoniques.
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Fig. 8.4. Formes canoniques: @) articulat-articulat; b) encastat-lliure; c) encastat-articulat;
d) encastat-encastat

Considerem com a base el cas articulat-articulat, en el qual L, = L. Com veiem a la
figura, per a la biga encastada-1liure de longitud L, la biga hauria de ser el doble de
llarga perque la forma deformada fora igual al cas biarticulat. En aquest cas tenim
L = 2L. Si fem el mateix raonament, podem obtindre els valors per al cas encastat-
articulat (L, = 0,7 L) i per al cas encastat-encastat (L, = 0,5 L).

En general, per a les diverses possibilitats de vinclament que es poden donar, de-
gudes a les condicions de recolzament 1 d’uni6 amb la resta de I’estructura, podem
dir que la longitud equivalent sera igual a la longitud L multiplicada per un coefi-
cient f.

L. =pBL

K

Per als casos canonics, els valors estan clars:

* Articulat-articulat: = 1.
* Encastat-lliure: § = 2.

* Encastat-articulat: § =0,7.
* Encastat-encastat: p = 0,5.

Per a la resta de casos, les normatives ens donen férmules per a calcular el co-

eficient {3, pero aixo excedeix els objectius d'aquest curs, 1 forma part de cursos
posteriors.
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8.3. Esveltesa

Quan tenim una biga comprimida, sotmesa a la tensio6 critica N_, la tensio que
tindra la peca s’anomena fensio critica.

Com que tenim dos moments d’inércia, un per a cada eix, també¢ existiran dos radis
de gir.

L’equacid només sera aplicable si el material roman en el rang elastic. Aixo signi-
fica que la tensio6 critica ha de ser menor que el limit elastic.

Podem definir I’esveltesa mecanica:

L
1==
L
I ’equacio de la tensio critica:
_ m’E
Ocr = 77

Aquesta equacid depén de I’esveltesa, pero no del limit elastic. Representarem en
un grafic la tensio critica en funci6 de 1’esveltesa.

Fig. 8.5. Tensio critica de vinclament

Si prenem la tensio de limit elastic, i ’esveltesa a la qual es produeix, obtenim un
limit inferior de la férmula de vinclament, una esveltesa minima. Per a esvelteses su-
periors a la minima, la fallada es produira per vinclament, pero per a esvelteses més
menudes, s’arribara primer al limit elastic, és a dir, la peca fallara per resisténcia.
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L’esveltesa minima és:

n’E

3

Aml'n -

Per tant, I’esveltesa minima només depén del material, del modul d’elasticitat i del
limit elastic. Per exemple, per a ’acer S275: A = = 84,72.

8.4. Disseny d’elements

Els elements comprimits podran vinclar-se en dues direccions. Hi ha dues mane-
res de veure-ho, que varien segons publicacions i segons normatives, per la qual
cosa €s necessari tindre clar a quina s’esta fent referéncia quan ens trobem amb la
diversa documentacio.

X x|

| |
i Z i Z
\;?IP-/ S P

/-’

pLA Xt

/\/\ \&

Fig. 8.6. Eixos i plans de vinclament

El vinclament no deixa de ser una flexi6 causada per la compressio. Quan estudia-
rem el tema de flexio, vérem que la flexié podia donar-se al voltant dels dos eixos
de la seccid (normalment Y 1 Z). Si parlem d’eixos de vinclament, el sentit és el de
I’eix al voltant del qual la barra girara. Si parlem de plans de vinclament, el sentit és
el d’un pla en el qual la barra deformada es moura. En tot cas, és equivalent parlar
d’eixos o de plans de vinclament, sempre que la correspondencia siga correcta.
Aixi doncs, referint-nos a la figura 8.6:

* Pla fort = pla de vinclament XZ = eix de vinclament Y.
» Pla feble = pla de vinclament XY = eix de vinclament Z.
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Com ja ha pogut notar el lector, els noms dels eixos de la seccid han sigut inter-
canviats. La rad és que les actuals normatives nacionals fan referéncia als eixos
d’aquesta manera, i mantindre la mateixa nomenclatura que hem utilitzat en la
resta del llibre, pot induir a error, si no es treballa amb molta cura. Per tant, en allo
que fa referéncia a aquest tema, anomenarem Y a ’eix fort i Z a I’eix feble.

Tornem a I’expressio de la carrega critica d’Euler:

N, El

— T
T (BLY?

La carrega sera diferent per a cada un dels eixos d’inércia. Evidentment, si el
coeficient B és igual en tots dos, el vinclament arribara abans segons 1'eix més
feble. Tanmateix, les condicions de sustentacié no s6n sempre les mateixes en els
dos plans de vinclament. Aquestes poden ser diferents en cada cas concret; per
tant, també ho sera el coeficient 3. La conseqiiéncia és que no sabem quin dels dos
eixos es vinclara primer, perqueé amb un coeficient 3 més gran, pot ser que 1’eix
fort tinga menys capacitat enfront del vinclament (menor N ) que el feble.

Realment les peces comprimides es vinclen abans d’arribar a la carrega critica
d’Euler, perque no es compleixen les condicions ideals (falta de rectitud inicial,
tensions residuals, excentricitat de les carregues, enduriment per deformacid, etc.).
Aquesta circumstancia ha sigut confirmada per assajos experimentals. Per tant, la
teoria d’Euler en els casos reals ens pot quedar del costat de la inseguretat.

Les normatives referents a cadascun dels materials han trobat maneres de disse-
nyar elements, basades en la teoria d’Euler, perd modificades perque siguen segu-
res, de manera que es puga tindre confianga en I’estructura dissenyada.

En aquest curs, analitzarem la manera de dissenyar de les normatives d’acer, ja
que I’acer és el material tipicament elastic més utilitzat en edificacio. El formigo, que
¢és I’altre material més emprat, no té les caracteristiques de solid elastic, i el seu
calcul és més complicat. A Europa, les normatives d’aquesta matéria s’anomenen
eurocodis. Els eurocodis han de ser transposats als diferents paisos membres. A
Espanya, la transposicié de I’Eurocodi 3 (£c3: Projecte d’estructures d’acer) ha
sigut feta al Codi Técnic de I’Edificacio6 (cre Document Basic — Seguretat Estruc-
tural — Estructures d’Acer) per a estructures d’edificacio i a la Instruccié d’Acer
Estructural (£4E) per a estructures d’altres tipus.

Els assajos fets per les normatives van trobar que es produeix la fallada per sota
de la corba de la tensio critica, per a cada esveltesa analitzada. Per tal d’eliminar
la dependéncia del material, es van modificar els eixos del grafic. L’eix d’abscis-
ses es va modificar dividint I’esveltesa mecanica per I’esveltesa minima. El valor
resultant es va anomenar esveltesa adimensional o esveltesa reduida. A =N\ . . A
Ieix d’ordenades, es va dividir la tensi6 critica pel limit elastic o,/ .
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Punts de
\ fallada

Corba d'Euler
(teorica)

Envolupant
inferior

Fig. 8.7. Grafic d’assajos adimensionalitzat

Per sota de I’esveltesa reduida igual a 0,2, la fallada no es produeix per vinclament
sind per resisténcia.

El disseny d’elements segons 1’eurocodi per a vinclament per compressio es basa
en el compliment de:

Nea < 1
NpRrd

. Ne 4 €s Desforg axial que hem calculat que ha de suportar la pega (axial de
disseny).
¢ N, p, ¢s laresistencia ultima de la barra a vinclament.

El limit elastic del material ha de ser minorat per un coeficient de seguretat:

fyd = =

Ym
Com ja sabem, per a una peca sotmesa a un esfor¢ axial, la resisténcia seria
N=4-f,.

Pero aixo només sera valid per a les peces que estan a traccid. Les peces com-
primides tenen una resisténcia menor. Per a quantificar-la, multiplicarem el valor
anterior per un coeficient de reduccio per vinclament . < 1, de manera que la resis-
téncia Gltima de la barra a vinclament ens queda: N, , =% -4 [,

El coeficient y depén de l'esveltesa reduida:
1= /ﬂ
Ner

L’esveltesa reduida per a peces comprimides té un limit maxim que no pot ser su-
perat per disseny, per a elements principal A <2 si per a elements de trava A <2,7.
Els assajos van mostrar que cada tipus de seccid tenia un comportament diferent,

1 es podia tragar una envolupant diferent.
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En total es va dividir el conjunt de tipologies en cinc corbes diferents (a, a, b, d i d).
Totes aquestes corbes s’anomenen corbes europees de vinclament.

10

09 \ix\\f\au

05 \‘\\\ AN
NN

= 07 N
E%; 0.6 w\\\\\\\
£ o5 \\\ \\R\
% 04 \\\Ql\\
=
SN
.
——
0.1
00

0,0 0,2 0.4 0.6 0.8 1.0 12 1.4 16 1.8 2,0 22 24 26 28 3,0

Non-dimensional slenderness 2,
Fig. 8.8. Corbes europees de vinclament. Extret de I’Eurocodi 3

Les corbes de vinclament del grafic poden expressar-se en forma de funcio:

X = mn @ =05[1+a(1-02)+ 1
El coeficient a €és un factor d'imperfeccid que depén del tipus de corba.

El tipus de corba que hem d'utilitzar per a cada cas s'obté d'una altra taula. A causa
de la seua extensio, només representarem aci la part corresponent als perfils lami-

nats en I.
Buckling curve
Buckling | S 235
Cross secti Limit bout 2
1055 section imits abou S 275 S 4c0
axis S 355
S 420
ts z R
_ | te < 40 mm ¥y=3 a %
— O — i—z b ap
A
Z < y-v b a
k= = | 40 mm < t:< 100 :
5 z—zZ c a
2 hi vy y
E 1 tr< 100 mm ¥y b 2
S o z—z c a
i W
; = -
z - t;> 100 mm ¥y d €
b -z d c

Fig. 8.10. Seleccio de les corbes de vinclament en funcio6 de la seccio transversal.
Extret de I’Eurocodi 3
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El tipus de corba depén de la resisteéncia de I’acer, del gruix de les ales i de la rela-
ci6 cantell/ample de I’ala. El tipus de corba sera també diferent segons que consi-
derem I’eix fort o el feble. Per exemple, per a un perfil 1pe 300 d’acer S275, tenim
t.<40 mm i h/b > 1,2; per tant, la corba a utilitzar en I’eix fort (Y) €s la corba a, i
en I’eix feble (Z) és la corba b.

Els valors del coeficient de reduccid per vinclament els tenim tabulats, de manera
que ens podem evitar el calcul. Els valors intermedis han de ser obtinguts per in-

terpolacio lineal.

Tabla 6.3 Valores del coeficiente de pandeo ()

Curva de pandeo

Esbeltez reducida ao a b c d
Coeficiente (c) 013 0,21 0,34 0,49 0,76
de imperfeccion

<0,20 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
0,30 0,99 0,98 0,96 0,95 0,92
0,40 0,97 0,95 0,93 0,90 0,85
0,50 0,95 0,92 0,68 0,84 0,78
0,60 0,93 0,89 0,84 0,79 0,71
0,70 0,90 0,85 0,78 0,72 0,64
0,80 0,85 0,80 0,72 0,66 0,58
0,90 0,80 0,73 0,66 0,60 0,52
1,00 0,73 0,67 0,60 0,54 047
1,10 0,65 0,60 0,54 0,48 0,42
1,20 0,57 0,53 0,48 043 0,38
1,30 0,51 047 0,43 0,39 0,34
1,40 0,45 0,42 0,38 0,35 0,31
1,50 0,40 0,37 0,34 0,31 0,28
1,60 0,35 0,32 0,31 0,28 0,25
1,80 0,28 0,27 0,25 0,23 0,21
2,00™ 0,23 0,22 0,21 0,20 0,18
2,201 0,19 0,19 0,18 0,17 0,15
240™ 0,16 0,16 0,15 0,14 0,13
;70 @ 0,13 0,13 0,12 0,12 0,11
3.00%® 0,11 0,10 0,10 0,10 0,09

T esbeltez intolerable en los elementos principales

2! esbeltez intolerable incluso en elementos de arriostramiento

Fig. 8.9. Coeficient de reduccid per vinclament. Extret del CTE-DB-SE-AE

La figura 8.11 representa un arbre de decisioé per al disseny en vinclament. Si el
problema a resoldre esta basat en un unic perfil comercial, podem realitzar el pre-
dimensionament assegurant 1’exigéncia que I’esveltesa reduida no ha de superar
un valor determinat.

1= |5L= |2 <]
N Y7 < Amax
cr —EI
LZ
K

Podem reorganitzar els termes d’aquesta desigualtat per a trobar un resultat in-
teressant:

f;
—— i aprofitant la definici6 de radi de gir i = \/%-

@ Oscar Martinez Ramos - ISBN: 978-84-695-9563-3 301 Mecanica i resistencia de materials - UJI - DOI: http://dx.doi.org/10.6035/Sapientia87



lmin

Calcularem el radi de gir necessari en cadascun dels eixos i buscarem un perfil a
les taules que tinga els dos radis de gir superiors als minims.

1 Perfil

{ Perfil

Fig. 8.11. Arbre de decisi6 per al disseny en vinclament
Si el problema és d’un altre tipus, aquesta formula no sera d’aplicacio i el predimen-
sionament I’haurem de fer un poc més intuitivament. Una manera podria ser calcular

I’area necessaria si el perfil estiguera treballant a traccié (4 =N, /f ) i comengar la
iteracié amb un perfil que tinga una area tres, quatre o cinc vegades superior.

Exemple 8.1
Calculeu la maxima carrega axial de compressié admissible per a un pilar 1PE 500
d’acer S275, de 10 m de longitud, sotmés exclusivament a esfor¢ axial. Les con-

dicions de sustentacid son:

* Encastat-lliure al pla XZ.
* Encastat-articulat al pla XY.

Nota: I’eix fort del perfil és el Y i el feble el Z.

Dades: h = 500 mm; b =200 mm; A= 115 cm?* I, = 48.200 cm*; I, = 2.142 cm*.
Hem de fer la comprovacio als dos eixos de vinclament.
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Py =2 Bz =07

LKy=,8y-L=20m LKZ:ﬁz‘L:7m
m? 6 m? 5
NCTY=2_EIY=2!50'10 N NCTZ=2_E1Z=9'06'1O N
Lgy Lkz
1y = ;“fy = 1,125 1y = I‘V"fy — 1,868
cry crz

Les esvelteses son menors que la maxima
Corba a Corba b
Calculem mitjangant la formula, o entrant en la taula.

Xy= 0,579 x,= 0,236
Ny =%y A f,=1,74-106 N N, =%, 4-f,=7,11-105N

b, b,

La conclusi6 és que ’eix Z (o el pla XY) es vinclara abans, perqué la seua capa-
citat €s menor.
Exemple 8.2

Dimensioneu el perfil iPE d’acer S275 necessari per a suportar una carrega axial
centrada de 500 kN. La longitud del pilar és de 7 m.

* Encastat-lliure al pla XZ.
» Encastat-articulat al pla XY.

By =2 Bz =07
Lxyy =By -L=14m Lz =B7-L=49m
Zméx =2
_ —Mz My _ V3M, _ M
o=7 Y + 2T Ti7escr Y T Z3sactt

Anem a les taules de perfils comercials i busquem en la columna del radi de gir el
primer que supera el necessari. A I’eix Y el primer és 1’1pE 200 i a I’eix Z és 1'1PE
270. Triem I’1pE 270 i verifiquem si compleix amb la carrega admissible.

Dades del perfil: h = 270 mm; b = 135 mm; A = 45,94 cm?; [, = 5.790 cm*;
[, =419,9 cm*.

Nepy = gy El, = 612,27 kN Nepy = % El, = 362,47 kN

@ Oscar Martinez Ramos - ISBN: 978-84-695-9563-3 303 Mecanica i resistencia de materials - UJI - DOI: http://dx.doi.org/10.6035/Sapientia87



A-fy A-fy

Ay = — = 1,436 Az = — = 1,867

Corba a Corba b

xy= 0,401 x,= 0,237

Ny =Xy A ;= 481,94 kN N,yriz =Xy A [ = 284,59 kN

El perfil no ¢és valid, perque tenim un axial més gran que el maxim que pot supor-
tar. Hem d’augmentar el perfil. Com que la capacitat a I’eix Z esta molt lluny de
I’axial que tenim, augmentarem dos perfils de cop, pujarem fins a I’1rE 330.

Dades del perfil: h =330 mm; b = 160 mm; A = 62,61 cm?*; I, = 11.770 cm*;
[, =788,1 cm*.

Nery = ’§—2 Ely = 1.245 kN Ngpz = ’E—ZEIZ = 680,31 kN
Lky Lk z
Iy = 25— 1176 I,= 22— 1591
Ncry Nerz
Corba a Corba b
Xy = 0,545 x,= 0,311
N,y =Xy A -];d = 894,04 kN N,z =%, A -fvd= 509,71 kN
Amb aquest perfil si que es compleix la condicid NN ed <1,
b,Rd

Exemple 8.3

Volem dissenyar un pilar de longitud L = 10 m d’una nau industrial, a base de dos
perfils 1pE, iguals, d’acer S355 col-locats tal com indica la figura.

Fig. 8.12. Exemple 8.3. Enunciat. Cotes en cm
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Els perfils estaran units per les ales mitjangant unes platines de 1 cm de gruix. Tro-
beu la seccio de I’1PE necessaria per a suportar I’axial de disseny N_, = 750 kN. Ano-
menarem la separacid entre les animes s = 18 cm i el gruix de les platines t =1 cm.
En aquest cas no podem calcular un radi de gir per al predimensionament de la

seccid. No ens queda més remei que acudir al calcul iteratiu. Buscarem 1’area ne-
cessaria a traccio.

Ay = et = L7500 = 2221073 m?

L’expressio per a I’area de la seccidé composta és:

A= Z[t . (S + b)] + ZAIPE

Si provem amb un 1pe 200 (b = 100 mm, A, = 28,75 cm®), obtenim una area A
=0,011 m?, que és unes cinc vegades més que la necessaria a tracci6. Comengarem

per aquest perfil.

Les expressions dels moments d’inércia de la seccid composta son:

1 AT
1Y=2[5(5+b)-t3+(s+b)-t-(3+5) ]+211p5.y

2l 6 07] 2+ A O]

Dades del perfil: h = 200 mm; b = 100 mm; A . = 28,75 cm?; I, = 1940 cm?;
L,.,= 142 cm*.
Br =2 Bz =07
LKy=,8y-L=20m LKZ:ﬁz‘L:7m
Nepy = "= El, = 521,19 kN Ney = "= El, = 3.638 kN
Lgy Lkz
1y = /ﬂ = 2,78 1= 22— 1052
Ncry Nerz

En aquest punt hem de rebutjar el perfil, perque I’esveltesa és superior al limit. Es
pot demostrar que els perfils 1pE 220, 1pE 240 1 1pE 270 tampoc tindran una esveltesa
admissible. Anem directament al perfil ipE 300.

Dades del perfil: h =300 mm; b = 150 mm; A, = 53,8 cm?; 1
=603,8 cm*.

= 8356 cm?*;

IPE.Y

IIPE.Z
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Nepy = 5 El, = 1.688 kN Nepy = %EIZ = 6.731 kN

A-fy A-fy

Iy = [5==1911 Iz = == 0957

Corba a Corba b

Xy = 0,212 x,= 0,565

Nb,RdY=xY-A -fyd= 1.245 kN Nb,Rdz:Xz'A 'fvd: 3318 kN

Podem comprovar que el perfil escollit compleix sense problemes la condici6 de

resisténcia:

N
—2 =0,603<1
Nbp,Rdy

La condicio pot ser considerada com una ratio d’aprofitament, que ens diu que el per-
fil compost esta treballant al 60,3 % de la seua capacitat. Tanmateix, no podem con-
siderar un perfil IPE més menut, perque deixaria de complir la condici6 d’esveltesa.

Exemple 8.4

Considerem el sistema de la figura, en el qual les barres AB i AC son barres biar-
ticulades de seccid circular buida de diametre D, gruix e i longitud L. La biga DE
esta formada per un unic tram recte de perfil iPE 270 encastat en D. Les tres barres
son d’acer S275.

Determineu:
1. La maxima carrega P que pot ser aplicada en E perqué no es produisca la
inestabilitat per vinclament de les barres.

2. Laratio d’aprofitament de la barra DE.

Dades: L=5m; D =65 mm; e =4 mm.

L ‘ L

\

AN

Fig. 8.13. Exemple 8.4. Enunciat
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Aquest és un problema que combina tres temes: el d’esforg axial, perque es necessari
fer una compatibilitat de desplagaments en el punt A, el de flexi6 de la barra DE i el
de vinclament per a les barres AB 1 AC.

El sistema és hiperestatic. La condicié de compatibilitat de desplacaments s’obté
a partir del moviment del punt A.

ALy / |\ ALac

A
Fig. 8.14. Exemple 8.4. Compatibilitat de desplagaments

Per tant, tenim que el descens del punt A esta relacionat amb ’acurtament de les
barres AB 1 AC, segons I’expressio:

AL
cos(309)

Vy =

El maxim axial que poden suportar les barres AB 1 AC ve condicionat per la teoria
del vinclament. Com que les barres son biarticulades, f =11L, = L.

Moment d’inércia de la seccio. Com que té doble simetria, els dos moments son
iguals. Com que les condicions de sustentaci6 son les mateixes en els dos eixos,
només haurem de calcular una vegada.

T[Z
Ny =Z .E-I,=2987 kN

12

- A . .
A= / ny = 1,915, Com que és menor que 2, és admissible.

Per a perfils rodons conformats en calent, s’ha d’utilitzar la corba a. o = 0,21.
®=05[1+a(1-02)+ 2% =254

1

X e - M

Nb,Rd =X “A- fyd = 25,03 kN

@ Oscar Martinez Ramos - ISBN: 978-84-695-9563-3 307 Mecanica i resistencia de materials - UJI - DOI: http://dx.doi.org/10.6035/Sapientia87



Si alguna de les barres supera aquest axial, es vinclara. En el limit, I’acurtament
de les barres sera:

_ Nppra-L

L= A —1,74-10"3 m,
E-A

3 in=3 oy, =4
=1,51-107° miel descens del punt A: v4 205(309)

Ara calcularem el mateix descens del punt A pero per a la barra DE, mitjancant la
teoria de la flexid. Deixarem el descens en funci6 de P, I’igualarem al valor obtin-
gut de v 1 aillarem P.

Si considerem la biga DE, a més de la for¢a P tenim les forces que li transmeten
les dues barres comprimides. En el limit sén N, , . Les components horitzontals
s’anul-len i les verticals se sumen. Per a simplificar, anomenarem

Q = 2Nj, ggcos(30°) = 201,32 kN

P

b,Rd

b,Rd

Fig. 8.15. Exemple 8.4. Barra DE

Per a calcular el descens del punt A utilitzarem el metode d’interpretacié grafica.
Apliquem una forca puntual unitaria en A. Separarem per superposicio les forces
reals.

-P-2LL

M%)

-L

A13
X
Q.L )(2

Ma(x)
Fig. 8.16. Exemple 8.4. Barra DE. Diagrames d’esforcos «reals» i «ficticisy»

1 —p-L?
Agg = ;L(—P L) = >

Mg11 =0

Ay =L(-P-L)=-P-L? Mg, = _?L
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1 —-pP-1? —2
Az = EL(—P L) = > Mg13 = ?L

1 -L? -2
A2=5L-Q-L=Q2 Moy = =1L

1 1 [s5pL® L3 -
Vyg = _EI [A11M¢11 + A12M¢)12 + A13M¢13 + Aqu)z] = _E-I [ P - —Q3 ] = 1,74 - 10 3 m
Z zZ

Aillem P =17,55-103 N = 17,55 kN.

Podem calcular les reaccions en 1’encast:
Rp =Q—P =2581kN; My =QL—P2L=4133 kN -m

La llei de moments flectors:

0<x<L-M(x)=Mp—Rpx
L<x<2L- M(x)=Mp—Rpx+Q(x—1L)

87,73

-4L33””'
My/(x)

(kKN-m)

Fig. 8.17. Exemple 8.4. Barra DE. Diagrama de flectors
El maxim moment flector es produeix en x = L — M(L)=—87,73 kN-m.

IM(L)|

—=(,781.
WZ ’ fyd

La ratio d’aprofitament sera, doncs: a =
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Problemes proposats

8.1. Es té un pilar format per un 1PE 500, que ha de suportar 1’esfor¢ axial P que s’in-
dica. Un cop realitzat el calcul a vinclament, es conclou que encara que ’eix
fort si que resisteix, el perfil no resisteix 1’esforg en 1’eix debil, per la qual cosa
es proposa com a solucio soldar a I’anima dos xicotets Ipg, de la manera que es
representa en la figura.

Fig. P.8.1

Dimensioneu els dos IPE, coneixent que les condicions de sustentacid en relacid
amb la resta de I’estructura son, per a ambdos plans de vinclament:

* Base del pilar — encastada.
* Cap del pilar — lliure.

Norta: com es diu a I’enunciat, esta assegurada la resisténcia a 1’eix fort, per la qual
cosa no cal comprovar-la.

Dades:

* Material: acer S275.
* Longitud del pilar: L = 10 m.
+ Carrega axial aplicada en el cpG del pilar: P = 850 kN.

8.2. La biga biarticulada de la figura, de seccio rectangular 10 x 20 cm 1 longitud

L =10 m, t¢ impedit el desplagament del seu punt mitja en una direccio, tal
com indica la figura. Determineu la carrega de vinclament.
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L2

20

L

Fig. P.8.2

8.3. Els suports verticals d’una nau industrial estan encastats en la base 1 articu-
lats al punt superior. Les condicions de trava en la nau fan que puga consi-
derar-se que en el pla del portic no hi haja cap impediment al desplacament
horitzontal 1 que el desplagament estiga impedit en el pla perpendicular al
portic. Determineu el perfil HEB capag de suportar, d’acord amb I’Eurocodi 3,
una carrega vertical de 100 kN. Els suports tenen una longitud de 10 m.

8.4. Lestructura de la figura (cotes en m) esta constituida pels segilients elements
estructurals:

* Biga AB: Perfil e 200.
* Suport BC: Perfil Hes 100.

La biga AB esta encastada en A 1 articulada en B al suport biarticulat BC. Determi-
neu la maxima carrega q que pot suportar el sistema estructural, si:

a) No s’ha de superar la resisteéncia a flexio de la biga.
b) El suport no ha de vinclar-se.

6
| |
P q
i
A B
<t
Ccl—1
Fig. P.8.4
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8.5. Un pilar de 3 m de longitud es troba sotmés a una carrega P de compressio
centrada. Calculeu el valor de la carrega maxima que podra suportar per als
suposits segiients:

a) El pilar té impedit completament el vinclament.
b) El pilar t¢ impedit el vinclament en el pla XY.
c¢) El pilar t¢ impedit el vinclament en el pla XZ.
d) El pilar pot vinclar-se lliurement.

Dades: S275. Perfil ues 160. Considereu condicions de sustentacio recolzat-encas-
tat en els casos en que el vinclament no estiga impedit.

8.6. Un pilar de 6 m de longitud, articulat en els seus extrems, es troba sotmés

a una carrega de compressio de 1.100 kN. La secci6 del perfil és 2 upn en
caixd. Es demana:

a) Dimensioneu la seccio del pilar a resisténcia.
b) Redimensioneu el pilar a vinclament, utilitzant la normativa europea.
¢) Repetiu els apartats anteriors, si el pilar tinguera 8 m de longitud.

Dades: S275.

8.7. Encel sistema de la figura, en el qual I’element BE ¢és un puntal biarticulat:

a) Determineu el valor maxim al qual pot arribar la carrega q sense que es pro-
duisca el vinclament del puntal BE.

b) Representeu els diagrames d’esforcos de tots els elements estructurals del
sistema acotant els valors més significatius.

¢) Determineu la tensi6 equivalent de Von Mises en el punt de coordenades
y=10cm,z=5 cm de la seccio D.

2L

e
BRI

Fig. P.8.7
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Dades:

Puntal:
* Longitud: L=1m.
+ E =200 GPa.

e Secci0 circular massissa de diametre D = 2.5 cm.

Bigues:
s L=1m.
+ E=30GPa.

* Secci6 quadrada de 20 x 20 cm.

8.8. Vol dissenyar-se un pilar per a una nau industrial utilitzant dos perfils upN
units mitjancant dues planxes d’acer de 2 cm de gruix com mostra la figura.
Determineu el perfil upn (S275) minim a utilitzar perque el pilar suporte una
carrega axial centrada en el centre de gravetat de la seccié P = 1.000 kN.

Dades:

* Condicions de sustentacio:
— Pla XY (eix Z): encastat-lliure.
— Pla XZ (eix Y): encastat-articulat.
* Altura del pilar: L= 10 m.
» Separacio entre els centres de gravetat dels perfils: s = 20 cm.
* Gruix de les plaques d’acer: t =2 cm.

Z|
— o—
i
Y_ .()G_ _.Jl_._._G.} —
!
!
N— | — ‘
Z _T
e
S -
Fig. P.8.8

@ Oscar Martinez Ramos - ISBN: 978-84-695-9563-3 313 Mecanica i resistencia de materials - UJI - DOI: http://dx.doi.org/10.6035/Sapientia87






ANNEX A

Metodes d'unio

A.1. Introduccio

Moltes vegades, tant en construccido de maquines com en edificacio, €s necessari
unir adequadament les peces que constitueixen el sistema corresponent, perque
puguen exercir correctament les funcions per a les quals han sigut projectades.

Si es tracta de peces metal-liques, els procediments més emprats son la uni6 cargo-
lada i la unio per soldadura. També es pot donar el cas de tindre una uni6 articulada
mitjangant un bold o passador que permeta el gir.

Les diverses normatives expliquen el procediment de verificacid de les unions. No
obstant aixo, en aquest annex no es vol fer un recull de les especificacions de la
normativa, ni de les seues formules de comprovacié. El mén normatiu esta en canvi
continu, i les normes que avui estan en vigor, poden ser modificades o substituides
en un periode relativament curt de temps. Per tant, en un text com aquest, no t¢ sentit
analitzar una normativa en concret. El que es pretén aci €s que I’alumne comprenga
els mecanismes de treball d’aquests elements d’unid, per tal que siga capag d’analit-
zar la normativa actual (o les que estiguen per vindre) de manera autonoma.

A.2. Unions cargolades

En les primeres estructures metal-liques modernes (segle x1x) que es van construir,
era freqlient I’us de reblons, com per exemple a la Torre Eiffel, on hi ha aproxima-
dament dos milions 1 mig de reblons. Un exemple més proper el tenim a 1’Estacio
del Nord de Valencia. Els reblons s’utilitzaven per a I’acoblament de peces d’es-
tructures metal-liques 1 estaven composts per una espiga de forma cilindrica, amb
un extrem (cap) en forma de casquet esféric que s’introduia en forats practicats en
les peces a unir (de forma pareguda als cargols). El rebl6 era calfat a una tempera-
tura entre 950 °C (roig cirera) 1 1050 °C (roig taronja). Quan el rebld estava intro-
duit als forats, es formava un altre cap a la part oposada, pel metode d’estampacio,
amb un motlle denominat boterola. En estructures, els reblons han caigut en desus,
encara que es mant¢ la seua utilitzacié en algunes maquines i diposits. El procés de
deformaci6 del cap no sempre €s amb deformacio a altes temperatures, els reblons
més habituals s’instal-len mitjangant una simple deformaci6 mecanica.

Awvui en dia, en estructures, els reblons han sigut substituits pels cargols. Un cargol és
una peca similar al reblo, que té una rosca tallada en tota la seua longitud, o en una
part de I’espiga, 1 que per tal d’impedir-se I’eixida del forat, s’immobilitza mitjan-
cant una peca amb un forat interior amb la rosca tallada de forma negativa (femella).
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A.2.1. Disposicions constructives

La situacio dels cargols en la uni6 ha de contribuir a reduir la possibilitat de corro-
si0 1 vinclament local de les xapes, 1 tindre en compte les necessitats de muntatge
1 inspeccions futures.

Els cargols poden disposar-se de manera alineada o a portell.

s0006 | [ 6 _o
coo0 ) ) 66°

a) b)

Fig. A.01. a) disposici6 alineada; b) disposicio a portell

La normativa ens marca unes distancies minimes 1 maximes entre I’eix del forat 1 el
cantell de la peca 1 entre eixos dels forats, que depenen del diametre del forat 1 del
gruix de les peces.

Les maneres d’uni6 de les peces poden dividir-se en unions per solapament o uni-
ons a topall.

T“$$$T“T

Fig. A.02. Uni6 per solapament

La uni6 per solapament té I’inconvenient que els esforcos a transmetre no son co-
planars, 1 per tant, apareix un moment flector que tendeix a corbar les xapes, com
es mostra a la figura.

)

©

F

R 77—~

Fig. A.03. Corbament que es produeix com a conseqiiencia del desalineament de forces

M=F22
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Per tal d’evitar aquest efecte es recorre a la utilitzacidé de dos tapajunts sobre les

xapes col-locades a topall.

Y

Z

N

e

NN

N

2

-

o oo o] | T

¢ 010 O

Fig. A.04. Unio a topall amb tapajunts (separacio entre xapes exagerada)

La distancia de centre a centre entre forats d’una mateixa fila es denomina pas. El
pas pot variar d’una fila a una altra dins de la mateixa uni6. La distancia entre els
eixos de dues files en les disposicions alineades es diu pas entre files.

Modul repetitiu és un conjunt de cargols que es repeteix al llarg de la unid. Gene-
ralment convé basar els calculs en la resisténcia d’un d’aquests grups en lloc de
considerar tota la longitud de la unié. Freqiientment se’l denomina només modul.

Fig. A.05. Modul repetitiu (m)

A.2.2. Formes de trencament de les unions cargolades

a) Cisallament de I’espiga per tallant simple o doble. Encara que hem vist al
tema de flexi6 que les tensions tangencials no es distribueixen de manera
uniforme per tota la seccid, de manera aproximada farem la suposicid que
tenim una uniformitat de tensions en la seccio.
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Els assajos mostren que per a un material com ’acer normal, el punt de
fluéncia per cisallament és aproximadament entre 0,5 — 0,6 vegades el valor
de la tensi6 normal de fluencia.

t,=0,5~0,60,

En cisallament per tallant simple, considerem que la for¢a que suporta el
cargol es reparteix per tota la seccio transversal de I’espiga de diametre d.
Per tant, la tensid tangencial sera:

__4F

nd?

Si tenim un cas de doble tall, hem de considerar el doble d’area.

Exemple A.1

Dues plaques d’acer de 15 mm estan unides amb una uni6 per solapament d’una
fila de cargols com es mostra a la figura. El pas és de 6 cm i el diametre dels car-
gols de 22 mm. La carrega que suporten les plaques és de 800 kN per metre d’am-
plaria. Determineu les tensions maximes de tall als cargols.

RARARRAS

RN R

Fig. A.06. Exemple A.1
Agi tindriem una costura de longitud indeterminada, per la qual cosa calcularem
el modul repetitiu per a calcular la tensio tangencial. En aquest cas €¢s molt simple,

perque suposa un Unic cargol 1 la seua separacio son 6 cm.

Cada modul suportara una carrega de: F' = ¢ - m =800 - 0,06 = 48 kN.

2
L’area transversal del cargol és: Aq = T =38 10~* m2.

La tensio tangencial mitjana sera: t¢ = Ai = 1,26 - 108Pa = 126,27 MPa.
c
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Exemple A.2

Considereu la uni6 per solapament de doble fila de cargols representada en la
figura adjunta, en la qual el pas en ambdues files és de 7 cm. Els cargols estan
distribuits a portell i mesuren 25 mm de diametre. Cada placa té¢ 15 mm de gruix.
La forga que actua sobre cada xapa és de 1.200 kN/m. Trobeu les tensions tallants
en la unio.

EEREEERRRRRY

Fig. A.07. Exemple A.2
Cada modul repetitiu mesura 7 cm. Com veiem a la figura, cada modul comprén
un cargol 1 dues meitats, per tant és I’equivalent a dos cargols.

m

=

SO0
AR R

Fig. A.08. Exemple A.2

La forca que actua sobre cada modul és: F'=¢ - m=1.200 - 0,07 = 84 kN.

2
L’area transversal del modul és: A; = 2m—- =982 10~* m?.

F
La tensi6 tangencial mitjana sera: T¢ =——=8,56" 107Pa = 85,52 MPa,
Cc

b) Xafada de la xapa o el cargol produida per la pressié entre les superficies
cilindriques del cargol i el forat, com es veu a la segiient figura. Per a calcu-
lar la resisténcia a la xafada sol usar-se el producte de la projecci6 de 1’area
del forat cilindric, ago és, el diametre del forat pel gruix de la xapa i de la
resisténcia a ruptura per compressio del material.
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La tensié normal de compressié que hem de comprovar és:

P
0x =1 < ogamc (tés el gruix de la xapa i d el diametre del forat).

F

v W
s\\\\\\Y$|I=!.&V

’!

Fig. A.09. Xafada de la xapa. En la perspectiva només es representa 1’area projectada
de la xapa superior

Exemple A.3
En la unid de I’exemple A.1, calculeu la tensio de xafada.

Com que el modul repetitiu implica només un diametre, la seccio sera:
Ay =t-d=33-10"*m?
1 la tensio normal de xafada:

F
ox = == 145 10°Pa = 14545 MPa
X

Exemple A.4
En la unid de I’exemple A.2., calculeu la tensi6 de xafada.

Com que el modul repetitiu implica dos diametres, la seccio sera:
Ay =2t-d =75 -10"*m?

1 la tensié normal de xafada:
Ox = Ai =1,12-108 Pa = 120 MPa

X

¢) Esquincament de la xapa entre els forats a causa de la falta de resistencia a
tracciod en la seccio al llarg d’una fila de cargols. La tensié normal de traccid
no ha de superar la tensiéo admissible de tracci6 del material. La tensio es
calcula dividint la forca que actua sobre el modul repetitiu entre la superficie
lateral de 1’espai entre forats.
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Fig. A.10. Esquingament de la xapa

Exemple A.S

Calculeu la tensi6 de traccio en la uni6 de I’exemple A.1.

Fig. A.11. Exemple A.5. Calculem el minim espai entre forats dins d’un modul repetitiu

Area d’esquingament: Ag =t-(m—d) =57 -107* m2.

F
Tensio6 de traccid: o = == 8,42 -107Pa = 84,21 MPa.
E

Exemple A.6

Calculeu la tensio de traccid en la uni6 de I’exemple A.2.

Fig. A.12. Exemple A.6

Tenim dues arees possibles: una equivalent a la de la figura A.11 i una altra com la
que es mostra a la figura A.12.

Area d’esquingament: Ag =t - (m —d) = 6,75 - 107* m2,

F
Tensio de tracci6: o = 7—= 1,24 108Pa = 124,44 MPa.
E
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d) Esquingament segons una diagonal. Esta indicat a la figura A.13. Aquest
tipus de ruptura no sol ocorrer si el pas entre files és almenys 1,5 vegades el
diametre del forat. En els exercicis que resoldrem, suposarem que el pas té
almenys aquesta proporcié amb el diametre de les reblades, per la qual cosa
no estudiarem aquest tipus de trencament.

. ®)
O

Fig. A.13. Esquingament segons una diagonal

e) Tall de la xapa o, possiblement, esquingament de la xapa entre un forat de
reblada i el cantell de la placa, com es veu en la segiient figura. Aquests ti-
pus de ruptura no solen ocoérrer si la distancia del centre del forat al cantell
¢s aproximadament el doble del diametre del cargol. Suposarem que res-
pectem aquest condicionant de forma i tampoc considerarem aquest tipus
de trencament.

| |
SRR e o) J I PRI L\

| |

| |

Fig. A.14. Tall de la xapa o esquingament cap al cantell

Exemple A.7

Considerant la uni6 per solapament de doble fila de cargols de la figura adjunta, en
la qual el pas és de 7 cm, el gruix de la placa 15 mm i els cargols tenen 20 mm de
diametre, calculeu la carrega maxima admissible.

Les tensions de ruptura recomanades son: traccié o, = 355 MPa, tallant T, = 300 MPa
1 compressio 0, = 650 MPa.
trite

7 cm

i

——

o O
AR

SRRRRRRY

Fig. A.15. Exemple A.7. Enunciat
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El modul repetitiu podem veure’l a la figura. Tenim I’equivalent a dos cargols per
modul.

=

> ©
> ©

Fig. A.16. Exemple A.7. Modul repetitiu

Estudi de les tensions de cisallament:

Ao = 2n§= 6,28 - 10~* m2
Pc=Ac-1c=188-10° N

qc = £=2,69-10° N/m

Estudi de la xafada a compressio:

Ax =2-t-d=6-10"*m? Poden xafar-se dos cargols per modul.
Py =Ax-0x =3,9-10°N

qX———557 106 N/m

Estudi de I’esquingament a traccio:

Ap=t-(m—d)=75-10"* m?
Py = Ag -0 = 2,66-10°N

qE———38 10 N/m

A.2.3. Cargols d’alta resistencia

La resisténcia de les unions en que s’empren cargols d’alta resisténcia es deu a 1’apro-
fitament de les forces de fregament desenrotllades en estrényer fortament els cargols.
Aquestes contraresten I’acci6 de les forces exteriors que tendeixen a fer lliscar les
peces entre elles.

La forga d’estrenyiment origina en I’espiga del caragol un esfor¢ de traccid molt

elevat, el qual comprimeix les peces a unir, donant lloc a forces de fregament que
s’oposen al lliscament d’ambdues superficies.
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Els cargols d’alta resisténcia provoquen, al llarg de les seccions que uneixen, una
distribuci6 de tensions més favorable que uns altres mitjans d’uni6. En concret, es
redueixen els efectes de concentraci6 de tensions als voltants del forat.

La magnitud de les forces que es poden transmetre depenen fonamentalment de:

1. La intensitat de la for¢a de tracci6 en el cos del cargol.
2. El coeficient de fregament que s’haja aconseguit.

Es important destacar que en aquest tipus d’unions, si estan ben realitzades,
els cargols no treballen a tall, per la qual cosa no cal calcular-los per a aquesta
sollicitacio.

Aquest comportament requereix un procediment de calcul especific, que excedeix
els ambits d’aquesta assignatura, encara que pot ser estudiat per ’alumne que hi
tinga interés seguint la bibliografia adequada.

A.3. Unions soldades

En les estructures es troben dos tipus ordinaris d’unions soldades de xapes. Es
coneixen per soldadures a topall 1 soldadures en angle. A la figura segiient estan
representats ambdos tipus. Les soldadures a topall poden actuar només en trac-
ci6 1 en compressio, mentre que les soldadures en angle poden suportar tallant,
traccid 1 compressio i, a vegades, a més, flexid. La soldadura s’executa o per
I’arc eléctric o amb gas.

Fig. A.17. Unions soldades: a) a topall; b) en angle

A.3.1. Resistencia de les soldadures a topall

Suposem que la resisténcia de la soldadura a topall representada a la figura anterior
¢s igual a la seccio total de la soldadura multiplicada per la tensio de treball admis-
sible en tracci6 o compressio del material soldat (o). Es pren com a area total el
producte de la longitud de la soldadura (b) pel gruix de la xapa més prima (t) de
les que s’uneixen.

P=o_ bt

1
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A.3.2. Resisteéncia de les soldadures en angle

Abans de calcular la resisténcia de la soldadura en angle representada a la figura
anterior, €s necessari definir diverses de les seues dimensions caracteristiques. A
la seccid de la figura A.18, la soldadura té amplaries de cordd (o catets) iguals. La
dimensi6é minima de la seua secci6 s’anomena gola (a). Evidentment, en aquest
cas amb els catets iguals, la gola és igual al producte de I’amplaria del cordé per
sin (45°).

Fig. A.18. Definici6 de gola (a) de la soldadura

Es costum suposar que només cal considerar la resisténcia al tallant d’aquestes
soldadures, perque la fallada se sol produir per tallant a 45° en la gola. Per aixo, es
pren la resisténcia de la soldadura igual al producte de 1’area total en la gola per la
tensio de treball admissible a tallant en el material.

Exemple A.8
Calculeu la maxima carrega de traccido P que pot aplicar-se en una soldadura a
topall de dues xapes de 20 cm d’ample i 12 mm de gruix. La tensié admissible de

treball és T, = 90 MPa.

Solucio: P=<t_, - 1-b=2,16 10°N.

Exemple A.9

En la soldadura en angle de la figura, es coneix el gruix de les xapes (12 mm).
Tenim una soldadura a cada costat, cadascuna de 18 cm. La tensio de treball ad-
missible ést = 80 MPa.

Fig. A.19. Exemple A.9
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Es considera que la carrega esta centrada entre les soldadures. Determineu la ma-
xima carrega P que es pot aplicar a les xapes.

Suposem els dos catets iguals, de 12 mm. L’ample de la gola sera:
a =12 - sin(45°) = 8,42 mm
L’area eficac de la soldadura (considerant els dos cordons de soldadura) és:
A,=21-a=2-0,18-8,42-107°=3,06 - 104 m’

La carrega admissible: P=<t , - 4, =2,44- 105 N.
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Problemes proposats

A.1. Considereu la uni6 per solapes d’una sola fila de cargols representada a la
figura A.06. El pas és de 6 cm, 1’espessor de les xapes 12 mm 1 els cargols
tenen 20 mm de diametre. Les tensions de trencament recomanades son:
traccio o, = 355 MPa, tallant 310 MPa, compressio o, = 650 MPa. Determi-
neu la carrega admissible.

A.2. Considereu la uni6 a topall de doble fila de cargols de la figura, on el pas €s
de 7,5 cm, les plaques principals tenen 12 mm de gruix i el tapajunts, 10 mm.
El diametre dels cargols és de 20 mm. Les tensions admissibles son: traccid
0, = 140 MPa, tallant t. = 100 MPa i compressié o, = 280 MPa. Determineu
la carrega admissible.

Fig. PA.2
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ANNEX B
Coneixements previs —
sistemes d'unitats

B.1. Introduccio

Fins al segle xv1 existia una llarga confusid sobre les diferents unitats de pesos
1 mesures, 1 com un intent d’aclarir-la va sorgir el sistema decimal d’unitats. No
obstant aixo, fins a I’any 1791, després de la Revolucié Francesa, no es van as-
sentar les bases d’un sistema d’unitats adequat per a ser adoptat per tot el mon.
Aquest sistema, establit per I’Academia de Ciencies Franceses, es va basar en el
metre com a unitat de longitud, i el gram com a unitat de massa. Un segle després
d’aquella data, en una reunio a la qual van assistir quinze paisos, celebrada a Paris
I’any 1875, es va estandarditzar internacionalment el sistema métric decimal, 1 es
va crear I’Oficina Internacional de Pesos i Mesures. Al seu voltant es va consti-
tuir, una Conferencia General de Pesos i Mesures (cGpPM) capag de tractar tots els
assumptes internacionals relacionats amb aquest tema.

El sistema metric original proporcionava un conjunt d’unitats per a la mesura de
longitud, area, volum 1 massa, basat en dues unitats fonamentals: el metre 1 el kilo-
gram; la mesura de quantitats addicionals requerides per la ciéncia i el comerg van
impulsar el desenrotllament d’unitats derivades.

L’any 1881 es va afegir, com a fonamental, la unitat de temps 1 va aparéixer el sis-
tema cegesimal (centimetre-gram-segon, cGs). Posteriorment, al voltant de 1900,
es va establir el sistema mks (metre-kilogram-segon), que adoptava com a unitats
fonamentals el metre 1 el quilogram. A aquest sistema es va afegir I’ampere com
una nova unitat fonamental de corrent eléctric, 1 es va denominar, des d’aquell
moment, sistema MKSA.

En la desena Conferencia General de Pesos i Mesures celebrada en 1954, es va
adoptar el sistema Mksa. Es va afegir el kelvin com la unitat de temperatura, i la
candela com la unitat d’intensitat luminica.

El nom formal de sistema internacional d’unitats (sr) va ser atorgat en I’onzena
cGpMm, celebrada en 1960. A aquesta reuni6 van assistir un total de 36 paisos.

Posteriorment, es va afegir el mo/ com una seéptima unitat basica en la catorzena
CGPM, celebrada en 1971, 1 es van aprovar noms especifics per a algunes de les uni-
tats derivades, com per exemple, la unitat de pressié (N/m?) que es va denominar
pascal (Pa).
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B.2. Sistema internacional (s1)

El s1 és una seleccio racionalitzada i coherent d’unitats del sistema métric, que
inclou set unitats basiques o fonamentals 1 que n’estableix amb precisio el nom, el
simbol 1 la definicid.

El gran avantatge del s1 és que hi ha una unitat, 1 només una, per a cada quantitat
fisica (com ara, el metre per a longitud, el kilogram per a massa, etc.). A partir
d’aquestes unitats fonamentals s’han deduit les unitats derivades, que es definei-
xen per equacions molt simples, com per exemple:

velocitat acceleracio forca treball o energia poténcia

v:ﬂ a:d—v F=ma W =Fl P:K
dat dat t

Algunes d’aquestes unitats derivades tenen noms generics, com per exemple, me-
tre per segon (m/s) per a velocitat; d’altres tenen noms especials, com newton (N)

per a forca, joule (J) per a treball o energia, 1 watt (W) per a poténcia.

Un avantatge addicional que presenta aquest sistema es deriva de [’is d’un conjunt
de simbols tnic i ben definit.

B.2.1. Unitats 1 simbols

Les unitats del s1 es dividixen en tres categories:
* Unitats fonamentals.
 Unitats suplementaries.

e Unitats derivades.

Unitats fonamentals del sI

Magnitud Nom de la unitat Simbol
Longitud metre m
Massa kilogram kg
Temps segon S
Intensitat de corrent eléctric ampere A
Temperatura kelvin K
Intensitat lluminosa candela cd
Quantitat de substancia mol mol

Unitats suplementaries del si

\ Magnitud Nom de la unitat Simbol \
Angle pla radiant rad
Angle solid estereoradiant sr (str)
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Algunes unitats derivades del si

Magnitud Nom de la unitat Simbol | Expressi6
Superficie metre quadrat m?
Volum metre cubic m’
Freqiiéncia Hertz Hz (=sh
Nombre d’ona 1 per metre m’!
Densitat kilogram per metre cubic kg/m?
Velocitat metre per segon m/s
Velocitat angular radiant per segon rad/s
Acceleracio metre per segon per segon m/s?
Acceleraci6 angular radiant per segon per segon | rad/s?
Forca newton N (= kgm/s?)
Pressio (tensio mecanica) newton per metre quadrat N/m?
(pascal) Pa
Viscositat cinematica metre quadrat per segon m?/s
Viscositat dinamica kilogram per metre per segon | kg/m-s (=N-s/m?)
Treball, energia, quantitat joule J (=N'm)
de calor joule per kelvin J/K
Entropia joule per kilogram per kelvin | J/(kgK)
Poténcia watt per metre per kelvin W/(m-K)
Conductivitat térmica watt per estereoradiant W/sr
Intensitat energética coulomb C (=A-5s)
Quantitat d’electricitat volt v (=W/A)

Tensio eléctrica, diferéncia

de potencial, forca V/m

electromotriu volt per metre Q =V/A)
Intensitat de camp eléctric ohm F (=A-s/V)
Resisténcia eléctrica farad Wb (=V-s)
Capacitat eleéctrica weber H (=V-s/A)
Flux d’induccié magnetica henry T (= Wb/m?)
Inductancia tesla A/m
Induccié magneética ampere per metre A
Intensitat de camp magnétic ~ ampere Im (=cd-sr)
Forg¢a magnetomotriu lumen cd/m?
Flux [luminos candela per metre quadrat Ix (= Im/m?)
Luminancia lux s-!
Il-luminancia 1 per segon
Activitat (d’un brollador

radioactiu)

Nota: la quarta columna és 1’expressi6 en funci6 de les unitats fonamentals o de-
rivades.

Podem observar que els simbols de les unitats s’escriuen amb minuscula, excepte
els procedents d’un nom propi, que sempre s’escriuen amb majiscula.
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B.2.2. Prefixos

Els prefixos 1 simbols que apareixen a la taula anterior s’utilitzen per a formar
noms i simbols dels multiples 1 submultiples decimals de les unitats del si, excepte

per al kilogram.

Multiples i submultiples decimals

1 000 000 000 000 000 000 = 10'¥ exa E
1 000 000 000 000 000 = 10" peta P
1 000 000 000 000 = 10'? tera T
1 000 000 000 =10° giga G
1 000 000 = 10° mega M
1 000 = 10° kilo k
100 = 10 hecto h
10=10" deca da
0,1 =10" deci d
0,01 =102 centi c
0,001 =103 mil-li m
0,000 001 = 10° micro v
0,000 000 001 =10~/ nano n
0,000 000 000 001 = 10'2| pico p
0,000 000 000 000 001 =10"° femto f
0,000 000 000 000 000 001 = 10'® atto a

B.3. Altres sistemes d’unitats

Com ja hem indicat, en I’actualitat es tendeix a 1’ts exclusiu d’un sistema d’unitats
(el sistema internacional). Els tres Uinics paisos del mén que no han adoptat, avui
dia, el sistema internacional com a prioritari o unic sén Libéria, Myanmar 1 els
Estats Units d’Ameérica. No obstant aix0, encara hi ha moltes publicacions i gran
quantitat de dades que es troben en altres sistemes d’unitats, per la qual cosa el seu

coneixement resulta convenient.

Per a establir qualsevol sistema d’unitats sera suficient triar certes magnituds com
a fonamentals, 1 deduir totes les altres a partir d’aquelles. Encara que 1’eleccid
d’aquestes magnituds és arbitraria, en els sistemes habituals en figuren sempre
dues: longitud i temps. Per a fixar la quantitat de materia dels cossos es requereix
una tercera magnitud fonamental, que pot ser la seua massa o el seu pes, ¢és a dir,
la for¢a d’atraccid que la Terra exerceix sobre els cossos.
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Fins ara, en el terreny cientific s’ha triat sempre la massa com a tercera magnitud
fonamental, fet que ha donat lloc als sistemes de magnituds absoluts (L.M.t). A la
taula segiient es resumeixen les unitats fonamentals d’aquests sistemes.

Sistemes d’unitats absolutes

Magnituds Cegesimal Practic o de Giorgi Anglés

fonamentals (cGs) (MKS) (¥ps)

Longitud, L 1 centimetre (cm) 1 metre (m) 1 peu (ft)

Massa, M 1 gram massa (g) 1 kilogram massa (kg) | 1 lliura (Ib)

Temps, t 1 segon (s) 1 segon (s), 1 hora (h) | 1 segon (s), 1 hora (h)
Temperatura, T  1°C 1°C 1 °F

En canvi, en el terreny técnic, es va triar sempre la forga com a tercera magnitud
fonamental, fet que ha donat lloc als sistemes tecnics (L.Ft). A la taula es donen
les magnituds d’aquests sistemes.

Sistemes d’unitats técniques

\ Magnituds fonamentals | Métric Anglés
Longitud, L 1 metre (m) 1 peu (ft)
Forca, F 1 kilogram forca (kgf) 1 lliura forga (I1bf)
Temps, t 1 segon (s), 1 hora (h) 1 segon (s), 1 hora (h)
Temperatura, T 1°C 1°F

En la bibliografia técnica s’utilitzen, encara que cada vegada menys, els denominats
sistemes de magnituds d’enginyeria (L.M.Ft), als quals se’ls considera com a mag-
nituds fonamentals independents, a més de la longitud i el temps, la massa i la forga,
relacionades pel principi fonamental de la dinamica. A fi de fer compatible aquesta
eleccio arbitraria, com a magnituds fonamentals, de dues que estan relacionades entre
si, €s necessari introduir un factor de correccio, g, en I’expressio de I’esmentada llei:

(g, - (Forga) = (Massa) - (Acceleracio)
on el factor g_ t¢ les dimensions (F'- M - L - t?) i un valor numéric igual a I’acce-
leracié de la gravetat, g. Les unitats fonamentals dels sistemes d’enginyeria que

es consideren es resumeixen, juntament amb els valors de g , a la taula segiient.

Sistema d’unitats d’enginyeria

Magnituds fonamentals Meétric Anglés

Longitud, L 1 metre (m) 1 peu (ft)

Massa, M 1 kilogram massa (kg) 1 lliura massa (1b)
Forga, F 1 kilogram forca (kgf) 1 lliura forga (Ibf)
Temps, t 1 segon (s), 1 hora (h) 1 segon (s), 1 hora (h)

Temperatura, T

1°C 1

°F

Factor de correccio

Meétric

Anglés

g.

9,81 (kg "kgf''m-s?)

32,17 (Ib-Ibf ft-s?)
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B.4. Factors de conversio

L’alumne pot adonar-se que les dades que utilitza estan expressades en una gran varie-
tat d’unitats diferents, de manera que tindra necessitat de convertir els valors numerics
a un sistema comu (s1), abans d’efectuar els calculs. Per a fer aixo, haura d’usar els
factors de conversio, que es defineixen com el nombre d’unitats d’una magnitud d’un
sistema contingudes en una unitat de la mateixa magnitud d’un altre sistema.

Els factors de conversid de les unitats de les magnituds derivades dels diferents
sistemes es calculen a partir dels factors de conversio de les unitats de les magni-
tuds fonamentals.

Aplicacions dels factors de conversio

Sovint es presenten dues situacions en els calculs técnics:

a) Conversid de valors numeérics.

Exemple B.1

Convertir el valor del modul d’elasticitat de ’acer E = 210 GPa al sistema técnic
(kgf/cm?).

E = 210GPa

10°Pa1N/m? 1m? 1kgf 14 106kgf
1GPa 1Pa 10*cm9,81N ~ cm?

b) Conversio d’unitats en una férmula.

Exemple B.2

La perdua de calor per conducci6 i conveccid des d’una paret de més de tres peus
d’altura cap a I’aire circumdant, a pressio i temperatures ordinaries, pot calcular-se
mitjangant 1’expressio:

Q=0.27(AT)**
en la qual:

* Q:perdua de calor en BTU/h - ft* (British Thermal Unit).
» AT: diferencia de temperatures entre la paret i1 ’aire, en °F.

Transformeu 1’equacid anterior en una altra que permeta utilitzar les unitats se-
glients:

* Qen Kcal/h-m?.
* ATen°C.
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Quan una equaci6 expressada en unitats angleses s’empra per a un sol cas concret,
el més comode és fer el calcul en aquelles unitats, i una vegada resolt el problema,
passar a la unitat meétrica corresponent. Si per contra, I’equaci6 ha de ser emprada
nombroses vegades, és preferible transformar-la. S’aconsella utilitzar el segiient

procediment.
: e N BTU
Observem que el coeficient 0,27 té les dimensions segilients: 0,27 RFLZoFTeS
1 que aquesta constant numerica es pot convertir a les unitats metriques:
Kcal
hm20C1,25

pel procediment indicat en I’apartat anterior. Els factors de conversid necessaris
seran, en aquest cas:

Kcal °F
1,8—
°C

BTU

0,252 0,3048 %
ft

El nou coeficient, en unitats metriques, 1’obtindrem fent el producte:

BTU Kcal m)? o\ 125 _ Kcal
027 —20 025252 (0,30482) (182) = 1,527 e
Exemple B.3

La segiient funci6 representa I’evolucié del moment flector en una biga en kgf- cm
(six s’expressa en metres).

— 2
M(x)=25x*+5x + 6
Responeu a les segiients preguntes relatives a la seua transformacio a altres unitats:
1. En quines unitats estan expressades les constants 25, 51 6?

Anomenem K la unitat buscada. Els tres sumands de I’expressid, en substituir el
valor de x en metres, proporcionen una quantitat en kg-cm. En el primer sumand,
en multiplicar la unitat K pels metres quadrats que ens dona x?, hem d’obtindre

kgf-cm.
) kgf -cm
25 K, - m* =25 kgf" cm, per tant, la unitat ha de ser: K; = —r
En el segon sumand, en multiplicar K pels metres que ens dona x, hem d’obtindre
també kgf - cm.

kgf -cm

5K, -m*>=35 kgf- cm, per tant, la unitat ha de ser: K, = —
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En el tercer sumand ¢s immediat que la unitat ha de ser K, = kgf"- m.

2. Quina expressio adoptaria la funci6 si volem substituir x en metres i obtindre
un valor de M, en N - m?

Es necessari canviar les constants 25, 51 6 d’unitats.
b

. . . N
Per al K , hem de canviar les unitats anteriorment calculades per: —

Aplicarem factors de correccid successius.

kgf-cm981N 1m N -
= 2,452
m2  1kgf 100 cm m2

25

Per al K, el procediment ¢s paregut:

kgf-cm981N 1m 049N~m
m 1kgf100cm '~ m
I finalment, per a K:
6k 281N _Im__ o segn
9f - MIrgF 100 em - mn

La funci¢ tindria la forma: M (x) = 2,425 x>+ 0,49x + 0,588.
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Problemes proposats

B.1.

Expresseu les magnituds seglients en les unitats que s’indiquen.

a=5um—m

E =210 GPa — N/mm?

u = 0,05 g/cm/s — kg/m/s

b=9,5nm — km

p = 4000 mg/cm® — kg/m’

Q=501/s = m’/h

A =12 mm? — m?

6=25°—>rad

C =2 ug/l — kg/m’

A, =30,3 km*> = hm’

t, =2h50°10” —h

o =28 kgf/pm*> — Pa

V=27 hm’ — ml

t, = 5h25’53” — min

¢, = 299792456 m/s — Em/h

P =15 kgf/cm? — kN/m?

w = 1,2 rev/min — rad/s

G =9,807 m/s* — km/h?

B.2. Expresseu les segiients magnituds en unitats del sistema internacional.

Equivaléncies:

1 ft=0,305 m (peu).
1 in = 2,54 cm (polzada).
1 Ib = 0,454 kg (lliura).

* 1 mi= 1,609 km (milla).

h =3 ft M=1001Ib p =250 1b/in’
A=2in? P =5 1bf/in* V, =25 fi/s
V =30,6 ft} a=15 ft/s? V, =70 mph
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ANNEX C
Coneixements previs —
arees | centres de gravetat

C.1. Introducci6

Habitualment treballarem amb elements tipus biga, en els quals la seccid transversal
sera coneguda, 1 haurem de ser capagos de calcular tant la seua area com el seu centre
de gravetat, o bé sera una secci6 comercial 1 aquestes dades ens les donaran les taules.

D’altra banda, durant I’assignatura hi ha metodes grafics de calcul que requereixen
que calculem 1’area i el centre de gravetat de funcions polinomiques.

Per tant, per al treball en I’assignatura, €s imprescindible conéixer el calcul d’arees
1 centres de gravetat de figures planes.

C.2. Arees

L’area ¢s una mesura de I’extensio d’una superficie, expressada en unitats de me-
sura denominades superficials. Per a superficies planes el concepte €s més intuitiu.
Qualsevol superficie plana de costats rectes pot triangular-se i es pot calcular la
seua area com a suma de les arees dels triangles formats. Ocasionalment s’utilitza
el terme area com a sindnim de superficie, quan no hi ha confusio entre el concep-
te geometric en si mateix (superficie) 1 la magnitud metrica associada al concepte
geomeétric (area).

No obstant aix0, per a calcular 1’area de superficies corbes es requereix introduir
metodes de geometria diferencial.

En principi, per als casos habituals que tractarem en 1’assignatura només sera ne-
cessari conéixer les formules més basiques per a les arees de:

* unrectangle de base bialturah: A=b-h.
1

* un triangle de base bialturah: A = 5 b-h,

+ un cercle de radi R: A = R,

Practicament totes les seccions planes podran ser calculades dividint-les en un
nombre 7 de parts, de manera que I’area total siga:
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n
AT = Z Ai
i=1

En el cas que tinguem una funci6 f{x) i hagem de calcular la seua area, en un inter-
val (a,b) el procediment és realitzar la integral:

Ar = [ f (x)dx

fix)

0 a b

Fig. C.1. Area sota una funci6 f(x) en un interval (a,b)

Si es tracta de I’area compresa entre dues funcions f(x) 1 g(x), I’area es calculara
com a:

Ar = [If (x) — g(x)] dx

Fig. C.2. Area entre dues funcions f(x) i g(x) en un interval (a,b)

Exemple C.1

Calculeu I’area de la seccio6 de la figura.

90 , 90 ,
| |

Vo

10
10

[ AR
90
AL
g0

Fig. C.3. Exemple C.1

A,=[(90 - 10) + (8 - 90)] = 1.620 mm*
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Exemple C.2

Calculeu I’area de la seccio de la figura.

30 | 70 | 50 30 70 50
| |
l e
. /// :
! 2
Fig. C.4. Exemple C.2
=((130- . lsp. = 2
Ar =|(£30-50) + (70 -50) + (250 - 50)] = 5.500 mm
Quan tinguem figures amb zones buides procedirem de la manera segiient:
1. Calcularem I’area de la figura com si féra completament massissa.
2. Calcularem I’area del buit.
3. Restarem ambdues arees.
Exemple C.3
Calculeu I’area de la seccio de la figura.
80
10 | 10 %0
' - | 60
W IS 7 | 7 -
Y 7 I
= )
- 5 §
i g ﬂ g
[ /]
/I
[/ ]
1 g 1
- PILIIIIITS, - A o
=

Fig. C.5. Exemple C.3

Ar = [(80 - 120) — (60 - 100)] = 3.600 mm?
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Exemple C.4

Calculeu I’area de la seccio de la figura.

Ar =[(80 - 120) — (30 - 50)] = 8.100 mm?

80 o

Fig. C.6. Exemple C.4

B, s T
_ 50
120
N
50

et

Exemple C.5

Calculeu I’area de la secci6 de la figura.

- 2.270
~ 160 375

L |

AT T
ol
f=}
=
43125
| 225250 | 250 250 225
2,270

/]
o
Q
©
N

535 |, 1.200 _J <,
W

Fig. C.7. Exemple C.5

Ar = [2(Z22) + (1200 - 600) — 2 (222) — 4 (%)] = 840.037,61 mm?
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Exemple C.6

Una biga voladissa té una llei de moments flectors que és una funcid per trams.
Calculeu I’area del diagrama de moments entre 0 i L.

2
OSXSL/2—>M(JC):(P+qL)x_P§_qx7

x2
L/2<x<L-M(x)=qlx—q>5

Ar =f[(P+qL)x—P§—qx72] dx+f[qu—qx7z]dx

L

_ x2 L x3L/2 x2 X3
ar=|CranG-pix—af] +|aT-ag]

_ Y R A ol R O R 0 IS e o
ar=[(P+an s - P —ap]+[ag-a5] - [a5 —ag]=a5-P3

C.3. Centre de gravetat, centre de masses 1 centroide

El centre de gravetat (cpG) és el punt d’aplicacio de la resultant de totes les for-
ces de gravetat que actuen sobre les diferents porcions materials d’un cos, de tal
manera que el moment respecte a qualsevol punt d’aquesta resultant, aplicada en
el centre de gravetat, és el mateix que el produit pels pesos de totes les masses
materials que constitueixen el cos.

En altres paraules, el centre de gravetat d’un cos és el punt respecte al qual les for-
ces que la gravetat exerceix sobre els diferents punts materials, que constitueixen
el cos, produeixen un moment resultant nul.

El cpG d’un cos no correspon necessariament a un punt material del cos. Aixi, el
cpG d’una esfera buida esta situat en el centre de 1’esfera que, obviament, no per-
tany al cos.

El centre de masses d’un sistema discret o continu ¢és el punt geometric que di-
namicament es comporta com si hi estiguera aplicada la resultant de les forces
externes al sistema. De manera analoga, es pot dir que el sistema format per tota
la massa concentrada en el centre de masses és un sistema equivalent a I’original.
Normalment s’abrevia com a c. m.

En geometria, el centroide o baricentre d’un objecte X pertanyent a un espai
n-dimensional ¢€s la interseccid de tots els hiperplans que divideixen X en dues
parts del mateix n-volum respecte a I’hiperpla. Informalment, és la mitjana de tots
els punts de X.
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En la fisica, el centroide, el centre de gravetat i el centre de masses poden, sota cer-
tes circumstancies, coincidir entre si. En aquests casos solen utilitzar-se els termes
de manera intercanviable, encara que designen conceptes diferents. El centroide és
un concepte purament geometric que depén de la forma del sistema; el centre de
masses depén de la distribucié de matéria, mentre que el centre de gravetat depén
també del camp gravitatori. Aixi tindrem que:

* El centre de masses coincideix amb el centroide quan la densitat és uniforme
o quan la distribucié de materia en el sistema té certes propietats, com ara
simetria.

* El centre de masses coincideix amb el centre de gravetat, quan el sistema es
troba en un camp gravitatori uniforme (el modul i la direccio6 de la for¢a de
gravetat son constants).

Calcul del centre de gravetat. En un cas generic, considerem la segiient figura pla-
na, que podem dividir en infinites porcions diferencials, en la qual tenim:

* A, (area total de la figura plana).
+ X, (coordenada x del cpG de la figura plana).
* Y, (coordenada y del cpG de la figura plana).
* dA (element diferencial d’area).
* X,y (posici6 de I’element diferencial d’area).

Fig. C.8. Calcul del centre de gravetat

Per definicid, els moments de primer ordre han de ser iguals, tant si considerem
I’area total respecte a qualsevol eix com si considerem la suma de moments de tots
els elements diferencials.

Ap-X; =NdA-x X, =222
AT
dA-

Ap Yo =XdA-y Y; =ZATy

Sent precisos, els sumatoris anteriors serien integrals en tota 1’area considerada.

@ Oscar Martinez Ramos - ISBN: 978-84-695-9563-3 342 Mecanica i resistencia de materials - UJI - DOI: http://dx.doi.org/10.6035/Sapientia87



De totes maneres, en la majoria de casos practics, les arees poden ser subdividides
en un nombre discret d’arees simples, els centres de gravetat individuals del qual
son coneguts, com ara triangles, rectangles, cercles, etc.

A=LH A=iLH A=iLH A=1L-H
rectangle triangle parabola® parabola’®
Li2 L/3 L4 L/5
s

l ﬁl /E =

A=4L-H A=4LH A=4L-H
triangle parabola’ parabola’
a b 3L/8 3L/5
T = T
9
(L+a)/3 (L+h)/3 L L
L

Fig. C.9. Arees i centres de gravetat d’algunes figures planes

Si una figura és simétrica respecte a un eix, el cpG es trobara en ell. Si és simétrica
respecte a dos eixos, el cpG estara en la interseccid d’ambdos.

Com a exemple, calcularem els centres de gravetat de les figures dels exemples
anteriors.

Exemple C.7

Calculeu la posicid del centre de gravetat de la figura de I’exemple C.1.

En aquest cas, com que hi ha simetria respecte a I’eix Y, podem dir que X .= 45 mm.
D’altra banda, per a calcular Y, situarem una referéncia en la base de la figura. La
distancia de la referéncia al cpG de la subarea superior €s 95 mm i la distancia al

¢DG de I’altra subarea és 45 mm.

Ja coneixem de I’exemple C.1: A, = 1.620 mm”.
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90 90

L Tmm —
S =
ey
® g > T 1=
&= v
=+
________ S B —

Fig. C.10. Exemple C.7

A1-Yg1+A2-Yg2 (90-10)-95+(8-90)-45
= = = 72,78 mm
ATt 1620

Ye

Exemple C.8

Calculeu la posici6 del centre de gravetat de la figura de I’exemple C.2.

30 70
I—-—-
i,

16,67

V
! PR

Z Z %“r

o [ [} 35 ] 16,67

Fig. C.11. Exemple C.8

En aquest cas no hi ha simetria, per la qual cosa hem de calcular en ambdos eixos.
Prendrem com a referéncia el canto inferior esquerre de la figura.

@30~50)-20+(70~50)~65+(%50-50)-116,67

3 ArXp:
X, = Zim kel = 70,60 mm
AT 5.500
1 1
3 AYg; =30-50):16,67+(70-50)-25+(=50-50 )-16,67
Vo = B tic¥er _ (300) E050)19%7 _ 21,97 mm

At 5.500

21,97

70,6

Fig. C.12. Exemple C.8
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Exemple C.9
Calculeu la posicid del centre de gravetat de la figura de I’exemple C.3.

En aquest cas tenim una doble simetria en la figura, per la qual cosa és immediat
concloure que: X, =40 mm; Y = 60 mm.

Exemple C.10
Calculeu la posicid del centre de gravetat de la figura de I’exemple C.4.

En aquest cas tenim buits, hem de tractar les arees buides com si foren negatives.

\N\\ ' Y

N\
N

o
| =
L

Fig. C.13. Exemple C.10

__ A1-Xg1—-Az-XGz _ (80-120)-40—(30-50)-55

X; = 37,22 mm
Ar 8.100

v, = A1YG1—A2Yg2 _ (80-120)-60—(30-50)-85 _ 55,37 mm
Ar 8.100

Exemple C.11

Calculeu la posicio del centre de gravetat de la figura de I’exemple C.5.

Veiem que hi ha simetria respecte a 1’eix vertical, i per aix0, el cpG es trobara en
ell. Prenem com a referéncia el cant6 superior esquerre: X, = 1.135 mm.

Per a I’altre eix procedim com en el cas anterior.
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Fig. C.14. Exemple C.11

. 2
2-(1535.600)-200+(1200-600)-300—2-(375-400 )-200—4- (2222
2 2

4
YG ==
840.037,61

)-480

Y; = 267,54 mm

Fig. C.15. Exemple C.11

En el cas que el centre de gravetat s’haja de calcular respecte a una funcio6 continua
f(x) (figura C.1), podrem calcular la posicié del centre de gravetat:

X, = [ xdA =ffxdxdy Y. = Jf yda _ [ [ydydx
¢~ Jfaa ~ [Jaxay ¢~ ffaa _ JJayax

Exemple C.12

Trobeu la posicid del centre de gravetat de la funcid entre els puntsa =11 b =3
(vegeu figura C.16).

Considerem la funcid i la variable x com a adimensionals.

Per a fer-ho més senzill calcularem per separat les diverses integrals:

3

Ar = ['f @)dx = [4Z + 3x| = 40,67
1
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243
Ar - Xg = [fPxdxdy = [*x - f(x)dx = [x4 + 3%] =92
1

X; = == = 2,262
40,67

Fig. C.16. Exemple C.12

2
Ar Yo = [Py dydx = | @dx = [ (8x* 4+ 12x> + 4,5) dx
5 3 3
Ar-Yp = [8% +125 +451] =5002

500,2
—= =123
40,67

G
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Problemes proposats

C.1. Calculeu les coordenades del centre de gravetat del cos de la figura, conside-
rant una densitat superficial de massa uniforme. Les coordenades dels punts
estan en centimetres.

Fig. P.C.1

C.2. Calculeu les coordenades del centre de gravetat de I’area plana compresa
entre la parabola y = 2x2%, les rectes x = 1 i x =2 i I’eix d’abscisses.
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ANNEX D
Coneixements previs —
moments d'inercia

D.1. Introduccio

Una de les propietats més importants d’una secci6 transversal és el moment d’iner-
cia, també anomenat segon moment d’area o segon moment d’inércia.

Fisicament, el moment d’inércia esta relacionat amb les tensions 1 deformacions
maximes que apareixen per flexio en un element estructural 1, per tant, junt amb les
propietats del material, determina la resisteéncia maxima d’un element estructural
que treballa a flexio.

Les dimensions del segon moment d’area son longitud a la quarta poténcia (que no
ha de ser confosa amb el concepte fisic relacionat d’inércia rotacional, les unitats
del qual son massa per longitud al quadrat).

D.2. Definicio

Donada una secci6 plana transversal d’area A d’un element estructural, el segon
moment d’inércia es defineix per a cada eix de coordenades (e) contingut en el pla
de la secci6 (figura D.1) mitjancant la formula segiient:

Fig. D.1

. I ¢és el moment d’inércia al voltant de 1’eix considerat.
e dA és el diferencial d’area de la seccio A.
¢ 7 ¢és la minima distancia de ’element donat a 1’eix triat.

@ Oscar Martinez Ramos - ISBN: 978-84-695-9563-3 349 Mecanica i resistencia de materials - UJI - DOI: http://dx.doi.org/10.6035/Sapientia87



Si els eixos als quals ens referim son els eixos X 1Y, i ’element diferencial esta
situat en les coordenades genériques (x, ), el valor dels seus respectius moments
d’inércia sera:

IX = fLyz dA Iy = foZ dA

D.3. Eixos principals d’inercia

Com és sabut en mecanica del solid rigid, la inércia rotacional d’un cos ve caracte-
ritzada per un tensor anomenat tensor d’inércia, que en una base ortogonal s’expres-
sa mitjangant una matriu simetrica.

Els eixos principals d’inércia son precisament les rectes o eixos formats per vectors
propis del tensor d’inércia. Tenen la propietat interessant que un solid que gira lliu-
rement al voltant d’un d’aquests eixos no varia la seua orientaci6 a I’espai. En canvi,
si el cos gira al voltant d’un eix arbitrari que no siga principal, el moviment d’acord
amb les equacions d’Euler presentara canvis d’orientacié en forma de precessio i
nutacio.

En estructures, la majoria de les vegades tindrem seccions amb un o dos eixos de
simetria. En el cas de dos eixos de simetria, aquests seran els eixos principals d’inércia.
En el cas de simetria simple, I’eix de simetria sera eix principal d’inércia. L’altre
eix sera perpendicular a aquest 1 passara pel centre de gravetat.

D.4. Altres definicions

El moment d’inércia polar és el moment al voltant de I’eix perpendicular a X 1Y
que passa pel centre de gravetat (normalment Z). S’utilitzara en torsié. El moment
d’inércia polar és la suma dels moments d’inércia respecte d’ambdos eixos, ja que
rr=x’+y.

FigD.2

Ip = [[r*dA = [[[(x* + y*)dA = [[(x*dA+ [[y*dA = Iy + Ix
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El producte d’inércia és basicament una mesura del desequilibri dinamic.

Considerem un cilindre vertical, homogeni i equilibrat al qual se li col-loquen dos
pesos iguals, separats 180°, i equidistants del centre de gravetat, al llarg de I’altura
del cilindre, adherits a la seua superficie. La suma dels pesos no altera la posicio del
centre de gravetat del cilindre, i el cilindre roman equilibrat estaticament.

z
s

G

|
|
|
¢
|
|

¢

Fig.D.3

No obstant aixo, si fem girar el cilindre al voltant del seu eix Z, la for¢a cen-
trifuga actua sobre ambdos pesos, 1 aix0 fa que apareguen un parell de forces.
Si el cilindre esta muntat en suports, aquest parell provoca una for¢a sinusoidal
exercida sobre els suports, durant el gir del cilindre. Si el cilindre gira a ’espai,
’eix de rotacio es desplaga a una posicid on les forces centrifugues s’igualen (en
efecte, es desplaga lleugerament cap als pesos de desequilibri). A aco, se 1’ano-
mena producte d’inercia.

Ixy = fo . ydA

Les dimensions dels moments d’inércia i productes d’inércia son sempre unitats
de longitud a la quarta poténcia. Mentre que els moments d’inércia son sempre
positius, els productes d’inercia poden ser positius, negatius o nuls.

En enginyeria estructural, el radi de gir descriu la manera en la qual 1’area trans-

versal o una distribucid de massa es distribueix al voltant del seu eix centroidal. El
radi de gir es defineix com a:

Evidentment hi ha un radi de gir per a cada eix considerat. El radi de gir té unitats
de longitud.
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Exemple D.1

Determineu els moments d’inércia, el producte d’inércia i els radis de gir d’una
superficie rectangular respecte als eixos X 1Y.

Fig. D.4

Per a calcular el moment d’inércia respecte a X triem una franja diferencial paral-
lela a I’eix, I’area de la qual és dA4 = bdy, per tant:

Iy = [f,y*dA = [iy? bdy = s bh?

Analogament, per a I’eix Y podem prendre la franja diferencial paral-lela a Y,
d’area dA=hdx:

Iy = [[,x*dA = [ix* hdx = Zhb?
El producte d’inércia és:
Iyy = [[xydA = [xdx [lydy = %bzh2

Els radis de gir:

D.5. Moments d’in¢rcia coneguts

Habitualment, totes les formes de les seccions amb les quals ens trobarem seran
divisibles en rectangles, triangles i cercles, per la qual cosa convé conéixer els
moments d’inércia d’aquestes figures simples. A continuaci6é podem veure els mo-
ments d’inercia respecte dels eixos que passen per les bases (exemple anterior) i
dels que passen pel centre de gravetat.
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Moment d'inércia (X-Y)

1
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Moment d'inércia (X¢ -Y¢)




Dibuix Posicio CDG | Moment d'inércia (X-Y) | Moment d'inércia (X -Y¢)
Y]
| b 1 1
i XG:§ IXZEbh3 IXG:%b//ﬁ
i
h 1 3 1 k
Y=— I,=—hb l,,=—hb
c = “3 12 736
S
X
b
Fig.D.9
Y|
i _a+b _ 1 3 _ 1 3
= Xe= 3 IX—Ebh Ixa—gbh
a
i h bh bh
| _ _ 2 2 _ 2 2
: == Iy=—F(a+ab+b Iys=—_-la"—ab+b
! c . =3 Y 12(“ a ) YG 36( a )
| (]
X
b
Fig.D. 10

Altres vegades utilitzarem perfils comercials, i les dimensions, els moments d’iner-
cia i altres dades corresponents a la seccid vindran tabulats. Per exemple, per al
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L ®

B —

W, =2I /b. Modul resistent de la seccio, respecte a Y.
i, = (I,/A)"*. Radi de gir de la seccio, respecte a Y.

I, = Modul de torsi6 de la seccio.

I, = Modul de guerxament de la seccio.

u = Perimetre de la seccio.

h, = Altura de la part plana de I’anima.

p = Pes per metre.

354

perfil 1pE 80:
Dimensions Termes de la seccid Pes
Perfil | h [ b |t |t | r |[h | uw | A [s |1 [w i |1 |W/[ill1L|1L]|op
mm | mm | mm | mm | mm|mm| mm | cm® |cm’|cm' | cm® | cm | em' |em® | cm | cm?! | cm® | kp/m
PE80 | 80 | 46 | 3,8 | 52| 5 60 | 328 | 7,64 | 11,6 80,1 | 20,0 | 3,24 | 8,49 |3,69|1,05|0,721 | 118 | 6,00
Fig. D.11. A = Area de la seccid.
S, = Moment estatic de mitja seccio, respecte a X.
I, = Moment d’inércia de la seccio, respecte a X.
i E W, =21 /h. Modul resistent de la seccio, respecte a X.
-~ . 2 . . .,
i, = (I,/A)"*. Radi de gir de la seccio, respecte a X.
i i I, = Moment d’inércia de la seccid, respecte a Y.
= = w Y
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D.6. Teorema de Steiner

Quan coneixem el moment d’inércia d’una seccid respecte a un eix determinat,
pero volem calcular el moment respecte de qualsevol altre eix paral-lel a ell, hem
d’utilitzar el teorema de Steiner.

En la seccid de la figura, imaginem que coneixem I’expressio del moment d’inér-
cia respecte de ’eix X, calculat amb 1’expressio:

IX = _ﬂ;yz dA

Fig. D.12

Considerem que la distancia entre els dos eixos ¢€s d; llavors la distancia des de
I’element diferencial d4 fins al nou eix X’ sera: y’ =y + d.

El moment d’inércia respecte al nou eix X’ sera, doncs:
Iy, = [[y"?dA = [[(y + d)?dA = [[y*dA+ d? [[[dA+2d [[[ydA = Ix + Ad?

La tercera integral és zero perque la distancia mitjana de tots els diferencials d’area
respecte al centre de gravetat és nul-la per la mateixa definicid de centre de masses.

En definitiva, si coneixem el moment d’inercia respecte a un eix determinat, po-

dem calcular el moment d’inércia respecte a un altre eix, sumant al moment ante-
rior el terme «area per distancia entre eixos al quadraty.

IXI = IX + Adz
Calcularem els moments d’inercia de les figures dels exemples en els quals calcu-
larem els centres de gravetat.
Exemple D.2
Calculeu els moments d’inércia de la figura dels exemples C.1 1 C.7.

Considerem el rectangle superior. El moment d’inércia respecte al seu centre de
gravetat és:

Iyet = 1—1290 -103 = 7500 mm*
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La distancia entre el centre de gravetat d’aquest rectangle i el centre de gravetat
global de la secci6 és: d =95 — 72,78 = 22,22 mm.

Per la qual cosa el moment d’inércia respecte al centre de gravetat global sera:
Ix1 = Ixg1 + 90 - 10 - 22,222 = 4,52 - 105 mm*

Per al segon rectangle:
Ixcz = —8-90% = 4,86 - 105 mm*; d = 72,78 — 45 = 27,78 mm

Ixs = Ixgs + 890 - 27,782 = 1,04 - 106 mm*

Una vegada referits ambdds moments d’inércia al mateix eix, podem sumar-los:
IX = IXl + IXZ = 1,49 . 106 mm4

Per a I’eix Y, en ser simétric, els eixos que passen pels centres de gravetat de les
parts i del global estan alineats, per la qual cosa no cal aplicar Steiner.

1y=1Y1+1y2=1—1210-903+%90-83

Exemple D.3

Calculeu els moments d’inércia de la figura dels exemples C.2 i C.8.

Iye1 = 3—1630 -50% = 1,04 - 105 mm*; dy, = Y — g =53 mm

Lyt = Iygy + %30 .50-5,3%2 = 1,25 - 105 mm*

Iyez = 1—12 70-50% = 7,29 - 105 mm*: dy, = 25 — Y; = 3,03 mm

Iyz = Iygz + 70 - 50 - 3,032 = 7,61 - 105 mm*

Iyes = 3_1650 2503 = 1,74 - 105 mm*; dys = Y, —g =53 mm

Ixs = Ixgs + 350 - 50 - 5,32 = 2,09 - 105 mm*; Iy = Iy; + Iz + Ixs = 1,09 - 106 mm*
Iygt = 5250 - 30° = 3,75 - 10* mm*; dy; = X — %: 50,6 mm

Iy1 = Iyee +%30 -50-50,6% = 1,96 - 106 mm*

Iyea = 1—1250 - 703 = 1,43 - 10° mm*: dy, = X; — 65 = 5,6 mm

Iyz = Iygz + 70 - 50 - 5,62 = 1,54 - 106 mm*

Iyes = 3—1650 -503 = 1,74 - 105 mm*; dys = 46,07 mm

lIys = Iygs +350 - 50 - 46,072 = 2,83 - 105 mm*; Iy = Iys + Iyz + Iys = 6,32 - 10¢ mm*
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Exemple D.4
Calculeu els moments d’inércia de la figura dels exemples C.3 1 C.9.

En els casos en que tenim zones buides, haurem de restar el moment d’inércia del
buit al moment d’inércia de la secci6 considerada com a massissa.

En aquest cas coincideixen els centres de gravetat amb els de les figures parcials,
per la qual cosa no cal aplicar Steiner.

Iy = 1—1280 1203 = 1,15 - 107 mm*; Iy, = 11—260 1003 = 5 - 106 mm*
IX = IXl - IXZ = 6,52 . 106 mm4
Iy = 1—12120 803 = 5,12 - 106 mm?; Iy, = 1—12100 . 603 = 1,80 - 106 mm*

Iy = Iy1 - Iyz = 3,32 . 106 mm4

Exemple D.5

Calculeu els moments d’inércia de la figura dels exemples C.4 1 C.10.

Iyt = 1—12 80 - 1203 = 1,25 - 107 mm*;dy, = 60 — 55,37 = 4,63 mm

Ix1 = Ixg1 + 80 - 120 - 4,632 = 1,17 - 107 mm*
Ixga = 1—12 30 - 503 = 3,12 - 105 mm*: dy, = 85 — 55,37 = 29,63 mm

IXZ = IXGZ +30-50- 29,632 1,63 . 106 mm4; IX = IX1 - IX2 = 1,01 . 107 mm4

Iyg1 = 1—12 120 - 803 = 5,12 - 106 mm*; dy; = 40 — 37,22 = 2,78 mm
Iys = Iygy + 80 - 120 - 2,782 = 5,19 - 106 mm*
Iygp = 1—1250 +303 = 1,12 - 105 mm*: dy, = 55 — 37,22 = 17,78 mm

Iyz = IYGZ + 30 50 - 17,782 = 5,87 . 105 mm4; Iy = Iy1 - Iyz = 4',61 . 106 mm4
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Exemple D.6
Donada la segiient seccié composta per dos perfils 1pE soldats, calculeu la posicid

del centre de gravetat i els moments d’inércia en els dos eixos, utilitzant les dades de
les taules de perfils comercials.

Z IPE 270

Fig. D.13. Exemple D.6. Enunciat

Habitualment en resisténcia de materials utilitzarem els eixos Y i Z per a la seccid
transversal, 1 deixarem 1’eix X com I’eix longitudinal de la peca (perpendicular a
la seccid). Cal tindre-ho present, encara que a la taula que utilitzem s’expressen els
eixos amb una altra nomenclatura.

De les taules de perfils comercials hem d’obtindre les dades segiients:

A, = 116 cm® A, =459 cm?
b,,, =200 mm b,,, =135 mm
h,,, =500 mm h,,, =270 mm

t 0= 10,2 mm t .m0 = 6,6 mm
L, = 48200 cm* L,.,=5.790 cm*
L 00 = 2-140 cm? I, =420 cm*

Cal prestar especial atencio als eixos, ja que els que s’indiquen son els locals de
cada seccio, i el perfil 1pE 270 el tenim girat.

En primer lloc calcularem la posici6 del centre de gravetat. Com veiem, hi ha una
simetria total respecte a I’eix Z, per la qual cosa el centre de gravetat estara sobre

ell. Y. = 0.

Prenent com a referéncia el cant6 inferior esquerre del conjunt:

bso00 bso00 , tws00 , h270
Z _ Ason (2] o (SR PET) 13,97 cm
G Asoo+Az70 ’
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1397
Fig. D.14. Exemple D.6. Posicié del cpG

Per la simetria existent, a I’eix Z no cal aplicar el teorema de Steiner:

Iz = Izs00 + Iyz70 = 48.200 + 420 = 48.620 cm*

No obstant aixo0, a I’eix Y si que és necessari aplicar-lo. Calculem les distancies
entre centres de gravetat:

b by, t h
dm:zg—%:&wcm ] d270z%+%+%—26:10,04cm

Ty=T ppptAsey dszoo +1 50T Aam di'/o =144 10" cm’
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Problemes proposats

D.1. Determineu els moments d’inércia de la superficie que es mostra a continua-
ci0 respecte als eixos Y 1 Z, perpendiculars entre ells, que travessen el centre
de gravetat de la seccid. Recordeu que quan una area plana té algun eix de
simetria, el centre de gravetat estara situat sobre ell.

z . :G % _
it

Fig. PD.1

D.2. Donada la segilient seccidé composta per un perfil ipE 500, que esta encaixo-
nat dins de quatre platines de gruix 16 mm, com es veu a la figura, calculeu
la posicié del centre de gravetat i els moments d’inércia en els eixos Y i Z.
Utilitzeu les dades de les taules de perfils comercials.

i I
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Solucions als problemes
proposats

TEMA 1

1.1. My, =0; M, =20 kN - m; M, = 34,8 kN.

1.2. M, = 8,59 kN; M, . =-9,32 kN.

13. R,=—T0N; R, =50 N; R, =0; M, =—10 N - m; M, =—14 N - m; M,=15 N - m.
14. R, =0;R, =11,5kN; R, =—43,5kN.

1.5. R, =0;R, = 18kN; M, = 54 kN - m.

1.6. R, =2kN;R,,=0,54 kN; M, = 12 kN - m,

1.7. R, =—1521 kN; R, = 4,82 kN; R, = 5,57 kN.

TEMA 2

Durant el curs s’utilitzen programaris comercials per a la resolucié de problemes
de diagrames. Per aquesta ra6 no donem les solucions als problemes proposats del
tema 2. Volem que I’alumne comprove les seues solucions mitjangant aquesta eina
1 que d’aquesta manera adquirisca habilitat amb 1’us d’aquests programaris. L’tnic
problema que no pot ser resolt amb programari és el 2.12, per al qual donem els
resultats numerics.

2.12. R, = 38,02 N; q = 99,92 N/m; R, = 87,14 N; P = 49,98 N; R_ = 14,58 N;
R, = 10,15 N; M, = 0,54 N-m.

TEMA 3

3.1. 0, =225 MPa; 0, = 0; 0, = —75 MPa; Rankine: no; Tresca i Von Mises; si.

3.2. L=20,031 cm; D=5,008 cm; 0, =0 < fyd.

3.3. L=20cm; D=5,01 cm; 0, =-327,6 MPa > fyd.

3.4.a) AT, =208,33 °C;, AT =416,67 °C; b) a,= 12,06 mm; b, = 10,05 mm
(iguals en ambdos materials); ¢) AT = 261,90 °C; AT = 525,79 °C.

TEMA 4
4.1. P=5,31kN; t=0,182 MPa.
4.2. 22,79° <0 <32,08°.

4.3. P=50,3 kN.
4.4. Q=32,74;u,= 69810 m.

@ Oscar Martinez Ramos - ISBN: 978-84-695-9563-3 361 Mecanica i resistencia de materials - UJI - DOI: http://dx.doi.org/10.6035/Sapientia87



45 N, =N, =-25kN; N, =N, =3535kN; N, =N, =-25kN; N, =N
=-35,35kN; N, = 50 kN.
4.6. 0 =216,08 MPa; u, =-2,06 mm; v, = —4,17 mm.
4.7. 0 = 148,54 MPa; u=-0,943 mm; v = 1,415 mm.
48. N, ,=P;N,,=-1,414P;N,,=P;N,,=-P; N, =-1,414P; N, = 2P.
4.9.u.=0;v.=-1,134 mm.
4.10. a)s , =-132,42 MPa<s_, ; b) v, = 2,77 mm; V. =-12,88 mm.
4.11. s, =53,47MPa; 6_, = 0,764 mm. El disseny €s correcte, perd no optim.
412.a) P=212,6 kN; b)) R, = 101,8 kN; R,, = 1353 kN; R_ = 66,9 kN; R, =
109,3 kN; ¢) 0,= 222.7 MPa.
4.13. q=22,73 kN/m.

34

TEMA 5

5.1. c=—40MPa,eny=5cm,z=5 cm.

5.2. IrE 220.

5.3. Ire 600; HEB 280.

5.4. CF 180 x 3.0.

5.5. Irg 200.

5.6. a)y=1,442-10°-0,822 z; b) 6, = 543,33 MPaeny, = -h/2; z, = —b/2;
0, =530 MPaeny, =h/2;z, =b/2.

5.7. a) d= 2,485 m; ¢) 1PE 120; 66,7 %.

5.8. Material 1: 0, .= -480 MPa;o_, = 543 MPa; Material 2: 6_, .= 194
MPa;o ., =215 MPa.

59.a) T, (y) = 131668,16 — 2,34 - 107 y* (Pa); T, (y) = 53642,58 — 2,34
- 107 y* (Pa); ., (y) = 131668,16 — 2,34-107 y* (Pa); b) 0 = 936306,91 y
—702230,18 z (Pa); ¢) y = 0,75 z; d) o, = 8,78 - 10* Paeny, =—7,5 cm;
z,=2,5cm;0,=8,78-10*Paeny,=7,5cm; z,=-2,5cm; e) 0, = 6,51 -

10* Pa; o,= —6,03 - 10* Pa; Oupvm = 10,86 - 10* Pa.
TEMA 6
S | R =L [Rel_Pafx]
6.1 y()_El[ﬁ 2]’y2()_5-1lﬁ 2]

1 [qLx® 3.qL%x?

Q) () = =[5 -

12 16

q-L-x®  q1*x?  q-LPx  q-1*],
_ + ——1;

]§ a(x) = — [F= +

Eiz | 24 6 4 s v,
b) y(L) = 5,529 mm; O(L) = —1,88 - 107 rad.
6.3. y (L/2) = 0,423 mm.

6.2.

6.4. y,(x) = ﬁ [-1,67x% —4583x] y,(x) = ﬁ [-1,67x% + 10(x — 1)* — 45,83x].
y,(w) = i[—1,67w3 — 0,416w* + 57,5w — 95].
v, (w) = i[—1,67w3 —0416w* +9,17(w — 2)* + 0,416(w — 2)* + 57,5w — 95].
Yo (W) = == [~1,67w® — 0,416w* +9,17(w — 2)* + 0,416(w — 2)* — 1,67(w — 3)° + 57,5w — 95,

FletxaenB:y, (x =2)=-0,016 m; fletxaen D: y,(w=3) = 1,43 - 10° m.
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6.5.

6.6.

Reaccions: R, =3,542 kN; R, = 35,625 kN; R, = 2,083 kN.
Equacié amb funcions de discontinuitat:

1
y(x) = ET[—O,59x3 +10¢x — 1)? — 0,416(x — 2)* + 0,416(x — 4)* +
z

+5,938(x — 4)° — 1,667(x — 5)° — 11,389x].

Fletxaen B: y (x=2)=-3,006 - 103 m; fletxaen D: y(x=5)=3,221 - 10* m.
R,=R,=q"a.

6.7. Mateix resultat que els exemples 6.7.16.8.
6.8. Mateix resultat que els exemples 6.9.1 6.10.
= 2att,
6.9. v, = .
6.10. v, = 22L.
24Ely
6.11. b=22,63 cm; b) 6 =7,88 - 10~ rad.
sPa®
6.12. UD = 12512'
6.13. M, =—Paenx=2a.

6.14.

6.15.
6.16.
6.17.
6.18.

6.19.
6.20.

max 11

a)R, =2,75kN; M, =3 kN -m; R_= 1,25 kN; d) v, = 6,37 mm; ¢) 6 = 5,46
- 107 rad.

R,="2-Tp, =248y, =&
byv, = 12211’ )b = 1};;.
a) R, = 182,86 kN; M, = 300 kN - m; R, = 97,14 kN; b) e 400;

c)v_=15,67mm;d) R, = 187,11 kN; M, =329,74 kN - m; R, = 92,89 kN:
e) no ¢s valid, es necessita 1pE 450.

V=155kN; v,=6,07 mm.

Q=1,72kN; v, = 3,53 mm.

TEMA 7

7.1.

at =191,69 MPa; b) Toima — 174,66 MPa; c) ¢ , = 0,24 rad.

gruixuda

TEMA 8

8.1.
8.2.
8.3.
8.4.
8.5.
8.6.
8.7.
8.8.

2 x 1pE 270.

Nype = 1.382kN.

HEB 280.

a)q=11,29 kN/m; b) q = 69,83 kN/m.

a)4.178 kN; b) 1.119 kN; ¢) 1.341 kN; d) 1.119 kN.
a) 2upnN120; b) 2urn240; ¢) 2upPN280.

a)q=621,37 kN/m; ¢) O v 41,72 MPa.

2 X UPN 260.

v
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ANNEX A

A.l.q.=3,14-10° N/m; q, = 5,2-10° N/m; q, = 2,84-10° N/m.
A.2.q.=1,6810°N/m; q, = 1,34-10° N/m; q, = 1,23-10° N/m.

ANNEX B

B.l.a=5-10°m;b=9,5-10"km; A =12 -10° m*; A, = 3,03 - 10° hm?*
V=27-10"ml; P=1,471 kN/m% E = 2,1 - 10" N/mm?; p =4.000 kg/m°;
0=0,436rad; t, =2,836 h; t, = 325.833 min; w = 0,126 rad/s; w = 0,005 kg/m/s;
Q=180 m’h; C=2-10° kg/m’; 6 = 2,746 - 10°° Pa; ¢, = 1,079 - 10° Em/h;
G=1,271 - 10° km/h?.

B.2.h =0,914m;A=129-10° m?* V=0,866 m’; P=3,447 - 10" Pa; a = 4,572 m/s*;
p=16,92-10°kg/m’; V, =7,62 m/s; V,=31,29 m/s.

ANNEX C

C.1.X,=392cm; Y, =2,24 cm.
C2.X,=1,607,Y,=2,657.

ANNEX D

D.1.Z,=0;Y,=0,265m;I,= 0,003 m* I,= 0,010 m*.
D.2.1,=1,18-10° m* I, = 1,68 - 10* m*,
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