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CAPITOL 1

Introduccid

Contingut

1.1 Continguts de ’assignatura Matematiques II.
1.1.1 Presentacié del programa .
1.1.2 Desenvolupament del bloc de calcul integral.

1.1.3 Desenvolupament del bloc d’equacions diferencials

o O W NN

1.1.4 Desenvolupament del bloc de séries de Fourier i transformades

Matematiques 1T (QU0907) del Grau en Quimica de 1’Escola Superior de Tecnolo-
gia i Ciéncies Experimentals de la Universitat Jaume I és una assignatura de 6 credits

ECTS que s’imparteix en el segon semestre del primer curs del grau.

L’ensenyament tradicional de les matematiques, que tenia com a objectiu prio-
ritari I’assimilacié memoristica per part de I’estudiantat de conceptes, propietats i
resultats, ha donat pas a un nou ensenyament més deductiu i raonat on 'estudiantat
nés l'eix central. Per aquesta rad, a banda de les classes teoriques, hi ha classes de
problemes i seminaris, on es plantegen qiiestions i problemes que ’estudiantat haura

de treballar, una vegada analitzats els conceptes necessaris.
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En lassignatura Matematiques I (QU0904), lestudiantat del Grau en Quimica
té el primer contacte amb les matematiques superiors en una carrera de ciencies.
Els seus continguts s’estructuren en dos moduls: el primer esta dedicat a 1’algebra
lineal i el segon, al calcul diferencial en una i diverses variables. L’assignatura Ma-
tematiques II constitueix la continuacié de 'assignatura Matematiques I i completa
els continguts de la materia Matematiques del Grau en Quimica. Els seus continguts

s’estructuren en tres moduls: calcul integral, equacions diferencials i series de Fourier.

El curs parteix del suposit que I'estudiantat coneix el calcul diferencial d'una i di-
verses variables, aixi com la teoria d’integracié d’una variable, i que té coneixements

elementals d’algebra lineal i de camps escalars i vectorials.

El document esta estructurat en els segiients capitols: “La integral de linia” (Capitol
2), “La integral multiple” (Capitol 3), “La integral de superficie” (Capitol 4),“Equa-
cions diferencials ordinaries” (Capitol 5), “Series de Fourier i transformades inte-
grals” (Capitol 6), “Exemples de seminaris” (Capitol 7, on es presenten alguns exemples
dels tipus de seminaris que l'estudiantat haura de desenvolupar en les hores no pre-
sencials per a després presentar-los a classe) i “Connexions de les matematiques amb
les arees de quimica” (Capitol 8, en aquest capitol relacionem els coneixements pro-
posats en les assignatures de contingut matematic amb altres assignatures del Grau

en Quimica).

1.1 Continguts de l’assignatura Matematiques I1

1.1.1 Presentacié del programa

En la Taula 1.1 es presenta de manera esquematitzada el programa de 1’assignatura

Matematiques II del Grau en Quimica de la Universitat Jaume I de Castell6.

Taula 1.1: Programa proposat per a l’assignatura Matematiques II del Grau en

Quimica

Programa de Matematiques II. Grau en Quimica

Bloc tematic: Calcul integral

Bloc tematic: Equacions diferencials ordinaries

Bloc tematic: Seéries de funcions i transformades integrals
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1.1.2 Desenvolupament del bloc de calcul integral

En aquest apartat desenvolupem, per capitols, les unitats que integren el bloc

tematic de Calcul Integral i comentem, breument, el seu contingut i descripcié.

Taula 1.2: Desenvolupament del bloc de calcul integral.

Bloc tematic: Calcul integral

Tema 2: La Integral de linia

2.1 Integracié de funcions d’una variable
2.2 Corbes en R?

2.3 Integrals curvilinies o de linia

2.4 Camps conservatius. Funcié potencial
2.5 Problemes

3.1 La integral doble

3.2 Teorema de Green

3.3 La integral triple

3.4 Problemes

4.1 Superficies en R3

4.2 Integrals de superficie

4.3 Teorema de Stokes

4.4 Teorema de Gauss o de la divergencia
4.5 Problemes

Pel que fa aquest bloc, 'estudiantat en 'etapa preuniversitaria només obté co-
neixements relacionats amb el calcul integral si prové del Batzillerat de Tecnologia, i

aquests coneixements son: integrals i aplicacions de les integrals.

Per tant, una vegada que l'estudiantat ha adquirit els coneixements elementals

d’algebra lineal i geometria i calcul diferencial de diverses variables, i partint de la
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base que coneix la teoria d’integracié d’una variable (teoria que es reforga mitjangant
la resolucié de problemes i exercicis proposats a 'estudiantat), el contingut d’aquest
capitol presenta dues parts clarament diferenciades: calcul integral vectorial i calcul

integral de diverses variables.

En el capitol segon s’introdueixen les integrals de funcions al llarg de corbes. En-
cara que els primers problemes sobre corbes van sorgir practicament de la ma dels
primers problemes de calcul, se sol considerar que el comencament de la teoria de
corbes en l'espai es deu a G. Monge (1746-1818). Iniciem el tema introduint el con-
cepte de corba com a lloc geometric de R? i com a aplicacié definida en un interval
de R. A continuacié es defineixen les integrals de linia de camps escalars i vectorials

i, finalment, s’estudien els camps conservatius i la funcié potencial.

El tercer capitol es dedica al calcul integral de dues i tres variables i les seues
aplicacions. El principal objectiu és fonamentar, des d’'un punt de vista intuitiu i
precis, el concepte d’integral muiltiple, les seues propietats i el metode de calcul d’in-
tegrals mitjancant iteracié. Tenint en compte 'existencia de programes informatics
que permeten el calcul d’integrals, considerem més important fer emfasi en la definicié
d’integral i les seues aplicacions. Aquestes aplicacions sén el calcul d’arees, volums,
centres de massa i moments d’inercia. També s’introdueix la resolucié d’integrals
mitjancant un canvi de variables i es repassen les coordenades polars, cilindriques i
esferiques. Finalment s’enuncia el primer teorema integral, que deu el seu nom a G.
Green (1793-1841) i va sorgir en relacié amb la teoria del potencial (electric i gra-
vitacional). Aquest teorema relaciona una integral de linia d’un camp vectorial al
llarg d’una corba tancada en el pla amb una integral doble sobre la regié tancada per

aquesta corba.

En el capitol quart s’inicia I’estudi d’integrals de superficie. Encara que cientifics
com Euler, Lagrange i Monge ja havien tractat problemes sobre superficies, se sol
considerar K. F. Gauss (1777-1855) com el primer a abordar 1’estudi de superficies en

I’espal.

Igual que en el cas de corbes, I'objectiu de la definicié de superficie es basa a for-
mular, a través del calcul diferencial en R?, la idea que prové de la intuicié geometrica.

Aquesta definicié intuitiva consisteix a considerar una superficie com un subconjunt
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de R? tal que cada punt seu té un entorn igual a un tros de pla doblegat suaument i

sense autointerseccions en l’espai.

El pas segiient consisteix en l'estudi de les integrals de superficie. L’esquema a
seguir en aquest estudi és molt similar a 1'utilitzat en les integrals de linia. Per tant,
el concepte d’integral d’un camp escalar sobre una superficie regular S sera una ge-
neralitzacié natural de ’area d’una superficie i el significat de la integral d’un camp
vectorial s’interpreta utilitzant el camp vectorial velocitat d’un fluid; aixi, la seua
integral de superficie representa la quantitat neta de fluid que flueix a través de la
superficie per unitat de temps. Aquesta integral també es coneix com a flux del camp

a través de la superficie.

Per finalitzar el capitol introduim els teoremes de Stokes i Gauss. El teorema de
Stokes, encara que deu el seu nom a G. Stokes (1819-1903), va ser realment suggerit
a aquest mateix autor per Lord Kelvin en 1850. Aquest resultat relaciona la inte-
gral de linia d'un camp vectorial al voltant d’una corba tancada simple en R? amb
la integral sobre una superficie que té aquesta corba per frontera. L’ultim teorema
que es considera és el teorema de Gauss o teorema de la divergencia de Gauss. El
fet d’anomenar-se teorema de Gauss es deu a la seua estreta relacié amb la llei de
Gauss en electrostatica. Aquest teorema suposa una generalitzacié a R? del teorema
de Green i assegura que el flux d’'un camp vectorial cap a fora d’una superficie tancada
és igual a la integral de la divergencia d’aquest camp vectorial sobre el volum tancat

per la superficie.

La bibliografia dedicada a ’estudi del calcul integral és molt abundant i també
sén moltes les obres de consulta a les quals es pot accedir a través de la biblioteca de

la Universitat Jaume I. Alguns llibres que recomanem per a aquest bloc sén:

> El llibre [3] presenta una analisi detallada dels continguts d’aquest bloc.

> Els llibres [12] i [28] s’utilitzen per introduir la geometria diferencial classica de

corbes i ofereixen demostracions diferents dels mateixos resultats.

> Els llibres [11] i [23] presenten els resultats juntament amb exemples i algunes
demostracions, acompanyades de proves instructives i heuristiques, que faciliten

la seua comprensio.
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> El llibre [4] presenta els enunciats teorics i problemes resolts d’integrals dobles
i triples i integrals de linia i superficie, aixi com exercicis relatius als teoremes

del calcul vectorial.

> Els llibres [5] i [40] ofereixen col-leccions de problemes resolts. El primer presenta
problemes centrats en la integracié d’una i diverses variables, integrals de linia
i el teorema de Green, mentre que en el segon apareixen problemes de calcul de

diverses variables, amb especial recalcament en el calcul integral.

1.1.3 Desenvolupament del bloc d’equacions diferencials

FEn aquest apartat desenvolupem, per capitols, les unitats que integren el bloc

tematic d’equacions diferencials i comentem, breument, el seu contingut i descripcié.

Taula 1.3: Desenvolupament del bloc d’equacions diferencials.

Bloc tematic: Equacions diferencials

Tema 5: Equacions diferencials ordinaries

5.1 Introduccié i definicié d’Equacions Diferencials
5.2 Equacions Diferencials Ordinaries de primer ordre
5.3 Equacions diferencials lineals d’ordre superior

5.4 Problemes

Les equacions diferencials ordinaries es presenten de manera molt natural en molts
problemes de naturalesa quimica. Servisca com a exemple el problema de la desin-
tegracié radioactiva. La llei principal de la desintegracié radioactiva, establida ex-
perimentalment, consisteix en el fet que la rad entre el nombre d’atoms desintegrats
en una unitat de temps és proporcional al nombre total d’atoms, on la constant de
proporcionalitat només depen del tipus d’atom. Si es disposa d’una quantitat inicial
d’atoms d’una substancia i es desitja coneixer la quantitat d’atoms no desintegrats en
un instant de temps posterior, s’ha de resoldre una equacié diferencial ordinaria. La
solucié d’aquesta equacié diferencial és la base d’un instrument cientific important, ja
que si es coneix el temps mitja de vida d’atoms radioactius presents en la naturalesa
es poden assignar dates a esdeveniments que van tenir lloc fa milers de milions d’anys;
per exemple, s’ha aconseguit estimar que I’home va creuar I'estret de Bering fa uns
11.500 anys (més detalls es troben en [36] i [42]).
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En el primer apartat s’introdueixen alguns antecedents sobre les equacions dife-
rencials, es diferencia entre equacions diferencials ordinaries i en derivades parcials i
s’explica el concepte de solucié d’una equacié diferencial ordinaria i el problema de

valor inicial.

La primera part del segon capitol es dedica a establir un teorema d’existencia i
unicitat de la solucié per a un problema de valor inicial, definit a partir d’una equacié
diferencial de primer ordre. En lloc de detallar la demostracié d’aquests teoremes es
recorda a l'estudiantat que el metode utilitzat per a la seua demostracié és el de les
aproximacions successives. El metode de les aproximacions successives va ser publi-
cat en primer lloc per J. Liouville en 1838 en connexié amb ’estudi de les equacions
diferencials lineals de segon ordre. Més tard va ser estes per J. Caqué en 1864, L.
Fuchs en 1870 i G. Peano en 1888, a ’estudi de les equacions lineals d’ordre n. En

1890, I. Picard va estendre el metode en abastar les equacions diferencials no lineals.

A continuacié es presenten diferents tipus d’equacions diferencials a partir de
problemes de modelitzacid, i es resolen mitjancant metodes analitics. Finalment s’in-
trodueixen algunes aplicacions geometriques, a través de les trajectories ortogonals i

isogonals.

En el tercer apartat s’introdueixen les equacions diferencials ordinaries lineals d’or-
dre superior, a partir de problemes de modelitzacid, i s’estudien alguns metodes de

resolucié analitica.

La majoria de llibres dedicats a ’estudi d’un curs avangat de calcul solen conte-
nir, a més del bloc de calcul integral, un apartat dedicat a l'estudi de les equacions
diferencials ordinaries. A més, la bibliografia especifica dedicada a I’estudi de les equa-
cions diferencials ordinaries és també molt abundant i, entre les obres de consulta a

les quals es pot accedir a través de la biblioteca de la Universitat Jaume I, destaquem:

> El llibre [37] presenta un estudi de les equacions diferencials (ordinaries i en

derivades parcials) amb exemples, ressenyes i aplicacions.
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> Els llibres [31] i [24] introdueixen la teoria de les equacions diferencials des de
dues optiques diferents. En el primer podem trobar la teoria detallada de les
equacions diferencials ordinaries i sistemes d’equacions diferencials. En el segon
s’introdueix la teoria de les equacions diferencials a través de diferents models i

aplicacions.

> Els llibres [14] i [18] exposen exercicis resolts d’equacions diferencials. El primer
se centra en les equacions diferencials ordinaries de primer ordre, mentre que
el segon, després d’una breu exposicié dels resultats teorics, allista una serie de
problemes d’equacions diferencials ordinaries amb les corresponents solucions
detallades.

> Finalment, el llibre [29] conté la teoria basica, juntament amb aplicacions, de
les equacions diferencials i inclou capitols relatius a problemes amb valors en la

frontera.

1.1.4 Desenvolupament del bloc de seéries de Fourier i transformades

En aquest apartat desenvolupem, per capitols, les unitats que integren el bloc
tematic de series de Fourier i transformades Integrals i comentem, breument, el seu

contingut i descripcio.

Taula 1.4: Desenvolupament del bloc de series de Fourier i transformades

Bloc tematic: Seéries de Fourier i transformades integrals

Tema 6: Series de Fourier i transformades integrals
6.1 Introduccié
6.2 Periodicitat
6.3 Sistemes ortogonals de funcions
6.4 Série trigonometrica de Fourier
6.5 Transformada de Fourier
6.6 Transformada de Laplace
6.7 Problemes
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Els successos que es repeteixen amb una certa periodicitat sén relativament co-
muns en la naturalesa. Pensem, per exemple, en les ones en el mar, les estacions al

llarg de I'any, la transmissio del so, el pendol d’un rellotge, els senyals electromagnetics
emesos per una antena, etc. També podem fixar-nos en fenomens que depenen de més
variables, com les ombres que es produeixen amb la difraccié d’un parell de feixos de
llum. Encara que tots aquests sistemes siguen més o menys ciclics, aco no vol dir que

siguen facils de descriure o modelar.

Les series de Fourier, que han tingut un paper fonamental en I'estudi d’aquests
problemes, van ser introduides per J. J. Fourier (1768-1830) en un treball publicat en
1822 en el qual va desenvolupar la teoria de la conduccié de la calor. En el primer
capitol s’introdueixen les series de Fourier a partir de la definicié d’un sistema orto-

gonal de funcions.

La transformada de Fourier i, sobretot, la transformada de Laplace, que deu el
seu nom a P. Simon, marques de Laplace (1749-1827), s’introdueixen amb la finalitat
de resoldre equacions diferencials ordinaries i, per extensid, sistemes d’equacions di-

ferencials ordinaries i equacions diferencials parcials.

La majoria de llibres dedicats a I’estudi d’equacions diferencials solen contenir un
apartat dedicat a l’estudi de les series de Fourier i transformades integrals de Fourier
i de Laplace. A més, la bibliografia especifica dedicada a ’estudi de les series de Fou-
rier 1 transformades integrals és també molt abundant i, entre les obres de consulta a

les quals es pot accedir a través de la biblioteca de la Universitat Jaume I, destaquem:

> El llibre [7] presenta una introducci6 elemental de les series de Fourier en una
variable; i s’hi exposen diverses de les seues aplicacions, principalment les cor-
responents als problemes que es plantegen en fisica matematica. El text esta
estructurat entorn del plantejament i la solucié d’exercicis, i en presenta cent,

resolts amb tot detall.

> El llibre [1] resulta molt simple i facil de llegir, adequat per a 'estudiant que

vulga una primera presa de contacte amb la transformada de Laplace.

> El llibre [19] és un tipic text america, escrit per un matematic i dedicat a les
aplicacions avancades de les matematiques a les enginyeries. El material aci

desenvolupat es troba en diferents capitols del llibre.
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> Finalment, el llibre [33] és un text molt bo, aconsellable tant per al matematic
aplicat com per al quimic. Fa un pont entre la teoria i les aplicacions, i il-lustra
a més els coneixements basics i necessaris per a poder treballar en aquest camp

multidisciplinari.
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En molts processos de la quimica i la fisica és convenient modelitzar un cos de
I’espai mitjancant una corba, de manera que el model siga més senzill que 'objecte
original. Aix{, es tracta un filferro o un fil conductor com una linia. Tot i aix0, aquests
models estan dotats d’una funcié de densitat de massa. Si volem determinar la massa
d’una lfnia material de I'espai R? a partir de la seua funcié de densitat, hem de fer

una integral de linia.

Encara que se suposa que I’estudiantat coneix la integral de Riemann fab f(x)dx
per a funcions reals i fitades en intervals finits, comencarem el capitol fent un repas
d’aquesta integral, amb exemples que I'estudiantat treballara en els seminaris de tu-
tories. En les integrals de linia, l'interval [a,b] de la integral definida es reemplaga

per una corba en ’espai 3-dimensional.

El problema de definir el treball realitzat per una forca variable aplicada a un punt
material, quan aquest es desplaga per una corba donada, condueix de manera natural
a les anomenades integrals de linia o curvilinies. Més enlla d’aquest exemple, les
integrals de linia constitueixen una eina fonamental en diversos camps de la quimica.
En multiples ocasions es pot representar 'estat d’un sistema qualsevol, caracteritzat
pel valor de diverses magnituds, per un punt en un espai. Quan el sistema evoluciona,
canvia de manera continua l’estat; aquesta evolucié o aquest procés corresponen a una
corba en l’espai dels estats. Moltes quantitats d’interes en un procés es poden calcular
com la integral curvilinia, al llarg de la corba que descriu el procés, d’una funcié de les
variables que el caracteritzen. Aquest esquema s’aplica a un gran nombre de sistemes:

microscopics, termodinamics, economics...
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2.1 Integracié de funcions d’una variable. Aplicacions

2.1.1 La integral definida d’una variable

En aquest apartat de caracter introductori, repassarem succintament la definicié
d’integral de Riemann d’una variable. Siga f : [a,b] — R una funcié definida en un
interval de la recta real. Si f(z) és una funcié positiva, el grafic de f determina, amb

I’eix d’abscisses, una area que volem calcular.

La idea de partida és simple; consisteix a aproximar ’area que es vol calcular per
la suma de les arees de certs rectangles, com il-lustra la figura 2.1. Per fer-ho, es
subdivideix el segment [a,b] en n intervals a = ¢ < 21 < -+ < x, = b, de longitud

Azx; = 2,41 — x;; després escollim punts ¢; € [x;, x;11] 1 es defineix la suma
S(wiye;) = fleo)Azo + -+ + flen—1)Azp_1,

que s’anomena la suma de Riemann associada a la particio, i que correspon a la suma
de les arees dels rectangles que aproximen 1’area sota el grafic de f.

Les sumes de Riemann depenen de les subdivisions realitzades i dels punts ¢;
escollits (en la figura 2.1 tenim dues sumes que corresponen a valors de ¢; diferents).
Per formalitzar la definicié d’integral s’ha de fer un pas al limit: es diu que f és
integrable en l'interval [a,b] d’integral I si, donat un nombre real qualsevol ¢ > 0,
existeix un 0 > 0 tal que per a tota partici6 de [a,b] amb Az; < §, per a tot i, les

sumes de Riemann associades satisfan que
[T — S(zi,c)| <,

independentment dels punts ¢; escollits. Usualment s’escriu
b n
[ o = lim " fle)aa
a U=t

No totes les funcions sén integrables. Si la funcié no esta fitada podem fer les
sumes de Riemann tan grans com vulguem (escollint els ¢; adequats) i, per tant, la
funcié no és integrable. La fitacié d’una funcié tampoc assegura integrabilitat, pero
s la continuitat o la monotonia a trossos, com és el cas de les funcions fitades que

trobem en les aplicacions.
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Fig. 2.1. Aproximaci6 de I'area per les arees de rectangles amb punts ¢; diferents i

intervals de la mateixa longitud Ax;

2.1.2 Treballs tutoritzats

Calculeu les seglients integrals, dibuixeu els grafics i interpreteu el valor de les
integrals en funcié de la mesura de les arees que determina el grafic de la funcié per

dalt i per sota de I’eix de les abscisses:
a) [°(5.89 — 1.92)dx.
b) ff(a:?’ —22?)dx.
c) [2,V0 — 22da.

d) /7 x?sin3zdaz.

Principi de Cavalieri.- Enuncia el principi de Cavalieri i utilitza’l per a calcular el

volum d’una bola esferica de radi R.

2.1.3 La integral indefinida

Donada una funcié, f(x), cal trobar una funcié, F(z), tal que la seua derivada

siga precisament la funcié f(z), és a dir,

Una funcié F s’anomena primitiva de f en [a,b] si F és continua en [a,b] i es

compleix que F’(z) = f(x) per a tot punt x €|a, b|.
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Siga f(z) una funcié continua en [a,b]. Si Fi(x) i Fy(z) sén dues primitives de

f(x) en [a,b], aleshores la seua diferéncia és una constant,
Fi(z) — Fa(z) =C e R.

Si una funcié F' és una primitiva de f, aleshores 'expressié F(z) 4+ C, on C € R,

s’anomena integral indefinida o integral de la funcié f(z), i ho escriurem com

/f(a:)dm =F(z)+C on, F'(z)= f(x).

Nota. De la definicié anterior es dedueix que si derivem una integral indefinida

obtenim la funcié que voliem integrar, és a dir,

( / f(w)dw>/ — (F@)+0) = F'(z) = f(x).

Aquesta és la raé per la qual a vegades es diu que integrar és “el contrari”de
derivar.

Si f :]a,b] — R és una funcié continua, aleshores

Fla) = / F(t)dt

defineix una primitiva de f, de manera que, si G és qualsevol altra primitiva, es té
b
| rat =) - G,
ja que
b

G(b)—G(a)=(F(b)+C)— (F(a)+C)=F(b) — F(a) = F(b) = / f(t)dt.

Nota. Una bona estrategia per tal de calcular una integral és fer primer una con-
jectura de quin ha de ser el resultat i després derivar aquesta funcié conjecturada.

Segons el resultat obtingut, es modifica o no la conjectura.

Siguen f i g funcions continues; aleshores, es compleix que

z’)/k f(ac)dx:k/f(x)dx, keR.

i) [(7@) £ gla))do = [ flarde £ [ gla)aa.
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Exemple. Calcula les segiients integrals:

/Sl‘dl‘, /(233 —2® 4+ 22%)dz.

La regla de la cadena també apareix en el calcul d’integrals senzilles.
Siguen f i u dues funcions tals que es pot definir la funcié composicié (f ou)(z) =
f(u(x)). Aleshores,

/f(u(x))u’(x) dr = F(u(z))+ C, C€R,

on F és la primitiva de f.

Nota. Aquesta propietat s’utilitza per tal de resoldre integrals amb el metode de
substitucid. La idea és definir una nova variable ¢ igual a I'expressié u(x), de manera

que la derivada de u'(x) aparega en calcular la derivada de la nova variable ¢, és a dir,
t=u(z), i dt=1u/(v)dx.

Ezemples. Calculeu les segiients integrals:

/(x2 +2)2 zda, /(sin2 x cosx)dx.

A continuacié presentem algunes de les integrals immediates més habituals:
/dm =z+C, /u’(m)dw =u(z)+C.

(u(z)"*

mn+1
/x"dw =TT +C, /(u/(a;))” o (x)dx = — +C, (n#-1).
/ %dac =lIn|z| + C, /u(lm)u’(x)dx =In|u(z)| + C.

/exda: ="+ C,

/azd:r =2 40 /a"(z) o (z)dr =  to

Ina

/sin(x)dx = —cos(z) + C, /sin(u(m)) v (z)dz = — cos(u(z)) + C.
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/}%@mxzﬁmm+cn /}%@@»w@mxzﬁmm@)+a

! = tan(x & r = tan(u(x
/COS%:E)dw_t @)+, /COSQ(U(x))d tan(u(z)) + C.
/ ﬁdw = arctan(x) 4+ C, / mdib = arctan(u(x)) + C.

Integraci6 per parts

Aquest és un tipus especial d’integrals que es poden calcular facilment utilitzant

el segiient resultat.

Siguen u(z) i v(x) dues funcions continues en [a, b] amb derivades continues; ales-

hores,
/u(w) V' (z) dz = u(x)v(z) — /v(x)u/(a:) dr.

Ezxemples. Calculeu la segiient integral:

/xam@m;

Nota. Per tal de comprovar si hem fet bé una integral, sempre podem derivar el

resultat obtingut i veure si coincideix amb la funcié que voliem integrar.

Nota. Aquest metode d’integracié per parts s’acostuma a utilitzar en integrals del

/xk sin(az) dx, /xk cos(azx) dx, /a:k e’ dx, /a:k Inxdz.

2.1.4 Treballs tutoritzats: Exercicis d’integracié

tipus

/(272 — 2sinx)dzx, /(x2 — 2cosz)dz, /(a’” —e")dz,

1 1 1 ) 1
[e2)em [Grom)i [ gi)e
3x 1 =z
/COS Sxdx, /COS (4) dx, /cos (2 + 4) dz,
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/xlnxdx, /xcosxdx, /lenxdx,
/:L'z cosx dx, /eg” cosxdx, /e‘” sinz dx,
cost 5%4 e

——dt, ——duz, ——dx,
/3+sint /\/1:}62 /\/e"”—l—?)
621' 621 .Til
—d ——d ———dx.
/629”‘1'3 o /€2m+3 v /1+1n2x v

2.2 Corbes en R3

2.2.1 Definicions

Definicié 2.1. S’anomena corba en R? una funcié continua
vila, b eR—R? A(t) = (m(t),2(t),75(t), 7i:l[a,)) eR—R. (2.1)

Les funcions coordenades també solen representar-se com

V(t) = (2(1),y(t), 2(t)) 0 com (t) = (x1(t), z2(t), 23(t))-

Dues corbes o : [a,b] € R — R3 i 3: [¢,d] € R — R3 s6n equivalents si es pot
passar de I'una a Daltra per un canvi de variables a(t) = B(¢(¢)). En aquest cas es
diu que « i 8 s6n dues parametritzacions d’una mateixa corba. Es a dir, dues corbes
distintes la imatge de les quals és la mateixa es diuen corbes equivalents.

Orientacid de corbes.- Direm que « i 3 tenen la mateixa orientacié si ¢ és creixent,
de manera que a(a) = f(c) i a(b) = B(d). Si, per contra, a(a) = B(d) i a(b) = 5(c),
direm que « i 3 tenen l'orientacié oposada o canviada.

Definicio 2.2. La imatge de 'arc vy es denota per
v =Imy={y(t) eR® : t€]a,b]}.

El punt inicial de la corba és v(a) i el punt final, v(b). Si v(a) = v(b), la corba

s’anomena tancada. Si la corba no té autointerseccions s’anomena simple.
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x(t)

Fig. 2.2. Exemple de corba en R? i de corba plana v : [a,b] € R — R? C R3

2.2.2 Treballs tutoritzats

Considereu dues parametritzacions diferents o i 8 de la circumferencia de radi r
centrada a l'origen que tinguen la mateixa imatge o* = §* (dibuixeu o* i §*). Com-
proveu si les parametritzacions recorren la circumferéncia en el sentit de les agulles del
rellotge (orientacié negativa) o en el sentit contrari (orientacié positiva). Considereu,
a partir de « i 3, dues noves parametritzacions que recérreguen la circumferencia en

sentit contrari a « i 3.

Definicié 2.3. Una corba v : [a,b] € R — R3 és de classe C! si hi ha derivades

de les funcions ; en [a,b] i s6n funcions continues.

Definicié 2.4. Una corba de classe C!, 7 : [a,b] € R — R3, es diu que és regular

0 suau si

v (t) # 0, Vit € [a, b].

Definicié 2.5. Siga 7 : [a,b] € R — R? una corba de classe C'. S’anomena

vector derivada o vector velocitat de v en el punt () el vector

V() = (@), %),15(8), L€ ab].
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El vector +/(¢) és tangent a la corba en el punt corresponent (t). La denominacié

de vector velocitat al-ludeix al sentit fisic d’aquest quan - representa la trajectoria

d’un punt mobil en funcié del temps.

Si, a més, v és regular, es defineix el vector tangent unitari en el punt v(¢) com

0
7O = T (22)

2.2.3 Longitud d’una corba

La idea per a introduir el concepte de longitud d’una corba consisteix a aproximar

la corba per mitja de poligons inscrits. La intuicié ens diu que la longitud de qualsevol

poligon inscrit no excedira la de la corba (atés que la linia recta és el cam{ més curt

entre dos punts); aix{, la longitud d’una corba és I’extrem superior de les longituds

de tots els poligons inscrits possibles. Ara bé, hi ha corbes per a les quals no és finit

aquest limit superior. Les corbes que tenen longitud finita s’anomenen rectificables; i

n’hi ha prou d’exigir que la corba siga de classe C'' perque siga rectificable. A partir

d’ara només considerarem corbes de classe C*.

0.2 0.4 0.6 0.8 1 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Fig. 2.3. Corba amb diferents poligons inscrits

Definicié 2.6. Donada una corba v : [a,b] € R — R? de classe C!, es defineix

la longitud de v com

b
1) = [ Il at (2.3)

Notem que cal pensar en la longitud I(y) com una suma (representada per la

integral) d’elements consecutius d’arcs rectilinis de longituds ||y (¢)|| dt, on ||¥'(t)]| és

el valor de la velocitat instantania i dt I'increment infinitesimal de temps.

2.2.4 Treballs tutoritzats

Calculeu les longituds de les corbes segiients:
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a) Una circumferéncia de radi r.
b) El grafic d'una funcié f : [a,b] € R — R de classe C'L.

¢) Una helice circular donada per 3 : [0,27] € R — R3 on 3(t) = (r cost, rsint, at)

(a ir sén constants).

2.3 Integrals curvilinies o de linia

2.3.1 Integral de linia d’un camp escalar

Definicié 2.7. Considerem un camp escalar f : U € R?> — R continu i una
corba v : [a,b] C R — R3 de classe C! tal que v* C U.

Es defineix la integral curvilinia del camp escalar f al llarg de la corba v com

b
/ fds = / SO )] de. (2.4)

Aquesta integral existeix perque Uintegrant f(v(¢))||7/(¢)|| és una funcié continua,

per ser f continua i 7 de classe C.

2.3.2 Treballs tutoritzats

A partir de Pexpressié (2.4) i anterior interpretacid, expliqueu i expresseu la
longitud d’una corba com la integral curvilinia d’un camp escalar.

Donada la funcié escalar f(z,y) = e*t¥, calcula la integral de linia al llarg del
segment que uneix els punts (1,1) i (4,5).

Algunes aplicacions.- Calcul de centres de gravetat i moments d’inércia.
Siga 7y : [a,b] € R — R3. Siga f :y* € R? — R la funcié densitat (lineal) de ~*.

Definicié 2.8. Es defineix la massa total de v* com

M = ds.
|1

Definicié 2.9. Es defineix el centre de masses (o centre de gravetat) de la imatge

d’una corba v* com el punt de coordenades (X,Y,Z) (no necessariament sobre la
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Fig. 2.4. Interpretacié geometrica de la integral curvilinia d’'un camp escalar com

una area

corba) donat per les integrals de linia:

1 1 1
X.—Mfods, Y.—MLyfds, Z.—M/szds.

Definicié 2.10. Es defineix el moment d’inércia I de * respecte d’un eix com

I::/TQde,
8t

sent r(x,y, z) la distancia del punt (z,y, z) de I'objecte v* a ’eix considerat.
Calcula la massa total, el centre de masses i el moment d’inercia respecte de ’eix

OZ per al moll (helix) de densitat constant p

v :[0,87] — R*,  ~(t) = (cost,sint,t).

2.3.3 Integral de linia d’un camp vectorial

Definicié 2.11. Donats un camp vectorial continu F : U € R? — R3 i una corba
v : [a,b] C R — R3 de classe C! tal que v* C U, es defineix la integral curvilinia del
camp vectorial F' al llarg de la corba v com
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b
/Fds = / F(y(t)) -+'(t) dt, (2.5)

on u - v representa, el producte escalar de vectors de R3.
Aquesta integral existeix perque l'integrant F'(y(¢)) - v/ (¢) és una funcié continua,

per ser F' un camp continu i v de classe C*.

Interpretacio fisica.- Suposem que F : R? — R3 és un camp de forca a l’espai.
Suposem també que una particula (per exemple una unitat de carrega d’un camp

electric) es mou al llarg d’una corba «. Aleshores, el treball realitzat per la forga F

/Fds.
~

Calculeu el treball realitzat per la for¢a F(z,y,z) = (f, f, f) on f és constant, al
llarg del segment « : [0,d] — R3 on «a(t) = (¢,0,0).

al llarg de « és

Exemples on apareixen de manera natural les integrals de linia sén el camp gra-

vitatori en fisica newtoniana i ’electrostatica (llei de Gauss).

2.3.4 Treballs tutoritzats

Calculeu les integrals de linia dels camps vectorials segiients:

1.- F(x,y,2) = (y?+22, 22 +22,y?>+2?) al llarg de la corba () = (acost, asint, bt),
a,b>0,te0,2n]

2.- F(x,y,2) = (z,y,2) al llarg de la corba v(t) = (sint,cost, t), t € [0, 2m].

3.- F(z,y,2) = (22, 7y, 1) al llarg de la corba y(t) = (¢,t%,1), t € [0, 1].

2.3.5 Propietats de les integrals de linia

Les integrals de linia es defineixen en funcié d’integrals ordinaries; per tant, com-
parteixen moltes propietats, com son la propietat de linealitat respecte a I'integrant i
la propietat additiva respecte al cami d’integracié. Respecte al comportament de les
integrals de linia en efectuar un canvi en la parametritzacié, resulta que la integral
de linia té el mateix valor quan es calcula al llarg de corbes equivalents, sempre que

no tinguen lorientacié canviada. En cas d’invertir ’orientacié, tenim:
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Proposicié 2.1. Siguen « : [a,b] — R3 i 3 : [¢,d] — R? dues corbes de classe
C'if:UcCR® —R, F:UCR?— R? dos camps continus en U, amb o* C U,
B*CU.

Si i B tenen l'orientacié canviada, tenim

/(des:/ﬁfds, /aFdSZ—/ﬁFds.

2.3.6 Treballs tutoritzats

1.- Calculeu la integral dels camps definits en R?, f(x,y,2) = xy, F(z,y,2) =
(z,y,2) al llarg de les corbes definides a l'interval [0,2], «(t) = (¢,t,0) 1 B(t) =

(2 —t,2—1,0). Dibuixeu les corbes i comproveu la seua orientacio.

2.- TREBALL DE REPAS: Algebra vectorial (producte escalar, producte creu i
base orientada (regla de la ma dreta)). Coordenades (polars, cilindriques i esferiques).

Calcul diferencial vectorial (gradient, divergeéncia i rotacional (interpretacié fisica)).

2.4 Camps conservatius. Funcio potencial

En general, la integral de linia d’un camp vectorial depen del cami (corba) que
seguim i no tan sols dels punts inicial a(a) i final «(b) de la corba. No obstant aixo,
estudiarem algunes condicions per a les quals la integral de linia d’un camp vectorial
només depen dels punts inicial i final de la corba.

Teorema 2.1. Siga f: U C R®> — R un camp escalar de classe C' i a: [a,b] —

R? un arc de classe C', a* C U. Aleshores,
[ rds = fa) - f(a(@). (26)

Per tant, si un camp vectorial F : U C R? — R? es pot obtenir com el gradient
F =V f d’un camp escalar f : U C R?> — R, tenim que

/a Fds = / Vfds = f(ab)) - f(ala)).

Definicié 2.12. Un camp vectorial continu F : U C R? — R? es diu que és

conservatiu si existeix un camp escalar f : U C R? — R de classe C', de manera que
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F(z,y,2z) = Vf(z,y,2), V(z,y,2) € U. La funcié (camp escalar) f s’anomena funcié

potencial associada al camp vectorial F'.

El teorema 2.1 generalitza el teorema fonamental del calcul per a funcions reals
d’una variable que estableix que per a una funcié f(x) amb derivada continua en un

interval es compleix
b
| r@ s =0 - fia),

és a dir, la integral de f’(x) depén només dels valors de [ als extrems de linterval.
A continuacié enunciarem un teorema de caracteritzacié dels camps conservatius,
encara que una demostracié completa del resultat no es podra obtenir fins que no

arribem a l'estudi del teorema de Stokes (integrals de superficie).

Teorema 2.2. Siga F: U C R® — R? un camp vectorial on U és un domini
simplement connex (sense forats). Les segilients condicions sén equivalents:

1.- Per a qualsevol corba tancada i simple [ Fds = 0.

2.- Donades dues corbes « i § simples, igualment orientades i amb els mateixos
punts inicial i final, tenim que fa Fds = fﬂ Fds.

3.- F' és conservatiu (F = V).

4.- rotF = 0.

2.4.1 Treballs tutoritzats

1.- Repas de la definicié de 'operador vectorial rotacional (rotF').

Intenteu justificar equivalencies del teorema anterior.

2.- Pels teoremes 2.1 i 2.2, les integrals d’un camp conservatiu sén independents
del cami i, si es coneix la funcié potencial, molt facils de calcular.

Calcul de la funcid potencial

2.1. F(x,y) = (3z%y, 23 +1).

2.2. F(z,y,2) = (y,x,0).

2.3. F(x,y,2) = (2zyz, 222, 2%y).

2.5 Problemes

1.- Trobeu la longitud de la corba donada per la parametritzaci6 o(t) = (t, %t?’/Z, 1t),

t€[0,2]. (Sol. 45(37V/37 — 5V/5)).
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2.- L’equaci6 d'una corba és y? = 3. Trobeu la longitud de I’arc que uneix (1,-1)
a (1,1). (Sol. &(26V/13 —16)).

3.- Calculeu [ F'ds, on F(z,y) = (z* +y,xy) i a ve donada per la unié dels tres
segments que uneixen (0,0) a (2,2), (2,2) a (2,6) i (2,6) a (3,9). (Sol. %),

4.- Calculeu [ fds, on f(z,y) =z 4y, sent a un triangle de vertexs (0,0), (1,0)
i (0,1). (Sol. 1+ v/2).

5.- Siga F(x,y, z) = (32* + 6y, —14yz,20x2%). Calculeu [ Fds des de (0,0,0) fins
a (1,1,1) al llarg de les corbes:

a) at) = (t,t2,3). (Sol. 5).

b) a(t) és un segment de recta. (Sol. ).

6.- Calculeu la integral del camp vectorial F(x,y) = (22 — 2zy, y? — 2zy) al llarg
de la parabola y = z* des de (-1,1) a (1,1). (Sol. —12).

7.- Calculeu el treball que ha de realitzar una particula per donar una volta al
voltant d’una circumferéncia del pla (x,y), amb Porigen com a centre i radi 3, sabent
que el camp de forca ve donat per F(z,y,2) = (22 —y + 2,7 +y — 22,3z — 2y + 42).
(Sol. 18).

8.- Trobeu la funcié potencial del camp vectorial F(x,y, 2) = (2zyz+sinz, 22z, 2%y).
(Sol. f(x,y,2) = 2%yz —cosx + K).

9.- Per a quins valors de a € R el camp vectorial F(z,y,2) = (azy — 23, (a —
2)x?, (1 —a)zz?) és el gradient d’una funci6 potencial? Per a aquests valors, calculeu
la funcié potencial. (Sol. a =4, f(x,y,2) = 22%y — 2%z + K).

10.- Proveu que el camp vectorial F(z,y) = (zy* + 32%y, (x +y)z?) és irrotacional
i calculeu [ Fds al llarg de la corba unié dels segments que uneixen (1,1) a (0,2) i
(0,2) a (3,0). (Sol. —2).

11.- Proveu que la integral del camp vectorial F(x,y) = (6xy? — y3, 622y — 3xy?)
és independent del cami que uneix els punts (1,2) amb (3,4). Calculeu el valor de la
integral

a) parametritzant el segment;

b) utilitzant la funcié potencial. (Sol. 236).

12.- Calculeu la integral del camp vectorial F(z,vy,2) = (2zy, 2 + 1,622) al llarg
de qualsevol corba que uneix els punts (0,0,0) i (1,2,1). (Sol. 6).
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CAPITOL 3

La integral multiple
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En aquest tema s’estudia la generalitzacié més natural de la integracié en un
interval [a,b] d’una funcié d’una variable real amb valors en R. Ens interessarem
només per integrals dobles i triples; per aixo, caldra estendre a R? i R? i a funcions de
dues i tres variables amb valors reals alguns conceptes relacionats amb la integracio:

intervals, particié, funcié integrable, etc.

Com que la intuicié geometrica és fonamental per a introduir de manera senzilla
el concepte d’integral doble i la relacié d’aquesta amb el calcul d’arees i volums,
comengarem amb ’estudi de la integracié doble i després generalitzarem els resultats

obtinguts per a la integracié triple.

Entre els objectius que es persegueixen, es troben:

- Construir la integral de Riemann per a funcions de R? — R i de R3 — R.

- Calcular integrals dobles i triples mitjancant integrals iterades (teorema de Fu-
bini) i usant la férmula de canvi de variable.

- Coneixer la formula de Green i algunes de les aplicacions que té.

3.1 La integral doble

3.1.1 Definicié d’integral en un rectangle

Siga R = [a,b] x [c,d] un rectangle de R? i f(x,%) una funcié fitada definida en el
rectangle R, f : [a,b] X [¢,d] — R.

Per a definir la integral de f(z,y) en R seguirem el model indicat a l'apartat 2.1
del capitol anterior per al cas d’una variable.

Quan f(z,y) siga una funcid positiva, com passa a la figura 3.1, determinara un
volum amb el pla (z,y) que volem determinar. En general, si f no és necessariament
positiva, no podem parlar del volum determinat per f; en aquest cas volem determinar

la integral de f en el rectangle R.

Donat un nombre natural n, definim la particio reqular d’ordre n del rectangle R

com la particié de R en subrectangles R;; donats per

Rij = [zi, xit1] X [Y5,Yj+1],

on
b—a d—c
T, =a-+1 o s y]:b+]

, 1,7 =0,1,...,n.
n
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Fig. 3.1. Funcié de dues variables definida al rectangle [—2, 3] x [—1,4]

La funcié f esta fitada sobre cadascun dels rectangles R;;. Siguen

Mij = Supf(xvy)v mij = 1nff(a:,y), (xvy) € RZ]

Definicié 3.1. Es defineix la suma superior n—ésima de f en el rectangle R com

Sulf,R) = Mij(wir — i) (Y41 — ¥j)-
)
Analogament, es defineix la suma inferior n—eésima de f en el rectangle R com
sn(fR) = mij(@irs — ) (541 — 4))-
1,j
En el cas d’una funcié positiva, les sumes representen les sumes dels volums dels

paral-lelepipedes de base R;; i altures M;; i m;;, respectivament.
Es clar que, per a tot n, se satisfa que s, (f, R) < S,(f, R).

Definicié 3.2. Per a una funcié continua f, existeixen i sén iguals els limits de
les successions s, (f, R) i Sp(f, R) quan n tendeix a infinit; al valor comi d’aquests

limits ’anomenem integral de f i escrivim

[ |t dy =tim s, (1.R) = tim s (1. ).
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Fig. 3.2. Valors de la funcié en els vertexs d’una particié del rectangle
[_27 3] X [_17 4}

3.1.2 Definicié d’integral en dominis més generals

Siga f una funcié fitada definida en un domini tancat i fitat D. Considerem un
rectangle R que incloga a D, D C R. La extensié de f al rectangle R esta definida

com

f(z,y) si(z,y) e D
0 si (z,y) ¢ D.

flz,y) = (3.1)

Definicio 3.3. Si f és continua en D, definim la seua integral per
// [, y)de dy = // f(w,y)d dy.
D R

3.1.3 Propietats de les funcions integrables

La definicié d’integral doble no és el metode natural de calcular les integrals ja
que, en general, comporta moltes dificultats. En les seglients seccions desenvoluparem
tecniques que permeten reconeixer facilment les funcions integrables i realitzar el

calcul d’integrals.
Propietats 3.1. En aquest apartat, D sera un domini tancat i fitat del pla i f,

g funcions continues sobre D.
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1.- Linealitat:

//D(f+g)dxdy://Dfdatder//nga:dy.

2.- Homogeneitat: si ¢ és una constant se satisfa que

//Dcfdxdy:c//Dfdxdy.

Aplicant les dues propietats anteriors, si a i b sén constants, tenim:

//D(af+bg)da:dy:a//Dfdxdy—l—b//nga:dy.

3.- Monotonia: si en tot punt de D es té que f(z,y) > g(z,y), aleshores

| [ ravan= [ [ gaay

Aplicant aquesta desigualtat resulta

[ [ rava< [ [ iprazan

4.- Additivitat: descomponem D en la forma D = D1 UDs, on D1 i Dy sén dominis

tancats i fitats disjunts o només tenen contacte a la frontera. Aleshores se satisfa que

//Dfdxdy:/ led:cdy—i—/ D2fd:vdy.

5.- Teorema del valor mitja. Denotem per

m = min T,Y), M = max f(z,y),
(M)eDf( y) (M)EDf( Y)

els valors minim i maxim de f a D. Aleshores, si A(D) és I'area de D, se satisfa que

mA(D)g//DfdxdngA(D).

El resultat anterior, quan D és connex, pot enunciar-se de la manera segiient: si
f és continua en un domini tancat, fitat i connex D. Existeix un punt (xg,yo) € D,

tal que

//D fdrdy = f(zo,y0) A(D).
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3.1.4 Treballs tutoritzats

Justifiqueu les propietats anteriors a partir de les definicions d’integracié.

3.1.5 Calcul de la integral doble: Integrals iterades. Teorema de Fubini
Dominis rectangulars

Siga f : R = [a,b] X [¢,d] — R una funcié continua; aleshores:

//Df(m,y)dmdyZ/ab l/cdf(a:,y)dy] da::/cd [/abf(x,y)dm] B (32)

A més, si f(z,y) > 0, sabem que la integral doble representa el volum davall del
grafic de f(z,y). Si ens preguntem que representa cada una de les integrals iterades,
la resposta és senzilla: per exemple, per a un valor y fix, la integral fab fz,y)dx
representa l'area de la seccié del solid per al valor y considerat (vegeu les figures 3.3
i34).

3.1.6 Treballs tutoritzats: Integrals sobre rectangles

Calculeu les segiients integrals dobles:

1- f(z,y) =x*+y* en R=1[0,1] x [0,1]. (Sol. 2).
2.- f(z,y) =ay* —z? en R=[0,1] x [-1,2]. (Sol. }).
3.- f(z,y) =xy en R=10,1] x [0,2]. (Sol. 1).
4.- f(z,y) = zy*cos(3z) en R = [0,7] x [0,1]. (Sol. —).
5.- f(z,y) =2?+yen R=10,1] x [0,1]. (Sol. 2).
6.- f(z,y) =y(2® — 12z) en R = [-2,1] x [0,1]. (Sol. &7).
7- f(z,y) = e en R=10,3] x [0,2]. (Sol. (e —1)(e? —1)).
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Fig. 3.3. Explicaci6 del teorema de Fubini. Fixem quatre valors de y € [—1,4] i
3
calculem [, f(x,y)dx

Dominis més generals

Direm que un domini D C R? és una regié de tipus I si es pot expressar amb la

forma

D={(z,y) eR? /w € a,b], gi(z) <y < ga(a)} (3.3)
on gi, g2 s6n funcions continues definides a l'interval [a, b] (vegeu figura 3.5).

Si f(x,y) és una funcié continua en una regié D de tipus I, es compleix
b g2(x)
[ [ tewdeas=["| [ fagay (3.4
D a g1(x)

Direm que un domini D C R? és una regié de tipus II si es pot expressar amb la

forma

D={(z,y) €eR* /y e, d], ha(y) <y < ha(y)}, (3.5)

on hy, he sé6n funcions continues definides a U'interval [c, d] (vegeu figura 3.5).
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Fig. 3.4. Explicacié del teorema de Fubini. Fixem quatre valors de = € [-2,3] i

calculem fill f(x,y)dy.

Si f(x,y) és una funcié continua en una regié D de tipus II, es compleix

//Df(x,y) drdy = /Cd l/}::?) flz,y) dx] dy. (3.6)

Direm que un domini D C R? és una regié de tipus III si és a la vegada de tipus
I'i de tipus II. Si f(z,y) és una funcié continua i fitada en una regié D de tipus III,

es compleix

//Df(x,y) dxdy = /ab l/:::) f(z,y) dy] dx = /Cd [/}:::?) f(z,y) d;v] dy. (3.7)

3.1.7 Treballs tutoritzats: Integrals sobre dominis més generals

Calculeu les segiients integrals dobles:

1.- f(z,y) = 22 — y + 3 en el domini fitat per les corbes y = x i y = 22,
3
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Fig. 3.5. Regié de tipus I (z € [0, 3]) i regié de tipus II (y € [-2,1])

2.- f(z,y) = yx® + cosz en el triangle T = {0 <z < 7/2, 0 <y < x}.
6
(Sol. Z5 + 5 —1).
Trobeu el volum del tetraedre fitat pels tres plans coordenats i el pla 2z +y+2 = 6.

(Sol. 18).

Trobeu el volum del tetraedre fitat pels tres plans coordenatsiel plax+y+2z = 1.
(Sol. %).

De vegades, si una regi6é és de tipus III, una de les integrals que apareixen en
Pequacié (3.7) es pot complicar molt i, aleshores, resulta convenient fer un canvi en

lordre d’integracié. Per exemple:

Calculeu: [ om Va2 — y2dy dx. (Sol. %)

Calculeu fol foxa:ydy dx de les dues maneres possibles fent un canvi en 'ordre

d’integracié. (Sol. §).

3.1.8 Canvi de variables per a integrals dobles

En la teoria unidimensional, el metode de substitucié o canvi de variable ens
permet calcular integrals complicades transformant-les en altres que poden calcular-

se més facilment. Concretament, si g : [a,b] — R és C!isi f és continua, tenim

g(b) b
/ f(z) do = / Flo(t) o' (1) dt.
g(a) a
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En aquest apartat s’estudia la manera de generalitzar aquesta férmula a integrals
de funcions de dues variables. El canvi de variables modifica I'integrant, aixi com la
forma del recinte d’integracié.

Encara que la definicié de canvi de variable ha de ser entre conjunts oberts, en
la segiient definicié considerem la restriccid no rigorosa a conjunts tancats i fitats
continguts en els oberts.

Definicié 3.4. Siguen D i D* dos conjunts del pla R?. Un canvi de variables de
D* a D és una aplicacié continua

T: D — D

(3.8)
(u’ U) - T(u7 U) = (m(u’ U)v y(uv ’U)),

que és bijectiva, és a dir, existeix ’aplicacié inversa 7!, i tant T com T~ ' sén
derivables amb continuitat (vegeu figura 3.6).
Definicié 3.5. Si T : D* — D és un canvi de variables es defineix el jacobia de

T en un punt de D* com el determinant de la matriu jacobiana de T’ és a dir,

9z Oz
Jr(u,v) = || Ge S0l (3.9)
Teorema 3.1. (Canvi de variables.) Siguen D i D* dos conjunts tancats i fitats

en R? i T : D* — D un canvi de variables. Siga f : D — R una funcié continua.

Aleshores, se satisfa que

/ / f(x,y) de dy = / £, v), y(w, 0)) | I ()] dus do. (3.10)
D Dx*

6

5 Y

4

3 0.5

2

) X -2 -1 1 2 *

-0.5
0.2 0.4 0.6 0.8 1 ¢
Fig. 3.6. Canvi de variable de I’el-lipse a un rectangle
x(u,v) = 3ucosv, y(u,v) =wusinv.
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3.1.9 Treballs tutoritzats

Coordenades polars. Demostreu que, en el cas de les coordenades polars, el jacobia

és igual a la distancia del punt a l'origen r, i calculeu ’area del cercle de radi R.

//(:v—y)ze”ydxdy,
D

sent D el quadrat de vertexs (1,0), (0,1), (-1,0) i (0,-1). (Sol. (e —e™1)/3).

Calculeu la integral

3.2 Teorema de Green

En aquest apartat presentem el primer dels coneguts teoremes integrals del calcul
vectorial. Aquests teoremes sorgiren com a consequencia d’algunes aplicacions fisiques,
com son l'estudi de 'electricitat, el magnetisme, ’hidrodinamica, la conduccié de la
calor o la teoria del potencial. El teorema de Green relaciona la integral doble d’una
funcié de dues variables estesa a una regié D C R? amb la integral de linia al llarg de

la corba tancada v que constitueix la frontera de D.
Definicié 3.6. Una corba v : [a,b] — R? tancada i simple, que es recorre en
sentit positiu (contrari a les agulles del rellotge), s’anomena corba de Jordan.

v ¥

" Interior " Interior
\ A C _—
C \
Exterior Exterior
> X > X

Fig. 3.7. Regions limitades per una corba de Jordan

En aquest apartat considerarem només regions D C R? limitades per corbes de

Jordan (sense forats) com les de la figura 3.7.

Teorema 3.2. (Teorema de Green.) Siga v una corba de Jordan de classe C*.
Siga D C R? la regié limitada per v. Si F = (P,Q) : U C R? — R? és un camp

vectorial derivable amb continuitat en D, aleshores se satisfa
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//D (?922 a ?j;) drdy = /7 Fds. (3.11)

3.2.1 Treballs tutoritzats

1.- Siga R un disc de radi 1 i F(z,y) = (y*> — 7Ty, 2xy + 2z) un camp vectorial
definit en R2. Comproveu que es verifique el teorema de Green. (Sol. 97).

2.- Utilitzeu el teorema de Green per a calcular I’area d’un domini mitjancant la
integral al llarg de la seua frontera i calculeu I’area tancada per ’el-lipse
v(t) = (acost, bsint), t € (0,2m).

3.- Verifiqueu el teorema de Green en la regi6 segiient: D és el semicercle definit
per 22 +y2 < 11y > 0, considerant el camp vectorial F(z,y) = (x + y, zy).
(Sol. 2/3 - 7/2).

3.3 La integral triple

Totes les definicions i resultats que hem establert per a integrals dobles admeten
una extensié natural per a tres (o més) variables. A continuacié indicarem ’extensié
del teorema de Fubini per a tres variables a través d’un exemple.

Siga D C R? una regi6é que pot expressar-se amb la forma
a<z< b» \111(17) <y< \112($)’ ¢‘1($,y) <z< (1)2(17?3/)7

per a certes funcions continues ¥y i ¥y definides a linterval [a,b], 1 ®1, o dues
funcions continues definides sobre la regié W = {a < x <y, U1(z) <y < Uy(z)}.
Aleshores, el teorema de Fubini en aquesta situacié estableix que la integral d’un

camp escalar continu f(x,y, z) sobre D pot calcular-se mitjangant la integral iterada

Il (e

@1 (z,y)

Els parentesis indiquen I'ordre d’integracié a 1’hora de fer els calculs, és a dir,
primer integrem la funcié f(x,y, z) respecte de la variable z entre els limits ®;(z,y)
i ®o(x,y), i obtenim una funcié continua que depeén de z i y. En segon lloc integrem
aquesta funcié respecte de la variable y entre els limits W1 (z) i Ua(z), i obtenim una
funcié continua que depen de x, i finalment integrem aquesta funcié respecte de la

variable x entre els limits constants a i b. El resultat que obtenim és una constant.
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3.3.1 Treballs tutoritzats: Teorema de Fubini

1.- Intercanviant els papers de les variables z, y i z en la descripcié del domini D
s’obtenen les altres cinc possibles integrals iterades a 1’hora d’aplicar el teorema de
Fubini. Escriviu aquestes cinc expressions.

2.- Calculeu la integral de la funcié ye=?¥ en el cub D = [0, 1] x [0,1] x [0, 1].
(Sol. 1/e).

3.- Calculeu la integral de la funci6 =
z=my=0,z=0ixz+y=1. (Sol. 0).

2cos z en la regi6 fitada pels plans z = 0,

L’extensié del teorema 3.1 de canvi de variable a tres variables tampoc presenta

dificultats. Siga T : D* — D un canvi de variables entre dos dominis de I'espai R3;

T : D* —_— D

(3.13)
(u,v,w) — T(u,v,w) = (x(u,v,w),y(u, v, w), z(u, v,w)).
El jacobia és ara:
Oz Oz Oz
ou Ov Ow
Jr(u,v,w) = g—g % g—% . (3.14)

La formula de canvi de variables per a integrals triples s’escriu:

//Aﬂ%wwww_ (3.15)

// D f(‘r(uvvaw)’y(uvv7w)72($ayvz)) |JT(U,1},’LU)‘ du dv dw.

3.3.2 Treballs tutoritzats: Canvi de variables

Coordenades cilindriques. Calculeu el jacobia de les coordenades cilindriques i
utilitzeu-lo per a calcular la integral de f(x,y,2) = 22 + y? sobre el domini D =
{(x,y,2) eER3, 1 <22 +9y? <4, 0< 2 <2}

Coordenades esferiques. Calculeu el jacobia de les coordenades esferiques i utilitzeu-
lo per a calcular el volum de l'esfera de radi R, D = {(z,y, 2) € R3, 224+y?+2% < R?}.
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P, ¢ ,2)
L P(p,P,ﬂ)
p

A Z= pcos¥

Fig. 3.8. Coordenades cilindriques i coordenades esferiques

3.4 Problemes

1.- Calculeu la integral de la funcié f(z,y) = (z+y) 2 sobre la regié D = {(z,y) €
R? /1<x<2 2<y<2zr}. (Sol. (1/6)log2).

2.- Comproveu el teorema de Green si F(z,y) = (zy + y?,22) i C és la corba que
limita la regi6 fitada per les corbes y = z i y = 2. (Sol. -1/20).

3.- Demostreu que F(x,vy,2) = (2zy, 2% + 1,622) és un camp conservatiu i trobeu
el camp escalar de manera que Vf = F. (Sol. f(x,y,2) =22% + 2%y +y + O).

4.- Demostreu que F(z,y) = (zy* + 322y, (z + y)z?) és un camp irrotacional i
calculeu la integral de F' al llarg de la corba unié dels segments de recta que uneixen
(1,1) amb (0,2) i (0,2) amb (3,0). (Sol. -3/2).

5.- Demostreu que F(z,y,z) = (yz,zz,2y) és un camp conservatiu i trobeu el
camp escalar de manera que Vf = F. (Sol. f(x,y,z2) = zyz + C).

6.- Verifiqueu el teorema de Green si F(x,y) = (x,zy) i C és la corba que limita
la regi6 fitada per les corbes y = 2%, 2 =01y = 1. (Sol. 2/5).

7.- Calculeu [ [ [, zdxdydz, sent D la regié que ve donada per les condicions
0<z<1,0<y<1,0<z<zy. (Sol. 1/18).

8.- Calculeu [ [ [, e@+v*+2)"% 4o dy dz, sent D la bola unitaria.

(Sol. (4/3)m(e —1)).

9.- Calculeu [ [, (2% 4 5y?) da dy estesa a la regié del pla D = {(z,y) e R* / y >
0,4 < 2?+y? <16}. (Sol. 1807).

10.- Calculeu [ [ [, zyzdadydz, sent D = {(z,y,2) € R® / a?+y*+2* <1, 2 >
0,y >0,z > 0}. (Sol. 1/48).

11.- Calculeu el volum del cos limitat per les superficies z = 22+4% i z = 2—a% —y2.

(Sol. ).
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La integral de superficie
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La integral de superficie pot considerar-se com ’equivalent en dues dimensions a
la integral de linia, sent el domini d’integracié una superficie en compte d’una corba.

La funcié que integrarem (integrant) sera un camp escalar o un camp vectorial.

En integracié de superficies s’obtenen dos resultats fonamentals des del punt de
vista de les aplicacions que presenten: el teorema de Stokes i el teorema de Gauss

(també anomenat de la divergéncia).

Alguns dels objectius que es persegueixen en aquest tema sén:

- Entendre el concepte de superficie en R3.

- Adquirir practica en el calcul d’integrals sobre superficies préviament parametrit-
zades.

- Coneixer els teoremes de Stokes i de Gauss.

4.1 Superficies en R3

Intuitivament, una superficie és un subconjunt de R? que, localment, és com un
pla. El grafic d’'una funcié continua z = f(z,y) o una esfera responen a aquesta
idea. Parlant sense precisié, una superficie també es pot interpretar com el lloc d’'un
punt que es mou en l'espai amb un parell de graus de llibertat. Nosaltres, com en
el cas de corbes, definirem les superficies utilitzant parametritzacions, és a dir, com
a aplicacions i no com a subconjunts de R3. La imatge d’aquestes aplicacions ens

donara les superficies com a subconjunts de R3.

4.1.1 Representacié parametrica d’una superficie
Definicié 4.1. Una superficie parametritzada és una aplicacié de classe C*

w : D — R3
(4.1)
(U,’l)) - (p(’LL,U) = (;v(u,v),y(u,v),z(u,v))

on D és un domini elemental de R?; és a dir, limitat per una corba tancada i simple
de R3, i tal que ¢ és injectiva a I'interior de D (no hi ha autointerseccions).
La imatge S = ¢(D) 'anomenarem la superficie associada a la parametritzacié ¢.

Les variables u, v reben el nom de parametres o coordenades de la superficie.
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Fig. 4.1. Superficie parametrica i corbes coordenades

4.1.2 Vectors tangents i vector normal a una superficie
Donat un punt py = ¢(ug, vg), s’anomenen corbes coordenades de la parametritza-
ci6 ¢ les corbes que sén les imatges, per ¢, de les rectes de R? u = ug i v = vy (vegeu

la figura 4.1).
Els vectors tangents en pgy a les corbes coordenades sén els vectors

or Oy 0z
(UOJUO)7

_ ¢ _
¢u<u07vO) ~ u (UOaUO) = (8u7 ou’ Ou (4 2)
( ) 890( )= or 0y 0z ( ) '
Pu\Up, Vo) = 8'[} Up, Vo 6'[}7 a'U’ (3'11 Up, Vo

Aquests vectors generen el pla tangent 7,5 a la superficie S en py. El vector

) )
N(po) := a—i(uo,vo) x %(UO,UO) (4.3)

és un vector normal a la superficie en el punt py (perpendicular al pla tangent T}, .5).

Direm que la superficie S és regular o suau si els vectors ¢, i ¢, sén linealment

independents en tot punt de la superficie. Aquesta condicié és equivalent a dir que el

vector normal N no s’anul-le en cap punt de la superficie.
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La condicié de regularitat equival, intuitivament, al fet que la superficie S no

tingue “punxes’ni “arestes”.

normal Plans tangents

Plans tangents

normals
Esfera

Fig. 4.2. Plans tangents i vectors normals a l’esfera i el cilindre

4.1.3 Treballs tutoritzats

Utilitzant coordenades esferiques i cilindriques, obteniu les parametritzacions d’u-
na esfera de radi R i un cilindre de radi 1 i altura h, aixi com els vectors tangents a
les corbes coordenades i els vectors normals.

Siga la superficie parametritzada

<p:R2 — R3

4.4
B o (4.4)
(u,v) — @(u,v) = (ucosv,usinv, u” + v°).
Comproveu si existeix el pla tangent per a tots els punts de R2.
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4.1.4 Area d’una superficie

Donada una superficie parametritzada ¢ : D — R3, la norma del vector normal
N (p) pot interpretar-se com un factor de proporcionalitat d’arees. Un rectangle en
D d’area Au Av és aplicat per ¢ sobre un paral-lelogram curvilini en S amb area

aproximadament igual a || N(p)||Au Av (vegeu la figura 4.1).
Aquesta observacié suggereix la segiient definicié d’area d’una superficie.

Definicié 4.2. Es defineix I'area de la superficie parametritzada S = ¢(D) per

la integral

_ 9¢  Op
A(S) "//D”au x S|l dude. (4.5)

Com que solament hem considerat superficies parametritzades de classe O i sobre

dominis elementals, totes les superficies considerades tenen area finita.

Fig. 4.3. Micrografia electronica d’un nanomaterial que te una enorme area de
superficie, la qual cosa fa que siga molt eficient en la captura i destruccié de
substancies quimiques toxiques. Tan sols 25 grams de material tenen I'area de

superficie de prop de tres camps de futbol. Credit: NanoScale Materials, Inc.
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4.1.5 Treballs tutoritzats

Si notem E =< @y, 0y >, F =< @,y > 1 G =< @y, p, >, cOmproveu que

00 O Z\igu x gl = VEG = F2.

||%X%

Calculeu 'area de la superficie parametritzada

¢ @ [0,1]x[0,27] — R?
(r,0) — (r,0) = (rcosf,rsind,0).

4.2 Integrals de superficie

En molts aspectes, les integrals de superficie sén analogues a les integrals de linia.
Definim la integral curvilinia utilitzant una parametritzacié de la corba; de manera
analoga, definirem les integrals de superficie fent s d’'una representacié parametrica

de la superficie.

4.2.1 Integral de superficie d’un camp escalar

Definicié 4.3. Siga ¢ : D — S C R? una superficie parametritzada i f un
camp escalar continu definit en S. Es defineix la integral de superficie de f sobre S

com

= 02 92| quav
Jrass= [ [ seonGe < Fllauan (47)

Hi ha un gran nombre de magnituds que es calculen mitjangant una integral de
superficie d'un camp escalar; per exemple, I’area d’una superficie, el centre de gravetat
d’una lamina prima plana o bombada o el moment d’inercia d’una lamina prima al

voltant d’un eix.

4.2.2 Integral de superficie d’un camp vectorial

Definicié 4.4. Siga ¢ : D — S C R? una superficie parametritzada i F un
camp vectorial continu definit en S. Definirem la integral de superficie de F' sobre S

com
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/SFdS:://DF(cp(u,v)) - <‘3‘5 < gf) dudv. (4.8)

La integral de superficie d’'un camp vectorial pot interpretar-se com el flux del
camp vectorial a través de la superficie. Intuitivament, el flux d’un camp de vectors a
través d’una superficie és la part d’aquest camp que travessa la superficie. Com que
en cada punt de la superficie el vector pot descompondre’s en components tangent
i normal a la superficie, és clar que la part del vector que travessa la superficie és
la component normal del vector. Per tant, el flux del camp vectorial a través d’una
superficie es defineix com la integral de superficie del camp escalar donat per la

component normal a la superficie; és a dir,

/SFdS :—//DF(cp(u,v)) . (g‘i y g"j) du dv =

dp O

(4.9)
—//D(F(np(u,v)) - N(u,v)) ||% X 8v||cludv—/S(F-N)clS.

Noteu que el flux del camp a través d’una superficie depen del sentit del vector

normal N, que a la vegada depen de la parametritzacié utilitzada.

4.2.3 Treballs tutoritzats

1.- Donada la superficie parametritzada

. [0,1]x[0,27] — R3
¢ 5 [0.10x0.21] o
(r,0) — (r,0) = (rcosf,rsinb, ),

calculeu la integral del camp escalar f(z,y,z) = /22 + y? + 1 sobre aquesta su-
perficie. (Sol. 87/3).
2.- Calcula el flux a través de l'esfera unitaria S? del camp vectorial F(x,y,z2) =

(z,y,z). Utilitza la parametritzacié donada per les coordenades esferiques:

¢ [0,27]x[0, 7] — R3 (4.11)
(¢, 0) — @(¢,0) = (cos ¢sin b, sin ¢ sin 0, cos h). .

(Sol. —4m).
Calcula el vector g—‘(‘; X g—‘g en el punt (5, %) i interpreta el fet pel qual el valor

anterior del flux és negatiu.
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4.3 Teorema de Stokes

El teorema de Stokes, també conegut com a teorema del rotacional, és un resultat
que expressa la relacié entre les integrals de linia i les integrals de superficie. El
teorema de Stokes conté, com a cas particular, el teorema de Green que ja hem
estudiat.

La idea intuitiva de queé és una superficie limitada per una corba (superficie amb
vora) és clara. Per exemple, un disc esta limitat per una circumferéncia. Aixi, donada
una superficie parametritzada ¢ : D — R3, S = (D) és una superficie amb vora,
limitada per la corba, ¢(9D).

A més a més, suposem que la vora C = ¢(9dD) de S esta orientada positivament
respecte al vector normal N; és a dir, situant-nos sobre C' segons el vector normal N,

la superficie S queda a 'esquerra (vegeu la figura 4.4).

Fig. 4.4. Orientaci6é de la vora recorreguda en sentit positiu

Teorema 4.1. Siga ¢ : D — S C R? una superficie amb vora i C = 98 la
corba que la limita, que esta orientada positivament respecte al vector normal a la

superficie N; i siga F' un camp vectorial definit en S. Aleshores,

/ Fds= / rotF dS. (4.12)
c S

Interpretacio fisica del teorema de Stokes. El teorema de Stokes déna una inter-
pretacié del rotacional d’un camp vectorial en termes de la circulacié d’un fluid al llarg
d’una corba. Si F representa la velocitat d’un fluid, aleshores [ o Fds és la mesura
de la quantitat neta de fluid que gira al voltant de C' en direccié positiva (circulacié

de F al voltant de C'). Pel teorema de Stokes, rotF - N mesura la circulacié de fluid
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per unitat d’area (circulacié microscopica). Si rotF = 0, no hi ha circulacié de F al
voltant de C.

Fig. 4.5. Circulacié microscopica

4.4 Teorema de Gauss o de la divergencia

En aquesta seccié presentem el darrer dels teoremes integrals del calcul vectorial,
I’anomenat teorema de Gauss, de Gauss-Ostrogradsky o de la divergencia, que relaci-
ona una integral de volum amb una integral de superficie. En concret, el teorema de
Gauss permet calcular el flux d'un camp vectorial cap a 'exterior d’una superficie de
R3 com la integral triple del camp escalar donat per la divergéncia del camp vectorial
sobre la regié limitada per aquesta superficie. De fet, aquest teorema presenta una
estreta relacié amb la llei de Gauss en 'electrostatica, la qual estableix que el flux a

través d’una superficie tancada és proporcional a la carrega tancada per la superficie.

La divergencia d’'un camp vectorial diferenciable continu F' = (Fy, F), F.) es defi-

neix com la funcié de valor escalar

.., O0F, O0F, OF,
divF = % + oy + 5

Teorema 4.2. Siga R una regi6é de R? tancada i fitada, i S = JR la superficie que
I'envolta (frontera de R). Siga F' un camp vectorial continu amb derivades parcials

continues en R. Aleshores,

/// dide:vdydz:/FdS. (4.13)
R S
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Fig. 4.6. Camp vectorial definit en una bola tancada per una esfera

Interpretacid fisica del teorema de Gauss. Si divEF = 0, el camp s’anomena sole-
noidal. Si F' és un camp solenoidal que representa la velocitat d’un gas o fluid, com
que | ¢ F'dS =0, aquest gas o fluid no s’expandeix, ja que la taxa de fluid o gas que
flueix a través de S és zero. A més a més, pel teorema de Gauss, la divergéncia de
F en un punt p és el mateix que el flux sortint a través d’una xicoteta superficie que
envolte p. Per tant, si divF (p) > 0, el flux que surt de p és positiu i el punt p es diu
que és una font; mentre que si divF'(p) < 0, el flux que surt de p és negatiu i el punt

p es diu que és un pou (vegeu figura 4.7).

Fig. 4.7. Relacié del teorema amb la llei de Gauss en electrostatica

4.4.1 Treballs tutoritzats

- A partir del teorema de Stokes, completa la demostracié del teorema 2.2.
- Utilitzeu el teorema de Stokes per a calcular la integral de linia de F(z,y,z) =
(—y3, 23, —23) al llarg de la corba interseccié entre el cilindre 22 4+ 32 = 11 el pla

x+y+z=1. (Sol. 37/2).
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- Utilitzeu el teorema de Gauss per a calcular [¢ F'dS, on F(z,y, z) = (xy?, 2%y, y)
i S és la superficie del cilindre 2% + y? < 1, fitat pels plans 2 = 1i z = —1. (Sol. 7).

4.5 Problemes

1.- Siga F(z,y,2) = (ye?, ze*, xye?). Demostreu que la integral de linia de F' al
llarg d’una corba tancada, simple i orientada C' que és la frontera d’una superficie és
zero.

2.- Proveu que el camp vectorial F'(z,y,z) = (y, 2z cos(yz) + x,y cos(yz)) és irro-
tacional i trobeu el camp escalar f de manera que Vf = F.

(Sol. f(z,y,2) =xy +sin(yz) + K).

3.- Utilitzeu el teorema de Gauss per a calcular fs FdS,on F(z,y,z) = (27,9, 2?)

i S és la esfera unitaria z2 + y2 + 22 = 1. (Sol. 87/3).
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Equacions diferencials ordinaries
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5.1 Introduccio i definicio d’equacions diferencials

Una gran quantitat de processos de tot tipus (fisics, quimics, biologics, etc.) es mo-
delitzen matematicament mitjancant equacions diferencials. La mecanica newtoniana
o ’electromagnetisme de Maxwell son exemples de teories fonamentades en equacions
diferencials. De la mateixa manera, la dinamica de poblacions o el desenvolupament

d’un tumor es poden descriure utilitzant equacions diferencials.

Recordem que les derivades d’una funcié expressen la variacié del canvi d’una
magnitud respecte d’una altra; per aixo, les equacions diferencials constitueixen una
eina essencial per a representar les relacions existents entre les magnituds/variables

d’un fenomen i els seus canvis.

Analitzem les dues paraules que formen el titol d’aquest apartat: equacions dife-
rencials.

FEquacio: una igualtat en la que intervé com a minim una incognita. En aquest
cas, la incognita és una funcié. Diferencial: En I’equaci6 intervenen la/les derivada/es

de la funcié buscada.

Per tant, en una equacié diferencial es relacionen les variables i les derivades d’una
funcié desconeguda amb altres funcions. Alguns exemples d’equacions diferencials sén:
1l-9y —zsinz = 1;
2-y" + (2! = 1)y’ + 3ycosz — 4x = 2;
\/ ()% +sin*z + 1 +log(1 + (y)?) = 1 +sin(yy') + e ;
z

3.-
4- T2 4 02 — 42 4y
T Ox2 oy2 — Y-

En les equacions 1, 2 i 3, la funcié incognita és la y i la variable independent la x.

En 'equacié 4, la funcié incognita és la z i les variables independents sén z i .

Si en una equacié diferencial només intervé una funcié d’una variable indepen-
dent, es diu que lequacié és una equacié diferencial ordinaria (EDO). Si la
funcié incognita depen de diverses variables independents, s’anomena equacié en
derivades parcials (EDP).

Definicié 5.1. Entenem per equacié diferencial ordinaria una equacié on inter-

venen una funcié desconeguda y(x), la variable independent z i les seues derivades
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y'(x), y'(x), etc.

Simbolicament ho escrivim com
F(xayay/yyﬂa e 7y(n)) = 07
0, més explicitament,

dy d® d"
y dy y>:0‘

F<x,y<l‘)’dl"d$2,.” ’dillin

Anomenem ordre de I’equacié diferencial 'ordre de la derivada superior que
apareix a ’equacié. Si en una equacié només apareixen primeres derivades direm que

és una equaci6 de primer ordre. En aquest cas, 'expressié general és F(x,y,y’) = 0.

5.1.1 Solucions d’una equacié diferencial ordinaria
Solen distingir-se tres tipus de solucions d’una equaci6 diferencial.

a. La solucié general d’'una EDO d’ordre n és una solucié en la qual, a més de

la variable independent, s’inclouen n parametres constants ci,co, -+, Cp.

b. Les solucions particulars que s’obtenen a partir de la solucié general per a

valors especifics dels parametres.

c. Les solucions singulars sén solucions particulars que no es dedueixen de la

solucié general.
Ezemples.-
1. Les funcions y = €2*, y = €3® sén ambdues solucions de I’equacié diferencial
Yy’ =5y +6y=0

i, més generalment, y = c;e?* + c2e3® també ho és per a qualsevol eleccié de

constants ¢, cso.

2. L’equaci6 diferencial (y')? =y t6 com a solucié general y = (2+<)?. Fent ¢ = 0,

obtenim la solucié particular y = x?/4, mentre que la solucié y = 0 és una

soluci6 singular (Vegeu fig. 5.1).
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1 Z 2

Fig. 5.1. Familia de solucions de ’EDO

5.1.2 Problemes de valor inicial. Condicions de contorn

Amb freqliencia interessa obtenir la solucié d’'una EDO que verifica unes deter-
minades condicions. Quan les condicions que han de complir la solucié i les seues
derivades s’especifiquen per a un tunic valor de la variable independent, aquestes con-
dicions s’anomenen condicions inicials i constitueixen un problema de valors inicials.
Si les condicions donades es refereixen a diversos valors de la variable independent,
aquestes condicions s’anomenen condicions de contorn.

Per a una EDOd’ordre n en la seua forma general
F(I‘, Y, yla ylla e ayn)> = 07
un problema de valors inicials consisteix a considerar les condicions del tipus

y(z0) = yo, ¥ (x0) = y1, -y P (20) = Yn_1.

FEzxemple.- El problema de valors inicials

y' — 2y +y=sinz
y'(0) =1, y(0) = -1

té com a solucié y(z) = 1 (—3e” + Hxe® + cosz).

5.1.3 Treballs tutoritzats

Creizement de poblacions. Siga N (t) el nombre d’individus, per exemple bacteris,
a temps t. En primer ordre, el creixement d’una poblacié es pot considerar com a

proporcional a la propia poblacid, és a dir:
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dN
ar =rN, r =0 — u = nairements — morts,
on r és la taxa de creixement (per capita) intrinseca. Aquesta primera formulacié

matematica va ser deguda a Thomas Malthus (1766 -1834).

Trobeu la solucié general i la solucié particular si suposem que N(tg) = Ny.
Calculeu el temps per doblar la poblacié en funcié de r, per al cas r > 0. Suposant

que una poblacié segueix el model malthusia

dN
— =7rN, r >0,
dt

i que A(t), I'index dels recursos disponibles per la poblacié, segueix el model

%:kN, k>0,
dt

aleshores demostreu que
Alt)  k
im —% = —
t—+o0 N(t)
Equacio logistica. L’equacié de Malthus no és realista a llarg termini, ja que no té
en compte que els recursos sén limitats. Per incorporar aquest fet, podem modificar
I’equacié considerant que la taxa de creixement ve regulada per la propia poblacié.

En el cas més senzill tenim 'equacié logistica:

dN N
— = 1-—=|N
7 r( K) , r >0,

on r és la taxa de creixement (per capita) intrinseca i K la capacitat de carrega
del medi. Per a poblacions xicotetes, el creixement és aproximadament exponencial.
L’equacié va ser introduida pel matematic i bioleg holandes P. F. Verhulst (1804-
1849).

Calculeu la solucié d’aquesta equacié per al valor inicial N(0) = Ny. Analitzeu el
comportament de la poblacié per a valors molt grans de t i comproveu que la poblacié
tendeix a estabilitzar-se en el valor K (independentment del valor Nj).

Desintegracio radioactiva. La quantitat d’'una substancia radioactiva evoluciona

en el temps segons la segiient equacio:

dzx
dt
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on k és la constant de desintegracié (o coeficient de radioactivitat). En aquest model
s’ha suposat que la taxa de desintegracio és proporcional a la quantitat de material
present.

Convé representar el ritme de desintegracié radioactiva d’un element en termes del
seu periode de semi-desintegracio, T, és a dir, el temps requerit perque la quantitat
de substancia es reduisca a la meitat. Demostreu que
log 2

k

El radiocarboni de la fusta d’un arbre viu es desintegra a un ritme de 15,3 desin-

T:

tegracions per minut (dpm) per gram de carboni. Considerant com 5.600 anys el
periode de semidesintegracié del radiocarboni, estimeu ’antiguitat dels segiients ob-

jectes descoberts pels arqueolegs i analitzats per radioactivitat:
a) Un fragment de pota de cadira de la tomba de Tutankamon: 10,14 dpm.

b) Un tros de biga d’una casa construida a Babilonia durant el regnat d’Hammu-
rabi: 9,52 dpm.

¢) Una fletxa trobada a Atapuerca: 6,42 dpm.

5.2 Equacions diferencials ordinaries de primer ordre

Estudiarem en aquesta seccié les equacions diferencials de la forma F(x,y,y’) = 0.
Veurem que hi ha dos metodes basics per solucionar les equacions de primer ordre i
primer grau: convertir-les en equacions de variables separades o en el que anomenarem
una diferencial exacta. D’altra banda, si I’equacié de primer ordre és de grau superior,

la seua solucid no sol ser tan senzilla.

5.2.1 Teorema d’existéncia i unicitat

Donada l’equacié diferencial F(z,y,y") = 0, resoldre el problema de valors inicials
és determinar la funcié y(x) solucié de 'equacié diferencial i que verifique y(z¢) = yo.
Hi ha un tipus d’equacions diferencials de primer ordre per a les quals és possible esta-
blir alguns teoremes i metodes generals per solucionar-les. Es tracta de les equacions

que es poden escriure amb la forma

dy

% = f(x7y)7
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cas particular de I’equacié de primer ordre i primer grau. Per a aquestes equacions

podem establir el segiient teorema, conegut com a teorema de Picard.

Teorema 5.1. Si f(x,y) i %f(x, y) s6n funcions definides en un rectangle tancat
R, per a cada punt (zg, yo) de I'interior de R existeix un interval I centrat en z( i una
tnica funcié y(z) solucié de 'equacié y' = f(x,y), que satisfa el problema de valors

inicials y(z¢) = yo.

Si fallen les hipotesis del teorema anterior, pot haver-hi més d’una o cap solucié

per a algun punt. Per exemple, per a I’equacid

/

y =3y

Wl

tenim f(z,y) = 3y§ i a%f = 2 que no esta definida quan y = 0. La solucié general
y3
d’aquesta equaci6 diferencial és y = (x —a)3, perd a més a més tenim la solucié y = 0.

Per tant, pels punts amb segona coordenada igual a 0 passen dues solucions.

En les condicions detallades al teorema 5.1, la solucié general d’una equacié dife-
rencial ordinaria de primer ordre és una familia de funcions (o de corbes) que depenen

d’un parametre. Per exemple
b

/ /

Yy =20 — y=2a>+C i y=y — y=Ce"

Reciprocament, ens pot interessar trobar l’equacié diferencial que té com a so-
lucions una familia de corbes que depenen d’'un parametre. Per a trobar ’equaci6
diferencial utilitzem la familia de corbes i la seua derivada. Per exemple, si conside-
rem la familia de corbes

x+ Cy =0,

derivant s’obté 1 + Cy’ = 0 i de les dues equacions obtenim 1’equacié diferencial

r_
y =yl
Per tant, si considerem una familia de corbes expressada en forma implicita,
h(z,y) = C,
I’equacio diferencial que té com a solucié aquesta familia de corbes és

0 0
%h(x, y)dx + a—yh(x,y)dy =0.
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5.2.2 Equacions diferencials de variables separables

Una equacié diferencial és de variables separables si i només si es pot escriure com

P(x)+Q(y)y =0 <= Qyy = —P(a).
Com que, ¥y = % aillant es té

/ Qly)dy = — / P(x)dz + C.

Exemples.- Siga 'equacié diferencial y' = 2xy. Aplicant la técnica anterior podem
escriure p
& _ 2xdz,
Y

equacié que es pot integrar separadament, de manera que obtindrem
2

hy=2>+C = y(w):ex%rc:kew.

Ezercici.- Resoleu 'equacié diferencial ¢y’ = —z/y i dibuixeu-ne algunes solucions.

5.2.3 Treballs tutoritzats

1. Calcula la velocitat critica de fuita de la Terra d’un objecte de massa m, supo-
sant que I'tinica for¢a que actua sobre aquest cos és I’atraccié gravitatoria (valor
del radi terrestre R = 6.371 km).

2. La corba catenaria és la forma que pren un cable penjant sota l'accié de la
gravetat (per exemple, els cables de ’estesa electrica). Determina I'equaci6

d’aquesta corba.

3. Llei de refredament de Newton. Suposem que un cos calent es refreda a un ritme
proporcional a la diferencia de la seua temperatura respecte de ’ambient. Un
cos es calfa a 110 C i es col-loca en I'aire a 10° C. Després d’una hora la seua

temperatura és de 60° C. Quant tardara a aconseguir els 30° C?

4. La sala de disseccié d’un forense es manté freda a una temperatura constant de
59 C. Mentre es trobava fent 'autopsia de la victima d'un assassinat, el propi
forense és assassinat. A les 10 a. m. l'ajudant del forense descobreix el seu
cadaver a una temperatura de 23° C. Al migdia, la seua temperatura és de
18,5° C. Tenint en compte que el forense tenia en vida la temperatura normal

de 37° C, a quina hora va ser assassinat?
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5.2.4 Equacions homogeénies

Una funcié f(z,y) es diu homogenia de grau n si verifica f(tz,ty) = t" f(x,y).

Una equaci6 diferencial del tipus P(z,y)dz+Q(x,y)dy = 0 on les funcions P(z,y)
i Q(x,y) sén funcions homogenies del mateix grau és reduible a una equacié de varia-

bles separades mitjancant el canvi de variables y = ux.

Ezxemple.- Resoleu I'equacié diferencial

(2y/zy — y)dx — xdy = 0.

Es tracta d’una equacié diferencial homogenia de grau 1. Canvi suggerit: y = ux;

per tant, dy = udzr + xdu, i tenim
(2Vuz? — zu)dr — z(udx + xdu) = 0,

(22v/u — 2zu)dr — x*du = 0.
Podem dividir ’equacié per z i obtenim una equacié a variables separables

dx du

Tz 2u—u)
La segona integral es resol facilment fent el canvi de variables ¢t = y/u i la solucié

final és
(2 + c)?

T

y:

5.2.5 Equacions diferencials exactes
Una equacié diferencial P(z,y)dr + Q(z,y)dy = 0 direm que és una equacié dife-
rencial exacta si en una regié R del pla existeix una funcié F(z,y) tal que

0 0
G = Plaa), () = Q)

aleshores podem escriure ’equacié com

oF oF
it = <— F =
Oz (z,y)dx By (z,y)dy =0, dF(z,y)

Aleshores la solucié general de 'EDO és F(x,y) = C.
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Una condicié per determinar si una equacié diferencial és exacta ens la proporciona
el segiient resultat.

Teorema 5.2. Siguen P(x,y) i Q(z,y) funcions continues amb derivades par-
cials continues en una regié R del pla. Una condicié necessaria i suficient perque

P(z,y)dx + Q(x,y)dy = 0 siga equacié diferencial exacta és que per a tot (z,y) € R

oP 0
o @) = o)

Exemple.- Resoleu 'equacié diferencial y3dx + 3zy?dy = 0.

Es tracta d’'una equacié diferencial exacta, ja que

OP B aQ o0
3—y(a:,y) = a7(:6,3/) =3y°.

Per a resoldre I'equacié busquem una funcié F(z,y), de manera que

oF . . OF, .,
9 (z,y) =", 3y (z,y) = 3zy”.

De la primera condicié tenim
F(z,y) = /y?’dm +ey) = 2y’ + e(y).

Per trobar g(y) utilitzem la segona condici6

oF
a—y(x,y) =3zy° = 3xyi+d(y) =31y = (y)=0.

Per tant, c¢(y) = ¢1 és una funcié constant i la solucié general ve donada per
zy® = C.

Ezercici.- Trobeu la solucié general de I'equaci6 2zydz + (2% — 1)dy = 0. (Sol.
y=C/@*-1)).

5.2.6 Factors integrants

Donada una equacié diferencial P(z,y)dx + Q(z,y)dy = 0 que no és exacta, és
possible, de vegades, trobar una funcié tal que I'equacié multiplicada per aquesta
funcio, és a dir,

(@, y)P(z,y) + p(z, y)Q(z,y) = 0,
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siga una equacié diferencial exacta. En aquest cas es diu que la funcié u(z,y) és un
factor integrant de 1'equacié diferencial. Si f(x,y) = ¢ és solucié de 'equacié diferen-
cial exacta també ho sera de ’equacié original, excepte els casos en els quals el factor

integrant s’anul-le.

La condicié perque ’equacié completa siga diferencial exacta ens déna una equacié
diferencial de derivades parcials
() Pla)) = 2, 9)Q )
oy or

que es pot transformar en l’equacid del factor integrant

o, Ou :M<8Q ap).

oy Ox dr Oy

uesta equacié diferencial és, en general, una equacié en derivades parcials; ara
A t dif 1 és, 1, d d Is;
bé, hi haura casos en els quals el factor integrant dependra només d’una de les dues

variables. En aquests casos, ’equacié del factor integrant sera una EDO.

Ezemples.- Resoleu ’'equacié
6zydx + (4y + 92%)dy = 0.

Comprovem, primer, si és exacta: ‘?9—1; = 6z, %—Cj = 18xz. No és diferencial exacta.

L’equacié del factor integrant sera:
2y _ _
pyb62y — piz(dy + 92°) = p(18x — 6z) = pl2x.
Ens podem adonar facilment que si p, = 0, 'equacié queda
d
pybry = pl2z — py=2p — —=2—,

que ens dona

logp =2logy = pu=21>

que és el factor integrant. No hem considerat la solucié general perque només ens
interessa un factor integrant, no tota la familia de solucions. Multiplicant pel factor

integrant tenim la diferencial exacta
2 2 _ _ 3. — 4.3 2,2
y=(6zydxr + (dy + 92°)dy) =0 — P = 6zy°; Q = 4y° + 9z y*.
Si resolem aquesta equacié, la solucié general és f(x,y) = 322y + y* = c.

Resoleu:
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1. (22 —sin?y) + zsin(2y)y’ = 0.

2. (23 /)y + dbzy)y + (22 +y?) = 0.

5.2.7 Equacions diferencials lineals de primer ordre

Una equacié6 lineal de primer ordre es pot escriure amb la forma

on a(x) i b(z) sén funcions que suposarem continues en un cert interval.

Resolucié mitjangant factor integrant

Si escrivim ’equaci6 diferencial lineal anterior amb la forma (a(z)y—b(x))dx+dy =
0 i, per tant, P(z,y) = a(x)y — b(x) 1 Q(x,y) = 1, podem demostrar facilment que

admet un factor integrant que depén només de la variable x i que ens déna

M(%‘) — efa(x)dac

com a factor integrant.

Per resoldre l’equacié lineal, o bé utilitzem aquest factor integrant i procedim
com amb totes les equacions diferencials exactes o bé seguim una mica més i podrem
obtindre una férmula tancada per a la solucid.

y/ef a(x)dz + ef a(x)dma(x)y _ ef a(w)dzb(x)

Y

d

dx

(yefa(z)dz> = el a@dap(gy.

ye al@)de — /ef @)z p( ) dx + c.

Per tant, la solucio general és

y(z) = e~ Jol@)dz (/ ef “@drp( ) dy + c) . (5.1)
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5.2.8 Treballs tutoritzats: Aplicacions a la geometria de corbes

En general, integrar una equacié diferencial de la forma F(x,y,y’) = 0 ens donara
com a solucié una familia de corbes que depenen d’'un parametre (una constant).

Reciprocament, si considerem una familia de corbes en forma implicita
hz,y) =c,

el seu diferencial val 3 3

és a dir, tenim una equacié diferencial que té per solucié general h(z,y) = c.

Ezemple.- La familia de cercles de diferents radis centrats en el punt (2,3) en
forma implicita ve donada per h(x,y) = (x — 2)% + (y — 3)? = ¢ i 'equacié diferencial

associada a la familia sera

(x —2)dz+ (y — 3)dy = 0.

Isoclines i camps de direccions

L’equacié diferencial y' = f(x,y) estableix una dependeéncia entre les coordenades

(z,y) d’'un punt i el pendent de la corba solucié que passa per aqueix punt.

Per exemple, I'equacié 3y’ = v/22 + 32 ens diu que al llarg de la corba 22 +y? =1,
les corbes solucié de I’equacié tenen pendent 1; és a dir, creuen la circumferéncia de

radi 1 amb un angle de 45°.

Per tant, donant valors constants ¢ a la derivada, y' = f(z,y) = ¢, podem trobar
les corbes f(z,y) = ¢, on les solucions de I'equacié passen amb un mateix angle d’in-

clinacié. Aquestes corbes s’anomenen isoclines.

Les isoclines ajuden a dibuixar el camp de direccions de ’equacié diferencial i per

tant les seues solucions (vegeu la figura 5.2).

Trajectories ortogonals

Com hem vist a I’apartat anterior, si tenim en compte el significat geometric de

la derivada d’una funcié com a pendent de la recta tangent, podem determinar cor-
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Fig. 5.2. (a) Isoclines de I'equacié y' = y — z. (b) Isoclines i corbes

bes quan el seu pendent verifique alguna condicié. En la figura 5.3 es poden veure
dibuixades la recta tangent a una corba en un punt (z,y), el radi-vector i la recta

perpendicular (normal) a la tangent en aquest punt.

Donada una familia de corbes, s’anomenen trajectories ortogonals les corbes que
en cada punt tallen ortogonalment les corbes de la familia. Si ens adonem que el pen-
dent de la recta normal és el de la recta tangent més 90 graus, aleshores una simple

analisi trigonometrica ens diu que el pendent de la recta normal és —dz/dy.

Si coneixem 'equacié diferencial de la familia de corbes F(x,y,y’) = 0, 'equacié
diferencial de la familia de trajectories ortogonals la podem obtindre substituint y’ —

—1/y’; és a dir, equaci6 de la familia de trajectories ortogonals sera

1
F(z,y, —?) =0.

Ezxemple.- Trobeu les trajectories ortogonals a la familia d’hiperboles xy = c.

5.3 Equacions diferencials lineals d’ordre superior

Les equacions diferencials d’ordre superior presenten una serie de caracteristiques

noves pel que fa a metodes de solucié i als problemes de condicions inicials. Ens limita-
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Fig. 5.3. Rectes tangent i normal a la corba en un punt (z,y)

rem exclusivament a les equacions diferencials lineals que tenen importants aplicacions

en la fisica i estudiarem principalment les equacions lineals amb coeficients constants.

Una equacié diferencial lineal d’ordre n és del tipus
Yy 4 an—a(@)y" Y 4+ ar(@)y’ + aol)y = b(z), (5.2)

on b(z),a;(x), 7 =0,...,n— 1 sén funcions continues en un interval I € R.
Com ja hem vist a ’apartat 5.1.2, en el cas d’una equacié de segon ordre, la so-
lucié general presenta dues constants i per a resoldre el problema de valors inicials

necessitarem dues condicions inicials, corresponents al valor de la funcié i de la seua

derivada en un punt.

Si pensem en el cas de les equacions de Newton arribem a un concepte molt fami-

liar. En efecte, considerem ’equacié del moviment rectilini uniformement accelerat.
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La segona llei de Newton ens diu, per al cas d’una forga constant,

d2
F =ma=m—z(t),
dx? (*)
que podem reescriure com

d

%v(t) =a—v(t) =at+c.

Integrant aquesta equacié tenim

—dx(t)——at—l-c — z(t) = 1at2—|—ct—|—c
s
dx ! 2 ! »

funcié que té dues constants d’integracié desconegudes. Si coneixem el valor de la
posicié en I'instant inicial (0) = z¢ i coneixem el valor de la velocitat inicial v(0) = vy,

obtenim 'expressié del moviment uniformement accelerat

1
x(t) =z + vot + 5cut2.

5.3.1 Equacions homogénies amb coeficients constants

Quan els coeficients de I'equacié 5.2 sén coeficients constants, és a dir, ag, a1, ...,
an—1 s6n nombres reals, diem que I'equacié diferencial és una equacié diferencial line-
al amb coeficients constants. Les equacions homogenies amb coeficients constants (el
coeficient b(x) = 0) tenen un metode de solucié que ens portara a trobar la solucié

general.

Considerem l’equacié homogenia amb coeficients constants

Y™ +an 1y 4+ ary +agy = 0. (5.3)

Az

Buscarem solucions d’aquesta equacié de tipus exponencial y = e on A és un

parametre desconegut real o complex. Aixi, substituint la funcié y = e*®

5.3, obtenim

a ’equacio

e)\m()\n—i_an—l/\n_l +...+a1A+a0> =0.

Az

Per tant, la funcié y = e** és solucié de I'equacié diferencial si i solament si

A ap A ai A+ ag =0.
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El polinomi P(A) = A" + a,, _1A" "' + - + a1\ + ao s’anomena polinomi carac-
teristic de I'equacié diferencial lineal d’ordre n i les arrels del polinomi poden ser

valors reals diferents, valors complexos conjugats o arrels amb multiplicitat.

Teorema 5.3. Si p és una arrel (real o complexa) amb multiplicitat & del polinomi

caracteristic P()), aleshores, les funcions
M el gehT ... ,xk_le’“”
. . , ., <.
soén solucions de I'equacié homogenia.
Per tant, si p1,..., tm sén les arrels distintes (reals o complexes) del polinomi

caracteristic P(\), amb multiplicitats respectives k1,...,kn (k1 + -+ kn =n), 1 a

cada arrel p; li associem les k; solucions

eMi®  peti®  g2eli® ... ghiTleks®

obtenim el conjunt de n solucions de I’equacié diferencial homogenia.

Arrels complexes

Si apareixen parelles d’arrels complexes conjugades, és a dir, arrels de P()) del
tipus p = a+i0 i . = o — i (ambdues tenen la mateixa multiplicitat), encara que
puga semblar que “eixim” de les funcions reals on sempre ens estem movent, podem
veure com encara tenim una manera de resoldre la situacié i trobar dues funcions

reals linealment independents.

Considerem la férmula d’Euler que ve donada per e = cos~y +isin+y, on 7 és un

nombre real. Aix{ obtenim

ket 4 ghef® = ke cos(fz),

i(zFet® — ghef®) = zFe™sin(f),

de tal manera que per a cada arrel complexa p = o+ i3 amb multiplicitat & obtenim

2k solucions de I’equacié diferencial homogenia

I e cos(Bx), 7 e sin(fx), 1< j <k
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Teorema 5.4. Si 1, ..., fiy, sén les arrels distintes (reals o complexes) del polino-
mi caracteristic P(\), amb multiplicitats respectives k1,...,kmn (k1 + -+ + kn = n),
aleshores, a cada arrel real p; li associem les k; solucions de 'equacié diferencial
homogenia

et geti® gleti® ... ghiTleniT

A cada arrel complexa p; = «o; + i3; amb multiplicitat k; 1i associem les 2k;

solucions de 1’equacié diferencial homogenia
I te®® cos(Biz), e sin(Biz), 1< 5 <k;.

Aixi obtenim el conjunt de n solucions de ’equacié diferencial homogenia.

La solucié general d’aquesta equacié diferencial homogenia, on apareixen els n

parametres, ve donada per la combinacié lineal de les n solucions del teorema anterior.

Treballs tutoritzats: Repas de nombres complexos

Hi ha moltes equacions, com ara z2

= —1, que no tenen solucié en el conjunt
dels nombres reals R. El motiu és que les solucions haurien de ser z = 4+v/—1 i
larrel quadrada de —1 no existeix dins R. Aixi, es defineix el conjunt dels nombres
complexos com

C={a+bi/abeR},

on el simbol i representa l'arrel /—1.
Donat un nombre complex z = a + bi, direm que a és la part real, a = Re(z), i b
la part imaginaria, b = Im(z). Dos nombres complexos sén iguals si tenen la mateixa

part real i la mateixa part imaginaria.

Dins C tenim les segiients operacions:
Suma:
(a+bi)+ (c+di)=(a+c)+ (b+d)i.

Producte:
(a+bi)-(c+di) = (ac—bd) + (ad + cb) i.

Comproveu que C amb aquestes operacions de suma i producte és un cos commau-

tatiu que inclou R.

@ Ximo Gual Arnau - ISBN: 978-84-695-7963-3 70 Matematiques Il - UJI - DOI: http://dx.doi.org/10.6035/Sapientia81

index



Conjugacid: Si z = a+ bi, el seu conjugat és Z = a — bi.

Divisid: Si c+ di # 0, aleshores

a+bi ac+bd bc—ad.

crdi E2rET2rae”

Us recomanem que no us aprengueu de memoria la férmula de la divisid, siné el
procediment d’efectuar divisions multiplicant numerador i denominador pel conjugat

del denominador.
Interpretacio geométrica dels nombres complexos

El fet que tot nombre complex z = a + bi es puga pensar com un punt (a,b) del
pla cartesia R? permet associar a cada nombre complex dues magnituds geometriques
que el caracteritzen.

El modul de z, que indicarem amb |z|, és la distancia euclidiana de (0,0) a (a,b)
dins R2. Aleshores

lz| = Va? + b2.
Si z =0, el seu modul és 0, i I"inic nombre complex de modul 0 és el 0.

L’argument de z (per a z # 0), que indicarem amb 0, és I’angle que forma el vector
que va de (0,0) a (a,b) amb l'eix de les x. Aleshores, aquest angle esta determinat

per
a b

_—, sinf, = ——.
Va1 5 Va1 5

cosf, =
Formula d’Euler
La férmula d’Euler estableix, per a x € R:
e'® =cosx + i sin.
Es a dir, si z = a + b, tenim

e = e = e%(cos b+ i sinb).

La demostracié es por fer utilitzant series de Taylor.

@ Ximo Gual Arnau - ISBN: 978-84-695-7963-3 7 Matematiques Il - UJI - DOI: http://dx.doi.org/10.6035/Sapientia81

index



5.3.2 Equacions completes amb coeficients constants

Donada una equacié lineal completa, el primer pas per a la seua resolucié sera
trobar la solucié general de ’equacié homogenia associada i afegir després una solucid
particular de 'equacié completa. En el cas de tindre una equacié amb coeficients
constants, trobem la solucié general de I’homogenia mitjancant les tecniques de 1'a-

partat anterior, i ens falta només trobar una solucié particular de ’equacié completa.

Per tant, donada una equacié diferencial lineal amb coeficients constants
Y+ ap_ 1y 4+ ary + agy = b(x), (5.4)

estudiarem com obtindre’n una solucié particular, una vegada obtinguda la solucid

general de I'’equacié homogenia.

Encara que hi ha diversos metodes per a obtindre la solucié particular, nosaltres
presentarem el metode de wvariacio de parametres. Es important destacar que aquest
metode no esta limitat al cas de les equacions amb coeficients constants, siné que es
pot aplicar a trobar solucions particulars d’equacions lineals amb coeficients variables,

sempre que s’haja trobat préviament la solucié general de I’equacié homogenia.

Donades les n solucions independents vy, ya2, . . . , ¥, de I’equacié homogenia d’ordre
) ) )
n, que ens donen la seua solucié general, en el metode de variacié de parametres se

suposa que la solucié particular de ’equacié completa és de la forma

yp(x) = Cr(z)y1 () + Ca(@)y2() + - - - Cn(@)yn (), (5.5)
on C1,Cy,...,C, sén funcions derivables que es determinen a partir de les seglients
condicions:

Ciyi +Coyo+ -+ Cryn = 0,

Ciy1 +Coya + -+ Chy, = 0,
Clyt 2+ Coys 2+ -+ Cryp ™2 = 0,
Ciyp ™+ Coyy ™t -+ Cryn™t = b(a).

Demostreu que si se satisfan aquestes n equacions, aleshores la funcié y,(x) és solucié

de I'equacié completa (5.4).

Ezemple.- Resoleu I'equacié 3" — y = €%,
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5.4 Problemes

Definicié d’equacions diferencials

Comproveu que les segiients funcions sén solucions de les corresponents equacions:
l.y=22+c¢, y = 2x.
2. y = cx?, xy = 2y.

3. y2 =e* +o, yy =e
4. y = ¢y 8in2x + o cos 2, y' +4y =0.
5. y = c1%* 4 coe™ 2%, y' — 4y =0.

6. y = xtanm, zy =y+ a2+ 12

Problemes d’equacions de variables separables

Trobeu la solucid general de les segiients equacions diferencials:
L (1+2%)y =1+y2

2.y =xy(y + 2).

3. y(l+ 22y +z(1+y%) =0.

4.y =1—x+y% — 29>

5 (xy+y)y +e¥ (a2 +22+1)=0.

Problemes d’equacions homogeénies
Trobeu la solucié general de les segiients equacions diferencials:
1. (2% — 2y?)dx + xydy = 0.
2. 2%y’ — 3zy — 2y = 0.

3. wsin(2)y’ = ysin(¥) + .
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4. zy' =y + 2ze V",
5. zy = /x2? + 12
6. (z —y)dx — (x +y)dy = 0.
7. 2%y = 3% + 2ay.
Problemes d’equacions exactes i factors integrants

Problema. Trobeu la solucié general de les segiients equacions diferencials:

1. (3y® + 2xy + 22) + (6zy + 22 + 3)y’ = 0.

2. 22(1+ /22 —y) — /22 —yy' = 0.

3. 2zy + (22 —y?)y = 0.

4. 32%(1 +logy) — (2y — 23 /y)y’ = 0.

5. (22 +y?+2)+yy =0.

Problema. Trobeu la solucié particular de les segiients equacions diferencials:
1. 2zy% +32%y%y =0, y(1)=1.

2. 322 +dry +2(y+22)y =0, y(0)=1.

3oy —y—y?=0, y(2)=1

Problema. Resoleu les segiients equacions diferencials, trobant un factor inte-

grant de la forma p(z,y) = x™y™.
1. 2ydx + (3y — 2z)dy = 0.
2. ydx + (22y? — 2)dy = 0.
Problemes d’EDO lineals
Problema. Trobeu la solucié general de les segiients equacions diferencials:
1. ¥ +ycosx =0.

2. ¥y +yyx=0.
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3.y + 2yr = x.

4.y +y = ze®.
5.y + yx? = 22
6. zy +y =23

7.y +2y =3e"%",

8. zy' +y=uzsinz.

Problema. Trobeu la solucié particular de les segiients equacions diferencials:
1.y =3y+e°®, y(1)=0.

2.y =6y +a22, y(0)=2.

3.y =y+eTsin(2z), y(0)=1.

4. 1+ 22y +doy =2, y(1)=1/4.

Aplicacions a la geometria de corbes

Cadascuna de les figures 5.4 representa un camp de pendents associat a una equa-

ci6 diferencial.
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Fig. 5.4. Camps de pendents
Considereu els segiients problemes de valors inicials:
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y =z(1—vy), y' = wy,
y(0) = 0.4, y(0) = —0.5.

> Identifiqueu el camp de pendents de cada equacié.

> Sobre les figures 5.4, traceu de manera aproximada la solucié dels problemes.

Problema. Trobeu les families de corbes que satisfan cadascuna de les segiients

condicions:

1. La tangent al grafic de la corba en cada punt (x,y) talla I'eix OX en el punt
(x +2,0).

2. La tangent al grafic de la corba en cada punt (x,y) sempre passa per l'origen.

3. El segment de la tangent limitat pels eixos de coordenades té com a punt mitja

el punt de tangencia.

Problema. Trobeu la familia de corbes tal que el punt mitja del segment de la
normal entre la corba i I'eix OY es troba en I'eix OX. Trobeu la corba que passa pel
punt (4,2).

Equacions que es redueixen a primer ordre

Les segiients equacions diferencials de segon ordre poden reduir-se a equacions de

primer ordre mitjancant un canvi de variables.

1. 2" — 9’ = 322. Com que en ’equacié no apareix la variable y, mitjancant el

canvi
/ "no__ @

y = p =
’ dx
es redueix a una equacié de primer ordre.

2. y"+k?y = 0. Com que en I'equaci6 no apareix la variable z, mitjancant el canvi

y/:p //:@:@@:p@
’ dr  dydx dy

es redueix a una equacié de primer ordre.

3. yy" + (y)? =0.
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5. x%y" = 2xy’ + (y¥')2.

6. 2yy” =1+ (v)>

Altres problemes

Problema. Un conill parteix de l'origen i corre per 'eix OY en sentit positiu
amb velocitat constant v. Al mateix temps, un gos que corre amb velocitat constant

w ix del punt (p,0) i persegueix el conill. Quina trajectoria segueix el gos?

Problema. Un dia va comencar a nevar al mati i va seguir caent neu de manera
constant tot el dia. Al migdia una maquina llevaneu va comengar a netejar la carretera
a un ritme constant, en termes de la quantitat de neu retirada cada hora. La llevaneu
va netejar 2 km fins a les 2 p. m. i un quilometre més fins a les 4 p. m. A quina hora

va comencar a nevar?

Equacions lineals d’ordre superior
Problema. Trobeu la solucié general de les segiients equacions diferencials:
1. y" — 4y + 13y = 0.
2. y" +6y" + 10y = 0.
3.y +2y" =0.
4. yIV 44" — 3y" — 5y — 2y = 0.
Problema. Trobeu la solucié particular de les segiients equacions diferencials:
1L.y"—y —6y=0, y(2) =0, y(2) =1.
2. y" + 12y + 36y =0, y(0) =y'(0) = 2.
3. y" —4y +13y =0, y(0) =1, ¥ (0) =0.
Problema. Resoleu les segiients equacions diferencials:
1. y" + 2y = 36cosz.

2.y +y —2y =222 - 3x.
3.y —2y+y = —€.

4. y" —y=2%", y(0) =y'(0) =0.

5. 9" —y" — 9y + 9y = 2z + 3.
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6.1 Introduccio

Els successos que es repeteixen amb una certa periodicitat sén relativament co-
muns en la naturalesa. Pensem, per exemple, en les ones en el mar, les estacions al
llarg de I'any, la transmissi6 del so, el pendol d’un rellotge, els senyals electromagnetics
emesos per una antena, etc. També podem fixar-nos en fenomens que depenen de més
variables, com les ombres que es produeixen amb la difraccié d’un parell de feixos de
llum. Encara que tots aquests sistemes siguen més o menys ciclics, ago no vol dir que

siguen facils de descriure o modelar.

Les seéries de Fourier i la transformada de Fourier han tingut i continuen tenint
un paper fonamental en ’estudi d’aquests problemes i el desenvolupament de les ma-
tematiques tal com avui les coneixem. El problema de la representacié d’una funcié
mitjancant una suma, possiblement infinita, de funcions sinusoidals sorgeix en el segle
XVIII de la ma de nombrosos cientifics com D’Alembert, D. Bernoulli o Fourier entre
d’altres, per a intentar resoldre equacions diferencials associades a fenomens fisics com

el moviment d’una corda o la transmissio de la calor.

A més, la transformada de Laplace és una eina de gran utilitat per a resoldre
problemes de valors inicials d’equacions diferencials lineals amb coeficients constants.
Guiats per aquest objectiu, en aquest capitol es presenta una introduccié molt ele-

mental a aquesta transformada.

6.2 Periodicitat

Comencem el capitol donant la definicié de periodicitat d’una funcié definida en

—00 < x < 00.
Definicié 6.1. Donada una funcié f : R — R, direm que és periodica si existeix
un nombre real T > 0, anomenat periode, de manera que f(z +T) = f(z) per a tot

z € R.

A més, si la funcié f és integrable sobre tot I'interval [0, 77 es verifica

/OT f(z)dz = /QHT f(z) d, (6.1)
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per a qualsevol valor a € R.

6.3 Sistemes ortogonals de funcions

Donades dues funcions f i g integrables en l'interval real [a, b], definim el producte

interior de f i g com la integral

/a ' Fle) gl) da

i ho representarem com < f,g >. Aix{ mateix, definim la norma de la funcié f com
a l’arrel quadrada del producte interior de f amb si mateixa, i ho representarem com
IIf]l. Es a dir,

Il =v<fo f >

Considerem un conjunt de funcions S = {¢g, @1, 2, ... }, totes elles integrables a

I'interval [a, b].
Definicié 6.2. Direm que el conjunt S és un conjunt ortogonal de funcions defi-
nides en [a, b] si
<6id;> #0 si i=].

Si a més es compleix que per a qualsevol ¢; € S

(6.2)

<¢)i7¢i>: 11

aleshores direm que el conjunt S és ortonormal. Es demostra facilment que tot sistema
ortogonal de funcions es pot convertir en ortonormal dividint cada funcié ¢; per la

Seua norma.

La idea que plantegem a continuacié és semblant al que coneixem per a espais
vectorials generals. Es a dir, donat un espai vectorial V de dimensié n i donada
una base {vy,...,v,} d’aquest espai, podem expressar qualsevol vector v € V' com a

combinacié lineal dels vectors de la base; és a dir:

V= a1V1 + agV2 + -+ + apUy,
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on (ai,...,a,) sén els coeficients del vector v en aquesta base.

Aleshores, donada una funcié f integrable a 'interval real [a,b] i un conjunt or-
tonormal S de funcions definides en [a, b], volem expressar f com a combinacié lineal

de les funcions que constitueixen el conjunt S. D’aquesta manera,
f(x) = apdo(r) + ard1(x) + -+ + andn(z), (6.3)

per a tot € [a, b].

Per a calcular els coeficients a;, procedirem de la manera segiient. Multipliquem

els dos costats de I'equacié 6.3 per la funcié ¢;; aixi tenim:
¢i(2) f(2) = aogi(x)po(7) + a10i(w)P1(x) + - - - + andi(z)Pn ().

Ara integrem els dos costats de la igualtat anterior a Iinterval [a, b]; aleshores,

tenint en compte la definicié de producte interior de funcions, obtenim

/a ' gu(z) F(a)de

=ag < ¢i(x), po(x) > +a1 < ¢i(x), p1(x) > + -+ an < i), Pp(T) > .

(6.4)

Com que S és un sistema ortonormal de funcions, podem concloure que

b
ai:/ ¢i(z) f(x)dz. (6.5)

Demostreu que el conjunt de funcions segiient és un sistema ortogonal de funcions
a l'interval [0, 27]:

peran=1,23...
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6.4 Seérie trigonométrica de Fourier

Siga f () una funcié periodica de perfode 27. Sota condicions molt generals tenim
que
ap >
f(z) = 5+ Z (an, cos(nz) + by, sin(nx)), (6.7)
n=1
on els diferents coeficients a,, i b, els podem calcular de la mateixa manera que ho

hem fet abans; és a dir,

1 2m
an = — (x) cos(nx) dz, (6.8)
™ Jo
n=0,1,2...
1 2m
b, = — (x) sin(nx) dz, (6.9)
T Jo
n=12...

La identitat (6.7) és satisfeta en tot punt de continuitat de f, si f és fitada i
monotona a trossos. A¢o vol dir que [0, 27] té una particié en intervals sobre cada un

dels quals f és creixent o decreixent.

Ezxemple.- Donada la funcié periodica de periode 2m:

1, si O<z<m,
fla) = (6.10)

-1, si w™<ax< 2T,

la seua serie de Fourier ve donada per

4 (sinz n sin 3z sin(2k + 1)z N
s 1 3 2k +1 )

Considerem les sumes parcials

U1 T3 S= Tt 3ttt

g 4 (sinx sin 3x> 4 <sinx sin3z sinbx sin7x  sin 9:1:>
2 = — ’ )
ien la figura 6.1 visualitzem com la serie de Fourier de f convergeix a f en cada punt
de continuitat.

Si considerem funcions periodiques f(z) de periode arbitrari T, podem adaptar
la serie anterior simplement fent un escalat horitzontal; és a dir, multiplicant x pel

factor
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Fig. 6.1. (a) Suma parcial Sy. (b) Suma parcial Ss

D’aquesta manera, si f(z) és una funci6 periddica de periode arbitrari T', tenim

flx) = % + i <an cos (Tz) + by, sin (Tx)) , (6.11)
n=1

on els diferents coeficients a,, i b,, vénen ara donats per

2 [T 2mn
ap = T/o f(x) cos (Tx> dz, (6.12)
n=0,1,2...
2 (T 2
by, = T/o f(x)sin (?m) dz, (6.13)
n=1,2

6.4.1 Treballs tutoritzats: funcions parelles i imparelles

Siga I C R un interval simetric respecte de l'origen i siga f : I — R una funcié.
Direm que f és una funcié parella si f(x) = f(—=x) per a tot € R i direm que f és
imparella si f(x) = —f(—=z) per a tot © € R. Trobeu la serie de Fourier per a funcions

periodiques parelles i imparelles.

6.4.2 Afegint “complexitat”

Veurem ara la notacié complexa de les series de Fourier. Per la identitat d’Euler

sabem:

e =cosz +isinzx.
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A partir d’aquesta identitat, podem extraure les segiients:

einm + efin:n

cosnx =
2
i
i(e—inw o einm)
sinnr = —;
2
per tant, substituint en la serie (6.7) tenim:
ao > einx 4 e—inw ) i(e—in:p _ einx) 614
=5+ nz::l (an 5 + by 5 ) . (6.14)

Reagrupant en 1’expressié anterior tenim:

- n (7% + an —
znoc znm’ . .1
24 Z < + e ) (6.15)

Si denotem

(c_p, és el conjugat de ¢,), obtenim:

ag - zn:}c —inx
)= z:: +cope ) (6.16)

Per tant, la serie de Fourier es pot expressar com:

i e (6.17)

n=—oo
on els coeficients vénen donats per:
1 ™

Cn = 5o f(z)e™ da. (6.18)

—T

6.5 Transformada de Fourier

Les series de Fourier poden “reconstruir” funcions periodiques integrables. La
pregunta que sorgeix ara és si es poden ampliar les series de Fourier per a abastar
també funcions sobre R no periodiques. La resposta és si, a través de la transformada

de Fourier.
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Considerem la representacié complexa de les series de Fourier de funcions pe-

riodiques de periode arbitrari T,

f(z) = Z et FE (6.19)
on els coeficients vénen donats per:
1 [T/
Cp = / flx)e T dx. (6.20)
T J_ 12

Denotem per w,, = (2w/T)n i considerem

2m
Aw = Wnp —Wnp-1= T;
aleshores, substituint els coeficients en la série (6.19) i considerant aquestes notacions,

obtenim
oo

, T/2 .
flz) = % Z (e“"”””/ f(ac)e_“""xda:> Aw. (6.21)

n=—oo 7T/2

La idea ara és fer tendir el perfode T' de la funcié f(z) a infinit per a aconseguir,
d’aquesta manera, una funcié no periodica (definida en tota la recta real). Per tant,

Aw tendira a zero i el sumatori en la igualtat (6.21) es convertira en la integral

f@) = % /_ O; <e“’ /_ O:O f(x>e—wdx> du. (6.22)

La integral impropia es defineix com el limit d’una integral sobre [a, b] quan a — oo

impropia:

ib— oo.
Es a dir, en augmentar la longitud del periode es redueix 1’espai entre les diferents
frequiencies de les funcions base fins a convertir-se en un continu. Els coeficients ¢,

s’han transformat en una funcié F(w).

Definicié 6.3. Donada una funcié f(x) definida en la recta real, definim la

transformada de Fourier de f(x) com la integral

Flw) = /_00 f(z)e ™7 dy (6.23)
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i la transformada de Fourier inversa com la integral

f) = % / T F@)emdw. (6.24)

6.6 Transformada de Laplace

A partir de la transformada de Fourier resulta facil introduir una nova transfor-
mada integral, com és la transformada de Laplace, que té gran importancia com a
metode alternatiu per a resoldre problemes de valors inicials per a equacions diferenci-
als lineals amb coeficients constants. Aquest operador ens permet reduir una equacié
diferencial lineal per a una funcié a una equacié algebraica per a la seua transformada
de Laplace. La transformada de Laplace se sol aplicar a processos que depenen del

temps i de fet s’aplica sobre funcions definides en [0, co.

Definicié 6.4. La transformada de Laplace d’una funcié f(¢) definida per at > 0,

és una funcié

L[f](s):/oo e Stf(t)dt <: lim /OTe_Stf(t)dt), (6.25)

—
0 T oo

on L[f](s) esta definida per a tot s € R per al qual la integral anterior siga convergent.

Ezercicis.- Si f(t) = ¢, t > 0, amb ¢ constant, proveu que L[f](s) = ¢/s, per a
s> 0.
Si f(t) =t, t > 0 proveu que L[f](s) = 1/s?, per a s > 0.

6.6.1 Propietats de la transformada de Laplace

1. Siguen L[f](s) i L[g](s) les transformades de Laplace de f i g, respectivament,

i aib dues constants; aleshores
Llaf + bg(s) = aL[f](s) + bLg](s).
2. Si L(s) = L[f](s), tenim

Le™ f](s) = L(s — a).
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3. Siga f una funcié i £L[f](s) la seua transformada de Laplace; aleshores
L[f')(s) = sL[f)(s) = £(0).
Repetint el procés, tenim
LI (s) = s"L[f)(s) = 8" f(0) = s"2(0) —--- = f7D(0).

4. Si L[f](s) = L[g](s), tenim que f = g. Aleshores definim 'operador transfor-
mada inversa de Laplace, L~*, com L7Y(L) = f.

6.6.2 Taula de transformades de Laplace

- 1!
E[tn_l]:ua n=12..., s>0.
STL
—1)!
s—a)"
) b
L[sinbt] = 2rp 57 0
s
Llcosbt]| = —=, 5>0
s ;rb (6.26)
Llsinhbt] = 5—5, s>
52 —
Lcosh bt] = %b?’ s >b.
s2 —
b
L[e™ cosbt] = %a 8§ > a.

6.6.3 Treballs tutoritzats: Resolucié de problemes de valors inicials

Per resoldre un problema de valors inicials pel metode de la transformada de
Laplace, en primer lloc es pren la transformada de Laplace als dos costats de I’equacio.
Usant les propietats de la transformada i les condicions inicials s’obté una equacié
algebraica per a la transformada de Laplace de la solucié, L(s), i d’aquesta equacié
s’ailla L(s). A continuacié es determina la transformada inversa de Laplace, £L~(L),

utilitzant la taula anterior.
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Demostreu que la transformada de la solucié del problema de valors inicials
y'(t) — 3y(t) = €%, y(0) = 1 ve donada per
s—1
(s —2)(s—3)
i descomponeu en fraccions simples L(s) per a demostrar que la solucié és
y(t) = —e? + 23

L(s) =

6.7 Problemes

1.- Calculeu la serie de Fourier de la funcié periodica de periode 27

1, si O<z<m,
fla) = (6.27)

-1, si w<ax <27

sin x sin 3z sin(2k+1)x
(SOI é(T‘f'izf ++b (Qki—i-l) +)

s
2.- Calculeu la seérie de Fourier de la funci6 periodica f(z) =z, -7 <z < 7.

(SOI. 2(% _ sin22z + sin33z NI (_1>k+1 sinkkz N )

3.- Calculeu la serie de Fourier de la funci6 periodica f(z) = -2z, —7 < z < 7.
(Sol. 43> | S ginna).

n

4.- Calculeu la serie de Fourier de la funcié periodica de periode 27

fla) = z, si —w<z<L0, (6.28)

—z, si O<z<.

T oo cos(2n—1)x
(Sol. =5 + 23002, “Tare®)-

5.- Calculeu la serie de Fourier de la funcié periodica f(z) = —z+ 7w, —7 <z < 0.
(Sol. § — 3oL, (—1)r=tnznz),

6.- Resoleu, utilitzant la transformada de Laplace, el problema de valors inicials
y"(t) —y(t) =1, y(0) =0, y'(0) = 0. (Sol. y(t) = (1/2)(e* + e *) —1 =cosht —1).

7.- Resoleu, utilitzant la transformada de Laplace, el problema de valors inicials
Y (t) — 3y’ (t) + 2y(t) = €3, y(0) = 1, ' (0) = 0. (Sol. y(t) = e3t/2 — 2e% + 5et /2).
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CAPITOL 7

Exemples de seminaris

Contingut
7.1 Vectorsenelplaienlespai . . . . . . . . . . . . . . 90
7.2 Estudi general d’una funcié . . . . . . . . . . . . . . 93
7.3 Corbes en coordenades polars . . . . . . . . . . . . . 96
7.4 Curvatura d’unacorba . . . . . . . . . . . . . . . . 98

7.1 Vectors en el pla @ en l’espai

En aquest seminari proposem l'inici de 'estudi de I'algebra vectorial a partir de
conceptes propers a la intuicid com sén els vectors del pla i de l'espai. Aco ens
permetra seguir amb ’estudi axiomatic de I'estructura d’espai vectorial i les seues

propietats.
Formulacié matemaéatica
> Vectors en el pla.
Eixos coordenats. Abscisses: X. Ordenades: Y.
P, i P, punts en R2.

Definicié de vector fix: Fletxav = Py Py. Origen: P;(z1,y1). Extrem: Pa(x2,ys2).
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Projeccions eixos: v = (a,b) = a =29 —x1, b=1y2 —y1.
Component horitzontal, a, i component vertical, b.
Pendent: m = b/a. Inclinacié: « = arctan m.

Vectors fixos equivalents son els que tenen les mateixes components:

vy = (a1,b1), va = (az,b2), v1 vy < aj = ag, by = bs.
Conjunt de vectors lliures: V' = {(a,b),Va,b € R}. Un vector sera un vector
lliure, o element de V.
> Vectors en ’espai.
Eixos coordenats. X,Y, Z. Origen: O.
Projeccions eixos: v = (a,b,¢) = a =22 —x1, b=y2 —y1, ¢ = 23 — 7.

Inclinacions: (Si L = P, P»)

a = arccos(a/L), = arccos(b/L), v = arccos(c/L).

Vectors fixos equivalents sén els que tenen les mateixes components:

U1 = ((ll,bl,Cl), U2 = (GQ,bQ,CQ), V1 R U2 <~ a1 = asg, bl - b?u C1 = Ca.

Conjunt de vectors lliures: V = {(a, b, c),Va,b,c € R}. Un vector sera un vector
lliure, o element de V.
> Suma de vectors.
Suma en funcié de les components:
En el pla: v1 + vy = (a1 + ag, by + ba).
En Pespai: v1 + vy = (a1 + ag,b1 + ba,c1 + ¢2).
(Doneu una interpretacié geometrica (dibuix) de la suma de vectors.)
Demostreu que la suma de vectors dota el conjunt V' d’estructura de grup abelia:
(associativa, commutativa, element neutre i element oposat).
> Producte d’un escalar per un vector.
Producte en funcié de les components:
En el pla: kv = (ka,kb). En l'espai: kv = (ka,kb, kc).

(Doneu una interpretacié geometrica (dibuix) del producte.)

@ Ximo Gual Arnau - ISBN: 978-84-695-7963-3 92 Matematiques |1 - UJI - DOI: http://dx.doi.org/10.6035/Sapientia81

index



Demostreu que el producte verifica les propietats: (associativa escalar, distribu-
tiva escalar, distributiva vectorial i element unitat escalar).
> Norma d’un vector.
||v]| = longitud del vector — ||v|| = d(Py, P).
Norma en funcié de les components:
En el pla: ||v]| = Va? 4+ b%. En lespai: ||v|| = Va2 + b% + 2.
Tipus de vectors: Expliqueu que sén vectors unitaris, ortogonals, ortonormals i
canonics (1, 7, k).

> Producte escalar de vectors.

vy - vg = ||v1]||v2]] cosa.

(Doneu una interpretacié geometrica (dibuix) del producte de vectors.)
Producte escalar en funcié de les components:

En el pla: vy - vg = (a1a2 + b1b2). En lespai: v1 - vo = (a1az + b1be + c1¢2).
Demostreu que el producte escalar verifica les propietats: associativa i commu-

tativa.

> Angle entre dos vectors no nuls.

(o)
o = arccos | ————— | .
[lor ][ vzl

Estudieu paral-lelisme i perpendicularitat de vectors en funcié de I’angle.

Problema.- Tenim dos triangles rectangles O My P, i O3 M, Ps que tenen per ca-
tets respectius O1 My = 4cm, M1 Py = 3cm, Oa My = 7Tcem, MyPy = 24 cm. Calculeu
quantes vegades és més gran ’area del segon triangle que la del primer. Feu el mateix
per a les longituds dels vectors hipotenusa i també per a les seues inclinacions en els
vertexs O1 i Os.

(Sol. 14, 51 2, respectivament).

Problema.- L’origen d'un vector és P;(2,3) i el seu extrem és P»(4,1). Un altre
vector equivalent a l’anterior té el seu origen en @1(—6,5). Calculeu les coordenades

del seu extrem ()2 i també els seus pendents i inclinacions. Dibuixeu-ho.
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(Sol. Q2(—4,3), m = —1, a = —45°).

Problema.- Determineu un vector w paral-lel al vector v = {16, —15,12}, pero
de sentit oposat i de modul 75 unitats.
(Sol. w = —3{16,—15,12}).

Problema.- Trobant les longituds dels seus costats, analitzeu si el triangle de
vertexs A(—1,—4), B(3,—1) i C(—3,7) és un triangle rectangle.

Problema.- Determineu les cordenades x i y d’un punt P que equidiste dels punts
A(1,7), B(8,6) 1 C(7,—1). Sabrieu dir la propietat que té? (Sol. P(4,3)).

Problema.- Dos vectors del pla v i vy tenen per normes 2 i 5 unitats, respec-
tivament. Si I’angle format per aquests vectors és 120°, calculeu el producte escalar

dels vectors wy = 3v1 + 2vy 1 we = 2v1 — vy. (Sol. —31).

7.2 FEstudi general d’una funcio

Donada una funcié real de variable real, f : R — R, y = f(z), l'estudi local
d’aquesta funcié en un punt x = a consisteix a obtindre informacié de la funcié en
un entorn B.(a) de centre a i radi € del punt. Si la funcié f és de classe C™° en
B.(a), bona part de la informacié s’obté a partir de I'aproximacié de la funcié per un
polinomi de grau n a partir de la férmula de Taylor. En aquest seminari pretenem
repassar 1’estudi general d’una funcié a partir d’una analisi del calcul de les asimptotes,
el creixement i decreixement, els punts extrems, la concavitat i convexitat i també
els punts d’inflexié. En els problemes proposats aplicarem aquest estudi a funcions

polinomiques, racionals, exponencials, logaritmiques, trigonometriques i irracionals.

Formulacié matematica

Donada una funcié real de variable real y = f(x) tenim:

> Domini: D(f) ={z € R / 3f(z)} (conjunt d’existencia).
> Recorregut: R(f) ={f(z) / € D(f)} (conjunt imatge).
> Simetries i periodicitat.

— Simetria respecte de 'eix Y: f(z) = f(—=z) (funci6 parella).
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— Simetria respecte de l'origen O: —f(z) = f(—x) (funcié imparella).
— Funci6 periodica: f(z +p) = f(x). Periode: p (minim valor).
> Asimptotes verticals (A.V.).
Equacié = a. Condicié: y — oo. Tipus: lim,_,, f(x) = too.
> Asimptotes horitzontals.
Equacié y = b. Condicié:  — oo. Tipus: lim, 1o f(z) = 0.
> Asimptotes obliqiies.

Equacié y = mx + n.

m = mli)rglo flz)/x = xli)rgo f(z), n= xlirr;o f(z) — ma.

> Punts angulosos: f’(a™) # f'(a”) (punt no derivable).

> Punts de tall amb els eixos. Amb 'eix X: Substituir y = 0 en la funcié. Amb

I'eix Y: Substituir x = 0 en la funcid.

> Signe de la funcié (cal tenir en compte els punts de tall i A.V.).
Positiva: (+) = {z / f(z) > 0}. Negativa: (=) ={z / f(x) < 0}.

> Punts extrems (separen creixement i decreixement).

Maxim: Creix— Decreiz. Minim: Decreix— Creiz.
> Punts critics de segona especie: f”(a) = 0 + Punts no derivables.

> Concavitat i convexitat (trobar punts critics de segona especie i A.V.).

Concavitat: f”(a) > 0. Convexitat: f”(a) < 0.

> Punts d’inflexié (separen concavitat i convexitat).

Problema.- Determineu una funcié polinomica de quart grau de manera que tinga
un punt critic en P;(1,3) i un punt critic de segona especie, amb tangent de pendent
2, en el punt P»(0,0). Té altres punts critics? Estudia el creixement/decreixement
i els extrems. Estudia la concavitat/convexitat i els punts d’inflexié. En quin punt,

diferent de l'origen, es tallen la tangent donada i la funci6? Feu-ne el grafic.
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Problema.- El grafic de la funcié:

2
z°+ 14z 4+ 9

f@) = 55— —=

¢+ 2z +3

té un maxim i un minim. Determineu-los per mitja dels punts critics i de Iestudi

del creixement/decreixement. Trobeu també I’asimptota horitzontal, els punts de tall

amb els eixos i el signe de la funcié. Dibuixeu el grafic i assenyaleu el recorregut.

2/z  Estudieu el domini,

Problema.- Considereu la funcié exponencial f(z) = e
el recorregut a partir de la funcié inversa, les asimptotes paral-leles als eixos, el punt
no derivable, el creixement/decreixement, els extrems, la concavitat/convexitat i els

punts d’inflexi6. Resumiu totes les caracteristiques anteriors en un grafic.

Problema.- Calculeu el domini de la funcié

23 — 422 — 11z + 30
15

f(z) =3In

i les asimptotes verticals. Comproveu que talla I'eix X en x = 1.06 i trobeu els altres
punts de tall amb els eixos. Estudieu els extrems per mitja del creixement/decreixe-
ment. Si se sap que no hi ha cap punt d’inflexid, estudieu la concavitat/convexitat.

Feu-ne el grafic.

Problema.- En l'interval [—4m, 47], siga la funcié

Estudieu la simetria. Quins son els quatre extrems? I els cinc punts d’inflexié? Feu-
ne el grafic. Observeu que els punts d’inflexié estan alineats i calculeu ’equacié de la

recta que hi passa.

Problema.- Partint de la funcié

2 — 16
f@) =+ PERWE
estudieu el domini, la simetria, les asimptotes horitzontals i verticals, els punts de tall
amb els eixos, el creixement/decreixement i els extrems. Feu-ne el grafic i apunteu la
concavitat/convexitat i els punts d’inflexié. Suposant ara que la funcié és multiforme,

quin tipus nou de simetria hi haura? Feu la nova grafica i apunteu el recorregut.
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7.3 Corbes en coordenades polars

Un punt del pla R? el sabem representar mitjancant coordenades cartesianes
P(z,y) respecte d’un sistema de coordenades: l'origen de les coordenades O, 'eix
d’abscisses X i 'eix d’ordenades Y. A partir d’aquesta representacié hem estudiat
funcions (corbes) y = f(x) i hem interpretat els seus grafics. En aquest seminari

treballarem una altra representacié de punts en R? utilitzant coordenades polars.

Coordenades polars

Partim d’un pol, O, que coincideix amb l'origen de les coordenades cartesianes,
i d'una semirecta, I’eix polar, X, que coincideix amb ’eix d’abscisses X. D’aquesta
manera, les coordenades polars d’un punt P vénen donades per la distancia p del pol
O al punt P i per 'argument 6, que és I’angle format per 1’eix polar i el radi OP, on
considerem com a sentit positiu d’arguments el contrari al moviment de les agulles

del rellotge.

Representeu un mateix punt P € R? en coordenades cartesianes P(x,y) i en coor-
denades polars P(0, p) i demostreu que les relacions que hi ha entre les coordenades
cartesianes i les polars, que es poden establir de la representacié anterior, sén:

T = pcosf p=+/x2+y2

i (7.1)
y = psind 0 = arctan(y/x).

Notem que les dues primeres ens permetran passar de polars a cartesianes, i les
segones, de cartesianes a polars.

Corbes en coordenades polars

Una corba en coordenades polars s’expressara amb la forma
p=f(0). (7.2)

Abans de representar una corba en polars heu de dibuixar en R? un feix de rectes
que passen pel pol amb inclinacions de 30° en 30°, i després una familia de circum-
feréncies concéntriques amb el pol com a centre i de radis 1, 2, 3, 4, 51 6. Repre-
senteu en la figura resultant els punts P; (30°,3), P»(180°, 1), P5(240°,5), P4(330°,6),
P5(300°,4) i Ps(210°,2).

@ Ximo Gual Arnau - ISBN: 978-84-695-7963-3 97 Matematiques |1 - UJI - DOI: http://dx.doi.org/10.6035/Sapientia81

index



Problema.- Donada la corba en coordenades polars p = 4sin?(6/3), feu una taula
de valors, donant a I’argument els angles 0°, 30°, 60°... fins que el modul es repetisca
i dibuixeu els valors en el feix de rectes anterior. Comproveu que el periode de la
funcié és [0°,540°], perque si continuem donant més valors a 1’argument, aleshores la

corba passara sobre ella mateixa.

Demostreu que els extems de la funcié donada sén: P;(0°,0) (minim) i P»(270°,4)

(maxim).

En l'exemple anterior, 'argument 6 s’ha expressat en graus sexagesimals, pero
si aquest no és I'angle d’una funcié trigonometrica, s’haura d’expressar en radians,
perque el modul, com que és una longitud, no pot expressar-se en graus.

Recordem, de passada, ’equivalencia entre les dues mesures angulars: 7 rad =
180°.

Problema.- Dibuixeu la corba en polars p = 272/6 en linterval [360°,1800°] i

comproveu que es tracta d’una espiral que després d’infinites voltes arribaria al pol.

Donada una corba en polars p = f(6), tenint en compte les relacions x = pcos
iy = psind, podem expressar x = f(f)cosf iy = f(0)sinf. Si ara posem t = 0,

tindrem el que s’anomenen equacions paramétriques de la corba

x(t) = f(t) cost, y(t) = f(t)sint. (7.3)

Anomenarem extrems horitzontals els punts maxims i minims de la corba on la
recta tangent és vertical. Els trobarem calculant els valors de ¢ que anul-len la derivada
de z respecte de t. Analogament, els extrems verticals seran els punts maxims i minims

on la recta tangent és horitzontal. Haura de passar que dy/dt = 0.

Problema.- Donada la cardioide p = 5(1 — sin#), calculeu els maxims i minims
d’aquesta corba en coordenades polars. Passeu-la després a parametriques i deduiu els
seus extems horitzontals i verticals. Feu-ne el grafic i comproveu les dades anteriors.

(Sol. @1(90°,0) (minim) i Q2(270°,10) (maxim). Extrems horitzontals expressats
en cartesianes: Py(0,0), Py(—15v/3/4,—15/4) i P3(15v/3/4,—15/4). Extrems verti-
cals expressats en cartesianes: P;(0,0), P5(0,—10), Ps(5v/3/4,5/4) 1 P;(—5v/3/4,5/4).

Finalment, veiem que la corba té forma de cor, per la qual cosa s’anomena cardioide).
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Problema.- Dibuixeu les corbes p = 5 i p = 10sin(36) per mitja d’una taula de
valors i calculeu analiticament els sis punts de tall. Calculeu el radi de la circum-
ferencia que és tangent a la segona corba.

(Sol. Punts de tall: P;(10°,5), P»(50°,5), P5(130°,5), P4(170°,5), P5(250°,5) i
Ps(290°,5). Radi: p = 10).

Problema.- Dibuixeu la corba p = 9/(5 + 4 cos ) utilitzant una taula de valors.
Comproveu que es tracta d’una el-lipse passant-la a coordenades cartesianes. Quin
és el centre? T els semieixos? Dibuixeu també la recta p = 16/(5sinf — 4cosf). En
quins punts es tallen les dues corbes?

(Sol. C(—4,0),a=5,b=4. Pi(—1,2.4), P,(—7,-2.4)).

7.4 Curvatura d’una corba

En les classes teoriques s’estudien els polinomis de Taylor o polinomis osculadors,
que sén les funcions polindmiques que s’aproximen més en un punt a una corba
y = f(z). En particular, quan el polinomi de Taylor es de grau 1, tenim la recta
osculadora p(x) = mx + n que més s’aproxima a la funcié y = f(z) en un punt
(a, f(a)). Més tecnicament, direm que és la recta que representa un ajustament de
primer ordre amb la funcié donada en el punt (a, f(a)). S’haura de complir per tant

que p(a) = f(a) i p'(a) = f'(a). L’equacié de la recta osculadora és:

p(x) = f(a) + f'(a)(z — a). (7.4)

De manera similar, quan el polinomi de Taylor es de grau 2 tenim la parabola
osculadora p(x) = ma? +nx + q, que representa un ajustament de segon ordre amb la
funcié y = f(z) en un punt (a, f(a)). Haura de verificar que p(a) = f(a), p'(a) = f'(a)
ip’(a) = f"(a), i lequacié queda:

p(x) = f(@) + F @) —a) + T @~ a2 (75)

Curvatura d’una corba

Anomenarem circumferéncia osculadora la circumferéncia de centre C'(m,n) i radi

R; és a dir, la que té per equacié (z —m)? + (y — n)? = R?, que més s’aproxima a
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la corba y = f(z) en el punt (a, f(a)). Demostreu que el centre de la circumferéncia

osculadora C'(m, n), anomenat també centre de curvatura, té per coordenades

L P@OE @) (4 (@)?)
"= a0 IO T o 09
i que el seu radi, R, anomenat radi de curvatura, és
_ (L (f(a)?)??
R= Fi(a) . (7.7)

Exemple.- Demostreu que la circumferencia osculadora de la funcié parabolica

f(x) = 22/4 en el punt (—2,1) ve donada per
(x—2)%+ (y—5)% = (4V2)% (7.8)

Dibuixeu els dos grafics i comproveu que la circumferencia osculadora i la parabola

sén dues corbes tangents en P(—2,1).

Calculeu 'altre punt @ d’interseccié entre la parabola f(z) = 2?/4 i la circum-
feréncia osculadora (z —2)2 + (y — 5)? = 32. Resolent el sistema format per ambdues

equacions, comproveu també que P és un punt triple i que 'altre punt és el Q(6,9).

El valor invers del radi de curvatura, k = 1/R, s’anomena curvatura de la corba.
En un punt qualsevol (z, f(z)) d'una funcié y = f(x) s’expressara per

y//
K= —————. 7.9
A+ W77 o
Si la funcié és una recta y = ax + b, la curvatura és evidentment x = 0 en tots els

punts. Es a dir, les rectes sén corbes de curvatura nul-la.

Exemple.- Amb la mateixa funcié de I'exemple anterior, y = x?/4, demostreu

que la curvatura ve donada per I'expressio
4
V(4 + 22)3 '

Dibuixeu el grafic de la funcié i la seua curvatura i expliqueu el seu comportament.

(7.10)

R =

Si en cada punt d’una corba y = f(x) trobarem els centres de curvatura C(m,n)
i els dibuixarem, ens quedaria una corba que és coneguda amb el nom d’evoluta. Ma-
tematicament ho expressarem dient que ’evoluta d’una corba és el lloc geometric dels

seus centres de curvatura.
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Per determinar I'equacié de l'evoluta eliminarem x en les coordenades del centre
m = m(z) i n = n(z), i posarem la n en funcié de la m, n = g(m), que, canviant

variables m — = 1 n — y, quedara en la forma més corrent y = g(z).

Exemple.- Demostreu que I'equacié de I'evoluta de la corba y = 2%/4 ve donada

per
3222 + 4
y="9

i dibuixeu en un mateix grafic la corba i la seua evoluta.

(7.11)

Problema.- Determineu el radi i el centre de curvatura de la corba racional

3(2z —5)

277 (7.12)

fz) =

en el punt d’abscissa x = 3. Quina és la curvatura en aquest punt? Que es pot deduir

de la curvatura quan x — oo? Quin significat té? (Sol. k = 1.92, lim,_,~ x(x) = 0).
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CAPITOL 8

Connexions de les matematiques

amb les arees de quimica

En aquest capitol relacionem els coneixements proposats en les assignatures de con-
tingut matematic amb altres assignatures del Grau en Quimica. Encara que aquest
capitol s’haja detallat en la part final del llibre, es tracta en realitat d’un capitol
essencial, ja que justifica els motius pels quals s’introdueixen determinats conceptes

matematics.

A I’hora de mostrar connexions entre les matematiques i les branques de la quimica,
considerem les arees basiques que componen la doceéncia en el Grau en Quimica:
quimica fisica, quimica analitica, quimica organica, quimica inorganica i enginyeria

quimica, a les quals hem afegit la quimica computacional [41].

8.1 Quimica fisica

La quimica fisica aplica els metodes de la fisica a ’estudi dels sistemes quimics. Al-
gunes de les principals arees que s’hi estudien sén: mecanica classica, termodinamica,

electromagnetisme, electronica, mecanica quantica i cinetica.
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A continuacié comentarem alguns exemples que il-lustren la necessitat d’un bon
coneixement de ’aparell matematic inclos en el programa de la materia de ma-

tematiques:

> Els primers temes de I'assignatura de fisica versen sobre mecanica classica. Aixi,
els vectors s’utilitzen en els conceptes d’equilibri de cossos sota 'accié de les
forces i els vectors i funcions de diverses variables en cinematica, per a ’estudi
de la geometria del moviment dels cossos en I’espai en funcié del temps. Més
endavant, en la mateixa assignatura i dins de la mecanica classica, s’utilitzen les
integrals dobles i triples per al calcul de moments i centres de massa. Finalment,
en hidrostatica o estatica de fluids, s’utilitzen funcions vectorials i equacions
diferencials, per a ’estudi del comportament dels fluids en condicions d’equilibri.

Vegeu [9].

> La termodinamica s’introdueix en ’assignatura de fisica i es detalla en els pri-
mers capitols de quimica fisica. La termodinamica estudia els efectes dels canvis
de la temperatura, pressio i volum dels sistemes fisics a una escala macroscopica.
Les funcions de diverses variables s’utilitzen en caracteritzar qualsevol equilibri,
pero també apareixen el calcul diferencial i integral de manera natural, en carac-
teritzar les variacions dels sistemes termodinamics. Per exemple, el matematic
Constantin Carathéodory va donar una formulacié de la primera llei de la ter-
modinamica a través d’integrals de linia. Aquesta formulacié apareix en els

llibres de text actuals; vegeu, per exemple, [21].

A més de conceptes d’algebra i analisi matematica, també sén necessaries tecni-
ques estadistiques en termodinamica. Per exemple, ’entropia d’un sistema té
una interpretaci6 estadistica. Va ser Ludwig Boltzmann (1972) qui va introduir
la definicié d’entropia d’un sistema com la mesura del seu nivell de desordre.
L’entropia pot interpretar-se com una mesura de la distribucié aleatoria d’un
sistema. Es diu que un sistema distribuit a l'atzar té gran entropia. De fet,
van ser Boltzmann i altres els qui van desenvolupar les idees del que avui es co-
neix com a mecanica estadistica, teoria profundament influenciada pel concepte

d’entropia.

La mecanica estadistica és la part de la fisica que tracta de determinar el com-

portament agregat termodinamic de sistemes macroscopics a partir de consi-
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deracions microscopiques, utilitzant per a aco eines estadistiques al costat de
lleis mecaniques. Aixi, per exemple, per a predir el comportament d’un gas, la
mecanica exigira calcular la trajectoria exacta de cadascuna de les particules
que el componen (la qual cosa és un problema impossible d’abordar). La ter-
modinamica fa una cosa radicalment oposada: estableix uns principis quali-
tativament diferents dels mecanics per a estudiar una serie de propietats ma-
croscopiques sense preguntar-se en absolut per la naturalesa real de la materia
d’estudi. La mecanica estadistica intervé entre ambdues aproximacions: ignora
els comportaments individuals de les particules, i en comptes d’ago, es preocupa
de mitjanes. D’aquesta forma podem calcular les propietats termodinamiques
d’un gas a partir del nostre coneixement generic de les molecules que el compo-

nen aplicant lleis mecaniques.

Finalment, si considerem l’energia com una variable que depén, entre altres
parametres, de I’entropia, la seua representacié es realitza a través d’equacions

diferencials.

> L’electromagnetisme estudia i unifica els fenomens eléctrics i magnetics en una
sola teoria. De fet, els conceptes fonamentals del calcul vectorial (els camps,
la integral de flux) van ser construits a posteriori per a donar resposta a les
necessitats de formalitzacié requerides per a descriure i quantificar cert tipus
de fenomens naturals, entre ells, els relacionats amb els corrents d’electrons.
D’altra banda, certes propietats dels camps electromagnetics poden “descobrir-
se” (o justificar-se) sense recorrer a l’experimentacid, ja que sorgeixen com a

conseqiiencia formal de la manipulacié dels conceptes matematics involucrats.

> Les molécules i les particules que les componen (electrons i nuclis) no obeeixen
a la mecanica classica (newtoniana). Els nuclis actuen com a punts atractors
immersos en un nuvol de carrega negativa la densitat de la qual és la densitat
electronica. Els moviments d’aquestes particules estan governats per les lleis
de la mecanica quantica, i la seua aplicacié a 'estructura atomica, enllag
molecular i espectroscopia s’anomena quimica quantica. Aquestes afirmacions
que hem fet comporten la necessitat de I’estudi de funcions de diverses variables

i de la seua representacié en dues dimensions a través de corbes de nivell.

En mecanica quantica es defineix un atom com la regié de ’espai fitada per la
superficie on el flux del gradient de la densitat electronica és zero. Per tant, la

superficie atomica verifica la condicié de “flux zero”. Seguint per aquest cami es
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troba el quimic/a en la necessitat de coneixements d’integrals de linia, superficie
i teoremes com el de Green o el de Stokes. Alguns dels teoremes atomics més
importants, juntament amb les tecniques matematiques que s’utilitzen, es troben
en [2]. Sens dubte, un dels temes més destacats en la relaci6 entre matematiques

i quimica se centra en ’equacié de Schrodinger.

> Altres exemples d’aplicacié de les matematiques sén 'estudi de les superficies
equipotencials que apareixen en cinetica molecular, la distribucié de les velo-
citats moleculars d’un gas ideal (que necessita conceptes de probabilitat) i els
fenomens de transport o la integracié de les equacions cinetiques moleculars,

que comporten 1'is de tecniques d’equacions diferencials.

Alguns llibres que s6n font d’exemples i aplicacions de quimica-fisica sén [21], [16]
i [17].

8.2 Quimica analitica

La quimica analitica pot definir-se com la cieéncia que desenvolupa, i millora,
metodes i instruments per a obtenir informacié sobre la composicié i naturalesa
quimica de la materia. Dins de la quimica analitica s’inclou I’analisi quimica, que
és la part practica que aplica els metodes d’analisis per a resoldre problemes relatius
a la composicié i naturalesa quimica de la materia. Els ambits d’aplicacié de ’analisi
quimica sén molt variats; en la industria destaca el control de qualitat de materies
primeres i productes acabats; en el comerg, els laboratoris certificats d’analisis asse-
guren les especificacions de qualitat de les mercaderies, i en el camp medic, les analisis

cliniques faciliten el diagnostic de malalties.

Entre les fases d’una analisi quimica destaquen la presa de mostres, les seues
transformacions i ’analisi de dades, que sén, sens dubte, materies relacionades amb
I'estadistica.

Ressenyem a continuacié alguns exemples il-lustratius:

> Dins del laboratori s’ha de desenvolupar un pla general de validacié de metodes
i equips d’analisi quimica. Aixo ens porta inexorablement a tractar el tema
estadistic del calibratge. En general, en ’analisi d’errors se suposara una dis-

tribucié normal d’aquests errors.
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> Quan estudiem la quantitat d’un compost sotmes a diverses temperatures estem
obtenint dades per a realitzar una interpolacié, un ajust de minims quadrats o

una regressio.

> A T'hora de realitzar experiments fora del laboratori també necessitarem [’es-
tadistica. Per a esbrinar, per exemple, el nivell de ferro existent en ’aigua,
partirem d’una serie de dades estadistiques que com a tals hauran de ser trac-
tades. Els histogrames d’aquestes dades ens aportaran una hipotesi sobre la

distribucié de la concentracié de ferro en l'aigua.

> Per a esbrinar si dos o més tancs d’aigua tenen la mateixa concentracié de ferro
es prenen mostres i ’analisi de la variancia ens dira si acceptem o rebutgem

aqueixa hipotesi.

> L’avaluacié de la precisié i la veracitat de procediments analitics ens condueixen
a la quimiometria i al control de qualitat, parts molt importants dins de la
quimica analitica. El disseny experimental, els ajustos lineals i no lineals i el
control estadistic de processos (grafics de control) sén temes que apareixen d’una

manera natural.

> Els assajos calorimetrics comporten la preparacié d’una serie de solucions patré
i la comparacié de la intensitat del color amb la produida en la solucié de con-
centracié desconeguda. Aquesta concentracié és deduida de la seua absorbancia
en comparacié de les solucions patrd, mesurades en un colorimetre o espectro-
fotometre. La relacié entre I’absorbancia i la concentracié és lineal (Llei de
Beer). La concentracié de la substancia que s’estd mesurant és la variable z,
mentre que 'absorbancia és la variable y; el pendent b és la mesura del canvi
d’absorbancia per unitat de canvi en la concentracid, i 'ordenada en 'origen
a és la mesura de ’assaig en blanc. L’estimacié dels parametres a i b amb va-
riancia minima és un calcul habitual en quimica. Vegeu, per exemple, la pagina
151 de [38].

La bibliografia referent a la utilitzacié de 1’estadistica en aquesta area és molt
extensa; a manera d’exemple, esmentem [38], [27] 1 [26].

Altres tecniques fonamentals en la quimica analitica sén les basades en 1'us d’es-
pectrometres. L’espectroscopia per transformada de Fourier esta basada en l'inter-

ferometre de Michelson [35].
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8.3 Quimica tnorganica i quimica organica

La quimica inorganica tradicionalment estava definida com la branca de la quimica
que estudiava el “regne mineral”, a diferéncia de la quimica organica, que estudiava la
constitucié dels organismes vius (“regne animal” i “regne vegetal”). En Pactualitat,
la definicié de quimica inorganica s’ha simplificat a I’estudi de la quimica de tots els
elements “excepte el carboni”, del qual la quimica és convencionalment classificada
com a organica. Naturalment, la frontera s’ha tornat difusa: els quimics inorganics
estudien alguns compostos amb carboni, i els quimics organics també estudien com-

postos que contenen metalls.

Sén aquestes les dues arees on el paper de les matematiques podria semblar més
reduit, ja que en elles és on s’estudien el sistema periodic, la formulacié d’elements
i les seues propietats, els processos de sintesis en laboratori, el paper de 'oxidacié,
etc. No obstant aco, no és aixi; per exemple, el quimic organic necessita I'estudi de
les reaccions organiques, i és en aquest estudi on apareixen 'optimitzacié i les equa-
cions diferencials. Una reaccié quimica és un procés mitjancant el qual una o més
substancies, anomenades reactius, es transformen en unes altres, anomenades produc-
tes, i 'estequiometria és la part de la quimica que estudia les relacions quantitatives
entre les substancies que intervenen en una reaccié quimica. Les reaccions organiques

més importants sén:

>> Reaccions de substitucié. Un atom o grup d’atoms d’una molecula és reemplacat

per un atom o grup d’atoms d’una altra molecula.

>> Reaccions d’eliminacié. A partir d’una molecula gran s’obté una molecula xico-

teta. Augmenta el grau de multiplicitat de I’enllag.

> Reaccions d’addicié. Una molecula gran assimila una molecula xicoteta. Dis-

minueix el grau de multiplicitat de ’enllac.

Qualsevol de les tres reaccions ve definida per una equacié diferencial (o un siste-
ma d’equacions diferencials); la majoria d’aquestes equacions sén senzilles de resoldre,

analiticament o numericament.

Finalment, comentar que els conceptes de teoria de grups sén de gran importancia

en l'estudi de l'estructura molecular. Es defineix simetria com la regularitat en la

@ Ximo Gual Arnau - ISBN: 978-84-695-7963-3 108 Matematiques Il - UJI - DOI: http://dx.doi.org/10.6035/Sapientia81

index



disposicié de les parts o punts d’un cos o figura, de manera que posseisca un centre,

un eix o un pla de simetria.

Una operacié de simetria és una accid que, en actuar sobre una molecula, pro-
dueix una nova molecula, la qual, encara que diferent, no és distingible de ’original.
Associada a cada operacid, hi ha un element de simetria, que és el punt, linia o pla
respecte del qual es realitza 'operacié de simetria. Els elements de simetria d’una
molecula determinen el grup puntual al qual pertany. Cada element del grup té una
representacié irreductible en forma de matriu. Una vegada identificat el grup de la
molecula, coneixem moltes de les seues propietats, com vibracions, orbitals molecu-

lars, etc.

Els procediments exposats estan a cavall entre les matematiques i la quimica i,
sens dubte, fonamenten la teoria de grups. Aixi doncs, es poden extraure exemples
interessants per a la docencia del bloc d’algebra de Matematiques I en els llibres [10]
i[8].

8.4 Enginyeria quimaica

Segons la definicié de H. F. Rase i M. H. Barrow [32], I’enginyeria quimica com-
pren les activitats relacionades amb la produccié optima de coses ttils mitjancant
processos que impliquen fenomens fisicoquimics en una o més etapes. La parau-
la optima que apareix en aquesta definicié ens déna la clau sobre el principal paper

que exerceixen les matematiques en aquesta area: ’optimitzacié de processos quimics.
Una estupenda font d’exemples d’aquest tipus la podem trobar en [13] i [15].

A més de l'optimitzacid, també s’utilitzen altres tecniques matematiques en engi-
nyeria quimica [6], com per exemple técniques d’analisi numerica en la identificacié
de sistemes. Donat un sistema del qual es coneix el funcionament de manera experi-
mental, la identificacié de sistemes procura determinar un model que justifique aquest
funcionament. La paraula model es refereix normalment, des del punt de vista ma-
tematic, a un sistema d’equacions diferencials, i la minimitzacié de ’error es realitza

amb rutines numeriques. Aquesta ultima afirmacié pot comprovar-se en el llibre [34].
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8.5 Quimica computacional

Des dels anys vuitanta hi ha hagut un increment exponencial en I'tis de tecniques
computacionals en quimica. Aquest increment fa que s’haja passat de la “computacié”
de la geometria i propietats de molécules xicotetes fins a molécules d’una grandaria

relativament gran.

Es podria definir la quimica computacional com la part de la quimica que simula
estructures i reaccions quimiques numericament, basant-se en les lleis fonamentals
de la fisica. Els quimics tendeixen a estudiar els fenomens quimics calculant sobre
un ordinador tant o més que avaluant reaccions i compostos experimentalment. Al-
guns metodes no solament permeten explorar molecules inestables, sind que es poden
estudiar estats de transici6 i intermediaris, de curta vida mitjana, dificils d’aillar ex-

perimentalment.

Hi ha dues arees destacades en la quimica computacional orientades a I'estudi de
les molecules i la seua reactivitat: la mecanica molecular (MM) i la teoria d’estructura
electronica (EE). Ambdues tenen en comt els segiients aspectes, que obliguen a usar

tecniques d’equacions diferencials i optimitzacio:

> Calculs d’energia d’'una estructura particular, és a dir, per a un nombre d’atoms
donats. Aquests calculs condueixen a problemes de Sturm-Liouville i, per tant,

a I'tis de metodes numerics per a la seua resolucio.

> Optimitzacié de geometria, basada en 'operacié de trobar el minim d’energia
per a una estructura molecular propera a ’estructura de partida. L’optimitzacié
de geometria depen de la primera derivada de I’energia pel que fa a les posicions
dels nuclis. La forma en que varia I’energia amb petits canvis en ’estructura
molecular ve donada per la superficie d’energia potencial; per tant, la superficie
d’energia potencial és la relacié matematica entre I’estructura molecular i I’ener-
gia resultant. Per a una molecula diatomica, només podem variar la distancia
internuclear, per la qual cosa I’energia genera una corba. L’optimitzacié de geo-
metria intenta localitzar un minim d’energia en la superficie d’energia potencial,
i aixi aconseguir 'estructura d’equilibri d’'un sistema molecular. Per tant, in-
teressa saber on el gradient d’energia és zero, pero aco no solament ocorre per

als minims, també en els punts de sella. Els algorismes d’optimitzacié sén de
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tipus gradient (cerquen la direcci6 cap a on decreix més rapidament I'energia),
fins a aconseguir un punt estable, i després calculen la segona derivada, per a
trobar la matriu de les constants de forga (matriu hessiana). Aquestes constants
de forces especifiquen la curvatura de la superficie en un punt, amb la qual cosa

es pot obtenir informacié addicional sobre la molecula.

> Calculs de freqiiencia vibracionals, resultat del moviment interatomic en la
molecula. Les freqiiencies depenen de la segona derivada de I’energia pel que
fa a les posicions dels nuclis. Hi ha programes informatics que poden calcular
analiticament la segona derivada pel que fa a les posicions nuclears, i per tant
predir les freqiiéncies moleculars en el marc de les teories de Hartree-Fock, la te-
oria del funcional de la densitat i la teoria de pertorbacions de segon ordre. Per
a la resta dels metodes, les derivades s’han de resoldre numeéricament. Aquests
programes calculen també la segona derivada de ’energia pel que fa al camp

electric.

Com a bibliografia per a una millor comprensié del tema podem recomanar [22]
i [20]. Esment especial mereix el llibre [39], en el qual s’arrepleguen diversos arti-
cles d’interes per a introduir-se, a partir de les matematiques, en els fonaments de la

quimica.
Per a concloure el capitol destaquem els llibres [30] i [25].

[30]. En 1995, el Committee on Mathematical Challenges from Computational
Chemistry, el Board on Mathematical Sciences, el Board on Chemical Sciences and
technology i la Commission on Physical Sciences, Mathematics and Applications del
National Research Council, van publicar aquest llibre, ’objectiu del qual era destacar
I’evolucié de la connexié entre les matematiques i la quimica. El capitol 3 d’aquest
llibre conté una taula interessant, que il-lustra aquesta connexio entre diferents ambits

d’ambdues disciplines cientifiques.

[25] En aquest llibre s’introdueixen, encara que de manera molt esquematitzada,
practicament tots els continguts de les materies de matematiques i estadistica. El
llibre presenta també, després de cada llicd, una llista de problemes, molts d’ells

inspirats en continguts de la quimica i la fisica.
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