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Capitulo 1

Introduccion

Indice General
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1.1. Alfabetos y Cadenas.

Un alfabeto es un conjunto finito y no vacio de elementos denominados simbolos. Los
alfabetos se definen bien sea por extension, enumeracién de sus simbolos, o bien por com-
prension, enunciando alguna propiedad que todos los simbolos han de cumplir.

Algunos ejemplos de alfabetos son los siguientes:
1. ¥={abcdefghijklmnopqrstuvwxyz} el
alfabeto latino,
2. ¥ =10, 1}, el alfabeto binario,
3. ¥ ={a; | i € I}, donde T es un conjunto finito, como por ejemplo
I={zxeN|z>0Az <50}

Los dos primeros alfabetos se han definido por extension, mientras que el ter-
cero se ha definido por comprension.

Dado un alfabeto una cadena de ese alfabeto es una combinacion de simbolos de ese
alfabeto.
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Por ejemplo, con el alfabeto (1) una cadena seria “mar”, con el alfabeto (2)
seria “0111” y con el alfabeto (3) seria “aiasa49”.

Se define una cadena especial denominada cadena nula, denotada por )\, caracterizada
por no poseer simbolos.

Se denomina prefijo a cualquier secuencia de simbolos de la parte inicial de una cadena,
y sufijo a cualquier secuencia de simbolos de su parte final.

Por ejemplo, la cadena “0111” tiene como prefijos a las siguientes cadenas: A,
“0”, “01”, “011” y “0111” mientras que son sus sufijos las cadenas: )\, “1”,
{(]1 ’)’ ((1]] )” {(01]] ))'

Existe un gran nimero de operaciones béasicas que se pueden realizar con las cadenas.
De entre ellas, se destacan:

Longitud de una cadena Se denomina longitud de una cadena x, denotado por x|, a la
operacion que consiste en contar el nimero de simbolos que componen a la cadena x.
Esta operacion cumple las siguientes propiedades:

. [A]=0
2. |a| =1, si a es un simbolo del alfabeto

3. Siy=ajas..an, X =ajaz..anbya; € ¥,b € ¥, entonces [y|=n A [x| =n + 1.

Dado un alfabeto ¥, se define 3" como el conjunto de cadenas de longitud n que se
pueden construir con ese alfabeto. Asi, por ejemplo, siempre se cumple que sea cual
sea el alfabeto ¥, 0 = {\}.

Concatenacion Sean x e y dos cadenas, entonces la cadena resultante de concatenar x con
y es la cadena xy, cumpliéndose que si |  |=ny |y | =mentonces | zy |=| z | +
| ¥ | =n+ m. Cuando se concatena una cadena consigo misma varias veces se emplea
la potencia para denotarlo; por ejemplo, la cadena xxxx se denota como z*. Ademis,
como consecuencia del uso de esta notacion, resulta que | z™ | =n| z |.

Estrella de Kleene Se denomina estrella de Kleene, cierre reflexivo transitivo u operacion
asterisco sobre un alfabeto X al conjunto de todas las cadenas que se pueden construir
a partir de los simbolos del alfabeto >J; en notacién matemadtica esta definicién se
expresa asf: X* = |J;~o 2

Cierre transitivo El cierre transitivo u operacion mds, se denota como X7 y se define
como ¥ = J;50 X%

De las definiciones de cierre reflexivo transitivo y de cierre transitivo, se puede dedu-
cirque X* = {\} UXT.

Inversion Dada una cadena x € X*, x = ajas...a,, se define la cadena inversa de x,
denotada por ™!, a la cadena a,, . . . asa;. Esta operacién se puede definir también
recursivamente:
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LA t=)
2. (za) ' =a(z7!),conz € T* Aa € .

De esta definicién se desprenden varias propiedades entre las que cabe destacar las

siguientes:
1. = a si a € ¥, lainversa de un simbolo es el mismo simbolo,
2. (:): D=1 = 2, 2 € ¥*, la inversa de la inversa es la cadena original,
1_ -1 -1,.-1
3. (@ xp) T =y xg @y, € XN

1.2. Lenguajes.

Dado un alfabeto X se dice que L es un lenguaje si es un subconjunto de X.*, es decir,
L CY¥x

Por ejemplo, sea el alfabeto Y2 = {0,1}. Ly = {0, 01, 011} es un lenguaje finito
sobre el alfabeto Xy Ly = {0?™ | n > 0} es otro lenguaje, esta vez con un
nimero de cadenas infinito, sobre el mismo alfabeto.

Puesto que se ha definido un lenguaje como un conjunto de cadenas, las operaciones
que se pueden realizar sobre lenguajes son las mismas que las que se pueden realizar sobre
conjuntos. De entre ellas, se destacan las siguientes:

Union de lenguajes L; U Ly = {x € ¥* |z € L1 Vx € La}.
Cumple las propiedades
1. Asociativa, L1 U Lo U L3 = (Ll U LQ) UL3=1L1U (L2 U L3),
2. Commutativa, Iy U Ly = Lo U L,y
3. Elemento neutro, LUQ =0 UL = L.

Interseccion de lenguajes L1 N Lo = {z € ¥* |z € L1 ANz € La}.
Cumple las propiedades
1. Asociativa, L1 N Lo N Ly = (Ll N L2) NL3=L1N (L2 N L3),
2. Commutativa, Iy N Ly = Lo N Ly, y
3. Elemento neutro, LNYX* =Y*NL = L.
Concatenacion L1Ls ={x € X" |z =yz Ay € L1 Nz € Lo}.
Cumple las propiedades
1. Asociativa, L1L2L3 = (Lle)Lg = L1 (L2L3), y
2. Elemento neutro, L{\} = {\}L = L.



4 Capitulo 1. Introduccion

En la concatenacién de lenguajes también se utiliza la notacion potencia tal y como
se definio en la concatenacion de cadenas, es decir, el lenguaje LLLL se denota como
LA,

Estrella de Kleene L* = J;»q L".

Cierre transitivo L™ = J,., L".

Al aplicar las operaciones asterisco y mds sobre lenguajes, se puede comprobar que
se cumplen las siguientes propiedades:

a) (L*)*=L* b)Lt = (L*)L
o (LT =L* d) (L)t =L*
e) (LT)" =L* f)siLy C Lo, entonces L} C L3 AL C L3

Dependiendo de si A pertenece o no pertenece a un lenguaje L se establece la siguiente
relacion entre la operacidn mds y la operacién asterisco:

LT =L* siNe LyL" =L*—{\}, si \¢ L.

Diferencia de lenguajes L, — Lo = {z € ¥* |x € L1 Nz & Lo}.

Se cumple que si L1 C Lo entonces L1 — Lo = () puesto que todas las cadenas de Ly
pertenecen a Ly, y que si L1 N Ly = () entonces L1 — Ly = Ly, puesto que ambos
lenguajes no tienen cadenas en comun.

Complemento Sea L un lenguaje, entonces el lenguaje complementario de L, denotado por
L,sedefinecomo L =* - L={ze X" |z ¢L}.

Cumple las propiedades
1. L=1L,
2. LUL=Y"y
3. LNL=9

Partes de un conjunto Una de las operaciones bésicas sobre conjuntos consiste en calcu-
lar el conjunto de todos los conjuntos que se pueden formar con los elementos del
conjunto original. Esta operacidn se denomina cdlculo de las partes de un conjunto
y, si el conjunto se denomina A, se denota como P(A) o 24.

Por ejemplo, si A es el conjunto A = {a,b,c} entonces el cdlculo de las
partes del conjunto A, 2° 0 P(A), es el siguiente:

2% = {0, {a}, {0}, {c}. {a, b}, {a, ¢}, {b,c}, {a, b, c}}

Una vez establecida la operacién partes de un conjunto queda por destacar cual es el
resultado al aplicarla a un conjunto con un nimero infinito de elementos. Por ejemplo,
dado un alfabeto ¥, considérese 2> . Con esta operacién se denota al conjunto de
todos los conjuntos que se pueden formar con los elementos del alfabeto 3, es decir,
todos los posibles lenguajes que se pueden formar con las cadenas de simbolos del
alfabeto ..
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La observacion anterior permite realizar una consideracion interesante.
Sea el alfabeto ¥ = {0,1}; en el conjunto 2% estarian, entre otros mu-
chos conjuntos, el conjunto de cadenas que representan el juego de ins-
trucciones de cualquier microprocesador (68000, pentium, athlon, ...etc.).
Mds aun, si se concatena en una misma cadena todas las instrucciones
de un programa escrito en uno de estos juegos de instrucciones, también
se obtiene un elemento de 2" . Se tiene, entonces, que, de entre los ele-
mentos de 2%, un subconjunto seria el formado por todas cadenas que
representan programas correctamente escritos en ese juego de instruccio-
nes, y que, ademds, un subconjunto de este seria el de los que no sélo son
correctos desde el punto de vista sintdctico, sino que también se ejecutan
de forma correcta.

Inversion Dado un lenguaje L, L. C ¥*, se define el lenguaje inverso de L, denotado por
L=, como el conjunto de cadenas que resulta de aplicar la operacién de inversién a
cada una de las cadenas del lenguaje L, es decir, ™! = {27! |z € L}.

Se puede comprobar que esta operacion cumple las siguientes propiedades:
() =3 b) (L1Lo) ™t = Ly Lyt

O (L) = (LY &) (L) = (L) (LU L) = L7 ULy
C) (E*)fl — Y* f) (Lfl)fl - I

Sustitucion Sean X y I" dos alfabetos. La operacion de sustitucion se define como la opera-
cién consistente en asociar a cada simbolo de un alfabeto, un lenguaje sobre el otro
alfabeto, es decir, f es una operacion de sustitucion si:

f:2 =2 |VaeX, fa) ST

Esta definicion se puede extender a cadenas de simbolos de la forma recursiva si-
guiente:

Foyor— ol talque{ F(za) = F(x)f(a), a € X Aw € 37

Para evitar confusiones se utilizard el mismo simbolo, f, para expresar la operacién
de sustitucién sobre simbolos que sobre cadenas.

La tdltima extensién que se puede realizar con esta operacién consiste en aplicarla
sobre lenguajes. Sea L un lenguaje sobre el alfabeto ¥, es decir, L C X*, entonces
la operacién de sustitucién sobre el lenguaje L se define como f (L) = U, ¢y, f(2).

Homomorfismo Es un caso particular de la operacién de sustitucién, que consiste en aso-
ciar a cada simbolo de un alfabeto, una cadena sobre otro alfabeto,

h:¥—T%|VaeX ha) eT™.

Esta definicién se puede extender a cadenas y lenguajes de la forma siguiente (se
mantiene el simbolo de funcidn / para ambos casos):

RN * h(/\) - {)\}’
h . E _>F ) ta’l que{ h(:E(I) — h(l‘)h(a), a € Z/\$ S E*
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Sea L C ¥*, entonces h(L) = U,er, h(x).

Homomorfismo inverso Sea L € I'* un lenguaje, entonces la operacién de homomorfismo
inverso, denotada h~!(L) se define como el conjunto de cadenas h=(L) = {z €
¥* | h(xz) € L}.

Con estas dos tltimas operaciones se cumple que

1. h(h"Y (L)) C L,L CT*,y
2. LC h~Yh(L)),L C ¥

Por ejemplo: Sea h(0) = aa y h(1) = bb.
Sea Ly = {ab, ba} C {a, b}*. Entonces, h=1(L1) = (.
Sea Ly = {aabb, aab, bba} C {a, b}*. Entonces, h~'(Ls) = {01}.

1.3. Introduccion a la Técnicas Basicas de Demostracion.

Aunque cada demostracién es diferente, puesto que cada una se aplica a enunciados
diferentes, si que se pueden establecer una serie de técnicas de demostracion que se aplican
muy frecuentemente en enunciados de teoria de autématas y lenguajes formales.

La primera de estas técnicas es la denominada demostracion por induccion. Toda de-
mostracion por induccién se compone de tres pasos: el paso base, que hay que demostrar
cierto, y se suele corresponder con la instancia més sencilla de la propiedad a demostrar, la
hipotesis de induccion, que se supone cierta, y el paso de induccién, que hay que demostrar
utilizando la hipétesis de induccién y el paso base.

Como ejemplo de aplicacion de esta técnica se va a demostrar el siguiente
enunciado:

Proposicion 1.1 Si A es un conjunto finito, entonces el niimero de elementos del con-
junto 24 o5 214l siendo |A| el niimero de elementos del conjunto A, es decir, su cardinal.

Demostracion:

Paso Base: Sea A un conjunto de cardinalidad 0, es decir, A = (). Entonces se
cumple que 24 = {0}, por lo tanto, | 2 | = 1. También se cumple que
214l =20 =1,

Hipotesis de Induccion: Sea n > 0y sea A un conjunto de cardinalidad n, se
supone cierto que | 24 |= 214,

Paso de Induccion: Sea A un conjunto tal que |A| = n + 1. Como n > 0
entonces el conjunto A contiene al menos 1 elemento, denotémoslo por a.
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Otra técnica de demostracion muy utilizada consiste en la denominada reduccion al
absurdo, en la que se establece una suposicion inicial y al ser consecuente con ella se llega
a una conclusién que la refuta. Por lo tanto, esa suposicion inicial no puede ser correcta
puesto que, de ser asi, entonces se estableceria un enunciado que resulta ser a la vez cierto

y falso.

Sea el conjunto B, B = A - {a}, entonces |B| = n. Por Hipdtesis de induc-
cion se sabe que al ser B un conjunto con n elementos se cumple | 2B | =
2Bl = 2n,

Se puede dividir el conjunto potencia de A en dos partes, aquellos conjun-
tos que no contienen al elemento a, es decir, 25, y por otra parte aquellos
conjuntos que contienen al elemento a, es decir, C = {XU{a} | X € 2B},
que se obtienen introduciendo en cada conjunto de 27 el elemento a. Esta
division particiona el conjunto 2* en dos partes disjuntas que poseen el
mismo niimero de elementos. Por lo que la cardinalidad del conjunto 2°
serd:

|24 =] 2B | + | 2¢ |= 27 4 27 = 2nHl = ol

c.q.d.

Como ejemplo de aplicacion de esta técnica se va a demostrar el siguiente
enunciado:

Proposicion 1.2 Dados los lenguajes Ly Lo, L1=Lo si, y sélo si, (L1 N La) U (L1 N
L) =

0.

Demostracion.:

“=” L1 =Ly = (L1 N EQ) U (El NLy) =10

Por reduccion al absurdo. Supongase que dado cierto que Ly = Lo,
entonces (L1 N L) U (L1 N La) # 0. Si esto ocurre entonces o bien
x € (L1 N Lg) 0 bien x € (L1 N Ly). En cualquiera de estos casos la
cadena x pertenece a uno de los dos lenguajes y no al otro; por lo tanto,
ambos lenguajes no pueden ser iguales (difieren en al menos una cadena),
lo que contradice la suposicion inicial. Por lo tanto, esa suposicion no
puede ser cierta.

(LlﬂEQ)U(ElﬂLQ) =0=Li=1Lo

Por reduccién al absurdo. Supdngase que dado cierto que (L1 N Ly) U
(El N Ly) = (, entonces Ly # Lo. Si esto ocurre es porque existe al
menos una cadena que pertenece a un lenguaje y no pertenece al otro, de
lo que se deduce que (L1 N La) U (L1 N La) # 0, lo que contradice la
suposicion inicial. Por lo tanto, esa suposicion no puede ser cierta.

c.q.d.
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1.4. El Concepto de Gramatica.

Informalmente una gramética no es mis que un mecanismo para generar las cadenas que
pertenecen a un lenguaje. Este mecanismo define un conjunto finito de reglas que, aplicadas
a partir de un tnico simbolo inicial, son capaces de generar todas sus cadenas.

Por ejemplo, sea la gramdtica

S—0S]04
A—1A11

En el ejemplo se observan dos tipos de simbolos; por un lado, S'y A que se de-
nominan simbolos auxiliares y, por otro lado, 0 y 1 que se denominan simbolos
terminales. El objetivo es obtener una cadena aplicando producciones, que son
las reglas que nos indican como substituir los simbolos auxiliares. Las cade-
nas generadas por una gramdtica estdn formadas exclusivamente por simbolos
terminales.

Asi, para obtener una cadena se parte de S (simbolo inicial, start) y se substi-
tuye por una de sus dos producciones. No hay ningiin tipo de preferencias entre
ellas, se puede elegir cualquiera:

S =08

Y, a continuacion, hay que proceder del mismo modo y substituir la nueva apa-
ricion de S por una cualquiera de sus dos producciones:

S = 0S = 00S = 000S

En este punto, se podria optar por la segunda produccion,
S = 0S = 00S = 000S = 0000A

y, por lo tanto, ahora habria que continuar substituyendo el auxiliar A por una
de sus dos producciones,

S = 0S = 00S = 000S = 0000A = 00001A = 000011A = 0000111

La cadena 0000111 estd formada exclusivamente por terminales, luego se pue-
de concluir que es una cadena del lenguaje generado por la gramdtica. A con-
tinuacion, se formalizan estos conceptos.
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Definicion 1.1 (Gramatica) Una gramdtica es una cuddrupla
G= (X%, PS)

donde:

YA es el denominado alfabeto de simbolos auxiliares,

31 es el denominado alfabeto de simbolos terminales,

P es el denominado conjunto de producciones. Es un conjunto de pares ordenados («,
() finito y no vacio,

P = {(alaﬁl)a (O[Zaﬁ?)a ) (an,ﬂn)}a
con oy € (EAUET)+ A B € (EA UET)*,’L' =1,2,...,n.
S es un simbolo especial denominado simbolo inicial de la gramdtica, S € ¥ 4.

Se denota por ¥ al conjunto X 4 U X1 y se exige que Y4 N Xp = ).

Las producciones se definen formalmente como pares («, §) en los que a « se le de-

nomina antecedente de la produccién y a (3 su consecuente. La notacién habitual de una
produccion (a, () es la expresion o« — 3, que ha sido la utilizada en el ejemplo anterior.

Definicion 1.2 Dos cadenas, 01 y 02 se encuentran en relacion de derivacion directa
dentro de la gramdtica G, denotado por 01 = ¢ 65, cuando

01 =vyad Ny =vB6 N (a — ) € P

donde a, B3, vy b € X%,

Es decir, esta relacion expresa como conseguir de forma directa una cadena 5 a partir

de otra cadena 6;: realizando la sustitucién de la cadena « por la cadena (3 (aplicando una
produccidn de la gramética G) dejando el resto de cadenas sin modificar.

Por ejemplo, en la gramdtica anterior las cadenas 000S y 0000A estdn en
relacion de derivacion directa ya que se puede obtener 0000A de 000S en un
unico paso.

Definicion 1.3 Dos cadenas, 01 y 05 se encuentran en relacion de derivacidon en n
pasos dentro de la gramdtica G, cuando existen n cadenas i1, 42, - - . , fbn, € 2%, tales
que 01 =G p11 =G H2 =G - =G fn =G o
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Esta operacion se puede generalizar mds atin si no se especifica el niimero de pasos. En
este caso se emplea la notacion 6 4@ 0> cuando n > 0 (es decir, se utilizan cero, una
o mas derivaciones directas) y se emplea la notacion 6; :ig f> cuando n > 0 (es decir,
cuando se utilizan una o mas derivaciones directas).

Definicion 1.4 Dada una cadena 6 € ¥, se dice que 0 es una forma sentencial cuan-
do S =¢ 0. Una cadena 6 se denomina sentencia o palabra cuando 6 es una forma
sentencial y todos los simbolos de 0 son simbolos terminales.

En el ejemplo anterior, las cadenas 0005, 0000A y 00001 A (entre otras) son
formas sentenciales. Sin embargo, 0000111 ya es una palabra, puesto que sélo
estd formada por terminales.

Definicion 1.5 Se define el lenguaje asociado a una gramatica como el conjunto de
palabras

L(G)={z €%} | S =¢ x}.

En adelante, y siempre que no exista posibilidad de confusién, se suprimira la identifica-
cién de la gramdtica como subindice en las flechas que denotan las relaciones de derivacion,
tal y como ya se hizo en el desarrollo del ejemplo.

¢ Cudles son los lenguajes generados por las siguientes gramdticas?

(@) S—0S|0A (b) S—0S[14 (¢) S—aS|bA|\

A—1A]1 A—1A] A A—DbA| A
(d) S—aS|A (e) S—0S51]01 (f) S—0S1|A
A—DbA| A
(g) S — 000S111| 000111 (h) S — 000S111 (i) S — X |Y
051 — 01 Y —-aY | A
A—DA| A
X — 0B1Y
B —0B1| A\

Para determinar cudl es el lenguaje generado por una gramdtica se tiene que
calcular cudles son las cadenas que pueden derivarse a partir de su simbolo
inicial. Por ejemplo, en la gramdtica del apartado a) se puede proceder de la
siguiente forma:

S = 0S = 00S = 000S = ..., es decir, se puede pensar en aplicar primero
n veces la produccion S — 0S5, obteniéndose
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S & 0"S = ... tras lo cual se aplica la produccion S — 0A, siendo el
resultado
S = 0"S = 0"0A = ... tras lo cual se puede aplicar varias veces la

produccion A — 1A,

S = 0"S = 0"0A = (0"01A = 0"011A = 0"0111A...

Si se aplica m veces A — 1Ay ya, por iiltimo, A — 1, se llega a
S 0mS = 0"0A4 2 0"01™A = 0"01™1.

Por lo tanto el lenguaje generado por la gramdtica del apartado a) es el si-
guiente:

L(Gy)) ={z €{0,1}" |z =0"1", conn,m > 1}

Se propone como ejercicio la obtencion de los demds lenguajes.

Definicion 1.6 Dos gramdticas se denominan equivalentes cuando ambas generan el
mismo lenguaje. Es decir, dadas dos gramdticas G1 y Go entonces G1 = Gy <
L(Gy) = L(G3).

Ademds, una gramética sélo puede generar un lenguaje mientras que un lenguaje puede
ser generado por varias gramaticas (de hecho, hay infinitas gramadticas que son capaces de
generar un mismo lenguaje).

Se propone como ejercicio determinar cudles de las gramdticas anteriores son
equivalentes.

1.5. Clasificacion Jerarquica de las Gramaticas.

Uno de los posibles criterios para clasificar las graméticas es hacerlo de acuerdo al for-
mato utilizado para describir al conjunto de producciones. Esta clasificacién fue establecida
por el lingiiista Noam Chomsky.

Gramaticas de tipo 3: También denominadas regulares. Las hay de dos tipos, segin sean
el formato de sus producciones:

= Lineales a la derecha, con producciones

A — aB
A—a
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» Lineales a la izquierda, con producciones

A — Ba
A—a

En ambos casos, A, B € ¥4, a € X7.

Hay que destacar que no se permite mezclar en una misma gramdtica de tipo 3 pro-
ducciones lineales a la derecha con producciones lineales a la izquierda.

Gramaticas de tipo 2: También denominadas de contexto libre. Son las gramaticas carac-
terizadas porque su conjunto de producciones presenta el siguiente formato:

A — Bdonde A€ Xy, BeX’.

En las gramaticas de tipo 2 el simbolo A siempre se puede sustituir por la cadena
independientemente del contexto en el que aparezca.

Gramaticas de tipo 1: También se les conoce como gramdticas sensibles al contexto. Son
aquellas gramdticas cuyas producciones presentan el siguiente formato:

a1Aas — aqfas donde A € ¥4, aq,a0 € XF, B e XT.

Es decir, s6lo se permite la sustitucion del simbolo A por la cadena (3 cuando el
simbolo A aparezca en el contexto indicado por la produccidn, es decir, con la cadena
o alaizquierda de A y por la cadena o a su derecha. Nétese la diferencia con las
gramadticas de tipo 2.

Como excepcion a este formato se permite que S — A, pero si esto sucede entonces
el simbolo inicial S no puede aparecer en el consecuente de ninguna otra produccién
de la gramatica.

Como caracteristica adicional de este tipo de gramadticas se cumple que en cualquier
secuencia de derivaciones, por ejemplo S = 6; = 6, = 63 siempre se verifica
que | 0,11 |>| 0; |. Por este motivo a estas gramadticas también se las denomina
gramdticas crecientes.

Gramaticas de tipo 0: Son aquellas gramaticas caracterizadas porque en sus producciones
no se establece ningun tipo de restriccion respecto a su formato.

Se dice que un lenguaje es de tipo i (i = 3, 2, 1, 0) si, y s6lo si, la gramética de indice
mas alto que puede generarlo es de tipo i.

Ademas, se verifica que si se denomina L; a la clase de lenguajes generados por gramati-
cas de tipo i entonces se observa que, de la definicién de la jerarquia de graméticas de
Chomsky, se deriva el siguiente enunciado

L3 C Ly C Ly C Ly.
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Aln se puede afinar mds y, en los temas sucesivos, se demostrard que estas inclusiones
no son propias, es decir, existen lenguajes pertenecientes a la clase L; que no pertenecen a
laclase L;11 (i =0,1,2).

Por lo tanto, se cumple el siguiente enunciado
Ls C Ly C Ly C Lo,

lo que se podria representar de forma grafica mediante la siguiente figura:

T D

Figura 1.1: Relaciones entre las clases de lenguajes derivadas de la jerarquia de Chomsky.

La jerarquia establecida por Chomsky, ademads de resultar elegante, permite vertebrar
la Teoria de la Computacion clasificando las clases de lenguajes en funcién del nimero de
recursos computacionales necesarios para reconocerlos.

Uno de los objetivos del estudio de los lenguajes formales es asimilar la correspondencia
entre lenguajes formales y problemas computacionales, esto es, cualquier lenguaje formal
se puede asociar a un problema computacional. Desde este punto de vista, reconocer las
cadenas de un lenguaje es equivalente a solucionar un problema. Por lo tanto, la jerarquia de
Chomsky realmente lo que permite es clasificar por orden creciente el poder computacional
necesario para poder resolver distintas clases de problemas. Y uno de los resultados mas
espectaculares de esta disciplina lo supone el hecho de que, hoy por hoy, existen problemas
que no se pueden resolver atiin cuando se utilice el modelo con mayor poder computacional,
el correspondiente a los lenguajes de Tipo 0, que modela la capacidad computacional de
cualquier computador existente. Esto es, hay problemas irresolubles, hay limites para el
concepto de computacién tal y como lo entendemos.

También resulta interesante comentar como ha ido tomando cuerpo esta teoria ya que,
en principio, los principales resultados surgieron de campos muy diversos. Del campo de
la Logica Matematica surgié el modelo de Maquina de Turing, que ocupa el lugar mas al-
to de la jerarquia, ya que es el reconocedor de los lenguajes de Tipo 0. Del campo de la
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Automdtica Industrial, surgieron las Autématas de Control Finito, que ocupan a su vez el
lugar mas bajo, al corresponderse con los lenguajes de Tipo 3. De avances propios de la In-
formadtica, como el desarrollo de los procesadores de lenguaje, surgieron los reconocedores
de lenguajes de Tipo 1.

El propio Noam Chomsky no es informatico, ni matemadtico, ni ingeniero. Como ya
se ha dicho es un lingiiista cuya principal aportacién fue el estudio de las graméticas y su
clasificacién como parte de la demostracién de su teoria generativa de las gramaticas .

Sin embargo, todos estos elementos tan diversos en su origen, estructuran el modelo
existente de la Teorfa de la Computacion. Los capitulos de este libro se han estructurado
de acuerdo a esta jerarquia, estudiando los niveles més trascendentales para nuestros objeti-
vos; asi, en la asignatura se verdn los diferentes modelos abstractos en tres grandes grupos,
correspondientes a los niveles 3,2 y 0.

"La teorfa de Chomsky se basa en la existencia en el ser humano de estructuras gramaticales propias, esto es,
el ser humano nace con la capacidad de aprender un lenguaje porque los esquemas gramaticales forman parte
de su cerebro, de tal forma que, a medida que su experiencia le permite mejorar ese conocimiento, adquiere
completamente la capacidad de comunicarse en un idioma. Esta teoria se contrapone a las que asumen que el
cerebro humano es una “tabla en blanco” al nacer y que s6lo mediante su interaccion con el entorno adquiere
el lenguaje.
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2.1. Automatas Finitos Deterministas.

En esta asignatura se estudiaran distintos tipos de maquinas abstractas con diferente
poder computacional. Cada uno de estos tipos de mdquinas permiten reconocer lenguajes
de distintos tipos y su poder computacional estd asociado a cudl es el tipo de lenguajes que
pueden reconocer.

El primer tipo de maquinas abstractas que se va a definir son los Autématas Finitos, que
permiten reconocer cadenas pertenecientes a Lenguajes Regulares.

Son los autématas con menor poder computacional y para reconocer los lenguajes s6lo
disponen de una cinta de entrada (en la que se escribe una cadena), de un cabezal lector
(que lee simbolos de uno en uno y de izquierda a derecha) y de un conjunto finito de reglas

15
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que especifica como actuar ante cada simbolo leido de la cinta de entrada. Graficamente se
puede representar por medio de la siguiente figura:

Cintade entrada
[ajblb]bjaja]

Cabeza A
deLectura===1~=—"""""" >

Control
Finito

Figura 2.1: Modelo fisico de un Autémata Finito.

Definicion 2.1 Un autémata finito determinista, AFD, es una quintupla A =
<E7Q>f7 QO>F> donde:

Y. es el alfabeto de entrada,
Q es un conjunto finito y no vacio de estados,

f es una funcion total definida como
[@x¥—0Q,

qo es el denominado estado inicial, qy € Q,

F es el conjunto de estados denominados finales, F' C Q.

La forma mas generalizada de representacién de un AFD es mediante un grafo dirigido.
En este grafo los nodos se corresponden con los estados de Q y los arcos representan valores
de la funcién de transicion f, de forma que si f(gs, a) = ¢, entonces desde el nodo ¢, parte
un arco etiquetado con el simbolo a hacia el nodo ¢;. Los estados de F se representan
mediante nodos con doble circulo y el estado inicial se suele representar con una flecha de
entrada al nodo que lo representa.

Ejemplo:

Sea A el siguiente AFD

Q@ ={90, 91,2} F={q,a}
¥ ={0,1} q € Q, es el estado inicial
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en el que la funcion de transicion f se define como:

f 011
qo || 90 | 1
q1 || 92 | 91
q2 || 92 | 92

Este AFD se puede representar mediante el siguiente grafo:

Para poder determinar cudl es el conjunto de cadenas aceptadas por un automata se
necesita estudiar cudl es su comportamiento ante cadenas de simbolos. Se define f’ como
la extension de la funcion de transicion que se aplica a cadenas de simbolos del alfabeto,

fliQx¥*—Q
a)f'(¢,\) =q¢,VqeQ
b)f'(q,za) = f(f'(g,2),a),z € ¥*,a € X

De esta forma, en el automata finito del ejemplo anterior

f'(90,011) = f(f(f(f'(g0,1),0),1),1) = q1.

Para simplificar la notacién se utiliza el mismo simbolo de funcién f para referirse tanto
afcomoa f.

Definicion 2.2 Se define el lenguaje aceptado por un AFD A = (3, Q, f, qo, F') como
el conjunto de cadenas tales que después de ser analizadas el AFD se encuentra en un

estado final; es decir,

L(A) ={z e X" | f(qo,z) € F}

Ejemplo:
¢ Qué lenguajes reconocen los AFD de la figura2.2]?

EL AFD del caso (a) reconoce las cadenas que tienen el formato (10)™ con
n > 1, es decir L, = {10,1010, 101010, 10101010, .. .}.

EL AFD del caso (b) acepta las cadenas que presentan el formato bca™ y las
cadenas del formato ac™, con n,m > 0.
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0:0:0:0
0:0:0:0:0:5

(©

Figura 2.2: ;Qué lenguajes reconocen estos AFD?

ELAFD del caso (c) resulta mds dificil de describir de forma general. Algunas
de las cadenas que acepta son

L. = {acacbdbcaca, aaacaaacccbdddddbeaaaca, . . .}

Aquellos estados que no sean finales y que, ademads, una vez que son alcanzados el AFD
permanece en ellos, sean cuales sean los simbolos que se lean de la entrada, se denominan
estados sumideros. Como convenio no suelen mostrarse en el grafo para asi poder minimizar
el nimero de arcos del grafo y simplificar su representacion grafica.

Volviendo al ejemplo anterior, en el AFD (a), el estado q3 es un estado sumide-
ro; por lo tanto, este AFD puede representarse de la forma:

En el AFD del caso (b), el estado q3 también es un sumidero y el nodo corres-
pondiente y los arcos que se dirigen a él podrian eliminarse.

Para finalizar, se presenta como ejemplo un conocido problema de planificacién y cémo
resolverlo utilizando un AFD:
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Tres canitbales y tres misioneros han de cruzar un rio. Solo disponen de una
barca en la que caben como mdximo dos personas. ; Como han de cruzar el rio
de forma que nunca haya mds cantbales que misioneros en cualquiera de las
orillas?

Para solucionar el problema se identifica cada una de las posibles situaciones
viables en las que se pueden encontrar canibales y misioneros como un estado.
En cada estado se representard los canibales y misioneros que hay en cada
orilla, asi como la posicion de la barca. Ast, para indicar que hay 3 misioneros
y 1 canibal en una orilla (MMMC) y 2 canibales y la barca en la otra orilla
(CCB), se emplea la siguiente notacion:

Para indicar quién ocupa la barca (transiciones entre estados), se emplea la si-
guiente notacion: ¢ para canibal, 2m dos misioneros, 2¢ dos canibales y mc un
misionero y un canibal. Con esta notacion, el conjunto de infinitas soluciones
que tiene este problema se puede representar como cualquiera de los caminos
que conducen de la situacion inicial a la final en el siguiente AFD:

MMM 2¢ /MMM c MM 2 c MM\ 2m
CCCB C CCB MMM CB MC
2 c 2 c m N8B
me lmc

El AFD disenado para el problema de los misioneros y los canibales se puede relacionar
con el mostrado en el apartado (c) del ejemplo anterior; el lenguaje L. se puede asociar a
las soluciones de este problema bajo la interpretacién a por 2c, ¢ por ¢, b por 2m 'y d por
mec. Por lo tanto, realizando una interpretaciéon adecuada a los simbolos y los estados del
AFD se ha podido establecer el lenguaje aceptado por este AFD. En general, el problema
de encontrar una interpretacion adecuada no es sencillo de solucionar y plantea una serie de
cuestiones de orden filos6fico/matemético que queda fuera del alcance de este tema.

2.2. Automatas Finitos No Deterministas.

Un Autémata Finito No Determinista, que se denotard como AFN, se caracteriza porque
en un estado puede haber mas de una transicién posible para un mismo simbolo de entrada.
Es decir, | f(q,a) |> 1 para algin q € Q) y para algtin simbolo a € .
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Definicion 2.3 Un AFN es una quintupla A = (X, Q, f, qo, F') donde:
Y. es el alfabeto de entrada,
Q es un conjunto finito y no vacio de estados,

f es una funcion definida de la siguiente forma

f:Qx¥— 29

qo es el denominado estado inicial, qy € Q,

F es el conjunto de estados denominados finales, F' C Q.

Aligual que en el caso de los AFD, para poder determinar cuél es el lenguaje reconocido
por este tipo de autémata es preciso conocer cudl es su comportamiento ante conjuntos de
estados y ante cadenas de simbolos. Para ello se define una extension de la funcién de
transicion del autémata.

Definicion 2.4 Sea P C Q, entonces f' : 29 x ¥ — 29 se define como

f'(Poa) = f(g,a).

qeP
Sea P C Q, entonces se define f" : 29 x ¥* — 29 mediante la regla recursiva:

Df"(P,A) = P,
) f"(Pyax) = f"(f'(P,a),z), x € X*,a € 3.

Para simplificar la notacion, en adelante se utilizara el mismo simbolo de funcion, f,
para referirse tanto a f como a 'y a f”.

Ejemplo:
Sea A el siguiente AFN

entonces f(qo,01) = f(f(q0,0),1) = f({q0,q1},1) = {qo0, ¢2}-
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Una vez descritas estas operaciones, ya se estd en condiciones de poder describir cuél
es el conjunto de cadenas que este tipo de autoémata es capaz de reconocer.

Definicion 2.5 Se define el lenguaje aceptado por un AFN A = (3, Q, f, qo, F') como
el conjunto de cadenas tales que después de ser analizadas, el AFN ha podido alcanzar
al menos un estado final, es decir,

L(A) ={z € X" | f(qo,x) N F # 0}.

En el automata del ejemplo anterior, L(A) es el conjunto de cadenas cuyo
peniiltimo simbolo leido de izquierda a derecha es un 0.

Un sencillo andlisis de este tipo de automata permite establecer que si en un autdmata
de este tipo no hay ninguna transicién tal que para un mismo simbolo se disponga de mas
de un estado destino diferente, entonces este automata es determinista. Es decir, los AFD
se pueden ver como casos particulares de los AFN. Entonces, si se denota por L(AFD) al
conjunto de todos los lenguajes que se pueden reconocer con autématas finitos deterministas
y se denota por L(AFN) al conjunto de todos los lenguajes que se pueden reconocer con
autématas finitos no deterministas, resulta que L(AF' D) C L(AFN).

La cuestién que se plantea es si la inclusién contraria también se cumple, es decir, si
para cualquier AFN existe un AFD que reconozca exactamente el mismo lenguaje que el
AFN. El siguiente teorema establece que asi es, lo que permite concluir que

L(AFD) = L(AFN).

Teorema 2.1 Sea L un lenguaje aceptado por un AFN, entonces existe un AFD que
también acepta L.

Demostracion:

Sea A = (X, Q, f,qo, F') un AFN tal que L(A) = L, entonces se define el siguiente AFD
A =(2,Q, [, q, F') donde

» Q' es isomorfo al conjunto 29; es decir, el conjunto de estados {g;, .. ., g} € 2@
tiene asociado un estado denominado [g;, . .., ¢;] en Q/,
= 4o = [q0);

F/:{[Qi,..-,Qj]GQI|{Qi,---,Qj}mF7é®},y

la funcion de transicién f/ es

gy q5]a) = [pry ... ps] © {4y q5},a) = {pr,- .. ps}-
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Una vez definido este AFD A’, se va a demostrar que L(A) = L(A’). Para ello se va a
demostrar que el comportamiento de ambos autématas es similar cuando analizan la misma
cadena de entrada x, es decir,

VreX: (f(q,z)=P) & (fq),z) = [P]).

El método para demostrar este enunciado consiste en aplicar induccién respecto a la
longitud de la cadena x.

Paso Base: | = |= 0, es decir, z = \. Para esta cadena, por definicién de f se cumple
f(go,A) = {qo}, y, por definicién de f’, también se cumple que f'(¢f, \) = ¢} =
[qo]. Por lo tanto, se cumple el enunciado.

Hipétesis de Induccion: Vx € ¥* tal que | 2 |< nse cumple f(qo,2) = P < (¢}, z) =
[P].
Paso de Inducciéon: Seay = za,talquez € ¥*A |z |[<nAa€X.

Entonces, f(qo,y) = f(qo0,za) = f(f(q,x),a) = f(P,a). Como por hipétesis de
induccion, [P] = f'(q(, z),enel AFD A’ se cumple que f'([P],a) = f'(f' (¢}, x),a) =

[y, za) = f'(40,y)-

Por lo tanto, ambos autématas presentan un comportamiento semejante ante las mis-
mas cadenas de entrada. Para completar la demostracion basta con observar que reconocen
exactamente el mismo conjunto de cadenas:

» Siz e L(A) = f(q,2) =P, PNF #0= f'(qy,z) =[P] € F.

» Size L(A") = f(q),x) =[P],[P] € F' = f(qv,x) = P,PNF #1.

Ejemplo:

Calcular un AFD que reconozca el mismo lenguaje que el siguiente AFN,

La demostracion del teorema anterior proporciona un método para calcular
tal dicho AFD. En esta demostracion dado un AFN, que en este caso es

A= ({0,1},{q0, ¢1, 42}, £ 0, {q2})
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se construye el AFD A’ = ({0,1},Q’, ', ¢(,, F') donde
Q, = {[qo]v [fh], [qZL [q07 Q1], [QO7 q?]a [QL q2}7 [QO7 q1, Q2]7 [m]}v
o = [qo0],
P = {[QQL [QO,QQL [Qh QZL [q07 q1, Q2]}
y tal que la relacion entre [y [’ viene determinada por la siguiente condicion:

f(Pra) = Py & f([P1], a) = [P

Por lo tanto, las transiciones del AFD se construyen de la siguiente forma:

f'([40],0) = [qo0, q1], ya que f(qo,0) = {qo, q1}
f'([g0], 1) = [q0], ya que f(qo,1) = {qo}
f'([a1],0) = [g2], ya que f(q1,0) = {g2}
f'([a1], 1) = [qo0, @2], ya que f(q1,1) = {qo0, g2}
y, de forma similar, se completaria la definicion de f'
f'(lg2], 0) = [0] f'(lg2], 1) = [0]
f'([q0, 1], 0) = [q0, 1, g2] f'(lgo0, 1], 1) = [q0, g2]
f'([90, 2], 0) = [q0, a1] f'([90, 42], 1) = [qo]
I ([Q1,CJ2]70) = [qo] f'(la1, QQ],l) [0, q2]
f'([g0, a1, 42),0) = [90, @1, 2] ['([q0, 41, 42)5 1) = [q0, ¢2]
f(10,0) = [0] (101, 1) = [0]

Este método es valido pero, ademds de costoso, produce un gran nimero de estados
inalcanzables desde el estado inicial (en el ejemplo anterior, los estados [q1], [g2], [¢1,q2] ¥
[0] son inalcanzables) y, por lo tanto, innecesarios.

La operacién de calcular un AFD a partir de un AFN es muy comun y, por ello, se han
desarrollado métodos alternativos. El mds sencillo y eficiente es el siguiente:
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Minimo ndmero de pasos para construir un AFD a partir de un AFN

1. Se construye una tabla donde cada columna estd etiquetada con un simbolo del alfa-
beto de entrada y cada fila se etiqueta con un conjunto de estados.

2. La primera fila se etiqueta con {qp }, y en cada entrada de la tabla (g, a;) se almacena
f(q0,a:) ={p1,....pn} = P.

3. Se etiqueta cada fila con cada uno de los conjuntos P que no tengan asociada una fila
en la tabla (es decir, con cada uno de los conjuntos P que aparezcan por primera vez
en la tabla) y se completa cada una de estas filas con el correspondiente f (P, a;).

4. Se realiza el paso (3) hasta que no haya en la tabla conjuntos P sin filas asociadas.

5. Se asocia a cada conjunto P que aparezca en la tabla un estado en el nuevo AFD y
aquellos que tengan entre sus componentes algin estado final del AFN se conside-
rardn estados finales en el AFD.

Al aplicar este método al autémata anterior se obtiene el siguiente AFD

f o | 1 |
{q0} {90, 01} {q0}

{ao, 1} || {90, 91,92} | {q0, 92}

{90, 01,2} || {90, 01, %2} | {90, @2}
{90, g2} {90, q1} {q0}

Al conjunto {qo} se le denomina [qo), al {qo,q1} se le denomina [qo, q1], al
{a0, @1, a2} se le denomina [qo, q1, q2] y a {qo, g2} se le denomina [qo, qo].

Como los conjuntos {qo,q1,q2} ¥ {q0,q2} contienen estados finales del AFN
entonces los estados [qo, q1, q2] ¥ [qo, 2] serdn estados finales en el AFD.

2.3. Automatas Finitos con Movimientos Libres.

Un Autémata Finito con Movimientos Libres, que se denotard habitualmente como
AF)\, se caracteriza porque cada transicién esta etiquetada con uno o mas simbolos del
alfabeto de entrada o bien con la cadena vacia.
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Definicion 2.6 Un autémata finito con movimientos libres, AF\, es una quintupla A =
(%,Q, f,q0, F) donde:

> es el alfabeto de entrada,
Q es un conjunto finito y no vacio de estados,

f es una funcion definida de la siguiente forma
f:Qx(BU{A}) =29

qo es el denominado estado inicial, gy € Q,

F es el conjunto de estados denominados finales, F' C Q.

Para poder determinar cudl es el comportamiento de este tipo de autémata ante una
cadena de entrada se necesita establecer una serie de definiciones previas.

Definicion 2.7 Se denomina \_clausura(q), ¥V q € @, al conjunto de estados ac-
cesibles desde el estado q utilizando solo transiciones ). Ademds, se cumple que
q € A_clausura(q).

Definicion 2.8 Se denomina \.CLAUSURA(P), siendo P un conjunto de estados,
P € 29, al conjunto de estados formado por todas las \_clausuras de todos los esta-
dos que forman P,

ACLAUSURA(P) = U A_clausura(p).
peP

Ejemplo:

A_clausura(qo) = {qo, q1,q2}
Aclausura(qr) = {q1,q2}
A_clausura(qz) = {q2}

Para simplificar la notacién se utiliza el mismo simbolo de funcidén A_clausura para
referirse tanto a A\_clausura como a \_.CLAUSURA.
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Con estas definiciones ya se estd en condiciones de poder determinar cudl es el compor-
tamiento de un AF) ante una cadena de entrada.

Definicion 2.9 Se define f:Qx2*—=29dela forma siguiente:

1)f(q,\) = Aclausura(q)
2z e X, Vae X, VqgeQ:
f(q,za) = A.clausura(P) | P={pe Q| 3r € f(g,z) Ap € f(r,a)}

Ejemplo:

Dado el AF )\ del ejemplo anterior, ;qué resultado se obtiene al calcular f (qo,ab)?

f(qo,ab) = A_clausura(Pr)
Pi={peQ|3re flg,a)Ape f(rb)}

f(qo,a) = A_clausura(Ps)
Py={p€Q|3re f(a N Ap€ f(ra)}

f(qo0, A) = Aclausura(qo) = {qo0, q1, g2}, =
P2 - {p S Q ‘ Jr S {QOJQDQQ}/\p S f(r,a)} = {QO}7:>
f(qo, a) = A_clausura(Py) = A_clausura(qo) = {qo,q1, 92}, =
Pl = {p S Q ‘ dre {q07q1aq2} /\p € f(?",b)} = {Q1}7:>
f(qo, ab) = A_clausura(Py) = A_clausura(q1) = {q1,q2}

Todo este proceso se refleja en el siguiente esquema:

@ f({qqupqz},a) f({qo,ql,qz},b
q9 A_clausura ({qq }

Otras extensiones para f' y f son [’y f’ que se aplican a conjuntos de estados:

f29 < (BU{A}) =29, f'(P,a) = Upep f(p.a)

A_clausura ({q} X clausura ({

fri2@ x ©F — 29, (P x) = Uper f(p,x)

Para simplificar la notacidén se utiliza el mismo simbolo de funcién para referirse tanto
afcomoaf, fyf.
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Estas definiciones previas ya permiten establecer cudl es el lenguaje aceptado por un
AFMA.

Definicion 2.10 Se define el lenguaje aceptado por un AFA A, A = (3,Q, f, q, F),
como el conjunto de cadenas tales que, después de ser analizadas, el AF)\ ha podido
alcanzar al menos un estado final, es decir,

L(A) = {z € X" [ f(qo,2) N F # 0}

De la definicién de un AF\ se sigue que un AFN es un caso particular de AF\ en el
que no existen transiciones A. Por lo tanto, si se denota por L(AFX\) al conjunto de todos los
lenguajes que pueden ser reconocidos por AF), entonces L(AFN) C L(AF\).

La cuestién que se plantea a continuacidn es si la inclusion contraria también se cumple;
es decir, si para cualquier AF) existe un AFN que reconozca exactamente el mismo lenguaje
que el AF\.

Teorema 2.2 Sea L un lenguaje aceptado por un AF)\, entonces existe un AFN que
también acepta L.

Demostracion:

Sea A = (X,Q, f, qo, F') un AF) tal que L(A) = L, entonces se define el siguiente AFN
Al = <E> Q> f/> q0, F/> donde

f(q,0) = f(q,a),YqeQ,Vaecy

o FU{q} siAclausura(qo)NFE #0
| F en otro caso

Para demostrar que realmente L(A) = L(A’) se demostrard que f'(qo,x) = f(qo, ),
por induccién en la longitud de x.

Paso Base: | x |= 1, es decir, z = a € X. Para esta cadena, por definicién de f’ se cumple

A~

f'(qo,a) = f(qo,a). Por lo tanto, se cumple el enunciado.

Se observa que la induccién se ha comenzado en i = / y no con i = 0. Este serd un
caso particular que se comentard mas adelante.

Hipétesis de Induccion: Vx € X*, | z |< n, se cumple f'(qo, z) = f(qo, x).

Paso de Induccién: Sea y = za, tal que x € X*A | 2 |[< n Aa € X, entonces f/(qo,y) =

f'(qo,wa) = f'(f'(qo,),a).
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Por hipétesis de induccion, f/(qg, z) = f (qo, x) = P, luego

f/(f,(QOam)va) = f,(P’ a) = U f/(QOaa) =

peP

U f(@,a) = f(P,a) = f(f(q0,2),a) = f(q0,¥)-
peEP

Por lo tanto, V & € ¥*, |  |> 1, se cumple que f’(qo,z) = f(qo,x) y entonces, si
x € L(A) resulta que 2z € L(A’) y viceversa.

Pero, (qué ocurre si A\ € L(A)? En este caso qo € F y por lo tanto gy € F'. ;Y si
A € L(A’)? Entonces gy € F' y esto puede ser porque gy € F, o bien, porque desde ¢
se puede alcanzar un estado de F mediante transiciones A. En cualquiera de los dos casos
A€ L(A).

c.q.d.

Como consecuencia de este teorema y del teorema[2.1] se obtiene el siguiente resultado:

L(AFD) = L(AFN) = L(AF\).

Ejemplo: Calcular un AFN que reconozca el mismo lenguaje que el siguiente

AF\
Ox-On
Pefl o | b | e
{ao} || {0, 01,22} | {q1, a2} | {a2}
{1} 0 {a1, @2} | {q2}
{2} 0 0 {g2}
0 0 0 0
EL AFN es el siguiente:

También se puede obtener un AFD directamente de un AF )\ sin mds que adap-
tar el método del paso del AFN al AFD para esta nueva situacion:
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f | o | b | c|
po=1{q} {00, 01, 2} | {a1, @2} | {2}
p1 =190, 01, q} || {90, 91,2} | {q1, @2} | {2}

P2 = {q1,q} 0 {a1, 92} | {2}
p3 ={q} 0 0 {a2}
ps=10 0 0 0
Por lo tanto, el AFD equivalente es el siguiente (el estado p4 es un estado

sumidero):

2.4. Expresiones Regulares.

Las expresiones regulares permiten denotar lenguajes regulares y su estudio resulta de
gran interés, tanto por su capacidad de especificaciéon mediante un nimero reducido de
operadores como por sus aplicaciones pricticas en la construccién de analizadores 1éxicos.

Definicion 2.11 Dado el alfabeto ¥, una expresion regular serd el resultado de la
aplicacion de algunas (o todas) de las siguientes reglas un niimero finito de veces:

1. El simbolo ) es una expresion regular y denota el lenguaje vacio,

2. El simbolo X es una expresion regular'y denota el lenguaje {\},

3. Sia € X entonces a es una expresion regular que denota el lenguaje {a},
4. Si oy 3 son expresiones regulares entonces

a) a + B es una expresion regular que denota la union de los lenguajes de-
notados por o'y por [3.

b) af es una expresion regular que denota la concatenacion del lenguaje
denotado por a con el denotado por (.

c) o es una expresion regular que denota la clausura del lenguaje denotado
por a.
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Si o = a* entonces L(a) = L(a*) = {a’ | i > 0}.
Sia=a*y 3 =0b* entonces L(aB) = L(a*b*) = {a't’ | i,j > 0}.
Si o = a entonces L(a*a) = L(a*a) = L(a*)L(a) = {a’ | i > 0}{a} =

{a*|i>1}.

Si o = a entonces L(aa*) = L(aa*) = L(a)L(a*) = {a}{a’ | i > 0} =
{a* | i > 1}. Por lo tanto, L(a*a) = L(aa*).

El dltimo ejemplo sirve para ilustrar la cuestién de qué se entiende por expresiones
regulares equivalentes: « y /3 son dos expresiones regulares equivalentes si L(«) = L(3).

En general se va a denotar por « tanto a la expresion regular como al lenguaje que
denota, y ademads, para simplificar su escritura se establece una jerarquia de operadores para
evaluar una expresion regular: primero se realizan las clausuras, luego las concatenaciones
y por ultimo las uniones.

Asi, por ejemplo, la expresion regular a(a)* se puede escribir aa®, y (a3) + 7 se puede

escribir a3 + 7.

nes son ciertas.:

Teorema 2.3 (Propiedades de las Expresiones Regulares) Las siguientes relacio-

4) a(Bv) = (af)y = aBy

5 al=dla =«

T 0a=ald =0
NHata=wa* = A+a+a’+...+a"+a*

)
)
)
;
63 aff + oy = a(f+7); fa+ya = (B4 7)«
)
)
0
1

10) 0* = X0 =0
13) aa* = a*a = at
4)a*=A+a+a?+...+a"+a" o
15 a*=A+aa*=X+at
16) a* = (A + )" L(a™)*
17) (a + )" = (a + §)* = (a*6")"
18) (a+ N =a*+A=a*
19) (o) = (o)

) (@*0)'a = o+ )"

)

)
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En las propiedades anteriores el signo = debe interpretarse como equivalencia; es decir,
al expresar que o + 5 =  + « se afirma que el lenguaje denotado por la expresion regular
a + (3 es equivalente al denotado por la expresion regular 3 + a.

Teorema 2.4 (de Analisis) Sea L un lenguaje aceptado por un AFD, entonces existe
una expresion regular que lo denota.

Demostracion:

Sea A= (X,Q, f,q1, F)un AFD talque L(A)=L.Sea @ = {q1, g2, - . - , gn }. Asociado
a este AFD se pueden definir los siguientes conjuntos de cadenas:

VE0<k<n,

ij:{xEE*]f(qi,x):qj/\ VyzeXT o =yz flg,y) =q — s < k}

Es decir, el conjunto ij denota al conjunto de cadenas que partiendo del estado g; al-
canzan el estado ¢; después de haber analizado todos sus simbolos y que, ademas, cualquier
estado intermedio por el que se pasa tiene un indice menor que k.

El conjunto L,’fj se puede calcular directamente de la definicién, o bien mediante el
método propuesto por la siguiente definicion recursiva:

LY ={a€X| flg.a)=q}sii#j
LY, ={a eS| f(g,a) =} U{\}sii=j

2. Supodngase construido el conjunto ij_l. El conjunto ij estard formado por aquellas
cadenas que pasan por estados cuyos indices sean menores que k (ij_l) junto con
aquellas que pasan por el estado k y por estados cuyos indices son inferiores a k.
Y estas cadenas son aquellas que partiendo de ¢; van a gy, Lf,; ! las que desde g,
vuelven a g, L’,zlzl, y las que desde gj;, van a g, Ll,ij_lz

Por lo tanto, ij = Lf{l U Lfgl(Ligl)*L’g;l.
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Mediante esta nomenclatura, entonces, se puede caracterizar el conjunto de cadenas
aceptadas por un AFD como aquellas cadenas que partiendo de su estado inicial, g;, llegan
a un estado final pasando por cualquier estado intermedio, es decir,

U Ly

qjEF

Por lo tanto, si a cada conjunto de cadenas L’? se le puede asociar una expresion regular,

fj, entonces también se puede asociar una expresion regular al lenguaje aceptado por un

AFD.

Esta asociacién se puede realizar por induccién en el valor de k:

Paso Base: r% es un conjunto finito de cadenas, cada una de las cuales o es \ o estd formada

por un tnico simbolo,

TJ:Zf(qi7a)=qja|a625ii7éj
r?j:)\—l—zf(qi,a):qja\aGEsii:j

Hipotesis de Induccion: Supdngase construida la expresion regular rfj_l asociada al con-
. k—1
junto L5

Paso de Induccion: ;Como construir la expresion regular rfj asociada al conjunto ij? Se
sabe que

k _ pk—1, 7k—1/7k=1\xrk—1
Liy = L5 ULy (L, )" Ly;
por lo tanto, como cada Lfs_l tiene asociada la expresion regular rfs_l entonces

ko k-1 k—1yx, k—1
Tij =T +rh )T

Como esta expresion es el resultado de unir, concatenar y realizar la clausura de un
ntmero finito de expresiones regulares, entonces r - también es una expresion regular.

Por lo tanto,

A) = Z 1)

qjEF

Ejemplo:
Calcular la expresion regular asociada al AFD representado en la figura[2.3]
Hay que calcular 13y = 1354135 (135)*13,. Por observacion del AFD se pueden

calcular directamente los r% :

7”%2 = 7”12 + 10 (r) 0y = 0+ AN 0 =0 739 =199 + 131 (r)))*rly = 0+ 0A*0 =0
T13 = T13 + Tll(’r(l)l)*r(l)?, =1+A\1=1 7"%3 = 7‘83 + 7"81(7’(1)1)*7‘(1)3 =1+0X1=1
7”:%3 = 7"%3 + 9 () 1Yy = (L+A) + A1 = (14 ))
Tho = 19 + 191 (r01) 'l = (0 4+ A) + OX*0 = (0 + A)
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Figura 2.3: Ejemplo del calculo de expresion regular asociada a un AFD.

Por lo tanto,

r%z = rm + m(réz)*r%Q 0400+ X)*(0+A) =0+ (0+X)*(0+X) =0(A+0)* = 00
ri, = 7«13 + rl (rde)*rds =1+ 0(0 + A)*1 = (A +0(0 + A\)*)1 = (A + 00%)1 = 0*1

r§3 = r33—|—r3 (1) rds = (14+A) +0(0 + \)*1 = A+ 14001 = A + (A + 00*)1 = A + 0*1
T3y = iy + 135(rdy)*r3y = 0+ 0(0 + A)*(0 + A) = 0(A 4 0%) = 00*

Entonces,

r3, = 00% + 0*1(A 4 071)*00* = (A + 0*1(\ + 0*1)*)00* =
(A + 0*1(0*1)*)00* = (0*1)*00* = (0*1)*0*0 = (0 + 1)*0

Teorema 2.5 (de Sintesis) Sea r una expresion regular, entonces existe un AF\ A tal
que L(A) =

Demostracion:

Hay que demostrar que para cualquier expresion regular r siempre se puede construir un
AF\ que sea capaz de reconocer lenguaje que denota r. Una forma de calcular el AF)\ ade-
cuado a cada expresion regular consiste en aplicar induccién sobre el nimero de operadores
presentes en la expresion regular.

Para simplificar el proceso de demostracion se asume que todos los AF contienen un
tinico estado final que no posee transiciones de salida, es decir, F' = {qr} v f(qr,a) =
IVae.

Paso Base: En r no hay operadores regulares. Entonces r s6lo puede ser (), A, a € %, a los
que se puede asociar, respectivamente, los AFA que se muestran en al figura

Hipétesis de Induccién: Supéngase que para cualquier expresion regular con un nimero
de operadores menor o igual que n se cumple que existe un AFA que la reconoce.
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0.0

Figura 2.4: AF\s asociados a (), Ay a € 3.

Paso de Induccién: Sea r con n+1 operadores, entonces r se puede escribir como r =
r1 + 12, 7 = r1r2 0 7 = 1], donde tanto 71 como ry son expresiones regulares que
contienen n 0 menos operadores regulares.

Se estudiard cada una de las tres posibles situaciones:

r =r; +ro: Como 7] y 73 tienen n 0 menos operadores regulares existen, por H.I.,
dos AF\ A; y Ay tales que L(A1) = r1 y L(As) = ro. Estos autématas apare-
cen esquematizados en la figura[2.5] :

0 \,

Figura 2.5: L(A;) = r1y L(A2) =

El AF\ de la figura2.6]reconoce L(A;) U L(As), por lo tanto = 71 + 7».

Figura 2.6: AFA A tal que L(A) = r1 + 7.

La definicién formal de este automata es la siguiente:

Sea A1 = (31,Q1, f1.q01,{ar1}) y A2 = (X2, Q2, f2,q02, {qr2}), tales que
Q1NQ2 =
Se define el AFA

A= <21 U EQ,Ql U QQ U {q07Qf}7f) q0, {qf}>

en el que la funcién de transicién f se define como:

f(q0, A) = {qo1, qo2}

f(g,a) = fi(q,a),V ¢ € Q1,Va € X1 U{\}
f(g,a) = f2(q,a),V g € Q2,V a € Ta U{A}
flar, A) = flap2, A) = {aqr}

r =rjra: Como 71 y r2 tienen n 0 menos operadores regulares existen, por H.I., dos
AF)\ Ay y Aj tales que L(A1) = r1 y L(A2) = ro. Estos autématas aparecen
esquematizados en la figura[2.7]
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Figura 2.7: L(A1) = r1y L(Ag) = ro.

Figura 2.8: AF\ A tal que L(A) = ryrs.

Si se permite la transicion del estado final final de A; al inicial del autémata Ao,
se obtiene el AFA de la figura que reconoce L(A;)L(As2) y, por lo tanto,
r=TrTe.

Para definir formalmente este automata, se parte de la definicién de los autéma-

tas Ay = (X1, Q1, f1,q01.{gp1}) y A2 = (32, Q2, f2, qo2, {qr2}) tal que Q1 N
Q2 = (. Entonces, se define el AF\

A= (31UX2,Q1UQq, f,q01,{qs2})

en el que la funcién de transicion f se define como:

f(Qaa) = fl(Qaa)avq € Ql - {(Jfl}?\v/a € U{)‘}
flar, A) = {qo2}
f(Qaa) = fQ(Qaa)avq € Q2,Vae X U{A}

r =rj: Como r; tiene n o menos operadores regulares existe, por H.I., un AFA A;
tal que L(A41) = rq:

OAC)

Figura 2.9: AFA A tal que L(A;) = 1.

El AF) de la figura[2.10} reconoce [L(A;)]*, por lo tanto r = rj.
En este caso, para la definicién formal, se parte del autémata Ay = (X1, @1, f1,qo1, {gs1})-
Y se define el AFA

A= (21,Q1 U{qo, Qf}7 f5qo, {Qf}>

en el que la funcién de transicién f se define como:

f(ao, A) = f(ar1,A) = {qo1, a5}
f(g,a) = fi(g,a),Vqe Q1 —{gpn},VaecZ U{A}
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A

(9" *0O

Figura 2.10: AFA A tal que L(A) = r7.
2.5. Otros Tipos de Autéomatas Finitos.

Ademas de las extensiones vistas (no deterministas, deterministas, movimientos libres,
expresiones regulares) existen otra serie de modelos de mdquinas virtuales con una capaci-
dad de célculo equivalente a los autématas finitos. De entre estos automatas se van a exponer
las principales caracteristicas de los automatas finitos bidireccionales y de los autématas con
funcién de salida (Mealy y Moore).

2.5.1. Automatas Finitos Bidireccionales

Un autémata finito bidireccional determinista es un AFD en el que el cabezal de lectura
puede desplazarse tanto una casilla a la derecha como una casilla a la izquierda.

Definicion 2.12 Un autémata finito determinista bidireccional, AF2, es una quintupla
A= (ZanQO7F7f> talque

Y. es el alfabeto de entrada,
Q es un conjunto finito y no vacio de estados,

f es una funcion total definida como
f:Q@x¥—Qx{L,R},

qo es el denominado estado inicial, qy € Q,

F es el conjunto de estados denominados finales, ' C Q.

La definicién de la funcién de transicion no sélo determina las transiciones entre es-
tados, sino también el movimiento del cabezal de forma que si f(q,a) = (p, L) entonces
desde el estado ¢ con el simbolo a se pasa al estado p y el cabezal se desplaza una casilla
a la izquierda, y si f(q,a) = (p, R) entonces desde el estado ¢ con el simbolo a se pasa al
estado p y el cabezal se desplaza una casilla a la derecha.

Para determinar cudl es el comportamiento de un AF2 con respecto a una cadena de
entrada, se introduce el concepto de descripcion instantdnea. Una descripcion instantdnea,
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D.I, es una cadena de X* QX" de forma que la cadena wqx representa la siguiente situacion:

= wx es la cadena de entrada,
= g es el estado actual,

= el cabezal estd sobre el primer simbolo de la cadena x.
Se define la relacion I; - I como:

l. a1ay...a;—19a;...an F ajas...a;paiti...an si f(q,a;) = (p, R)

2. a1ag...ai—19a;...a, F ajas...ai_opaj_1...an si f(q,a;) = (p, L)

Se dice que I; + I, cuando existen n D.I. I, I, ..., I, tales que se cumple I; F
IH_l,Viil SZSn—l

De esta forma, se puede especificar cudl es el lenguaje aceptado por un AF2 A, mediante
la expresion
*
L(A) = {w € £* | gow F wp,p € I}

Ejemplo de AF2:

fl o | 1 |
q || (g0, R) | (q1, R)
a1 || (¢, R) | (g2, L)
¢ || (90, R) | (g2, L)

Este AFD?2 reconoce todas las cadenas de ceros y unos que no tienen dos unos
consecutivos, es decir, (A + 1)(0 4+ 01)*. Todos los estados son finales.

Resulta evidente que si en un AF2 sélo se permite el desplazamiento a la derecha, enton-
ces el comportamiento es similar al de un AFD. Por lo tanto, si se denota por L(AF2) a la
clase de todos los lenguajes aceptados por AF2 se verifica L(AF D) C L(AF?2). La rela-
cioén inversa también se cumple tal y como se enuncia en el siguiente resultado, que no se
demuestra:

Teorema 2.6 Si L es un lenguaje aceptado por un AF2, entonces existe un AFD A tal
que L(A) = L.

De este resultado, se desprende que

L(AFD) = L(AF2).
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2.5.2. Automatas Finitos con Funcion de Salida.

Hasta el momento los AF descritos tienen como salida una sefial del tipo acepto/no
acepto (segun se alcance un estado final o no después de consumir toda la cadena de entra-
da).

Los autématas finitos con funcidon de salida son modelos que traducen la cadena de
entrada en otra cadena de salida. Si esa traduccién se realiza en cada estado entonces se
tiene una maquina de Moore y si la traduccién se realiza en cada transicion entonces se
tiene una méaquina de Mealy.

Magquina de Moore.

Es una séxtupla A = (Q, X, A, f,, qo) donde Q, X, f y go se definen como en un AFD.
El conjunto A representa al alfabeto de salida y «y es una funcién que asocia a cada estado
un simbolo del alfabeto de salida, es decir, v : Q — A.

La respuesta de A con respecto a la entrada ajas ... an,n > 0, es

v(qo)v(gin)v(qi2) - - - v(gin)

donde qq, gi1, gi2, - - - , @in €8 la secuencia de estados tal que f(qij, Gi+1) = gij4+1.

Ejemplo:

Escribir una mdquina de Moore que determine el resto de dividir un niimero
binario entre 3.

El resto de dividir un nimero entre 3 serd el entero 0, el 1 o el 2. Por lo tanto,
se establece una Mdquina de Moore con tres estados, qo, q1 Y q2, de forma que
Y(20) =0, 7v(q1) = 1y~(g2) = 2.

Para determinar las transiciones entre estados se realiza el siguiente andlisis:

= Si a un niimero binario i se le afiade un 0 por la derecha se obtiene un
nuevo entero, 10, cuyo valor es el de 1 multiplicado por 2.
Por lo tanto, si i méd 3 = r, entonces 2t mé6d 3 = 2r méd 3 = .
Cuando se parte de un valor r = 0, se obtiene para v’ el valor 0; si
r=1=r"=2ysir=2=1"=1

n Sial entero i se le afiade un 1 se obtiene como nuevo valor, i1, el anterior
multiplicado por 2 y afiadiéndole 1.
Por lo tanto, si i méd 3 = r, entonces (2i + 1) méd 3 = (2r + 1) méd
3 =r'. Entonces, sir =0=1"=1,sir=1=71"=0ysir=2=
r'=2.

Este andlisis permite disefiar la Mdquina de Moore de la figura[2.11]

El comportamiento de esta Mdquina de Moore ante la cadena de entrada

110100 es la cadena de salida 7(go)y(q1)7(90)7(90)v(q1)¥(g2)7(q1), es de-
cir, 0100121.
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Figura 2.11: Maquina de Moore para calcular el resto de la division entera entre 3.

Al interpretar este resultado se obtiene que 110100 es el entero 52, y 52 méd
3 = 1, que coincide con el iltimo simbolo de salida proporcionado por la
mdquina de Moore.

Magquina de Mealy.

Es una séxtupla A = (Q, X, A, f,7,qo) donde Q, X, f y go se definen como en un
AFD. El conjunto A representa al alfabeto de salida y v es una funcidn que asocia a cada
transicioén un simbolo del alfabeto de salida, es decir, v : @ x ¥ — A.

La respuesta de A con respecto a la entrada ajas ... an,n > 0, es

(g0, a1)v(gi1, a2)v(qi2; a3) - . . ¥(Qin—1, an)

donde qo, gi1, g2, - - - , Gin—1 es la secuencia de estados tal que f(gij, @i+1) = Gij+1-

Ejemplo:
Escribir una mdquina de Mealy que produzca salida ‘y’ cuando los dos iiltimos

simbolos leidos de la cadena sean iguales y que produzca salida ‘n’ en otro
caso.

Para realizar esta mdquina basta con recordar cual ha sido el iiltimo simbolo
leido de la cadena de entrada, y si su siguiente simbolo coincide con el anterior,
entonces se produce salida ‘y’; en cualquier otra situacion la salida serd ‘n’.

2.6. Aplicaciones.

Los lenguajes regulares son utilizados en aplicaciones muy diversas. Entre ellas, en esta
seccion se comentan tres de las mas usuales,
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= andlisis léxico de un compilador (exp. regulares, AF),
= especificacion de parametros de entrada (expresiones regulares),

= ayuda al disefio de circuitos (Mealy, Moore).

2.6.1. Aplicacion como ayuda al analisis léxico en un compilador.

Un compilador es un programa que traduce un c6digo denominado fuente en otro codi-
go denominado objeto. Para realizar esa transformacién son necesarias varias etapas. La
primera de estas etapas consiste en detectar, de todas las cadenas que componen el c6digo
fuente, cudles son representativas para el compilador. Por ejemplo, qué cadenas representan
constantes (enteras, reales, logicas, etc) o bien palabras reservadas del lenguaje (begin,
end, {, }, procedure, function,main,while,...etc.). Estas cadenas se representan
por medio de expresiones regulares y su deteccién se realiza por medio de autématas finitos.

El siguiente ejemplo muestra como representar constantes enteras, con o sin signo, uti-
lizando expresiones regulares y como reconocer estas constantes por medio de un autémata
finito.

Expresion Regular:
entero = ("+' +' —' + \)(digitonocero)(digito)* +' 0/
digitonocero =" 1"+ 2/ +/3' +' 4/ /5 +'6' +' 7+ &8 +' ¢
digito = digitonocero +' 0/

+oA :f,2,3,4,5,6,7,8,9
01,2,3,4,56,7,89

Esta tarea resulta tan habitual que se encuentran disponibles varias herramientas de
programacion que automatizan la tarea de disefar los programas que se comporten como
reconocedores 1éxicos. Por ejemplo, la orden lex del sistema operativo UNIX establece un
mecanismo para generar un programa ejecutable que se comporte como un autémata finito
mediante la especificacion de su expresion regular asociada.

Automata Finito:

2.6.2. Especificacion de parametros de entrada.

En algunos programas que requieran de la interaccién del usuario para buscar ciertos
patrones de caracteres sobre un determinado fichero, suele resultar bastante aconsejable
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permitir la introduccién de esos datos mediante expresiones regulares. Por ejemplo, en la
mayoria de sistemas operativos se incluye la capacidad de buscar ficheros cuyo nombre
presente algunas caracteristicas expresables mediante expresiones regulares.

En el siguiente ejemplo se observa como listar en el sistema operativo UNIX
todos los ficheros cuyo nombre empiece por ' p’ y su tercer cardcter sea un
"'5':1s p?5=*. Este comando da lugar al automata finito que se muestra en

la figura|2.12]
p @ cualquiera @ 5

cualquiera

Figura 2.12: Autémata Finito asociado a la expresion p? 5 %

Otro ejemplo de utilizacién de expresiones regulares en aplicaciones de texto se pre-
senta en el editor de texto UNIX, ed. Para representar la ejecucion de tareas tales como la
biisqueda de un texto y su sustitucién por otro texto en todo un fichero se utiliza un comando
como el siguiente: s/ bbb~ /b. Al ejecutar este comando se sustituyen las secuencias de
dos o mds caracteres blancos en el fichero bbb por un tnico caricter blanco b. En este
caso el editor ed transforma el comando de entrada s/bbb+ /b en un autdmata finito con
movimientos libres con el fin de ahorrar memoria al representar el autémata finito.

2.6.3. Ayuda al disefio de circuitos.

Tanto las maquinas de Moore como las maquinas de Mealy se utilizan frecuentemente
para disefiar circuitos.

Como ejemplo de este tipo de aplicacion se presenta el disefio de un sumador
binario serie mediante una mdquina de Mealy.

El diagrama de blogues de un sumador binario en serie es el siguiente:

X1 nn Sumador
X, L[0Tt o]

Este diagrama de bloques se puede representar mediante una tabla de estados
que contendrd dos estados: qy y q1. El estado qg representa la condicion de
acarreo O mientras que el estado q, representa la condicion de acarreo 1.

FEstado actual H x1x2:00‘ 01 ‘ 10 ‘ 11 ‘

qo 0,0 q0,1 | qo,1 | q1,0
q1 qo, 1 q1,0 | ¢1,0 | q1,1
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Figura 2.13: Maquina de Mealy para un sumador binario.

La entrada (qg,00) = (qo,0) representa que si el digito 1 es 0, el digito xo es
0y la mdquina de Mealy se encuentra en el estado qq, entonces la mdquina de
Mealy permanece en el estado qq y produce el digito de salida 0.
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En este tema se presentan las propiedades que cumplen los lenguajes regulares.

El primer resultado a estudiar, el teorema de Myhill-Nerode, es de especial trascedencia
puesto que establece la existencia de un AF minimo para aceptar un determinado lenguaje
regular y, ademads, permite desarrollar un método para calcularlo.

Ademas, se presentan los resultados que satisfacen los lenguajes regulares. Estos resul-
tados permitirdn saber si un lenguaje dado es o no es regular. El interés de estudiar este tipo
de herramientas (lema de bombeo, propiedades de clausura) es muy grande, ya que cuando
se determina el tipo mds restrictivo al que pertenece un lenguaje, se estd determinando el
minimo nimero de recursos computacionales necesario para reconocer sus cadenas.

3.1. El Teorema de Myhill-Nerode. Minimizacion de Autématas
Finitos.

Sea D un conjunto, una relacion binaria R es un subconjunto de D x D, es decir,
R € D x D. Siel par (a,b) € R, entonces se denota como aRb; en caso contrario, se
denota como aRb.

43
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Definicion 3.1 (Relacion Binaria de Equivalencia, RBE) Una relacion binaria se
dice de equivalencia -r.b.e.- si, y solo si:

1. cumple la propiedad reflexiva: ¥ x € D, xRz,
2. cumple la propiedad simétrica: ¥V z,y € D, si xRy entonces yRz,

3. cumple la propiedad transitiva: ¥ x,y,z € D, si tRy N\ yRz entonces xRz.

Ejemplo:

= 1R<j siysolosii < jno es rb.e., puesto que es reflexiva y transitiva,
pero no simétrica.

w iR,,j siysolosi(i—j) méd m =0, es r.b.e.
Sea R una relacién binaria de equivalencia. Se define la clase de equivalencia [x] r como
el conjunto {y € D | zRy}.
El indice de una r.b.e. es el nimero distinto de clases de equivalencia que contiene.

Sea 3 un alfabeto, se dice que unar.b.e. R, R C ¥* x ¥*, es invariante a la derecha con
respecto a la concatenacién siV z € X* se verifica que z Ry implica que xzRyz.

Teorema 3.1 (Teorema de Myhill-Nerode) Las tres afirmaciones siguientes son
equivalentes:

1. Ellenguaje L C ¥* es aceptado por algiin AF.

2. L es la union de algunas de las clases de equivalencia de una r.b.e. invariante a
la derecha de indice finito.

3. Sea Ry, larb.e.
TRy siy sélosiVze X', xz € L sélo cuando yz € L,

entonces Ry, es de indice finito.

Demostracién:
Se realizard una demostracion ciclica en la que el establecimiento de cada una de las

afirmaciones implica la afirmacién de la siguiente:

(1) = (2) Astmase que L es aceptado por algin AFD A = (3, Q, qo, f, F).

Se define lar.b.e. R4 como

xRy siy solo si f(qo,z) = f(qo,y).
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Esta relacién acoge a las cadenas que, partiendo del estado inicial del AF, conducen
al mismo estado. Y esta relacién es invariante a la derecha puesto que

Vz e X, flq,zz) = f(f(q,2),2) = f(f(q0,9), 2) = f(q0,y2)-
El indice de R 4, es decir, el nimero de clases de equivalencia es finito, puesto que,
como maximo, puede ser igual al nimero de estados del AF A.
Ademas, L, es la unién de aquellas clases de equivalencia que incluyen a aquellos
estados que son finales en el AFD A.
(2) = (3) Sea Ry unar.b.e. que satisface (2).

Sean x,y € X" tales que x Ryy. Como Ry es invariante a la derecha, entonces
VzeX' zzRyyz,

y como L es la unién de algunas de las clases de equivalencia de Ry, se tiene que

xz € Lsi,ysdlosi, yz € L.

Por lo tanto, se cumple la relacién Ry, y entonces zRpy.

De esto se deduce [z| gy C [x] gL, es decir, cada clase de equivalencia de Ry estd con-
tenida en alguna de Ry. Segin esto, Ry, es un refinamiento de Ry, o, lo que es lo
mismo, tiene un indice mayor o igual que el indice de Ry..

Y como el indice de Rs; es finito, también lo debe ser el de Rj,.

(3) = (1) Primero se comprueba que Ry, es invariante a la derecha.

Supéngase que xRy, y sea w una cadena de ¥*. Se debe comprobar que zw Ry yw,
esto es,
Vz e X zwz € L si, y sélo si, ywz € L.

Pero como xRy se conoce, por definiciéon de Ry, que
VveX* av e Lsi, ysolosi, yv € L.

Sea v = wz para demostrar que Ry, es invariante a la derecha.

Sea )’ el conjunto finito de clases de equivalencia de Ry, y sea [x] el elemento de @’
que contiene a x. Se define f’([x],a) = [za]. La definicién es consistente, pues Ry,
es invariante a la derecha.

Seaqy =[Ny F ={[z]|z€L}.

El AFD A" = (Q", %, f', q), F') acepta L ya que f'(¢),z) = f'([N,z) = [z] y
x € L(A’) si, ysélosi[z] € F'.

En la demostracion del teorema de Myhill-Nerode se construye un AFD A que reconoce
un lenguaje regular L segtin la relacién R;,. También se expone que cualquier otra r.b.e. que
se establezca sobre un AFD A’ que reconozca el mismo lenguaje va a tener un nimero
de estados que serd mayor o igual al ndmero de estados del AFD proporcionado por la
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demostracion del teorema de Myhill-Nerode. Por lo tanto, este autémata tendré el niimero
minimo de estados que pueda tener cualquier autémata que reconozca el mismo lenguaje.

La pregunta que se establece ahora es, ;puede existir otro AFD que reconozca este
mismo lenguaje que tenga el mismo nimero de estados que el AFD dado por el teorema de
Myhill-Nerode pero que tenga una diferente funcién de transicion?

Teorema 3.2 El AFD de minimo niimero de estados de entre todos los AFD que acep-
tan un mismo lenguaje regular es unico, salvo isomorfismos (renombramiento de es-
tados).

Demostracion:

Como ya se ha comentado, el AFD obtenido en el tercer paso de la demostracién del
teorema de Myhill-Nerode tiene el nimero minimo de estados posible.

Sea A" = (X,Q’, ¢, [, F') este autémata, y sea A = (X, Q, qo, f, F') otro AFD tal que
L(A) = L(A’). Supéngase que ambos AFD tienen el mismo nimero de estados, | Q |=|

Q.

Sea ¢ un estado de Q; entonces, debe existir una cadena x tal que f(qo,z) = ¢ puesto
que, en caso contrario, g se podria eliminar de Q (ya que seria inalcanzable), obteniéndose
otro AFD de menor nimero de estados que el AFD A’, 1o que se ha demostrado que no es
posible.

Identifiquese g con el estado al que se llega al analizar la cadena x en A’, es decir,
f'(qo, ) = q. Entonces, si f(qo,z) = f(qo,y) = q resulta que ambas cadenas, x e y, deben
estar en la misma clase de equivalencia de Ry, y por lo tanto, f'(qo,z) = f'(qo,y).

c.q.d.

Ejemplo:

Sea L = {x € (0+1)* | S(z,0) = 2 A S(x,1) = 2}, es decir, el lenguaje
formado por cadenas que tienen un niimero par de simbolos ‘0’y un niimero
par de simbolos ‘I’.

Este lenguaje es aceptado por el AFD A’, que se muestra en la figura

Todos los estados de este automata son alcanzables, por lo tanto, la relacion
R, tiene seis clases de equivalencia:

[90] = [N representa {x € ¥* | f(qo,2z) = qo}
[q1] = [0] representa {x € ¥* | f(qo0,z) = q1}
[q2] = [1] representa {x € ¥* | f(qo,x) = q2}
[gs] = [01]  representa {x € ¥* | f(qo,x) = q3}
[qa) = [11]  representa {x € ¥* | f(qo,z) = qa}
[g5] = [110]  representa {x € ¥* | f(qo,x) = q5}
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Figura 3.1: Autémata Finito Determinista que reconoce L.

L(A), por lo tanto, es la union de las clases de equivalencia asociadas a estados
finales: [A\] U [11].

Por lo que respecta a la relacion Ry, esta contendrd cuatro estados:

» [q0) = [N, representa las cadenas que tienen un niimero par de simbolos
‘0’y un niimero par de simbolos ‘I,

» [¢}] = [0], representa las cadenas que tienen un niimero impar de simbo-
los ‘0’y un niimero par de simbolos ‘1,

» [qb] = [1], representa las cadenas que tienen un niimero par de simbolos
‘0’y un niimero impar de simbolos ‘1,

» [g4] = [01], representa las cadenas que tienen un niimero impar de simbo-
los 0’y un niimero impar de simbolos ‘1.

Aplicando el tercer paso de la demostracion del teorema de Myhill-Nerode se
obtiene el siguiente AFD minimo:

0

Figura 3.2: Minimo AFD que reconoce L.

Para obtenerlo, se ha tenido en cuenta que,

w sidesde [q)] = [)] se lee ‘0’, entonces se pasa a tener un niimero impar de
simbolos ‘0’(es decir, se pasa a [0] ya que el niimero de simbolos ‘17io ha
cambiado, sigue siendo par) y si se lee ‘1°, un niimero impar de simbolos
‘I’(es decir, se pasa a [1], niimero par de simbolos ‘0’y un niimero impar
de stmbolos ‘1’),

w si desde [¢}] = [0] se lee ‘0, entonces se pasa a tener un niimero par de
simbolos ‘0’(es decir, se pasa a [\]), y si se lee ‘1’, un niimero impar de
simbolos ‘1’(es decir, se pasa a [01]),
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 si desde [¢}] = [1], se lee ‘0, entonces se pasa a tener un niimero impar
de simbolos ‘0’(es decir, se pasa a [01]) y si se lee ‘I’, un niimero par de
simbolos ‘1’(es decir, se pasa a [\]),

 si desde [q)] = [01], se lee ‘0’, entonces se pasa a tener un nimero par
de simbolos ‘0’(es decir, se pasa a [1]) y si se lee ‘1’, un niimero par de
simbolos ‘1’(es decir, se pasa a [0]).

Para finalizar el tema, lo que se plantea es como obtener un método prictico que permita
calcular la relacién Ry,.

Sea = la r.b.e. sobre los estados de A tal que p = ¢ si, y sélo si, para cada cadena de
entrada x, f(p, z) es un estado final si, y sélo si, f(g, x) es un estado final.

Hay un isomorfismo entre aquellas clases de equivalencia de = que contienen un estado
alcanzable desde qg para alguna cadena de entrada y los estados del AFD de ndmero minimo
de estados. Por lo tanto, los estados de AFD minimo se pueden identificar con estas clases.

Se emplea la siguiente notacion: si p = ¢ se dice que p es equivalente a g y en caso
contrario se dice que p es distinguible de q.

El célculo de la relacién = se realiza por medio del siguiente método, que se ilustra
tomando como ejemplo el AFD presentado en la figura[3.1}

1. Secreaunatablacon | @ | —1filasy | @ | —1 columnas. Cada fila y cada columna
se etiqueta con uno de los estados de Q, de forma que si g es un estado de Q entonces
no existen en la tabla entradas correspondientes a parejas (¢,q). Asimismo, si g y p
son estados de Q, la entrada correspondiente a la pareja (g,p) también representa a la

pareja (p,q).

En el ejemplo, la tabla correspondiente seria de la forma,

q1

a2

a3

44

s

d 91 492 93 494

2. Se marca cada entrada de la tabla que se corresponde con una pareja (estado final,
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estado no final), pues todas esas parejas se corresponden con pares de estados distin-
guibles.

En el ejemplo, se tienen las siguientes parejas de estados final/no final,

a1 ><
a [ X
a3 | X
“ XXX
5| X X

do 91 d2 43 44

3. Para cada par de estados (p,g) que no se haya analizado hasta el momento, se consi-
deran los pares de estados (7;s) tales que r = f(q,a) y s = f(p,a), para cada simbolo
de entrada a.

Si los estados r y s son distinguibles para alguna cadena x, entonces los estados p y ¢
son distinguibles por la cadena ax.

Por lo tanto, si la entrada (7s) estd marcada en la tabla, entonces también se marca
la entrada (p,q). Si la entrada (7s) no estd marcada, entonces el par (p,g) se coloca
en una lista asociada con la entrada (7s). Si posteriormente se marca la entrada (zs),
también se marcardn todas las parejas de la lista asociada.

En el ejemplo, se obtiene lo siguiente:

» El andlisis del par (qo,qs) remite al par (qi1,qs); por lo tanto, se
coloca en la lista asociada a dicha entrada.

» El andlisis del par (q1,q2) remite al par (qo,qs); por lo tanto, se
marca.

» El andlisis del par (q1,qs3) remite al par (qo,q2); por lo tanto, se
marca.

» El andlisis del par (q1, qs) remite al par (qo, qa); por lo tanto, no se
puede marcar ninguna de las dos entradas.

» El andlisis del par (q2,q3) remite al par (qs,qs); por lo tanto, se
marca.

» El andlisis del par (q2,qs) remite al par (qs,qq); por lo tanto, se
marca.

» El andlisis del par (qs,qs) remite al par (q2,q4); por lo tanto, se
marca.

Al finalizar este proceso todas aquellas entradas de la tabla que queden vacias identifican
parejas de estados equivalentes.
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q ><
QX
a | X|/

v
“ XXX
as [ ©4) /v X

d 91 492 93 444

En el ejemplo, los estados q1 y qs son equivalentes, y lo mismo sucede con los
estados qg y q4. Se puede comprobar que el automata obtenido es el presentado

en la figura[3.2]

3.2. Lema de Bombeo.

Este lema proporciona una herramienta muy util para demostrar que ciertos lenguajes
no son regulares, es decir, que no pueden ser reconocidos por autématas finitos. Ademas,
como consecuencias adicionales de su enunciado, también resulta ttil como referencia tedri-
ca para desarrollar algoritmos que respondan a ciertas cuestiones sobre aspectos determina-
dos de autématas finitos, como por ejemplo, si el lenguaje aceptado por un autémata finito
es finito o infinito.

Lema 3.1 (Lema de Bombeo) Para todo lenguaje regular L existe una constante n,
dependiente vinicamente de L, tal que si z es una cadena de L, y se cumple que | z |> n,
entonces la cadena z se puede descomponer como z = uvw tal que:

L |v|>1,
2. |uv |<n,

3. Paratodo i > 0 las cadenas uwviw son, todas, cadenas de L.

Demostracion:

Si un lenguaje es regular, entonces es aceptado por un autémata finito determinista,
AFD, A = (Q, %, f,qo, F'). Sea |Q| = n, es decir, el AFD tiene n estados.

Sea z = ajaz...an una cadena de m simbolos, tal que m > n, y supdngase que
f(qo,a1a2...a;) = gsi, donde gs; representa el estado que se alcanza después de analizar
los primeros a; simbolos. Segin esto, f(qo, a1) = gs1, f(q0,a1a2) = gs2, - . . etc.

Como la cadena z tiene m simbolos y el AFD tiene n estados distintos, y m > n,
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entonces si el AFD A comienza a trabajar con la cadena z, no puede ser que los primeros
n + I estados que se suceden en el andlisis de la cadena z (qo, ¢s1, gs25 - - - Qsn) S€an todos
distintos.

Por lo tanto, existen al menos dos enteros, llamémosles j y k, 1 < j < k < n ta-
les que gs; = gs, es decir, f(qo,a1...a5) = ¢sj, f(qo,01...ak) = g = ¢sj A
f(qks @k+1 - .- am) = gsm. Como j < k entonces la subcadena a; ... as tiene una lon-
gitud mayor o igual que /, y como k£ < n entonces su longitud no puede ser mayor que
n.

Gréficamente, la idea se puede expresar de la forma siguiente:

ak+1...a m

aj+1...a k

Si la cadena a; . . . a,, pertenece al lenguaje reconocido por el AFD A, entonces s, €
F', y por lo tanto, la cadena a; ... ajag,1 . .. a, también pertenece a L(A). En este caso, el
bucle que reconoce a1 ... ax no se realiza ninguna vez. Pero también podria darse el caso
de realizarlo i veces, en cuyo caso la cadena reconocida serfaa; . .. a;j(aj41 . . . ak)iak+1 U T,

(Qué conclusidén se puede sacar de este proceso? Que si se tiene un AFD y una cadena
z de una longitud lo suficientemente larga que sea aceptada por el AFD, entonces se puede
localizar una subcadena de z tal que esa subcadena se puede repetir tantas veces como se
quiera (es decir, se puede “bombear’) obteniéndose como resultado de este proceso nuevas
cadenas que también serdn aceptadas por el AFD.

Con esta idea grafica, para completar la demostracion basta con identificar u con ay . . . a;j,
V CON Gji1...Qp Y W CON Gjyq ... Gn. Como j < kentonces | v |=k—(j+1)+1=
k —j7 > 1ycomo k < n, entonces | uv |< n.

c.q.d.

Este lema se aplica para demostrar que un lenguaje no es regular, es decir, si un lenguaje
no cumple con el lema de bombeo entonces se puede garantizar que no es regular, pero si
cumple las condiciones del lema entonces no se puede asegurar si es 0 no es regular.

Ejemplos:

1. Demostrar que el lenguaje {a"b" | n > 0} no es un lenguaje regular.
Para poder comprobar si se cumplen las condiciones impuestas por el le-
ma de bombeo, se debe localizar una cadena del lenguaje cuya longitud
sea mayor que la constante del lema para este lenguaje. Sea t esa cons-
tante. Entonces z = a'b' pertenece al lenguaje y su longitud es mayor
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que t, por lo tanto z se puede escribir como uvw, pero /;cuales son los
simbolos de z que componen la cadena v? Se analizan todos los casos
posibles y si al menos uno de estos casos fuese posible, entonces no se
podria demostrar que no se cumple el lema para esta cadena:

a) Siv estd compuesta sélo de simbolos a, entonces las cadenas uv*w, 1 >
2 no pertenecen al lenguaje (contienen mds a‘s que b‘s).

a...... a...abb...b
= A

b) Si en la cadena v aparece algiin simbolo b, deja de cumplirse la se-
gunda condicion, ya que entonces | uv |> t, ya que en la subcadena
u deberian de estar, al menos, todas los t simbolos a.

(t) (t)
,a...b...bb...b

Como no hay mds opciones posibles para la asignacion de simbolos a la
cadena v, entonces este lenguaje no cumple el lema de bombeo y, por lo
tanto, no puede ser un lenguaje regular.

. Demostrar que el lenguaje L = {OP | p es un nidmero primo} no es un

lenguaje regular.
Este lenguaje estd formado por las cadenas de 0’s cuya longitud es un
niimero primo. Sea n la constante del lema de bombeo y sea z = 0F tal
que k es un niimero primo mayor que n.
Como el conjunto de niimeros primos es un conjunto de infinitos elemen-
tos se garantiza que ese niimero primo K existe, sea cual sea el valor de
n. Por lo tanto z € Ly si L fuese un lenguaje regular entonces deberian
de cumplirse las condiciones expuestas por el lema de bombeo, en parti-
cular, que

wo'w € LVi > 0.

k

Seai =k + 1; la cadena uwv*t w deberia pertenecer a L. Pero,

| wo o |=| wolvw |=| wow | + | vF =k + k| v |=k(1+ | v ).

Es decir, | uwo* 1w | no es un niimero primo, puesto que es divisible por
ky por (14 | v |). Como consecuencia, el lenguaje L no es un lenguaje

regular puesto que no cumple el lema de bombeo.
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3.3. Propiedades de Clausura.

Existen numerosas operaciones que aplicadas a lenguajes regulares dan como resultado
otro lenguaje regular. Por ejemplo, la unién de dos lenguajes regulares es un lenguaje regular
puesto que si 71 y 72 denotan a los lenguajes regulares L; y Lo, entonces la expresion
regular 1 + r2 denota al lenguaje L1 U Lo. Este tipo de operaciones reciben el nombre de
operaciones de clausura.

Teorema 3.3 Los lenguajes regulares son cerrados bajo las operaciones de union,
concatenacion, y estrella de Kleene.

La demostracion del teorema anterior se deja propuesto como ejercicio.

Teorema 3.4 Los lenguajes regulares son cerrados bajo la operacion de complemen-
tacion.

Demostracion:

Sea A = (Q, %, qo, f, F') un Autémata Finito Determinista tal que L(A) = L. Se cons-
truye un AFD A’ = (Q, X, qo, f, Q@ — F'), es decir, A’ es un AFD que se diferencia del AFD
A en que en A’ seran estados finales los que no lo eran en el AFD A y viceversa.

Por lo tanto,

L(A") ={z e 5 | fqo,2) e Q= F} ={wx € X" | fqo,2) ¢ F} =¥ —{z € ¥ |

f(qo,z) e F} =¥*—L = L.
c.q.d.

Resulta interesante destacar que la condicion de que el autémata finito de partida sea
determinista es muy importante, puesto que de no ser asi, entonces la demostracion no seria
correcta.

Por ejemplo, si A fuese un AFN tal que f(q,a) = {qj,qx} y ¢ € F, pero g5, & F, al
construir el AF A’ se tendria que ¢, € Q — F'y por lo tanto serfa un estado final de A’. Y
como f(q,a) = {gj, qx} resulta que la cadena a es reconocida por el AF Ay por A". Esto
es imposible si el AF A’ reconoce el complementario de L(A).

Teorema 3.5 Los lenguajes regulares son cerrados bajo la operacion de interseccion.

Demostracion:
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Como los lenguajes regulares son cerrados bajo las operaciones de complementacion y
de unidn, entonces si L1 y Lo son lenguajes regulares también lo serd LoUL; = L1 N Lo.

c.q.d.

(Coémo se podria construir un AFD que reconociese la interseccion de dos lenguajes
regulares 1.1 y Ly? Un método consistiria en construir el AFD A; que reconociese L1, y el
AFD Aj, que reconociese Lo; a partir de ellos se puede construir el AFD A que reconoce
el complementario de L; y, posteriormente, el AFD A} que reconoce el complemento de
L. Con estos, se puede construir el AFD Aj; para reconocer la union de L(A}) y L(A5).
Para finalizar, se construye el AFD que reconoce el complementario de L(Aj;). Pero este
método resulta muy largo.

Este AFD se puede calcular de forma mds sencilla aplicando el siguiente método. Sea
A1 = (Q1,%,qo, f1, F1) un Autémata Finito Determinista tal que L(A;) = L1, y sea
Ag = (@12, 2, po, f2, F2) otro Autémata Finito Determinista tal que L(A3) = Lo.

Se construye el siguiente AFD A” = (Q1 X Q2, %, [q0, po], f, F1 X F) tal que la funcién
de transicion f se define de la forma siguiente:

f([Q7p]aa) = [fl(Q7 a)va(pv a)]

De esta forma el lenguaje reconocido por el AFD A” es el siguiente,

L(A") = {z € ¥* | f([q0,p0); ) € F1 x F3} =

{x € ¥ fi(qo,x) € F1 A fa(po,x) € Fo} = L1 N Lo.

Ejemplo de aplicacion del teorema:

Sea L={xe€ (0+1)"|S(0,2) =S(1,2)}. ;Es L un lenguaje regular?

El lenguaje L estd formado por cadenas que tienen el mismo niimero de 0’s que
de 1’s dispuestos en cualquier posicion.

Si L fuese un lenguaje regular entonces al intersectarlo con un lenguaje re-
gular deberia dar como resultado un lenguaje regular. El lenguaje 0*1* es un
lenguaje regular, puesto que es una expresion regular. Por lo tanto si L fuese
regular también lo deberia ser el lenguaje L N 0*1%, pero este lenguaje es el
lenguaje 0" 1™ que ya se ha visto que no es un lenguaje regular.

Por lo tanto, L tampoco puede ser regular.

Teorema 3.6 Los lenguajes regulares son cerrados bajo la operacion de sustitucion.
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Demostracion:

Se define la operacién de sustitucién f : ¥ — 22* de forma que V a € X, f(a) es un
lenguaje regular.

Ademads, se conoce que si 1 y 72 son expresiones regulares entonces también son ex-
presiones regulares las expresiones 71 + ra, 1172 Yy 77

Por lo tanto, como la operacién de sustitucién de una unién, de una concatenacién o de
una clausura es la unién, concatenacion o clausura de la sustitucion y al ser estas operaciones
de clausura para lenguajes regulares, resulta que la operacidn de sustitucion también es una
operacién de clausura.

c.q.d.

Ejemplo:

Sea ¥ = {a,b} y A = {0,1,2} tal que f(a) = 1, = 0*1* y f(b) =1, =
02+ 2.

Sea L el siguiente lenguaje regular, L = a*(b+ ab)*. Calcular f(L).

F(L) = f(a*(b+ab)*) = f(a*) f((b+ab)*) = f(a)* f(b+ab)* =
F(a@)*(F(0) + f(ab))* = f(a)*(f(b) + f(a)f(b))* =
(0*1%)((0*2 + 2) + (0%1%)(0%2 4 2))*.

Como consecuencia de este teorema, y como la operaciéon de homomorfismo es un caso
particular de la operacion de sustitucidn, resulta el siguiente corolario.

Corolario 3.1 Los lenguajes regulares son cerrados bajo la operacion de homomor-
fismo.

Teorema 3.7 Los lenguajes regulares son cerrados bajo la operacion de homomorfis-
mo inverso.

Demostracion:

Sea h : ¥ — A*. Sea L un lenguaje regular de A*. Se demostrard que h~'(L) es
otro lenguaje regular. E1 método consiste en construir un AFD, A’, que reconozca h™' (L)
a partir del AFD que reconozca L, A.

Sea A = (A,Q, f,qo, F) un AFD tal que L(A) = L. Sedefineel AFD A’ = (¥, Q, f', qo, F')
tal que la funcién de transicién f’ se define como

f'(q,a) = flg,h(a))VqgeQ,YaceX.
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Aplicando induccién sobre la longitud de la cadena x se puede demostrar que si f’(qo, x) =
p, entonces en el AFD A también se cumple que f(qo, h(z)) = p.

Por lo tanto,

L(A") ={z € ¥ | f'(qo,x) € F} = {2 € ¥ | f(qo, () € F} = {w € X" |
h(z) € L} = h=Y(L).

c.q.d.

Teorema 3.8 Los lenguajes regulares son cerrados bajo la operacion de inversion.

Demostracion:

Sea A = (A, Q, f,qo, F) un autémata finito arbitrario y sea el autémata finito A’ =

(3,Q, 1, q4, F'), definido como Q' = Q U {¢(} y F' = {qo}. tal que ¢}, € Q, es decir, g,
es un estado nuevo.

La funcidn de transicién f’ se define en dos pasos:

L. f'(qp,A) = F,

2. g€ f(p,a) & pe fllg,a),ac (ZU{A}).

Con esta construccion se garantiza que L(A’) = [L(A)]7L.

Adicionalmente, hay que comentar que el método de construccién de A’ se puede sim-
plificar si en el conjunto de estados finales F solo hay un estado, es decir, F' = {q;}.
Entonces, la construccién del autémata finito A’ se puede realizar de esta otra forma:

Q=q
9 = qf
F' = {q}

g€ f(p,a) & pe flga),ac(ZU{A})

Ejemplo:
Sea L = {x € 01" | m < n}. ;/Es L un lenguaje regular?.

Supdngase que L es regular; entonces, también lo debe de ser L1 = {1"0™ |
m < n}.

Se define el homomorfismo g : {0,1} — {0, 1}* tal que g(0) =1y g(1) = 0.

Como la operacion de homomorfismo es una operacion de clausura para los
lenguajes regulares, entonces el lenguaje g(L~") también debe ser un lenguaje
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regular . Y, por lo tanto, el lenguaje L N g(L™") debe ser regular, pero este
lenguaje es

LNg(L™) ={0™1" | m < n}n{0"1™ | m < n} = {0"1" | n > 0}.

que no es un lenguaje regular. Se deduce entonces que la suposicion inicial, L
es un lenguaje regular, no puede ser cierta.

3.4. Algoritmos de Decision para Lenguajes Regulares.

Un gran nimero de cuestiones sobre lenguajes regulares se pueden resolver mediante
el uso de algoritmos de decisién como, por ejemplo, determinar si un lenguaje regular es
vacio, finito o infinito, o bien determinar si una determinada cadena puede ser generada por
una determinada gramatica regular.

Como se verd en temas siguientes, estas cuestiones no siempre serdn resolubles para
lenguajes de otros tipos.

Teorema 3.9 El conjunto de cadenas aceptadas por un autémata finito

A= <EaQ7q07f7F>

tal que | Q |=n es:
1. Novacio< 3z € L(A)/ |z |<n.

2. Infinito < Jx € L(A)/n <| x |< 2n.

Demostracion:

1. Novacio< Jz € L(A)/ |z |<n.

13 99,
<~

13 9,
=

Obviamente, si existe una cadena que pertenece a L(A), entonces L(A) no es el
conjunto vacio.

SiL(A) es no vacio es porque existe al menos una cadena que pertenece a L(A).
Sea z esa cadena. Si | x |< n entonces ya estd demostrado el teorema.

Si |  |> n entonces, por el lema de bombeo, resulta que * = uvw, cum-
pliéndose también que V i > 0, uv'w € L(A). En particular, si se selecciona
i = 0, se obtiene la cadena uv’w = ww que, como | v |> 1, cumple que
| z |=|] www |>] vw |y uw € L(A). Si| uw |< n, entonces ya se ha
conseguido demostrar el teorema. En caso contrario, se vuelve a aplicar este
razonamiento.
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Como cada vez que se aplica este razonamiento se obtienen cadenas de me-
nor longitud, tiene que llegar un momento en que se obtenga una cadena cuya
longitud sea menor que .

Como consecuencia, un posible algoritmo para poder afirmar si el lenguaje que re-
conoce un AF es o0 no es vacio, consistiria en determinar si hay alguna cadena de
longitud menor que n, siendo | @ |= n, que pertenezca al lenguaje (ndtese que como
n es un valor fijo, hay un nimero finito de posibles cadenas que pudieran pertenecer
al lenguaje; por lo tanto, se asegura el fin del proceso).

2. Infinito & 3z € L(A)/n <| z |< 2n.

“<”: Como | = |> n, entonces, por el lema de bombeo, se cumple que V i >
0,uv'w € L(A). Por lo tanto, se puede afirmar que hay un nimero infinito
de cadenas que pertenecen a L(A).

“=": Se sigue un proceso de razonamiento similar al realizado en el caso “=" del
apartado anterior, teniendo en cuenta que | v |[> 1y | uv |[< n.

Como consecuencia, un posible algoritmo para poder afirmar si el lenguaje que re-
conoce un AF es o no es infinito, consistiria en determinar si hay alguna cadena de
longitud menor que 2n y menor o igual a n, siendo | @@ |= n, que pertenezca al
lenguaje.

c.q.d.

Teorema 3.10 Existe un algoritmo para determinar si dos autématas finitos determi-
nistas reconocen el mismo lenguaje.

Demostracion:

Sea A; un AFD | L(A;) = Ly y sea Ay otro AFD | L(A2) = Lo. Se construye un AFD
A’ que reconozca el lenguaje,

L(A/) = (Ll OZQ) @] (fl N LQ)
Entonces L; = Ly < L(A’) = 0, que, segtn el teorema[3.9] es una cuestion decidible.

c.q.d.
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4.1. Gramaticas y Lenguajes de Contexto Libre.

Tal y como se expuso en el tema anterior existen ciertos lenguajes muy usuales que no
pueden ser generados por medio de gramaticas regulares. Algunos de estos lenguajes si pue-
den ser generados por otro tipo de gramaticas, las denominadas gramdticas de contexto libre
(también denominadas gramadticas incontextuales, o independientes del contexto). Uno de
los ejemplos mds tipicos consiste en la gramatica de contexto libre que genera el lenguaje
formado por aquellas cadenas que tengan igual nimero de paréntesis abiertos que cerrados.

Definicion 4.1 Una Gramdtica de Contexto Libre (GCL) es una cuddrupla G =
(34,27, P, S) donde

>4 es un conjunto finito y no vacio de simbolos denominados auxiliares,
Y7 es un conjunto finito de simbolos denominados terminales, ¥ 4 N X = (),
S es el simbolo inicial de la Gramdtica, S € X 4,

P es el conjunto de producciones, donde cada produccion es de la forma A —
BeonAeXaypBe (BrUla)™

59
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Un lenguaje es de tipo 2, también denominado lenguaje de contexto libre, sila gramdtica
mas restrictiva que puede generarlo, segin la jerarquia de Chomsky, es de tipo 2.

Ejemplos de GCL:

» El lenguaje L1 = {0™1™ | n > 0} puede ser generado por medio de la
siguiente GCL
S —A]0S1

Efectivamente, para comprobar que esta gramdtica genera el lenguaje Ly
se realiza un andlisis parecido al proceso de demostracion por induccion:

Paso base la cadena de menor longitud que pertenece al lenguaje L, es
)\;

Hipotesis de induccion supongase que desde S se puede generar cual-
quier cadena de longitud k que pertenezca a Ly;

Paso de induccion la siguiente cadena que pertenece al lenguaje L1 de
mayor longitud a la de S es la cadena 0S1.

» El lenguaje Ly = {0™1™ | n > m} puede ser generado por medio de la
siguiente GCL
S —X|0S|051

» El lenguaje Ly = {w € (0+ 1)* | w = w™'} puede ser generado por
medio de la siguiente GCL

S—A[0S0| 15101

4.2. Arboles de Derivacién.

Definicion 4.2 Un drbol es un conjunto finito de nodos unidos mediante arcos que
forman un grafo aciclico que cumple las tres condiciones siguientes:

1. Existe un tinico nodo denominado raiz al que no llega ningtin arco.

2. Para todo nodo n existe una tinica secuencia de arcos que lleva desde el nodo
raiz hasta el nodo n.

3. En cada nodo, excepto el nodo raiz, entra un iinico arco.

Sean n y m dos nodos, se dice que m es descendiente directo de n cuando del nodo n se
puede ir al nodo m por un sélo arco. Un nodo m es descendiente de un nodo n cuando existe
una secuencia de nodos ngnins...n; tal que ng = n,n, = m y se cumple que n;41 es
descendiente directo del nodo n;, Vi, 0 <17 < k.

A los nodos que no tienen descendientes directos se les denomina hojas.
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1.

2.

Definicion 4.3 Dada una GCL G = (X 4, %7, P, S), un drbol de derivacion en G es
un drbol que cumple las siguientes condiciones:

Cada nodo tiene asignado una etiqueta de {\} U¥ 4 U X,
La etiqueta del nodo raiz es S,

Si el nodo n no es una hoja, entonces la etiqueta del nodo n es un simbolo de
XA,

Si ning ...ny son todos descendientes directos de un nodo n, ordenados de
izquierda a derecha, y si la etiqueta del nodo n es el simbolo A y la etiqueta de
cada nodo n; es el simbolo l;, entonces (A — lyla .. .lx) es una produccion de
G,

Si el nodo n es descendiente directo del nodo n' y la etiqueta del nodo n es )\,
entonces 1 es el tinico descendiente directo del nodo n'.

El resultado de un arbol de derivacion es la cadena formada por la concatenacion de los
simbolos que etiquetan sus hojas tomados de izquierda a derecha.

El 4rbol de derivacion contiene todas las posibles derivaciones asociadas a una forma

sentencial.

Ejemplo:

Sea G1 la GCL definida por el siguiente conjunto de producciones

S—S+S S—SDIVS
S—85§-5 S—=S5SMODS
S-8%S S—S18

S — (9) S — entero

La forma sentencial (entero + entero) = entero es el resultado del

siguiente drbol de derivacion

S
T\
S * S
SN
( S ) entero
TN
S + |S

entero entero
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Teorema 4.1 Sea G = (X4, X7, P, S) una GCL, entonces o es una forma sentencial
si, y solo si, existe un drbol de derivacion en la gramdtica G cuyo resultado es .

Se propone como ejercicio demostrar el resultado anterior por induccién en la profun-
didad del arbol.

Definicién 4.4 Una GCL es ambigua si 3 x € L(G) tal que existen dos o mds drboles
de derivacion diferentes cuyo resultado es x. Un lenguaje de contexto libre es inhe-
rentemente ambiguo si toda GCL que lo genere es ambigua.

Otra cuestidn asociada a la derivacién de cadenas en una gramaética es como seleccionar
el simbolo auxiliar a substituir en cada paso de derivacién de una forma sentencial. De todas
las opciones posibles se destacan dos. Si se selecciona siempre el simbolo auxiliar que se
encuentra mas a la izquierda entonces se denomina proceso de derivacion a izquierdas.
Si siempre se selecciona el auxiliar més a la derecha, entonces se denomina derivacion a
derechas.

Cada arbol de derivacion define una, y sélo una, derivacion a izquierdas y una, y s6lo
una, derivacion a derechas.

Siguiendo con el ejemplo anterior, la forma sentencial (entero + entero)
* entero se puede obtener mediante la siguiente derivacion a izquierdas:

S=S*S=(S)*S=(S+S)*S = (entero+8S) *S= (entero +
entero) *S = (entero + entero) =* entero,

o mediante esta otra, que serd una derivacion a derechas

S=S5*S=S§ *entero=(§5+8S) *entero = (S + entero) *
entero = (entero + entero) * entero.

Esta concepto permite exponer otra definicién de gramatica ambigua: Una gramadtica
es ambigua si existe una cadena para la que haya dos o mds derivaciones a izquierda o a
derecha.

Siguiendo con el ejemplo, la gramdtica anterior es ambigua, puesto que para la
forma sentencial entero + entero x entero existen los dos siguientes
drboles de derivacion,
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s s
/T\ * T ‘S + /SN
S + S entero entero S  * S
entero entero entero entero

v las dos derivaciones a izquierdas,

DI1: S=S*S=8S+S5*S=entero+S *S = entero + entero
*§ = entero + entero x entero,

DI.2: S=S + 5 = entero + S = entero + S *§ = entero +
entero) *S = entero + entero x entero.

4.3. Simplificacion de GCL.

Una de las primeras tareas que hay que realizar con una GCL es eliminar todas aquellas
producciones que no aporten ningin tipo de informacion valida en la generacion de alguna
de las cadenas del lenguaje. Es decir, hay que simplificar la GCL sin alterar el conjunto de
cadenas que es capaz de generar.

Cualquier lenguaje de contexto libre, L, puede ser generado por medio de una GCL, G,
que cumpla las siguientes condiciones:

1. Cada simbolo (terminal o auxiliar) de G se emplea en la derivacién de alguna cadena
de L.

2. En el conjunto de producciones de G no existen producciones unitarias, es decir,
producciones de la forma A — B donde A, B € X 4.

3. Si A € L entonces en el conjunto de producciones de G no existen producciones
vacias, es decir, producciones de la forma A — .

El objetivo de estas condiciones es determinar una GCL en la cual, en cada paso de
derivacién de una cadena, siempre se introduce informacién relevante.

Dada una GCL, G, se puede construir una GCL, G, tal que L(G) = I(G') y en G’
no hay simbolos intitiles, es decir, que cumple la primera de las condiciones establecidas
previamente.

Para construir esta GCL G’ se aplican dos lemas. El primero de ellos determina el con-
junto de simbolos a partir de los cuales se puede obtener una cadena del lenguaje; el segundo
lema determina el conjunto de simbolos que pueden aparecer en una forma sentencial de la
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gramdtica, es decir, los simbolos que pueden ser alcanzados desde el simbolo inicial de la
gramatica.

Lema 4.1 (de la derivabilidad) Dada una GCL, G = (¥4, %7, P, S), L(G) # 0,
puede construirse una GCL equivalente G' = (¥/y, X, P’ S) en la que se cumple
que¥ A € ¥y Jw € Tk tal que A = w.

Demostracion:

Para construir la GCL G’ se calcula el conjunto de simbolos derivables por medio de la
siguiente férmula:

PasoBase: V A € ¥4, Vw € ¥ talque A — w € P, entonces se sabe que A es
derivable.

Paso Recursivo: Si (A — «) € Py si todos los simbolos auxiliares de « son derivables,
entonces el simbolo A también es derivable.

El siguiente algoritmo iterativo calcula la férmula anterior:

Z:Aaux = @
Yy={ae ¥y | Jwed: (A - w €P}
while (Zaque # X)) :

EAaugc = Eiq
Yy = Zdaus U {2 € X4 | T ae (Er U Bagua)*: (A — a) € P}

En este algoritmo se inicializa el conjunto de simbolos derivables de acuerdo al paso
base de la férmula anterior y, posteriormente, se calcula el paso recursivo de forma iterativa
hasta que no se detecten nuevos simbolos derivables en el conjunto ¥'4.

Una vez obtenido X', se define P’ como el siguiente conjunto

PP={(A—-a)eP|Ac¥ hnae (ZruXy)*}

Para finalizar, hay que demostrar que L(G’) = L(G). Para ello se demostrard que L(G’) C
L(GQ) y que L(G) C L(G").

L(G') C L(G) : La construccién de G’ implica que ¥’y C ¥4y P’ C P, por lo tanto si
S = x en G, entonces aplicando las mismas producciones en G se obtiene la misma
cadena x.

L(G) C L(G’) : Supéngase que 3z | € L(G) Az ¢ L(G"). Si esto es asi es porque
en la obtencion de x se utiliza algin simbolo auxiliar de ¥ 4 que no estd en X/,, pero
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esto no puede ser puesto que los simbolos de X 4 — 3’4 no son derivables. Entonces,
x debe pertenecer a L(G').

c.q.d.

Lema 4.2 (de la alcanzabilidad) Dada una GCL, G = (X4,%p, P,S) tal que
L(G) # 0, puede construirse una GCL equivalente G' = (X', X0, P',S) tal que
VAe (X,uXi)3a,pe (B Ul | S = adp.

Demostracion:

Para construir la GCL G’ se calcula el conjunto de simbolos alcanzables por medio del
proceso iterativo:

= 2y = {5}, % =0,

» V(A — a) € P:si A e Yy, todos los simbolos auxiliares de « se afiaden a ¥4 y
todos sus simbolos terminales se afiaden a X/}..

Se define P’ como el siguiente conjunto

P={A—a)eP|Ac¥yhaec (ZLrUuXy)*}
Para finalizar, hay que demostrar que L(G’) = L(G). Queda propuesto como ejercicio.

c.q.d.

Teorema 4.2 Todo LCL L, L # (), puede ser generado por una GCL sin simbolos
inttiles.

Demostracién:
Sea G una GCL que genera el LCL L.

Sea G’ la GCL resultado de aplicar a la GCL G el lemal[4.1] (al eliminar los simbolos no
derivables).

Sea G la GCL resultado de aplicar a la GCL G’ el lema[4.2| (al eliminar los simbolos
no alcanzables). Entonces G” no contiene simbolos indtiles y L(G”') = L(G) = L(G).

Para demostrar que G” no contiene simbolos indtiles supéngase que contiene un simbo-
lo indtil X. Como X € X/, entonces X es derivable, y como X € X’} entonces X es
derivable y alcanzable, por lo tanto, S = a X3 = w € X%, y entonces X es iitil, lo que
contradice la suposicion de que en G’ habia un simbolo indtil. Por lo tanto, en G’ no hay
simbolos indtiles.
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c.q.d.

La aplicacién de los lemas a cada GCL debe realizarse segtn el orden indicado, puesto
que en caso contrario se podria obtener una GCL con simbolos innitiles.

Ejemplo:

Sea G la GCL definida por medio de las siguientes producciones:

{S - aABC | a;A — a;B — b; E — b}.

Si se aplica primero el lema[d.1|se obtiene la GCL

{§ —a;A— a;B — b;E — b},

y al aplicar a continuacion el lema{.2]se obtiene la GCL

{S — a}.

Si a G se le aplicase primero el lema[d.2) se obtendria la GCL siguiente
{S —- aABC | a;A — a; B — b},
y al aplicar posteriormente el lema la GCL resultante seria la siguiente
{§S—a;A— a;B— b}

que contiene los simbolos iniitiles {A, B}.

El siguiente paso para simplificar una GCL consiste en eliminar los simbolos anulables.

Si A — A € P, entonces la aparicion del simbolo A en alguna forma sentencial inter-
media del proceso de generacién de una cadena, x, del lenguaje supone que, mas pronto o
mas tarde, el auxiliar A sera sustituido por A, y que, por lo tanto, dicho simbolo no habr4 re-
portado ninguna utilidad en el proceso de generacién de la cadena x.

Teorema 4.3 Para toda GCL G | L(G) = L, existe una GCL G' tal que L(G') = L(G) -
{A\} ¥ G’ no contiene simbolos iniitiles ni anulables.

Demostracién:

Sea G = (¥ 4,%7, P,S) una GCL. El primer paso consiste en calcular los simbolos
anulables, es decir, el conjunto A = {X € ¥4 | X = \}. Este conjunto se puede calcular
por medio del siguiente proceso iterativo:

n Ay ={XeXs| X -\ eP},
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» A= AU{X eS| TacA (X —a)e PLLVi>1.

El proceso finaliza cuando para algtin valor de k se cumple que Ay = Ay.

Sea Gy = (X4, X7, P2, S) la GCL tal que el conjunto de producciones P, se construye
a partir de P y del conjunto A de la siguiente forma:

(X —=pBePsf#AANTae (Za4USy)T 1 (X — a) € P A S se puede obtener de
a eliminando ninguna, una o més apariciones de ninguno, uno o mds simbolos del
conjunto de simbolos anulables A.

Falta por demostrar que L(G2) = L(G) — {\}. Para ello se demostrard la inclusién en
ambos sentidos.

L(G2) C L(G) — {A\} : Cada produccién de P, se ha obtenido realizando una secuencia
de derivaciones con producciones de P; por lo tanto, si X — € P, entonces X = v
aplicando producciones de P.

Seaw € L(G2), luego S = 01 = 6 = ... = w # X aplicando producciones de
P5. Cada una de esas derivaciones 6; = 0,1 puede realizarse en uno o mas pasos en
la gramdtica G, y por lo tanto, se puede obtener la misma cadena w: S = 6; = 6, =
o w#EN

L(G)—{A} C L(Gy): Seaw € L(G),w # A\ luego S = 01 = 6 = ... = w.
Supéngase que 6; = 0; aplicando tinicamente producciones .

Para obtener P; lo que se ha hecho ha sido eliminar cero o més apariciones de cero
o mas simbolos anulables de la forma sentencial 6;, obteniendo la forma sentencial
0. Asi pues, en P, existe una produccion que permite realizar esa transformacién
directamente, y entonces en G2 se puede derivar directamente 0; de 0;, 0; = 0;.

Una vez obtenida G5 se le aplica el teorema para eliminar los simbolos inttiles!,
obteniéndose la GCL buscada.

c.q.d.

Ejemplo:

Sea G la GCL dada por el siguiente conjunto de producciones:

S — ABC'| Da
A= adb| A
B — bBce | A
C —cCalca
D— AB|a

! Si bien en la préctica suele aplicarse este paso primero, se debe tener en cuenta que tras eliminar las
transiciones \ es posible que vuelvan a aparecer simbolos intitiles.
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El conjunto de simbolos anulables, A, se calcula de acuerdo al método indica-
do:

A1 ={A,B}, Ay ={A,B,D}, As=A=A
El conjunto de producciones Ps serd el siguiente:

S— ABC | AC | BC |C|Da|a
A — aAb | ab

B — bBc | be

C — cCalca

D— AB|A|B|a

Corolario 4.1 Dada una GCL G puede construirse una GCL G’ equivalente a G tal
que no tenga producciones \ excepto cuando X € L(G) en cuyo caso S’ — X es la
tinica produccién en la que aparece \ y ademds S' no aparece en el consecuente de
ninguna otra regla de produccion.

Efectivamente, si G = (¥4, X7, P, S) es una GCL, tal que A € L(G), entonces se cons-
truye la gramética Gy = (X 4, X7, Py, S) siguiendo el método expuesto en la demostracion
del teorema

La relacién entre G y G es L(G2) = L(G) — {\}. Para construir la gramatica G’ del
corolario se define G’ como (X/,, 37, P/, S") tal que ¥y = X4 U{S"}, S' € ¥4, y P’ =
PU{S — \|S).

El dltimo paso para simplificar una GCL consiste en eliminar las producciones unita-
rias, es decir aquellas producciones de la forma A — B, ya que cuando aparecen en una
derivacion lo tinico que introducen es un cambio de nombre del auxiliar.

Teorema 4.4 Todo LCL L, tal que \ &€ L, se puede generar por una GCL G que no
contiene producciones unitarias ni simbolos iniitiles ni anulables.

Demostracion:

Sea G = (¥4, X7, P, S) una GCL tal que L(G) = L y en G no existen producciones A.
El teoremai4.3|asegura que existe. El primer paso para obtener la gramética sin producciones
unitarias, consiste en calcular los simbolos que aparecen en dichas producciones, es decir,
los conjuntos U(X) ={Y € 4| Y = X},V X € X 4.

Estos conjuntos se pueden calcular por medio del siguiente proceso iterativo:

» Uy(X) ={X}

s Ui (X) = Ui(X)U{Z €A |3Y €Ui(X): (Z = Y) e P},Vi>2
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En el célculo anterior, la condicién de parada es 3 k | U1 (X) = Up(X).

Sea G1 = (X4, X7, P1,.S) la GCL tal que el conjunto de producciones P; se construye
a partir de P y del conjunto U(X) de la siguiente forma:

(Z—a)eP o adSaNIX eS| ZeUX)AN(X —a)€eP.

Resta por demostrar que L(G1) = L(G), comprobando la doble inclusion.

L(G1) € L(G) : Cada produccion de P; se ha obtenido realizando una secuencia de de-

~—

rivaciones con producciones de P; por lo tanto, si X — (3 € P; entonces X = 3
aplicando producciones de P.

Sea w € L(G1), es decir, S = 6, = 63 = ... = w, aplicando producciones de
Py; entonces, en la gramitica G se puede realizar la siguiente derivacién: S = 6; =
0 = ... = w. Por lo tanto, w € L(G).

C L(G1): Seaw € L(G), y sea la secuencia de producciones que la producen la
siguiente, S = 01 = 0 = ... = w.

Supdngase que hasta 6; no se aplican producciones unitarias, y que ¢; = aX;3 =
Oiv1 = aX;t10 = #j_1 = aX;_13 aplicando tinicamente producciones unitarias
yquede 0,1 = aX;_18 = 0; = ayf por medio de una produccion no unitaria,
Xj—l — 7.

Lo que se ha hecho ha sido sustituir en cada derivaciéon un simbolo auxiliar, X;, por
otro simbolo auxiliar, X;;1, hasta llegar a la forma sentencial 0;_1 = aX;_108Yy,
posteriormente, aplicar la produccion X;_1 — 7.

En P; existe una produccién que permite realizar esa transformacion directamente,
X; — ; entonces en G1 se puede derivar directamente la forma sentencial 6; desde
la forma sentencial 0;, 0; = 0;.

Una vez obtenida G se eliminan los simbolos initiles? obteniéndose la GCL buscada.

c.q.d.

4.4. Formas Normales.

Una forma normal para una clase de lenguajes es un formato en el que se pueden escribir
las producciones de una gramética que genere un lenguaje de esa clase.

De entre las distintas (y mdltiples) formas normales existentes, en este tema se estu-
diardn dos de las mds dtiles: la forma normal de Chomsky (FNCH) y la forma normal de
Greibach (FNG).

*Recuérdese lo comentado en el pie de pégina
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4.4.1. Forma Normal de Chomsky, FNCH.

Teorema 4.5 (Formal Normal de Chomsky) Todo LCL L, \ & L, se puede generar
por una GCL en la que todas sus producciones tienen el siguiente formato:

A — BC

A—a

donde A, B, C son simbolos auxiliares y a es un simbolo terminal.

Demostracion:

SeaLun LCL, A ¢ L,ysea G = (X4, X7, P, S) una GCL tal que L(G) =L y en G no
existan producciones unitarias, simbolos inttiles ni producciones A.

El primer paso para conseguir una GCL equivalente a G en la que todas sus produccio-
nes estén en forma normal de Chomsky consiste en conseguir que los consecuentes de todas
las producciones de longitud mayor que dos estén compuestos exclusivamente por simbolos
auxiliares.

Para ello se define el conjunto C' = {C, | a € X7} : CN Xy = 0 (es decir, los
elementos de C son todos simbolos que no pertenecen a . 4).

Sea f: 34 UXp — ¥4 UC lafuncién definida de la forma siguiente:

FIX)=X, si X €5y
f(X) = Cx, st X € Xy

Sea G' = (¥/4, X7, P’, S) la GCL en la que

%ZEAUC

P={A- f(o)|(A—a)e PN |a|>2}U
{A—a€ePlacr}U
{Co—a|CyeC}

Con esta construccion se garantiza que L(G') = L(G).

L(G") C L(G) : Por induccién en el nimero de pasos que intervienen en la derivacién de
una cadena, se demostrard que si A = w enla GCL G’ (donde A € S,y w € 27,
entonces en G se puede derivar A = w.

Paso Base (n = 1): sien G’ se obtiene A = w en un paso es porque A — w € Py
como A € ¥ 4, entonces w € Ly, y, por lo tanto, (A — w) € P.

Hipotesis de induccion: Si A Q w en la gramética G/, entonces A = w en la GCL
G.
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Paso de induccién: Sea A "' w una derivacién en G’ de k+1 pasos.
El primer paso debe de ser de la forma A — B1Bs... By, m > 2,y entonces
se puede escribir w = wjws ... wy,, donde B; = w;. Si B; = C, entonces
w; = Q.
Por la construccién de P/, existe una produccion A — X1 X5 ... X,, de Penla
queXi =B, si B; € ZAZ/XZ’ =a, si B; € C.
Para aquellos B; € X4, se sabe que la derivacién B; = w; no lleva més de k
pasos, y, por hipétesis de induccién, en la GCL G se puede derivar X; = w;.
Por lo que A = w.

L(G) C L(G’) : Por construccién de P/, si A — « es cualquier produccién de G, entonces

en G’ se puede derivar A = f(a) = o

Todas las producciones de la GCL G’ tienen el siguiente formato: A — (3, donde 3
estd compuesta tinicamente por simbolos auxiliares y tiene una longitud mayor o igual que
dos,obien A — o, a € Y.

Por lo tanto, para obtener la GCL en Forma Normal de Chomsky, a la que se denomi-
nard G, G" = (¥, U X'}, X, P”, S), basta con realizar el siguiente proceso:
» V(A— )| | a|< 2, entonces (A — «) € P”.

V(A — AjAy...A,) € P tal que n > 2, entonces {A — A1Dy; D —

AsDs ;... Dy_g — An—lAn} € P”/\Dl,DQ, .., D, 9 € ', donde D1,Do, ...

son nuevos simbolos auxiliares.

Ejemplo:

Calcular una GCL en FNCH equivalente a la GCL G determinada por medio
del siguiente conjunto de producciones:

S — aAb

A — aAb|aC | AB | A
B — bBa | A
C—CD|AB

D —bD| A

E — aEb|aE | aS

El primer paso consiste en eliminar los simbolos iniitiles. Para ello se eliminan
primero los simbolos no derivables (si bien, en este ejemplo, se obtiene que
todos los simbolos son derivables) y todos los simbolos no alcanzables; en este
caso se obtiene que el simbolo E es no alcanzable.
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La GCL equivalente sin simbolos iniitiles es:

S — aAb

A — aAb|aC | AB | A
B — bBa | A
C—-CD|AB

D —bD |\

El siguiente paso consiste en eliminar las producciones \. Para ello se calcula
el conjunto de simbolos anulables, el conjunto A:

Alz{A,B,D}; AQZ{A,B,C,D}:AE}ZA

Por lo tanto, como S ¢ A resulta que X ¢ L(QG) y, por lo tanto, se puede
escribir una GCL equivalente sin producciones \:

S — aAb | ab
A—aAblab|aC |a|AB| B
B — bBa | ba
C—~CD|D|AB|A|B
D —bD|b

Al eliminar las producciones A no han aparecido simbolos iniitiles. El iiltimo
paso para conseguir una GCL simplificada consiste en eliminar las produccio-
nes unitarias.

La GCL G’ equivalente a la GCL inicial y sin simbolos iniitiles, producciones
A, ni producciones unitarias es:

S — aAb | ab

A — aAb|ab|aC |a| AB |bBa | ba

B — bBa | ba

C—CD|bD|b|AB |bBa|ba|aAb|ab]|aC |a
D—bD|b

La GCL G" en Forma Normal de Chomsky tal que L(G") = L(G') es la siguien-
te:

S — Co X1 | CoCy

A— CyX1 | CoCy | CoC | a| AB | CpXo | CpCy

B — CbXQ ’ CbCa
C—CD|CyD|b|AB | CpXa | CpCy | Co Xy | CoCy | CoC | a
D—CyD|b

C,—a

Cy—b

X1 — AC,

X2 — BCa
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Corolario 4.2 Dada una GCL G puede construirse una GCL G’ equivalente a G tal
que todas sus producciones estén en Forma Normal de Chomsky, excepto cuando A €
L(G), en cuyo caso S' — X es la tinica produccion en la que aparece \, ' no aparece
en el consecuente de ninguna otra regla de produccion, y el resto de producciones de
P’ estdn en Forma Normal de Chomsky.

Efectivamente, si G = (X 4,37, P, S) es una GCL, tal que A € L(G), entonces se
construye G = (3}, Xp, P",S) tal que L(G") = L(G) — {\} y G” estd en Forma
Normal de Chomsky. Resulta suficiente con construir la GCL G’ = (¥, X, P’, S’) donde

» Y, =X U{S5},

» S'eXy

« PP =[S S AYULS — 4| (S —n) e P UP.

4.4.2. Forma Normal de Greibach, FNG.

Para poder realizar la transformacion de una GCL en otra que cumpla con las condicio-
nes expuestas por la forma normal de Greibach se precisa de unas herramientas basicas que
son el lema de la sustitucion y el de la eliminacion de la recursividad a izquierdas en una

GCL.

Ambos lemas proporcionan métodos que permiten realizar ciertas transformaciones en
una GCL, sin que se vea afectado el lenguaje generado por la misma.

Lema 4.3 (de la Sustitucion) Sea G = (X 4,%7,P,S) una GCL. Sea (A —
a1Bag) € Pysea (B — (1| B2 | ... | Br) el conjunto de todas las produc-
ciones de G que tienen al simbolo auxiliar B como antecedente.

Sea G' = (X4, %7, P, S) la GCL tal que P’ se ha obtenido del conjunto P al eliminar
de este la produccion (A — ayBag) y afadir las producciones (A — ajfias |
a1fae | ... | aafraz), entonces L(G) = L(G').

Demostracion:

Para demostrar que ambas GCL generan el mismo lenguaje, se demostrara la inclusién
en los dos sentidos: L(G) C L(G') y L(G') C L(G).

L(G") C L(G) : Cada produccién de P’ que no sea de P puede obtenerse por medio de dos
derivaciones de producciones del conjunto P; es decir, si A — «a13;a0 es una pro-
duccién de P’ que no es de P, entonces se pueden realizar las siguientes derivaciones
con producciones de P: A = a1 Bag = a1 5.
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L(G) C L(G") : Seax € L(QG); entonces, si en el proceso de derivacion de x se ha utiliza-

do la produccién A — a1 Bas, posteriormente se ha debido sustituir el simbolo B por
alguno de los consecuentes asociados a las producciones de B, que son los siguientes:
(B— (1| B2] ... | Br), obteniéndose, entonces, a1 3.

En G’ se puede obtener la misma cadena, x, realizando la misma secuencia de de-
rivacién que en G’ hasta llegar a la sustitucién del simbolo A. En este momento se
sustituye el simbolo A por la produccién de P/, A — a1 5.

Lema 4.4 (de 1a Eliminacion de la Recursividad a Izquierdas) Sea G =
(¥4,27,P,S) una GCL y sea A — Aoy | Aas | ... | Aa«, el conjunto de
todas las producciones de P que tienen al simbolo A como antecedente y que son
recursivas a izquierdas. Sea A — 1 | B2 | ... | Bm el resto de producciones de P
que tienen al simbolo A como antecedente.

Sea G' = (¥'y, X7, P',S) la GCL obtenida de G tal que ¥y =¥, U{B}, B € ¥4,
y tal que en P’ se han eliminado todas las producciones que tienen al simbolo A como
antecedente y en su lugar se han afiadido las siguientes producciones:

. A—Bi| BB, 1<i<m,
2. B—a; |aB, 1<i<r.

Entonces L(G) = L(G').

Demostracion:

También en este lema, para ver que ambas GCL generan el mismo lenguaje, se demos-

trard la inclusién en los dos sentidos: L(G) C L(G") y L(G’) C L(G).

L(G) C L(G") : Seax € L(G). Supdéngase que en el proceso de derivacién de la cadena

x no se han utilizado producciones recursivas a izquierdas hasta la forma sentencial
0;, y que, desde esta forma sentencial hasta la forma sentencial ;_1, s6lo se aplican
producciones recursivas a izquierdas.

Desde ¢;_1 se genera la forma sentencial ¢; utilizando una produccién no recursiva a
izquierdas.

. . *
En resumen, todo este proceso se puede expresar de la forma siguiente, S = 6;, y
desde esta forma sentencial se realizan las derivaciones recursivas a izquierdas:

0; = ")/A5 = ’)/Aai(s = fyAaigaﬂé = ... = ’yAaZ-p e Qo1 = 93‘_1.
La siguiente derivacién que pasa de ¢;_1 a 6; no es recursiva a izquierdas:

’yAOéip . aigailé = vﬁjaip - aigaiﬁ = 9]'.
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En G’ se puede realizar la misma secuencia de derivaciones hasta generar 6; (ya que
todas las producciones utilizadas, al no ser recursivas a izquierdas, también pertene-
cen a P’) y, a partir de esta forma sentencial se pueden realizar las siguientes secuen-
cias de derivaciones,

92‘ = ’}/A5 = vﬁchS = 'yﬁjaipB5 = yﬁjaipaip,lBé =
.= ’yﬁjaip - aigBé = ’yﬁjaip . aizaﬂ(S = 9]‘.

Por lo tanto, se puede llegar a la misma forma sentencial, y, si desde 6; se deriva x en
G, entonces también se puede derivar x en G'.

L(G") C L(Q) : Esta inclusion se demuestra de forma similar a la inclusién previa. Queda
propuesta como ejercicio.

c.q.d.

Teorema 4.6 (Formal Normal de Greibach) Todo LCL L, A\ & L, se puede generar
por una GCL en la que todas sus producciones tienen el siguiente formato:

A — ax

donde A es un simbolo auxiliar, o es una cadena de simbolos auxiliares y a es un
simbolo terminal.

Demostracién:
Sea G = (X4, %7, P,S) una GCL tal que A\ & L.
Sea G' = (¥/4, ¥, P', S) la GCL en Forma Normal de Chomsky tal que L(G') = L(G).

El primer paso para conseguir transformar G’ en otra GCL en Forma Normal de Grei-
bach, consiste en establecer un orden arbitrario entre los simbolos auxiliares de G’, :4 =
{A1,Ag,..., Ay} . Este orden se establecerd con la intencién de que el mayor nimero
posible de producciones de P’ cumpla con la siguiente propiedad

VA, Aj € X, si Ay, — A;8 € P!, entonces j > k. 4.1)

Generalmente, no serd posible que todas las producciones de P’ cumplan esta propiedad.

Se observa que al estar G’ en FNCH entonces cualquier produccion de P’ susceptible de
ser transformada para que cumpla la anterior propiedad (es decir, aquellas producciones de
P’ en las que el primer simbolo del consecuente sea un simbolo de ¥'4), tiene su consecuente
formado por dos simbolos auxiliares.

Supdngase que V i,1 < ¢ < k se cumple que si A; — A;3, entonces j > i. La
produccidén asociada al simbolo Ay puede ser de una de estas cuatro formas:
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1. A, — a,

2. Ay — AjB, j >k,
3. Ay — AjB, j <k,
4. Ap — Aip.

Las dos primeras situaciones identifican formatos que cumplen con la propiedad (4. IJ).

La tercera situacién no cumple con esta propiedad, por lo tanto, se deberia aplicar algtin
método para que lo cumpliese. Este método consiste en aplicar el lema de la sustitucion
(lema[4.3) tantas veces como sea necesario hasta obtener una produccién que, o bien cumpla
la propiedad (4.1)), o bien esté en el formato 4:

Sea A, — A;/3, una produccién de la forma 3, es decir j < k.

Las producciones asociadas al simbolo A; deben cumplir con la propiedad
(4.1). Sea A; — A,B1, p > j; luego, sustituyendo A; en la produccion de
Ay, se obtiene Ay, — A,B10.

En esta situacién p puede ser mayor (en cuyo caso, ya se cumple con la propie-
dad), menor o igual a k.

Supdngase que p < k; entonces, las producciones asociadas al simbolo A,
deben cumplir con la propiedad (4.1)).

Sea A, — AyB2, ¢ > p. Sustituyendo A, en la produccién de Aj, se obtiene
A — AgB215.

De esta manera, como médximo en k-7 pasos, se obtendrd una produccion que
cumpla con la propiedad o que esté en el formato 4.

Las producciones de tipo 4 se pueden modificar aplicando el lema de eliminacion de la
recursividad a izquierdas (lema.4).

Cuando todas las producciones iniciales cumplan con la propiedad (4.1)), entonces el
conjunto de producciones contendrd producciones con los siguientes formatos:

1. 4; — Aj% j >,

2. A; — av, a € ¥p, v € X%, yaque G’ estaba inicialmente en FNCH,

Sea A,, el simbolo auxiliar de mayor peso en la ordenacién de los simbolos de ', .

Las producciones de A,, no pueden ser de la forma 1, ya que no hay ningin simbolo
auxiliar superior en el orden a A,,. Tampoco pueden ser de la forma 3, ya que estas produc-
ciones son las asociadas a la introduccién de nuevos simbolos auxiliares en la eliminacién
de la recursividad a izquierdas. Por lo tanto, las producciones de A,, son de las forma,

Ap —avi|aye | ... | ary
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y ya estdn en FNG.

Para convertir el resto de producciones asociadas a los simbolos de ¥/, a la FNG se
aplica el siguiente algoritmo:

for in range(m-1,0, -1):
Sea A; — AJ”}/
# j>1i; por lo tanto, las producciones de A; estdn en FNG
Substituir A; por sus consecuentes en A;
# se obtienen producciones en FNG

Una vez realizado este proceso solo resta convertir el formato de las producciones de
tipo 3, B; — ~, a FNG. Para ello, basta con fijarse en que el primer simbolo de v es
un simbolo de X', y, por lo tanto, realizando su sustitucion por los consecuentes de sus
producciones asociadas se tiene un nuevo conjunto de producciones en FNG.

c.q.d.

Corolario 4.3 Dada una GCL G puede construirse una GCL G’ equivalente a G tal
que todas sus producciones estén en Forma Normal de Greibach, excepto cuando A €

L(G), en cuyo caso se cumple que
1. 8" — Xes la tinica produccién en la que aparece )\,
2. 8 no aparece en el consecuente de ninguna otra regla de produccion, y

3. el resto de producciones de P’ estdn en Forma Normal de Greibach.

Efectivamente, si G = (X4, X7, P, S) es una GCL, tal que A € L(G), entonces se
construye G” = (¥}, 37, P",S) tal que L(G") = L(G) — {\} y G” esté en Forma
Normal de Greibach. Es suficiente con construir la GCL G’ = (¥/,, ¥, P’, S) donde

Y, =Yiu{S}, ey P ={9 - Nu{S —>y|S—yeP'}uP".

Ejemplo:

Sea G la siguiente GCL:
S — AS | AB
A— BAl|a
B — AB|b

Se establece el siguiente orden respecto a los simbolos auxiliares: B < S < A.

Con este orden® las producciones de S cumplen con la propiedad , las del
simbolo B también, pero la produccion del simbolo A, A — BA, no la cumple.

3Se ha elegido éste, pero también se hubiera podido optar por el orden S, A, B y, en ese caso, el desarrollo
seria similar teniendo en cuenta que son las producciones del simbolo B las que no cumplen la propiedad
¥ que sobre ellas habrfa que aplicar los lemas[{.3)y[f.4}
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Por lo tanto, se aplicard tantas veces como sea necesario el lema de la sus-
titucion, hasta conseguir una produccion que o bien cumpla la propiedad o bien
sea recursiva a izquierdas. En este caso si se sustituye B por sus consecuentes,
de la produccion A — BA, se obtienen las producciones A — ABA | bA.

Si, ademads, se elimina la recursividad a izquierdas que se ha introducido en
las producciones del simbolo A, queda el siguiente conjunto de producciones:

S — AS | AB

B— AB|b
A—>bA|CL|bAX1|aX1
X, — BA| BAX;

En esta situacion, las producciones del simbolo A ya estdn en FNG. Ahora hay
que realizar un proceso de sustitucion en los consecuentes de los simbolos de
menor orden al simbolo A.

S — bAS | aS | bAX1S | aX1S | bAB | aB | bAX1B | aX1B
B — bAB | aB | bAX\B | aX1B | b

Solo falta sustituir el primer simbolo del consecuente asociado a cada produc-
cion de X1 para tener toda la gramdtica en FNG:

S — bAS | aS | bAX S | aX1S | bAB | aB | bAX1B | aX 1B
B — bAB | aB | bAX\B | aX,B | b
A—>bA]a\bAX1\aX1
X, — bABA | aBA | bAX,BA | aX,BA | bA |

bABAXl ‘ aBAX1 ‘ bAXlBAXl ‘ aXlBAXl | bAXl



Capitulo 5

Automatas de Pila

Indice General

5.1. Introduccion.

La tarea de reconocimiento de los LCL se realiza por medio de un tipo de autémata
denominado automata de pila, AP.

Definicion 5.1 Un Autémata de Pila es una séptupla
A=(%,Q,T f,q, 2, F)

donde

> es el alfabeto de entrada,

Q es el conjunto de estados, que es finito y no vacio,

I' es el alfabeto de la pila,

qo es el estado inicial,

Zy es un simbolo especial, denominado fondo de pila, Zy € T,

F es el conjunto de estados finales, F' C @),

f es la funcion de transicion, f: Q x (XU {\}) x I' — 29xI",

79
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Una descripcion informal de tal autémata es la representada en la siguiente figura:

Cintade entrada

LI LT 1] Pila

Cabeza
de Lectura™=="""""™"" > R
Control — Cima
Finito v
Cabezal
deL/E Fondo

El autémata de pila consta de una cinta de entrada dividida en celdas, cada una de las
cuales puede almacenar un s6lo simbolo. El acceso a cada celda se realiza por medio del
cabezal lector, cuyo movimiento siempre es de izquierda a derecha. El autémata posee un
cabezal adicional de lectura/escritura que sélo puede leer o escribir sobre la cima de una
pila. Por eso en este autdmata se dispone de dos alfabetos de simbolos, el alfabeto de la
cinta de entrada, X, y el de la pila, I.

El funcionamiento de este autémata es el siguiente: dado un simbolo de la cinta de
entrada o bien la cadena vacia! (que equivale a no leer el simbolo que se encuentra bajo
el cabezal de lectura), el estado actual del autémata (especificado en el control finito) y el
simbolo que esté en la cima de la pila, entonces este automata

1. cambia de estado,

2. elimina el simbolo de la cima de la pila y apila ninguno, uno o varios simbolos en la
misma, y

3. mueve el cabezal de lectura sobre la cinta de entrada una celda a la derecha, siempre
y cuando se hubiese leido un simbolo de Ia misma.

Es decir, dada la transicion f(q, a, X) = {(p1,71), (p2:72), - - -5 (Dm,¥m) } €l autémata
de pila, en el supuesto que se seleccione para ejecucion la accion f(q, a, X) = (p;,7;), con
v; = RY Z, realiza los siguientes cambios:

LI [ fa] [] ||||a|\1|
------------ > >

™" 4 R

Estado |4 Estado /:/ Y

actual: q |+ actud: p; [V [ Z

Como se observa en la figura, se transita desde el estado g al estado p; (que pasa a ser el
estado actual) el cabezal de lectura se desplaza una celda a la derecha y en la pila desaparece
el simbolo X de la cima y en su lugar se introducen los simbolos Z, Y y R, en este orden.

"Mis adelante, se remarcard esta cuestién, pero nétese que esta posibilidad de no leer el simbolo bajo el
cabezal hace que el comportamiento de unl autémata de pila sea no determinista por propia definicion.
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El comportamiento es similar en el caso de ejecutar una transicion del tipo f(g, A, X) =
{--s; (pi,7i), ...}, con la salvedad de que, en este caso, el cabezal de lectura de la cinta no se
hubiera desplazado hacia la derecha y permaneceria sobre el simbolo a.

Para poder describir el comportamiento del AP sin necesidad de tener que especificar
de forma grafica su evolucion, se suelen utilizar las descripciones instantdneas; en el caso
de un AP, una descripcion instantdnea es un elemento del conjunto Q x »* x I'*. Asi,
por ejemplo, la descripcién instantanea (g, w, ) (€ @ x X* x I'*) representa la siguiente
situacion:

m
Q
28
o
- >

La cadena de entrada es x, de la cual falta todavia por analizar el sufijo w. El cabezal de
lectura estd sobre el primer simbolo de w, el estado actual del autémata es g y el contenido
de la pila es a.

Se dice que una descripcion instantdnea I alcanza a otra descripcién instantdnea Is en
un solo paso, y se denota como I; - Is, cuando se cumplen las siguientes condiciones:
I = (q7 aw, X’Y) N

Iy = (p,w,dy) A
(p,d) € flg,a,X) | ac (CUDADAX eT

Se dice que una descripcion instantdnea [ alcanza a otra descripcion instantdnea [o, y

*
se denota como I = I, si 3 n descripciones instantineas auxiliares DIy, DI, ..., DI, tal
que a través de ellas se pueda alcanzar I» desde I, es decir,

I =D - DI+ ...-DI, =1I.

Con estas definiciones ya se estd en condiciones de poder establecer cudl es el lenguaje
aceptado por un AP, en el que hay que diferenciar dos casos.

Definicion 5.2 Se define el lenguaje aceptado por estado final de un AP A al con-

junto
sk

L(A) ={z € X" [ (0, %, Z0) - (p, A,7) tal que p € F'}.
Se define el lenguaje aceptado por pila vacia de un AP A al conjunto

*

N(A) ={z € X" [ (g0, 2, Zo) I (p, A\, M)}
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Se observa que en la definicion de N(A), no importa el estado al que se llegue al analizar
la cadena x. Es suficiente con que, al finalizar su anélisis, la pila quede vacia.

Ejemplo:
Sea A el siguiente AP:

A= ({a,b},{q90},{S, A, B}, f, q0, 5, 0)

donde la funcién de transicion f se define de la forma siguiente:

f(q0,a,8) = {(q0,SB), (90, ASB)}
f(q0, A, 8) = {(qo, A}
f(q0,0, B) = {(q0,\)}
f(qo,a, A) = {(q0, M)}

Como se observa, en este AP el conjunto de estados finales es (). Por lo tanto,
este AP reconoce el lenguaje ) por el criterio de estado final.

El lenguaje reconocido por este automata por el criterio de pila vacia es

N(A) ={a™b" | m > n}.

Para comprobar que este AP reconoce la cadena aaabb se van a especificar
todas las posibles transiciones que se pueden realizar con este automata, el
resultado se muestra en la figura Como al menos una secuencia de transi-
ciones consigue vaciar la pila y consumir toda la cadena de entrada, entonces
la cadena aaabb serd aceptada.

(gg, aaabb, S)
(qp-2@8bb,)  (qp, aabb, ASB) (qo, aabb, SB)
Rechaza
(do. abb, SB) (qg, abb, B) (go. abb, SBB) (qg, @b, ASBB)
Rechaza
(9. bb, SBB)  (qp, bb, ASBB)  (dg, abb, B) (G, bb, SBBB) (qg, bb, ASBBB)  (qg, abb, BB)  (dgp, bb, SBB)
Rechaza Rechaza Rechaza Rechaza
(dgp, bb, BB) (qo. bb, BBB) (do. bb, BB)
(9. b. B) (9o, b, BB) (90, b, B)
(CIYD (do. %, B) D)
Acepta Rechaza Acepta

Figura 5.1: Anélisis de todas las posibles transiciones que puede realizar el automata A
sobre la cadena aaabb.

La definicidon de un autémata de pila implica un comportamiento no determinista, que
se pone de manifiesto en el ejemplo anterior.

De forma general, un autémata de pila determinista es un AP en el que es aplicable
una, y sélo una, transicidon en cada instante. Sin embargo, esta posibilidad no basta para
excluir el comportamiento no determinista, ya que puede darse la situacién de que, desde
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un mismo estado y con un mismo simbolo en la cima de la pila, se puedan realizar acciones
diferentes si existen transiciones con lectura de simbolo o sin lectura de simbolo, es decir,
f(g,a, A) # 0 A f(g, A\, A) # (). Esto representa una situacién no determinista tal y como
se pone de relieve en la figura[5.1]en, por ejemplo, las rres posibles transiciones que pueden
ejecutarse desde la situacion inicial (qg, aaabb, S).

Por lo tanto, para que un AP sea determinista se han de cumplir las siguientes condi-
ciones:

1.Vge@,Vae (XU{\}), VAT, secumple que | f(q,a,A) |<1,

2.VqgeQ,VAEeT, si f(qg,\, A) # D entoncesVa € X, f(q,a,A) =1.

Ejemplo:

Construir un AP determinista que reconozca el lenguaje L = {0™"1" | n > 0}.

(QO,)\ Z) ={(q0, X)}
f(20,0,X) = {(q1, AX)}
f(q1,0 A) ={(q1,AA)}
f(fh,l,A) {(q2,\)}
f(g2,1 ) {(g2, M)}
flg2, A, X) = {(q0, \)}

El AP construido reconoce el lenguaje L por estado final. Efectivamente, por
cada simbolo ‘0’ leido de la cinta de entrada, se introduce en la pila otro
simbolo A. En la situacion en que se lea el primer ‘1’ se pasa al estado g,
cuyo fin es eliminar un simbolo A de la pila por cada ‘1’ leido.

Si al acabar de leer la cadena de entrada el AP estd en el estado qy (que
es el tinico estado final) es porque habia el mismo niimero de ‘0’ que de ‘I’
Cualquier otra transicion que no esté especificada en la anterior funcion de
transicion produce que, si esa situacion se presenta, entonces el AP se para y
rechaza la cadena.

La definicion de Autématas de Pila determinista y no deterministas, permite plantear si
el requisito del determinismo reduce el poder reconocedor de un AP.

Teorema 5.1 Existen LCLs que no son aceptados por ningiin AP determinista.

Demostracion

Sea L = {a"b" : n. > 0} U {a"b*" : n > 0}. Este lenguaje es un LCL pues es generado
por la siguiente GCL:
S — aAb | aBbb
A — aAb| A
B — aBbb | A
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Para demostrar que L no puede ser reconocido por ninglin AP determinista es preciso
saber que el lenguaje {a™b"c" | n > 0} no es un LCL?.

La demostracién se hara por reduccién al absurdo: es decir, si se supone que existe un
AP determinista que reconoce L, entonces se llega a un resultado imposible.

Sea A un AP determinista tal que L(A) = L. Se realiza la siguiente construccion:

1. Sean A; y As copias del AP A. Se dice que dos estados, uno de A; y otro de As, son
primos entre si, si ambos estados son copias del mismo estado del AP original A.

2. Eliminar la caracteristica de aceptacion de los estados de aceptacion de A; y la ca-
racteristica de estado inicial del estado inicial de As.

3. Modificar el estado destino p de cada una de las transiciones que se originan en un
antiguo estado de aceptacion de Aj, para que el estado destino sea el primo de p en
As.

4. Modificar todas aquellas transiciones que lean una b de la entrada y cuyos estados
destino se encuentren en As para que lean una ¢ en su lugar.

Con esta construccion el conjunto de cadenas aceptado por este AP A serd el formado
por aquellas cadenas que comenzando en el estado inicial de A; reconocen n simbolos a vy,
posteriormente, reconocen n simbolos b. En este instante, el estado en el que se encuentra el
AP es un antiguo estado final de A;. Sus transiciones se han modificado para que reconozca
n simbolos ¢ (pasando al antiguo AP Aj) en vez de n simbolos b, y se llega de esta forma,
a uno de los estados finales de A5, que son los tnicos estados finales de A. Por lo tanto, se
ha reconocido una cadena de la forma a™b"c"™, n > 0.

Es decir, se ha podido construir un AP que permite reconocer un lenguaje que no es un
LCL. Como la construccion realizada ha sido correcta, el unico fallo en la demostracion ha
sido la suposicion de que pueda existir ese AP determinista que reconozca L.

Como consecuencia, el lenguaje L no puede ser reconocido por ningiin AP determinista.
c.q.d.

La consecuencia directa de este teorema es que, si se denomina L(APND) al conjunto
de lenguajes aceptados por AP no deterministas, mediante el criterio de alcanzabilidad del
estado final, y L(APD) al conjunto de lenguajes aceptados por AP deterministas, mediante
el criterio de alcanzabilidad del estado final, entonces

L(APD) C L(APND).

2Se demostraré en el capitulo 6.
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Otra cuestion relacionada con el estudio de los lenguajes aceptados por los AP, consiste
en determinar si, dado que a cada AP se le pueden asociar dos lenguajes (el aceptado por
estado final y el aceptado por pila vacia), existe alguna diferencia respecto al conjunto de
lenguajes que pueden reconocerse por ambos criterios.

Es decir, si se denomina N(APND) al conjunto de lenguajes aceptados por APND me-
diante el criterio de pila vacia y L(APND) al conjunto de lenguajes aceptados por APND me-
diante el criterio de estado final, ;cudl es la relacion existente entre L(APND) y N(APND)?.

Teorema 5.2 Si L = L(A) para algiin AP A, entonces existe un AP A’ tal que N(A') =
L.

Demostracion:
Sea A= (X2,Q,T, f,q0, Zo, F') un AP tal que L(A) = L.

Para construir un AP que reconozca L por pila vacia, el método consiste en introducir
un nuevo estado, g., al que se accede desde cualquiera de los estados de F y cuya Unica
finalidad consiste en vaciar la pila.

Ademais, se debe evitar la situacién en la que en el AP A se vacie la pila, sin que el
estado del autémata sea final, ya que esto podria provocar que una cadena no aceptada por
A, si que fuera reconocida por por A’. Para evitar esta situacion, se precisa disponer de
un nuevo simbolo fondo de pila que sélo se elimine cuando se esté en el nuevo estado g;
es decir, cuando se haya pasado obligatoriamente por un estado final, habiendo consumido
ademads toda la cadena de entrada.

Seael AP A" = (3,Q", T, f', ¢(, X0, 0) tal que

» Q' =QU{q), g} tal que ¢, ge € Q,

s IV =T U{Xo} tal que Xo ¢ T,
y en el que las reglas que definen a la funcion de transicién f’ son las siguientes:

L. (g0, A, Xo) = {(q0, Z0X0)},

2. f(¢,a,B) C f'(¢,a,B),VqeQ,Vac (XU{\}),VBeT,
3. (gesN) € f(¢,\,B),Yqe F,YBeT,

4. {(ge; N} = f'(ge; A\, B), VB eI

Hay que demostrar que L(A) = N(A’) = L. Para ello, se demostrard que L(A) C
N(A")yque N(A") C L(A).
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*

L(A) C N(A"): Seax € L(A); entonces (qo, x, Zo) F (p,\,a),p € F ANa € T'*. Por
lo tanto, en el AP A’ se puede obtener la siguiente secuencia de descripciones ins-
tantdneas:

* *

(Q(/%anO) H (q07$7 ZOXO) + (p7)\aaX0) + (qev Aa)‘)a
y, entonces, x € N(A').

N(A") C L(A): Seax € N(A’);entonces desde la descricion instantdnea inicial, (qj, , Xo),
s6lo se puede realizar una dnica transicion a la descricién instantanea (qo, =, ZoXo)
y, a partir de esta, todas las transiciones realizadas son también transiciones de A.

Para poder aceptar la cadena x el AP A’ debe tener la pila vacia y eso s6lo se consigue
pasando previamente por un estado final de As; por lo tanto, de la descricién ins-
tantanea (qo, =, ZoXo) se ha de llegar a la descricion instantdnea (p, A\, aX), siendo
p un estado final de A, para, posteriormente, vaciar la pila mediante las transiciones
de tipo 4.

En el AP A se pueden realizar las mismas transiciones desde (qo, =, Zy) hasta (p, A, )
aceptando, por lo tanto, la cadena x.

c.q.d.

Queda demostrado entonces que L(APN D) C N(APN D). A continuacién se verd que
la inclusién también se cumple a la inversa.

Teorema 5.3 Si L = N(A) para algiin AP A, entonces existe un AP A’ tal que
L(A") = L.

Demostracién
Sea A= (X,Q,T, f,q0, Zo,0) un AP tal que N(A) = L.

Para construir un AP que reconozca L por estado final, el método consiste en introducir
un nuevo estado final, q}, al que se accede cuando en el AP A la pila esté vacfa.

Para poder determinar cuando se vaciaria la pila, sin que esa situacién llegue a produ-
cirse, se precisa de un nuevo simbolo fondo de pila que actie como sefial.

Seael AP A’ = <Za Q/a Fl? f/7 Q67 XOa F/> tal que

= Q' = QU {qd}} tal que qp. ¢ & Q,

s IV =T U{Xo}, tal que Xy €T,

- P = {d}},

y en el que las reglas que definen a la funcién de transicién f’ son las siguientes:
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1. f,(Q67A>X0) = {(QO,ZOXO)},
2. f'(¢,a,B) = f(¢,a,B), Vg€ Q,Vac (ZU{\}), VBeT,

3. fl(g, A Xo) ={(d} M)}, Ve Q.

Falta demostrar que L(A’) = N(A) = L, y para ello se seguird el método habitual,
demostrando que L(A’) C N(A) y que N(A) C L(4’).

*

N(A) C L(A") : Seax € N(A); entonces, (qo, z, Zp) F (p, A\, A). Por lo tanto, en el AP
A’ se puede obtener la siguiente secuencia de descripciones instantaneas:

(q/O’ €, XO) - (qu €, ZOXO) - (p, A, XO) = (q}, A, )‘)a
y, por lo tanto, x € L(A").

L(A’) C N(A): Seax € L(A’); entonces, desde la descripcion instantdnea inicial (g(), z, Xo)
s6lo se puede realizar una tnica transicion a la descripcién instantanea (qg, z, ZoXo)
y, a partir de esta, todas las transiciones realizadas son también de A.

Para poder aceptar la cadena x, el AP A’ debe alcanzar un estado final y eso sélo se
consigue pasando previamente por una pila cuyo tnico simbolo sea X. Por lo tanto,
de la descripcién instantdnea (go, x, ZoXo) se ha de llegar a la descripcion instantdnea
(p, A, Xo), para, posteriormente, pasar al estado final mediante la transicién nimero
3; es decir, se alcanza la descripcidn instantanea (q}7 A AN).

En el AP A se pueden realizar las mismas transiciones desde (qo, x, Zp) hasta (p, A\, A)
aceptando, por lo tanto, la cadena x.

c.q.d.

Como consecuencia de ambos teoremas se obtiene que L(APND) = N(APND).

5.2. Relacion entre los Automatas de Pila y los LCL.

En esta seccidn se establecerdn formalmente las relaciones que existen entre los lengua-
jes de contexto libre y los autématas de pila no deterministas.

Teorema 5.4 Si L es un LCL, entonces existe un APND A | L = N(A).

Demostracion

Sea L un LCL, tal que \ ¢ L, entonces existe una GCL G = (X4, X7, P, S) en Forma
Normal de Greibach, tal que L(G) = L.
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Se construye el siguiente AP, A = (X, Q, T, qo, Zo, f, ) donde,

Y=Y
Q = {q}
I'=%>4
Zo=2S

(q(]v’)/) € f(QOaa7B) <~ (B—> a’Y) epr

Resta por demostrar que N(A) = L. Para ello, se demostrard que si se emplean siempre
derivaciones a izquierda en la GCL G, entonces

(5 3 wa) & ((qo,w,5) - (go, A, @),

donde w € ¥ A o € 2.

*
((¢,w,S) F (¢, A\, @) = (S = wa) : Porinduccion sobre el nimero de descripciones ins-
tantdneas utilizadas:

0
Paso Base: Coni=0, (¢,\,S)F (¢, ),5), entonces S = S.

n
Hipétesis de Induccion: (¢, w,S) F (¢, \,a) = S = wa.

n+1

+
Paso de Induccion: Sea (¢, wa,S) + (g, A\, «) una derivacion de n+1 pasos; en-
n

tonces, (¢, wa, S) F (q,a,3) = (¢,a, BO) F (g, A\, a).

Las primeras n derivaciones implican, por H.I., que S = w3, y la tltima deri-
vacion sélo se puede realizar si (¢,v) € f(q,a, B).

Por lo tanto, 3 (B — a7y) € Py, ademds, 3 = B#, por lo que se obtiene que,

S = wBH = wayl = waa.
*
(S = wa) = ((¢,w,S) F (g,\,a)) : Por induccién sobre el nimero de pasos de deriva-
cién y sabiendo que en la gramatica se emplean siempre derivaciones a izquierda:

Paso Base: Coni=0, S = S, entonces (¢, A, S) F (g, A, S).
Hipétesis de Induccién: S = wa = (q,w, S) F (¢, \, ).

Paso de Induccién: Sea S %' waa una derivacién de n+1 pasos. Esta derivacién se

ha obtenido por medio de la siguiente secuencia, S = wBf = wayf = waa.
n
Las primeras n derivaciones implican, por H.L., que (¢, wa, S)  (q,a, B@3),y

la dltima derivacion sélo se puede realizar si 3 (B — ay) € P, 'y, por lo tanto,
(¢,7) € f(¢,a,B).
Entonces,

(q,wa, S) 5 (q,a,BB) F (¢, \,v8) = (¢, \, ).
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Por dltimo, queda por establecer el teorema reciproco, cuya demostracién se puede
encontrar en el libro “Introduction to Automata Theory, Languages and Computation” de
Hopcroft y Ullman.

Teorema 5.5 Si L = N(A) para algiin AP A, entonces L es un LCL.
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6.1. Lema de Bombeo.

Al igual que al estudiar los lenguajes regulares, resulta interesante disponer de cier-
tas herramientas que permitan determinar cuando un lenguaje es de contexto libre, o bien
qué conjunto de operaciones pueden ser aplicadas a un lenguaje de contexto libre para ob-
tener como resultado otro lenguaje de contexto libre.

Una de las herramientas més poderosas para determinar que un lenguaje no es de con-
texto libre consiste en verificar que no cumple con las propiedades establecidas por el lema
de bombeo para LCL.

Lema 6.1 (Lema de Bombeo) Para todo LCL L, existe una constante n, dependiente
tinicamente de L, tal que si z es una cadena de L, | z |> n, entonces la cadena z se
puede descomponer como z = uvwxy tal que:

I |vx|>1,
2. |vwz [< n,

3. Para todo v > 0, las cadenas uviwﬂy son todas cadenas de L.

91
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Demostracion:

Sea L un LCL, tal que \ ¢ L; se sabe que entonces existe una GCL en Forma Normal
de Chomsky, G, tal que L(G) = L.

El primer paso en la demostracion consiste en determinar que, si un arbol de derivacién
asociado a una cadena de G no tiene un camino (desde la raiz hasta una hoja) de longitud
mayor que i, entonces la longitud de la cadena resultado de ese arbol es menor o igual que
2¢=1 Esto se puede demostrar por induccién respecto a la longitud del camino asociado a
la cadena de L(G).

Paso base: Si la altura del arbol es 1, entonces sélo hay una posibilidad (debido a que todas
las producciones de G estdn en FNCH) y es que ese arbol sea el siguiente :

S

l

a

al=1<21 =20 =1,

Por lo tanto,
Hipotesis de Induccion: El enunciado es cierto para caminos de longitud .

Paso de Induccion: ;Qué sucede para caminos de longitud i+1? En este caso, la primera
derivacion realizada a partir de S debid ser de la forma S — AB (ya que todas las
producciones de G estin en FNCH) y, entonces, en cada uno de los dos nodos del
primer nivel cuelgan subérboles de derivacién de altura mdxima i. Por lo tanto, por
hipétesis de induccidn, cada uno de estos arboles tiene como resultado una cadena de
longitud méxima 2°~1.

S
A B
T T,
¢ > € >

1= I‘(Tl) Zn = I’(Tz)
lzq1 <211 751 < 211
El resultado del arbol cuya raiz es S, tiene como resultado una cadena que sera la

concatenacion de las cadenas generadas por esos dos subdrboles, y, por lo tanto, su
longitud maxima serd 2°~1 4 20—1 = 27,

Una vez obtenido este resultado intermedio, considérese la GCL G, en FNCH, con k&
simbolos auxiliares, | ¥4 |= k, y sea n = 2~
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Sea z una cadena de L(G) cuya longitud es mayor o igual que n; entonces, como | z |>
2k=1 cualquier drbol de derivacién para z debe tener, como minimo, una longitud k+1.

Este camino tiene como minimo k+2 nodos, de los cuales todos, excepto el ultimo, estan
etiquetados por simbolos auxiliares, por lo que, como sélo existen k simbolos auxiliares
distintos, al menos un simbolo auxiliar debe aparecer dos veces en el camino.

Es decir, si P es uno de los caminos de mayor longitud en el arbol, entonces debe con-
tener al menos dos nodos vy y v2 que satisfagan las siguientes condiciones:

1. v1 y vo tienen la misma etiqueta, A,

2. el nodo v; estd mds préximo a la raiz que el nodo v2,

3. el camino desde v hasta la hoja tiene una longitud maxima de k+1.

Si se denomina 77 al drbol de derivacién que cuelga del nodo vy, entonces la longitud

de la cadena resultado estd acotada por el valor 2¥ (puesto que la altura de 7} es, como
maximo, k+1). Sea z; esa cadena.

Sea T el arbol que cuelga de vy y 29 su cadena resultado; entonces, se puede escribir
Z1 COMO 232924.

Ademads, z3 y z4 no pueden ser \ simultineamente, puesto que la primera derivacién
utilizada para obtener z; debe estar en FNCH, es decir, serd de la forma A — BC.

Por lo tanto, el arbol 75 debe pertenecer totalmente o bien al 4rbol que cuelga de B o
bien al que cuelga de C.

En resumen, se conoce que A = 234z, y que A = 2, tal que | 232024 |< n = 2F,

k ; ; . .o, .
Entonces, A = 24292}, para cualquier valor positivo de i. Por lo tanto, la cadena z;
uede escribirse como uz3z924Yy, siendo u e y cadenas cualesquiera.
Yy y

Identificando z3 con v, z5 con wy z4 con x se demuestran todos los enunciados del lema.

c.q.d.

Ejemplo:
Sea la GCL G,

G = ({S,A,B},{a,b},S,{S — AA;A— AB | a; B — AS | b}).

La cadena abaaaa tiene asociado el drbol de derivacion mostrado en la figura

6. /]
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u=1 z3 = abaa zp=a z4=1 y=a
Figura 6.1: Arbol de derivacién de la cadena abaaaa.

Como la altura del drbol es 5 y el niimero de simbolos auxiliares es 3, enton-
ces deben existir, como minimo, dos nodos que cumplan las tres condiciones
expuestas en la demostracion del lema de bombeo.

Sean vy y vg dos de esos nodos. Su etiqueta es el simbolo A.

Desde vy se genera la cadena a, pero también podria generarse de nuevo, y re-
petidas veces, todo el subdrbol T, obteniéndose las cadenas uz3z224y. Todas
estas cadenas pertenecen a L(G).

El lema de bombeo resulta de utilidad para demostrar que un lenguaje no es de contexto
libre, si no lo cumple.

Ejemplo:

Demostrar que el lenguaje {ab"c™ | n > 0} no es un lenguaje de contexto
libre.

Para poder comprobar si se cumplen las condiciones impuestas por el lema de
bombeo, se debe localizar una cadena del lenguaje cuya longitud sea mayor
que la constante del lema para este lenguaje.

Sea k esa constante. La cadena z = a*b*c¥, pertenece al lenguaje y su longitud
es mayor que X, | z |= 3k; por lo tanto, z se puede escribir como uvwxy, pero
Jcudles son los simbolos de z que forman parte de la cadena v y de la cadena
x2.

Se deben analizar todos los casos posibles: si al menos uno de estos casos
satisficiera las tres condiciones del lema, no se podria demostrar que no se
cumple el lema para esta cadena.
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1. Si vy X estdn compuestas solo de simbolos a’s, entonces las cadenas
uv'wax'y, con i > 2 no pertenecen al lenguaje (contienen mds a’s que
b’syc’s).

(k) (k) (k)
aa...aab...bbce. .. cc
—_—

uVWT Y

2. Si vy X estdan compuestas solo de simbolos b’s, entonces las cadenas
uv'wx'y, con i > 2 no pertenecen al lenguaje (contienen mds b’s que
a’syc’s).

(k) (k) (k)
aa...aabb...bbcc...cc
—_— A A

u VWL Y

3. Si vy x estdn compuestas solo de simbolos c’s, entonces las cadenas
wv'wx'y, con t© > 2 no pertenecen al lenguaje (contienen mds c’s que
a’syb’s).

k) (k) (k
aa...aabb...bccc. .. c
N —~

u VWTY

4. Si v estd compuesta por a’s y X por b’s, entonces las cadenas uv'wx'y,
coni > 2 no pertenecen al lenguaje (contienen mds a’s y b’s que c’s).
(k) (k) (k)
aa...aabb...bbcc...cc
—_— A A

uv wx Y

5. Si v estd compuesta por b’s y X por c’s, entonces las cadenas uv'wz'y,
con i > 2 no pertenecen al lenguaje (contienen mds b’s y c’s que a’s).
(k) (k) (k)
aa...aabb...bbcc...cc
— A A— —

u v wzy

6. No puede darse el caso que v sean a’s y X sean C’s, pues entonces
vwz |> k (en w hay como minimo k simbolos b’s).
(k) (k) (k)
aa...aabb...bbce...cc
—_— A A

uv w Ty

7. No pueden mezclarse simbolos en v ni en X pues si se hiciese entonces
las cadenas uwv'wz'ly, con i > 2 no pertenecerian al lenguaje (habria
simbolos descolocados con respecto al formato de las cadenas del len-
guaje)

Como no hay mds opciones posibles para la asignacion de simbolos a las ca-
denas v y X y ninguna de ellas es vdlida, entonces este lenguaje no cumple el
lema de bombeo y, por lo tanto, el lenguaje

{a"b"c" | n > 0}

no es un lenguaje de contexto libre.
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6.2. Propiedades de Clausura.

Las propiedades de clausura para LCL, son aquellas operaciones que, aplicadas sobre
LCL, dan como resultado otro LCL. Tal y como ocurria al estudiar los lenguajes regulares,
dichas propiedades pueden ayudar a determinar si un lenguaje es, o no es, de contexto libre.

Teorema 6.1 Los LCL son cerrados bajo las operaciones de union, concatenacion,
clausura e inversion.

La demostracion de este teorema se deja propuesto como ejercicio.

Teorema 6.2 Los LCL son cerrados bajo la operacion de sustitucion.

Demostracion:
Sea G = (X4, X7, P, S) una GCL tal que L(G) = L.

Se define la operacién de sustitucién f : & — 22", de forma que,V a € %, f(a) =
L(G,); es decir, la operacién de sustitucion, aplicada a cada simbolo de 3, proporciona
como resultado una GCL G, = (X 4q, 274, Pa, Sq) sobre el alfabeto A.

Ademads, se cumple que

Va,be X, conG, = (XA, 274, PaySa) y Gy = (X ap, 210, Py, Sp), entonces (X4 N
EAa) NXap = 0.

La tarea consiste en construir una GCL que reconozca f{L).
Sea G' = (¥/4, ¥/, P', 5’) tal que,

{A = ZA U (Uaez EAa)
E/T - UaEE YTa
S'=8
P/:P”U(UaeEPa)

donde P se obtiene de P reemplazando, en cada produccién de P, cada simbolo terminal
del consecuente por el simbolo inicial de la GCL asociada a ese simbolo terminal mediante
la operacion de sustitucion f. Por ejemplo, si (A — abS) € P, entonces (A — S,5,5) €
P’

Se demostrard que L(G’) = f(L), estudiando las dos inclusiones.
L(G") C f(L): Seaz = f(a1)f(a2) ... f(an) € L(G"); desde S’, y aplicando tGnicamen-
te producciones del conjunto P”, se obtiene una forma sentencial § = S,, S, . . . San

y, a partir de ésta y aplicando las producciones de J,cx; Py, se obtiene una cadena de
terminales x, es decir, S’ = 0 = .
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En la GCL G se puede obtener la cadena S = Yy = aias...an que pertenece a L,
luego f(y) = f(a1)f(a2)... f(an) = x, pertenece a f(L).

f(L) C L(G"): Seax € f(L),entoncesx = f(a1)f(az)... f(ay),talquey = aqraz...ay,
es una cadena de L. Por lo tanto, la cadena y se puede obtener a partir de S aplicando
producciones del conjunto P”, y, a partir de esta forma sentencial, se pueden aplicar
producciones de | J,¢cy; Py, obteniéndose la cadena x.

Ejemplo:

Sea ¥ = {a,b} y A ={0,1,2}, tal que
fla) = Lo ={0"1" [n > 1}, y
f(b) =Ly ={zz" |z € (0+2)*}.

Sea L = {z € (a+b)* | S(xz,a) = S(x,b)}. Calcular una GCL que genere
ML)

Sea G, la GCL definida por las siguientes producciones:

Sq — 05,101

Sea Gy, la GCL definida por las siguientes producciones:

Sy — 05,0 | 25,2 | A

Sea G la GCL definida por las siguientes producciones:

S — aSbS | bSaS | SS | A

Entonces G' = (¥4, Xl,, P', S), donde

:4 = {57 Sa7Sb}
Y =10,1,2}
P ={S — 5,555 | SpSSaS | SS| A
Sa — 05,11 01; 5, — 05,0 | 2552 | A}

Con esta definicion, sea y=abab (por lo tanto, {(y)=f(a)f(b)f(a)f(b)) y sea x €
f(y), tal que x=001102200122 con 0011 € f(a), 0220 € f(b), 01 € f(a)y
22 € f(b). La cadena x se puede generar en G' mediante la secuencia

S — 5,55,5 — SuSpS — 5,555,955 — 5,555,555
— 5.5,5.5, = 6 = 001102200122



98 Capitulo 6. Propiedades de los Lenguajes de Contexto Libre

Corolario 6.1 Los LCL son cerrados bajo la operacion de homomorfismo (caso par-
ticular de la sustitucion).

Teorema 6.3 Los LCL son cerrados bajo la operacion de homomorfismo inverso.

Demostracion:

Sea h : ¥ — A* un homomorfismo. Sea L un LCL de A*. Se demostrard que h (L)
es otro LCL.

El método consiste en construir un AP, M’, que reconozca h~1(L) a partir del AP M
que reconoce L, de forma que, para cada simbolo leido de la cinta de entrada, a € X, el
AP M’ almacene en un buffer el valor h(a) € A*, analizando el contenido de este buffer
segun se indica en el AP M. Es decir, el AP M/, ante una entrada de la forma ajas . . . a,,
almacena en el buffer h(a1)h(a2) ... h(ay,).

B (77 EEEe[T[

o R

Control | ?
Finito buffer 1

\ h(a) \
!

Control
Finito M

Control Finito M

La definicion formal de M’ serd la siguiente: dado M = (X, Q, T, f, qo, Zo, F'), enton-
ces se construye el AP M’ = (3, Q", T, f',[q0, \], Zo, F'), donde

Q' ={lg.7] g€ Q, Ja €% | zes sufijode h(a)}, y
F' = {[g.\l | g € F}.

La funcién de transicion, f/, se define como:

1. f([q0, N, a, Zo) = {([q0,h(a)], Zy)}. Se inicializa la simulacién del AP M en el
control finito del AP M/,

2. ([p,z],7) € f'([q, 2], \,Y), tal que (p,~) € f(g,\,Y). Se simulan los movimien-
tos A del AP M,

3. ([p2l,v) € f(lg,a2], N, Y), tal que (p,v) € f(g,a,Y). Se simulan, en M’, los
movimientos del AP M,
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4. f'([¢; A\, A Y) = {([g, A], A)}, Y # Zy. Cuando se vacia el buffer y se ha llegado a
un estado ¢ € F, entonces se ha de vaciar la pila.

5. f'([g, N, a, Zo) = {([q0, h(a)], Zo)}. Cuando se vacia el buffer y se ha llegado a un
estado ¢ € F', y en la pila s6lo esta el simbolo Zj, entonces se prepara para analizar
h(a).

Falta por demostrar que L(M') = h~1(L):

h=Y(L) C L(M'): Seax € h™'(L), entonces h(z) € L, y, por lo tanto, en el AP M se
realiza la siguiente secuencia,

*

(qo, h(.%'), Z(]) = (QQ, h(al)h(ag) * . h(an), Zo) H (ql, h(GQ) PN h(an), 041) |t
(g2, h(ag) ... h(an),a2) F (qn, A\, an), an € F A oy, € T

Al aplicarle la misma cadena al autémata M’ se obtiene la siguiente secuencia,
(l90, Al; a1z - . . an, Zo) = ([q0, h(a1)], a2 . . . an, Zo) b
([QIa )\]7 a . ..G0np, ZO) [ ([QH') )\L )‘7 Z0)7 dn S F.

Por lo tanto, x € L(M').

L(M')C h~Y(L): Seax € L(M'), entonces * = ajaz...a, y en el andlisis de cada
simbolo a;, el AP M’reconoce h(a;) mediante las transiciones del AP M. Por lo tan-
to, la cadena que estd reconociendo implicitamente M’ es h(aji)h(a2)...h(ay) y,
entonces, T = ajas . ..a, € h~1(L).

c.q.d.

Teorema 6.4 Los LCL no son cerrados bajo la operacion de interseccion.

Demostracién:
Es suficiente con encontrar un contraejemplo.

Sea Ly = {a"b"c™ | n > 1,m > 1}, el LCL generado por el siguiente conjunto de
producciones de contexto libre

P ={S— AB;A — aAb | ab; B — ¢B | c}.

Sea Ly = {a"b™c™ | n > 1,m > 1}, el LCL generado por el siguiente conjunto de
producciones de contexto libre

P, ={S—CD;C — aC | a; D — bDc | bc}.

El resultado de la interseccidn es el lenguaje Ly N Ly = {a"b"c™ | n > 1}, que por el
lema de bombeo se conoce que no es un LCL.
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c.q.d.

Corolario 6.2 Los LCL no son cerrados bajo la operacién de complementacion.

Demostracion:

Sean L; y Lo LCL; entonces, si la complementacién fuese una operacién de clausura,
también serian LCL los lenguajes L1 y Lo.

Por lo tanto, como la unién de LCL es una operacion de clausura, también LiULyes

un LCL y, por lo tanto, también lo serfa el lenguaje L1 U Ly = L1 N Lo, lo que se sabe que
es falso.

c.q.d.

Teorema 6.5 Los LCL son cerrados bajo la operacion de interseccion con lenguajes
regulares.

Demostracion:

Sea M un AP tal que L(M) = L. Sea A un AFD tal que R = L(A). El método de demos-
tracién se centra en construir un AP que reconozca L N R. Informalmente este AP, M, se
puede describir por medio de la siguiente figura:

- >

Control Control
Finito A FinitoM

Control Finito M’

La cadena de entrada serd aceptada si, una vez consumida, tanto el control finito del
AFD A como el control finito del AP M se encuentran en un estado final, o pueden llegar a
uno de ellos mediante transiciones A.

Formalmente esta construccion se realiza de la forma siguiente:

Sea M = (3,Qwm, T, far, qo, Zo, Far) un APy sea A = (3,Q 4, fa, po, Fa), entonces
se construye el APM', M' = (X, Q4 x Qur, T, f, [q0, po], Zo, Fa X Far), donde la funcion
de transicidn se define de la forma siguiente:

(0", d'1,7) € f(Ip,dl,a, X) & falp,a) =p" A (d7) € fulg,a, X).
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Falta demostrar que L(M') = L N R, lo que se hard por induccién sobre el nimero de
transiciones realizadas en la expresion,

([0 do)s 2 Z0) - (0, @)y A7) & Falpos ) = p A (dos s Z0)) - (45 A7)

“=": Hay que demostrar que

(b0, d0), 7. Z0) - (. a1 A7) = Falponz) = p A (q0, 2, Zo)) - (4, A, 7).

Paso Base, i = 0: Entonces, p = pg, ¢ = qo,x =\ v= 2.

i—1

Hipétesis de Induccion: ([po, qol, , Zo) ([29 al, A\, v) & falpo, ) = pA(qo, x, Zo)) F

(2, A7)
Paso de Induccion: Sea y = xa, entonces,

([po, d0), 7, Zo) F (pra)say) F (7], 0 B)-

La derivacioén de los i-1 primeros pasos, por hipdtesis de induccién, implica que

1—1
(q0,za,Zo) F (q,a,7)

yquefA(po,xa) fA(fA(p()? )7a) fA(p,a).
Ademds, el paso ([p, ¢, a,7)) F ([, ¢'], A, B) implica que vy = X~+'AB = §'%/,

existiendo las transiciones (¢/, 3') € far(q,a,X) y que, también, fs(p,a) =
/

p.
Por lo tanto, se cumple que

1—1
(qo,za,Zo) + (g,a,7) = (¢,a, X) F (¢, A\, B) = (¢, A\, B9)

yque fA(po,QCCL) = fA(fA(pO,-T),a) = fA(pv CL) = p,-

“«": Hay que demostrar que

Fa(o,2) = p A (40,2, Z0)) F (2, 07) = ([pos ol 2, Zo) - ([l A y).

La demostracién es similar a la del caso anterior y se deja propuesta como ejercicio.
c.q.d.

Este teorema resulta de gran utilidad para determinar que un lenguaje no es de contexto
libre.
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Ejemplo:

Determinar si el lenguaje L = {xx | x € (a + b)*} es un lenguaje de contexto
libre.

El lenguaje a™bTa™b™ es un lenguaje regular. Si L fuese un lenguaje de con-
texto libre, también lo seria el lenguaje L N a™bTa™b™. Pero este lenguaje
es,

LNna™bTa™d™ = {a"b™a™b™ | n,m > 1}

que se demuestra que no es de contexto libre al no cumplir el lema de bombeo
para lenguajes de contexto libre.

Sea k la constante del lema para L. Entonces z = a*b*a*b* pertenece a Ly su
longitud es mayor que K; por lo tanto, z se puede escribir como uvwxy, pero
Jcudles son los simbolos de z que componen la subcadena x y cudles lo que
componen la subcadena y?. Se analizan todos los casos posibles:

1. SivyXestdn compuestas sélo de simbolos a’s del principio de z, entonces
las cadenas wv'wz'y, © > 2 no pertenecen al lenguaje (contienen mds
a’s en el primer bloque que en el segundo).

(k) (k) (k) (k)
aa...aab...bbb...baaab...bb
——

UVWE Y

Algo similar sucederia si se escogieran a’s del segundo bloque.

2. SivyXxestdn compuestas solo de simbolos b’s del principio de z, entonces
las cadenas uv'wx'y, © > 2 no pertenecen al lenguaje (contienen mds
b’s en el primer bloque que en el segundo).

(k) (k) (k) (k)
aa...aabb...bbaa...abb...bb

u VWL Y

Algo similar sucederia si se escogieran b’s del segundo bloque.

3. Si v estd compuesta por a’s y X por b’s, ambas en la primera mitad de z,
entonces las cadenas uwv*wx'y, i > 2 no pertenecen al lenguaje (contie-
nen mds a’s y b’s en la primera mitad que en la segunda).

*) (k) R

aa ...aabb ... bbaa...abb...bb
~ A —— ——
u voow T Y

Algo similar sucederia si se escogieran a’s y b’s de la segunda mitad; o
b’s de la primera mitad y a’s de la segunda mitad.

4. No puede darse el caso que v esté formada por a’s de la primera mitad
y X por a’s de la segunda mitad, pues entonces | vwx |> k, ya que en w
hay, como minimo, k simbolos b’s.
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(k) (k) w . ®
aa ...aabb...bbaa...aabb...bb
~N

u v w T y

Algo similar sucederia si se escogieran b’s de la primera mitad y de la
segunda mitad.

5. No pueden mezclarse simbolos en v ni en X, pues, si se hiciese, enton-
ces las cadenas uwv'wz'y, © > 2 no pertenecerian al lenguaje (habria
simbolos descolocados respecto al formato de las cadenas del lenguaje)

Como no hay mds opciones posibles para la asignacion de simbolos a las ca-
denas v y X, este lenguaje no cumple el lema de bombeo y, por lo tanto, el
lenguaje {a™b™a"™b"™ | n,m > 1} no es un lenguaje de contexto libre. Tampo-
co lo serd el lenguaje L = {xz | x € (a + b)*}.

6.3. Algoritmos de Decision.

Un gran nimero de cuestiones sobre LCL resultan solucionables mediante el uso de
algoritmos de decisiéon como, por ejemplo, determinar si un LCL es vacio, finito o infinito,
o bien determinar si una determinada cadena puede ser generada por una determinada GCL.

Existen, sin embargo, otras cuestiones sobre LCL que no pueden ser resueltas algoritmi-
camente; es decir, no existen algoritmos que resuelvan cada una de estas cuestiones para
cualquier GCL que reciban como entrada.

Ejemplos de tales cuestiones son el determinar si dos GCL son equivalentes, si una GCL
es ambigua, o bien si el complementario de un LCL es otro LCL.

En esta seccion se introducen una serie de algoritmos de decisién para algunas de las
cuestiones resolubles enunciadas anteriormente.

Teorema 6.6 Existe un algoritmo de decision para determinar si un LCL es
1. vacio,

2. finito o infinito.

Demostracion:

El primer apartado del teorema resulta sencillo de demostrar: basta con aplicar el al-
goritmo de eliminacién de simbolos inttiles y comprobar si el simbolo inicial, S, es o no
initil. Si S es indtil entonces L(G) = (), y en caso contrario L(G) # 0.
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Para determinar si L = L(G) es o no es finito se utiliza el siguiente método: Sea G =
(¥ 4,%7, P,S) una GCL tal que L(G) = L; entonces, se construye la gramdtica G’ =
(¥4, %%, P',S), en Forma Normal de Chomsky, tal que L(G’) = L(G) — {\}.

A partir de esta gramadtica se construye un grafo dirigido donde cada nodo representa a
un elemento de ¥/, y cada produccién de la forma A — BC, o bien A — CB, da lugar a
dos arcos, uno que conecta el nodo A con el nodo B y otro que conecta al nodo A con el

nodo C.

Se demostrard que
El lenguaje L(G) es finito < en el grafo asociado a G' no existen caminos cerrados.

Para la comprobacidén del enunciado anterior, primero se supondra que existe un camino
cerrado, por ejemplo, AgA1As ... Ay A

Nota: como el arco que conecta el nodo A; con el nodo A;11 puede representar
tanto a la producciéon A; — A; 1B como a la produccién A; — BA;+1,
entonces

= sila produccidon que representa el arco es A; — BA;1, este arco expresa
la derivacion o; A; 3; = aiy1Aip18i41 con iy = ;B A Biy1 = By

= sila produccidn que represente ese arco es A; — A; 1B, este arco expre-
sa la derivacidn a,AzﬁZ = Ozi+1Ai+1ﬁi+1 con 41 = Gy VAN ﬁi—i—l = Bﬁz

Inicialmente, ag = By = A.

Al camino AgA;1 As ... A, Ag se le puede asociar la siguiente secuencia de derivaciones,

Ag = a1 A1 = asdafs = anAnBn = ans1Aofni1

donde | apt18nt1 |=n+ 1A aptr, By € 247
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Ademis, como todos los simbolos de G’ estdn en FNCH, oy, 11 = v, v € S5y Bt =
z, v € XL

Como el simbolo A es alcanzable, entonces S = yAgd = uAoy, u,y € I
El simbolo A, también resulta ser derivable y, entonces, Ag = w, W E E’T*.
Reuniendo todos estos resultados se obtiene:

S = uAgy = wwAozy = w?Agrly = wv' Apzty = wlwazly, ¥i >0

por lo que, variando el valor de la i se obtienen diferentes, e infinitas, cadenas del lenguaje.
Por lo tanto, L(G) es infinito.

Falta demostrar que si en el grafo no existen caminos cerrados, entonces el lenguaje es
finito.

Para ello hay que definir previamente el concepto de Rango(A), como la longitud del
camino mds largo que existe en el grafo partiendo del nodo A, V A € ¥/;.

Notese que esta definiciéon de Rango(A) sé6lo tiene sentido si en el grafo no existen
caminos cerrados (si existiese un camino cerrado en el nodo A no se podria hablar de la
longitud maxima de ese camino, puesto que se puede recorrer tantas veces como se desee).

Con este definicién se cumple que,

» si (A — a) € P, entonces Rango(A) = 0, y,
» si (A — BC) € P/, entonces Rango(B) < Rango(A) A rango(C) < Rango(A).

Se demostrard por induccién que

VaoeX, siAS x, entonces |z |< 2famoolA),

Paso Base : Rango(A) = 0; esto ocurre cuando A — a € P’ y, entonces, | a |= 1 <
gRango(A) — 90 _ 1.

Hipétesis de Induccion : Rango(A) = r, entonces si A = xz, resulta que |z |[< 27,

Paso de Induccién : Sea Rango(A) = r+1. Entonces, en el grafo existe una relacién del

tipo

es decir, A = BC = z = wxy, donde Rango(B) < Rango(A) y Rango(C) <
Rango(A); por lo tanto, si B = 7z, entonces | z |< gRango(B)  9Rango(4) ¢ o
que es lo mismo, | z |< 2",
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Aplicando un razonamiento similar con el simbolo C, se obtiene que si C' = y, se
cumple entonces | y |< 2", por lo que resulta que

|z |=|zy |=|z |+ |y|< 2" +2" =2

Si se denomina Rango(S) = 7o, entonces V x € L(G’) se verifica que | = |<
oftango(S) — 9o Como 7 es una constante, entonces el nimero de cadenas que pueden
pertenecer a L(G’) tiene que ser finito, puesto que su longitud est4 acotada por una constan-
te.

c.q.d.

Ejemplo:

Sea G la siguiente GCL en Forma Normal de Chomsky
S — AB
A— BC|a

B—CC|b
C—a

determinar si L(G) es finito o infinito.

La primera tarea a realizar es construir su grafo asociado. Como en el grafo
no hay caminos cerrados entonces L(G) es finito, mds atin, el niimero mdximo
de cadenas de L(G) estd limitado a cadenas de longitud mdxima oRango(S) —
23 =38.

El siguiente algoritmo que se va a exponer trata de determinar la pertenencia de una
cadena X a un lenguaje.

Se podria pensar que la cuestién puede quedar resuelta, simplemente, introduciendo
la cadena x como entrada al AP que reconoce un determinado lenguaje, L(G). Pero, si se
permite que el AP sea arbitrario, podria contener producciones del tipo

(¢, X) € flg, N, X),

o bien del tipo
(P, Y) € flg: A X) A (g, X) € f(p, A\ Y) 5
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es decir, transiciones que provocarian en el AP una ejecucién infinita, con lo que seria
posible no saber si la cadena serd, o no, aceptada por el AP. Este método sélo seria valido
si se pudiera garantizar que el AP no contiene transiciones que provoquen una ejecucion
infinita.

En el capitulo 4 se demostré que cualquier GCL G, tal que A ¢ L(G), tiene una GCL,
G/, equivalente en Forma Normal de Greibach. Basado en esta forma normal, hay un méto-
do bdsico para determinar si una cadena x, | = |= n, pertenece al conjunto de cadenas
generables por G. Consiste en construir todas las derivaciones de n pasos en la GCL G; si
alguna de estas derivaciones genera la cadena x, entonces z € L(G), y si ninguna de estas
derivaciones permite obtener x, entonces x ¢ L(G). El inconveniente de este método es que
presenta un alto coste computacional, de tipo exponencial, O (k™).

Un método alternativo consistiria en construir el AP asociado a G’, mediante el método
expuesto en el capitulo 5. Una vez construido, bastaria con simular el comportamiento de
este AP no determinista con todas las posibles transiciones. Si en alguna de estas secuencias
se llegase a consumir la cadena, resultando la pila vacia, entonces la cadena seria acepta-
da; en caso contrario, la cadena seria rechazada. Este método también presenta un coste
computacional exponencial, O (k™).

Existen otros métodos con menor coste que permiten solucionar este problema. De entre
estos, uno de los mds usados es el método de Cocke-Younger-Kasami, mas conocido como
algoritmo CYK.

Este algoritmo se basa en el siguiente razonamiento. Sea G = (X4, X7, P, S) una GCL
en Forma Normal de Chomsky y sea x, | x |= n. Para cada simbolo A € ¥ 4, se definen
las cadenas que puede derivar como A = x;j, tal que x;; es el segmento de la cadena x que
comienza en la posicion i y que tiene longitud j. Con esta notacién, la cadena x se puede
denotar como x = T1|z| = Tln.

El algoritmo calcula los conjuntos Vi; = {A € ¥4 | A = x;;}. La condicién de
pertenencia es la siguiente:

WS L(G) s S83 = T|z| & S e V1|m|
Para calcular estos conjuntos se procede por induccién sobre j:

j =1: Entonces x;; € X7, y, porlotanto, V;; = {A € X4 | A— z; € P},
j > 1: Entonces es condicién necesaria y suficiente para que A = T;j que
F(A—BC)eP| 3k, 1<k<j talque B= zjp N C = 2ipp ks
por lo que, como k£ < jy j — k < j, bastaria con comprobar que B € V;; A C €

Vitk,j—k-

El algoritmo, cuyo coste computacional para el caso peor es O(n?), es el siguiente:
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# Algoritmo CYK
for i in range(l,n+1):
Vi ={Ar e X4 | (A - z51) € P}
for j in range(2,n+1):
for i in range(l,n-j+2):
Vij = 0
for k in range (1, Jj):
VZ"=VZ'jU{A€EA| (A — BC) EP/\BEV;k/\CEVi_H{;J_k}

Ejemplo:

Determinar si la cadena x = baaba pertenece al lenguaje generado por la si-
guiente GCL:

S — AB | BC

A— BA|a

B—CC|b

C - AB | a

Se construye iterativamente la siguiente tabla:

j\ill b | a | a | b | a|
1 B AC |AC| B |AC
2 S, A B SSC|SA

3 0 B B

4 1) S, A C

5 18AC

Cada entrada (i,j) de la tabla se rellena con el valor de V;;. Como S € V5, se
verifica que x € L(G).
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7.1. Modelo de Maquina de Turing.

La Méquina de Turing es el tltimo modelo de médquina abstracta que se estudiard. Es un
autémata que, a pesar de su simplicidad, es capaz de realizar cualquier cdlculo que pueda
ser realizado por un computador y no existe ningtin otro modelo con mayor poder compu-
tacional.

Es por ello que se considera como modelo formal del concepto de Algoritmo, si bien
es cierto que existen otros modelos que definen la misma clase de problemas, pudiéndose
establecer equivalencias entre todos ellos.

109
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Hay dos puntos de vista para estudiarla:

1. La clase de lenguajes que define: es un reconocedor de lenguajes de tipo 0, segin la
jerarquia de Chomsky.

2. La clase de funciones que computa: es el solucionador de problemas mds potente que
hay.

Como autémata, la Maquina de Turing responde al siguiente modelo mecénico:

|a1|a2|a3|a4|a5|a6|a7|a8|a9|B|B|B |B |B|
A

Y
C.F

© ©

1. Tiene una cinta infinita, pero limitada a la izquierda. Sus celdas siempre estdn llenas:
o bien por caracteres formando un secuencia de entrada/salida o bien por el caracter
especial blanco (B).

2. Tiene un cabezal de lectura/escritura, que puede desplazarse tanto a la derecha como
a la izquierda, con el tnico limite de que no es posible moverse a la izquierda de la
primera celda.

3. Su funcionamiento estd basado en un paso elemental, transicion, que se compone
siempre de tres acciones:
a) Cambio de estado.

b) Escritura de un simbolo en la celda de la cinta que examina, reemplazando al
que hubiera antes.

¢) Desplazamiento a izquierda (L) o derecha (R) una posicion.

4. En el control finito se controla el funcionamiento: cudl es el estado actual de la maqui-
na y cudles son las posibles transiciones. El niimero de estados siempre es finito.

La capacidad de escribir es su principal diferencia con otros autématas, como el autéma-
ta finito o el autémata de pilas, y es la que la dota de potencia para reconocer los lenguajes
de tipo 0 o para calcular funciones.

Ejemplo 1:

Diseriar una Mdquina de Turing para calcular la suma de dos niimeros natu-
rales.
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Una forma simple de representar los niimeros naturales es utilizando tantos
simbolos como indique su valor numérico. Es decir, si hay que sumar 2 'y 3,
se podrian representar, respectivamente, como 11 y 111. Para separar ambos
sumandos se podria utilizar un 0. Ast, la cinta de entrada del automata podria
tener el siguiente aspecto,

0011011100000BBBBBBBBBB. . .

Puesto que 11+111 = 11111, una posible forma de realizar el cdlculo si el
cabezal estuviera sobre la primera celda seria: primero, localizar el primer
sumando (es decir, localizar el primer 1) y, segundo, eliminar ese primer 1 del
primer sumando con un 0y avanzar hasta encontrar el 0 de la separacion y
sustituirlo por un 1. Se obtendria como cadena de salida,

0001111100000BBBBBBBBBB.. . .

Para ello, el automata debe obedecer a la funcion de transicion:

q0 (q07 07 R) (Qh 07 R)
a1 (q27 17 R) (Q17 ]-7 R)
a2

En esta tabla, hay tantas columnas como simbolos pueda leer el autémata y
tantas filas como estados. Para interpretarla, se asume que cada entrada es
la transicion asociada al estado indicado por la fila cuando se lee el simbolo
asociado a la columna. La tabla anterior es equivalente a la funcion

£(qo,0) = (qo, 0, R)
£(qo, 1) = (q1,0,R)
f(q17 ):(qlvlvR)
£(q1,0) = (q2, 1,R)

La primera transicion, por ejemplo, se lee: “en el estado qo, cuando se lee un
0, se transita a qo, se escribe 0y se mueve el cabezal a la derecha”. El estado
q2 es un estado final y no se le asocia ninguna transicion.

Ejemplo 2:
Diseriar una Mdquina de Turing para determinar si dos niimeros naturales son

iguales.

En este caso, se puede representar el primer niimero mediante 0’s y el segundo
mediante 1’s. El problema se reduciria a comprobar que haya tantos ceros
como unos. La cinta de entrada podria tener este aspecto:

0000011111BBBBBB...

Se asume que el cabezal estd ajustado a la izquierda del primer niimero. A
partir de esta posicion, moviéndose hacia la derecha, es fdcil localizar el pri-
mer 1. Para poder comprobar que hay tantos ceros como unos, se deberian
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marcar de alguna forma las parejas que ya se hayan estudiado. Para ello se
usard el simbolo X para marcar los ceros y el simbolo Y para marcar los unos.
Ast, el comportamiento del autémata, en etapas sucesivas, deberia producir el
siguiente contenido de la cinta:

Inicial: 0000011111BBBBBB...
Marcar primera pareja:  X0000Y1111BBBBBB...
Marcar segunda pareja: XX000YY111BBBBBB...
Marcar tercera pareja: ~ XXXO00YYY11BBBBBB...
Marcar cuarta pareja: XXXXOYYYY1BBBBBB...
Marcar quinta pareja: XXXXXYYYYYBBBBBB...

De esta forma, si al acabar de marcar parejas, solo quedan X’s e Y’s en la cinta,
seguro que los niimeros eran iguales. Este comportamiento queda descrito por
la siguiente funcion de transicion:

0 1 X Y B
q | (g1, X, R) (g3,Y, R)
a1 | (q1,0,R) | (g2,Y, L) (q1,Y,R)
q2 (Q2707L) (q07X7 R) (uny’aL)
a3 (g3, Y,R) | (g4,B,L)
qa

Como en el ejemplo anterior, no hay transicion asociada al estado q4, que es
el final (es al que se llega cuando efectivamente se ha comprobado que ambos
niimeros son iguales). Notese que en la tabla hay entradas, correspondientes
a estados no finales, sin transicion asociada. En el caso de llegar a alguno
de estos huecos, la mdquina parard, pero al no parar en el estado qy4, se debe
concluir que los niimeros no eran iguales.

Este iiltimo ejemplo, ademds, permite comprender el doble punto de vista del
estudio de las Mdquinas de Turing. Al fin y al cabo, el segundo ejemplo es una
Mdgquina de Turing que reconoce el lenguaje 017,
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Definicion 7.1 Una Mdquina de Turing es una séptupla,
M=(%,Q,T, f, q,B, F)
donde,
3. es el alfabeto de entrada,
Q es el conjunto de estados. Es finito y no vacio. Se ubica en el Control Finito.
T es el alfabeto de la cinta, > C T — {B}.
f es la funcion de transicion,

f:QxI' - QxT x{L, R}.

Partiendo de un estado y de un simbolo, indica la transicion a otro estado, el
simbolo a escribir en la cinta y el movimiento del cabezal.

qo es el estado inicial, qy € Q.
B es un simbolo especial que se denomina BLANCO, B € T.

F es el conjunto de estados finales (aceptadores), F' C Q).

En el primer ejemplo se tendria:

Y= {0’ 1}’ = {07 17 B}’ Q = {QO,CIL(D}» F= {Q2} yf;funClén de transicion,
segiin queda descrita en la tabla,

y, en el segundo,

Y ={0,1}, I' ={0,1,X,Y,B}, O = {00,91.92,:93.q4} , F = {qa} y [, funcion
de transicion, segiin queda descrita en la tabla.

Definicion 7.2 (Descripcion Instantanea) Una descripcion instantdnea es una cade-
na que pertenece a I'*QT'*.

Las descripciones instantdneas, DI, se utilizan para describir el estado de la miquina.

En el contexto del modelo de Médquina de Turing una DI representa la cadena que en un
momento dado se encuentra en la cinta y un identificador de estado que, ademads de indicar
en qué estado se halla la maquina, indica la posicion del cabezal de L/E: el cabezal siempre
estd sobre el simbolo inmediatamente a la derecha del identificador de estado. Como la cinta
es infinita, sélo se representardn los simbolos significativos.
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Convenios para interpretar las DI:

1. Sila transicién es del tipo f(q,x;) = (p,Y, L), la evolucién se representa

T1T2 -+ Ti1QTTip] T - X1T2 - T 2PTi—1Y Tiy1 -~ Tp
2. Si la transicién es del tipo f(g, x;) = (p,Y, R), la evolucidn se representa
T1T2 T 1QTTip] T - X1T2 - T2 1Y PTiy1 -~ Tp

En el primer ejemplo, la evolucion de la MT diseriada (con la entrada indicada)
queda descrita por la siguiente secuencia de DI,

g00011011100000B - 0gp011011100000B = 00¢p11011100000B ~
000¢;1011100000B - 0001¢;011100000B F 00011g211100000B

Definicion 7.3 Dos Descripciones Instantdneas de la Mdquina de Turing M, 11 e I,
estdn en relacion si desde I se puede alcanzar I en un solo paso (11 + Is).

*
El cierre reflexivo-transitivo de una relacién se representa como I; - Is; el cierre tran-

+
sitivo, como 1 F Is.

Las definiciones anteriores permiten definir formalmente qué lenguaje reconoce una
Maigquina de Turing:

Definicion 7.4 Dada la Mdquina de Turing,
M:<Ea Qa Fa f’ qo, B, F>

el lenguaje asociado a esta mdquina, al que se denomina L(M) se define como,

*
L(M) = {z € ¥ | qox F aipag, p € F, aj,ap € I}

Es decir, L(M) es el conjunto de cadenas de entrada que llevan a la maquina a un estado
final, independientemente de la posicidén que ocupe el cabezal.
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7.2. Técnicas para la Construccion de Maquinas de Turing.

El objetivo de esta seccidn es estudiar técnicas que facilitan la construccién de Maquinas
de Turing, pero que no afectan a la potencia computacional del modelo ya que siempre se
puede simular la solucién obtenida mediante el modelo formal.

7.2.1. Almacenamiento en el Control Finito.

Consiste en asociar a determinados estados (o a todos) campos finitos de informacién
adicional sobre las transiciones en el control finito.

Por lo tanto, un estado no sélo queda definido por su identificador, sino también por un
ndmero finito de campos de informacién (normalmente asociado a simbolos del alfabeto de
la cinta). La idea es frenar un crecimiento excesivo de identificadores de estado, que pueda
dificultar el entendimiento del comportamiento de la maquina. Suele ser ttil en aquellos
casos en los que se debe “recordar” qué simbolo se ha leido (y en los que la alternativa
a usar esta técnica es realizar transiciones a distintos estados, dependiendo de que se lean
distintos simbolos).

Ejemplo 3: Construir una Mdquina de Turing capaz de reconocer el lenguaje
L={zeX|z=ay,ady, acX}

es decir, un lenguaje en el que el primer simbolo de la cadena no puede volver
a aparecer en el resto. Supongase que ¥ = {0,1}. Una posible idea es disefiar
una MT tal que del estado inicial al leer un 0 pase al estado q1 y a leer un 1
pase a qa. .., pero lo inico que motiva esta diferencia entre los estados es el
simbolo leido, es decir, la distincion de estados estd motivada por la necesidad
de poder distinguir de alguna forma entre leer primero un 1 o un 0 para saber
que posteriormente no se va a poder repetir. Entonces, ;por qué no realizar
una transicion a un estado que sirva para “recordar” cudl fue el simbolo leido
en primer lugar? Por ejemplo,

f([q07B]7o) = ([ql,O],O,R)
£([q0,B], 1) = ([a1, 1], 1,R)
£([q1,0],1) = ([a1,0], 1,R)
£([a1,1],0) = ([as1,1],0,R)
f([q170],B) = ([qhB]JB?R')
f([qb 1]7B) = ([qu]aB?R‘)

Con esto se tendria que Q = {[qo, B}, [a1,0], [a1, 1], [q1,B]}; el estado inicial
es [qo, B] y el estado final es [q1, B|.

Este ejemplo puede parecer muy simple; para apreciar realmente la utilidad de
esta técnica, se aconseja resolver el mismo problema cuando Y. coincide con
el alfabeto latino, por ejemplo.
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En un Méquina de Turing asi disefiada, el conjunto de estados Q se puede ver como el
resultado de realizar el producto cartesiano entre un conjunto de identificadores de estados
y el conjunto de simbolos que sean significativos a la hora de realizar transiciones. Si se
guarda un tnico campo de informacion se obtendrian pares [id estado, inf]; si se guardan
dos campos de informacién se obtendrian triplas [id estado, inf1, inf2], y asi sucesivamente.

Si se quiere obtener una Mdquina de Turing estdndar bastard con renombrar los pares
(o triplas, etc.) obtenidos al realizar el disefio mediante la técnica descrita.

En el ejemplo anterior, de Q = {[qo,B], a1, 0], [a1, 1], [a1,B]} se puede ob-
tener el conjunto Q' = {qp,q}, a5, 95} en el que el estado inicial es qq y el
estado final es Q5.

Es importante tener en cuenta que la informacién que se almacena en el control finito
siempre ser4 finita.

7.2.2. Cintas con Sectores Multiples y Marcaje de simbolos.

En el diseno de algunas Mdquinas de Turing puede resultar interesante considerar que
la cinta esta dividida en varios sectores; ndtese que se tiene una cinta, pero es como si
cada celda tuviera distintos “compartimentos”. En este caso se asume que el cabezal tiene
capacidad para leer/escribir todos los sectores a la vez: cada sector puede tener un simbolo
y el cabezal los interpreta todos juntos (seria similar a interpretar que 000000101 es 5).
La ventaja de esta técnica es disminuir el nimero de simbolos del alfabeto de la cinta: con
s6lo dos simbolos y k sectores se podria representar lo mismo que con 2% simbolos, por
ejemplo. Dependiendo del sector, puede variar la interpretacion.

En general, para describir las Mdquinas de Turing asi disefiadas se realizan tantos pro-
ductos cartesianos del alfabeto como sectores aparezcan. El cabezal lee una k_tupla, por lo
que el alfabeto de la cinta toma la forma,

I' = {[al,ag,...,ak] | [al,ag,...,ak] el xTe x ... X Fk}
lo que lleva a que escribir las transiciones como

f(gi, lar, aa, ..., ap) = (g5, ), as, ..., ay], L/R).

Evidentemente, para obtener una Maquina de Turing estdndar, basta con renombrar cada
una de las k_tuplas, eligiendo el niimero adecuado de simbolos.

Hay un caso particular de esta técnica, que suele utilizarse muy frecuentemente: la
Maigquina de Turing tiene dos sectores, de los cuales uno se utiliza para almacenar la ca-
dena de entrada (y obtener la cadena de salida, si es el caso) y el segundo sélo admite una
marca especial (1/) 6 B. La técnica permite marcar simbolos sin borrarlos.

V| |B|v|B|B
0|01 ]|0]1
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Al utilizar esta técnica hay que redefinir el alfabeto de entrada y el de cinta, como el
producto cartesiano entre el alfabeto original y el conjunto {B, /}.

Como ejemplo de aplicacion, considérese el problema propuesto en el segundo
ejemplo, pero, en este caso, se marcardn los simbolos en lugar de sobreescri-
birlos con X e Y. De acuerdo a lo visto, se tendria

2 = {[B,d] | de {0,1}}, T = {[X.,d]| X € {B,\/}, d € {0,1,B}}

[B,0] [B,1] [v/.0] [v.1] [B,B]
9 | (q1, [v/.0,R) (g3, [v/,11, R)
q1 | (q1,[B0L,R) | (g2, [v/.1],L) (q1, [V/,1], R)
q2 | (q2,[B,0],L) (g0, [v/.0L, R) | (g2, [\/,11, L)
q3 (g3, [v/,11, R) | (g4, [B,B], L)
q4
7.2.3. Uso de Subrutinas.

La idea es la misma que cuando se trabaja en un lenguaje de alto nivel: aprovechar las
ventajas del disefio modular para facilitar el disefio de la Maquina de Turing.

La base sera la descomposicion de la tarea a realizar en tareas mds simples; cada una
de estas subtareas se describird en una tabla de transicién propia (la “subrutina”). En la
tabla de transicién que describe a la Maquina de Turing que resuelve el problema completo
habré estados de “llamada a subrutina”, q;;, caracterizados por que suponen la transicién al
estado inicial de una “subrutina”. El estado final de ésta serd realmente un “estado de salida”
que permite transitar hacia un estado de “return” en la Maquina de Turing “principal”.

“Subrutina”: MT “Principal”:
a ﬁ .. ’)/ w 5
¢ | (g5,-) ar | (gs,-)
qf (qrs--) qu (qj,-) | (qiy-)

Para obtener una Méaquina de Turing estandar, bastaria con reescribir todas las funciones
de transicién como una dnica funcién de transicién mdas grande.
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7.3. Maquinas de Turing Modificadas.

La Méquina de Turing es un autémata de definicién y funcionamiento muy sencillo.
El objetivo de esta seccidon es estudiar si es posible aumentar su poder computacional
afladiéndole nuevos elementos o si esto simplemente reportard ventajas desde el punto de
vista de una mayor rapidez en los calculos o una mayor facilidad para realizarlos.

7.3.1. Maquina de Turing con Cinta Infinita en Ambos Sentidos.

La diferencia con el modelo general radica en que la cinta es infinita en ambos sentidos.

-..|B|B|a1|a2|a3|a4|a5|a6|B|B|--~

La definicién es la misma,
M:<Zv Qa Fv f7 qo, B, F>
pero, por ejemplo, se puede tener la transicién

fl@0,7) = (q1,9,L)

que bloquearia a una Maquina de Turing limitada a la izquierda, o puede haber matices de
interpretacion:

En el modelo general ese B es significativo
y formara parte de una DI, qBxy - Bpxy.
En este modelo, el B no es significativo:

. \ B \ X \ y \ ‘e formara parte de los infinitos que hay

en la cinta

Teorema 7.1 El lenguaje L es reconocido por una Mdquina de Turing con cinta in-
finita en ambos sentidos < L es reconocido por una Mdquina de Turing con cinta
infinita por la derecha.

(Ambos modelos tienen el mismo poder computacional)
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Demostracién:!

1. Si L es reconocido por una Mdquina de Turing con cinta infinita por la derecha, L
es reconocido por una Mdquina de Turing con cinta infinita. Para ello se define un
simbolo especial (SE) que no pertenezca al alfabeto de la cinta. Si se detecta en una
celda, la maquina se deberia desconectar puesto que se ha realizado un movimiento a
la izquierda de la primera celda. Hacia la derecha no se pone ninguna limitacion.

w0

-‘SE‘xl‘xQ"'- (My)

2. Si L es reconocido por una Mdquina de Turing con cinta infinita, L es reconocido
por una Mdquina de Turing con cinta infinita por la derecha. La idea intuitiva de la
demostracion seria obtener una cinta limitada al “cortar” la cinta infinita en ambos
sentidos y “pegar” ambos trozos haciendo coincidir el corte:

Tolmlalalalalal— o

20 21 Z9 z3
SE | 21 | 2—2 | 2—3

(M2)

Se ha denominado M; a la miquina con cinta infinita en ambos sentidos, y Ms> a
la maquina limitada por la izquierda. La méiquina M> tiene dos sectores, pero en
un momento dado sélo “trabaja” con uno de ellos (es decir, en un sector siempre se
escribe lo mismo que se lee, y s6lo en el otro la escritura es realmente significativa).
Para demostrar el enunciado basta con ver como “traducir’ los movimientos de M,
en la maquina Mo; la idea es la siguiente:

- Cualquier movimiento a la dcha. de zg, hacia R 6 L en M, esun movimiento a
la dcha. de zp, hacia R 6 L, “trabajo” en sector superior en M.
Por ejemplo,
» ¢l movimiento de z1 a zo (R) en M, es un movimiento a la dcha.
(de z1 a z2), “trabajo” en sector superior en Mo,
= el movimiento de zo a z1 (L) en My, es un movimiento a la izgda.

(de z5 a z1), “trabajo” en sector superior en Mos.

- El movimiento de zg a z_1 en M, (L), es un movimiento a la dcha. (de SE a
z_1), “trabajo” en sector superior enMs.

- Cualquier movimiento a la izqda. de z_1, hacia R 6 L en M7, es un movimien-
to a la dcha. de zg, hacia L 6 R, “trabajo” en sector inferior en Mo.

Por ejemplo,

'A o largo de este tema, no se estudiardn las demostraciones formales, sino que se dardn sus ideas bésicas.
Las demostraciones formales supondrian el establecimiento de un método constructivo para definir la funcién
de transicién de una MT, M, a partir de otra MT, Ma. Ello es demasiado farragoso y no contribuirfa a una
mejor comprension de los enunciados
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» el movimiento de z_1 a z_o (L) en M1, es un movimiento a la
dcha. (de z_1 a z_2), “trabajo” en sector inferior en Mo,

» el movimiento de z_o a z_1 (R) en M, es un movimiento a la
izqda. (de z_2 a z_1), “trabajo” en sector inferior en Mo.

- El movimiento de z_; a zg en M3, (R), es un movimiento a la izqda. (de z_; a
SE), “trabajo” en sector inferior en M.

7.3.2. Maquina de Turing Multicinta.

En este modelo, la maquina de Turing tiene k cintas, infinitas en ambos sentidos, y k
cabezales de L/E,

X
1T N

| I/I
1 LT INL LT |

N/

C.F

Sélo hay una entrada de informacién, en la primera cinta. Los tres pasos asociados a
cada transicién son ahora:

1. transicién de estado,

2. escribir un simbolo en cada una de las celdas sobre las que estan los cabezales de L/E,

3. el movimiento de cada cabezal es independiente y serd R, L 6 NADA (Z).

Teorema 7.2 El lenguaje L es reconocido por una Mdquina de Turing Multicinta <
L es reconocido por una Mdquina de Turing de una sola cinta.
(Ambos modelos tienen el mismo poder computacional)

Demostracion:(Idea Intuitiva)

1. Si L es reconocido por una Mdquina de Turing de una sola cinta, L es reconocido
por una Mdquina de Turing Multicinta. Basta con hacer funcionar una sola cinta de
la Méaquina de Turing multicinta, la que se utiliza para realizar la entrada de informa-
cién.
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2. Si L es reconocido por una Mdquina de Turing Multicinta, L es reconocido por una
Mdgquina de Turing de una sola cinta. Gracias al teorema el hecho de que las
cintas sean o no infinitas en ambos sentidos es indiferente. La idea basica, entonces,
serd pasar de un Maquina de Turing multicinta con k cintas a una Maquina de Turing
de una cinta pero con 2k sectores. Asi, por cada cinta de la Maquina de Turing mul-
ticinta se tendrd en un sector, la informacidn, y en el otro, una marca que indique la
posicion del cabezal de L/E de la maquina original.

.\/
vee | X1 | X2 |X3 |X4 |X5 | e X1] X2 | X3 Xj X5
A
|y'1‘ |y2 |y3 |y4 |y5 | y1 |y2 |y3 |y4 |Y5
7
. |z1 2 |Z}/|Z4 |z5 | 71 |z2 |23 |z4 |25
|
C.F. C.F.
Mi M2

La maquina M> simula el funcionamiento de la maquina M; por barridos. Se necesi-
tard un contador de valor inicial k y, suponiendo que el cabezal de M estéd ajustado
sobre la marca situada mads a la izquierda, se comienza un movimiento hacia la dere-
cha. Cada vez que se detecte una marca de cabezal de L/E, se decrementa el contador
y se almacena el simbolo asociado en el control finito. El barrido acaba cuando el
contador valga 0. Habréd k simbolos almacenados en el CF de Ms. Se realizaria la
misma transicién que se realizaria en M;. Para poder llevar a cabo los movimientos,
habra que realizar un nuevo barrido hacia la izquierda, trasladando las marcas hacia
donde haya que trasladarlas (L, R 6 Z) y sobreescribiendo los simbolos que haya que
reescribir; una vez completado el barrido, se cambia de estado.

&

Noétese que un movimiento de M; equivale a varios movimientos de M. Este modelo
tiene el mismo poder computacional, pero suele ser mds eficiente que el modelo con una
sola cinta.

Ejemplo:

Si se calcula el niimero de movimientos necesarios para reconocer una cadena
del lenguaje

L = {ww™!weX*}

con respecto a su longitud, en una mdquina con 2 cintas el resultado seria
lineal y en una mdquina con una cinta, cuadrdtico.
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...|x\1|x2|...|x2|x1 | |X1|X2 | |X2 |X1 |
|x1\lx2 | |x2 |x1 | A __:____________:
—\- >
- —— ) -
C.F C.F
M1: lineal M2: cuadrdtico

7.3.3. Maquina de Turing con Miultiples Cabezales.

Tiene k cabezales de L/E, como la multicinta, pero con una sola cinta. Los cabeza-
les operan todos de forma independiente. Como en las Maquinas de Turing multicinta, se
admiten movimientos L, R 6 Z.

Teorema 7.3 Un lenguaje L es reconocido por una Mdquina de Turing de muiltiples
cabezales < L es reconocido por una Mdquina de Turing de un cabezal.
(Ambos modelos tienen el mismo poder computacional)

Demostracion:(Idea Intuitiva)

1. Si L es reconocido por una Mdquina de Turing unicabezal, L es reconocido por una
Mdgquina de Turing multicabezal. Basta con trabajar con un sélo cabezal en la de
multiples cabezales.

2. Si L es reconocido por una Mdquina de Turing multicabezal, L es reconocido por
una Mdquina de Turing unicabezal. La simulacién es similar a la realizada para las
Miquinas de Turing multicinta: se utiliza una cinta con k+1 sectores, k para marcar
las posiciones de los distintos cabezales y uno para la informacién de la cinta.

7.3.4. Maquina de Turing Offline.

Es un caso particular de las Mdquinas de Turing multicinta: tienen una cinta especial
de s6lo lectura en la que el cabezal, que sélo puede moverse hacia la derecha, no puede
moverse de la zona delimitada por un par de simbolos especiales.
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Para simularla, no hace falta més que construir una Maquina de Turing multicinta con
una cinta especial sobre la que se copia la informacién de entrada. El cabezal de esa cinta
s6lo lee (sobreescribe siempre el mismo simbolo que lee) y para al encontrar el simbolo $.
A partir de la Mdquina de Turing multicinta se puede aplicar el teorema[7.2] para demostrar
que su poder computacional es el mismo que el de una Maquina de Turing estdndar.

7.3.5. Maquina de Turing No Determinista.

Es una Mdquina de Turing con cinta limitada a la izquierda, que se caracteriza por tener
asociada mds de una transicién desde algtin estado con el mismo simbolo,

f(qiya) = {(qiabaL)v (qi7a7 R)a (qjvaa R)7 (qjvva)}
£(qi,b) = {(as,b,R)}
f(qjaa) = {(qj7b7L)7 (qj7a7R‘)}

El ndmero de transiciones asociado a cada par estado/simbolo siempre es finito.

Teorema 7.4 El lenguaje L es reconocido por una Mdquina de Turing No Determi-
nista < L es reconocido por una Mdquina de Turing Determinista.
(Ambos modelos tienen el mismo poder computacional)

Demostracién:(Idea Intuitiva)

1. Si L es reconocido por una Mdquina de Turing Determinista, L es reconocido por
una Mdquina de Turing No Determinista. Las Maquinas de Turing deterministas son
Maéquinas de Turing no deterministas en las que s6lo hay una transicidn por cada par
estado/simbolo.

2. Si L es reconocido por una Mdquina de Turing No Determinista, L es reconocido
por una Mdquina de Turing Determinista. La demostracion consiste en determinar
c6mo una Méquina de Turing determinista puede simular el comportamiento de una
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Miéquina de Turing no determinista. Para ello, en primer lugar, y ya que el niimero de
transiciones asociadas a cada par estado/simbolo es finito, se determina r, el nime-
ro maximo de opciones asociadas a las transiciones (en el ejemplo anterior, r=4).
Ademads, se necesita disponer de una Mdaquina de Turing determinista con 3 cintas,
limitadas a la izquierda.

La primera cinta, recoge la informacién de entrada, la cadena a reconocer. La segun-

da cinta sirve para llevar la cuenta de qué opciones se van tomando. Para ello, sobre
esa cinta hay que ir generando cadenas del alfabeto {1, 2, .., r} por orden numérico:

primero, todas las cadenas de longitud 1,

1,2,3,..,r

segundo, todas las cadenas de longitud 2,
11,12, 13, ..., 1r, 21, 22, 23, ..., 2, ..., 11,12, 13, ..., 1T
tercero, todas las cadenas de longitud 3,

111, 112, 113, ..., 11r, 121, 122, 123 ..., 121, ..., 1rl, 112, ..., 11T, ..., 111, 112, 113,
v, IIT

y, en general, en el paso i-ésimo se generarian todas las cadenas de longitud i,

11.1,11.2, .., 11.r, 11..21, 11..22, ..., 11..r1, .. etc.

Sobre la tercera cinta se desarrolla la simulacién propiamente dicha. Cada vez que
se genera una secuencia en la cinta 2, se copia la cadena de entrada en la cinta 3.
La secuencia de la cinta 2 indica qué transicidn concreta se elige cada vez. Si, por
ejemplo, en la cinta 2 estd la secuencia

11231..

quiere decir que la primera vez que aplique la funcién de transicidn se aplica la pri-
mera transicién de entre las posibles. La segunda también se aplica la primera; la
tercera, se debe aplicar la segunda, la cuarta se debe aplicar la tercera, la quinta se

debe aplicar la primera?. ..

Con este “chivato”, la maquina operaria sobre la cinta 3. Cada vez que se prueba una
secuencia y no se llega a un estado de aceptacion, se genera la siguiente y se vuelve
a comenzar la simulacién. Cuando se encuentra una secuencia que permite aceptar la
cadena, la méquina para y acepta.

Si la cadena es aceptada por la Maquina de Turing no determinista, es porque existe
una secuencia de aplicaciones de la funcién de transicién que conducen a un estado
final. Como en la cinta 2 se van generando todas las posibles secuencias, esta nueva
Miquina de Turing determinista alguna vez tendrd que encontrar la correcta y parar
aceptando.

[ )

2Nétese que se producirdn secuencias imposibles. Se debe tener en cuenta que r es un maximo y no todas
las transiciones tendrdn tantas opciones. Al generar todas las secuencias del alfabeto {1,2,..,r}, es posible que
una secuencia obligue, por ej., a tomar la tercera opcion en un par estado/simbolo que sélo tiene dos. Entonces,
se desecha la secuencia y se pasa a la siguiente.
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7.3.6. Maquinas de Turing Restringidas.

El objetivo de las subsecciones anteriores era poner de relieve que diferentes mejoras
fisicas sobre el modelo de Maquina de Turing, no se traducen en un mayor poder compu-
tacional, sino en una mayor eficiencia en el cdlculo o en una mayor simplicidad de disefio.

De la misma forma que podria creerse que introduciendo mejoras fisicas en el modelo
tendria que aumentar su poder computacional, puede parecer que si se considera un modelo
mas restringido, éste debe disminuir. Sin embargo, es posible establecer restricciones sobre
el nimero de estados o el nimero de simbolos del alfabeto de la Mdquina de Turing, sin que

esto OCLH'I'EI3 .

En concreto, una Maquina de Turing sin restricciones sobre el alfabeto, con una cinta y
sélo tres estados puede simular el comportamiento de cualquier Mdquina de Turing. Si lo
que se restringe es el nimero de simbolos, se puede probar el siguiente resultado:

Teorema 7.5 Si un lenguaje L, L C (0 + 1)*, es reconocido por una Mdquina de Tu-
ring, entonces L es aceptado por una Mdquina de Turing con una sola cinta y alfabeto
de cinta restringido a los simbolos {0, 1, B}.

Demostracién:(Idea intuitiva)

Sea L = L(Mj),con M; = ({0,1},Q, T, f, qo, B, F). Bajo el supuesto de que I" tiene
entre 2~ 4+ 1 y 2¥ simbolos, son suficientes k bits para codificar cualquier simbolo* de
I'. La Mdaquina de Turing Mo, con alfabeto de cinta restringido a {0,1,B}, debe simular el
comportamiento de M;.

Para ello, la cinta de M5, consistird en una secuencia de cédigos representando los
simbolos de M. El control finito de M2 debe recordar tanto el estado de M; como la po-
sicién de su cabezal de L/E, médulo , de forma que sepa cuando se encuentra al principio
de un cédigo de un simbolo de Mj.

Al comenzar la simulacion de un movimiento de M7, el cabezal de M5 debe estar situa-
do al comienzo del c6digo binario de un simbolo de M;. Moviéndose hacia la derecha, M»
lee los k-1 simbolos siguientes para determinar la transicion que debe realizar M;.

Una vez que se sabe qué simbolo escribiria M7, Mo reemplaza los k& simbolos leidos
para reemplazarlos por el cédigo del nuevo simbolo, moviéndose hacia la izquierda; se
colocaria sobre el comienzo del siguiente cédigo binario a interpretar (dependiendo de que
el movimiento de M; sea L 6 R) y realizaria la misma transicién de estado. Si el estado es

3No simultineamente: si se restringe el alfabeto de cinta, el ndmero de cintas y el nimero de estados si-
multdneamente, el resultado serfa un nimero finito de posibles MT que, evidentemente, no pueden tener el
mismo poder que el modelo general, con un nimero infinito de posibles MT.

*Hay que tener en cuenta que ¥ C I'; es decir, sobre 0, 1 y B también se realizard la codificacion.



126 Capitulo 7. Mdquinas de Turing

final, M acepta y, si no, pasa a simular el siguiente movimiento de M;.

Hay un caso especial en esta simulacién, que seria el caso en el que M; alcanzara un
blanco en la cinta (por ejemplo, llegar a la posicion donde se acaba la cadena). La maquina
M5 también alcanzaria una celda en blanco, pero para realizar fielmente la simulacién, debe
escribir en esa celda y en las k-1 siguientes el c6digo binario correspondiente al simbolo B
de Ml.

Es preciso puntualizar, ademds, que la entrada de M> y M no pueden ser la misma
cadena. Es decir, la cadena w, w € (0 + 1)*, que es la entrada de M, debe codificarse
también para ser una cadena de entrada que Ma acepte. Por lo tanto, antes de la simulacién
se debe proceder a reescribir w, codificando cada uno de sus simbolos en k bits.

&

Puesto que la misma técnica de codificacion se puede aplicar sobre cualquier alfabeto,
se establece el siguiente corolario:

Corolario 7.1 Si un lenguaje L, sobre cualquier alfabeto, es reconocido por una
Mdgquina de Turing, entonces L es aceptado por una Mdquina de Turing offline con
una sola cinta, ademds de la de entrada, y alfabeto de cinta restringido a los simbolos

{0, 1, B}.

7.4. Relacion de la Maquina de Turing con otros Autéomatas.

Tal y como se ha visto en la seccion anterior, las distintas variaciones del modelo de
Maigquina de Turing tienen todas el mismo poder computacional. El objetivo de esta sec-
cién es evidenciar que hay otros modelos que también tienen el mismo poder computacional
que las Mdquinas de Turing. Cabe destacar las variaciones del modelo de Autémata de Pi-
las, ya que de los autématas estudiados, es el inico que dispone de un elemento, la pila, en
el que es posible escribir simbolos.

De hecho, un Autémata de Pila se puede simular con una Maquina de Turing, en ge-
neral no determinista, con una cinta de sélo lectura (que seria la cinta del autémata), en la
cual el movimiento se restringe a la derecha, y una cinta de trabajo, limitada a la izquierda,
que simulard la pila, de forma que un movimiento a la derecha siempre supondrd escri-
bir un simbolo de I' — {B} y se asociaré a apilar y un movimiento a la izquierda siempre
supondrd escribir B y se asociard a desapilar. La funcion de transicién se construye tradu-
ciendo la original bajo estas premisas.

La figura[7.Tesquematiza las ideas bdsicas de la simulacién.
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Figura 7.1: Una Maquina de Turing con dos cintas, una de sélo lectura, permite simular el
comportamiento de un Autémata de Pilas.

Lema 7.1 Una Mdquina de Turing con una sola cinta puede ser simulada por un
Automata de Pila determinista con dos pilas.

HEEEEENEEEEE
!

CF. [T

Figura 7.2: Autémata de Pilas con dos pilas.

Demostracién:(Idea Intuitiva)

Para realizar la simulacidn, primero se copia en la cinta de entrada del Autémata de Pila
el contenido de la cinta de entrada de la Maquina de Turing; se introduce en una pila dicha
cadena y se invierte sobre la otra.

[alBlciplefrjc[.[ [ [ ] |

> w0 Ole| = o

Pilal Pila 2

A continuacién, comenzaria realmente la simulacion.
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Cinta MT

[Afs[c[D[E[FG]..] | | | |

) ezl izl Il el =

Pila 1 Pila 2

Para realizarla no hay mas que conseguir que en el tope de la Pila 2 esté el simbolo que
estaria debajo del cabezal de la Méaquina de Turing:

Cinta MT

[A[B[CIOfE[FIG]] [ ] | |

D

C E

B F

A G
Pila 1 Pila 2

Para simular un movimiento a la derecha, se desapila de la Pila 2 y se apila en la Pila 1
el simbolo a escribir en la cinta. Para simular un movimiento a la izquierda, se sobreescribe
el simbolo que esté en el tope de la Pila 2 con el simbolo que se escribiria en la cinta y se
desapila de la Pila 1 un simbolo que se apila en la Pila 2.
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8.1.

8.1.1.

En 1900, el matematico David Hilbert propuso el llamado Problema de la Decision
(Entscheidungsproblem), formulado como “Descubrir un método general para determinar
si una formula de logica formal puede o no satisfacerse”. El interés que podia tener tal
problema se debia al trabajo desarrollado desde 1879 por Gottlob Frege, para reducir los
enunciados matemadticos a enunciados de la l6gica formal: si los enunciados matematicos
se reducen a férmulas l6gicas y hay un método general para determinar si una férmula se
puede satisfacer o no, entonces habria un método general para determinar si un enunciado
(teorema) es cierto o no. Enunciados como la Conjetura de Goldbach o la Conjetura de
los Numeros Perfectos, dejarian de ser conjeturas: al aplicarles este método, pasarian a ser

Lenguajes Recursivos y Funciones Computables.

Introduccion.

129
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teoremas. Bastarfa con aplicar tal método “mecanicamente” para determinar si un enunciado
es o no es un teorema. Ese fue el inicio del “formalismo”, escuela matematica que pretendia
convertir todas las matemdticas en un gran sistema formal, un sistema formado por axiomas
y reglas, en el que las expresiones se representan mediante simbolos y sélo se puede operar
usando las reglas del sistema.

Se abri6 asi una via de investigacion que, 36 afios mds tarde, llevo a la demostracién de
que tal problema, la determinacién de ese método “general”, era imposible de resolver. Sin
embargo, los resultados obtenidos hasta llegar a esta conclusion son de gran importancia.

El primer resultado de interés surge en 1901, cuando Bertrand Russell descubrié una
paradoja irrefutable en la teoria elemental de los conjuntos, que se puede formular como
“El conjunto de los conjuntos que no pertenecen a si mismos, ;pertenece a si mismo?”. Es-
ta paradoja consiguié anular una de las reglas bdsicas instituidas por Frege para reducir los
enunciados matematicos a enunciados 16gicos. Russell era un gran admirador del trabajo de
Frege, y consigui6 salvar su trabajo cuando publicd, junto a Whitehead, su obra “Principia
Mathematica” en la que introduce una teoria de conjuntos axiomdtica que elimina su para-
doja (introduce restricciones en cuanto a como definir un conjunto, en concreto a conjuntos
que se definan a si mismos).

En 1928, Hilbert y Ackermann definieron el cdlculo de predicados de primer orden y
en 1931, Kurt Gédel demostrd en su tesis doctoral el llamado Teorema de la Completitud:
el célculo de predicados de primer orden es completo, es decir, cada predicado valido o es
cierto o es falso. Como consecuencia de su trabajo, también pudo demostrar que un sistema
axiomdtico no es completo ya que no puede contener todos los enunciados verdaderos de la
teoria que pretende formalizar.

Cualquier sistema consistente de légica formal lo bastante potente para abar-
car los enunciados de toda la aritmética ordinaria tiene que contener enuncia-
dos verdaderos que no pueden ser demostrados dentro del sistema.

Exponer, y entender, el trabajo de Godel no es sencillo. Una idea aproximada de sus
resultados seria saber que llegd en el sistema a construir una cadena que era la formulacién
equivalente a “este teorema no se puede demostrar”. Pero Gédel pudo demostrarlo saliendo
fuera del sistema.

La consecuencia inmediata del trabajo de Godel fue que la propuesta de Hilbert se
eliminé de un plumazo: no puede existir un método que permita decidir si un enunciado
arbitrariamente dado es cierto o falso, ya que si lo hubiera demostraria todos los enunciados
ciertos y tal demostracion es imposible en un sistema incompleto.

A partir de ahi, la investigacidén continu6 por un problema menos ambicioso, el Proble-
ma de la Demostrabilidad. No es posible encontrar un método que permita decidir si un
enunciado es cierto o no, pero ;existe un tinico método que permita demostrar, a partir de
un sistema de axiomas logicos, los enunciados matemdticos demostrables?.

Esta linea de trabajo llevé a Alonzo Church, junto con Kleene y Rosser a definir el
A — calculus, un lenguaje formal que permite expresar funciones matematicas (y en el que
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se basa el lenguaje LISP). Kleene demostré que todas las funciones utilizadas por Godel,
las funciones recursivas, pueden expresarse en A — calculus. Esto llevé a Church a enun-
ciar que si una funcién matemaética es computable (se puede calcular su valor para todo
nimero perteneciente a su dominio de definicidn), se puede expresar en A — calculus. Esta
suposicion se conoce como la Tesis de Church y se suele enunciar como

Toda funcion efectivamente calculable es recursiva.

Church, ademas, demostré que en el caso de que hubiera una funcién matemaética expresable
en A\ — calculus pero no computable, entonces no habria método alguno para determinar si
un enunciado matemdtico dado es o no demostrable (y, si no sabemos si un enunciado es o
no demostrable, ;sobre qué se aplicaria el método tinico de demostracién de los enunciados
demostrables? ;-). En 1936 publicé una férmula con esas caracteristicas, poniendo punto
final a la propuesta de Hilbert.

Estos resultados se produjeron de forma paralela al trabajo desarrollado por Alan Tu-
ring. Familiarizado con el Problema de la Decisidén, lo atacé desde otro punto de vista,
intentando formalizar el concepto de mérodo. Su definicién de método coincide con el con-
cepto actual de algoritmo, un procedimiento que puede ser ejecutado mecdnicamente sin
intervencion creativa alguna.

De esta idea surgi6 el modelo de computacién que se conoce como Maquina de Tu-
ring, que permite la descomposicion de cualquier algoritmo en una secuencia de pasos muy
simples. Del modelo se desprende la definicién formal de computabilidad dada por Turing,

Una funcion es computable si existe una Mdquina de Turing que la calcule en
un niimero finito de pasos.

Trabajando de forma independiente a otros autores, Turing comprendié que habia una re-
lacién entre el problema de Hilbert y el hecho de asegurar que una funcién es computable.
Gracias a su modelo, Turing pudo llegar a las mismas conclusiones que Church, de una
forma mas directa. Para ello se basé en los resultados de Georg Cantor sobre conjuntos
contables. Cantor habia definido un conjunto contable, como un conjunto infinito en el que
cada objeto se puede asociar, de forma biunivoca, a un elemento del conjunto de los enteros
positivos.

Abstrayendo el modelo mecénico, la Miquina de Turing se puede identificar con la
funcién que calcula, lo que permite definirla como una funcion de enteros sobre enteros.
Una M4quina de Turing acepta un conjunto finito de caracteres de entrada, tiene un niimero
finito de estados vy, si la funcion es computable, acaba sus cédlculos en un niimero finito de
pasos. Por lo tanto, cualquier Maquina de Turing se puede describir mediante una cadena
finita de caracteres, 1o que lleva a la conclusion de que el nimero de maquinas de Turing
(por lo tanto, el nimero de funciones computables) es infinito pero contable.

Pero del trabajo de Cantor también se deduce que hay infinitos conjuntos no contables
(el de los nimeros reales, por ejemplo). Entre estos, estd el conjunto de todas las funciones
de enteros sobre enteros. Por lo tanto, si el nimero de funciones de enteros sobre enteros es



132 Capitulo 8. Computabilidad

no contable y el nimero de maquinas de Turing es contable, es evidente que es imposible
que existan suficientes maquinas de Turing para calcularlas todas. Y s6lo son funciones
computables las que se pueden calcular mediante una Maquina de Turing.

El objetivo de este tema es, precisamente, formalizar el concepto de funcién compu-
table. Para ello, primero se definirdn las clases de lenguajes (y de funciones) que define
la Méquina de Turing segin su comportamiento. A continuacion, se enunciard la Tesis de
Church (6 de Turing-Church), ademads de presentar otros modelos equivalentes tanto al de
Maiquina de Turing como al de funcién recursiva. Para finalizar, se ver4 la caracterizacién de
estas clases mediante Maquinas de Turing Generadoras, ademads de ver algunas propiedades
de clausura.

8.1.2. La Maquina de Turing como Reconocedor de Lenguajes.

Se recuerda la definicién de L(M), lenguaje reconocido por una Maquina de Turing, M:

Definicion 8.1 Dada la Mdquina de Turing,
M:<Ev Qa Fa f’ qo, B, F>
el lenguaje asociado a esta mdquina, al que llamaremos L(M) se define como,
*
L(M) = {z €X | qx F aipag, p€ F, aj,as € T'*}

(L(M) es el conjunto de cadenas de entrada que llevan a la mdquina a un estado final,
independientemente de la posicion que ocupe el cabezal).

Si la cadena de entrada en una maquina M pertenece a L(M), la maquina M siempre se
detiene. Pero lo que ocurre cuando la cadena no pertenece al lenguaje da pie a la clasifica-
cion de los lenguajes en Recursivos y Recursivamente Enumerables.

Definicion 8.2 (Lenguaje Recursivamente Enumerable) Sea M una Mdquina de
Turing; se dice que L = L(M) es un Lenguaje Recursivamente Enumerable si

- Vax €L, M sedetiene en q € F,

- Va & L, M se detiene en ¢ ¢ F 6 bien M no se detiene.

— — SI (xELM))
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Definicion 8.3 (Lenguaje Recursivo) Se dice que L es un Lenguaje Recursivo si exis-
te al menos una Mdquina de Turing M, tal que L = L(M) y

-Yx €L, Msedetieneen q € F,

-Va &L, Mse detieneen q & F.

—_— — SI (x&€LM))
M= No xeLow)

Con esta definicién, el conjunto de todos los lenguajes queda de la siguiente forma

lenguajes no
reconocidos
por MT

8.1.3. La Maquina de Turing como Calculador de Funciones.

Formalmente, la definicién de la Maquina de Turing como calculador de funciones,
toma la forma de una funcion k-aria f, con argumentos enteros y que devuelve un valor
entero,

28— Z, f(ir,ig,. .. i) =i

Para normalizar su funcionamiento como calculador, se toma el convenio de representar
los argumentos enteros como cadenas de 0’s (n — 0™), utilizando el 1 como separador entre
los argumentos:

fli, g, ... ig) — f(0110%21 ... 0%).

El mismo convenio sirve para representar el resultado de la computacion.

Definicion 8.4 (Funcién Parcial) Una funcion f, f : A — B se dice que es una
Funcion Parcial si3C C A, C # 0, tal que ¥V x € C, 3 f(x) (existe un subconjunto
no vacio de A en el que todos los elementos tienen imagen calculable).
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Definicion 8.5 (Funcion Total) Una funcion f, f : A — B se dice que es una Fun-
cion Total siN¥ © € A, 3 f(x) (se puede calcular la imagen para cualquier elemento
deA).

El modelo de Méquina de Turing define las funciones recursivas parciales ya que, es
posible suministrarle argumentos con los cuales la Maquina de Turing no se detenga. De
ahi que se establezca un paralelismo entre la definicién de funcién parcial y la de lenguaje
recursivamente enumerable: ambos establecen un funcionamiento de la Maquina de Turing
que queda indeterminado, bien sea porque un argumento no tiene imagen, bien sea porque
se proporciona a la maquina una cadena que no pertenece al lenguaje. .

Una Méquina de Turing que se detiene ante cualquier entrada define una funcion recur-
siva total, ya que para cualquier argumento hay una imagen. En términos de lenguajes, una
funcioén total se puede asimilar a un lenguaje recursivo.

Nota: todas las operaciones aritméticas habituales (+, *, /, n!, log(n), 2™) son funciones
recursivas totales.

8.2. La Tesis de Church.

Al estudiar en el capitulo 7 el modelo de Maquina de Turing y sus posibles extensiones,
se demostré que cualquier posible mejora introducida no aumenta el poder computacional
del modelo basico. Lo mismo se puede aplicar al estudio de otros autdématas que trabajan
sobre el mismo principio: el desarrollo de un cdlculo mediante la aplicacién repetida de
pasos finitos y completamente definidos.

De ahi que la Mdquina de Turing sea un modelo formal de la nocién de algoritmo: sélo
se puede considerar como un algoritmo lo que sea posible realizar mediante una Méaquina de
Turing. Lo que Godel demostrd en 1931 es que en cualquier sistema de axiomas matematico
hay enunciados que son ciertos pero cuya veracidad no se puede probar dentro del sistema.
Church demostr6 en 1936 que no hay un método mecénico general para decidir si un enun-
ciado es o no es demostrable. Ello hizo necesario disponer de un substituto matematico y
exacto para la nocidn, intuitiva e informal, de computabilidad mecénica; Church utilizé su
propio sistema, el A — calculus. Turing llegé de forma independiente a los mismos resulta-
dos al mismo tiempo. Atn mds: su explicacion l6gica del concepto de funcién computable
en términos de una maquina abstracta, es superior y mas simple que la de Church. Este mo-
delo ha permitido probar los resultados sobre la incomputabilidad y desarrollar el teorema
de incompletitud de Gédel, y sus consecuencias, en su totalidad.

El principio de que las Maquinas de Turing son versiones formales de algoritmos y
que ningln procedimiento computacional se puede considerar un algoritmo salvo que sea
posible presentarlo como una Méquina de Turing, es la versidn informaética de la Tesis de
Church, o Tesis de Turing-Church, que ya se comenté en la Introduccién:
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La nocion intuitiva de funcién computable puede identificarse con las funcio-
nes recursivas parciales. Las Mdquinas de Turing tienen el poder suficiente
para calcular cualquier funcion recursiva parcial.

En esta tesis, la nocién de funcién computable no pone limites ni al nimero de pasos
necesarios, ni a la cantidad de espacio de almacenamiento necesario, para desarrollar la
computacién. No hay que confundir computable con efectivamente computable.

Esta es una tesis, no un teorema ni un resultado matematico: solo establece la corres-
pondencia entre un concepto informal (la computabilidad) y un concepto matemaético (las
funciones recursivas parciales). Es, por lo tanto, teéricamente posible que la Tesis de Chur-
ch pueda quedar obsoleta en el futuro, si se propone un modelo alternativo para la nocién
de computabilidad que pueda desarrollar calculos que no pueden realizarse mediante la
Miéquina de Turing. Pero no se considera probable.

De hecho, hay una serie de modelos 16gicos desarrollados (A — calculus, Sistemas de
Post, Maquinas de Turing,...) y todos definen la misma clase de funciones, las funciones
recursivas parciales. De entre estos modelos, hay uno més cercano al punto de vista de los
programadores, el modelo RAM.

8.2.1. El Modelo RAM.

El modelo RAM (Random Access Machine), consiste en un niimero infinito de palabras
de memoria, numeradas (0, 1, 2, ...), cada una de las cuales puede almacenar cualquier
nimero entero, y un nimero finito de registros aritméticos capaces de almacenar cualquier
entero. Los enteros podrian entenderse como las instrucciones (codificadas en binario) de
un computador.

Eligiendo correctamente el conjunto de instrucciones y el tamafio del miximo entero
representable en memoria, el modelo RAM puede simular cualquier computador existente.
Veremos a continuacién, que la Miquina de Turing tiene el mismo poder computacional
que el modelo RAM.

Teorema 8.1 Una Mdquina de Turing puede simular una RAM, supuesto que las ins-
trucciones RAM pueden ser simuladas (las conocemos y sabemos interpretar cada una
de ella) por una Mdquina de Turing.

Demostracién: (Idea Intuitiva)

La Méquina de Turing necesaria para la simulacién serd una Méaquina de Turing multi-
cinta. En una cinta, se almacenan las palabras de memoria de la RAM que tienen valores.
El formato para almacenarlas podria ser

B0 x vo#1 * v1#10 * voF...F1 x v;# ...

donde con v; se representa el contenido, en binario, de la palabra i de memoria de la RAM.
Nétese que, en un momento dado, sélo se estd usando un nimero finito de palabras de
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memoria; por lo tanto, el nimero de celdas ocupadas en la Méaquina de Turing también
serd finito.

Para almacenar los contenidos de los registros de la RAM, la Maquina de Turing utili-
zard tantas cintas como registros haya (el nimero de registros es finito) . Ademads, en otras
dos cintas se almacenard el valor del Contador de Posicion, que contiene el nimero de la
palabra en la que estd la préxima instruccién, y el valor del Registro de Direcciones de
Memoria, en el cual puede colocarse el nlimero de una palabra de memoria.

( Cémo podria funcionar? Se asume, por ejemplo, que en cada palabra 10 bits indican
una instruccién standard (LOAD, STORE, ADD,...) y los demds son la direccién de un ope-
rando.

En un momento dado, el contador de posicién contiene el valor i, en binario. Habria que
buscar, en la primera cinta, la secuencia #i+*. Si no la encuentra, no hay instruccién y la
Maiquina de Turing para (la RAM también pararia, en este caso).

Si la encuentra, se examina la informacion entre el simbolo * y el siguiente simbolo
#. Supdéngase que es el equivalente a “ADD reg 2” y un nimero j en binario (sumar al
registro 2 el contenido de la posicién j). Se copia el valor de j en la cinta usada como
registro de direcciones de memoria. A continuacion, se busca la secuencia # j* en la primera
cinta. Si no se encuentra, se asume el valor 0; si se encuentra se suma el valor de v; a los
contenidos de la cinta que se usa como registro 2. Se incrementa el valor de la cinta usada
como contador de posicién. Y se pasaria a la siguiente instruccion.

8.3. La Maquina de Turing como Generador.

Las Mdquinas de Turing no s6lo tienen capacidad para reconocer las cadenas de un
lenguaje, sino que también tienen capacidad para generar lenguajes.

La definicién formal de la maquina es la misma, con dos salvedades. En un generador
el alfabeto X debe entenderse como el alfabeto sobre el que se formarédn las cadenas del
lenguaje. Y, al hablar de las Mdquinas de Turing como generadoras, se suele considerar
una mdquina multicinta con una cinta especial, la Cinta de Salida (1o cual es 16gico: en una
madquina reconocedora cobra especial importancia la entrada, 1a cadena a reconocer; en una
maquina generadora, lo importante es la salida, las cadenas que genera).

En la cinta de salida, la médquina ird produciendo todas las cadenas que pertenecen al
lenguaje que tiene que generar. Sobre esta cinta sélo se puede escribir. Y, una vez escrito un
simbolo, no se puede reescribir. El cabezal asociado tiene restringido el movimiento en un
sentido, de izquierda a derecha. La imagen mds gréfica de esta cinta seria una impresora.

Como ya se ha dicho, las cadenas se formardn a partir del alfabeto 3., y aparecen en
la cinta de salida separadas por un simbolo especial que no pertenezca a dicho alfabeto
(normalmente, se utilizara el simbolo #).
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Sea M la Méquina de Turing que genera el lenguaje L, L = {x1, 22, =3, ...}. A M se
le denomina Generador de L y se utiliza la notacién L = G(M) para representar a dicho
lenguaje.

Cuando se estudia la Maquina de Turing como generador las siguientes afirmaciones
son ciertas:

= Si M para, G(M) es finito. El reciproco no es cierto, en general.
= Las cadenas pueden aparecer repetidas varias veces en la cinta de salida.
= No se asume ningtn tipo de orden en la generacion de cadenas.

= Una cadena pertenece a G(M) si antes o después aparece en la cinta de salida entre
dos simbolos #.

8.3.1. Dos Maquinas de Turing Generadoras Basicas.

Se describen, a continuacion, dos generadores bdsicos para la asignatura y que intervie-
nen en varias construcciones y demostraciones.

El Generador Canénico Se llama Generador Canénico del alfabeto 3, G.(X*), ala Maqui-
na de Turing capaz de generar todas las cadenas de ¥*, siguiendo el Orden Candnico,
que se define de la siguiente forma':

1. Se generan las cadenas por orden creciente de tamafio,
2. Las cadenas del mismo tamaiio se generan en orden numérico creciente; para
ello, si
Y= {ao, a1, ag, ..., ak_l},
se supone que el simbolo a; es el i-ésimo digito en base k. Por lo tanto, las
cadenas de longitud n son los nimeros del 0 al £ — 1.

"Este serfa el generador necesario para poder realizar la simulacién de una Méaquina de Turing No Determi-
nista, tal y como se vio en el teorema 7.4 .
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Ejemplo:

Si ¥ = {0, 1}, entonces X* se ird generando en el siguiente orden: \, 0,
1,00, 01, 10, 11, 000, 001, 010, 011, 100, 101, 110, 111, 0000, ... etc.
Notese que 0, 00, 000, 0000, ... son distintas cadenas (igual que lo serian
a, aa, aaa, aaaa, ... si ¥ = {a, b}).

En el orden canénico, cada cadena ocupa una posicion determinada, pudiéndose
caracterizar cada cadena por dicha posicion.

El Generador de Pares Se llama Generador de Pares a la Maquina de Turing capaz de
generar fodos los pares (i,7) € N x N,

G(M) ={(i,j) | i,j € N}.
Si hay que generar todos los pares, la politica de generacién no puede ser del tipo

for i in range(l, o0):
for j in range(l, o0):
generar (i, J)

ya que nunca se llegaria a generar el par (2,1). Para asegurar que todos los pares se
generan en tiempo finito, se recurre al orden que proporciona el Tridngulo de Tarta-
glia:

En este tridngulo, los pares (i,j) se generan por orden creciente de sumas, y se podria
utilizar la secuencia algoritmica,

for s in range (2, o0):
i =1
3= s -1
while (i<s):
generar (i, J)
1++
j__

De esta forma, se puede asegurar que el nimero de pares generado antes de generar
el par (i,j) es

itj—2 S S

- (+j-2)+5-1)
k)+1i= +1,

(Z; ) 5
por lo tanto, finito. Por lo tanto, el nimero de pasos necesario para calcular cualquier
par (i,j) también es finito.
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8.4. Caracterizacion de L.R. y L.R.E.

Una funcién computable se identifica con una funcién recursiva parcial o, lo que es lo
mismo, queda descrita por un lenguaje recursivamente enumerable. de ahi, la importancia
de poder clasificar a un lenguaje dentro de esta clase. Para demostrar que un lenguaje es
recursivamente enumerable, basta con construir una Maquina de Turing capaz de reconoce
sus cadenas; si, ademds, dicha Mdquina tiene la parada garantizada, es decir, rechaza las
cadenas que no pertenecen al lenguaje, se habra demostrado que el lenguaje es recursivo.

Existe otra forma de caracterizar el cardcter recursivo o recursivamente enumerable de
un lenguaje, utilizando generadores. Al fin y al cabo, los lenguajes recursivamente enume-
rables reciben este nombre por influencia del idioma inglés (en este idioma, un generador
Se conoce Como enumerator).

8.4.1. Caracterizacion de los L.R.E. mediante Generadores.

El objetivo de este apartado es llegar a demostrar que se puede afirmar que todo lenguaje
que se pueda generar mediante una Mdquina de Turing es un L.R.E.; ademds, cualquier
L.R.E. podra ser generado por una Maquina de Turing.

Lema 8.1 Si un lenguaje L es generado por una Mdquina de Turing My, L = G(M),
entonces L es un L.R.E. (3 My | L = L(M>)).

Demostracion:

Idea bdsica: si se puede garantizar la construccion de Ma que reconozca L, entonces L
esun LR.E.

Para demostrar que L es L.R.E., hay que construir una Mdquina de Turing M5 con una
cinta mas que M;, que serd una cinta de entrada. Para reconocer una cadena introducida
en la cinta de entrada, el comportamiento de M> seria el siguiente: My se construye para
simular el comportamiento de M7; ademas, llegado el momento en que M; imprime el
simbolo # sobre la cinta de salida (es decir, después de producir una nueva cadena de L),
se compara la cadena generada con la cadena de entrada. Si son iguales, Ms acepta; si no,
continda la simulacién, pasando a generar la siguiente cadena. El comportamiento de M>
se esquematiza en la figura[8.1]

Esta construccién asegura que My sélo acepta la cadena de entrada cuando es igual a
una cadena generada por My, es decir, una cadena que pertenece a G(M7); por lo tanto,
se sigue que L(M>) = G(M7). Ademads, el lenguaje reconocido por M es recursivamente
enumerable, ya que sélo se puede asegurar que la mdquina acepta la cadena si pertenece al
lenguaje.

c.q.d.
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Figura 8.1: Esquema de la construccion de una Maquina de Turing capaz de reconocer un
lenguaje, si se conoce el generador de dicho lenguaje.

También es posible demostrar el reciproco, es decir, si L es reconocido por alguna
Maéquina de Turing, entonces L se puede generar mediante una Mdquina de Turing. La
idea bdsica, en este caso, es la siguiente: conocido el alfabeto sobre el que se forman las
cadenas de L, se podrian generar todas las cadenas sobre ese alfabeto. Puesto que se dispo-
ne de una Mdquina de Turing que reconoce, entre todas, las que pertenecen al lenguaje, se
puede generar éste completamente.

Para desarrollar esta idea, se utiliza el Generador Candnico, ya que, dado un alfabeto
3., genera todas las cadenas que pertenecen a X.*. Pero hay que tener en cuenta que el len-
guaje es recursivamente enumerable: por lo tanto, si w; no perteneciera a L, es posible que
la Méquina de Turing que reconoce L no pare nunca al trabajar sobre dicha cadena. Esto
supondria que nunca se llegaria a trabajar con w;41, w;42, ... que puede que si pertenez-
can. Esta dificultad se puede solventar gracias al Generador de Pares, tal y como se verd a
continuacion.

Teorema 8.2 Un lenguaje L es L.R.E. (3 My | L = L(Ms)) < L se puede generar
(3M; | L= G(M)).

Demostracion:

“=": Lemal8.1]

“=": Por construccién de la Mdquina de Turing M; de acuerdo al esquema mostrado en
la figura [8.2} cada vez que el Generador de Pares produce un par (i,j), el valor de i
se introduce como entrada al Generador Candnico para que produzca w;, la i-ésima
cadena en orden candnico. Esta cadena se suministra a Mo, junto con el valor de j. Si
M5 reconoce la cadena w; en exactamente j pasos, entonces M7, genera la cadena w;
(la imprime en la cinta de salida).

Si una determinada cadena w pertenece a L, ocupard una determinada posicién en
orden canénico en el lenguaje ¥* y serd reconocida en un nimero determinado y
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Figura 8.2: Esquema de la Mdquina de Turing que permite garantizar que es posible generar
cualquier lenguaje recursivamente enumerable.

finito de pasos; es decir, w se corresponderd con algin par (7,j). Como cualquier par
es generado en un numero finito de pasos por el generador de pares, si w € L se
imprimird en la cinta de salida (se generard), en un nimero finito de pasos. Por lo
tanto, cualquier cadena del lenguaje puede ser generada por M en tiempo finito.

c.q.d.

Corolario 8.1 Si L es un L.R.E., entonces hay un generador de L que produce cada
cadena exactamente una vez (M, por ejemplo).

8.4.2. Caracterizacion de los L.R. mediante Generadores.

Tal y como se ha visto, cualquier lenguaje que se puede generar mediante una Maquina
de Turing es un L.R.E. (y viceversa). A continuacién se verd que si, ademds, se puede
generar en orden canénico entonces es un L.R. (y viceversa: cualquier L.R. se puede generar
en orden candnico).

Lema 8.2 Si L es recursivo (3 My | L = L(My) y M, siempre para), entonces
existe un generador de L (3 My | L = G(Ms)) que imprime las cadenas de L en
orden canonico.

Demostracion:
Idea bdsica: Construccion de Ms a partir de la MT M.

El lenguaje L serd un subconjunto de todas las cadenas que se puedan construir a par-
tir de un cierto alfabeto, >.. Se construye Ms, cuyo comportamiento queda descrito en el
siguiente diagrama de bloques:
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D__
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Se generan las cadenas de X* en orden candnico. Después de generar cada cadena, Mo
simula el comportamiento de M con la cadena generada. Si M la acepta, M la escribe
en la cinta de salida. Ya que M; siempre para, M, podrd generar cada cadena en tiempo
finito. Y puesto que las cadenas se producen en orden candnico, aparecerdn también en
orden candnico en la cinta de salida.

c.q.d.

Para demostrar el reciproco, es decir, “dado un lenguaje L, tal que L es generado por una
Mdgquina de Turing M5 en orden canonico, L=G(Ms), entonces L es un L.R.”, se podria se-
guir la misma pauta que en las demostraciones anteriores: construir una Maquina de Turing
M, basada en My, que acepte las cadenas de L y rechace las cadenas que no pertenezcan a
dicho lenguaje. La construccién se podria basar en el esquema mostrado en la figura:

W - -
> »lw=wk? >
0] SI
:w<w1<? Yy NO
M2 ]
— NO
WIHW IR W . AWK Mi

La maquina M; simularia el comportamiento de Mo: cada cadena que se genere en la
cinta de salida de M5, se compara con la cadena que hay en la cinta de entrada de Mj.
Si ambas son iguales, la cadena es aceptada. Si son distintas, se comprueba que la dltima
cadena generada no sea superior, en orden candnico, a la cadena de la cinta de entrada; en
este caso, dicha cadena pude ser rechazada, ya que se tiene la seguridad de que no pertenece
al lenguaje puesto que, si asi fuera, ya habria aparecido en la cinta de Ma.

Pero esta construccién presenta un problema

- Si L es un lenguaje infinito, estd garantizado que M para, tal y como se ha hecho la
construccion.
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- Pero si L es finito, no se sabe cudl serd el comportamiento de My cuando acabe de
generar cadenas, puede parar o puede seguir funcionando. En este dltimo caso, la
construccién no permite garantizar que M pare siempre.

Pero cualquier lenguaje finito tiene asociado una Méaquina de Turing con parada asegu-
rada (un Autémata Finito). Por lo tanto, se garantiza que, en cualquiera de los dos casos,
tanto si L es finito como infinito, existe una Maquina de Turing que siempre para (aunque
no se pueda dar una “receta” Unica para su construccién). Segun esto, se puede enunciar el
siguiente teorema,

Teorema 8.3 Un lenguaje L es L.R. (3 M, | L = L(M,y) y My siempre para) < L
se puede generar (3 My | L = G(M3)) en orden candnico.

Demostracion:

“=: Lemal8.2

“«<": Si L es infinito, entonces L es reconocido por la Maquina de Turing M; descrita
anteriormente. Si L es finito, entonces hay algin automata finito que acepta L; por lo
tanto, en cualquiera de los dos casos, existe una Méaquina de Turing que acepta L y
siempre para.
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8.5. Propiedades de Lenguajes Recursivos y Lenguajes Recursi-
vamente Enumerables.

El objetivo de esta seccién es estudiar propiedades que pueden ayudar a determinar
cuando un lenguaje es o no es un lenguaje recursivo o recursivamente enumerable. El primer
teorema muestra como estudiar una propiedad de clausura. Siguiendo el mismo modelo se
pueden estudiar la interseccion, la diferencia, la clausura transitiva, etc.

Teorema 8.4
1. La union de dos lenguajes recursivos es un lenguaje recursivo.

2. La union de dos lenguajes recursivamente enumerables es un lenguaje recursi-
vamente enumerable.

Demostracién:
1. Sean L1y Lo, LR. = I My, My | Ly = L(My), Ly = L(Ms)y My y My siempre
paran:

- six € Ly, M; aceptalacadenaxy siz & Ly, M, rechaza la cadena x.

- six € Lo, M5 aceptala cadena xy si z & Lo, Mo rechaza la cadena x.

SeaL =L1ULy, ;3 M | L = L(M)yM siempre para? Si, construyendo la maquina
que se presenta en la figura:

X SI (x ELI)
M VO (x&L1)

M

La construccion es correcta puesto que

-sixe€ LiORx € Ly =x € L1 ULy =L (M; 6 My aceptan = M acepta)
-siz & Li ANDzx & Ly = x & L1 ULy = L (Myy M rechazan = M
rechaza).

Por lo tanto, M siempre paray six € L, M aceptay si z ¢ L, M rechaza.

2. Sean L1y Lo, LRE. = 3 My, M, | Ly = L(M;), Ly = L(M>), es decir, six € Ly,
M7 aceptay si x € Lo, M5 acepta.

Sea L = L1 U Ly, (3 M | L = L(M)? Si, construyendo M de la siguiente forma:
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| >

IS (x €LI)  SI

SI(x eL2)

M

La construccion es correcta puestoque six € L1 ORz € Lo = x € LiULy =L
(M 6 My aceptan = M acepta) por lo tanto, si x € L, M acepta. El comportamiento
de M queda indeterminado si z ¢ Ly AND x & Ly = = ¢ L1 U Ly = L, pero se
intenta caracterizar un lenguaje recursivamente enumerable.

c.q.d.

Los dos siguientes teoremas se refieren a la operacién complemento:

Teorema 8.5 El complemento de un lenguaje recursivo es un lenguaje recursivo.

Demostracion:

SeaLun L.R. = 3M |L=L(M)yM siempre para: si z € L, M acepta la cadena x y
six ¢ L, M rechaza la cadena x.

SeaL=Y*-L,;3M' | L=L(M’)y M’ siempre para? Si, construyendo la maquina M’
de la siguiente forma:

X SI(xEL) SI (x Et)

x ) “

NO < ZL) NO (x ¢ L)
M

La construccidén es correcta puesto que

-siz € L =z ¢ L (M acepta = M’ rechaza)

-siz ¢ L = x € L (Mrechaza = M’ acepta)

por lo tanto, M’ siempre paray si z € L, M’ aceptay si x ¢ L, M’ rechaza. Y dado que es
posible construir M’, L es un L.R.

c.q.d.
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Teorema 8.6 Si un lenguaje Ly su complementario L son L.R.E., entonces Ly L son
lenguajes recursivos.

Demostracion:

Sea L un L.R.E. = 3 M; | L=L(M), es decir, si € L, M; acepta. Sea L=Y"-L,un
LRE.= 3 M, | L = L(M), es decir, si x € L, My acepta.

(AM | L =LM)y M siempre para? Si, construyendo la maquina M de la siguiente
forma:

X . SI(xEL) - S|
M1
1 €T) NO (x€¢ L)
M2
M

La construccion es correcta puesto que

- x € L = M acepta = M acepta,
-z ¢ L=z € L= Msacepta = M rechaza.

por lo tanto, M siempre paray si z € L, M aceptay si x ¢ L, M rechaza. Por lo tanto, L es
un lenguaje recursivo; y, por el teorema L también es un lenguaje recursivo.

c.q.d.

Ademds, de los teoremas [8.5] y [8.6] se desprenden las siguientes relaciones: Dado el
lenguaje L y su complementario L, sélo se puede cumplir una de estas cuatro afirmaciones,
1. Ly L son lenguajes recursivos,

2. L es recursivamente enumerable (no recursivo) y L NO es recursivamente enumera-
ble,

3. L NO es recursivamente enumerable y L es recursivamente enumerable (no recursi-
v0),

4. Ly L NO son lenguajes recursivamente enumerables.
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9.1. Concepto de Problema.

9.1.1. Introduccion.

Como se ha visto en los capitulos anteriores, una Maquina de Turing se puede estudiar
como un calculador de funciones o como un reconocedor de lenguajes. Asi, la clase de los
lenguajes recursivos se puede identificar con la clase de las funciones recursivas totales,
mientras que la clase de los lenguajes recursivamente enumerables se puede identificar con
la clase de las funciones recursivas parciales.
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Cualquier Maquina de Turing reconocedora de cadenas es una Maquina de Turing cal-
culadora de la funcion caracteristica del lenguaje que reconoce: es una funcién que asocia
el valor 1 a las cadenas que pertenecen al lenguaje y O a las cadenas que no pertenecen al
lenguaje. Cualquier Maquina de Turing calculadora de funciones es una Maquina de Tu-
ring reconocedora de lenguajes, ya que se puede representar cada funcién por el lenguaje
formado por las tuplas que se pueden formar con sus pardmetros de entrada y de salida.

Ejemplo:

La funcién suma se podria representar como el conjunto

{(0,0,0),(0,1,1),(0,2,2), ... (1,0, 1), (1, 1,2), ... (1, 9, 10), .., (325, 16,
341), .}

Este conjunto de cadenas, este lenguaje, estard formado por tripletas de niime-
ros tales que el tercero representa al suma de los dos primeros.

Lo anterior pretende solamente incidir en lo que se viene repitiendo desde el primer
tema: las dos visiones son completamente equivalentes, y una funcién total puede ser repre-
sentada mediante un lenguaje recursivo y una funcién parcial mediante un lenguaje recursi-
vamente enumerable.

Ademas, la hipétesis de Church permite identificar las funciones computables con las
funciones recursivas parciales. Es decir, se pueden disefiar Mdquinas de Turing para cal-
cular las funciones recursivas parciales. O, desde el punto de vista del reconocimiento de
lenguajes, se pueden disefiar Mdquinas de Turing que aceptan una cadena si forma parte
de un lenguaje recursivamente enumerable (de ahi que algunos autores denominen indis-
tintamente a las funciones computables, como funciones Turing-computables o funciones
Turing-aceptables).

Si una funcién es computable, se puede calcular su solucién cuando exista. Y esa so-
lucién se puede calcular mediante una Maquina de Turing. Cuestidn aparte es garantizar a
priori qué ocurrird con el proceso para cualquier parametro. Estd garantizado que sera finito
cuando la funcién es total, ya que se conoce su dominio de definicién (para estos valores
finalizar4 con éxito, para los demds finalizar4 con un error). Pero en una funcién parcial,
el dominio de definicidn no estd determinado. Por lo tanto, no siempre se podra garantizar
la finitud y correccién del proceso, s6lo para ciertos valores de los pardmetros. Como un
ejemplo, se considera el siguiente algoritmo:

boole maravilloso (int n){
/+ pre: n=N, entero positivo =/

boole 1oEs;
if (n==1)

loEs=cierto;
else
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if (n%2==0)
loEs=maravilloso(n/2);
else
loEs=maravilloso (3xn+1);

return 1oEs;

}

/* post: cierto, si n es maravilloso, si no lo es... :—=( =/

Este algoritmo se ha construido siguiendo la definicién de Nimero Maravilloso: “Un
nimero n es maravilloso si es el 1, o puede alcanzarse el 1 a través del siguiente proceso: si
es par, se considera el valor de n/2; si es impar, el valor de 3*n+1". Se conjetura que todos
los nimeros enteros son maravillosos, pero no ha podido demostrarse. De ahi que el Domi-
nio de Definicién de esta algoritmo no esté determinado; y, por lo tanto, se esté hablando de
una funcién parcial, en la que no es posible garantizar que el proceso finalice para cualquier
valor entero que se considere.

Si una funcién es total, existe al menos una Médquina de Turing que siempre se detiene,
bien dando el resultado del célculo, bien indicando la existencia de un error. Ese error s6lo
se darad si los pardmetros no pertenecen al dominio de definicion de la funcién. La situacion
equivalente, desde el punto de vista del reconocimiento de un lenguaje, es la cadena no
pertenece al lenguaje.

La MT calcula funciones: La MT reconoce lenguajes:
Si la funcién es total Si el lenguaje es recursivo
la MT siempre para. la MT siempre para.
Devuelve el resultado si Acepta la cadena si
los pardmetros € Dominio Definicién. la cadena € L(M).
Devuelve error si Rechaza la cadena si
los parametros ¢ Dominio Definicidn. la cadena &€ L(M).

Si una funcién es parcial existird una Maquina de Turing de la que sdlo se asegura que
parard devolviendo el resultado del cdlculo cuando los pardmetros pertenecen al dominio
de definicion de la funcién. No se puede garantizar qué ocurre en caso contrario. De nuevo,
se establece un paralelismo evidente entre este comportamiento y lo que ocurre desde el
punto de vista de reconocimiento del lenguaje,

La MT calcula funciones: La MT reconoce lenguajes:
Si la funcion es parcial Si el lenguaje es rec. enumerable
la MT siempre para la MT siempre para
devolviendo el resultado si aceptando la cadena si
los pardmetros € Dominio Definicién. la cadena € L(M).
Pero el comportamiento estd indefinido si | Pero el comportamiento estd indefinido si
los parametros ¢ Dominio Definicidn. la cadena & L(M).
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Por lo tanto, ;cudl es el interés en determinar si un lenguaje es o no es recursivo?. En
este tema, mediante el concepro de problema y la definicion de la Mdquina Universal de
Turing, el objetivo serd estudiar los mecanismos que permiten establecer cudles son los
problemas en los que se puede garantizar la existencia de una computacién finita por medio
de un computador. En este tema se demostrard que existen problemas para los cuales esa
computacion finita no existe. Por lo tanto, se demostrara que la computacidn tiene limites.

9.1.2. Concepto de Problema.

Definicion 9.1 (Problema) Un Problema es un enunciado cierto o falso dependiendo
de los valores de los pardmetros que aparecen en su definicion.

Definicion 9.2 (Solucion) Una Solucion a un Problema es una aplicacion entre el
conjunto de instancias de los pardmetros del problema y el conjunto {cierto, falso}.

Definicion 9.3 (Algoritmo) Un Algoritmo es un conjunto de pasos cuyo objetivo es
resolver un problema.

Es posible identificar un algoritmo con una funcién,
frAl XAy x ... x A, — A,

de forma que un algoritmo obtiene un valor de salida a partir de unos valores de entrada si
ese valor de salida existe, es decir, si hay solucién al problema. Mientras que la solucién a
un problema se asimilaria al establecimiento de una aplicacién

P(f): A1 x Ag x ... x A, x A — {cierto, falso}.

Sélo si se puede establecer esa aplicacion entre pardmetros y el conjunto {cierto, falso}
hay una solucién del problema; y solo si esa aplicacién es una funcion total existe la segu-
ridad de establecer el algoritmo: para cualquier instancia se puede decidir si el enunciado
es cierto o falso. Y esa decision se puede obtener aplicando el algoritmo, de forma que se
cumple la relacién,

P(f)(a1,az,...,an,a) = cierto & f(aj,as,...,a,) = a.

Por ejemplo,
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FNXN =N, fr,y) =z+y
P(f)(3,5,7)=falso, P(f)(3,5,8)=cierto, ...

En este problema siempre es posible decidir, por lo tanto, se sabe que siempre
serd posible establecer la solucion y se puede estar seguro de que habrd un
algoritmo que permita solucionar el problema.

En aquellos problemas para los que exista algin valor en el conjunto de instancias para
el que la aplicacion no esté definida, NO se puede DECIDIR siempre: no se puede asegurar
cudl serd el comportamiento ante dichas instancias. Son problemas en los que la aplicacién
entre el conjunto de pardmetros y el conjunto {cierto, falso} es una funcién parcial. Por lo
tanto, se establece la relacion,

PROBLEMA DECIDIBLE = LENGUAJE RECURSIVO.

Asi, estudiando si el lenguaje asociado a un determinado problema es 0 no es recursivo,
se puede saber si el problema es o no es decidible y si se puede o no garantizar la existencia
de un algoritmo de ejecucidn finita. Es decir, se asocia la existencia de un algoritmo a la
existencia de una Mdquina de Turing que siempre pare, diciendo SI o NO. Y se usaran
indistintamente ambos términos:

Existe un algoritmo = Existe una MT que siempre para.

Resulta una préctica habitual que los problemas se enuncien como problemas de deci-
sion, de respuesta SI o NO y en los que, por lo tanto, resulta facil transformar el enunciado
en la cuestion de si un lenguaje (el asociado al enunciado) es o no recursivo y, por lo tanto,
si existe 0 no un algoritmo que permita resolverlos. Centrarse en este tipo de problemas no
supone restringir el campo de estudio, ya que normalmente cualquier problema se puede
plantear como un problema de decision y viceversa.

El objetivo de este tema serd, por lo tanto, establecer resultados que permitan afirmar
si un problema es o no decidible. O, lo que es lo mismo, si el lenguaje asociado a dicho
problema es o no recursivo. Para ello, una técnica habitual serd la reduccion de un problema
A (o de su lenguaje equivalente) a otro problema B,

X R(X)‘ = SI

Reduccién MT probl. A [-—————] —-———=(NO)

MT probl. B

de tal forma que el conocimiento que se tenga del problema A permita llegar a alguna
conclusidn sobre el problema B.
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9.2. La Maquina Universal de Turing y Dos Problemas Indeci-
dibles.

9.2.1. Codificacion de Maquinas de Turing.

Para estudiar la codificacién de una Maquina de Turing, se recuerda el siguiente resul-
tado, que ya se coment6 en el tema 7:

Teorema 7.5 Si L € (0 + 1)* es aceptado por alguna Mdquina de Turing = L es
aceptado por una Maquina de Turing con alfabeto restringido a {0, 1, B}.

Este teorema sostiene que cualquier lenguaje sobre el alfabeto {0,1} se puede recono-
cer en una Mdquina de Turing cuyo alfabeto de cinta sea {0,1,B}; por lo tanto, s6lo son
necesarios tres simbolos en dicha Méaquina de Turing.

Por otro lado, también es posible afirmar que no hay necesidad de més de un estado
final en cualquier Maquina de Turing.

Con estas premisas, se propone la siguiente codificacién para cualquier Maquina de
Turing con alfabeto restringido: Sea

M = <{031}7 Qv {OvlvB}a fa q1, B, {QQ}>

una Mdquina de Turing con alfabeto de entrada {0,1} y el B como tnico simbolo adicional
en el alfabeto de la cinta. Se asume que Q = {q1, 2, g3, .., ¢»} es el conjunto de estados y
que sélo hay un estado final g2 (y, por supuesto, q; es el estado inicial).

Se renombra el alfabeto:

Simbolo Codificacién
0 — x1  (Primer simbolo) — 0'=0
1 z2 (Segundo simbolo) — 02 =00

L

B x3  (Tercer simbolo) — 03 =000

Se renombran las direcciones:

Direccién Codificacién
L — Dy (Primera direccién) — 0l=0
R — Dy (Segunda direccién) — 02 =00

Y, si cada identificador de estado g; se representa como 0°, entonces se puede codificar
cada una de las transiciones:

Flai,x7) = (q 21, D) — 0'10710%10'10"
A cada una de estas transiciones asi codificadas se le denominaré cddigo y se le asigna
un orden, por lo que se puede codificar una Maquina de Turing M como

111cédigor11cédigoa11codigosll ... 11codigo,111
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Los c6digos siempre estardn entre parejas de 11. El orden de los cédigos es irrelevante;
una misma Mdaquina de Turing puede tener distintas codificaciones'. Pero cada codificacion
s6lo puede estar asociada a una Maquina de Turing.

Por ejemplo: Sea la Mdquina de Turing

M = {{0,1}, {q1, 92,43}, {0, 1, B}, f, q1, B, {q2})

f(q171) = (q3707R)
£(qs,0) = (a1, 1,R)
£(gs, 1) = (92,0, R)
£(qs,B) = (s, 1, L)

Una posible codificacion de M es la cadena:

111010010001010011000101010010011000100100101001100010001
00010010111

Con esta codificacion, una Mdquina de Turing es un niimero en binario. Por lo tanto,
cualquier niimero en binario podra ser considerado, inicialmente, un cédigo de Mdquina de
Turing. Evidentemente, habra cadenas binarias que representen Maquina de Turing y cade-
nas binarias que no representen ninguna Miquina de Turing: las cadenas que no comiencen
por 111, o no acaben en 111 o que no tengan parejas de 1’s separando 5 bloques de 0’s que,
a su vez, estan separados por 1, no codifican Maquinas de Turing.

Se denota (M,w) a la cadena formada al concatenar la codificacion de M con la cadena
w. Se interpreta que la cadena w serfa la cadena de entrada a la M4quina de Turing M.

En el ejemplo anterior; la cadena (M, 1011) se codifica como:

111010010001010011000101010010011000100100101001100010001
000100101111011

El establecimiento de esta codificacién es bésico para la definicién de la Mdquina Uni-
versal de Turing, como aquella Maquina de Turing cuyas cadenas de entrada son de la forma
(M,w) y cuyo comportamiento consiste en la simulacién del comportamiento de la maquina
M cuando su entrada es la cadena w.

9.2.2. Ejemplo de un Lenguaje que NO es Recursivamente Enumerable.

A continuacion se presenta un lenguaje que no es recursivamente enumerable; su interés
consiste en poder utilizarlo como una herramienta para caracterizar el cardcter recursivo o

'Ya que una misma MT puede tener distintas codificaciones segtin el orden en el que se representen los
c6digos, cuando se utilice la notacién (M) para representar un cédigo de MT, lo que realmente se representara es
el conjunto de cadenas que codifican a la MT M.
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recursivamente enumerable de otros lenguajes, utilizando las relaciones vistas en la seccién
8.5.

Es un lenguaje construido con el propdsito de disponer de un lenguaje no recursivamente
enumerable.

Se construye mediante una tabla. La numeracion de las filas sirve para representar las
cadenas de (0 + 1)* en orden candnico: la primera fila, representa la primera cadena; la
segunda fila, a la segunda cadena en orden candnico, etc. Las columnas se numeran suce-
sivamente a partir del 1 y cada indice de columna se interpreta en binario, de forma que
dichos nimeros en binario se interpretan como codificaciones de Méquina de Turing (j en
binario es la Maquina de Turing M;). Se construye la siguiente tabla infinita,

L1 ]2]3]4].

EEN ST S R

—| | | @
Ol =@ =N
O b [ | =[] Q9
- O = O

en la que cada entrada es 1 6 0 de acuerdo al siguiente convenio: si w; € L(M;), entonces
el elemento (i,j) es 1, si no es 0,
(i,4) = 1 & wi € L(M;),

Se construye el lenguaje Ly, el lenguaje diagonal, formado por los elementos diagona-
les nulos; es decir, en L esta la cadena w; si (4,i)=0; por lo tanto, M; NO acepta la cadena

W;:

Lg= {U)Z ‘ M; NO acepta wl} = {U)Z ‘ W; g L(Ml)}

Lema 9.1 El lenguaje L4 NO es recursivamente enumerable.

Demostracion:

Supdéngase, como hipétesis de partida, que existe alguna Maquina de Turing, M; que
acepte el lenguaje L, es decir, L4 = L(M;). Sea w; la cadena que ocupa la j-ésima posicion
en orden canonico y el valor j codificado en binario, el codigo de M.

Si L4 = L(M;) se debe cumplir que si w; € Lg4, entonces w; € L(M;). Y esto es
imposible:
w; € Lq= (j,j) =0= Wj ¢ L(Mj),
w; & La= (4,j) =1= w; € L(Mj).

2No todas las codificaciones de las columnas tendran sentido como cédigos de MT; de hecho, el ejemplo
que muestra como se llenaria es ficticio, puesto que todas esas entradas deberian ser ceros, ya que tanto 1, como
10, 11 6 100 no son cédigos validos de MT.
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Por lo tanto, L4 # L(M;). La hipétesis es falsa y no existe ninguna Maquina de Turing
que acepte Lg.

c.q.d

9.2.3. La Maquina Universal de Turing.

Definicion 9.4 (Lenguaje Universal, L;;) Se denomina Lenguaje Universal al con-
junto de cadenas

Ly = {{Mw) | M acepta w} .

En esta definicién se asume que M admite la codificacion anteriormente descrita, dado
que si su alfabeto no estd restringido al alfabeto {0,1,B} siempre se podrd encontrar la
maquina equivalente con alfabeto restringido.

Teorema 9.1 Ly es un lenguaje recursivamente enumerable.

Demostracion:

La demostracién se realiza mediante la construccién de una Maquina de Turing, M1,
que acepta L. Puesto que para determinar si la cadena (M,w) € Ly hay que determinar si
la maquina M acepta la cadena w, se construird para permitir la simulacién del comporta-
miento de M con w.

Dicha maquina tendrd tres cintas. La primera cinta es de entrada; en ella ira la cadena
(M,w) y, puesto que en ella estard la codificacion de M, su papel en la simulacién de su
comportamiento con la cadena w seria similar al de la memoria de un ordenador. Todas las
transiciones (todos los cédigos, entre pares de 11) estdn en el primer bloque (entre los dos
111).

La segunda cinta de M1, simular4 a la cinta de entrada de M y, por lo tanto, es la que se
realiza realmente la simulacién del comportamiento de M. En ella se copiard la cadena w.

La tercera cinta de M1, servird para llevar cuenta del estado en que estaria M; para ello,
g; se codificard como 0°. Su papel en la simulacion es similar al del contador de programa
de un ordenador.

El comportamiento de M1 es el siguiente:

1. Se comprueba que la cadena que estd en la cinta de entrada es correcta, es decir, que
el formato es adecuado (bloques 111 y bloques 11) y que no hay dos cédigos distintos
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que comiencen con 0°107 para un mismo par i, j. También se comprueba que en cada
codigo de la forma 010710%1010™, 1 < 1<3,1<1<3y1<m<2(paraello
se pueden usar las otras cintas como auxiliares si hiciera falta).

2. Se inicializa la cinta 2 con la cadena w. Se inicializa la cinta 3 con el valor 0 que
codifica a g;. Los 3 cabezales de lectura/escritura se colocan en el simbolo situado
mds a la izquierda en las 3 cintas.

3. Repetir el siguiente proceso,

Sea x; el simbolo que se estd leyendo en la cinta 2 y sea 0% el estado representado en
la cinta 3. Se recorre la cinta 1 de izquierda a derecha (parando en el segundo 111)
buscando una subcadena (entre 11’s) que comience por 0°107...; si no se encuentra
M1 para y rechaza ya que M no tiene transicion asociada. Si el cddigo se encuentra,
por ejemplo 0°10710%10/10™, se escribe 0F en la cinta 3, se escribe z; en la celda
bajo el cabezal en la cinta 2 y en esa cinta el cabezal se desplaza en la direccién D™.

hasta que en la cinta 3 se llega al c6digo 00 o M1 para y rechaza.

Si en la cinta 3 se llega al cédigo 00, quiere decir que M trabajando con la cadena w
llega a g9, estado final; en este caso la maquina M1 para y acepta la cadena (M,w). Por lo
tanto, M1 acepta (M,w) si y sélo si M acepta la cadena w. También se cumple que si M
para sin aceptar w, entonces M1 para sin aceptar (M,w) y que si M no para con w, entonces
M1 tampoco para con (M,w). De la existencia de M1 se sigue que Ly es un Lenguaje
Recursivamente Enumerable.

c.q.d

Aplicando resultados anteriores (ver capitulo 7), se podria construir una maquina equi-
valente a M1, que tuviera una sola cinta, limitada a la izquierda y el alfabeto restringido a
{0, 1, B}. Esta maquina es la definicién formal de la Mdquina Universal de Turing,

Definicion 9.5 (Maquina Universal de Turing, M) Mdquina de Turing con una

sola cinta, limitada a la izquierda, y con alfabeto {0, 1, B} que acepta el lenguaje
Ly.

La culminacién del modelo de computacién establecido por Alan Turing con esta Maqui-
na Universal ha tenido, y sigue teniendo, mucha mds trascendencia del resultado puramente
l6gico.

Este resultado establece que es posible enumerar todas las cadenas que representan
computaciones validas. Desde el punto de vista 16gico permiti6 asegurar que tiene que haber
funciones no computables, tal y como se establecid en la introduccién del tema 8.
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Pero, ademads, cuando Von Neumann establecié la arquitectura que hoy se conoce con
su nombre, lo hizo influenciado por el resultado de Turing: hasta que Von Neumann intro-
dujo el concepto de control por programa almacenado los computadores se “programaban”
(si asi se puede denominar) reconfigurando completamente el hardware para cada calculo
a realizar. Este modelo inspir6 a Von Neumann la idea de que seria mds factible disponer
de una circuiteria simple (un autémata) gobernado por un conjunto de instrucciones, mas o
menos complejas, y fue, en definitiva, el punto de arranque del desarrollo de la programa-
cién.

Se ha comentado que la Méaquina de Turing se estudia como modelo formal de algorit-
mo; se puede establecer la analogia siguiente:

Una mdquina de Turing procesando una cadena de entrada, es un modelo de
un algoritmo procesando sus datos de entrada.

El concepto de Médquina Universal de Turing permite establecer una analogia que resulta
mds familiar todavia,

Una Mdquina Universal de Turing recibe como cadena de entrada el codigo de
una Mdquina de Turing y la cadena con la que esta trabajaria; un computador
de proposito general recibe como cadena de entrada el codigo de un programa
v los datos con los que el programa trabaja.

9.2.4. Dos Problemas Indecidibles.

La existencia del lenguaje £, permite establecer que existe, al menos, un lenguaje que
no pertenece a la clase de los lenguajes recursivamente enumerables.

Es, ademas, un lenguaje que permitird establecer resultados sobre la indecidibilidad.
No existe una herramienta como el Lema de Bombeo para lenguajes recursivos y recursiva-
mente enumerables. Por lo tanto, para poder estudiar que lenguajes pertenecen o no a dichas
clases, s6lo se dispone, como herramientas de trabajo, de las propiedades de clausura y de
la reduccién de problemas.

Si se puede disefar una Mdaquina de Turing que acepte las cadenas de un lenguaje,
se demuestra que éste es computable. Si, ademds, la construccién garantiza la parada, el
lenguaje es decidible. Y, entonces, existe un algoritmo para resolver el problema asociado.

Ya se ha establecido que Ly es un lenguaje computable; si, ademas, fuera decidible,
existiria un algoritmo de algoritmos, la posibilidad de determinar automaticamente el éxito
o el fracaso de una computacion. Algo parecido al teorema de los teoremas que buscaba
Hilbert.

Para estudiar si L7 es o no un lenguaje recursivo, se utiliza como herramienta el len-
guaje L4. En el lema quedd establecido que L4 es un lenguaje no recursivamente
enumerable. Por lo tanto, £, tampoco es un lenguaje recursivo y, por el teorema 8.5, su
complementario, Zd,
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Ly ={w; | M; acepta w;} = {w; | w; € L(M;)},

tampoco puede ser un lenguaje recursivo. Este resultado permitird demostrar que Ly es un
lenguaje recursivamente enumerable no recursivo, puesto que es posible reducir el lenguaje
L4 al lenguaje L.

Teorema 9.2 L es un lenguaje recursivamente enumerable no recursivo.

Demostracién:

Se parte de la suposicién de que existe un algoritmo A (una Maquina de Turing que
siempre para) para reconocer L. Si esto fuera cierto, entonces se podria establecer el si-
guiente procedimiento para reconocer L :

Se realiza una reduccion utilizando el Convertidor de Cadenas. El convertidor, dada una
cadena w € (0 4 1)*, determina el valor de i tal que w = wj, la i-ésima cadena en orden
canodnico. Este valor i, expresado en binario, es el cddigo de alguna Mdquina de Turing,
M;. La salida del convertidor es la cadena (M;, w;) que se suministra al algoritmo A. Asi se
consigue una Méquina de Turing que acepta w si y s6lo si M; acepta w;.

SI

Y

w <Mi,wi>
Convertidor

Y

A (Lv)

NO
AY

Es decir, se ha construido un algoritmo A’ que indica si la cadena w pertenece o no al
lenguaje L4. Puesto que esto es imposible, ya que L4 no es recursivo, entonces la suposicion
de que existe el algoritmo A debe ser falsa.

Por lo tanto, £ es un lenguaje recursivamente enumerable no recursivo.

Es decir, el problema
“Dada una Mdquina de Turing M y una cadena w, ;acepta M la cadena w?”

es un problema indecidible.

El Problema de la Parada.

Un problema tan importante como el anterior y también indecidible es el Problema de
la Parada:
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“Sea M una Mdquina de Turing y una cadena w. ;Para M con entrada w?”.

Es mucha la importancia de este problema: si se pudiera predecir la parada de M, si se
pudiera predecir de forma automdtica la parada de cualquier proceso en ejecucion, también
se podria decidir automdticamente el éxito o el fracaso de esa ejecucion.

Supdngase que fuera posible predecir la parada de un proceso; es decir, que se dispone
de una funcién llamada Halts, tal que

int Halts(char =P, char *I) {
/* Pre: P e I son cadenas de caracteres, siendo P =/
/* el cdédigo fuente de un programa e I los datos =/

/* (1) se determina si P es un programa correcto =/
/+ sintdcticamente (compilacidn) =/

/* (2) se determina si P finaliza su ejecucidn =/
/* cuando lee la cadena de entrada I =/

return halt;

}

/* Post: devuelve 1 si P para con I, 0 en caso contrario =/

Sabiendo esto, se escribe el programa siguiente:

int main() {
char I[1000000007;
/+ hacer I tan grande como se quiera, o usar malloc x/

read_a_C_program_into(I);

if (Halts(I,I)) {
while (1){} /* bucle infinito =*/
}

else
return 1;

Este programa se almacena en el fichero Diagonal . c. Una vez compilado y montado,
se obtiene el codigo ejecutable, Diagonal. A continuacién se ejecuta,

Diagonal<Diagonal.c

Sélo hay dos casos posibles al ejecutar esta orden, y son mutuamente excluyentes:

Caso 1: Halts (I, I) devuelvel.
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Segtin la definicién de Halt s, esto significa que Diagonal . c finaliza su ejecucion
cuando recibe como entrada Diagonal . c. Pero, segin la definicion de Diagonal.c,
que Halts (I, I) devuelva 1, significa que en el condicional se ejecutard la rama
“if”, que contiene el bucle infinito; es decir, la ejecucion de Diagonal . ¢ no finaliza
NUNCA.

Se llega a una contradiccion.

Caso 2: Halts (I, I) devuelveO.

Segtin la definicién de Halts, esto significa que Diagonal.c NUNCA finaliza
su ejecucion cuando recibe como entrada Diagonal . c. PERO, segin la definicion
de Diagonal.c,que Halts (I, I) devuelva 0, significa que en el condicional se
ejecutard la rama “else”, por lo que finaliza la ejecucién de Diagonal.c.

Se llega, de nuevo, a una contradiccidn.

Puesto que no hay mads casos posibles la suposicion inicial debe ser falsa: no es posible
que exista la funcién Halts.

La demostracién formal de que el problema de la parada es un problema indecidible, se
basa en que el lenguaje asociado,

L ={(M,w) | M para con w},

es un lenguaje recursivamente enumerable (modificando el comportamiento de My;, por
ejemplo, se obtiene una Méquina de Turing que indica si M para con la cadena w), pero no
€s recursivo.

Para demostrarlo, se reduce L4 a L7, sabiendo que £, es un lenguaje no recursivamente
enumerable.

Lema 9.2 Ly es un lenguaje recursivamente enumerable no recursivo.

Demostracion:

Supoéngase que el problema de parada es decidible; por lo tanto, la M4quina de Turing
que reconoce el lenguaje Ly, My, ante una entrada (M,w) responderia SI o NO depen-
diendo de si M para o no para al trabajar sobre w.

Si esto fuera cierto, se podria construir el siguiente algoritmo para reconocer L :

Esta Maquina de Turing, a la que se llamaria M, determinaria si una cadena w; es
aceptada por M;, es decir, si la cadena w pertenece o no al lenguaje L£;. Puesto que es
imposible, M g no puede existir tal y como se ha descrito y £z no puede ser un lenguaje
recursivo.
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L,

»|

SI

> < Mi, {ni >

Convertidor

NO

Mu

SI

Md

L» SI

L = NO
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c.q.d

En la construccion anterior, nétese que si se sabe que M; para al trabajar sobre w;,
entonces seguro que al suministrar esa informacién a My;, su respuesta sera del tipo SI/NO.

SI

L]

oy

<M,w>

> NO

SI

» SI

Mu

NO

X

= NO

Por lo tanto, si Ly fuera un lenguaje recursivo, entonces también Ly seria un lenguaje
recursivo. Y existirfa la posibilidad de desarrollar herramientas automaticas que permitieran
comprobar si un algoritmo es o no es correcto. Ello imposibilita que se pueda disponer de un
método automadtico de “andlisis semdntico’”, similar a las herramientas de “andlisis 1éxico”

o de “analisis sintactico”.

En el libro de Douglas R. Hofstadter, “Godel, Escher, Bach: Un eterno y gracil bu-
cle”, se hace la siguiente reflexion sobre las dificultades de tal andlisis semantico: el autor
comienza la reflexién sobre la diferencia entre apreciar los aspectos sintdcticos de una for-
ma (reconocer una férmula bien construida, apreciar las lineas y colores de una pintura o ser
capaces de leer una partitura de musica) y los aspectos semdnticos asociados a dicha forma
(reconocer la verdad o falsedad de una férmula o los sentimientos que puedan inspirar una

pintura o una determinada pieza de musica):

“Subjetivamente, se percibe que los mecanismos de extraccion de la signifi-
cacion interior carecen por completo de parentesco con los procedimientos
de decision que verifican la presencia o ausencia de una cualidad especifica,
como, por ejemplo, el cardcter de una formula bien formada. Tal vez sea por
ello que la significacion interior sea algo que descubre mds cosas de si misma
a medida que el tiempo pasa. A este respecto jamds se puede estar seguro, de
la misma forma en que st es posible estarlo a propdsito de lo bien formado, de

que uno ha finiquitado el tema.

3No debe confundirse el concepto que aqui se pretende describir con la fase habitualmente denominada de
andlisis semantico en la compilacién; el concepto que se pretende desarrollar aqui es el “entender el significado

de”
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Esto nos propone la posibilidad de trazar una distincion entre los dos tipos
sentidos de “forma” de las pautas que hemos comentado. Primero, tenemos
cualidades [... ] que pueden ser aprehendidas mediantes verificaciones pre-
dictiblemente finalizables. Propongo llamar a estas las cualidades sintacticas
de la forma. [...] los aspectos semanticos de la forma son aquellos que no
pueden ser verificados dentro de un lapso predictible: requieren verificaciones
de finalizacién imprevisible /... ]. Por lo tanto, las propiedades “semdnticas”
estdn vinculadas con biisquedas no finalizables ya que, en un sentido impor-
tante, la significacion de un objeto no estd situada en el objeto mismo. Esto no
equivale a sostener que no es posible captar la significacion de ningiin objeto
[...]. Con todo siempre quedan aspectos de aquella que siguen ocultos durante
lapsos no previsibles. |[... ]

Ast, otra manera de caracterizar la diferencia entre propiedades “sintdcticas”
y “semdnticas”, es la observacion de que las primeras residen en el objeto
bajo examen, en tanto que las segundas dependen de sus relaciones con una
clase potencialmente infinita de otros objetos.”

9.3. Teorema de Rice. Mas Problemas Indecidibles.

Hasta este momento se ha asociado la decidibilidad de un determinado problema a la
existencia de un lenguaje recursivo que lo describa.

El Teorema de Rice da una caracterizaciéon mds simple, pero s6lo se puede aplicar a los
problemas de decisién que estan relacionados con propiedades de lenguajes recursivamente
enumerables. Estos problemas comparten un enunciado genérico:

“Sea una Mdquina de Turing M. ;L(M) cumple la propiedad X?”
y los lenguajes asociados son de la forma,
Lx ={(M) | L(M) tiene la propiedad X} .

La siguiente subseccién muestra un ejemplo de cémo estudiar este tipo de problemas y
los lenguajes asociados. En el apéndice 1, seccion0.5] se puede encontrar otro ejemplo.

9.3.1. El Problema de la Vaciedad.

“Sea una Mdquina de Turing M. ;L(M) # ()?”.

Es un problema indecidible. Para estudiarlo, se trabaja con el lenguaje asociado

Lne = {<M> | L(M) 75 @} 5
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que es el conjunto de los cddigos de todas las Maquinas de Turing que aceptan al menos
una cadena. También se estudiard su lenguaje complementario,

Le={M) |LM)=0},

que incluye tanto a las cadenas binarias que no representan Mdaquinas de Turing (no se
ajustan al formato elegido para codificarlas), como a las cadenas binarias que representan
Magquinas de Turing que reconocen el lenguaje vacio. Se demostrara que £, es un lenguaje
recursivamente enumerable no recursivo y que L, no es recursivamente enumerable.

Lema 9.3 L, es un lenguaje recursivamente enumerable.

Demostracion:
1 . Wi ST
P ~ Ge(=¥) T > SI
<M> 4 Mu l(lj
Mhne

Basta con construir una Maquina de Turing, M., que, dada la cadena (M) como en-
trada, simule el comportamiento del generador de pares, G, (i, j), de forma que por cada
par (i,j) generado, My simule el comportamiento de M sobre la cadena i-ésima en orden
candnico en j pasos. En el momento en que My acepte una cadena, M, aceptard la cadena
(M).

c.q.d.

Lema 9.4 L. NO es un lenguaje recursivo.

Demostracion:

La demostracion se realiza por contradiccion: si L. fuera recursivo, habria un algoritmo,
la Méaquina de Turing M., que aceptaria el lenguaje £, y que siempre pararia. Si esta
Magquina de Turing existiera entonces existiria también un algoritmo para reconocer Ly y
eso es imposible. Por lo tanto, mediante la reduccién de L, a Ly, se demostrard que L, no
puede ser recursivo.
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La reduccién utiliza la siguiente Médquina de Turing, M’. Su funcionamiento es el si-
guiente: dada la cadena (M,w), la maquina ignora su propia entrada y simula el comporta-
miento de la médquina M con la cadena w. Si M acepta w, entonces M’ llega a un estado de
aceptacion.

Mv

Con este comportamiento, el lenguaje reconocido por M’ es el siguiente:

L(M') = { F sz M acepta w '
(0 si M no acepta w
Para la demostracion no se utiliza directamente la maquina M’, sino un algoritmo B
tal que si su entrada es la cadena (M,w), produce como salida la cadena (M’), siendo M’
la Méaquina de Turing descrita anteriormente. Con este algoritmo se puede construir la si-
guiente Maquina de Turing, C:

SI
<Mw> [ <M'> 3<—> SI
B Me . L+ NO

Si M acepta w = L(M') # 0 = M, dice NO = C dice S1,
Si M no acepta w = L(M') = ) = M, dice ST = C dice NO.

Es decir, C acepta aquellas cadenas (M,w) tales que M acepta w y rechaza las cadenas
(M,w) tales que M no acepta w = L es un lenguaje recursivo.

Se ha llegado a una contradiccidn, por lo que la suposicién de que existe el algoritmo
M. (la suposicion de que L, es recursivo) tiene que ser falsa.

c.q.d.

Como consecuencia de los lemas [9.3]y [0.4]se tiene que,

= L. No es recursivo,
s [, €s recursivamente enumerable,
= L. NO es un lenguaje recursivamente enumerable (ya que entonces tanto €l como

L, serian recursivos).

Por lo tanto, el problema de la Vaciedad es indecidible.
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9.3.2. El Teorema de Rice.

En la subseccion anterior se ha visto que no se puede decidir si el lenguaje aceptado
por una Méquina de Turing es vacio o no. Utilizando técnicas de construccion similares se
llegaria a la misma conclusidn sobre cuestiones tales como si un lenguaje es 0 no recursivo,
es o no infinito, es o no finito, es 0 no regular, es o no de contexto libre, si tiene 0 no un
nimero par de cadenas...

Todos estos resultados estan basados el Teorema de Rice e indican qué se puede decidir
sobre el lenguaje aceptado por una Méquina de Turing. Para estudiarlos, hay que definir
previamente el concepto de propiedad de lenguajes recursivamente enumerables.

Definicion 9.6 (Propiedad) Una propiedad, P, es un conjunto de lenguajes recur-
sivamente enumerables, siendo cada uno de ellos un subconjunto de (0 + 1)*. Un
lenguaje L tiene la propiedad P si L es un elemento de P.

Ejemplo:
El conjunto {L | L es infinito} representa la propiedad de infinitud.

Definicion 9.7 (Propiedad Trivial) Una propiedad es trivial si estd vacia o si
estd formada por todos los lenguajes recursivamente enumerables.

Definicion 9.8 Dada una propiedad P, se llama Lp al lenguaje formado por cadenas
que son los codigos de las Mdquinas de Turing que reconocen lenguajes que tienen la
propiedad P,

Lp ={(M) | L(M) € P}.

Los resultados estudiados hasta el momento, permiten enunciar la siguiente caracteriza-
cién:

“Una propiedad P es decidible < Lp es un lenguaje recursivo”.

El Teorema de Rice brinda otra caracterizacién, mds sencilla. Se aplica sélo a lenguajes
que representan propiedades de los lenguajes recursivamente enumerables, es decir, propie-
dades de lenguajes que son aceptados por alguna Maquina de Turing. El principal resultado
de Rice afirma que solo son decidibles las propiedades que son triviales, es decir, aquellas
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propiedades que o bien las cumplen todos los lenguajes R.E., o bien no las cumple ningiin
lenguaje R.E.

Teorema 9.3 (Teorema de Rice) Cualquier propiedad no trivial P es INDECIDI-
BLE.

Es decir, £p es NO recursivo si P es NO trivial®.

De este teorema, se puede deducir, por ejemplo, el siguiente resultado:

Corolario 9.1 Las siguientes propiedades de lenguajes recursivamente enumerables
son no decidibles:

1. ser o no ser vacio (emptiness),

P={L|L=0}, Lp ={(M)|L(M) =0}
2. ser o no ser finito (finiteness),

P ={L| Les finito}, Lp = {(M) | L(M) es finito}.
3. ser o no ser regular (regularity),

P ={L| Lesregular}, Lp ={(M) | L(M) es regular}.

4. ser o no ser de contexto libre (context-freedom),

P={L|Leslcl}, Lp={(M)|L(M)eslcl}.

Ademéds del resultado que caracteriza si una propiedad P es o no es decidible y, por
lo tanto, si Lp es o no es recursivo, Rice establece en otro teorema las tres condiciones
necesarias y suficientes para establecer cuando L£p seria o no un lenguaje recursivamente
enumerable.

“La demostracién de este teorema se puede encontrar en la bibliografia.
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Teorema 9.4 (Segundo Teorema de Rice) Lp = {(M) | L(M) € P} es LRE. &
‘P satisface las tres condiciones siguientes:

1. Condicién de Inclusion: Si Ly € Py Ly C Lo, siendo Ly un L.R.E., entonces
L2 e P.

2. Si L es un lenguaje infinito que estd en P, entonces hay un subconjunto finito de
LenP.

3. El conjunto de lenguajes finitos que pertenecen a P es enumerable (es decir,
hay una Mdquina de Turing que puede generar todas las cadenas de todos los
lenguajes finitos de P).

El enunciado, discusién y demostracién completa del segundo teorema de Rice se puede
encontrar en la bibliografia. Aqui se destacardn Unicamente los siguientes corolarios:

Corolario 9.2 Las siguientes propiedades de lenguajes R.E. son indecidibles y los
lenguajes asociados son lenguajes no recursivamente enumerables:

1. servacio,

P=A{L|L=0}, Lp={(M)|L(M)=0}(=Le).

2. ser recursivo,

P ={L| L esrecursivo}, Lp ={(M) | L(M) es recursivo} (= Ly).

3. no ser recursivo,
P ={L | L noesrecursivo},
Lp ={(M) | L(M)noes recursivo} (= Lyy).
4. ser regular,
P ={L|Lesregular}, Lp ={(M) | L(M) es regular}.

5. tener una unica cadena,
P ={L | L sélo tiene una cadena},

Lp = {(M) | L(M) sélo tiene una cadena}.

Todos los casos expuestos en el corolario[9.2|no cumplen la condicién de inclusion.
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Corolario 9.3 Las siguientes propiedades de lenguajes R.E. son indecidibles y los
lenguajes asociados son lenguajes recursivamente enumerables:

1. no ser vacio,
P={L|L#0}, Lp={(M)|L(M)# 0} (=Lne).
2. contener al menos 10 cadenas,

P ={L | L tiene 10 o mas cadenas},
Lp ={(M) | L(M) tiene 10 0o mas cadenas}.

3. w € L, para una cadena dada w,

P={L|welL}, Lpr={(M)|weL(M)}

4. tener interseccion no vacia con Ly,

P={L| LN Ly #0}, Lp = {(M) | L(M) N Ly # 0},

Los teoremas de Rice son de facil aplicacion, pero su dmbito se restringe al estudio de
propiedades de los lenguajes R.E. Asi, no se pueden aplicar tal cual, por ejemplo, al estudio
de las propiedades de la Maquina de Turing que reconoce el lenguaje”.

Lo que si se puede intentar es relacionar cuestiones de decidibilidad que caen fuera de
dicho ambito con una propiedad de lenguajes R.E., a la que si se pueda aplicar el teorema
de Rice. En el apéndice 2, seccién se muestra un ejemplo.

9.4. La Indecidibilidad del Problema de la Correspondencia de
Post.

Los Sistemas de Correspondencia de Post fueron formulados por Emil Post en 1931,
la misma época en la que Turing formulé su modelo de computacién; la idea bdsica era la
misma en ambos modelos formales y, de hecho, estd demostrado que son equivalentes en
cuanto a poder computacional.

Al margen de su propio interés como modelo de computacién, este problema sirve de
conexion entre los resultados sobre Indecidibilidad en el Problema de Aceptacién, “; M
acepta w?” (y en el Problema de la Parada, “; M para con w?”), con cuestiones indecidibles
en el &mbito de las graméticas y lenguajes de contexto libre.

SEn este caso concreto, habrfa que distinguir entre cuestiones referidas a “caracteristicas técnicas” de la
Miquina de Turing, que normalmente son claramente decidibles, como decidir si una MT M tiene o no un
nimero par de estados (siempre se puede disefiar una MT M’que cuente el nimero de estados de M, dada su
codificacién (M)), y entre cuestiones referidas al lenguaje reconocido por una MT, como la planteada en el
ejemplo.
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Definicion 9.9 (Sistemas de Correspondencia de Post) Una instancia del Problema
de la Correspondencia de Post (PCP), se denomina un Sistema de Correspondencia de
Post (SCP) y consta de tres elementos: un alfabeto Y. y dos conjuntos A 'y B de cadenas
de Y, tales que A y B contienen el mismo niimero de cadenas. Si

A={uy, ug ..., up} yB={v1, vo, ..., v},

una solucion para esta instancia del PCP es una secuencia de indices iy, i2, ..., i, tal

que

Uiy Uiy « - Uj,, = Vi Vig. .. V.

Por ejemplo:
A = {a, abaaa, ab},
B = {aaa, ab, b}

Solucion: iy = 2, 19 = i3 = 1, i4 = 3, abaaala|alab = ablaaalaaalb.

Normalmente se obtienen una vision mds clara del problema si se ve como una coleccion

de bloques

uy || u2 U

1 vy || g

y se busca una secuencia de bloques tal que la cadena superior es igual a la inferior.

El ejemplo anterior puede verse, entonces, como:

a abaaa | | ab
aaa || ab || D
v la solucion la secuencia
abaaa || _a a || ab
ab aaa || aaa || p

siendo iguales la cadena superior y la inferior.

El PCP consiste en el problema de determinar si un SCP arbitrario tiene o no una so-
lucién. El PCP es un problema INDECIDIBLE. Se puede demostrar a través del PCPM,
Problema de la Correspondencia de Post Modificado, en el cual la secuencia de indices

debe ser

1,42, ..., 1y, tal que UL Uy - -« Uj,, = V1Vig. .. Vj,, -



170 Capitulo 9. Indecidibilidad

El siguiente resultado establece la conexion entre el PCP y el PCPM:

Lema 9.5 Si el PCP fuese DECIDIBLE, lo seria también el PCPM.

La idea bésica para demostrar este lema seria similar al siguiente razonamiento: si se
conoce una solucion del PCP, con “cambiar dos bloques de sitio” en la instancia se obtiene
una solucioén del PCPM. Si este lema es cierto, también lo es su contrarreciproco:

Lema 9.6 Si el PCPM es INDECIDIBLE, entonces también lo es el PCP.

Segun esto, para establecer la indecidibilidad del PCP, basta con establecer la indecidi-
bilidad del PCPM. Esto se puede hacer por reduccién del Problema de la Aceptacién, “; M
acepta w?”, al PCPM. Puesto que este problema es indecidible, entonces el PCPM también
lo es.

Teorema 9.5 El PCPM es INDECIDIBLE.

La demostracién de este teorema consiste en, primero, establecer la reduccién entre
el PCPM vy el Problema de la Aceptacién, para poder concluir entonces que el PCPM es
indecidible. La reduccion se puede hacer mediante la siguiente construccion,

Sea M, con alfabetos > y I', y sea w € X*. Para ver si w € L(M), se estudia si la
siguiente instancia del PCPM

A:{uls U/Q,...,uk},B={v1,'U2,...,Uk},

tiene solucion, sabiendo que los conjuntos A y B se forman a partir de la funcidn de transi-
cion de la Maquina de Turing M, mediante la construccion de cinco grupos de fichas: Sea $
¢ I, sea q; el estado inicial de M,

$
$q1w$

Grupo 2: E ,VWGF,W#B

Grupo 3: Formado a partir de f, distinguiendo entre cuatro tipos de transiciones,

Grupo 1: , siendo ¢; el estado inicial de M.

1. f(g,0) = (p.7,R) — | 45
2 f(4B) = (.. ) — | L
3. fla,0) = (p,m L) — | JAF L Vy €T,y #B
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4. f(¢,B) = (p,7,L) — ]g% ,Vyel,v#B

Grupo 4: A partir de los estados finales,V ¢ € F, Vo,7 € I' — {B},

oqr || og8 || $g7
q 9 q$ > q
Grupo 5: Vq € F,
q3$
$

Ademas de establecer la reduccién anterior, para completar la demostracion del teorema
se debe probar el siguiente resultado:

Lema 9.7 M acepta w < hay una solucion a la instancia derivada del PCPM.

La demostracion, que no se verd, es bastante intuitiva. Se puede encontrar en el libro de
Dean Kelley, "Teoria de Autématas y Lenguajes Formales”, capitulo 6.

Del teorema[9.5]y de los lemas[9.5]y[9.6]se concluye que:

Teorema 9.6 El PCP es INDECIDIBLE.

Una de las dreas de interés del PCP es que sirve como herramienta para establecer
la decidibilidad de cuestiones relacionadas con los LCL. Sirvan las dos siguientes como
ejemplo:

1. El problema de la interseccion vacia de las gramaticas de contexto libre es IN-
DECIDIBLE.

La idea es construir a partir de una instancia del PCP,

A={uy, ug, ..., up}, B={v, vo, ..., v}, ug, v € BT,
y del conjunto de simbolos C = {a1, ag, ..., ax}, a; ¢ ¥, las gramaticas de contexto
libre G4 y Gp,

Ga=({Sa},2UC,S4,Pa), Gp={{SB},XUC, S, Pp)
con

PAZ SA — uiSAai ‘ U; g, i=1,2,...,k ,
Pp: Sp — v;Spa; | via;, i=1,2,... k.
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Por lo tanto, las cadenas generadas por G 4 seran del tipo

uil uiQ . ui%l uin ain ain71 e ai2 ail ,
y las cadenas generadas por G g seran del tipo

Ui1 UiQ . vinflvin ainain71 e aiQ ail .

Si L(G4) N L(Gg) # (0, hay alguna cadena que pertenece a ambos lenguajes. Para
que esto se cumpla, tiene que haber alguna cadena tal que

Uiy Wiy« v« Ug,, 1 Wi, = Vi Vig. .. Vg, 1 Vi,

ya que la segunda parte es la misma en ambas.

De ahi se sigue que L(G4) N L(GR) es distinto de vacio si el PCP tiene solucion.
Luego es indecidible.

El problema de la ambigiiedad de las gramaticas de contexto libre es INDECI-
DIBLE.

Para demostrarlo, basta con construir
Gg= <{S, S, SB}, Yud,s, P)

conP: Py,UPpU{S — Sa|Sg}.

Con un razonamiento similar al anterior, se ve que para que la gramética sea ambigiia,
debe existir una cadena que pueda derivarse de S4 o de Sp, indistintamente, y eso
ocurre cuando la instancia asociada del PCP tiene solucién. Por lo tanto, el problema
es indecidible.



9.5. Apéndice 1: Otro Ejemplo de Reduccion. El Problema de la Recursividad. 173

9.5. Apéndice 1: Otro Ejemplo de Reduccion. El Problema de la
Recursividad.

“Sea una Mdquina de Turing M. ;L(M) es recursivo?”.

Es un problema indecidible. Para estudiarlo, se trabaja con el lenguaje asociado
L, ={(M) | L(M) es recursivo} ,

que es el conjunto de los cddigos de todas las Maquinas de Turing que aceptan un lenguaje
recursivo® y su lenguaje complementario,

Ly ={(M) | L(M) no es recursivo} ,

que es el conjunto de los cédigos de todas las Médquinas de Turing que aceptan lenguajes no
recursivos. Se demostrard que ni £,- ni £,,,- son lenguajes recursivamente enumerables.

Lema 9.8 L, no es un lenguaje recursivamente enumerable.

Demostracion:

La demostracién se realiza por contradiccion: Si £, fuera recursivamente enumerable,
habria una Méaquina de Turing, M,., que aceptaria aquellas cadenas que codifiquen Maqui-
nas de Turing cuyos lenguajes son recursivos. Se probard que la existencia de esa Maquina
de Turing es imposible, ya que si existiera se podria reconocer el complementario de L/,
Ly, y eso es imposible. Por lo tanto, mediante la reduccién de £, a Ly, se demostrard que
L, no puede ser recursivamente enumerable.

La reduccion utiliza la siguiente Maquina de Turing, M’. Su funcionamiento es el si-
guiente: dada la cadena (M,w), la maquina ignora, en principio, su propia entrada y simula
el comportamiento de la mdquina M con la cadena w. Si M acepta w, entonces M’ tra-
baja con su propia entrada, llegando a un estado de aceptacion si la cadena suministrada
pertenece a L.

Con este comportamiento, el lenguaje reconocido por M’ es el siguiente:

Ly st M acepta w
0 si M no acepta w

L(M') = {

®Nétese que Lr no coincide con el conjunto {(M) | M para con todas las cadenas} ya que el hecho de que
un lenguaje sea recursivo s6lo implica que existe al menos UNA MT que siempre para, pero puede ser que haya
otras que también lo reconozcan y no tengan asegurada la parada con cadenas que no pertenezcan al lenguaje.
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Por lo tanto, el lenguaje que acepta M’ es recursivo (), que es una expresion regular y,
por lo tanto, un lenguaje recursivo) s6lo si M no acepta w.

Sea un algoritmo A tal que si la entrada es la cadena (M,w), produce como salida la
cadena (M'), siendo M’ la Médquina de Turing descrita anteriormente. Con este algoritmo
se puede construir la siguiente Mdquina de Turing:

SI
<M,m> <M'> » SI

Si M no acepta w = L(M')(= 0) es recursivo = M, dice SI = La MT dice SI.

Es decir, esta Maquina de Turing acepta aquellas cadenas (M,w) tales que M no acepta
w = Ly es un lenguaje recursivamente enumerable.

Se ha llegado a una contradiccidn, por lo que la suposicién de que existe M, (la supo-
sicién de que L, es recursivamente enumerable) tiene que ser falsa.

c.q.d.

Lema 9.9 L, NO es un lenguaje recursivamente enumerable.

Demostracion:

También se demostrard por contradiccion. Si esta hipdtesis fuera cierta, si L, fuera
R.E., entonces existiria una Maquina de Turing, M,,,., que reconoceria sus cadenas. Si esta
maquina existiera se podria probar que L es R.E., mediante la reduccién de L, a Ly, lo
que es falso.

En la reduccion se hace uso de la existencia de una Médquina de Turing, M’, cuyo funcio-
namiento es el siguiente: dada la cadena (M,w), la miquina simula el comportamiento de
la méquina M con la cadena w. Si M acepta w, entonces M’ llega a un estado de aceptacion.
Ademas, M’ trabaja paralelamente sobre su propia entrada simulando el comportamiento de
My en el caso de que M no acepte w, M’ también llega a un estado de aceptacion si su
entrada es una cadena de L.
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Mu

SI

SI

L »SI

Con este comportamiento, el lenguaje reconocido por M’ es el siguiente’:

L(M")

3% st M acepta w
Ly si M no acepta w -

Utilizando un algoritmo B tal que, teniendo como entrada la cadena (M,w), su salida es
la cadena (M'), siendo M’ la Maquina de Turing descrita anteriormente, se puede construir

la siguiente Maquina de Turing, A:

<M,m>

<M'> |

SI

» SI

Mnr

Si M no acepta w = L(M')(= Ly) no es recursivo = La MT A dice SI.

Es decir, A acepta aquellas cadenas (M,w) tales que M no acepta w = L7 es un len-

guaje recursivamente enumerable.

Se ha llegado a una contradiccién, por lo que la suposicién de que existe el algoritmo
M- (1a suposicion de que L, es recursivamente enumerable) tiene que ser falsa.

S =2*U Lu.

c.q.d.
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9.6. Apéndice 2: Ejemplo de como aplicar Rice fuera de su ambi-
to.

Es indecidible saber si una Mdquina de Turing con alfabeto {0, 1, B}, impri-
mird o no 111 si comienza a trabajar con la cinta en blanco.

Para llegar a esta conclusion se relaciona esta cuestion con la propiedad
P={L| e L},

que, segiin el teorema de Rice, al no ser trivial es indecidible. Para ello se con-
sidera lo siguiente: para cualquier Mdquina de Turing, M;, es posible cons-
truir una Mdquina de Turing equivalente, M], que utilice 01 para codificar el
0y 10 para codificar el 1. Es decir, cada simbolo de M; se codifica por un par
en My si M; tiene un 0, por ejemplo, en la celda j de la cinta, M] tiene 01 en
las celdas 2j-1y 2j.

Mi

\ Soo S
[O]T]
2j-1 2

Mi'

-

/

/
/

Si M; cambia un simbolo, M| cambia 0 por 1y I por 0,

M;:0—1 M!:0l — 10
Mi:1—0 M!: 10— 01

De esta forma es imposible que M escriba 111 en su cinta, salvo si modifica-
mos su comportamiento para que escriba 111 cuando M; acepte una cadena.
Si utilizamos M para simular el comportamiento de M; con la cinta vacia,
tenemos que MZ’ escribe 111, solo si M; acepta M. Por lo tanto, la cuestion de
si una Mdquina de Turing arbitraria imprime 111 cuando inicialmente la cinta
estd en blanco es indecidible.
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10.1. Introduccion.

Una vez establecidos los resultados que permiten saber qué problemas se pueden resol-
ver por medio de un algoritmo, el objetivo es fijar el “precio” a pagar; es decir, cudl va a ser
el coste asociado al algoritmo y si dicha solucién algoritmica sera factible, esto es, con un
tiempo de ejecucién “razonablemente” breve.

La Teoria de la Complejidad permite estimar la dificultad o, mejor dicho, la tratabilidad
o intratabilidad de un problema y establecer si se dispone o no de una solucién algoritmica
factible.

Esta teoria dota a la informadtica de las herramientas necesarias para, por ejemplo, poder
determinar a priori cudl es el comportamiento asintético de un algoritmo a medida que
crece el tamafio del problema (y si merece o no la pena intentar abordarlo) o cuando un
determinado problema requiere de una solucién tan compleja, que es preferible no intentar

177
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resolver directamente su caso general, sino ir tratando subproblemas que representan casos
particulares.

El objetivo de la teoria seria establecer una taxonomia, una clasificacion de los proble-
mas, atendiendo a cudl es la complejidad del mejor algoritmo conocido' para solucionar
dicho problema. Desafortunadamente, esta teoria no suele ofrecer resultados absolutos: no
se suelen realizar afirmaciones del tipo,

“... el problema X tiene un nivel de dificultad D ...”
sino como la siguiente:

“... el problema X es tan dificil de resolver como el problema Y; por lo tanto, encontrar
una solucion eficiente para X es tan dificil como encontrarla para Y...”

No es habitual que se enuncien categdéricamente resultados sobre un problema dado
(salvo la indicacion de que todavia no se dispone de un algoritmo eficiente para ese proble-
ma), sino que lo habitual es expresar la dificultad de resolver un problema en términos de
comparacién con otro. Tal y como se verd, esto conduce a que la teoria clasifique los pro-
blemas en clases que representan el mismo nivel de dificultad®. Entre esas clases, destacan
las que comprenden problemas tan dificiles (tan complejos) que atin no se han encontrado
algoritmos eficientes para ellos y que llevan a buena parte de la comunidad cientifica a creer
que esos problemas son realmente intratables. De hecho, el reto que se plantea la Teorfa
de la Complejidad puede ser tan simple como determinar si existen problemas intratables
“per se” o si dicha comunidad cientifica es tan lerda como para no haber encontrado to-
davia la solucién eficiente (jy no resulta especialmente atrayente elegir ninguna de esas dos
opciones!).

Los contenidos tedricos de este tema, no son mas que la formalizacién en el marco de
la Teoria de Complejidad, de resultados que se pueden haber visto, con mayor o menor
detalle, en asignaturas de programacién. Como una introduccién informal de las principales
ideas que se van a desarrollar y formalizar en el tema, se presenta el problema denominado
Dilema del contrabandista.

10.1.1. El Dilema del Contrabandista.

Un aprendiz de contrabandista se estd financiando el Mdster en “Contrabando
de Calidad—Superior” con los beneficios obtenidos al pasar monedas antiguas
desde Asia. Para ello utiliza un compartimento secreto en su rifionera, que le
permite almacenar, si no quiere que en la frontera descubran su “negocio”,
solo 500 gramos de monedas.

"Un algoritmo resuelve un problema, pero dado un problema hay més de un algoritmo que lo resuelve.

2A lo largo de este tema, se podria pensar en traducir la palabra “dificultad” por “complejidad”; pero, se
pretende diferenciar entre la dificultad de resolver un problema y la complejidad del algoritmo que lo resuelva:
es decir, cuando se dice que los problemas X e Y son igual de dificiles de resolver, es porque sus mejores
algoritmos conocidos tienen una complejidad similar. Por purismo, o por mera deformacién profesional (tanto
leer en Inglés tiene consecuencias perniciosas sobre el vocabulario propio ;-), se mantiene “dificultad”.
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Para poder realizar comparaciones, se va a completar el enunciado con dos escenarios
distintos:

Primer escenario:

Sus suministradores asidticos le ofrecen 20 monedas distintas; cada una
de ellas pesa 50 gramos y sus precios de venta en el mercado negro, sus
valores, van desde los 100 euros hasta los 2000 euros.

Segundo escenario:

Sus suministradores asidticos le ofrecen 20 monedas distintas; cada mo-
neda tiene distinto peso, entre 30 y 200 gramos, y sus valores van desde
100 euros hasta 2000 euros.

Evidentemente, el dilema del contrabandista consiste en codmo realizar una eleccion
Optima de monedas, de forma que le permita obtener el maximo beneficio en un viaje. Y
cada escenario va a suponer una estrategia distinta:

Primer escenario:

Si todas las monedas pesan lo mismo, 50 gramos, puede llevar 10 monedas
en la rinonera. Obviamente, le interesa elegir las 10 mds valiosas, por lo
que si ordena las 20 monedas por valor decreciente, le basta con elegir
las 10 primeras.

Segundo escenario:

Como cada moneda tiene distinto peso y valor, no es suficiente con realizar
una ordenacion por valor, ya que no garantiza el mdximo beneficio. El
contrabandista deberia estudiar todas las combinaciones de monedas que
pesan menos de 500 gramos y quedarse con la mds ventajosa.

El coste del algoritmo del primer escenario es el coste asociado a ordenar 20 monedas
por valor decreciente: atin utilizando un algoritmo tan simple como el de ordenacién por
seleccion, la complejidad resulta ser de O(NTQ), siendo [V el nimero de monedas a ordenar.
En este escenario, ello viene a suponer unas 200 comparaciones, para obtener un beneficio
maximo.

Pero en el segundo escenario, el coste no es tan bajo: hay 2V formas de seleccionar un
conjunto de N monedas; en el ejemplo concreto, N = 20, se obtienen unas 22° posibilida-
des a considerar (aproximadamente, un millén), ver cuéles son factibles y determinar cudl
maximiza el beneficio.

De lo anterior, se puede sacar la impresion (correcta) de que el segundo escenario su-
pone un problema “mds dificil” de resolver que el problema asociado al primer escenario.
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Pero atn falta introducir un nuevo aspecto: en su proximo viaje, el contrabandista se en-
cuentra con una agradable sorpresa. Sus suministradores le informan de que se acaba de
descubrir una tumba pre-babilénica con 100 monedas distintas. ;Cudl es la influencia en
los dos escenarios? En el primero, el contrabandista tendrd que realizar una ordenacién que
le supondrd unas 5000 comparaciones, para maximizar beneficios. En el segundo, sin em-
bargo, ahora tendrd que considerar 2'%0 posibilidades distintas, ;cudnto tiempo le llevard la
eleccién?

En el primer escenario, el comportamiento es polindmico: a medida que crece el tamafio
del problema (de 20 a 100, de 100 a 1000, ...) hay que realizar mds operaciones, pero el
crecimiento viene dado por un factor cuadratico: de 20 a 100, serd 52, de 100 a 1000,
serd 102...

En el segundo escenario, el comportamiento es exponencial: con afiadir un tnico ele-
mento, con incrementar en una unidad el tamafio del problema, el nimero de operaciones se
multiplica por 2; cuando se pasa de 20 a 100 monedas, se pasa de 1,000,000 de posibilidades
a 1,000,000,000,000,000,000,000,000.

Estos dos escenarios vienen a mostrar cudl es la importancia de la escalabilidad de
un problema y del comportamiento asintético de los algoritmos resultantes. Usualmente,
en Teoria de Complejidad se estima el comportamiento polindmico como deseable, y los
problemas que pueden resolverse con un algoritmo que presenta una funcién de orden po-
linémica se consideran tratables. Cuando no se puede encontrar un algoritmo polindmico
para resolver el problema, tal y como ocurre en el segundo escenario, el problema se consi-
dera intratable.

Y esto lleva al “dilema del informdtico”: no hay resultados que permitan estimar cudndo
un problema puede resolverse por medio de un algoritmo polindémico, a no ser, claro estd,
que tal algoritmo se haya encontrado. Por lo tanto, no hay ningin resultado tedrico que
permita establecer que un determinado problema es, por naturaleza, intratable: s6lo puede
afirmarse que el mejor algoritmo conocido hasta el momento tiene una complejidad su-
perior a la polindmica. Una forma de atacar este “dilema” consiste en establecer clases de
problemas, de forma que problemas con la misma dificultad estén en la misma clase. Esta
clasificaciéon, ademads, dota al informético de una herramienta interesante en su objetivo de
encontrar algoritmos eficientes: si todos los problemas de una determinada clase son de la
misma dificultad que un problema que es representante de esa clase?, cualquier resultado o
mejoria que se obtenga para dicho problema, podra aplicarse a todos los demds de su misma
clase.

10.2. Definiciones Basicas.

El andlisis de algoritmos supone la obtencién de su complejidad espacial y/o temporal
como una funcién de la talla del problema. En este contexto, se entiende como talla el dato
o conjunto de datos que cuando varia, hace que varie el valor de la complejidad. Por su

3Es decir, encontrar una solucién eficiente para cualquier problema de esa clase es igual de dificil que
encontrar una solucién eficiente para ese problema “especial”.
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parte, la complejidad espacial da una medida de la cantidad de objetos manejados en el
algoritmo (entendida como una medida de la memoria que consumird una computacién) y
la complejidad temporal da una medida del nimero de operaciones realizadas (entendido
como una medida del tiempo necesario para realizar una computacion).

De esta forma, para realizar el andlisis primero hay que determinar cudl es la talla del
problema. A continuacién, se elige una unidad para poder determinar la complejidad es-
pacial y una unidad para poder determinar cudl es la complejidad temporal. Sin embargo,
en ocasiones no hay un criterio claro para escoger dichas unidades y poder establecer las
correspondientes medidas. El modelo de M4quina de Turing permite definir ficilmente to-
dos los conceptos anteriores:

= la talla del problema se identifica con la longitud de la cadena de entrada,

= Jla complejidad espacial se asocia al nimero de celdas de la Maquina de Turing visi-
tadas, y

= ]la complejidad temporal viene dada por el niimero de movimientos del cabezal, asu-
miendo que cada movimiento se realizard en un tiempo fijo.

Las definiciones formales son:

Definicion 10.1 (Complejidad Espacial) Sea M una Mdquina de Turing con una cin-
ta solo de entrada y k cintas de trabajo (Mdquina de Turing offline). Supongase que,
sobre cualquier entrada de longitud n, las cabezas de lectura/escritura de las cintas de
trabajo de M consultan como mdximo S(n) celdas en cualquiera de las cintas, siendo
SN — N.

Entonces se dice que M tiene una complejidad espacial S(n) o que es una Mdquina
de Turing acotada espacialmente por S(n). También se dice que L(M) es un lenguaje
con complejidad espacial S(n).

Esta definicidn, al estar basada en una maquina offline, no tiene en cuenta el nimero
de celdas que ocupa la cadena de entrada en el célculo del consumo espacial (de alguna
forma, remarca la diferencia entre la talla del problema, n y la complejidad espacial, S(n)).
De esta forma, puede ocurrir que S(n) < n . Incluso puede ocurrir que una Maquina de
Turing trabaje sobre una cadena vacia. Para evitar problemas en estos casos y dado que para
trabajar con la cadena vacia se ha de consultar al menos una celda normalmente, cuando se
estd hablando de la cota espacial S(n), se asume el valor méx (1, [S(n)]).

Definicion 10.2 (Complejidad Temporal) Sea M una Mdquina de Turing con k cin-
tas. Supongase que, sobre cualquier entrada de longitud n, M realiza como mdximo
7 (n) movimientos, siendo T : N — N.

Entonces se dice que M tiene una complejidad temporal T (n) o que es una Mdquina
de Turing acotada temporalmente por T (n). También se dice que L(M) es un lenguaje
con complejidad temporal T (n).
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Notese que, con respecto a la definicién de complejidad espacial, en este caso la defi-
nicién no se hace sobre el modelo offline, sino sobre una Maquina de Turing con & cintas
de trabajo. Es mds, de hecho, se suele hacer hincapié en que al ser necesario leer la cadena
entera para poder decidir sobre ella, seguro que 7 (n) > n + 1. Esto no es cierto en todos
los casos, pero suele asumirse asi, ya que esta suposicion de partida permite simplificar la
discusién de algunos teoremas. Por lo tanto, es usual asumir que cuando se estd hablando
de la cota temporal 7 (n), realmente se trabaja con el valor méx (n + 1, [7 (n)]).

La definicién de la complejidad espacial se basa en una Mdquina de Turing con una
cinta sélo de entrada y k cintas de trabajo. Para simular k cintas de trabajo se puede utilizar
una cinta con 2k sectores (vedse el teorema 7.2); tal y como se realiza la simulacidn, el
nimero de celdas utilizado en la Mdquina de Turing de una cinta de trabajo coincide con
el nimero maximo de celdas utilizado en la Maquina de Turing con k cintas de trabajo.
De esto se puede concluir que el niimero de cintas de trabajo no afecta a la definicién de
complejidad espacial.

Sin embargo, si que es significativo para la definicion de la complejidad temporal, ya
que ésta se ve afectada al pasar de una Maquina de Turing con & cintas a una Mdquina de
Turing con una cinta, segiin se desprende del siguiente resultado®,

Teorema 10.1 Supuesto que inf,, @ = 00, sea L un lenguaje aceptado por una
Madgquina de Turing M de k cintas, con cota temporal T (n). Hay una Mdquina de

Turing M’ de una cinta que acepta L con complejidad temporal (T (n))?.

Demostraciéon: (Idea Intuitiva)

Cuando se pasa de una Méquina de Turing con k cintas a una Maquina de Turing con una
cinta, cada movimiento en la multicinta equivale a un barrido en la de una cinta (teorema
7.2).

El peor caso para este barrido, en cuanto al nimero de movimientos, es que haya dos
cabezales moviéndose siempre en sentido contrario. Si comienzan en la misma posicidn,
después de un movimiento se habran separado 2 celdas, después de 2 movimientos 4, des-
pués de 3 movimientos 6 y, en general, después de  movimientos, 2t celdas.

Como el nimero de movimientos total es 7 (n), la expresion para definir el nimero de
movimientos necesarios para completar los barridos seria,

S 2t & (T(n))?

&

L . o T(n) T(n+1) T(n+2
*Lanotacién nf, oo = oo representa la mayor cota inferior de la sucesion % %, % yoos

Esta condicidn es necesaria para poder demostrar aquellos resultados en cuyo enunciado aparece; la idea es
que 7 (n) y n no son del mismo orden de magnitud, con lo cual 7 (n) crece mucho més rdpidamente que n.

T (n)
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10.2.1. Clases de Complejidad.

Cuando se realiza el andlisis de los algoritmos en programacion, nunca se busca una
expresion exacta de la funcién de coste de un determinado algoritmo, sino que interesa mas
establecer cudl es su comportamiento asintético. Asi se obtiene una medida significativa,
pero més simple, de cémo evolucionard dicho algoritmo a medida que la talla del problema
crece. Y se introduce el concepto de orden de coste que permite, ademas, clasificar los
algoritmos en “familias”, seglin su comportamiento asintético estimado.

Los teoremas siguientes permiten formalizar este concepto en el &mbito de la Teoria de
Complejidad:

Teorema 10.2 (de Compresion) Sea L un lenguaje aceptado por una Mdquina de
Turing M con k cintas de trabajo con cota espacial S(n). Para todo ¢ > 0 hay una
Mdquina de Turing M acotada espacialmente por ¢S(n) que acepta L.

Demostracién: (Idea Intuitiva)

Sear € N | rc > 1. Se construye M’ a partir de M, de forma que cada simbolo de su
alfabeto codifica un bloque de r simbolos del alfabeto de M; por lo tanto, ademds, habra que
realizar las modificaciones correspondientes en las transiciones para que las maquinas sean
equivalentes. Si la médquina M consulta S(n), M’ s6lo consultard S(n)/r, es decir, ¢S(n).

[ )

Teorema 10.3 (de Aceleracion Lineal) Supuesto que inf, %”) = 00, sea L un

lenguaje aceptado por una Mdquina de Turing M de k cintas, con cota temporal T (n).
Para todo ¢ > 0 hay una Mdquina de Turing M’ de k cintas, acotada temporalmente

por c¢T (n) que acepta L.

La idea de la demostracién es similar a la del teorema de compresion (se codifica la
cadena en bloques de r simbolos; con menos simbolos habrd menos movimientos), pero el
aparato matematico es mayor.

Estos teoremas permiten realizar el andlisis asintdtico de la complejidad espacial y
temporal, a fin de comparar el comportamiento de dos Méquinas de Turing: por ejem-
plo, dadas dos Méquina de Turing con complejidades espaciales Sj(n) = 3n3 + 1y
Sa(n) = n3 4 5n% + 1, se dice que ambas estdn acotadas espacialmente por S(n) = n3.

Esto permite definir las clases de complejidad.
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Definicion 10.3 (Clases de Complejidad Espacial)

La familia de lenguajes aceptados por Mdquinas de Turing deterministas con comple-
jidad espacial S(n) es DSPACE(S(n)).

La familia de lenguajes aceptados por Mdquinas de Turing no deterministas con com-
plejidad espacial S(n) es NSPACE(S(n)).

Son conocidas como clases de complejidad espacial.

Definicion 10.4 (Clases de Complejidad Temporal)

La familia de lenguajes aceptados por Mdquinas de Turing deterministas con comple-
Jjidad temporal T (n) es DTIME(T (n)).

La familia de lenguajes aceptados por Mdquinas de Turing no deterministas con com-
plejidad temporal T (n) es NTIME(T (n)).

Son conocidas como clases de complejidad temporal.

10.3. Relaciones entre las Clases de Complejidad Computacio-
nal.

Los siguientes teoremas establecen las relaciones bdsicas entre las clases de complejidad
espacial:

Teorema 10.4 Sean S, S1 y So funciones de N en N. Se asume que Si(n) <
Sa(n) ¥ ny que ¢ > 0. Entonces

1. DSPACE(Si(n)) € DSPACE(Sy(n)),
2. NSPACE(S1(n)) C NSPACE(S2(n)),
3. DSPACE(S(n)) = DSPACE(cS(n)),

y entre las clases de complejidad temporal:

Teorema 10.5 Sean T, T; y T3 funciones de N' en N. Se asume que T;(n) <
T2(n) VY ny que ¢ > 0. Entonces

1. DTIME(T;(n)) € DTIME(T3(n)),
2. NTIME(Ti(n)) C NTIME(T:(n)),

3. Siinfp o 20 = 00, DTIME(T (n)) = DTIME(T (n)).
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En ambos teoremas, las relaciones (/) y (2) dan una medida que no es absoluta: se iden-
tifica un problema con la clase mas restrictiva a la que pertenece (segun el mejor algoritmo
conocido para resolverlo), pero la relacién entre clases se establece con un “C”; es decir,
no se cierra la “frontera” entre clases, de forma que un problema puede pasar a una clase
inferior (en cuanto se encuentre un algoritmo més eficiente, por ejemplo). Por su parte, la
relacion (3) supone una extension de los teoremas de compresion y de aceleracion lineal.

Ademais, puede establecerse una relacion entre las clases de complejidad temporal y las
clases de complejidad espacial:

Teorema 10.6 (Relacion espacio/tiempo) Si L. € DTIME(f(n)) entonces L €
DSPACE(f(n)).

Demostracion:

Si L € DTIME(f(n)) la Maquina de Turing que lo acepta, en el peor de los casos
habré realizado como maximo f{n) movimientos, por lo que habrd visitado como mucho
fin) +1 celdas = L € DSPACE(f(n)+ 1). Como f(n) +1 < 2f(n), y con la su-
posicién de que la complejidad temporal es al menos n+1, por el teorema de compresion
L € DSPACE(f(n)).

c.q.d

10.3.1. Relaciones entre Clases Deterministas y No Deterministas.

Un algoritmo determinista emplea procedimientos de decisién que siguen un curso Uni-
co y predeterminado de forma que, con el mismo juego de entradas, siempre seguird el
mismo comportamiento. Pero es posible disefiar también algoritmos no deterministas, que
ante una misma entrada pueden obtener salidas distintas, ya que al tener la posibilidad de
elegir una de entre varias opciones, elegira la mas beneficiosa en cada situacion.

Por ejemplo, ante el problema de salir de una habitacidon con cinco puertas, pero con
una tnica puerta que conduzca a la salida, un algoritmo determinista puede consistir en ir
probando una a una, hasta dar con la correcta; un algoritmo no determinista escogera di-
rectamente cudl es la puerta correcta. Ambos algoritmos solucionan el mismo problema
(se consigue encontrar la salida) e, intuitivamente, parece que el no determinista serd mas
répido en general que el determinista.

El modelo de Mdquina de Turing contempla el determinismo y el no determinismo; y, de
hecho, al presentar el modelo no determinista también se introducia, intutitamente, la idea
de el no determinismo brinda un modelo de computacién més eficiente que el determinista.
Esa idea intuitiva se formaliza con el siguiente teorema:
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Teorema 10.7 Sean S 'y T funciones de N en N'. Entonces
1. DSPACE(S(n)) C NSPACE(S(n)),
2. DTIME(T (n)) C NTIME(T (n)).

Pero, en el mundo real sélo se dispone de miquinas deterministas® y, en consecuencia,
un algoritmo no determinista se debe transformar en determinista, si se pretende codificarlo
en una maquina real. Por eso, interesa saber cudl es el precio que se debe pagar en esa
transformacion:

Teorema 10.8 (de Savitch) Sea S una funcion de N en N. Entonces
NSPACE(S(n)) € DSPACE((S(n))?).

Es decir, en el caso de la complejidad espacial, el paso de un algoritmo no determinista
a determinista supone, como mucho, elevar la funcién de complejidad al cuadrado.

Teorema 10.9 Si L es aceptado por una Mdquina de Turing no determinista con com-
plejidad temporal T (n), entonces L es aceptado por una Mdquina de Turing determi-
nista con complejidad temporal dTm), para alguna constante d.

Es decir,

si L € NTIME(T (n)) entonces L € DTIME(d” ™),

para alguna constante d.

Demostracién: (Idea Intuitiva)

Para la demostracién, hay que recordar (teorema 7.4) cémo se simula una Méaquina de
Turing no determinista mediante una Maquina de Turing determinista: la maquina determi-
nista genera por orden candnico todas las cadenas sobre el alfabeto {1,2,...,r}, hasta que
encuentra la secuencia de opciones correcta. La cadena que indica la secuencia de opciones
correcta ha de tener longitud 7 (n); como la generacién se hace por orden canénico, an-
tes se habrdn generado todas las cadenas de longitud 1, 2,..., 7 (n)-1. Eso supone generar
r4r2prd 4 4T )1 cadenas, como minimo, antes de finalizar la simulacién. De ahi se
deriva esa expresion exponencial.

[ )

Nétese que una relacién que para la complejidad espacial puede, como mucho, acabar
resultando cuadrética, en el caso de la complejidad temporal puede llegar a suponer la trans-
formacién en una funcién exponencial. Este resultado tiene importantes consecuencias, tal
y como se verd a continuacion.

5, Por ahora? ;-).
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10.3.2. Las Clases de Complejidad Polinomica.

Como se comentd en la introduccion, se consideran poblemas tratables aquellos proble-
mas que se pueden resolver mediante algoritmos con comportamiento descrito por funcio-
nes polindmicas. Por lo tanto, puede resultar interesante agrupar en una misma “superclase”
atodos los problemas tratables. Lo que sigue son la definicién de esas clases, PSPACE, NPS-
PACE, P y NP, segin que se trate de complejidad espacial o temporal, sobre Maquinas de
Turing deterministas o no deterministas.

Definicion 10.5 Si L es aceptado por una Mdquina de Turing determinista con com-
plejidad espacial polinomica, S(n) = apn® + ap_1n*~1 4+ ... + ag, se dice que L
estd en la clase de lenguajes PSPACE.

Si L es aceptado por una Mdquina de Turing no determinista con cota espacial po-
linémica, se dice que L estd en la clase NPSPACE.

Definicion 10.6 Si L es aceptado por una Mdquina de Turing determinista con com-
plejidad temporal polinémica, T (n) = apn® + ap_1n*~1 4+ ... + ag, se dice que L
estd en la clase de lenguajes P.

Si L es aceptado por una Mdquina de Turing no determinista con cota temporal po-
linémica, se dice que L estd en la clase NP.

Es posible caracterizar estas clases, asi como establecer relaciones entre ellas. En el
caso de la complejidad espacial, por ejemplo, y puesto que se cumple la relacion,

arn® +ap_ 1"+ ag < (|la] + ag—1| + -+ ao)n,
aplicando el teorema 1) también se cumplird que
DSPACE(apn® + ap_1n*~1 + ... 4+ ag) C DSPACE(n").

Por lo tanto, se puede caracterizar la clase de lenguajes PSPACE como

PSPACE = | ] DSPACE(n")
k=0

es decir, la unién de todas las clases de complejidad espacial polindmicas sobre Maqui-
nas de Turing deterministas. De forma andloga, aplicando el teorema 2), para las no
deterministas se tiene que

NPSPACE = | | NSPACE(n").
k=0

Si se aplica el apartado 1 del teoremal[I0.7] se sigue que
DSPACE(n*) € NSPACE(n*).
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Por lo tanto, como cada elemento de PSPACE esta contenido en un elemento de NPSPACE,

se tiene que
PSPACE C NPSPACE.

Pero la relacién en sentido contrario también es cierta. Si se aplica el Teorema de Savit-

ch, se obtiene
NSPACE(n*) C DSPACE(n?%).

Es decir, cada elemento de NPSPACE también esta contenido en un elemento de PSPACE,
y como las clases PSPACE y NPSPACE son la unién de cualquier clase de complejidad
polinémica, se tiene que

NPSPACFE C PSPACE.

Si se cumple la doble inclusién se estd en condiciones de afirmar lo siguiente:

PSPACE = NPSPACE.

Si un problema se resuelve mediante un algoritmo no determinista de complejidad
espacial polinémica, también se puede resolver mediante un algoritmo determi-
nista de complejidad espacial polinomica.

(Qué ocurre si se intenta llegar al mismo resultado en el dmbito de la complejidad
temporal? De nuevo se utiliza la relacion,

arn® + a0+ 4 a0 < (lagl + lag—a| + .- + [ao])n”,
para poder afirmar
DTIME(apn* + ap_1n* ' + ...+ ag) C DTIME(n),
y, por lo tanto, se puede caracterizar la clase de lenguajes P como
o
P=J DTIME@n),
k=1

la unién de todos los problemas que se resuelven con cota temporal polindmica usando
Maiquinas de Turing deterministas y, de forma andloga,

o0
NP = | J NTIME(n"),
k=1

como la unién de todos los problemas con cota temporal polinémica sobre maquinas no
deterministas.

Para intentar establecer una relacion entre ambas clases, similar a la relacion entre PS-
PACE y NPSPACE, se puede utilizar el apartado 2 del teorema y, ya que,

DTIME(n*) C NTIME(n")
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se puede afirmar que,
PCNP.

Pero ahora no es posible establecer la inclusion inversa para intentar establecer la igual-
dad: el dnico resultado del que se dispone es el teorema[10.9] que establece que, en general,
el paso de trabajar con una maquina no determinista a una maquina determinista puede
llegar a suponer un aumento exponencial de la complejidad temporal®.

Es decir: hay una serie de problemas en la clase NP que podrian solucionarse con al-
goritmos de cota temporal polinémica si se dispusiera de la maquinas no deterministas,
gobernadas por algoritmos no deterministas. Mientras tanto, se deben transformar en sus
equivalentes deterministas. Y en esta transformacion su coste computacional puede llegar
a transformarse en exponencial. Y, de hecho, los denominados en programaciéon Proble-
mas NP, son problemas que plantean este reto a la comunidad cientifica: sus algoritmos no
deterministas son polindmicos, sus algoritmos deterministas son exponenciales... ;son pro-
blemas “intratables” ... o son problemas que no se sabe cémo tratar? ;existe un algoritmo
determinista polinémico para ellos y no se conoce todavia?

Por lo tanto, queda abierta la cuestion
P =NP?

seguramente, el problema mds importante en Teoria de Computacion, hoy en dia. La comu-
nida cientifica se divide entre los que pretenden demostrar la igualdad — si esto se demostra-
ra, los problemas que estdn en la clase NP también podrian resolverse en tiempo polindmico
sobre maquinas deterministas — y los que pretenden demostrar la desigualdad, que P C NP
— en cuyo caso se sabria que hay problemas que nunca se podran resolver sobre maquinas
deterministas con cota polindmica. Es decir, se trabaja sobre las cuestiones:

¢P =NP? para lo que habria que encontrar una forma de transformar toda Méaquina de
Turing no determinista en una Mdquina de Turing determinista con cota temporal
polinémica (sean o no los polinomios del mismo grado).

(P #NP? para lo que habria que encontrar un lenguaje que esté en NP y no esté en P.
Es decir, demostrar para un determinado lenguaje reconocido con cota polindmica
por una Mdaquina de Turing no determinista que es imposible que lo reconozca una
Maigquina de Turing determinista con cota polinémica.

Hay una tercera linea de trabajo cuyo objetivo seria probar que estas cuestiones son
indemostrables.

®Un polinomio al cuadrado sigue siendo un polinomio, pero si interviene una funcién exponencial en la
transformacion...
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10.4. Introduccion a la Teoria de Complejidad Computacional.

Buena parte de los esfuerzos realizados en la Teoria de la Complejidad Computacional
se centra en las clases P y NP y en el estudio de las relaciones entre ambas clases, para
intentar establecer resultados que permitan resolver la cuestion ; P=NP?. Para ello, ademas
del conocimiento sobre qué son las clases de complejidad y cudles son las relaciones entre
ellas, se utiliza la reducibilidad de lenguajes como herramienta bésica.

En el tema 9, se definid, en general, el mecanismo de reduccion del lenguaje A (o
problema A) al lenguaje B (o problema B), como

X R(X)‘ » SI

Reduccién MT probl. A [-—————] —-———=(NO)

MT probl. B

En el tema 9 la reduccién se utilizaba para poder deducir si el lenguaje B (el problema
B) era o no era recursivo (era o no era decidible) a partir del conocimiento que se tenia del
lenguaje A (del problema A).

Si lo que se pretende es estudiar si A y B pertenecen a la misma clase de complejidad
ademds es importante asegurar que esa transformacioén no afecta a la complejidad temporal:
debe tenerse en cuenta que para resolver B, se debe resolver A y ademads realizar la reduc-
cién (transformar una cadena de B en una cadena de A). El tiempo de computo de la funcién
R, afecta al tiempo de cdmputo total. Por eso, si se puede calcular en tiempo polinémico, se
dice que B se puede reducir en tiempo polinédmico a A, B <, A.

Definicion 10.7 (Reducibilidad Polinémica) Un lenguaje Ly es reducible en tiempo
polinémico a otro lenguaje Lo, si hay una funcion de cadena computable en tiempo
polindmico, f, para la cual f(u) € Ly < u € L. Es decir, es posible calcular f(u)
en tiempo polindmico en una Mdquina de Turing. Se denota como L1 <, Lo.

La importancia de este concepto se pone de relieve con el siguiente teorema, que garan-
tiza que la reducibilidad polinémica mantiene al lenguaje reducido en la misma clase que el
lenguaje al que se reduce:

Teorema 10.10 Si L, es reducible en tiempo polinémico a Lo, entonces:
1. siloeP= L1 €P

2. siLy € NP = L1 € NP.
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Demostracion:

Las demostraciones son similares en ambos casos: del caso determinista al no determi-
nista s6lo varian en que la correspondiente Maquina de Turing sea o no determinista.

Se supone que Lo € {P|NP} y que f reduce L1 a Ly en tiempo polinémico.

Sea w € L; = hay una Maquina de Turing, M;, que acepta w con cota polindmica

fw).

Seaw € L1 = f(w) € Ly = hay una Mdquina de Turing, M, que acepta f(w) con
cota polinémica g(f(w)).

Por lo tanto, M5 acepta w con cota polinémica puesto que la composicién de polinomios
es un polinomio.

c.qd

El concepto de reducibilidad polinémica es una herramienta bésica para determinar a
cudl de las clases, P o NP, pertenece un lenguaje. Puede servir como punto de partida para
el siguiente razonamiento: si cualquier lenguaje de una determinada clase de complejidad
se pudiera reducir a un determinado lenguaje, basta estudiar como reconocer ese lenguaje y
cudl es la cota temporal de la Mdquina de Turing que lo reconoce. Es decir, basta con estu-
diar cudl es el algoritmo con mejor cota temporal para resolver el problema que representa
ese lenguaje y como todos los problemas de su clase no superan la cota polindmica en su
reduccion a él, seran igual de dificiles de resolver.

Definicion 10.8 Para cualquier clase C de lenguajes, un lenguaje L se dice que es
C — hard (C-dificil 6 C-duro) si, V L' € C, L' <,, L. Es decir, todos los lenguajes de
C se reducen a L en tiempo polindémico.

En particular, L es NP-hard si para cualquier lenguaje L' € NP, L' <,, L.

Definicion 10.9 Si L es C-hard y L € C, entonces L es C — completo.
En particular, si L es NP-hard y L € NP, entonces L es NP-completo.

Si Ly <, Lo entonces determinar si w € L no es mds dificil que determinar si f(w) €
Lo, siendo f la funcién que reduce L1 a Lo en tiempo polindmico. Y, en concreto, si se habla
de lenguajes C — completos, la reduccion polindmica puede aplicarse a todos los lenguajes
de la clase C. Por supuesto, si se habla de las clases NP o P, el resultado es trascendental:
s6lo con encontrar un lenguaje NP-completo reducible en tiempo polindmico a un lenguaje
de la clase P, se sabria que cualquier otro lenguaje de NP también admitiria una reduccién
polinémica.
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Teorema 10.11 (de Lambsmother)
Si L es un lenguaje NP-completoy L € P = P =NP.

Demostracidn:
Sea cualquier lenguaje L1 € NP = L1 <, L, que es NP-completo.

ComoLe P=1,¢€P.
c.q.d

Este teorema permitiria demostrar P=NP, en el caso de encontrar un lenguaje que cum-
pliera las condiciones. Por lo tanto, el primer paso en este sentido fue buscar un lenguaje
NP completo. El primer lenguaje NP completo encontrado fue Lg4¢.

Este lenguaje representa el Problema de la Satisfactibilidad:

“Dado un conjunto de cldusulas booleanas (expresiones booleanas formadas
con negadores y disyunciones de constantes y/o variables booleanas), ;existe
un conjunto de valores para las variables que intervienen en las cldusulas que
las satisfagan todas?”.

Este problema de decision se asocia al lenguaje
Lsat = {w € ¥* | w representa un conjunto de cldusulas satifactibles},

siendo X = {“0’, ‘1’, ), ‘&, ‘=", ‘V’} asumiendo que la variable z; se codifica como la
cadena ‘&i’, en la que i se expresa en binario.

Ejemplo:

Ci = {1‘1 V =9, nx1 V mxo VX3, w1 VsV 1‘3}

1V x| X1V xe Vs | X1 Vae Vs

000 1 1 1

001 1 1 1

010 0

011 0

100 1 1 0

101 1 1 1

110 1 0

111 1 1 1
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es un conjunto de cldusulas satifactibles, ya que r1 = 0, xo = 0, x3 = 0
6x1 =1, 20 =0, x3 = 1, son valores que satisfacen todas las cldusulas. Sin
embargo, C2 no lo es:

Cy = {—wl,wl V xo,x1V —|x2}

-1 | T1Vay | 1V 22
00 1 0
01 1 1 0
10 0
11 0

Teorema 10.12 (de Cook) L, es un lenguaje NP-completo.

La demostracion se puede encontrar en la bibliografia (recomiendo la demostracién que
se hace en el libro de Dean Kelley, “Teoria de Automatas y Lenguajes Formales”).

La importancia de esta demostracién es que, una vez que se ha demostrado que un
lenguaje es NP-completo, se simplifica la bisqueda de otros ya que, para ello, se pueden
aplicar los siguientes resultados:

Lema 10.1 Si Ly es NP-completo'y L1 <, Lo, entonces Lo es NP-hard.

Corolario 10.1 Si L; es NP-completoy L1 <, Ly 'y Lo € NP, entonces Lo es NP-
completo.

La idea es que cuantos mds problemas NP-completos se conozcan, mds posibilidades
existen de que haya alguno que cumpla las condiciones del teorema[I0.T1] En la actualidad
se ha demostrado que més de 400 lenguajes son NP-completos, pero ain no se ha podido
encontrar un lenguaje que satisfaga las condiciones de dicho teorema.
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