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Resumen

Este trabajo aborda los sistemas dindmicos discretos en una variable compleja. Tiene el
objetivo de desarrollar diversos algoritmos y la teoria necesaria para poder entenderlos ya que
son una de las herramientas béasicas para visualizar a dia de hoy la dindmica holomorfa y
poder entender los conjuntos. Para ello, se empieza introduciendo conceptos preliminares como
fracciones continuas, esfera de Riemann y funciones racionales. Luego, se explora la teoria local,
definiendo puntos periddicos y su dindmica en entornos cercanos. La teoria global define los
conjuntos de Julia y Fatou, tanto para polinomios como de forma general. También se estudia
el conjunto de Mandelbrot, sus propiedades y se plantean algunos problemas abiertos. La seccién
final se dedica a presentar y explicar los tres algoritmos de dibujo: el de escape, el de iteracion
inversa y el de Henriksen. Se realiza una comparacién exhaustiva de los algoritmos, evaluando
sus ventajas y desventajas.
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Introduccion

A finales del siglo XIX, distintos matematicos tales como Weierstrass, Koch, Lévy o Cantor
empezaron a estudiar objetos y comportamientos que iban en contra de la intuicién cldsica y
que ahora conocemos como fractales. A principios del siglo XX, matematicos como Schréder,
Poincaré, Fatou y Julia indagaron en la iteracién de funciones en el plano euclideo y del plano
complejo dando lugar a los actualmente conocidos sistemas dindmicos. Estos sistemas dieron
lugar a objetos geométricos parecidos a los estudiados por Koch o Cantor y cumplian propieda-
des como la auto-similitud. Pero, a causa de la limitacién de los ordenadores de la época, nunca
pudieron visualizar los fractales que estaban manejando. A mediados del siglo XX, aparecieron
los primeros ordenadores y su capacidad de cdlculo permitié visualizar las figuras geométricas
y ayudar a entender y crear nuevas teorias matematicas.

El método de Newton es un método iterativo muy conocido en el mundo de las matematicas
que se utiliza para calcular las raices reales o complejas de una ecuacion

f(z) =0,

siendo f una funcién derivable y z una variable real o compleja. Las primeras menciones al
estudio de iteraciéon de funciones holomorfas se encuentran en los trabajos sobre el método de
Newton de Ernst Schréder sobre 1870 [19, 20] y de Arthur Cayley en 1879 [3, [4]. Estos dos
matematicos estudiaron el método de Newton a través de la iteracion de la funcién holomorfa

@

f'(z)
en el plano complejo, que hasta el momento solo se habia considerado en variable real. De esta
forma, iterando la funcién N(z) con una condicién inicial zg, se obtenia la sucesién

N¢(z) =

20521 = Nf(Z()),ZQ = Nf(zl), ey Bp = Nf(zn_l),

llamada drbita de zg.

Schroder demostré el teorema conocido por Teorema del punto fijo que justifica el funcio-
namiento del método de Newton ya que las raices de f(z) son puntos fijos atractores de N(z).
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Ademaés, propuso condiciones para garantizar una convergencia més rdpida hacia la raiz, lo que
lo motivé a buscar métodos alternativos de convergencia y, por ende, a estudiar la iteraciéon de
funciones holomorfas en un contexto mas amplio.

Otro problema que estudiaron Schroder y Cayley fue iterar el método de Newton en zonas
alejadas de los entornos de las raices. Supongamos que un polinomio de grado 2 tiene dos raices
complejas, a y b. El problema consistia en saber qué condiciones iniciales zg convergerian a a
y cudles a b. Esto se conoce como cuenca de atraccion, es decir, sea « un punto fijo, la cuenca
de atraccion de « son todos los puntos que convergen a «. De esta forma, se queria saber qué
puntos pertenecian a la cuenca de atraccién de a y qué puntos a la de b. Ambos matematicos
consiguieron resolver el problema para el caso de polinomios de grado 2 y demostraron que
la frontera de ambas cuencas era una recta como podemos ver en la Figura donde se ha
utilizado la funcién f(z) = 2% — 4 cuyas raices son 2 y —2 y los colores para la cuenca de
atraccién son rojo y verde, respectivamente. Cayley continué con la investigacién y probd con
polinomios de grado 3. Sin embargo, las divisiones de las cuencas de atraccion de las raices eran

mucho mas complicadas. Esto lo podemos ver en la Figura donde se ha utilizado la funcién

2

’ x — x s
f(z) = 22 — 1 cuyas raices son 1, e?™3s y e 2™3 y los colores para la cuenca de atraccién son

rojo, verde y azul, respectivamente.

(a) f(z) = 2> -4 (b) f(z)=2%—1

Figura 1: Ny para diversas funciones f.

La teorfa global se empez6 a estudiar a partir de las investigaciones realizadas por Pierre
Fatou y Gaston Julia en la década 1910-1920. Este estudio se centrd en la iteracién de fun-
ciones holomorfas en la esfera de Riemann [9] [10] [7, 8, [I3]. La aportacién més importante de
estos dos matemadticos es la particion de la esfera en dos conjuntos complementarios con un
comportamiento dindmico totalmente diferente, uno estable conocido como conjunto de Fatou
y otro cadtico conocido como conjunto de Julia. Por estable nos referimos a que los puntos se
comportan de la misma manera que los puntos de su entorno, mientras que los puntos cadticos
no.



Fatou y Julia estudiaron detalladamente los conjuntos de Fatou y Julia, pero dejaron también
muchos problemas abiertos. En 1982, D. Sullivan resolvié la clasificacién de las componentes del
conjunto de Fatou usando funciones casiconformes [23]. Esto marcé el inicio de una nueva era
en el estudio de la teoria de la iteracién holomorfa. El conjunto de Mandelbrot, que corresponde
a valores ¢ € C que hacen que el conjunto de Julia de P.(z) = 2% + ¢ sea conexo, atrajo mucha
atencién, aunque Fatou solo lo mencioné brevemente y no lo estudié. Muchas propiedades de
este conjunto son problemas abiertos y siguen siendo objeto de investigacién activa.

Debido a la complejidad de los conjuntos de Fatou y Julia y del conjunto de Mandelbrot,
el uso de los ordenadores y su capacidad de calculo han facilitado la representaciéon de los con-
juntos y con ello su comprensiéon. Este trabajo tiene dos objetivos principales: presentar los
fundamentos de la teoria de la dindmica compleja e implementar diversos algoritmos de dibujo.
Con respecto a la presentacién tedrica, abordamos tanto la dindmica local como la global y
también algunas nociones bésicas del conjunto de Mandelbrot. Los fundamentos tedricos pre-
sentados son esenciales para sentar las bases y justificar el funcionamiento de los tres algoritmos
de dibujo. De cada algoritmo se realiza una implementacién y una explicaciéon detallada. Tam-
bién se realizan dibujos para cada caso posible y finalmente se comparan entre si. El primer
algoritmo es el algoritmo de escape, el segundo es el algoritmo de iteracion inversa y el iltimo
es el algoritmo de Henriksen.

El trabajo esta estructurado como sigue. En el capitulo (1| se presentan los conceptos preli-
minares, abordando temas como las fracciones continuas en la seccién la esfera de Riemann
en la seccién [I.2] y las funciones racionales en la seccién A continuacién, en el capitulo
se desarrolla la teoria local, empezando con definiciones bésicas en la seccién y explorando
la dindmica en un entorno cercano a puntos periédicos en la seccién El capitulo [3] se centra
en la teoria global, especificamente en los conjuntos de Julia y Fatou. Se inicia con la definicién
de estos conjuntos para polinomios en la seccion seguida de la definicion general en la
seccion También se discuten las propiedades de estos conjuntos en la seccién [3.1.3] El
capitulo [4] se dedica al estudio del conjunto de Mandelbrot. Aqui, se establece la definicién de
este conjunto en la seccién se exploran sus propiedades en la seccién y se abordan las
componentes hiperbdlicas en la seccién Los algoritmos son el foco del capitulo [5, Se pre-
sentan los 3 algoritmos mencionados anteriormente, el algoritmo de escape en la seccién [5.1] el
algoritmo de iteracion inversa en la seccion p.2 y el algoritmo de Henriksen en la seccién [5.3
Ademas, se realiza una comparacién de estos algoritmos en la seccién y se presenta una
conclusion final en la seccién [5.5] Por tdltimo en el Anexo [A] se proporcionan todos los cédigos
utilizados para obtener los dibujos de los 3 algoritmos.






Capitulo 1

Conceptos preliminares

En este capitulo se presentan diversos conceptos que seran de utilidad a lo largo de este
trabajo de fin de grado.

1.1. Fracciones continuas

En este apartado vamos a realizar una breve introduccién a los niimeros irracionales y a las
fracciones continuas. Para una mayor introduccién a fracciones continuas ver [16]. Un nimero
es irracional si no se puede expresar en forma de fraccién debido a que posee infinitas cifras
decimales no periédicas. Ademas, se puede demostrar que si los decimales de un ntmero son
periddicos entonces el niimero es racional. El conjunto de los niimeros irracionales se denota por

R\ Q.

Proposicion 1.1.1. Un nimero con decimal infinito periddico es racional.

Demostracion. Un ntmero r es racional cuando se puede expresar como la divisién de dos
numero enteros, es decir, r = g siendo p,q € Z y q # 0.

Por definicién, un nimero infinito periddico tiene n cifras de su parte decimal que se repiten
infinitamente, con n € N y n # 0. Por tanto, si consideramos p = 10" - r — r la parte decimal
periddica del nimero se cancela dando como resultado la parte entera. Si p = 10" -r — r =
r(10™—1), despejando r obtenemos que r = (103%1). En consecuencia, hemos conseguido expresar
r como la divisién de dos niimeros enteros. O



Un ejemplo de la demostracién anterior seria el siguiente. Sea r = 2,85858585... = 2.85
un nimero racional con decimal infinito. Vemos que n = 2 porque el nimero 85 se repite
periédicamente y tiene 2 cifras. Ahora, consideramos

p=10"-r —r =107 -2,858585... — 2,858585... = 285,8585... — 2,8585... = 283.

Por tanto sabemos que p = 283. Pero como hemos visto que

n n p
=10"-r—r=r(10" -1 =—
p=10"-r—r =17r(10 )= 10" =1y’
sustituyendo obtenemos
. 283 283
S 102-1 99"

El objetivo principal de esta seccién es el estudio de niimeros irracionales. Para ello usaremos
fracciones continuas.

Definicién 1.1.2. Una fraccion continua simple [ag;ai, ... an,...] €s una una expresiéon obte-
nida a través de la iteracién de representar un nimero como la suma de su parte entera y el
reciproco de otro niimero. Es decir,

[ag; a1, ...an,...] =ag+ ,
ai +

ag+ ——
2‘ 1

_1_7
an+

conag € Zy a; € N\ {0} si j > 0. Se dice que es convergente si la sucesiéon de convergentes
Pn/qn = [ao;ai,...,an—1] es convergente (donde p, € Z'y ¢, € N\ {0} son coprimos). En este
caso, definimos el valor de la fraccién continua como el limite de p,,/qy.

El teorema siguiente nos muestra que existe una biyeccién entre los nimeros irracionales y
las fracciones continuas simples. Para ver la demostracién consultar [14].

Teorema 1.1.3. Toda fraccion continua simple [ag;aq,...] es convergente y su limite o es
irracional. Reciprocamente, para cada o € R\ Q existe una unica fraccion continua simple
[ag; a1, ...] tal que [ap;ai,...] = a.

En los capitulos siguientes vamos a utilizar el nimero aureo. Utilizando el algoritmo de
Euclides podemos obtener su fraccién continua. El procedimiento a seguir seria el siguiente:
tenemos un nuimero x y lo escribimos como

xr=ao+x0=0a0+ 1,

o



siendo ag su parte entera y xg su parte decimal. Ahora escribimos % = ay + =1, siendo aq la
parte entera y x1 su parte decimal. Repetimos este proceso de forma iterativa, obteniendo a
cada paso un nuevo a,.

Vamos a verlo con el siguiente ejemplo para el ntimero dureo. Sea 6 = @ el nimero
aureo. Ahora, tenemos que separar el nimero en parte entera y decimal. Como 6 =~ 1,61803398,
la parte entera serd 1. La parte decimal es distinta de 0, por tanto tenemos que calcular la

inversa y repetir el mismo proceso con el resultado.

Por tanto, como hemos comentado primero separamos el ntimero en parte entera y decimal:

5+1 5—1
f2+:1+\f2

Ahora calculamos la inversa de la fraccién que nos queda:

V5 —1 1 1 1
=14+ —=14—— =14 —
2 2 2(v5 + 1) vh+1

V5 —1 51 2

Repetimos otra vez el mismo proceso, es decir, separamos la parte entera y decimal:

1+

1 1
14— =14+—
V541 V-1
1+
2 2
Ahora calculamos la inversa:

1+ L =1+ 1
5-1 1
1+\[2 1+ 2

V5 —1
y repetimos el mismo proceso mientras se pueda. Por tanto 6 es de la forma 6 = [1;1,...,1,...].
A lo largo del trabajo utilizaremos en numerosas ocasiones el nimero irracional @, pero haremos
un abuso de notaciéon y en lugar de referirnos al nimero aureo, nos referiremos al nimero
0 = @ Este nimero es la parte decimal del ntimero dureo y es con lo que nos interesara
trabajar.

Por otra parte, una consecuencia del algoritmo de Euclides es que si tenemos una fraccion
racional podemos obtener una fraccién continua finita. Por ejemplo:



Vemos que a cada paso el denominador se va haciendo mas pequeno, por tanto es finito.

fraccién continua resultante serfa: % =0;1,2,2].

Veamos a continuacién cudles son los diferentes tipos de ntimeros irracionales.

Definicién 1.1.4. Se dice que un nimero irracional « = [ag; a1, ...] es de tipo:

1. acotado, a € C, si

sup a, < 00;
n

2. diofantico, a € D, si

K
a->
q

dK >0, dJu<oc0:VpeZ VgeN e

3. Brjuno, a € B, si
Z log(qn+1)

an

< 00.
n=1

La

En particular, anteriormente hemos visto que la fraccién continua del ntimero aureo es

6 =[0;1,1,...1]. Por lo tanto, el nimero dureo es un nimero irracional de tipo acotado.

El siguiente resultado nos proporciona la relacién entre C, D y B. Para una demostracion

del mismo ver [12].

Proposicion 1.1.5. Se cumple que C C D C B .

1.2. Esfera de Riemann

Cuando estudiamos sistemas dindmicos en variable compleja es conveniente poder compren-
der el comportamiento de puntos z € C que tienden a co. Es necesario obtener una compacti-
ficaciéon adecuada del plano complejo. Por ello, consideramos la esfera de Riemann C que nos
permite estudiar el plano complejo ampliado C U {oo}. La esfera de Riemann es una esfera
unidad que se obtiene a través de la adiciéon de un punto de infinito en el polo norte, N, al plano
complejo. Por tanto, la esfera de Riemann es una representacion geométrica de los nimeros

complejos extendidos.

La correspondencia utilizada entre los complejos y la esfera se llama proyeccion estereogrdfica.
La idea de construccién se basa en considerar C como el plano que atraviesa la esfera centrada
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en z = 0. Ahora, a cada punto z € C le tenemos que hacer corresponder un tnico punto w
de la esfera de Riemann. Este punto w se obtiene al intersectar la esfera y la recta entre el
polo norte N = (0,0,1) y el punto z. Podemos observar que cuanto mayor es el médulo del
punto z, mas cerca estard w del polo norte, de esta forma la proyeccién de oo serd N. Por tanto
podemos determinar que los puntos z tales que |z| > 1 pertenecen al hemisferio norte y que,
reciprocamente, los puntos z tales que |z| < 1 pertenecen al hemisferio sur. Ademaés, los puntos
en los que |z| = 1, se tiene que w = z. Podemos ver una representacién en la Figura

Cuando necesitamos estudiar puntos cuya imagen es oo, es conveniente disponer de un atlas
adecuado. Un atlas habitual a tal efecto es el formado por las cartas (U, ¢1) y (V,$2) donde
U=C\{oo} yV=C\{0}, ¢1:U — Ccon ¢1(z) =2y ¢2: V — C con ¢(z) = 1, siendo
é = 0. Cabe remarcar que si estudiamos puntos periddicos cuya érbita contiene 0 e oo, podra
ser conveniente usar otro atlas donde V = C\ {a} y ¢2(z) = 2+
atractor.

donde a no pertenece al ciclo

ws

Wa

Figura 1.1: Esfera de Riemann. Figura tomada de [17, Figura 7.6]

1.3. Funciones racionales

En primer lugar vamos a estudiar qué es una funcién holomorfa.

Definicién 1.3.1. Se dice que una funcién continua f : R? — R? es derivable en sentido
complejo si lo es en R? y cumple las ecuaciones de Cauchy-Riemann

Uz (7,y) = vy(z,y)
’Um(l',y) = _uy<‘rvy)'
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Diremos que f es holomorfa (o analitica) en un abierto V' C C si es derivable en sentido complejo
para todo punto z € V. Equivalentemente, f es holomorfa en un abierto V € C, si existe el

limite
f(z+h) = f(2)

/ s
F(z) = lim, h )

donde f: VCC—CyheC.

Definicion 1.3.2. Una funcion f : U — V es conforme si es un homeomorfismo y es holomorfa.

Sea f : C — C una funcién continua. Si f(z0) = oo para algun zy € C se dice que f es
holomorfa en un entorno de zy si y solo si ﬁ es holomorfa en un entorno de zg. Ademds

diremos que f es holomorfa en un entorno de z = oo si f (%) es holomorfa alrededor de z = 0.

Destacamos que z — % es una aplicacién conforme que va de C — C.

Definicién 1.3.3. Las funciones racionales son funciones de la forma f(z) = 58, donde Py
() son polinomios.

Una propiedad que caracteriza estas funciones es que el grado topoldgico de la funcién
racional f(z) = ggz) viene dado por el maximo entre los grados de los polinomios P y Q. Es

decir,

—

df = méx{dp, dQ}.

Cuando decimos que el grado topoldgico es dy queremos decir que todo punto 2y € C tiene
exactamente d; preimdgenes bajo f (contando multiplicidad). Si f es una funcién constante
tenemos que el grado de la funcién f es 0. Los puntos criticos de f son los puntos en los que se
anula su derivada, es decir, los ¢ tales que f'(c) = 0.

Una propiedad importante es la siguiente y podemos encontrar su demostracién en [2]

Corolario 1.3.4. Una funcion racional f con grado positivo dy > 1 tiene 2dy—2 puntos criticos
en C. Un polinomio p con grado positivo d, > 1 tiene como mdximo d, — 1 puntos criticos en

C.

En el caso polinomial lo que sucede es que visto desde el punto de vista de la esfera de
Riemann, el oo es un punto critico de multiplicidad d, — 1 para cualquier polinomio.

Otra propiedad importante de las funciones racionales es que toda funcién holomorfa que
vaya de la esfera de Riemann a ella misma es una funcién racional. Esto lo vamos a ver en la
siguiente proposicién. Para ver la demostracién de la proposicién consultar [1§].

Proposicion 1.3.5. Las funciones holomorfas C—C que no son idénticamente 0o son fun-
citones racionales de la forma g con P, Q polinomios en C y QQ # 0.
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Capitulo 2

Teoria local

Los sistemas dindamicos pueden estudiarse en diferentes espacios métricos, pero en este tra-
bajo nos vamos a restringir al estudio de la iteracién de funciones holomorfas en la esfera de
Riemann. Para ello vamos a introducir los conceptos y definiciones bésicas que necesitaremos
en los capitulos siguientes.

2.1. Definiciones basicas

Definicion 2.1.1. Sea f : C — C una funcién racional. La 6rbita de un punto zg € C es el
resultado de aplicar la funcién f de forma iterativa. Es decir,

Z(),f(Z(]) :Zlaf(zl) :'227"'af(zn) = Zn41y---

Denotamos la 6rbita de zg como OF(20) = {20, 21, -, Znt1,--- }-

La definicion anterior define la orbita positiva de zg, mientras que normalmente cuando se
itera hacia atrds, se obtiene mds de una preimagen que forman una Orbita negativa. Cuando
nos refiramos a la orbita de zg, nos referiremos a la o6rbita positiva.

Una vez ya sabemos iterar las funciones, vamos a estudiar los puntos cuyas orbitas van a
tener un papel fundamental. En primer lugar, empezaremos por la definicién de punto fijo.

Definicion 2.1.2. Sea f una funcién holomorfa y 2y € C. Se dice que zp es un punto fijo si 'y
solo si f(zg) = zo0.

Los puntos fijos son el caso mas sencillo de puntos periédicos.
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Definicion 2.1.3. Dado zy € ((A:, se dice que zg es un punto periddico de periodo p si existe
p € N tal que fP(z9) = zp y ademads para todo n < p se tiene que f"(zy) # zo. En este caso su
érbita es el conjunto finito (29) = {20, 21,..., 2p—1}.

Definicion 2.1.4. Dado zy € C, se dice que 2y es un punto preperiodico si zg no es periddico
pero alguno de los elementos de su érbita si lo es.

Dado un ciclo (zp), usamos la regla de la cadena para definir su multiplicador.

Definicion 2.1.5. Sea f : C—C y sea zg € C un punto periédico de periodo p. Se define el

multiplicador de la érbita periédica como (fP)’( H f'(zi) = f'(20) - f'(2p-1).

A continuacién introducimos el concepto de conjugacion entre dos funciones.

Definicion 2.1.6. Sea f : U - Uyg:V =V UV CC. Se dice que son conjugados si existe
un homeomorfismo h: U — V tal que f =hogoh L

Las conjugaciones son cruciales en el estudio de los sistemas dindmicos. La idea es que si
dos funciones f y g son conjugadas, entonces presentan la “la misma dindmica” alli donde
la conjugacion esté definida. Por tanto, las funciones conjugadas tienen las mismas dindmicas
cualitativas. En particular, si la conjugacion es conforme, entonces envia puntos periédicos a
puntos periddicos con el mismo multiplicador. Por simplicidad, tomando f? y g podemos asumir
que el punto periédico zg es fijo (observar que si 2z tiene periodo p y multiplicador A bajo g,
entonces zg es un punto fijo de multiplicador A bajo gP).

Teorema 2.1.7. El multiplicador de un punto periddico es invariante por conjugacion conforme.
Es decir, si g : V — V tiene un punto fijo zy con multiplicador \, y si f = hogoh™" con
h:U — V conforme, entonces f:U — U tiene un punto fijo wo = h(zg) con multiplicador A.

Demostracion. Tenemos que f(wo) = h(g(h~ (wo))) = h(g(20)) = h(z0) = wp. Por tanto, wo
es un punto fijo de f. Entonces, el multiplicador de wq serfa f’(wo) = h'(20)g'(20)h ! (wo) por
la regla de la cadena. Sabiendo que h~!(wp) = h,(lz()) y sustituyendo en la ecuacién anterior
tenemos finalmente que f'(wo) = h'(z0)g’ (zo)h,(lz y = =¢'(20) = \. O

Observar que cuando hemos definido el multiplicador, no hemos mencionado el caso en el
que infinito es un punto periédico. Este caso es un poco mas delicado pero se puede trabajar
utilizando el teorema anterior. Si co es un punto fijo, para calcular su multiplicador aplicamos
una conjugaciéon que lo envie a un punto acotado. Por ejemplo, conjugando por z +— % el
multiplicador de infinito es la derivada de I % y en el 0. Es decir, ¢'(0) = Esto se puede

(oo
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ver con mds detalle en [2]. Esta definicién depende del Teorema puesto que podriamos haber
tomado otra conjugacién que enviase infinito a otro punto del plano complejo. Sin embargo, se
sigue de este teorema que usando otra conjugacién obtendriamos el mismo multiplicador.

Una vez hemos definido el multiplicador, podemos estudiar el comportamiento de los puntos
periédicos.

Definicién 2.1.8. Sea zy € C un punto periédico de f : C — C con multiplicador A = (fP)'(zp).
Se dice que zq es

» atractor si |A| < 1 (sidper atractor si |\| = 0);
» repulsor si [A| > 1;
» indiferente (o neutral) si |A| = 1. En tal caso, decimos que z es:

e indiferente parabdlico si \ = ™4 con p,qeN, (p,g)=1yp<g

e indiferente irracional si A = €™ con 6 € R\ Q.

Observacién 1. Si f(z) = apz™ + -+ + a1z + ap es un polinomio con n > 2, entonces oo es
un punto fijo super atractor (ver [16]). Claramente f(oco) = oo y por tanto es un punto fijo.

¢ imli 1 1 _
Ademas su multiplicador es () = 50 = 0.

2.2. Dinamica en un entorno cerca de puntos periédicos

Ahora vamos a estudiar el comportamiento dindmico alrededor de los diferentes tipos de
puntos fijos. Un caso particular importante de conjugacion es la linearizaciéon. Dado un punto
fijo, queremos saber si la dindmica cerca de la funcién es conjugada a la parte lineal.

Definicion 2.2.1. Una funcién es linearizable alrededor de un punto fijo con multiplicador
A # 0 si existe una conjugacién local alrededor del punto fijo (funcién conforme que envia el
punto fijo a 0) que conjuga la dindmica de f con la rotacién rigida z — Az.

En particular, en esta seccién vamos a ver en qué casos la funcién es linearizable alrededor
del punto fijo o peridédico. Los teoremas que vamos a enunciar son muy importantes asi que en
caso de querer ver las demostraciones, consultar [16].

Caso atractor y repulsor

Una proposicién relacionada con los puntos atractores y repulsores es la siguiente.

13



Proposiciéon 2.2.2. Si zy es atractor entonces es topoldgicamente atractor. Si zy es repulsor
entonces f*1 es topoldgicamente atractor para ffl.

Demostracion. Supongamos que zg es un punto fijo de f y que la derivada de f evaluada en zg
es menor que 1, |f'(z0)| < 1. Por tanto, existird 7 > 0y |f'(z0)| < p < 1 tal que si z € D(zp, )

entonces
|f(2) = f(20)]

<pu<l
|z — 20

Como sabemos que f(z) = z por ser un punto fijo, la desigualdad anterior quedara de la forma
|f(2) — 20| < |z — 20|. Es decir, el valor f(z) es més préximo a zy que el punto z (con un factor
u < 1). Este argumento podemos aplicarlo n veces para obtener |f™(z) — zo| < pu"|z — zo|. Como
© < 1, concluimos que

lim f"(z) = 2o

n—oo

para todo z € D(zp, 7).

Los puntos fijos repulsores se estudian de forma parecida pero a través de f~! ya que si
son repulsores por f, entonces son puntos fijos atractores por f ~1. Pero esto no implica que las
orbitas se alejen para siempre, se podria llegar a un punto después de varias iteraciones en el
que podrian volver. O

Definicidon 2.2.3. Sea zp un punto fijo atractor de la funcién f. Se define la cuenca de atraccion
de zg como el conjunto de todos los puntos de C que convergen a zg. Es decir,
_ n
Alz) = {2 €C| f*(z) — ).

Ademas, se define la cuenca inmediata de atraccion A*(zy) como la componente conexa de A(z)
que contiene a zg.

Un ejemplo de cuenca de atraccién para el polinomio f(z) = 22— 1 se puede ver en la Figura
En negro podemos ver la cuenca de atraccién del 0 y del -1, A(0,—1). Mientras que en
rojo podemos ver la cuenca de atraccién del infinito, A(c0), ya que como hemos visto dado un
polinomio, el infinito es un punto stuper atractor. Este dibujo es conocido por el nombre de la
basilica.

En el siguiente teorema Koenigs demostré que si el multiplicador es distinto de 0 y tiene
modulo distinto de 1 entonces la funcién es conjugada a la parte lineal.

Teorema 2.2.4. (Teorema de linealizacion de Kaenigs) Si el multiplicador X satisface que
|A| # 0,1, entonces existe un cambio de coordenadas local y holomorfo w = ¢(z), con ¢(0) =0,
tal que po foo~ ! es la funcion lineal w — Aw para todo w en un entorno del origen. Ademds,
¢ es unico modulo de multiplicacion por una constante distinta de cero.
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Figura 2.1: Conjunto lleno de Julia del polonimio f(z) = 22 + ¢ para el valor ¢ = —1 donde los
puntos negros se corresponden con la cuenca de atraccién del A(0, —1) y los rojos con A(c0).

Ahora vamos a ver un resultado importante para el caso A\ = 0, es decir, para los puntos
super atractores y que fue demostrado por Bottcher en 1904 (ver [16]). Observar que en este
caso la parte lineal de f(z) es 0. Por lo tanto, no podemos esperar que la funcién sea linearizable,
a no ser que sea constante igual a 0.

Teorema 2.2.5. (Teorema de Bottcher) Supongamos que f(2) = apz™ + apy12" ™+ -+,
donde n > 2. Entonces existe un cambio de coordenadas local y holomorfo w = ¢(z) que conjuga
f con la aplicacion de la n-ésima potencia w — w™ en todo el entorno de ¢(0) = 0. Ademds, ¢
es unico mddulo multiplicacion por una raiz (k — 1)-ésima de la unidad.

Caso indiferente parabdlico

Los puntos fijos neutrales son aquellos puntos fijos donde la derivada de f evaluada en z es
igual a €™, es decir, f'(z0) = € siendo « € [0,27). El comportamiento de las érbitas alrededor
de estos puntos es mas complejo que el de los puntos atractores y repulsores que hemos visto
anteriormente. Ademas influye también el valor de @ y de su caracter racional o irracional. Para
entenderlo mejor veremos un ejemplo.

Supongamos que o = 0 entonces f'(z9) = 1. Sea f(z) = z + 22 con 29 = 0 vemos que es un
punto fijo con derivada evaluada en 0 igual a 1, f(0) = 1. Ademds, podemos comprobar que
si consideramos como condicién inicial cualquier punto en el eje real positivo, la érbita tiende
a infinito. Mientras que si consideramos un punto del eje real negativo como condicién inicial,
su Orbita se acerca al origen sobre el eje real negativo. Por tanto, podemos concluir que en el
entorno de un punto neutral hay una mezcla de érbitas que convergen al punto parabdlico y
que escapan del punto parabdlico.
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Siae a serd de la forma o = 2 # 0 por ser un nimero racional. En este caso \ = 2™
’ q

seria una raiz g-ésima de la unidad. Si tomamos la g-ésima iteracién de la funcién, reducimos
el caso a A = 1. Es decir, aplicando una conjugacién que envie zg a 0, consideramos funciones
de la forma

F(2) = 2+ az™ ! 4 O(zmH),

con m > 0y a # 0. El entero m 4+ 1 se conoce como multiplicidad del punto parabdlico con
A=1.

El comportamiento descrito anteriormente nos muestra que la funcién no va a poder ser
conjugada a la parte lineal, es decir, no va a poder ser linearizable. En general un teorema que
nos permite entender la dindmica cerca de los puntos parabdlicos es el teorema de Leau-Fatou.
Para poder ver este teorema necesitaremos ver la definicién de pétalo.

Definiciéon 2.2.6. Sea N un entorno de zp que no contiene ningin punto critico, es decir,
f:N—= f(N)=N'y f~': N — N esta bien definida.

Sea U un conjunto abierto y conexo que satisface que U € N N N’. Entonces, se dice que U
es un pétalo atractor en zy si:

L] f(U) cUU {ZO}.

. ﬂkzo fk(U) = {20}
Se dice que U’ es un pétalo repulsor si U’ es un pétalo atractor para f~!.

El siguiente teorema podemos consultarlo en [1].

Teorema 2.2.7. (Teorema de la flor de Leau-Fatou) Supongamos que f tiene un punto
fijo parabdlico con multiplicador X = 1 en el origen y multiplicidad m + 1. Entonces, existen 2m
pétalos {Uj}ifl, numerados ciclicamente alrededor del origen tal que U; es atractor o repulsor
segun j sea impar o par. Cada pétalo U; intersecta solo con sus dos entornos inmediatos U;_1
y Ujy1 y son disjuntos del resto. Los pétalos se pueden elegir de la forma tal que la union

U1U--~UU2mU{O}

forma un entorno abierto del origen (ver Figura .

Definicion 2.2.8. Sea 2y un punto parabdlico de la funcién f. Se define la cuenca parabdlica
de zg como el conjunto de todos los puntos de C que convergen a zg, estando zg en la frontera.
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Figura 2.2: Distribucion de los pétalos invariantes alrededor del punto parabdlico con multipli-
cador A = 1 y multiplicador 5 (figura de la izquierda) y 3 (figura de la derecha). Figura tomada
de [I, Figura 3.5]

Caso indiferente irracional

En este caso vamos a ver el gran problema que hay para saber si la dindmica va a ser
conjugada a la parte lineal o no. En este caso si la funcién es conjugada a la parte lineal vamos
a tener una rotacién rigida. Este es un problema dificil dentro de la dindmica holomorfa y ha
sido estudiada por diversas personas.

Cremer en el ano 1927 demostré que en algunos casos la dinamica no puede ser conjugada a
la parte lineal [I6]. En tal caso, decimos que ese punto es un punto de Cremer. Por otra parte,
Siegel en el ano 1942 [22] demostrd que si el punto fijo tiene multiplicador A de tipo diofdntico
(ver Definicién , entonces si es linearizable. En tal caso decimos que el punto fijo es un punto
de Siegel. Mas adelante, estd condicién la mejoré Brjuno con los puntos tipo Brjuno (esto lo

estudiaremos en el Teorema [2.2.11)).

Definicién 2.2.9. Sea f una funcién holomorfa y zp un punto fijo (o periédico) con multipli-
cador A\ = 2™ Si f no es linearizable alrededor de zy decimos que zg es un punto de Cremer.
Si f es linearizable alrededor de zy decimos que zg es un punto de Siegel. El méaximo dominio
U, con zy € U, donde f es conjugada con la funcién z — Az, es llamado disco de Siegel (ver

Figura .

El siguiente teorema nos da una propiedad fundamental de los discos de Siegel y establece
su relacién con los puntos criticos.

Teorema 2.2.10. Todo punto de la frontera de un Disco de Siegel maximal U pertenece a la
clausura de alguna orbita critica.

La idea de la demostracion del teorema anterior es que si se coge un disco en la frontera y lo
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(a) (b)

‘/5271. La

frontera se ha obtenido iterando el punto critico p = _7)‘ Este dibujo estd implementado con el
algoritmo de Henriksen explicado en la Seccién

Figura 2.3: Disco de Siegel del polinomio p(z) = Az 4+ Az? siendo A = 2™ y § =

iteras hacia atras, si no hay imagen iterada de algtin punto critico, lo podemos repetir cuantas
veces queramos hasta cubrir toda la frontera del disco de Siegel. Como no hay puntos criticos, el
dominio de linearizacion se puede ampliar y el disco de Siegel no es maximal. La demostracién
detallada se puede consultar en [16].

En el siguiente teorema asumimos que el punto fijo es 0, pero no es una falta de generalidad
puesto que podemos siempre aplicar una conjugacion.

Teorema 2.2.11. (Siegel - Brjuno) Sea A\ = €™ con A € R\ Q. Si a es de tipo Brjuno,
entonces dada cualquier funcion holomorfa de la forma

f(z) =™z +agz® + - -

es linearizable en un entorno de 0.

La idea de la demostracion del teorema anterior esta basada en el problema de los pequerios
denominadores. Este problema consiste en que si desarrollamos en serie de potencias, f(z) =
Az+3 2,59 fn2", entonces la aplicacién linealizante h(z) = z+3_, 5, hn2" estd determinada por
la ecuacion

f(h(z)) = h(Az)
y es unica. Despejando orden por orden, se pueden obtener los coeficientes h,, los cuales cumplen
la siguiente relacién de recurrencia

1

h, = Po(ha, - B 1, A, far - ),
SR (h2 1A fas oo f)
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siendo P, un polinomio. El problema de la demostracion viene dado por los términos A" — A
que dificultan la convergencia de la serie formal dada por el limite de h(z).

Siegel consiguié resolver este problema de los pequenos divisores para todo a € R que cum-
pliera una condicion diofantica en 1942. La idea detras de por qué para los nimeros diofanticos
existe solucion se debe a que estos nimeros son los que peor se aproximan por nimeros racio-
nales. Por lo tanto, son los que menos veces \* — \ se acerca a 0. Mas tarde, por los mismos
métodos, Brjuno consiguié mejorar la condicion aritmética de Siegel en la condicion de Brjuno.
Siegel y Brjuno proporcionaron una condicién suficiente para saber si una funcién holomorfa
era localmente linealizable cerca de un punto fijo de multiplicador . A partir de aqui apareci
la cuestion de si era una condicién necesaria. jHacia falta que fuera de tipo Brjuno para que
fuera linealizable? Este problema en general es muy dificil pero Yoccoz consiguié demostrar que
esa condicién no solo es suficiente, sino necesaria para la familia cuadratica Py(z) = Az(1 — 2)
en 1987 (ver [15]).

log(qn+1)

= 00 (no es de tipo Brjuno), entonces la funcion
an

Teorema 2.2.12. (Yoccoz) Si Z
n>1
cuadrdtica

f(Z) — 2’2 +€27riaz

tiene la propiedad de que todo entorno del origen contiene infinitas orbitas periodicas. En par-
ticular, el origen es un punto de Cremer.

Por tanto, el teorema anterior tiene una gran importancia y formé parte del trabajo por el
que Yoccoz obtuvo la medalla Fields en 1994. Este teorema se demostré hace aproximadamente
30 anos y en la actualidad aun no se ha podido extender nada. Se conjetura que es cierto para
cualquier funcién racional, sin embargo, se trata de un problema abierto que no ha sido resuelto
ni para polinomios ctbicos.
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Capitulo 3

Teoria global

En este capitulo veremos los conceptos més importantes de la teoria global.

3.1. Conjuntos de Julia y Fatou

3.1.1. Definicién para polinomios

Empezaremos explicando la definicién de los conjuntos de Fatou y Julia para el caso parti-
cular de polinomios.

Definicion 3.1.1. El conjunto lleno de Julia del polinomio P es el conjunto de puntos con
orbita acotada, esto es,

K(P)={z€C|P"(z) » oo} =C\ A(c0).

Definimos el conjunto de Julia de P, que denotamos como J(P), como la frontera de K(P).
Finalmente, definimos el conjunto de Fatou como el complementario de Julia,

F(P)=C\ J(P).

3.1.2. Definicién general

Para poder ver y entender la definiciéon general de Fatou y Julia primero introduciremos
algunos conceptos y resultados.
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Definicién 3.1.2. Sea F = {f"},eny una familia de funciones holomorfas definidas en un
dominio D. Se dice que F forma una familia normal en D si toda sucesién de funciones de F
tiene una parcial que converge uniformemente sobre compactos de D.

Informalmente se puede decir que la familia de iterados {f"},en es una familia normal si
en un entorno de z, todos los puntos se comportan bajo iteracién de manera andloga a z.

Definicion 3.1.3. Sea f unaAfuncién racional. Se dice que zg es un punto normal o estable de
f si para algin entorno U C C de 2y la familia de iterados {f"},en forma una familia normal
en U.

Teorema 3.1.4. [26] (Teorema de Montel) Sea F = {f"},en una familia de iterados de
una funcion holomorfa f definida en un dominio D. Si|J,cn f*(D) omite al menos tres puntos

en C entonces F es una familia normal en D.

Ahora ya podemos definir los conjuntos de Fatou y Julia.

Definicién 3.1.5. Sea f una funcién holomorfa. Se define el conjunto de Fatou de f, F(f),
como el conjunto de puntos normales de la funcién f. Se define el conjunto de Julia de f, J(f),
como el conjunto de puntos no normales de f, es decir, el complementario del conjunto de Fatou.

Una primera observacion de la definicién anterior es que el conjunto de Fatou es un conjunto
abierto, mientras que el conjunto de Julia es un conjunto cerrado.

Unos resultados importantes que se siguen del teorema de Montel son que toda cuenca de
atraccién de un punto periédico (stper)atractor o parabdlico y todo disco de Siegel pertenece al
conjunto de Fatou. En particular, los puntos periédicos (stper)atractores y los puntos de Siegel
pertenecen al conjunto de Fatou. Mientras que los puntos parabdlicos y los puntos de Cremer
pertenecen al conjunto de Julia. Para poder consultar las demostraciones completas es necesario
ver [2], pero comentaremos estas propiedades en el apartado

Ahora vamos a ver una proposicién que dice que los conjuntos de Julia y Fatou son inva-
riantes. Podemos consultar la demostracién en [17].

Proposicion 3.1.6. Los conjuntos de Julia y Fatou son totalmente invariantes. Es decir, si
FYI) C ) y FI(f)) € J(f). Y también lo mismo para el conjunto de Fatou, es decir,
si fTUE() CF(f) y f(F(f)) C F(f). Ademds, el F(f) = F(f?).

Definicion 3.1.7. Una componente de Fatou es cualquier componente conexa del conjunto de
Fatou F(f).

Como el conjunto de Fatou es completamente invariante la imagen por f de toda componente
de Fatou U es otra componente de Fatou U’. Por tanto, podemos hacer la siguiente clasificacién
de las componentes del conjunto de Fatou.
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Definicion 3.1.8. Toda componente de Fatou U de una funcién holomorfa f es:

» periddica, si existe n > 1 tal que f"(U) =U; o
» preperiddica, si U no es periédica pero existe n > 1 tal que f"(U) es una componente
periédica; o

= errante, si no es periddica ni preperiddica.

El siguiente resultado realizado por Sullivan [24] nos indica que una funcién racional no tiene
componentes de Fatou errantes. Este resultado utiliza la teoria de funciones casiconformes, que
es una herramienta muy importante dentro de la dindmica holomorfa pero no lo vamos a ver en
este trabajo.

Teorema 3.1.9. (Teorema de ausencia de conjuntos errantes) Toda componente de
Fatou U de una funcion racional es periddica o preperiddica.

A continuacién queremos clasificar las componentes de Fatou periédicas. Primero definimos
anillo de Herman (ver Figura [3.1]). Los pardmetros utilizados para dibujar el anillo de Herman
los hemos obtenido de [17].

Definicién 3.1.10. Sea una componente conexa de Fatou. Se dice que U es un anillo de Herman
de una funcién racional R si U es conformemente equivalente a un anillo

A={z€C|r; <|z|] <ra},

con 0 < ry < 19,y R|y es analiticamente conjugada a una rotacién rigida z — Az con A = >

y 0 irracional.

La frontera del anillo de Herman se obtiene iterando los dos puntos criticos de la funcién
utilizada. Es decir, que una érbita critica distinta se acumula en cada frontera. Este resultado
se puede consultar en [21].

Veamos ahora una clasificacion de las componentes de Fatou para funciones racionales que
podemos consultar en [2].

Teorema 3.1.11. (Teorema de Clasificacion) Sea U una componente de Fatou periddica de
una funcion racional de grado > 2. Entonces solo una de las siguientes afirmaciones es cierta:

1. (caso atractor) U contiene un punto atractor periddico de periodo p;

2. (caso super atractor) U contiene un punto super atractor zy;
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saz +1

Figura 3.1: Anillo de Herman de la funcién racional p(z) = Az siendo A = 2™ ¢ =

z+a
0,61517321588... y a = 0,25. La frontera se ha obtenido iterando sus dos puntos criticos, p; =

—1,82793442287247... y pa = —0,547065577127525....

3. (caso parabélico) OU contiene un punto fijo neutral de f™ con multiplicador igual a 1;
4. U es un disco de Siegel;

5. U es un anillo de Herman.

Si en lugar de tener funciones racionales, tuviéramos polinomios no podriamos tener anillos
de Herman. Esto se debe al siguiente teorema cuya demostracién podemos consultar en [6].

Teorema 3.1.12. (Teorema del médulo mdximo) Sea G C C un conjunto acotado y abier-
to. Supongamos que f : G — C es una funcion continua en la clausura de G, G, y es holomorfa
en G. Entonces,

méx{|f(z)| : z € G} = max{|f(2)| : z € IG}.

La idea de la demostracién se basa en suponer que tenemos un anillo de Herman de periodo p
y en considerar la funcién fP. Por tanto tenemos anillos de Herman fijos. Toda curva invariante
se enviara a ella misma, entonces por el Teorema del médulo maximo si f no tiene polos,
el interior de esta curva se envia al interior de la curva. Por tanto, por el Teorema de Montel
la region acotada por la curva pertenece a Fatou. Entonces, se forma una componente de
Fatou que no puede tener un agujero y no puede ser doblemente conexo.
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Otro resultado muy importante es que toda componente de Fatou periddica esté relacionada
con al menos un punto critico.

Proposiciéon 3.1.13. Toda componente de Fatou periddica de una funcion racional estd rela-
cionada con, al menos, un punto critico:

» todo ciclo (super)atractor tiene un punto critico en la base inmediata de atraccion. En
particular, si zg es super atractor, entonces él mismo es un punto critico;

= dado un disco de Siegel U, existe un punto critico cuya orbita se acumula en la frontera
de U;

= dado un anillo de Herman U, existen dos puntos criticos cuya orbita se acumula en la
frontera de U.

La demostracién de la proposicién anterior y de la siguiente podemos encontrarlas en [21].

Teorema 3.1.14. (Desigualdad de Fatou-Shishikura) Se cumple que
nAB +npp +nsp +2ngRr + Ncremer < 2(d - 1)

donde nap, npp, NSD, MHR, NCremer denota el ndmero de ciclos atractores, parabdlicos, de
Siegel, de Herman y de Cremer, respectivamente.

3.1.3. Propiedades

En esta seccion, veremos cudles son las propiedades de los conjuntos de Julia y Fatou.
A través del analisis de estas propiedades, obtendremos una comprensiéon mas profunda del
comportamiento de estos conjuntos y de su importancia en la teoria global. Las demostraciones
de las propiedades siguientes las podemos encontrar en [17].

Teorema 3.1.15. Sea f una funcion racional con grado mayor o igual que 2. Sea J(f) el
conjunto de Julia y sea F(f) el conjunto de Fatou. Se cumple que:

(a) Siz € J(f) yU es un entorno de z, la union de todos los iterados de U recubre toda la
esfera de Riemann con la excepcion de, como mucho, dos puntos.

(b) Los puntos periddicos atractores y sus cuencas de atraccion pertenecen al conjunto de
Fatou.

(¢) Todos los puntos parabdlicos pertenecen al conjunto de Julia. Los puntos de Siegel perte-
necen al conjunto de Fatou. ya que no son parabdlicos.
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(d) Sizy es un punto de J(f), el conjunto de todas sus antiimdgenes de zy es denso en J(f).

(e) Los puntos repulsores pertenecen al conjunto de Julia. Ademds, forman un conjunto denso

en J(f).

(f) El conjunto de Julia de f es distinto del vacio, por tanto J(f) # 0.

Demostracion. Primero demostraremos @ Esta propiedad es consecuencia del Teorema de
Montel (Teorema [3.1.4]). Si la familia de iterados omite al menos tres puntos entonces z es un
punto normal. Esto es una contradiccién con que z € J(f).

A continuacién demostraremos @ En primer lugar, observamos que la cuenca de atraccion
de todo punto periédico atractor de periodo p > 1 es un conjunto abierto. Por tanto, si z
pertenece a la cuenca de atraccién de un punto fijo 2y de periodo p = 1, para cualquier entorno
U de z lo suficientemente pequeno que esté contenido en la cuenca de atraccion, los iterados de
f en U convergen a la funcién constante g(z) = 2. Por lo tanto, z es normal y pertenece a F'(f).
Si z pertenece a la cuenca de atraccion de un punto periddico zg de periodo p > 1, utilizamos
el mismo argumento pero en lugar de f tomamos fP (observad que por la Proposicién
tenemos que F(f) = F(f?)). Esto finaliza la demostracién de[(b)]

Ahora, demostraremos|(c)l Un punto es periddico neutral parabdlico cuando el multiplicador

de la 6rbita periédica es ¢>™4 . Estos puntos son no normales ya que en cualquier entorno de
dichos puntos se pueden encontrar direcciones atractoras y repulsoras por tanto no existe el
limite continuo de la familia de iterados. Cuando estamos ante un punto de Siegel, existe un
entorno en el cual las 6rbitas giran alrededor del punto sin abandonarlo. Entonces por el Teorema
de Montel la familia de iterados en este entorno si es normal.

La propiedad @ es una consecuencia directa de la propiedad @ Sea w € J(f) y U un
entorno de w. Tenemos que demostrar que U contiene alguna preimagen de zg. Dado que las
iméagenes de U tienen que cubrir todo C (con la excepcién de como mucho dos puntos que
pertenecen al conjunto de Fatou [16, lemma 4.9]), por la propiedad @ debe existir N > 0 tal
que 29 € fV(U). Esto significa que U tiene algin punto que bajo N iteraciones es enviado a zg,
es decir, es una preimagen.

Para demostrar @ lo haremos por contradiccién. Por tanto, supongamos que existe un
entorno U del punto periddico repulsor zg y es normal. Todos los puntos de U se alejan, a
excepcién de zg. Pero, si zg pertenece al conjunto de Fatou, entonces la familia de iterados debe
converger sobre los compactos a una funcién holomorfa g de forma que g(zp) = 29. Pero, como
g en 2o es continua, por definicién se deberfa cumplir que lim,_,,, g(z) = z¢. Pero esto es una
contradiccion ya que zp es repulsor y los iterados de U se alejan de él.

Por otra parte, la demostracién de que los puntos peridédicos son densos en el conjunto de
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Julia es més complicada. Se puede consultar en [26]. La demostracién estd relacionada con una
aplicacién clésica del Teorema de Montel sugerida por Fatou.

La propiedad es mas complicada de demostrar, pero la idea de la demostracion se basa
en que las funciones racionales tienen infinitos puntos periddicos que pertenecen al conjunto de
Julia. La dificultad consiste en comprobar si los puntos periédicos son neutros o repulsores, ya
que ver que hay infinitos puntos periédicos es sencillo al resolver la ecuacién f"(z) = z. Por
la desigualdad de Fatou-Shishikura del Teorema sabemos que hay como mucho 2d — 2
ciclos no repulsores. Por tanto J(f) serd no vacio. Para ver la demostraciéon completa consultar
2]. O
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Capitulo 4

Conjunto de Mandelbrot

En ese capitulo se pretende proporcionar los resultados necesarios que nos permiten justificar
los algoritmos utilizados para dibujar el conjunto de Mandelbrot en el capitulo siguiente.

4.1. Definicion de M

En primer lugar veamos un resultado conocido como dicotomia fundamental que nos dara
la base para poder definir el conjunto de Mandelbrot. Podemos encontrar la demostracién en
[17].

Teorema 4.1.1. (Dicotomia fundamental) Sea la familia cuadrdtica Q.(z) = 2% + ¢ y sea
K. el conjunto lleno de Julia. Entonces se cumple una de las siguientes afirmaciones:

1. o bien la drbita del punto critico z =0 es acotada y K. es conexo;

2. 0 bien la orbita del punto critico z = 0 escapa a infinito y K. es un conjunto de Cantor.

Por tanto, a partir del teorema anterior surge la definicién del conjunto de Mandelbrot ya
que es el conjunto de puntos para los que K. es conexo.

Definicién 4.1.2. El conjunto de Mandelbrot (ver Figura estd formado por todos los
valores ¢ € C cuyas érbitas en el punto 0 no tienden a infinito bajo Q. = 2% + c. Ademads,
como hemos visto anteriormente, también estd formado por todos los valores ¢ € C tales que el
conjunto de Julia lleno es conexo. Es decir,

M={ceC|QI0)» oo} ={ceC| K, es conexo}.
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Figura 4.1: Conjunto de Mandelbrot.

4.2. Propiedades

Algunas propiedades que cumple el conjunto de Mandelbrot son las siguientes.

Proposicién 4.2.1. Sea Q.(z) = 2°> + ¢ y R = méax{2,c}. Si z satisface |z| > R entonces
lim,, 00 Q7 (2) = 0.

Demostracion. Podemos observar que si |z| > R entonces |z| > 2 y |z] > c¢. Aplicando la

, 122 + ¢| |c|
desigualdad |a + b| > ||a| — |b|| tenemos que E > |z| — 2l > |z| = 1. Como |z| =1 >1
z z
tenemos que |22 + ¢| > c. Por tanto, |Q.| = |2% 4+ ¢| > (|2| — 1) - |2| > |z|. En particular, a cada

paso |z| — 1 se hace mas grande y podemos concluir que Q7(z) converge a infinito.

Teorema 4.2.2. [17] El conjunto de Mandelbrot M cumple que:

1. M es cerrado.
2. M es acotado.

3. M es conexo.

Demostracion. Para demostrar la propiedad [1I| vamos a ver que el complementario de M es
abierto. Sea ¢y un punto en el complementario. Vamos a ver que un entorno de puntos U de
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cp pertenece también al complementario. Es decir, los valores de ¢ para los que Q7(0) escapa
a infinito es abierto. Como para un valor de cg la érbita tiende a infinito, Q7 (0) — oo, existe
una k € N tal que Q¥ (0) > R, siendo R = méx{2,c}. Por continuidad, existe un entorno
suficientemente pequefio de 0, tal que si ¢ estd dentro del entorno entonces |Q¥(0)| > R. Si
definimos R. = max{2,|c|}, por continuidad si ¢ es suficientemente préximo a ¢y entonces
pertenece al complementario de M y es abierto. Por tanto, M es cerrado.

En la propiedad [2, por la Proposicién y el Teorema sabemos que si |¢| > 2 la
orbita de 0 escapa a infinito y el conjunto de Julia es un conjunto de Cantor. Por tanto, el

conjunto de Mandelbrot es acotado porque estd contenido en el disco cerrado de radio 2

La demostracién de la propiedad [3| no la vamos a ver. La idea es que se puede caracterizar
M como la interseccién de infinitos cerrados conexos encajados (consultar [17]). O

4.3. Componentes hiperbdlicas

Al mirar el dibujo del conjunto de Mandelbrot vemos que estd formado por una especie
de discos deformados unidos entre ellos y que contienen unas ramificaciones que se parecen a
unas antenas. En esta seccion describiremos estos discos de forma més precisa. Del lema y la
proposicién que vamos a enunciar a continuacién podemos consultar sus demostraciones en [17].

Lema 4.3.1. Si el polinomio Q. tiene un orbita periddica atractora, entonces es unica y c € M.

Demostracion. Esta demostracién es trivial. La familia (). tiene un vnico punto critico dado
por z = 0, a parte de infinito. Entonces, si existe una 6rbita atractora, 0 estard en su cuenca
inmediata de atraccién. Ademés, 0 no puede escapar a infinito. Como todo ciclo atractor tiene
un punto critico en su cuenca inmediata de atraccién (Proposicién concluimos que como
maximo hay un ciclo atractor. O

Ahora ya sabemos que si para un conjunto de parametros hay una érbita periédica atractora
entonces el conjunto pertenece al conjunto de Mandelbrot. Consideramos el conjunto H C M
definido de la forma

H = {c € C| Q. tiene una 6rbita periédica atractora}.

La proposicién que vamos a ver ahora asegura que estos parametros se encuentran en el interior
del conjunto de Mandelbrot y no en la frontera.

Proposicion 4.3.2. Si H y M son los que hemos definido anteriormente, entonces se cumple
que:
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1. El conjunto H es abierto y por tanto estd en el interior de M.

2. FEl conjunto H tiene infinitas componentes conezxas. Cada una de ellas posee un invariante:
el periodo del ciclo atractor.

La demostracién de la proposicién anterior la podemos encontrar en [17].

Definicion 4.3.3. Se llaman componentes hiperbdlicas de M a las componentes conexas de H.

Estas componentes que hemos definido se corresponden con los discos que hemos mencionado
al principio de la seccion. Se cree que la unién de todas las componentes de H forman el interior
de M pero nadie hasta la fecha ha sido capaz de demostrarlo. ;jSeria posible que en algin
lugar del conjunto de Mandelbrot hubiera un disco abierto en los que los valores de ¢ no estén
asociados a una Orbita periédica atractora? La respuesta se cree que es “no”, pero es uno de los
problemas abiertos mas importantes de la dindmica compleja. Esta conjetura se conoce como
la Conjetura Hiperbdlica.

Conjetura 1. (Conjetura hiperbdlica) H = int(M).

Alrededor del cardioide principal emergen tantas componentes hiperbdlicas como ntmeros
racionales existen. A su vez, de cada componente hiperbélica del cardioide principal también
emergen otras componentes hiperbdlicas en su frontera. Por tanto, de cada componente hi-
perbdlica emergen infinitas componentes hiperbdlicas asociadas a nuevas bifurcaciones que se
conocen como racionales o de multiplicacion del periodo. Este hecho fue estudiado por Douady
y Hubbard en [25] en el que podemos encontrar el siguiente teorema donde se define la para-
metrizacién.

Teorema 4.3.4. Sea ) una componente hiperbolica de periodo N > 0 de M. Entonces, el
multiplicador del ciclo atractor define una funcion holomorfa y biyectiva

pg:Q—)D

que se extiende de manera continua a la frontera.

Es decir, la parametrizacién asigna a cada parametro el multiplicador del ciclo atractor y
es biyectiva. Del teorema se deduce que cada €2 de M tiene un tnico centro, es decir, un tinico
parametro ¢ para el cual (). tiene un ciclo stuper atractor. También se deduce que para cada
numero racional g, existe un punto ¢ en la frontera de 2 con multiplicador 2. Conectada a
este punto, se puede encontrar una componente hiperbdlica de periodo ¢NV.

Para mencionar otro de los problemas abiertos que existen sobre el conjunto de Mandelbrot,
primero necesitamos introducir unas definiciones.
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Definicion 4.3.5. Sea un compacto K, se dice que es localmente conexo en el punto z si para
todo entorno U de z la interseccién K N U es conexo. Se dice que es localmente conexo si lo es
en todos sus puntos.

Definiciéon 4.3.6. Se dice que un conjunto A € C es arcoconezo si dados a, b € A existe un
arco v : [0,1] — A tal que v(0) =a y v(1) =b.

Conjetura 2. M es localmente conexo (MLC).

Esta conjetura que se conoce como MLC y es uno de los problemas méas importantes del
area de los sistemas dindmicos holomorfos. Se sabe que esta conjetura es cierta para algunos
puntos de la frontera del conjunto, pero no se ha podido demostrar para todo el conjunto de
Mandelbrot. Otro problema abierto es si M es arcoconexo.

Si el conjunto de Mandelbrot fuera localmente conexo, esta afirmacién implicaria que la
conjetura hiperbdlica seria cierta, pero esto es muy dificil de demostrar. Otra implicacién seria
que el didmetro de toda componente hiperbélica tiende a 0 cuando el periodo tiende a infinito.
De esto se sigue que la frontera del conjunto de Mandelbrot estd contenido en la clausura de la
unién de todos los centros de las componentes hiperbdlicas. Por lo tanto, dibujando los centros
de las componentes hiperbdlicas podriamos dibujar el conjunto de Mandelbrot.
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Capitulo 5

Algoritmos

En este capitulo se presentaran tres algoritmos: el algoritmo de escape, el algoritmo de
iteracién inversa y el algoritmo de Henriksen. Para cada uno de ellos vamos a explorar dife-
rentes casos y después seleccionaremos la mejor figura de cada algoritmo para cada caso y las
compararemos entre si. Los distintos casos que vamos a comparar son los siguientes:

» Dos casos hiperbélicos de la funcién Q.(z) = 22 + ¢ con ¢ = 0,36 + 0,34i y ¢ = —0,672 +
0,337i.
= Un caso cercano a parabdlico con ¢ = 0,285 4 0,01.

= Un caso parabdélico de periodo 3 con f(z) = 2z 4 22,

= Un disco de Siegel con f(z) = Az + 22, siendo ¢*™ y § = \/5271‘

Una dendrita (el punto critico es preperiédico) con ¢ = 1.

Ademsds, para el algoritmo de escape y Henriksen exploraremos y compararemos también
los siguientes tres casos:

= Un anillo de Herman.
= El conjunto de Mandelbrot.

= Ampliacién del conjunto de Mandelbrot.

Los algoritmos estan ejecutados en el ordenador Huawei MateBook 14 del ano 2020. Dispone
de un procesador Intel(R) Core(TM) i7-10510U y 16GB de memoria RAM.
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5.1. Algoritmo de escape

Este algoritmo comprueba si se converge a un punto atractor que se conoce de antemano.
Por ejemplo sea p(z) es un polinomio, por la Observacién sabemos que infinito es stuper atrac-
tor. Para aplicar el algoritmo de escape en un polinomio miramos si convergemos a infinito. En
particular, si Q.(z) = 22 + ¢ es la familia cuadrédtica y R = méx{2, c}, por la Proposicién m
podemos verificar si hemos convergido a infinito o no. Pero esto es cierto para esta parametri-
zacion. |Y si tuviéramos f(z) = Az + 22? La respuesta es no. Por tanto, en general tomamos
una constante de escape grande que garantice la convergencia.

Funciones cuadraticas

Sea Q.(z) = 2% 4 ¢, en primer lugar es necesario fijar un nimero de iteraciones maximas,
por ejemplo N = 50. Después, fijamos el valor de ¢ € C para el cual queremos dibujar el plano
dindmico. Ahora, consideramos el cuadrado D centrado en z = 0 y de lado R = méx{2,c}, es
decir, D = {z +iy | —R < z,y < R}. Dentro de este cuadrado consideramos una reticula de
1000 x 1000 puntos.

Para cada punto de la reticula, consideramos su sucesion de iterados por Q.. Si para algin
n < N se obtiene que |Q7(z)| > R, sabemos que su 6rbita escapa a infinito y la pintaremos de
la tonalidad del color establecida dependiendo del niimero de iterados necesarios para escapar.
En caso contrario, si una vez alcanzados los N iterados no se ha dado la condicién anterior,
significa que en ese punto la drbita estd acotada en N iterados y la pintaremos de color negro.
Es decir, los colores se asignan de color negro si el punto no escapa a infinito. Mientras que
si el punto escapa a infinito usamos un escalado de colores en funcion del niimero de iterados
que ha necesitado (de rojo oscuro si tarda pocos iterados a blanco si tarda muchos iterados).
Por tanto, si los colores son més claros significa que ha tardado més en converger, mientras
que cuanto mas oscuro sea el color menos nimero de iterados ha necesitado. Cuando el color es
negro significa que ha llegado hasta el nimero de iterados maximo. Finalmente, el conjunto de
Julia se intuye en los puntos més blancos.

En este algoritmo podria suceder que un punto tuviera una orbita cuyos primeros N iterados
estuvieran acotados pero que finalmente su 6rbita escapara a infinito. Por tanto, un mayor
numero de puntos en la reticula y un mayor nimero de iterados permite una mayor precision
aunque también méds tiempo de cdlculo. Ademas el escalado de colores es proporcional al nimero
de iterados, entonces si por ejemplo para un valor de c el punto escapa a infinito en la iteracién
20, no tendré el mismo color si N = 50 que si N = 200.

Por tanto el algoritmo de escape seria de la forma:

def algoritmo_escape(z):
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for i in range(max_iter):

z = f(z)
if abs(z) >= 2:
return i

return max_iter

Representar el conjunto de Mandelbrot con este algoritmo se hace forma muy similar a la
explicada anteriormente. En general, si queremos dibujar el espacio de parametros se consigue
iterando el punto critico ya que toda componente de Fatou esta relacionada con un punto critico
como hemos visto en el Lema|4.3.1] En particular, para el conjunto de Mandelbrot el 0 es el inico
punto critico, por tanto iteramos el punto 0. La diferencia con lo mencionado anteriormente es
que en lugar de fijar el valor de ¢ € C y variar el valor de z, se fija el valor de z a 0, y ¢ va
tomando todos los valores de la reticula, para los cuales se calcula la sucesion de iterados al
igual que en el plano dindmico. Esto lo hacemos porque queremos saber si hay componentes de
Fatou otras que la cuenca de atraccion de infinito. Entonces si escapa a infinito lo pintamos con
el color correspondiente y si no escapa a infinito lo pintamos en negro porque puede haber otras
componentes de Fatou.

El cédigo de este algoritmo estd implementado tanto para representar conjuntos de Julia,
como para conjuntos de Mandelbrot y podemos verlos en el Anexo

Funciones racionales

Si aplicamos el algoritmo de escape que hemos descrito para funciones cuadraticas en funcio-
nes racionales los resultados que obtenemos no son los correctos. Esto se debe a que nosotros en
la funcién cuadrética anterior sabemos que el infinito es un punto atractor, pero ;y si tenemos
mas de un punto atractor, o si tenemos otros puntos atractores? Realmente, lo que queremos
comprobar con el algoritmo de escape es si la funcién ha “escapado” a los puntos atractores de
la funcién que conocemos de antemano. Por tanto, en caso de que tuviéramos méas de un punto
atractor, se deberia cambiar la condicion de parada y tener tantas condiciones como puntos
atractores haya.

En el caso de tener una funcién f racional se tienen que estudiar cudles son sus puntos
. . az+1
atractores. Por ejemplo, en el caso de los anillos de Herman donde f(z) = /\ZQT siendo
z+a

A = et = 0,61517321588... y a = 0,25. Podemos ver que 0 es un punto fijo ya que si
sustituimos 0 en f(z) obtenemos

-OZ-MZO

1Oy =A O+a

Ademés es stper atractor ya que su multiplicador es |f/(0)] = 0. El oo también es un punto
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fijo super atractor porque en una funcién racional infinito es un punto fijo siper atractor si y
solo si el grado del numerador supera como minimo en 2 al grado del denominador. Por tanto
sus puntos atractores son el 0 y el co. Entonces, es necesario modificar el algoritmo de escape
anterior y comprobar si la érbita ha escapado a alguno de los dos puntos atractores. Para que
el algoritmo funcione correctamente seria necesario hacer la siguiente modificacion del cédigo

del Anexo de la siguiente manera, siendo escape >= 100 y ¢ = 0,001 (comprobar si ha
convergido a 0):

def algoritmo_escape(z):
for i in range(max_iter):
z = f(z)
# Comprobamos si ha convergido a infinito
if abs(z) >= escape:
return i
# Comprobamos si ha convergido a 0
if abs(z) <= epsilon:
return 0
return max_iter

El motivo por el que hay que modificar el parametro de escape se debe a que para la funcién
f(2) = 2% + ¢ tenemos una condicién de escape conocida, pero para familias racionales por lo
general no se sabe. Por este motivo, se suele jugar con ntimeros de escape grandes.

A continuacién vamos a ver diferentes casos del algoritmo de escape, variando el ntimero de
iterados, N. Todas las imagenes generadas tienen un tamano de 1000x1000 pixeles.
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Caso hiperbdlico

En este apartado vamos a ver dos casos hiperbdlicos. El primero con el valor de ¢ = 0,36 +
0,347 y el segundo con el valor ¢ = —0,67240,337:. Podemos observar los resultados en la Figura
En ambos casos de dicha figura, se puede apreciar que en las primeras representaciones
graficas hay puntos dibujados en negro que realmente no deberian estar en color negro. Sin
embargo, en la Ultima representacion se puede apreciar que el dibujo se distingue correctamente.
Esta diferencia se debe a que las primeras figuras no tienen un ntmero de iterados lo bastante
grande y no se realizan todos los cédlculos que en realidad se necesitan. Vemos que cuando
N = 500 el resultado si que esta completo y se distingue todo correctamente. Por tanto, a medida
que se aumenta el nimero de iterados, la figura se distingue con mayor detalle y precision.

-1 0 1
(a) N =100, 4.38 segundos. (b) N =200, 6.83 segundos. (¢c) N =500, 14.63 segundos.

-1 0 1 -1 0 1
(d) N =100, 5.16 segundos. (e) N = 200, 8.49 segundos. (f) N =500, 18.28 segundos.

Figura 5.1: Algoritmo de escape para dibujar caso hiperbdlico con ¢ = 0,36 + 0,34 y ¢ =
—0,672 + 0,337:.
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Caso cercano a parabdlico

En este apartado vamos a ver la influencia del parametro N para el caso cercano a parabdlico
¢ = 0,28540,01¢. Para el valor de ¢ elegido, tenemos que el punto critico 0 tiende a infinito. Esto
implica que no existe otra componente de Fatou a parte de A(oco). Al analizar la Figura
en las primeras iteraciones se observa la aparicién de areas negras. Sin embargo, es importante
destacar que estas areas son incorrectas y no tendrian que aparecer ya que el conjunto de Julia
tiene interior vacio y tnicamente existe A(oc). Pero, debido a que nos encontramos en un caso
cercano a parabdlico, el comportamiento se vuelve mas delicado.

-1 0 1

(a) N =50, 3.24 segundos. (b) N =200, 3.2 segundos. (¢) N =300, 3.02 segundos.

Figura 5.2: Algoritmo de escape para dibujar un caso cercano a parabdlico con ¢ = 0,28540,014.

Caso parabdlico de periodo 3

Para el caso parabdlico de periodo 3 consideramos la siguiente funcién f(z) = e2mi5 x4 22,
Esta figura se conoce por el nombre de Fat Douady rabbit (ver [5]). Ademds, es importante
destacar que el punto parabdlico se encuentra en la interseccién de las tres puntas superiores. Al
examinar los resultados obtenidos en la Figura [5.3|se puede apreciar que aunque aumentemos el
numero de iterados no hay diferencias significativas en la representacion de las figuras. Incluso
con una gran diferencia en el nimero de iteraciones entre N = 100 y N = 500 los cambios
visuales que se detectan son minimos, pero las lineas deberian de acercarse al punto parabdlico.
Es decir, por mas que aumentemos N, las puntas no llegan a tocarse.
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-1 0 1

[\

—2 -1 0 1
(a) N =100, 3.54 segundos. (b) N = 200, 5.43 segundos. (¢) N =500, 11.5 segundos.

Figura 5.3: Algoritmo de escape para dibujar caso parabdlico de periodo 3.

Disco de Siegel

Para estudiar los resultados de dibujar un disco de Siegel tenemos la funcién f(z) = A\z+ 22,
siendo A = 2™ y 9 = @ Podemos observar en la Figura que en el primer dibujo
los bulbos son bastante gordos, mientras que a medida que vamos aumentando el nimero de
iterados los bulbos estdn un poco més definidos y las puntas se acercan mas. Aunque los cambios
se pueden apreciar, es cierto que el dibujo mejora muy ligeramente y se necesita un nimero de
N bastante elevado para poder apreciar los resultados.

-2
-2 -1 0 1 2

[\V]

-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1
(a) N =100, 4.02 segundos. (b) N =200, 7.75 segundos. (¢) N =500, 18.95 segundos.

Figura 5.4: Algoritmo de escape para dibujar disco de Siegel.
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Caso de una dendrita

Para ver el caso de una dendrita estableceremos el valor de ¢ = 7. Cuando tenemos una
dendrita el punto critico no escapa a infinito y es preperiédico. Esto podemos verlo facilmente
ya que si f(z) = 22 + i, iterando el punto critico 0 nos quedaria que

Por tanto tenemos que ¢ — 1 es un ciclo de periodo 2 y el punto critico es preperiddico.
Ademas el conjunto de Julia tiene interior vacio. En este caso, no se puede dar lugar a ninguna
componente de Fatou a parte de A(c0).

-1 0 1 -1 0 1 -1 0 1
(a) N =50, 1.64 segundos. (b) N =100, 1.85 segundos. (¢) N =500, 1.67 segundos.

Figura 5.5: Algoritmo de escape para dibujar una dendrita.

En la Figura [5.5] podemos observar que cuando N = 50 el dibujo de la dendrita se ve muy
bien y con mucha claridad. A medida que se aumenta el nimero de iterados, el resultado es
peor hasta el punto que cuando N = 500 cuesta identificar la dendrita. Esto se debe a que como
el escalado de colores es proporcional al nimero de iterados y para este caso tenemos que el
conjunto de Julia tiene interior vacio, no se necesita dibujar ningtin punto de color negro ya
que todos los puntos escaparan. Sin embargo, podemos “intuir” el conjunto de Julia como la
acumulacién de los puntos que tardan més en escapar a infinito. Pero si aumentamos el niimero
de iterados esos puntos se ven menos.

Por tanto, si el dibujo que queremos realizar con el algoritmo de escape tiene interior vacio,
seria conveniente utilizar pocos iterados.
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Anillo de Herman

2az—l—l

Para poder obtener un anillo de Herman utilizaremos la funcién f(z) = Az siendo

' +a
A= e ¢t =0,61517321588... y a = 0,25. En primer lugar veremos la figura entera, mientras
que después haremos una ligera ampliacién donde se encuentra realmente el anillo de Herman.

(d) N =100, 37.53 segundos. (e) N =200, 66.76 segundos. (f) N =500, 188.42 segundos.

Figura 5.6: Algoritmo de escape modificado para dibujar anillo de Herman.

Las figuras se han obtenido haciendo la modificacién mencionada anteriormente sobre el
algoritmo de escape para funciones cuadraticas. El resultado de la ejecucién podemos verlo en
la Figura Ademas, vemos que el resultado es diferente a los resultados obtenidos hasta el
momento con el algoritmo de escape, ya que no hay un escalado de colores. Esto se debe a
las dificultades que hemos tenido con la escala de colores al haber dos puntos atractores. La
solucién adoptada ha sido eliminar la escala de colores y pintar los colores que escapan a infinito
de azul, los que convergen al 0 de naranja y el resto negro. De esta manera, podemos distinguir
el comportamiento de cada punto con mayor facilidad.

En cuanto a los resultados de la ejecucién del algoritmo, podemos ver que para N = 100
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se obtiene un dibujo aceptable pero como podemos comprobar si aumentamos el nimero de
iterados, los bulbos obtienen mas detalle y estdn maés definidos, aunque también aumenta el
tiempo de ejecucién.

(¢c) N =100, 34.96 segundos. (d) N =200, 68.03 segundos.

Figura 5.7: Algoritmo de escape sin modificar para dibujar anillo de Herman.

Si no hubiéramos hecho la modificacion del algoritmo, el resultado obtenido hubiera sido
el de la Figura Se puede observar que el centro de la figura estd de color negro porque
al no considerarse el 0 como punto atractor, no se tiene en cuenta y simplemente se considera
que no ha convergido a infinito y por tanto esta acotado, como en el caso cuadratico. Ademas,
también se aprecia que hay cortes por la zona de los extremos y que parece que la figura no
esté terminada. Esto se debe a que como f es una funcién racional, la condicién de escape es un
numero mayor que 2. En general, este valor se desconoce, por tanto se suelen probar nimeros
grandes como por ejemplo escape > 100.
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Conjunto de Mandelbrot

Hasta ahora hemos visto representaciones del conjunto de Julia o de funciones racionales.
Asi que en este apartado vamos a ver una representacién del conjunto de Mandelbrot y una
ampliacién de una zona conocida como los elefantes (ver [11]). Estos elefantes se encuentran en
la frontera del cardioide principal del conjunto de Mandelbrot y reciben este nombre debido a
su forma similar con un elefante. Son ampliaciones que se caracterizan por tener autosimilitud,
es decir, estructuras similares al conjunto de Mandelbrot pero en una escala mas pequena.

-1

-2 -1 0 -2 -1 0
(a) N =30, 2.57 segundos. (b) N =50, 4.77 segundos. (¢) N =150, 8.28 segundos.
—0,5 g —0,5 g
-1 1B
~1,5 ~1,5
-2 -2
—-25 -25
0,26 0,26 0,26 0,26 0,26 0,26 0,26 0,26 0,26 0,26

(d) N =100, 11.36 segundos. (e) N =500, 38.16 segundos.
Figura 5.8: Algoritmo de escape para dibujar el conjunto de Mandelbrot.

En la Figura podemos ver que los primeros tres dibujos son una representacién del
conjunto de Mandelbrot. Para N = 30 vemos que el dibujo es muy malo porque los bulbos
aparecen muy separados. Si aumentamos a N = 50, los bulbos se distinguen mejor pero la
antena de la punta que se ve a la izquierda ya se empieza a ver peor. Mientras que si N = 150,
los bulbos se ven muy bien pero la parte blanca de la antena no se distingue correctamente
y parece que el conjunto de Mandelbrot no sea un conjunto conexo, pero hemos visto en la
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propiedad [3] que si que lo es.

Por otro lado, en los dltimos dos dibujos de la Figura [5.8] podemos ver la ampliacién de los
elefantes. Se puede apreciar que cuando se utiliza N = 100, el dibujo es deficiente a pesar de ser
un numero de iteraciones considerable. Sin embargo, para poder apreciar los detalles del dibujo
es necesario aumentar significativamente el nimero de iterados, como por ejemplo a N = 500.

Ampliacién del conjunto de Mandelbrot

En esta secciéon vamos a ver con detalle las antenas de un bulbo del cardioide principal del
conjunto de Mandelbrot.

0,65 0,65 0,65
0,6 0,6 0,6
0,55 0,55 0,55 §
0,5 0,5 0,5

s o : 3
0,25 03 035 04 025 03 03 04 0,25 03 035 04

(a) N =100, 14.62 segundos. (b) N = 300, 26.29 segundos. (¢) N =500, 22.88 segundos.
Figura 5.9: Algoritmo de escape para dibujar bulbo del conjunto de Mandelbrot.

En la Figura [5.9] se puede observar que a medida que aumenta el nimero de iteraciones,
el conjunto de Mandelbrot se representa de manera mas precisa y detallada. Sin embargo, el
espacio de bifurcaciones cada vez es menos visible. Cabe destacar que en este caso el color
blanco significa que el punto critico es cercano a un parametro que no escapa a infinito, pero al
aumentar el nimero de iterados ya no se distingue correctamente, de forma parecida a lo que
pasaba en el caso de la dendrita.
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5.2. Algoritmo de iteracion inversa

Este algoritmo funciona bien siempre para los casos hiperbdlicos, discos de Siegel, casos
parabdlicos, cerca de parabdlicos y dendritas. El algoritmo estd basado en la propiedad @ que
dice que si 2z es un punto de J(f), el conjunto de todas las antiimédgenes de zq es denso en J(f).

Para implementar el algoritmo, lo primero que hay que hacer es buscar sobre qué punto del
conjunto de Julia hay que empezar a hacer los cdlculos de iteracién inversa. Veamos que uno de
los dos puntos fijos es repulsor y que los puntos fijos son las soluciones de la ecuacién

22 +c=z,
por tanto,
1
e = 5(1 — V1 —4c),
1
/BC:§(1+V174C)

son las soluciones de la ecuacién.

Ahora se puede comprobar que (. es repulsor excepto para ¢ = %. Es decir, . tiene multi-
plicador Ag = 2z, por tanto sustituyendo obtenemos que Ag = 1+ +/1 — 4c. Entonces esta claro
que |1 4+ /1 —4c| > 1 ya que o bien /1 — 4c es un numero real positivo, o bien es un nimero
imaginario. Si ¢ = %, el multiplicador serd A\g = 1 dando lugar a un caso parabdlico. Como
sabemos que los puntos repulsores pertenecen al conjunto de Julia y los puntos parabdlicos
también, usaremos 5. como punto base. A partir de aqui tenemos que zy = . y empezaremos

a calcular las antiimagenes de la forma z, = +./z,_1 — ¢ donde todo punto z,, para cada n,
cumple que Q7 (,) = B..

Tal y como hemos visto en el algoritmo de escape, los puntos que peor se dibujan son los
que estan cerca de puntos fijos o periddicos cuyo multiplicador es cercano a 1. Por ello, nos
interesa centrarnos mas en los puntos cuya derivada es pequena y descartar los puntos que
tengan una derivada grande, ya que en general estos puntos se dibujan mejor y dan menos
problemas. Ademds, puede pasar que las antiimdgenes no se distribuyan de forma equitativa
por el conjunto de Julia y necesitemos un nivel muy alto de n, teniendo que almacenar en la
memoria 2" puntos y que todavia hayan zonas poco exploradas. Para evitar estos problemas
vamos a calcular el médulo de la derivada y vamos a iterar los puntos hasta que este médulo
alcance un determinado valor, D, descartando los puntos que lo superen. Habré algunos puntos
que lo alcancen con mayor rapidez y otros que necesiten realizar més iteraciones.

La derivada acumulada que hemos mencionado es muy sencilla de calcular. Se calcula uti-
lizando la regla de la cadena. Comenzamos estableciendo el valor de la derivada acumulada en

1 (derAcu = 1). Ademés, sabemos que la derivada de la funciéonf(z) = 22 + ces f/(z) = 22. A
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medida que ejecutamos el algoritmo, guardamos el valor absoluto de la derivada en punto que
estamos evaluando, lo sustituimos en f/(z) y lo multiplicamos por el valor actual de la derivada
acumulada. Es decir, actualizamos la derivada acumulada multiplicindola por el valor absoluto

de f'(2).

En este algoritmo se pueden variar los pardmetros de N que es el nimero de iteraciones
inversas maximas que realiza el algoritmo y D que es el valor maximo de derivada acumulada
al que se va a llegar para cada valor de c. Asi que a continuacién vamos a ver como influyen los
cambios en cada uno de ellos. Ademds, el cédigo del algoritmo implementado se encuentra en
el Anexo en caso de querer consultarlo, aunque el nicleo del algoritmo es el siguiente.

def algoritmo_it_inversa(z, derAcu, nlter):
if nlter >= max_iter or derAcu > D:
return False

derAcu x= abs(der_punto(z)) #calculamos la derivada acumulada

i, j = get_pos(z.real, z.imag)
img. putpixel ((i, j), (0, 0, 0)) #pintamos el pizel de negro

inv = inverse_iteration (z) #calculamos la inversa del punto

algoritmo_it_inversa (inv, derAcu, nlter + 1)
algoritmo_it_inversa(—inv, derAcu, nlter + 1)

return True

Caso hiperbdlico

Veamos como funciona este algoritmo para casos hiperbdlicos. En primer lugar vamos a
ver los resultados obtenidos para el valor ¢ = 0,36 + 0,34¢. Como tenemos que estudiar el
comportamiento de los pardmetros N y D, el procedimiento que hemos seguido ha sido en
primer lugar fijar el parametro D con un valor considerable y aumentar el valor de N para ver

cémo influye. Después, hemos fijado el pardmetro N con un valor elevado y hemos modificado
la D.

En la Figura [5.10] podemos que ver que al fijar el parametro D = 50000, a medida que se
aumenta el niimero de iterados se distinguen més partes del dibujo. Cuando N = 50 el interior
de la figura esta casi todo de color blanco, mientras que cuando N = 500, se distinguen las
espirales que forman la figura a la perfeccién. Por tanto, el parametro N influye directamente
en el dibujo y en que se pueda visualizar con sus partes completas.
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(a) N = 50, D = 50000, 8.06 se- (b) N = 150, D = 50000, 15.37 (¢) N = 500, D = 50000, 16.54
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(d) N = 500, D = 1000, 0.3 se- (¢) N = 500, D = 10000, 1.71 se- (f) N = 500, D = 30000, 7.61 se-
gundos. gundos. gundos.

Figura 5.10: Algoritmo de iteracién inversa para caso hiperbdlico con ¢ = 0,36 + 0,347. En la
primera fila se ha fijado el pardmetro D = 50000 y en la segunda fila el parametro N = 500.

Sin embargo, si fijamos el parametro N = 500 y modificamos el valor D, el resultado obtenido
es muy diferente al comentado anteriormente. La forma de la figura y las espirales que contiene
se pueden distinguir en todo momento, en lo que influye el pardmetro D es en la intensidad. Es
decir, si D = 1000 se distingue la figura pero el resultado adquiere un color muy claro ya que
estd formado por pocos puntos. Mientras que a medida que aumenta D, la figura se ve de un
color mas intenso.

Si modificamos el valor de ¢ anterior a ¢ = —0,672 + 0,337¢ podemos ver en los resultados
de la Figura que ocurre lo mismo que para el anterior valor de c.
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-1 0 1 -1 0 1 -1 0 1
(a) N = 50, D = 50000, 0.7 se- (b) N = 150, D = 50000, 0.71 se- (c) N = 500, D = 50000, 5.14 se-
gundos. gundos. gundos.
1 - |
0 - |
-1+ |
| | | | | | | | |
—1 0 1 —1 0 1 —1 0 1
(d) N = 500, D = 1000, 0.28 se- (e) N = 500, D = 10000, 0.57 se- (f) N = 500, D = 30000, 2.15 se-
gundos. gundos. gundos.
Figura 5.11: Algoritmo de iteracion inversa para caso hiperbdlico con ¢ = —0,672 + 0,337i. En

la primera fila se ha fijado el parametro D = 50000 y en la segunda fila el parametro N = 500.

Caso cercano a parabdlico

Para el caso cercano a parabdlico vamos a establecer ¢ = 0,285 + 0,017 y vamos a ver cémo
afectan los parametros N y D. Vamos a continuar con el mismo procedimiento de primero fijar
el valor D y variar el nimero de iterados y después fijar N y variar el parametro D.

En la Figura podemos observar que cuando fijamos D = 15000, si tenemos valores de
N bajos la figura no esta completa y hay zonas en las que deberian aparecer puntos negros y no
aparecen. Esto se debe a que se necesita mayor ntimero de iterados para poder obtener todas
las partes de la figura. Por tanto, a medida que aumentamos el parametro IV, el resultado va
mejorando hasta obtener una figura en la que la espiral se distingue completamente.
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Figura 5.12: Algoritmo de iteracién inversa para el valor ¢ = 0,285 + 0,01¢. En la primera fila
se ha fijado el parametro D = 15000 y en la segunda fila el parametro N = 400.

Sin embargo, si fijamos el pardmetro N y variamos el pardmetros D, vemos que la espiral se
ve completa desde el primer caso, pero hay zonas que aparecen muy claras y no se distinguen
bien. A medida que se aumenta el valor D, aparecen mds puntos y aumenta la intensidad en
determinadas zonas de la figura, hasta obtener un resultado satisfactorio.

Caso parabdlico de periodo 3

Para estudiar el caso parabdlico de periodo 3 definimos la funcién f(z) = X3z 4+ 22 En

este caso nuestro punto inicial es zg = 1 — A, siendo A = 25 . Los resultado obtenidos podemos
verlos en la Figura En primer lugar, al fijar D = 100000 y modificar el valor de N podemos
observar que cada vez las puntas se acercan mas al centro y la distancia entre ellas es menor.

o1



Aunque, cabe mencionar que se necesita aumentar mucho el valor de N para que se puedan
apreciar los cambios, ya que entre las figuras con N = 50 y N = 300 se ve claramente la mejoria.
Pero, entre N = 300 y N = 1000 el dibujo mejora a un ritmo mucho més lento.
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-2 | -9 | | | -9 | | |
-2 -1 2 -2 -1 0 1 -2 -1 0 1 2
(a) N =50, D = 100000, 2.84 se- (b) N = 300, D = 100000, 2.06 (¢) N = 1000, D = 100000, 2.05
gundos. segundos. segundos.
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oy X
Vo, P .
Ny -
0f . 0 P 0l a
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(d) N = 5000, D = 1000, 0.28 se- (¢) N = 5000, D =

gundos. segundos.

10000, 0.37 (f) N
segundos.

= 5000, D = 100000, 6.09

Figura 5.13: Algoritmo de iteracién inversa para caso parabdlico de periodo 3. En la primera
fila se ha fijado el parametro D = 100000 y en la segunda fila el pardmetro N = 5000.

Por otro lado, cuando fijamos N = 5000 y modificamos el valor D, entre las figuras con
D = 1000 y D = 10000 hay una mejoria muy dréstica. Pero, entre D = 10000 y D = 30000 los
cambios que se observan son minimos. Por tanto, la figura con el aumento de los dos parametros
mejora muy lentamente. Ademds, cabe destacar que los tiempos de ejecucién son bastante
inmediatos.
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Disco de Siegel

Para dibujar un disco de Siegel necesitamos definir la funcién f(z) = A\z+22, siendo A\ = €27
y 0= ‘/52_1, como ya hemos visto anteriormente. Al igual que antes hemos tomado un punto

repulsor inicial, en este caso es facil de ver que el punto fijo zo = 1 — X es repulsor. En la Figura
podemos ver los resultados obtenidos. En primer lugar vemos que si fijamos D = 100000,
a medida que se aumenta el pardmetro N los bulbos se ven mas definidos y el dibujo mejora
considerablemente. Pero, si fijamos el pardametro N = 500, ocurre lo mismo. Es decir, a medida
que aumenta el valor D, se puede apreciar que los bulbos cada vez estdn maés cerrados y las
puntas estan mas cerca de tocarse. Por tanto, podemos decir que en este caso los dos parametros
tienen una influencia bastante parecida.

2 2 2
1 | 1) | 1) |
0f | 0 | 0 |

—1f 1 —f 1o—f y

-2 | | | -2 | | | -2 | | |
2 -1 0 1 2 —2 -1 0 1 2 —2 -1 0 1 2

(a) N =50, D = 100000, 2.81 se- (b) N = 150, D = 100000, 4.31 (c) N = 500, D = 100000, 3.9 se-

gundos. segundos. gundos.
2 2 2
1 ) 1 | 1 |
0l | 0l | 0l |
-1 T 1 -1 .
-2 | | | -9 | | | -2 | | |
-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2

(d) N =500, D = 10000, 0.45 se- (e) N = 500, D = 50000, 1.53 se- (f) N = 500, D
gundos. gundos. segundos.

500000, 47.09

Figura 5.14: Algoritmo de iteracién inversa para dibujar un disco de Siegel. En la primera fila
se ha fijado el pardmetro D = 100000 y en la segunda fila el pardmetro N = 500.
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Caso de una dendrita

Para estudiar el caso de una dendrita establecemos el valor ¢ = i. En este caso, como
podemos ver en la Figura si fijamos el valor D y aumentamos el niimero de iterados,
los cambios que se pueden apreciar son minimos. Los resultados son practicamente iguales y
los cambios no se aprecian a simple vista. Sin embargo, si fijamos el parametros N = 500, y
variamos el pardmetro D, si que se aprecian cambios. Cuando D = 10000, la figura tiene zonas
mas claras por la zona central y superior. Pero a medida que se aumenta el valor D, estas zonas
claras cada vez son menores hasta que con D = 500000 la figura estd completa y toda la figura
esta de color negro.
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Figura 5.15: Algoritmo de iteracién inversa para ¢ = i. En la primera fila se ha fijado el parametro
D = 100000 y en la segunda fila el parametro N = 500.
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5.3. Algoritmo de Henriksen

Este algoritmo estd basado en la propiedad del apartado que dice que los puntos
repulsores pertenecen al conjunto de Julia y forman un conjunto denso en J(f). La idea general
del algoritmo es que en vez de iterar un punto, se van a iterar todos los puntos a la vez de cada
pixel. Es decir, se va a iterar una bola de cierto radio. Asumimos que el tamano de la bola se
multiplica por la derivada y esto linealmente, cerca de cada punto es aproximadamente cierto.

Para dibujar el conjunto de Julia, dado un pixel, queremos iterarlo para saber si contiene
un punto periédico, es decir si f"(z) = z para algin n € N, siendo n > 1. Pero, debemos
tolerar un error en este calculo, ya que estamos considerando un pixel que tiene un determinado
tamano y no tnicamente un punto, por tanto al hacer los calculos si el punto esta dentro del pixel
consideraremos que si se cumple la condicién. Es decir, queremos comprobar si f"(z+¢) = z+¢,
donde € es comparable al tamafno del pixel y lo hemos definido previamente.

Entonces, aproximando por su serie de Taylor de orden 1, queremos comprobar que

=)
(-1 °

= ()
(V) -1

fe+e) = f"2) +e(fN)(2) =2+e =

Por lo tanto, nuestra condicion de parada consistird en comprobar si

‘<6.

Ademds, para calcular (f™)'(z) utilizaremos la regla de la cadena ya que sabemos que f"(z) =
f(f"Y(2)). Por tanto quedaria, (f*)'(z) = f'(f* *(2)) - (f* !)(z). Para implementarlo en el
codigo del algoritmo, seria suficiente con inicializar una variable a 1 y en cada iteracion ir
multiplicdndola por la derivada acumulada.

Pero si lo que queremos dibujar es el conjunto de Mandelbrot, lo que buscamos son los
centros. Es decir, queremos encontrar los puntos en los que 0 = f™(¢) ya que si se cumple la
Conjetura de conectividad local del conjunto de Mandelbrot, estos puntos se acumulan en
la frontera del conjunto de Mandelbrot. Por tanto, de la misma forma que lo hemos demostrado
antes, aproximando por su serie de Taylor de orden 1, comprobamos que

e

1—(f")(c)

Si inicializamos la derivada a 1 (der = 1), y f(c) = ¢ + ¢, derivando quedaria que f'(c) =
2c - der + 1. Por tanto, generalizando por la regla de la cadena tendriamos que

(fn)/(c) —9. fn—l<c) X (fn—l)/(c) + 1.

f(c+e) = f"(c)+e(f")(c)=0+e <=

(e)
1= (7"Y(0)

Por tanto, nuestra condicién de parada consistird en comprobar si < €. Ademas,

en ambos casos, hay una condicién de parada de escape a infinito.
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Ahora vamos a ver diferentes casos con este algoritmo. Para el estudio del comportamiento de
los pardmetros N y €, seguiremos el mismo procedimiento que en la seccién anterior. En primer
lugar, fijaremos el pardmetro € con un valor y aumentaremos el valor de N. A continuacién,
fijaremos el pardmetro N con un valor elevado y modificaremos el valor de €. El c6digo completo
para generar las figuras se encuentra en [A.3]

Casos hiperbdlicos

En este apartado vamos a ver como se comporta este algoritmo para dibujar casos hiperbdli-
cos. En primer lugar vamos a ver los resultados obtenidos con ¢ = 0,36 + 0,347 en la Figura

0. 16}
1 ,
0 i
1L N
| | | | | | | | |
-1 0 1 -1 0 1 -1 0 1
(a) N =100, 16.49 segundos. (b) N = 200, 42.03 segundos. (¢) N =400, 76.01 segundos.
T
11 | 11 P ”‘; | 1L |
LW P
ﬂ'b\w} {;\4/‘ s
0f 1 o , 1 of |
1| 11 4 -1
| | | | | | | | |
—1 0 1 -1 0 1 -1 0 1

(d) e = 0,1 - tamano pixel, 59.77 (e) € = 0,25 - tamano pixel, 68.32 (f) ¢ = 0,5 - tamano pixel, 69.65
segundos. segundos. segundos.

Figura 5.16: Algoritmo de Henriksen para caso hiperbdlico con ¢ = 0,36 + 0,344i. En la primera
fila se ha fijado el pardmetro ¢ = 0,15 - tamano pixel y en la segunda fila el pardmetro N = 400.

Cuando fijamos el pardmetro € y variamos el valor de N, podemos observar que cuando
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N = 50 hay zonas por el interior de la figura que estan de color blanco pero que no deberian
estarlo. Esto se debe a que el niimero de iteraciones es demasiado bajo para poder dibujar la
figura al completo. Por este motivo, a medida que se aumenta el valor de IV, vemos que aparecen
mas zonas dibujadas hasta que los bulbos se terminan cerrando.

Sin embargo, cuando fijamos el pardmetro N y modificamos el valor de €, se puede observar
que aumenta el grosor de la figura. Esto se debe a que como el valor de € es mas grande, se
mira en un entorno mas grande si hay puntos periédicos. Como los entornos son més grandes,
hay més puntos que cumplen que f"(z + €) = z + ¢, por tanto hay mayor cantidad de puntos

dibujados en color negro.

(d) e = 0,1 - tamano pixel, 61.09 (e) ¢ = 0,25 - tamano pixel, 56.3 (f) ¢ = 0,5 - tamano pixel, 54.09
segundos. segundos. segundos.

Figura 5.17: Algoritmo de Henriksen para caso hiperbdlico con ¢ = 0,36 + 0,34i. En la primera
fila se ha fijado el parametro ¢ = 0,15 - tamano pixel y en la segunda fila el parametro N = 400.

Si miramos el resultado para el valor ¢ = —0,672 + 0,337¢ en la Figura podemos ver
que ocurre lo mismo que para el anterior valor de c.
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Caso cercano a parabdlico

Para estudiar el caso cercano a parabdlico establecemos el valor ¢ = 0,285 4 0,01¢. En la
Figura podemos ver que, al igual que en el caso anterior, si fijamos € y modificamos el
nimero de iterados, aparecen zonas en blanco que no deberian. Pero, si aumentamos N, cada
vez hay mas puntos en negro en la figura que hacen que finalmente esté completa.

Por otro lado, si fijamos N y modificamos el valor €, podemos observar que hay que ir con
cuidado. Si el valor de € es demasiado grande, aparece la frontera de la figura con un grosor
bastante grande. Por tanto, en las zonas que aparecen espirales, al estar las lineas muy juntas se
pierde gran cantidad de detalles. Por este motivo es recomendable escoger un valor € adecuado.
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ey Y &
& W ﬂ“%%
e LR
—-1t 4 -1t 4 -1t ood W |
| | | | | | | | |
-1 0 1 -1 0 1 -1 0 1
(a) N =50, 9 segundos. (b) N =100, 10.9 segundos. (¢) N =300, 10.67 segundos.
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1y AV SR 8 1p B ek a 1 i) a
I TR AT
e £ s, & Lg% fs@“"@;% g@:,tw 53
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ol 1 ol o £ &g@f 1ol o @ |
%
dd 7y Moy 7y
Y8 o a0l €&’
% 2, W R thH%
685 €&
1) 1 ) e 1 At e o .
| | | | | | | | |
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(d) e = 0,1 - tamano pixel, 13.03 (e) ¢ = 0,25 - tamano pixel, 12.1 (f) ¢ = 0,5 - tamano pixel, 11.66
segundos. segundos. segundos.

Figura 5.18: Algoritmo de Henriksen para dibujar el conjunto de Julia para ¢ = 0,285 4 0,014
que es un caso cercano a parabdlico. En la primera fila se ha fijado el pardmetro ¢ = 0,15 -
tamafio pixel y en la segunda fila el pardmetro N = 300.
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Caso parabdlico de periodo 3

Para estudiar el caso parabdlico definimos la funcién f(z) = 25z 4 22 En la Figura|5.19
podemos ver que si fijamos el parametro €, al aumentar el nimero de iterados cada vez se
distinguen mas detalles del dibujo y las puntas estan mas cerca de tocarse.

Mientras que si fijamos el valor N = 700 y modificamos el valor de ¢, podemos ver que cuando
e = 0,1-tamano pixel la figura se ve muy clara y cuesta distinguir todas las partes del dibujo con
facilidad. Pero, a medida que aumentamos el tamano de € hasta tomar ¢ = 0,5 - tamafo pixel,
cada vez el grosor del dibujo es més grande y se distingue mejor el dibujo. Aunque, cabe destacar
que no se debe tomar un tamano de € demasiado grande porque sino se pueden perder detalles
de la figura.
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Vﬂi‘v‘“«\ff% Oy ‘L\f&)\z A ‘:
0F B Ay | 0 B Ay | 0F A @ y
g 3 et et/ v
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—1| P g -1} Doy -1} B ey
s D A 7" PP
Ty b
-2 | | | -2 | | | -2 | | |
-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2
(a) N =50, 10.89 segundos. (b) N = 200, 25.97 segundos. (¢) N =700, 100.7 segundos.
2 2 2
1 ) 1 | 1) |
g
O
0 | 0 | 0F A ey
w },
A o
1| T 1 -1 w;,? .
-2 | | | -2 | | | -2 | | |
-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2

(d) e = 0,1 - tamano pixel, 93.41 (e) e = 0,25 - tamano pixel, 107.77 (f) ¢ = 0,5-tamafio pixel, 92.34 se-
segundos. segundos. gundos.

Figura 5.19: Algoritmo de Henriksen para dibujar caso parabdlico de periodo 3. En la primera
fila se ha fijado el pardmetro ¢ = 0,4 - tamano pixel y en la segunda fila el parametro N = 700.
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Disco de Siegel

Para poder dibujar los discos de Siegel necesitamos la funcién f(z) = Az + Az, siendo
A=e20y 9= % En la Figurapodemos ver que ocurre lo mismo que hemos comentado
en el caso anterior. Si fijamos € y variamos el nimero de iterados, podemos ver que la figura
mejora, los bulbos estan més definidos y aumenta la cantidad de detalles. Mientras que si fijamos
N y modificamos ¢, si el valor es muy pequeiio la figura se ve muy clara ya que los puntos que
la forman son muy pequenios. A medida que se va aumentando el valor, el grosor de la figura
aumenta.

(¢) N =700, 65.46 segundos.

2 2 2
1F = 1h Nk?::‘iu%&% .
d
0 0l 0l .
1) R R R
_2 | _2 | _2 | | |
9 1 9 1 0 2 2 1 0 1 2

(d) e = 0,1 - tamano pixel, 76.09 (e) ¢ = 0,25 - tamafio pixel, 77.35 (f) ¢ = 0,5-tamafio pixel, 73.44 se-

segundos.

segundos.

gundos.

Figura 5.20: Algoritmo de Henriksen para dibujar disco de Siegel. En la primera fila se ha fijado
el pardmetro € = 0,2 - tamano pixel y en la segunda fila el parametro N = 700.
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Caso de una dendrita

Para el caso de la dendrita, establecemos el valor de ¢ = 7. En la Figura podemos
observar los resultados obtenidos. En primer lugar, vemos que cuando fijamos € y el niimero
de iterados es N = 20 hay zonas por la parte central y superior de la figura que no estan bien
definidas. Esto se debe a que el nimero de iteraciones es demasiado bajo y no se puede obtener
la figura de forma completa. Cuando aumentamos N vemos que la figura para N = 50 es la
misma que para N = 100, es decir, no se aprecia ninguna diferencia. Ademas, los dos dibujos
tardan aproximadamente lo mismo en ejecutarse. Esto se debe a que aunque el nimero de
iteraciones aumente, la figura convergerd a infinito en la misma iteracién y se dejard de iterar
el bucle para iterar otro punto debido a la condicién de escape a infinito. Por tanto, haran el
mismo ntmero de iteraciones aunque tengan valores de N distintas. Por otro lado, si fijamos N
y modificamos €, vemos que el grosor de la figura varia dependiendo del e escogido.
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(d) € =0,1-tamano pixel, 3.81 se- (e) ¢ = 0,25 - tamano pixel, 4.91 (f) e = 0,5 - tamano pixel, 4.76 se-
gundos. segundos. gundos.

Figura 5.21: Algoritmo de Henriksen para dibujar el conjunto de Julia para ¢ = i que es una
dendrita. En la primera fila se ha fijado el parametro e = 0,15 - tamano pixel y en la segunda
fila el parametro N = 100.
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Anillo de Herman

az+1

Para dibujar un anillo de Herman necesitaremos la funcién f(z) = A\z? siendo A =

e2™t t = 0,61517321588... y a = 0,25. Primero veremos la figura entera, mientras que después
haremos una ligera ampliaciéon donde se encuentra realmente el anillo de Herman. En la Figura
podemos ver que si fijamos € y aumentamos el nimero de iterados la figura mejora consi-
derablemente. Mientras que si fijamos el valor N = 500 y modificamos ¢, el grosor de la figura
aumenta proporcionalmente. Podemos ver que hacen falta muchos iterados para que los dibujos
se vean bien, pero el resultado es muy bueno. Cabe destacar que los tiempos de ejecucion son
muy elevados ya que para N = 500 ha tardado aproximadamente 15 minutos y para N = 1500
ha tardado aproximadamente 40 minutos en terminar de ejecutarse.

(d) € = 0,1 - tamano pixel, 231.74 (e) € = 0,25 - tamano pixel, 284.3 (f) ¢ = 0,5 - tamano pixel, 254.57
segundos. segundos. segundos.

Figura 5.22: Algoritmo de Henriksen para dibujar un anillo de Herman. En la primera fila se
ha fijado el pardmetro € = 0,15 - tamano pixel y en la segunda fila el parametro N = 500.

Si hacemos una ampliacion y miramos con mas detalle donde se encuentra realmente al
anillo de Herman obtenemos los resultados de la Figura Podemos observar que ocurre lo
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(b) N =500, 843.12 segundos.  (c) IN = 1500, 2410.59 segundos.

2
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(d) € = 0,1 - tamano pixel, 876.46 (e) e = 0,25 - tamano pixel, 921.61 (f) ¢ = 0,5 - tamano pixel, 880.08
segundos. segundos. segundos.

Figura 5.23: Algoritmo de Henriksen para dibujar un anillo de Herman. En la primera fila se
ha fijado el pardmetro e = 0,15 - tamano pixel y en la segunda fila el parametro N = 500.

mismo que si no hacemos la ampliacién.

Conjunto de Mandelbrot

Para dibujar el conjunto de Mandelbrot con el algoritmo de Henriksen es necesario hacer
una modificacién del cédigo utilizado para dibujar el conjunto de Julia ya que como hemos visto
en el principio de la seccién, no se utiliza la misma condicién ni se calcula de la misma forma
la derivada acumulada.

En la Figura podemos ver varias representaciones del conjunto de Mandelbrot. En
primer lugar, podemos observar que a medida que aumenta el niimero de iteraciones los bulbos
de las figuras estan mas cerrados y mejor definidos. Aunque cabe destacar que con el valor de €
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escogido no se obtienen buenos dibujos ya que la antena de la izquierda parece que sea disconexa
pero no es cierto ya que sabemos que el conjunto de Mandelbrot es conexo.
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(d) e = 0,1 - tamano pixel, 45.25 (e) € = 0,25 - tamano pixel, 49.91 (f) ¢ = 0,5 - tamano pixel, 53.44
segundos. segundos. segundos.

Figura 5.24: Algoritmo de Henriksen para dibujar el conjunto de Mandelbrot. En la primera fila
se ha fijado el pardmetro e = 0,15 - tamano pixel y en la segunda fila el parametro N = 300.

Si aumentamos el tamano de € y fijamos el valor N, podemos observar que el grosor de la
figura aumenta en proporcién y se soluciona el problema que hemos comentado antes. A partir
de ¢ = 0,25 - tamano pixel, la antena de la izquierda ya si se ve conexa y unida al resto de la
figura.

A continuacién vamos a ver unos dibujos sobre los elefantes en la Figura En primer
lugar, se observa que se necesita un valor de N elevado para que el dibujo se distinga bien y se
puedan apreciar los elefantes. Pero, cuando fijamos el valor N y variamos el valor €, vemos que
los dibujos tienen un grosor mayor, aunque cuando € = 0,5 - tamafio pixel las zonas negras no
se distinguen de la misma manera que para los otros valores y se pierden detalles.
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(a) N =100, 59.43 segundos. (b) N = 150, 73.39 segundos. (c) N = 500, 240.38 segundos.

(d) ¢ = 0,1 - tamano pixel, (e) ¢ = 0,25 - tamano pixel, (f) e = 0,5-tamano pixel, 203.72
197.79 segundos. 215.88 segundos. segundos.

Figura 5.25: Algoritmo de Henriksen para dibujar los elefantes. En las figuras (a), (b) y (c) se ha
fijado el pardmetro € = 0,15 - tamafio pixel y en las figuras (d),(e) y (f) el parametro N = 500.

Ampliacién del conjunto de Mandelbrot

En este caso vamos a ver cémo funciona este algoritmo para dibujar las antenas de los
bulbos del cardioide principal del conjunto de Mandelbrot. Los resultados obtenidos son los de
la Figura y como en los casos anteriores, si aumentamos el nimero de iterados se puede
apreciar que el bulbo estd més cerrado y aparecen mas detalles. Mientras que si modificamos
el parametro e, aumenta el grosor de la figura. En general, podemos comprobar que cuantas
mas iteraciones mejor se ve el dibujo y la calidad de las antenas se mantiene. Es decir, mejoran
todas las partes por igual, ya sean las antenas o el bulbo en cuestion.
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(d) € = 0,1 - tamano pixel, 65.08 (e) ¢ = 0,25 - tamano pixel, 61.12 (f) ¢ = 0,5 - tamano pixel, 63.11
segundos. segundos. segundos.

Figura 5.26: Algoritmo de Henriksen para dibujar bulbo del conjunto de Mandelbrot. En la
primera fila se ha fijado el pardmetro e = 0,15 - tamano pixel y en la segunda fila el pardmetro
N = 300.

5.4. Comparacion de algoritmos

En esta secciéon vamos a hacer una comparacién de los diferentes algoritmos para todos los
casos que hemos visto en los apartados anteriores. Para ello, cogeremos los mejores dibujos
obtenidos variando los diferentes pardmetros. El orden de las imagenes de las figuras que a
partir de aqui vamos a comparar van a ser, en primer lugar el resultado del algoritmo de escape,
después del algoritmo de iteracion inversa y finalmente del algoritmo de Henriksen.

Empezaremos comparando el caso hiperbdlico en la Figura para ¢ = 0,36 + 0,347 (a),
(b) y (¢) y para ¢ = —0,672+0,337: (d), (e), (f). Podemos comprobar que el algoritmo que més
tiempo tarda en ejecutarse es el algoritmo de Henriksen, mientras que el que menos tiempo de
ejecucién necesita es el algoritmo de escape. Los resultados del algoritmo de iteracion inversa y
de Henriksen son muy similares, aunque los tres resultados obtenidos son bastante buenos.
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(a) N =500, 14.63 segundos.  (b) N = 500, D = 50000, 16.54 (¢) N = 400, ¢ = 0,5 -
segundos. tamano pixel, 69.65 segundos.
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(d) N =500, 18.28 segundos.  (e) N = 500, D = 50000, 0.65 se- (f) N = 400, ¢ = 0,5 -
gundos. tamano pixel, 54.09 segundos.

Figura 5.27: Comparacién caso hiperbdlico.

Ahora vamos a comparar algin caso cercano a parabdlico obtenido a través del valor ¢ =
0,285 + 0,01¢ en la Figura Podemos ver que con el algoritmo de iteracién inversa y el de
Henriksen se obtienen unos resultados muy parecidos aunque Henriksen es ligeramente mejor.
Lo tnico a destacar es la diferencia de tiempo de ejecucién entre los dos algoritmos ya que,
a diferencia del caso anterior, en este caso podemos ver que el algoritmo que mas tiempo de
ejecucién ha necesitado ha sido el algoritmo de iteracion inversa. También podemos ver que en el
algoritmo de escape no se pueden apreciar los detalles del dibujo tal y conforme podemos verlos
en los otros dos algoritmos. Por este motivo el algoritmo no es la mejor opcién para representar
este caso ya que es bastante delicado.

A continuacién vamos a comparar el caso parabdlico de periodo 3 en la Figura Pode-
mos ver que el algoritmo de iteracion inversa es casi inmediato, mientras que el algoritmo de
Henriksen ha tardado casi dos minutos en ejecutarse. Ademaés, en ambos dibujos las puntas casi
llegan a tocarse pero hace falta tener un nimero de iteraciones muy elevado. Sin embargo, el
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Figura 5.28: Comparacién caso cercano a parabdlico.

algoritmo de escape no es bueno para este tipo de casos ya que aunque aumentemos el nimero
de iteraciones, no se aprecian cambios significativos en la figura.
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(a) N =500, 11.5 segundos. (b) N = 1000, D = 100000, 2.05 (¢) N = 700, ¢ = 0,5 -
segundos. tamano pixel, 92.34 segundos.

Figura 5.29: Comparacién caso parabdlico de periodo 3.

Ahora vamos a comparar los resultados obtenidos al dibujar los discos de Siegel en la Figura
[6.30] Este caso es muy similar al caso anterior. Es decir, con el algoritmo de escape no obtenemos
un dibujo tan bueno como con los otros dos algoritmos. Y, entre los algoritmos de iteracion
inversa y Henriksen los resultados son muy similares, mientras que los tiempos de ejecucién son
bastante distantes.

La siguiente comparacién que vamos a realizar es para el caso de una dendrita que se obtiene
a través del valor ¢ = i en la Figura[s.31} En este caso podemos observar que tanto con algoritmo
de escape como con el algoritmo de Henriksen se ve la dendrita a la perfeccién y sin necesidad de
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Figura 5.30: Comparacién de los discos de Siegel.

utilizar parametros muy elevados. Mientras que el resultado del algoritmo de iteracién inversa
necesita un valor D muy grande para poder conseguir que la figura de la dendrita esté unida
por la zona central.

r§“~g’-
| | | | | |
-1 0 1 -1 0 1 -1 0 1
(a) N =50, 1.64 segundos. (b) N = 500, D = 500000, 19.67 (¢) N = 100, ¢ = 0,5 -
segundos. tamano pixel, 4.76 segundos.

Figura 5.31: Comparacion del caso de una dendrita con valor ¢ = i.

A partir de aqui las comparaciones que vamos a continuar haciendo van a ser del algoritmo
de escape y del algoritmo de Henriksen. Esto se debe a que el algoritmo de iteracién inversa
no lo vamos a utilizar para representar el conjunto de Mandelbrot. Adems4s, la funcién f para
poder dibujar los anillos de Herman tiene grado 3, por lo que el algoritmo de iteracion inversa
queda descartado debido a la gran dificultad para resolver la ecuaciéon y obtener la funcién
inversa. Por tanto, el algoritmo de iteracion inversa solo funciona para funciones cuadraticas en
las que se pueda resolver la ecuacion para obtener la inversa de forma explicita y esto es una
gran limitacién frente a los otros dos algoritmos.
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A continuacién vamos a comparar el conjunto de Mandelbrot. Los resultados obtenidos en
la Figura son ambos de buena calidad y se obtienen muy buenos resultados con los dos
algoritmos, aunque los tiempos de ejecucién sean muy distantes. Pero, cabe destacar que con
el algoritmo de escape tenemos la limitacién que cuando aumentamos el nimero de iterados
para que el dibujo tenga mas calidad, las antenas se distinguen peor y se dejan de ver con tanta
claridad. La antena de la izquierda puede parecer que sea disconexa del resto de la figura, pero
en realidad esta todo conectado.

-1,5
-2
—-25
0,26 0,26 0,26 0,26 0,26
(a) N =150, 8.28 segundos. (b) N =500, 38.16 segundos.
10-3
| o5 10
1 - |
0 - .
—1 + |
| | | -2.5 \ \ |
-2 -1 0 0,26 0,26 0,26 0,26 0,26
(¢ N = 300, ¢ = 0,25 - (d) N =500, 240.38 segundos.

tamano pixel, 49.91 segundos.

Figura 5.32: Comparacién del conjunto de Mandelbrot.

Los resultados obtenidos haciendo una ampliacién del conjunto de Mandelbrot son los que
podemos ver en la Figura La gran diferencia que se puede apreciar en es la calidad de las
antenas ya que con el algoritmo de escape es dificil distinguir detalles ya que aparecen con muy
poca intensidad. Mientras que con el algoritmo de Henriksen se ven todas las partes por igual
y se distinguen a la perfeccién todos los detalles.
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Figura 5.33: Comparacién de una ampliacién de las antenas del conjunto de Mandelbrot.

Los resultados de los anillos de Herman los podemos ver en la Figura Observamos
que el dibujo del algoritmo de escape es aceptable. Puede servir perfectamente para tener una
idea de como es el anillo de Herman y distinguir su forma. Pero, a comparacién del resultado
obtenido con el algoritmo de Henriksen, los resultados no tienen nada que ver. Se ve claramente
que con Henriksen se distinguen todas las partes mucho mejor y se obtiene una gran cantidad
de detalles que con el algoritmo de escape no se pueden apreciar.
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Figura 5.34: Comparacién de los anillos de Herman.
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5.5. Conclusion final

En resumen, hemos visto que el algoritmo de escape funciona perfectamente para casos
hiperbdlicos, ya que tinicamente aumentando el ntimero de iterados se obtienen resultados muy
buenos y el tiempo de ejecucion es relativamente pequeno para la cantidad de calculos realizados.
Sin embargo, para los casos en los que los parametros estdn cerca de puntos parabdlicos o si
son puntos periddicos indiferentes, no se consigue distinguir bien todas las partes del dibujo y
aunque aumentemos el nimero de iterados el resultado no mejora. En el caso de los discos de
Siegel, se obtienen resultados aceptables pero no tiene nada que ver con el resultado obtenido
con Henriksen. Para dibujar las dendritas y el conjunto de Mandelbrot este algoritmo funciona
muy bien menos cuando aparecen antenas ya que no se pueden distinguir con todo el detalle
posible. Por 1ltimo, en cuanto a los anillos de Herman se obtiene un dibujo aceptable que mejora
mucho al haber realizado la modificacién de la condicién de parada.

En cuanto al algoritmo de iteracién inversa, hemos visto que funciona perfectamente para
funciones cuadraticas. Su tiempo de ejecucion en casos hiperbdlicos es casi instantaneo y el
resultado es muy bueno siempre que se elijan bien los parametros. Mientras que, en casos
cercanos a parabodlicos o en casos parabdlicos, el tiempo de ejecucién es mas variable y depende
del parametro utilizado, aunque finalmente el resultado sea muy bueno. En el caso de los discos
de Siegel, los tiempos de ejecuciéon son muy pequenos y el resultado es muy similar al del
algoritmo de Henriksen, teniendo en cuenta que el algoritmo de Henriksen tarda mucho mas
tiempo en ejecutase. En el caso de dibujar una dendrita hemos visto que necesita valores de
los parametros excesivamente altos para que se consiga cerrar por la zona del centro, aunque
se obtienen buenos resultados también. Por dltimo, los anillos de Herman no se pueden obtener
a través de este método ya que tiene una limitacion. Para ejecutar este algoritmo es necesario
poder calcular la ecuacién inversa y si el grado de la funcién es mayor que 2, esto supone un
grave problema porque la dificultad para resolverla es muy alta o incluso imposible.

Finalmente, el algoritmo de Henriksen es el més versatil y nos garantiza que va a funcionar
en todos los casos, aunque el tiempo de ejecucion pueda variar. Ademads, todos los resultados
obtenidos son buenos y si no lo son, aumentando el nimero de iterados y la resolucién se
consigue una mejora importante. Por tanto, con este algoritmo sabemos que siempre vamos a
obtener dibujos muy satisfactorios y de buena calidad.
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Anexo A

Anexo 1

A.1. Algoritmo de escape

A.1.1. Conjunto de Mandelbrot

pixels = 1000

# definimos los limites del dibujo
width = 4

height = 4
minX = —2
minY = —2

maxX = minX + width
maxY = minY 4+ height

def f(z):

return zx*xz + ¢

def algoritmo_escape(c):
z = 0.0 + 0.0j

for i in range(max_iter):

z = f(z)
if abs(z) >= 4:
return i
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return max_iter
max_iter = 500

# creamos la malla de 0s
grid = np.zeros ([ pixels, pixels])

# ahora almacenamos en la malla el numero de iteracion
# en la que escapa a infinito
for fila , x in enumerate(np.linspace (minX, maxX, num=pixels)):
for col, y in enumerate(np.linspace (maxY, minY, num=pixels)):
¢ = complex(x, y)
grid [col ][ fila] = algoritmo_escape(c)

# definimos las pulgadas de la imagen
plt.figure (dpi=250)

#definimos la escala de color

plt .imshow (grid , cmap="RdGy’)
plt.axis(’off”)

# guardamos la imagen como un archivo PNG

plt.savefig (” ConjuntoMandelbrot.png”, bbox_inches="tight’, pad_inches=0)
plt .show ()

A.1.2. Conjunto de Julia
pixels = 1000

# definimos los limites del dibujo

width = 4
height = 4
minX = —2
minY = —2

maxX = minX 4+ width
maxY = minY 4 height

def f(z):
return zxz + c
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def algoritmo_escape(z):
for i in range(max_iter):

z = f(z)
if abs(z) >= 4:
return i

return max_iter

max_iter = 100
¢ = complex(—1, 0)

# creamos la malla de 0Os
grid = np.zeros ([ pixels, pixels])

# ahora la rellenamos la malla de 0Os
for fila , x in enumerate(np.linspace (minX, maxX, num=pixels)):
for col, y in enumerate(np.linspace (maxY, minY, num=pixels)):
z = complex(x, y)
grid [col ][ fila] = algoritmo_escape(z)

# definimos las pulgadas de la imagen
plt.figure (dpi=250)

plt .imshow (grid , cmap="RdGy’)
plt.axis(’off”)

# guardamos la imagen como un archivo PNG

plt.savefig (” ConjuntoJulia.png”, bbox_inches="tight’, pad_inches=0)
plt .show ()

A.2. Algoritmo de iteracion inversa

# creamos una nueva imagen de 1000x1000 pixeles con fondo blanco
pixels = 1000
img = Image.new( 'RGB’, (pixels, pixels), color="white’)

# definimos los limites del dibujo

width = 3
height = 3
minX = —1.5
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minY = —1.5
maxX = minX + width
maxY = minY + height

# se calculan parametros para obtener posicion matriz img
divX = width / pixels
divY = height / pixels

def inverse_iteration (z):
return np.sqrt(z — c)

# calcula la posicion de un punto en la matriz
def get_pos(x, y):
i = (maxX 4+ x) / divX
j = (maxy — y) / divY
return round (i), round(j)

def algoritmo_it_inversa(z, derAcu, nlter):
if nlter >= max_iter or derAcu > D:
return False

derAcu x= abs(der_punto(z))

i, j = get_pos(z.real, z.imag)
img. putpixel ((i, j), (0, 0, 0))

inv = inverse_iteration (z)

algoritmo_it_inversa (inv, derAcu, nlter + 1)
algoritmo_it_inversa(—inv, derAcu, nlter + 1)

return True
# definimos parametros
max_iter = 100
D = 20000

¢ = complex(—1, 0)

# definimos z_0 (punto repulsor)
z.0 = 0.5 « (1 + np.sqrt(l — 4 % ¢))
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# calculamos la derivada de 272 + ¢
z = symbols(’z")

der = diff(z % z + ¢, 2)

der_punto = lambdify (z, der)

algoritmo_it_inversa(z_-0, 1, 0)
plt .imshow (img)

# guardamos la imagen como un archivo PNG
img.save ( 'prueba.png’)

plt .show ()

A.3. Algoritmo de Henriksen

A.3.1. Conjunto de Mandelbrot

def f(z):
return z x z + ¢

# creamos una nueva imagen de 1000x1000 pizeles con fondo blanco
pixels = 1000
img = Image.new( 'RGB’, (pixels, pixels), color="white’)

#definimos los limites del dibujo

width = 4
height = 4
minX = —2
minY = —2

maxX = minX 4+ width
maxY = minY + height

#definimos parametros

max_iter = 400
escape = 5
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pixel_size = (maxX — minX) / pixels
epsilon = 0.20 * pixel_size

# calculamos derivada

z = symbols(’z")

der = diff(z % z, z)
der_punto = lambdify(z, der)

# Henriksen
for fila , x in enumerate(np.linspace (minX, maxX, num=pixels)):
for col, y in enumerate(np.linspace (maxY, minY, num=pixels)):
¢ = complex(x, y)

z.0 = ¢ + 0]
z =c¢ + 0j

derAcu = 1 + 0j
for n in range(l, max_iter):
derAcu = derAcu*2xz+1
z = f(z)
# comprobamos si z_0 es un punto periodico
if abs(z) < abs(epsilonxderAcu):

img. putpixel ((fila, col), (0, 0, 0))
break

# comprobamos si el punto ha escapado a infinito
if abs(z) > escape:
break

img . show ()

# guardamos la imagen como un archivo PNG
img . save (ConjuntoMandelbrot . png)

A.3.2. Conjunto de Julia

def f(z):

return z * z + ¢
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# creamos una nueva imagen de 1000x1000 pixeles con fondo blanco
pixels = 1000
img = Image.new( 'RGB’, (pixels, pixels), color="white’)

#definimos los limites del dibujo

width = 3

height = 3
minX = —1.5
minY = —1.5

maxX = minX + width
maxY = minY + height

# definimos parametros
max_iter = 250
escape = 9

pixel_size = (maxX — minX) / pixels
epsilon = 0.15 * pixel_size

¢ = complex(—1, 0)

# calculamos la derivada de z°2 +c
z = symbols(’z")

der = diff(z * z + ¢, z)

der_punto = lambdify (z, der)

# Henriksen
for fila , x in enumerate(np.linspace (minX, maxX, num=pixels)):
for col, y in enumerate(np.linspace (maxY, minY, num=pixels)):
z_0 = complex(x, y)
z = complex(x, y)
derAcu = 1 4+ 0j

for n in range(l, max_iter):
derAcu = der_punto(z)
z = f(z)

if abs((z.0 — z) / (derAcu — 1)) < epsilon:
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img. putpixel ((fila , col), (0, 0, 0))
break

if abs(z) > escape:
break

plt .imshow (img)

# guardamos la itmagen como un archivo PNG
img.save (ConjuntoJulia.png)
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