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La topologia de las rotaciones en R3, un espacio de aplicaciones lineales, se establece a
partir del espacio topolégico de sus matrices asociadas SO(3). Tomando como inspiracién los
angulos de Euler, una forma de representar estas rotaciones, y teniendo en mente la imagen
de un giréscopo, se podria intuir de manera errénea que se trata de la topologia del toro
T3 = St x S' x S'. Sin embargo, su topologia es la del espacio proyectivo real RP3. En este
trabajo se da la demostracién constructiva de un homeomorfismo entre RP? y SO(3), utilizando
los cuaterniones, que simplifica la ofrecida por J.M. Almira y P.D. Gonzélez en [24].

Por otra parte, en este documento también se encuentra la memoria de mi estancia en
practicas en la empresa Cuatroochenta, donde se ha desarrollado la aplicacién mévil de una
webzine cultural de Castellén de la Plana. Con el uso del framework multiplataforma React
Native, un tnico c6digo ha permitido obtener la aplicacién para ambos sistemas operativos,

Android e iOS.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Contexto y motivacion del proyecto

El objetivo fundamental de este trabajo es demostrar que el grupo ortogonal especial SO(3)
y el espacio proyectivo real RP3 son homeomorfos mediante la construccién explicita de un
homeomorfismo entre ellos. También se muestra como, fijada una base ortonormal, el grupo
de las rotaciones es isomorfo a SO(3) y, de esa manera, se puede decir que la topologia de las
rotaciones en R3 es la de RP3.

Este resultado estd demostrado utilizando técnicas sofisticadas en [20]. En el articulo [24]
se ofrece también una demostracién constructiva de dicho homeomorfismo, con la intencién de
hacer la demostracién accesible para estudiantes. Sin embargo, la construccién ofrecida en este
trabajo es ain mas elemental y tan solo requiere conocimientos de &lgebra lineal, geometria
euclidea y topologia conjuntista.

Con propésito de indicar dénde se encuentra el resultado principal, esta construccién se basa
en la posibilidad de codificar las rotaciones en R mediante los cuaterniones (véase el Teorema
4.2.3). El homeomorfismo viene dado en el Teorema por el paso al cociente de la aplicacién

F:(S%(1),Ta. 1s31)) = (SO(3), Tar, Is0(3)), definida en la Definicién

El contenido de este trabajo estd enfocado a poder extender el material docente de Vicente
José Palmer Andreu, tutor del trabajo, de cuyos apuntes [I3] ha sido consultado material sobre
geometria euclidea como punto de partida para que esta extensién tenga coherencia. También
se ha utilizado material sobre cuaterniones consultado en el Trabajo Final de Grado de Rocio
Carratald Saez [23], dirigido por el mismo tutor, el cual también permitié extender su material
docente.
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1.2. Estructura del trabajo

En primer lugar, el Capitulo [2] ofrece los fundamentos topolégicos necesarios a partir de
los cuales se obtienen dos resultados importantes. También se presentan la esfera, las matrices
cuadradas y el espacio proyectivo real RP3 como espacios topolégicos de interés para este
trabajo. El Anexo [A] contienen la demostracién del teorema de Heine-Borel.

El Capitulo [3|introduce la geometria euclidea. Se centra en definir las rotaciones lineales en
R3 y obtener su expresién matricial tras relacionar estas aplicaciones con el grupo ortogonal
especial SO(3). El Anexo [B| contiene la demostracién de que, en R™ como espacio vectorial
euclideo, su producto escalar induce una métrica valida.

En el Capitulo [4] se introducen los cuaterniones, su dlgebra, cémo permiten representar las
rotaciones en R3 y el resultado final: un homeomorfismo entre RP3 y SO(3). También se ofrece

en el Anexo |C| un resumen de la relacién entre las rotaciones en R? y los niimeros complejos.

Por tdltimo, en Capitulo [5| se ofrecen las conlusiones personales obtenidas con la experiencia
de realizar este proyecto formativo.
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Capitulo 2

Preliminares topoldgicos

Este capitulo recopila los conceptos y resultados topoldgicos que van a ser utilizados en los
capitulos siguientes. No se trata de un estudio en detalle de la topologia, sino que pretende
abarcar tan solo lo necesario, y ademés se dan por supuesto conocimientos sobre teoria de
conjuntos.

Para empezar, se muestran las definiciones y algunas propiedades de topologia, espacio y
subespacio topoldgico, y aplicaciones entre estos. A continuacién se trata la topologia inducida
por la métrica, con la cual se presenta a R™ como espacio topoldogico. Después se introduce la
topologia de identificacién y, por iltimo, la topologia cociente y el concepto de compacidad, que
permiten respectivamente obtener los dos resultados principales de este capitulo. La mayoria de
este contenido ha sido consultado en [15].

Durante el capitulo se presenta a S™(1), la esfera unidad en R"*!, a las matrices cuadradas
M, (R) y al espacio proyectivo real RP™ como espacios topoldgicos, siendo éstos objetos de
interés en este trabajo. Parte del contenido ha sido separado en el Anexo [A] con tal de no
saturar este capitulo para la obtencién de un 1inico resultado del que habitualmente se omite la
demostracion.

2.1. Topologia

Definicién 2.1.1. Sea X un conjunto. Una topologia sobre X es una familia T C P(X) de
subconjuntos de X que satisface:
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i. La union de miembros de T es también un miembro de T .
i1. La interseccion finita de miembros de T es también un miembro de T .

i1i. Bl conjunto vacio @ y el total X son miembros de T .

Definicién 2.1.2. Un espacio topolégico es un par (X,T) constituido por un conjunto X y una
topologia T sobre X.

Los elementos del conjunto X son llamados puntos, mientras que los miembros de T se
denominan conjuntos abiertos. El complementario de un abierto en X se dice que es cerrado. La
topologia permite ademaés trabajar con una nocién de cercania entre los puntos del conjunto.

Definicién 2.1.3. Sea (X, T) un espacio topoldgico. Un entorno de x € X es cualquier conjunto
U C X tal que 3V C U abierto que contiene a x. El conjunto de todos los entornos de x se
denota como N (z).

Proposicién 2.1.1. Sea (X, T) un espacio topoldgico. Un subconjunto U C X es abierto sii es
entorno de todos sus puntos.

Demostracion. SiU € T,y sea x € U, entonces U se contiene a si mismo, y es un abierto que
contiene a .

En cuanto a la otra implicacién. Si U € N(z)Vz € U, entonces 3V, € T con z € V, C
UVx € U. Es trivial comprobar que |J,.;; Ve = U, y este es abierto por ser una unién de
abiertos. |

Definicion 2.1.4. Sean Ty y T1 topologias sobre un conjunto X. Se dice que T1 es mds fina que
To cuando Ty C Ti.

Ejemplo 2.1.1. En un conjunto X, la topologia T = {&, X} se llama topologia indiscreta. Por
otra parte, la topologia D = P(X), donde todos los subconjuntos de X son abiertos, se llama
topologia discreta. Es trivial probar que ambas son topologias validas, y D es mds fina que I.

Definicién 2.1.5. Sean (X, T) un espacio topoldgico, e Y C X. Se define la topologia inducida
T Iy sobre Y como T y={Y NU :U € T}. Se dice que (Y, T ly) es un subespacio topolégico
de (X, T).

Nota 2.1.1. T [y es una topologia sobre Y, puesto que:

i. Sea {Y NUi},cr una familia de conjuntos con U; € T Vi € I. Entonces |J U; € T por ser
i€l

T una topologia sobre X. Por tanto, Y N (U Ui> =4J¥YnU)eTly.
il 1€l

18



n
. Sea {Y NV;}' | una familia finita de conjuntos con V; € TVi=1,...,n. Entonces (| V; € T
i=1
n

n
por ser T una topologia sobre X. Por tanto, Y N <ﬂ VZ> =N ¥YNnV)eTly.
i=1

=1

1. Como @ € T, entoncesY N@ = & € T Ty. Por otra parte, como X € T eY C X, entonces
YNX=Y€eT|y.

Nota 2.1.2. Sea U C X cerrado, se tiene que X \U € T. Entonces, Y N(X\U) € T |y. Por
otra parte

YA NX\U) = \Y)UF\NXN\D) =Y\ (X\U)=YNnX\(X\U))=YnU

con lo cual Y NU es cerrado en (Y, T |y).

A continuacién se definen algunos conceptos con respecto a las aplicaciones entre espacios
topolodgicos.

Definicién 2.1.6. Una aplicacion entre espacios topoldgicos es abierta (resp. cerrada), cuando
la imagen de un abierto (resp. cerrado) es un abierto (resp. cerrado).

Definicién 2.1.7. Sean (X,Tx) e (Y,Ty) espacios topoldgicos. Se dice que una aplicacion
f:X =Y es continua sii f~H(V)eTxVV €Ty,

Proposicion 2.1.2. La composicion de aplicaciones continuas es continua.

Demostracion. Sean (X1,T1), (X2,72) y (X3,7T3) espacios topolégicos, y sean f : (X1, 71) —
(X2, 72) v g: (X2,T2) = (X3, 7T3) aplicaciones continuas. Consideramos su composicién, g o f :
(Xlu 7-1) — (X37 7?3)

Sea U € T3. Como g es continua, entonces g~ (U) € T3. Ademds, como f también es
continua, entonces f~! (¢~ (U)) = (fLog )(U) = (9o f)"(U) € T1, con lo cual go f es
continua. |

Proposicién 2.1.3. Sea f: (X, Tx) — (Y, Ty) una aplicacion entre espacios topoldgicos, y sea
Z C X. Si f es continua, entonces la aplicacion

fl1z:(Z,Tx 1z) = (Y, Ty)
x — f(x)

también es continua.

Demostracion. Sea U € Ty. Como f es continua, se tiene que f~!'(U) € Tx. Por tltimo,
f [21 (U) = f~YU)N Z € T, Iz por definicién de subespacio topoldgico. |
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Definicién 2.1.8. Una biyeccion continua entre dos espacios topoldgicos f: (X, Tx) — (Y, Ty ),
tal que f~1 también es continua, es un homeomorfismo. Dos espacios topoldgicos son homeo-
morfos cuando existe un homeomorfismo entre ellos, y se escribe (X, Tx) = (Y, Ty).

Nota 2.1.3. FEs trivial comprobar que la composicion de homeomorfismos es homeomorfismo,
teniendo en cuenta que la composicion de aplicaciones continuas (resp. biyectivas) es continua
(resp. biyectiva).

Al llevar abiertos en abiertos en ambos sentidos, un homeomorfismo f : (X,7x) — (Y, 7y)
establece también una biyeccién entre las topologias Tx y Ty. Los homeomorfismos preservan
propiedades topoldgicas y, por tanto, espacios topolégicos homeomorfos son iguales desde el
punto de vista topoldgico [15].

Proposicién 2.1.4. Sea h : (X1,7Tx,) — (X2,Tx,) un homeomorfismo, y sea f : (Y, Ty) —
(X1, Tx,) una aplicacion entre espacios topolégicos. Entonces f es continua sii ho f es continua.

Demostracion. Por una parte, se tiene que h es continua al ser homeomorfismo. Si f es continua,
entonces h o f es continua por ser composicién de continuas.

En cuanto a la otra implicacién. Si ho f es continua, sea U € Tx,, se tiene que h(U) € Tx,
por ser h homeomorfismo. Como h o f es continua, entonces (h o f)~!1(h(U)) € Ty, donde
(ho f)~YRr(U)) = fF~H (R 1 (R(U))) = f~1(U) por ser h biyectiva, con lo cual f~1(U) € Ty. R

A continuacién se ofrece una condicién para que una biyeccién continua sea homeomorfismo.

Proposicion 2.1.5. Una biyeccidn entre espacios topoldgicos es homeomorfismo sii es continua
y abierta.

Demostracion. Sea f: (X, Tx) — (Y, Ty) la biyeccién en cuestién. Como f es homeomorfismo,
7' (Y,Ty) — (X,Tx) es continua. Dado U € Tx, entonces (f_l)_1 (U) € Ty y, como
(f_l)_1 (U) = f(U) por ser f biyectiva, se tiene que f es abierta.

En cuanto a la implicacién en el otro sentido. Si f es continua y abierta, falta comprobar que

entonces f~! es continua. Dado U € Tx, al ser f abierta y biyectiva (ffl)*1 (U)=fU) e Ty
y, por tanto, f~! es continua. |

2.2. Topologia inducida por la métrica

En esta seccién se muestra una manera de dotar de topologia a espacios métricos. Para
empezar se definen este tipo de espacios, y se dan algunos ejemplos de interés para este trabajo.
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Definicion 2.2.1. Una métrica o funcién distancia sobre un conjunto X es una aplicacion
d: X x X = R que satisface las siguientes propiedades:

i. Es definida positiva, i.e. d(z,y) > 0Vz,y € X.
ii. Es no degenerada, i.e. d(x,y) =0 sii x = y.
iii. Es simétrica, i.e. d(x,y) = d(y,x)Vr,y € X.

iv. Cumple la desigualdad triangular, i.e. d(z,z) < d(z,y) + d(y, z) Vz,y,z € X.

Definicién 2.2.2. Un espacio métrico es un par (X,d) formado por un conjunto X y una
métrica d definida sobre X.

Ejemplo 2.2.1.

i. La funcion d. : R™ x R™ — R definida como

de(z,y) = \/ 2 (yi — 24)?

con x = (z;)]~, ey = (y;)Iq define una métrica sobre R". Se trata de la métrica euclidea
o usual de R", definida en[3.1.9, la cual se presenta con mds detalle en el Capitulo[3,

it. Sea Mp(R) el conjunto de las matrices n X n sobre R, cuyos elementos tienen la forma

ail - Qln

Gn1 - Qnn

con a;; € RVi,j € {1,...,n}. Estos se pueden ver como puntos de ]R"Q, por ejemplo, conca-
tenando sus filas para formar un vector de n® componentes:

(011, A12, .-y Q1n, @21, G422, ..., Q205 .-+, Anl, A2, ”'7ann)

De esta manera, se obtiene la identificacion M, (R) = R™,

La funcion dpg, : Mp(R) x M, (R) = R definida como

dm, (A, B) = \/Eﬁjzl(bz‘j — a;j)?

define una métrica sobre My (R) ya que, teniendo en cuenta la identificacion anterior,

dm, (A, B) = \/E?,j:l(bz’j —a;)? = \/E?:@?:1(bij — a;)?
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coincide con la métrica euclidea de R”Z, vista en el ejemplo (i). En concreto, la aplicacion
b, = (M, Tay, ) — (R, Ta.) definida como

ail e A1n
hA4n : . : ::(all,alg,“.,aln,a21,a22,“.,a2n,.“,anl,ang,“.,ann)

an1 ' Qnn
es un homeomorfismo, ya que dm, (A, B) = de(hm,, (A), ha,, (B)). Vease [19].

Definicién 2.2.3. Sean (X,d) un espacio métrico e Y C X. Se dice que Y es acotado cuando
la aplicacion d [y estd acotada. Dado que las métricas ya estdn acotadas inferiormente por el
0, esto significa que IM € R tal que d(z,y) < MVz,y €Y.

Definicién 2.2.4. Sea (X, d) un espacio métrico. Se define la d-bola de centro o € X y radio
r€R, conr >0, como el conjunto B(x9) = {x € X : d(z,z0) <7} C X.

Para simplificar la notacion, se denota B, (xg) a la bola de centro x¢ y radio r, cuando se
puede inferir la métrica con la que se define segun el contexto.

Proposicién 2.2.1. Sea (X, d) un espacio métrico y sea Y C X, entonces:

i. SiY es acotado, entonces AN > 0 tal que Y C By(y)Vy € Y.
ii. Si para algin yo € Y, IN > 0 tal que Y C Bn(yo), entonces Y es acotado.
Demostracion. Veamos (i) en primer lugar. Si Y es acotado, entonces 3M > 0 tal que d(z,y) <
MVz,y €Y. Seay €Y, definimos N := M + € con € > 0 cualquiera, y consideramos By (y).
Sea x € Y, entonces d(z,y) < M < N, con lo cual z € By(y) y, por tanto, Y C By(y).
En cuanto a (ii), sean z,y € Y C Bn(yo), se tiene que
con lo cual Y es acotado. |
A pesar de que habitualmente se presenta la topologia inducida por la métrica a partir de
la nocién de base de abiertos de un espacio topoldgico, en este documento se ha procedido de
otra manera para no abarcar ese concepto.
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Definicién 2.2.5. Dado un espacio métrico (X,d), se define Ty, la topologia sobre X inducida
por la métrica d, como aquella en la que un conjunto G C X es abierto sii para cualquier x € G,
este contiene una bola centrada en x, es decir:

G €Ty sitVr € G, r, >0 tal que B, (z) C G

Nota 2.2.1. T, es una topologia sobre X, puesto que:

Sea {Ui};c; una familia de conjuntos con U; € TgVi € 1. Sea x € |J U;, entonces x € U,

para algin i € I, y se tiene que existe un 0 > 0 para el cual BT;OZ?:IU) CU, C 'UI U;. Por
tanto, J U; € Ty. ©

i€l
Sea {V;}i, una familia finita de conjuntos con V; € TgVi =1,...,n. Seax € ﬁ Vi, entonces
x € V;Vi=1,..,n y, por tanto, existe r’ tal que Bré(aj) CV;Vi=1,..,n. Z;clzm tener que
F]lVi € Ta, se necesita un rQ > 0 tal que 70 < riVi = 1,...,n, para el cual es trivial
1=

n
comprobar que Byo(x) C Byi(z) CV;Vi=1,....n y, por ello, B,o(x) C (] Vi.
i=1

Como 19 €]0,400[, que es un conjunto sin minimo, no se puede utilizar el minimo como
candidato, el cual serviria para todos los casos. Por otra parte, {ri}?zl tiene minimo por
ser una familia finita, lo cual no podria afirmarse en general para familias infinitas al tener
elementos en un conjunto infinito. Sea r = min{ri}"_,, este verifica la propiedad.

@ € Tg por no contener ningin elemento que incumpla la condicidn necesaria para ser
abierto. Por otra parte, dado x € X, entonces B,.(x) C X para cualquier r > 0 y, por
tanto, X € Tg.

Propiedad 2.2.1. Sea (X, Tg) un espacio topoldgico con topologia inducida por una métrica d.
Las bolas By(x) son conjuntos abiertos Vo € X y Vr > 0.

Demostracion. Sea B(xg) para un g € X y un r > 0. Sea = € B,(xg), se tiene que ¢, :=
d(x,x0) < r. Si se considera la bola B,_. (x), veamos que B,_., () C B, (xo).

Sea y € B,_., (), entonces d(y,z) < r — &,. Por la propiedad de desigualdad triangular, se

tiene que d(y,zo) < d(y,x) + d(x,z9) < e, + 7 — €, =7y, por tanto, y € B,(x¢).

Como se puede obtener una bola centrada en cualquier punto de B, (z¢) y contenida en este,

se tiene que B,.(zg) € Tg. [ |
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La seccién finaliza con un ejemplo de interés para este trabajo.

Ejemplo 2.2.2. En (R",7;.), donde de es la distancia euclidea definida en (i), las esferas
son conguntos cerrados.

Demostracion. Sea Sy(zp) = {x € R™ : de(x,20) = r} una esfera de radio r > 0 y centro
xo € R™. Su complementario es R \ Sy (z¢) = {z € R" : de(x,x0) < r} U{z € R" : de(z, x0) >
r} = By(z9) U A, siendo A = {z € R" : de(x,x0) > r}.

Sea a € A, y sea ¢4 := de(a, xg) > r. Consideramos la bola B.,_,(a). Sea b € B.,_,(a), por
la propiedad de desigualdad triangular se tiene que

de(x0,a) < de(xg,b) + de(b,a) < de(x0,b) + 64 — 7

€q < de(xo,b) +84 — T
r < de(xo,b)

con lo cual B,_,(a) C Ay, por tanto, A € Ty,.

Como B (x¢) € Tq4, por la Propiedad entonces R™ \ S, (xg) € Tg, por ser la unién de
dos abiertos. Por tanto, S, (xg) es un cerrado. [ |

2.3. Topologia de identificacién

Hay distintas maneras de dotar de topologia a un conjunto a partir de otro espacio topologico.
Una de ellas es la topologia de identificacién, cuya definicién involucra a un tipo de aplicacion
entre espacios topoldgicos que va un paso mas de ser continua, pero sin llegar necesariamente a
ser homeomorfismo.

Definicién 2.3.1. Sean Y un conjunto cualquiera, (X, Tx) un espacio topoldgico yp: X =Y
una aplicacion sobreyectiva. Se define la topologia de identificacion en Y determinada por p
como T(p) ={UCY :p~'(U) € Tx}.

Nota 2.3.1. T(p) es una topologia en'Y, puesto que:

i. Sea {U;},c; una familia de conjuntos con U; € T (p)Vi € I. Entonces p~*(U;) € Tx Vi € I.
Como Tx es una topologia en X, entonces p~! (U Ui) = Up Y (U;) € Tx vy, por tanto,

iel iel
U Ui eT(p).
icl
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ii. Sea {V;}'_, una familia finita de conjuntos con V; € T(p)Vi = 1,...,n. Entonces p~*(V;) €
n n

TxVi=1,....n. Como Tx es una topologia en X , entonces p~* (ﬂ VZ> =Np Vi) eTx
i=1 i=1

n
y, por tanto, (| Vi € T (p).
i=1
iii. Como p~ (@)=, p YY) =X y3,X € Tx por ser Tx una topologia en X, se tiene que
.Y € T(p).

Nota 2.3.2. Los cerrados también funcionan bien en esta definicion. U C Y es cerrado en
(Y, T(p)) sii Y\U € T(p) siip~{(Y\U) € Tx. Comop=*(Y\U) = X\p 1 (U) y X\p~*(U) € Tx
sii p~H(U) es cerrado en (X, Tx), queda demostrado que U C Y es cerrado en (Y, T (p)) sii
p~H(U) es cerrado en (X, Tx).

Nota 2.3.3. En esta definicion no es necesaria la sobreyectividad de p. Sin embargo, si esta
propiedad no se diera, entonces Y \ p(X) # @. En este caso, cualquier subconjunto de Y \ p(X)
tendria a @ como antiimagen por p, que es abierto en (X, Tx) y, por ello, Y \ p(X) recibiria
como topologia a D. Sabiendo esto, serd de mds interés estudiar la topologia de identificacion
determinada por p [ x: X — p(X), que es sobreyectiva.

Propiedad 2.3.1. Sean Y un conjunto, (X, Tx) un espacio topoldgico y p: X — Y sobreyec-
tiva. Entonces T (p) es la topologia mds fina en'Y para la que p es continua.

Demostracion. p: (X,Tx) — (Y, T(p)) es continua, puesto que p~1(U) € Tx ¥ U € T(p) por
definicién. Sea T otra topologia en Y para la cual p es continua. Dado U € T, se tiene que
p~Y(U) € Tx por ser p continua, y entonces U € T (p). Por tanto, T C T (p). [ |

Definicién 2.3.2. Sean (X, Tx) e (Y, Ty) dos espacios topoldgicos. Una sobreyeccion continua
p: (X, Tx) — (Y, Ty) es llamada identificacion cuando Ty es exactamente T (p).

Nota 2.3.4. No toda sobreyeccion continua es identificacion, aunque, como se ha visto en la
Propiedad T (p) contiene a Ty por ser p continua.

Ejemplo 2.3.1. Sea X un conjunto, y sean T1 y T2 topologias sobre X tales que T2 C Ti. Sea
id la aplicacion definida como:

id: (X, Th) — (X, 7T2)
T —x

Esta es sobreyectiva y, como To C Tq, también es continua, puesto que sea U € Ty, entonces
id " (U)=U € Ti.

Por otra parte, id es identificacion sii T; = T(id) = {U C X :id " Y(U)=U € T} =Ty s
To="Ti, y no cuando To C T1.
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La siguiente proposicién ofrece una condicidon para que una aplicacién entre espacios to-
poldgicos sea identificacién.

Proposicién 2.3.1. Sip: (X, Tx) — (Y, Ty) es una sobreyeccion continua y abierta (o cerra-
da), entonces p es identificacion.

Demostracion. Como se ha visto justo antes de esta proposicién, Ty C T (p) por ser p continua.

Para la inclusién en el sentido inverso, en el caso de que p sea abierta se razona como sigue.
Dado U € T (p), entonces p~1(U) € Tx. Esto implica que p(p~1(U)) es abierto en (Y, 7y) por
ser p abierta. Como p es también sobreyectiva, p(p~*(U)) = U, con lo cual U € Ty y, por tanto,
T(p) € Ty.

En cuanto a la misma inclusién, pero en el caso de que p sea cerrada. Dado V € T (p),
entonces p~1(Y \ V) es cerrado en (X, Tx) como se ha comprobado tras la Definicién m
Esto implica que p(p~1(Y \ V)) es cerrado en (Y,7Ty) por ser p cerrada. Como p es también
sobreyectiva, p(p~1(Y \ V)) =Y \ V, con lo cual V € Ty y, por tanto, T (p) C Ty . [ |

2.4. Topologia cociente

A partir de la topologia de identificacién, se puede dotar de topologia al conjunto de cla-
ses de equivalencia de los puntos de un espacio topoldgico, determinada por una relacion de
equivalencia entre estos.

Definicién 2.4.1. Sea (X,T) un espacio topoldgico. Sea R una relacion de equivalencia en X,
y X/R el conjunto cociente (i.e. el conjunto de clases de equivalencia determinado por R). Se
llama espacio cociente de (X,T) por R a (X/R,Tr), donde Tr = T (p) y p es la proyeccion de
X a X/R

p: X = X/R

siendo [z] = {y € X : yRx} la clase de equivalencia cuyo representante es .

Ejemplo 2.4.1. El espacio proyectivo real RP™ es el conjunto cuyos puntos son las rectas en
el espacio vectorial R™ que pasan por el origen. Este también puede definirse como cociente
de S™(1), la esfera unidad en R™ ™' centrada en el origen, al identificar los pares de puntos
antipodales. Por tanto, sea Ry la relacion de equivalencia en S™(1) definida como

cRAy sizc=y 6 x = —y
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entonces se puede definir RP™ como sigue:
RP™:=S5"(1)/Ra
Con ello, se tiene el espacio topoldgico (RP",Tg,) como espacio cociente de (S™(1),Tq, [sn(1))-

Definicion 2.4.2. Dada una aplicacion f : X — Y sobreyectiva, se define la relacion de
equivalencia Ry en X como:

zRyy sii f(x) = f(y)

A continuacién se muestra uno de los resultados importantes de este capitulo.

Teorema 2.4.1. Sea f: (X, Tx) — (Y, Ty) una sobreyeccion y sea f la aplicacion

f: (X/Rf’TRf) - (K 73/)
[z] = f(=)

i. f estd bien definida.

. f es identificacion sii f es homeomorfismo.

Demostracion. En primer lugar, veamos que f estd bien definida (i.e. es independiente del
representante de la clase de equivalencia). Sea y € [x] € X/Ry, entonces f(x) = f(y) vy, por

tanto, f([x]) = f(=) = f(y) = J([y))-

Para ver que f es homeomorfismo si f es identificacién, veamos que f es biyectiva, continua
y abierta, y asi se podra aplicar la proposicién [2.1.5

Sean [z], [y] € X/R. Si f([x]) = f([y]), entonces f(x) = f(y) ¥y, por tanto, [z] = [y]. De esta

manera se tiene que f es inyectiva.

‘Dadoy €Y, como f es sobreyectiva, 3v € X : f(z) = y. Para este , se tiene que [z] € X/ Ry
y f([z]) = f(z) = y. Por tanto, f es sobreyectiva.

Como f es inyectiva y sobreyectiva, entonces f es biyectiva. Para continuar la demostracién
hay que tener presente el siguiente diagrama conmutativo:

X 2 X/R;
f=fop lf
Y
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Dado V € Ty. Como f es identificacién por hipdtesis (i.e. Ty = T(f)), entonces f~(V) €
Tx. Atendiendo al diagrama anterior, p~1(f~1(V)) = (fop) (V) = ffl(V) y, por tanto,
FH(V)) € Tr, por definicién de espacio cociente. Con esto, se tiene que f es continua.

Dado U € Tg,, entonces p ~1(U) € Tx por la definicién de espacio cociente. Como f es iden-
tificacion y, atendiendo de nuevo al diagrama, f~1(f(U)) = (fop) " (f(U)) = p~Lof~1(f(U)) =
p 1 (U), se tiene que f(U) € Ty. Por tanto, f es abierta.

Aplicando la proposicién se tiene que f es homeomorfismo.

Por tltimo, veamos que f es identificacién si f es homeomorfismo. Sea U € Ty, entonces
f1(U) € Tgr, v, como p es identificacién y Tr; = T (p) por definicién de topologfa cociente, se
tiene que p {(f_l(U)) =pltoflU)= (fOp) YU) = f~1(U) € Tx. Esto implica que f es
continua y, por la propiedad - que Ty C T(f).

Dado V € T(f), entonces f~1(V) € Tx. Como f~1(V) = (f op)” TWy=p Y f (V) yp
es identificacién, entonces f~(V) € Tg,. Finalmente, se tiene que f(f~(V)) =V € Ty por ser
f homeomorfismo y, por tanto, 7(f) C Ty. [ |

2.5. Compacidad

Los puntos de un espacio topolégico puede considerarse que estan separados en mas o menos
medida segun si cumplen ciertas condiciones. A continuacién se define uno de los tipos de
separacion que hay. Este tiene un papel importante en relacién con la compacidad, una propiedad
topoldgica.

Definicién 2.5.1. Un espacio topoldgico (X,T) es de Hausdorff, también llamado T5, sii dados
x,y € X conx #y, U € N(x) y3IV € N(y) respectivos entornos de x ey tales que UNV = &.

Proposicién 2.5.1. Cualquier espacio tépoldgico (X, Tg) con topologia inducida por una métri-
ca d es de Hausdorff.

Demostracion. Dados z,y € X con x # y. Sea d(x,y) = € # 0 la distancia entre ellos, se
pueden considerar las bolas Bg (z) € N(x)y B:(y) € N (y). Estas son disjuntas, puesto que
Ssi_i 66 Be (2) [ Bz (y), entonces se tiene la contradiccién de que d(z,y) < d(z,z) + d(z,y) :
2T32 =6

Proposicion 2.5.2. Un subespacio de un espacio de Hausdorff es también de Hausdorff.
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Demostracion. Sea (X,T) un espacio topolégico de Hausdorff, y sea Y C X. Dados z,y € Y
con x # y, como z e y también estdn en X, entonces U, € N(z) y 3U, € N(y) respectivos
entornos de z e y tales que U, N U, = &. Por ello, existen V,, C U, y V,, C U, con interseccién
vacia talesquex € V, € TeyeV, € T.

Por otra parte, t €e YNV, € T [yeye YNV, €T Jy,donde (Y NV)N (Y NV, =
YN(VyNV,) =YN@ =gy, por tanto, se tienen Y NV, e Y NV, respectivos entornos disjuntos
dexeyenT |y. |

Definicién 2.5.2. Un espacio topoldgico (X, T) se dice que es compacto sii todo recubrimiento
abierto de X, es decir, formado por elementos de T, tiene un subrecubrimiento finito.

Proposiciéon 2.5.3.

1. La tmagen continua de un conjunto compacto es compacto.
1. Un subconjunto compacto de un espacio de Hausdorff es cerrado.

i13. Un subespacio de un espacio de Hausdorff compacto es compacto sii es cerrado.

Demostracion. Veamos (i) en primer lugar. Sea (X, 7x) un espacio topolégico compacto, y
sea [ : (X,Tx) — (Y, Ty) continua. Sea {U;}icr un recubrimiento abierto de f(X). Enton-
ces {f~Y(U:) }ier es un recubrimiento abierto de X y, por tanto, existe f~*(Uy,), ..., f~1(Us,)
con i; € IVj = 1,...,n subrecubrimiento finito de X. Como f(X) = f (U?Zl f‘l(Uij)) =
Uiz, f (f~1(Uy,)) ¢ Uj—, Ui, se tiene que Uy, ..., U;, con ij € IVj =1,...,n es un subrecubri-
miento finito de f(X).

En cuanto a (ii). Sea (Z,7T) un espacio topolégico de Hausdorff. Sea U C Z, vy (U, T |v)
compacto. Veamos que Z \ U € T utilizando la condicién de la Proposicién es decir,
comprobando que es entorno de todos sus puntos.

Sea xg € Z\ U. Como Z es de Hausdorff, entonces 3U, € N(x) y U7 € N(xo) disjuntos
Vx € U con x # xg. Con ello, se tiene que existen V, C U, y V;f) - Ujfo disjuntos conx € V, € T
y wg € Vi € TVx € U con x # xg. Por otra parte, {V; NU : x € U} es un recubrimiento
abierto de U en (U,T |y) v, al ser este subespacio compacto, existe V, N U, ...,V NU con
zj € UVj = 1,...,n subrecubrimiento finito de U. Con esto, U C Uj_; V; ¥y N, Ve son dis-
juntos, es decir, ﬂ;-lzl V;;j C Z\ U, y este es abierto por ser una interseccién finita de abiertos.
Como ademds xo € (j_; Vi, entonces Z \ U € N (o).

Por tltimo, veamos (iii). Sea (Z,7) un espacio topolégico de Hausdorff compacto, y sea
U C Z. Por (ii), solo queda demostrar que si U es cerrado, entonces (U, T [y7) es compacto.
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Sea {U; N U }ier un recubrimiento abierto de U en (U, T [y), con U; € T Vi € I. Como U es
cerrado, entonces Z \ U € T. Por tanto, Z = (J;c; Ui) U(Z\U) y, como (Z,T) es compacto,

entonces existe Uy, ,...,U;, con i; € IVj =1,..,n tal que Z = (U?Zl Uij> U(Z\U). Con esto

in

se tiene que

U=2ZnU = (L_J > (Z\U) | nU = (L_JUmU) (Z\U)NU) :jL_JlUﬂU

y, por tanto, {U;; NU}]_; es un subrecubrimiento finito de U en (U, T [v). [ |

Teorema 2.5.1. Sea (X, Tx) de Hausdorff compacto, (Y,Ty) de Hausdorff y f : (X,Tx) —
(Y, Ty) continua, entonces f es cerrada.

Demostracion. Sea A C X cerrado. Teniendo en cuenta la Proposicién como (X, Tx) es
de Hausdorff compacto, entonces A es compacto por (iii), y f(A) también lo es por (i). Como
(Y, Ty) es de Hausdorff, entonces f(A) es cerrado por (ii). [ |

El corolario siguiente es otro de los resultados importantes para este proyecto.

Corolario 2.5.1. Sea f : (X,Tx) — (Y,Ty) una sobreyeccion continua. Si (X,Tx) es de
Hausdorff compacto e (Y,Ty) es de Hausdorff, entonces f es identificacion.

Demostracion. La aplicacién f es continua entre un 75 compacto y un 75, entonces es cerrada
por el Teorema Por 1ltimo, f es una sobreyeccién continua y cerrada entre espacios
topolégicos y, por tanto, f es identificacion por la Proposicién [2.3.1 |

Proposicion 2.5.4.

i. En (R" T3, las esferas son compactas y Ty. En particular, lo es la esfera unidad S™(1).

i. El espacio topolégico (Mpn,Ta,, ), donde dp, es la métrica definida en (ii), es Ts.
También lo es cualquier subespacio suyo.

Demostracion. En primer lugar, veamos (i). Por el Ejemplo una esfera S, (z¢) de centro
o € R*"™! y radio » > 0 es cerrada. Aplicando la Proposicién [2.2.1] (ii) también es acotada,

ya que Sy(x9) C Bric(xo) para cualquier ¢ > 0. Por el Teorema A.2.2|, entonces Sy(zp) es
compacta.

Por otra parte, (R"*! 73 ) es de Hausdorff por la Proposicién al tratarse de una to-
pologia inducida por una métrica y, por la Proposicién (8™(1), T4, lsn(1)) también lo es

30



como subespacio de un T5.

En cuanto a (ii), (M, Tg Mn) es un espacio topoldgico con topologia inducida por una métrica
y, de nuevo por las Proposiciones y es Ty y también lo es cualquier subespacio
suyo. |
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Capitulo 3

Rotaciones en el espacio vectorial
euclideo

Este capitulo ofrece la teoria sobre geometria euclidea necesaria para estudiar las rotacio-
nes lineales, partiendo de conocimientos de algebra lineal y teoria de grupos. La mayoria del
contenido que se muestra ha sido consultado en [13] y [22].

En primer lugar, se define el espacio vectorial euclideo y se presenta a R™ como espacio
métrico. Después, las transformaciones ortogonales, un tipo particular de endomorfismo en estos
espacios cuya clasificacion da lugar a la definicién de las rotaciones. Por ultimo, se muestra su
relacion con las matrices ortogonales, que permite estudiar las rotaciones desde otro punto de
vista. En particular, finalmente se obtiene la expresiéon matricial de las rotaciones en R3.

3.1. Espacio vectorial euclideo

En esta seccién se introduce el espacio vectorial euclideo, sobre el que se definen més adelante
las rotaciones al clasificar los morfismos entre estos espacios.

Definicion 3.1.1. Sea V' un R-espacio vectorial. Un producto escalar sobre V es una aplicacion
g:V xV = R que satisface:

i. Es bilineal, i.e. g(i,7) es lineal en ambas variables.
ii. Es simétrica, i.e. g(u,v) = g(v,d)Vu,v € V.

iii. Es definida positiva, i.e. g(u, @) > 0Vid € V.
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w. Es no degenerada, i.e. g(@, @) =0 sii @ = 0.

También se suele utilizar la notacion (,) para denotar un producto escalar (e.g. (i, 7)).

Ejemplo 3.1.1. La aplicacion g. : R" x R" — R definida como g. (Z,9) = >, xiyi, con
Z=(z)l., eR" ey = (y)iy € R", es el producto escalar euclideo o usual.

Es trivial comprobar su simetria. Por otra parte, sean T,y,7 € R™ y A € R:

9e(\(Z +9),2) = Z (Alzi +yi)zi) = A <Z Tizi + Zyzzl> =
i=1 i=1

i=1

= A (9e(7, 2) + 9e(7, ?))

Con lo cual es lineal en la primera variable y, dada su simetria, también en la sequnda.
Las dos ultimas propiedades también se pueden verificar trivialmente si se tiene en cuenta que
ge (Z,7) = S (x;)? es una suma de términos positivos, donde tienen que ser todos nulos para
sumar 0.

Definicién 3.1.2. Un espacio vectorial euclideo es un par (V, g), donde g es un producto escalar
definido sobre V.

Definicién 3.1.3. Sea (V, g) un espacio vectorial euclideo. Se define la norma de i € V inducida
por el producto escalar g como:

il == v/ g(d, @)

Se dice que U es unitario cuando ||u|| = 1.

Como se muestra a continuacion, esta norma permite definir una métrica sobre los elementos

de R"™.

Definicién 3.1.4. Sea (R™,g) un espacio vectorial euclideo. Dados T,y € R™, se define la
distancia inducida por g como:

dg =17 —2Zllg = V9§ — %,y — )
La demostracion de que dy es una distancia vdlida, segin la Definicién se encuentra
en el Anexo @ Con ello, se tiene que (R™, g) es un espacio métrico.

Ejemplo 3.1.2. Sea el espacio vectorial euclideo (R™, ge) con el producto escalar euclideo g
visto en el Ejemplo 3.1.1. Entonces, dados ¥ = (x;)!y e ¥ = (yi)i~,, dos puntos de R", se
define su distancia euclidea, o usual, como:

dg.(2,7) = |F = Tllg. = V9e(§ — T.§ — T) = /T, (i — @:)?



Definicién 3.1.5. Dados i, v € V, estos son ortogonales sii (i, ) = 0. Se denota como 4 L v.

Nota 3.1.1. Para abreviar la notacion en algunos casos, se define la delta de Kronecker como:

1 i=j

0ij = { o

0 i#7
Definicién 3.1.6. Sea 8 = {€;}]"; un conjunto de vectores del espacio vectorial euclideo (V,g).
Se dice que este es ortonormal para el producto escalar g sii los vectores que lo forman satisfacen
g(€i,€5) =0, Vi,j € {1,2,...,n}, i.e. son ortogonales entre siy, ademds, son vectores unitarios.

Si ademds 3 es una base de V', la matriz de g como aplicacion bilineal en esta base serd Gg = I,
y, por tanto, se tiene que det(Gg) =1 # 0.

Proposicién 3.1.1. Sea (V,g) un espacio vectorial euclideo de dimension n, y sea f = {€}}'_,
una base ortonormal de V. Entonces:

U—Zg U,8)é YoeV

Demostracion. Sea v € V. Si ¢ = Y " | v;€;, siendo v; € R las coordenadas de ¥ en la base
entonces, teniendo en cuenta la bilinealidad de g:

n n
= Z’Uzg(é’“é’]) = Zviéij = vy Vj S 1, R )
=1 =1

Por tanto, se tiene que 7= )", g(¥, &)é;. [ |

3.2. Isometrias

En esta seccién se introducen las aplicaciones lineales que preservan propiedades del espacio
vectorial euclideo sobre el que estan definidas, visto como espacio métrico.

Definicién 3.2.1. Sea f : (V,g) — (W.q') una aplicacidn lineal entre espacios vectoriales
euclideos. Se dice que f es una isometria lineal sii g(u,v) = ¢'(f(@), f(V)).

Proposicién 3.2.1. Sea f : (V,g9) — (W, ¢') una aplicacion lineal entre espacios vectoriales
euclideos. La aplicacion f es una isometria lineal sii ||U]|y = || f(@)||g ¥V © € V.

Demostracién. Veamos primero que si g(4,0) = ¢'(f(w), f(¥)) ¥V @, € V, entonces |||y =
|f(@)|ly V @ € V. En efecto, si @ = ¢, se tiene g(ud,u) = ¢'(f(d), f(@)) . Entonces
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IG5 = 1 @17 , lego [[dllg = [[f(@)]y , ya que [Ty >0y [f(@)ly >0

Veamos ahora que si ||i]|g = || f(@)|y V@ €V, entonces g(u, ) = ¢'(f(u), f(V)) YVu,7€V.

En primer lugar, dados u,v € V, se tiene:

==
£y
+
\-el
S
+
S
|
Q
—
£y
|
\.el
<y
|
S
—
Il

Lo, = L
T+ 312 — 17— 72 = o

= {9,@) +29(5, ) + 9(5,9) ~ (9(, 1) — 2(0,) + g5, )} =

= Ug(, )} = 9(. )

Como esto es cierto V 4,7 € V' y para todo espacio vectorial, teniendo en cuenta que f es
lineal y que = ||il|y = || f(@)||y V @ € V, entonces se tiene que:

J (7, 1) = TG + F@IF — 17~ 1) =
= LA+ DI — 17 = D) = T+ a2~ 7 - 72} = (a9
|

Proposicién 3.2.2. Si f : (V,g) — (W, g') es una isometria lineal entre dos espacios vectoriales
euclideos, ambos de dimension n, entonces f es biyectiva y, ademds, f~1: (W,g") — (V,g) es
una isometria lineal.

Demostracion. Como se tiene que dim(Im(f)) = n — dim(Ker(f)), si demostramos que f es
inyectiva, entonces Ker(f) = {0} y, por lo tanto, dim(Im(f)) = n. Como Im(f) C W de
dimensién n, entonces I'm(f) = W'y, por lo tanto, f es sobreyectiva. Si es a la vez inyectiva y
sobreyectiva, f serd biyectiva. Comprobemos pues que f es inyectiva.

Si ¥ € Ker(f), entonces f(¥) = 0. Por tanto, como f es isometrfa, ||7], = NfD)g =

110]] ¢ = 0, luego ¥ = 0, por lo que puede afirmarse que f es inyectiva y, por lo tanto, como
también es sobreyectiva, es biyectiva.

Veamos ahora que f~! es una isometria lineal. Para ello, estudiemos si dado @ € W, puede
afirmarse que || f1() ], = 5]l
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Por una parte, como f es biyectiva, existe @ tal que f(#) = . Por tanto, ¥ = f~!(w). Por
otra, como f es una isometria, @, = || f(D)|y = |T]lg = | f 71 (@D)]]4- [ |

3.3. Transformaciones ortogonales

En esta seccién se introduce un caso particular de las isometrias, que se presta a su carac-
terizacién y clasificacion.

3.3.1. Definicion y generalidades

Definicién 3.3.1. Una isometria lineal f : (V,g) — (V,g) de un espacio vectorial euclideo en
st mismo se llama transformacidon ortogonal.

Propiedad 3.3.1. La composicion de transformaciones ortogonales es también una transfor-
macion ortogonal.

Demostracion. Sean f1: (V,g) = (V,g)y f2: (V,g9) — (V, g) transformaciones otrogonales. Sea

v €V, entonces [|(f1 0 f2)(0 )||2 = [If1(f2(0 ))ll2 = [|£2(9)]I> = ||7]|*, puesto que tanto f; como fo
son isometrias lineales. Por la Propiedad |3 se tiene que f1 o0 fo: (V,g) — (V,g) es también
una isometria lineal y, en este caso, transformacién ortogonal. |

Teorema 3.3.1. Dado un espacio vectorial euclideo (V,g), el conjunto definido como
OV)=A{f:V =V : f esunaisometria lineal}

es grupo con la composicion.

Demostracion. Mediante la Proposicion se ha demostrado que la composicion de isometrias
lineales es una isometria lineal. Ademads, en la Proposicion [3.2.2] se ha comprobado que, dada
f € O(V), esta posee elemento inverso.

Por otro lado, se tiene que la composiciéon de aplicaciones lineales es asociativa y, ademas,
el elemento neutro para O(V) es Idy. |

3.3.2. Definicion de rotacion

Nota 3.3.1. El determinante de una transformacion ortogonal.
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» Sea f:V — V una aplicacion lineal, y sean dos bases 5 y 3/ de V. Sean A = [flz y
B = [f]g las matrices de f respecto de estas bases, entonces, dados los vectores T € V e
iy = f(Z), tenemos las ecuaciones y_g = A:Z“'g e y_TB, = Bfg,.

Por otra parte, si P es la matriz cambio de base tal que, dado v € V, ”Ug = Pvﬁ, Y
17%:, = P*117g, se deduce lo siguiente para todo T € V:

AZl, = PBi}, = PBP™'i}

FEntonces:
A=PBP™!
Multiplicando la ecuacion anterior por P~1, tenemos:
B=P'AP

= Por lo tanto, dada la aplicacion lineal f :V — V, las matrices A y B asociadas a f en
dos bases cualesquiera B y B de V son semejantes, es decir, existe una matriz reqular P

(i.e. det(P) #0), la del cambio de base de 3 a 3, tal que:
A=pPBpP!
En consecuencia:
det(A) = det(PBP™") = det(P)det(B)det(P™")
= det(P)det(B)

detp) ~ 2elB)

Es decir, los determinantes de todas las matrices asociadas, en distintas bases, a una
misma aplicacion lineal, valen lo mismo. Al valor de este determinante le llamaremos
determinante de la aplicacion lineal y lo denotamos como:

det(f) := det([f]3)

Siendo B una base cualquiera del espacio vectorial V.

» Sean ahora la transformacion ortogonal f : V. — V y A la matriz asociada a f en una
base cualquiera B de V. Como g(Z,y) = g(f(Z), f(§)) para todo Z,§j € V, se tiene que,
escribiendo el producto escalar en funcion de la base (:

(AZ}) G Ayl = $sGaify
T3 AT G Al = T5Gpih
ATGsA =Gy
det(AT)det(Gg)det(A) = det(Gp)

Como det(Gg) # 0:
det(AT)det(A) = 1

Es decir, det(A)? =1, luego det(A) = +1.

38



s Como los determinantes de todas las matrices asociadas, en distintas bases, a una misma
tranformacion ortogonal valen lo mismo, dada f :V — V una transformacion ortogonal
cualquiera, su determinante vale 01 o —1.

El resultado anterior da lugar a la siguiente clasificacién de las transformaciones ortogonales.

Definicion 3.3.2. A las transformaciones ortogonales con determinante 1 se las llama rota-
ciones. Dado un espacio vectorial euclideo (V,g), se define el conjunto de las rotaciones como:

STV)Y=SO(V)={f:V =V : f esuna transfomacién ortogonal y det(f)=1}

El conjunto SO(V') es subgrupo de O(V'), y se llama Grupo lineal Especial o de las Rota-
ciones. La demostracion de esto ultimo se muestra como uno de los resultados de la Seccion

B}

Definicion 3.3.3. A las transformaciones ortogonales con determinante —1 se las llama refle-
ziomes. Sin embargo, el conjunto de las reflexiones en un espacio vectorial euclideo, denotado
como S~ (V), no tiene estructura de grupo con la composicion, como se muestra también en la
Seccion |3.4).

3.3.3. Transformaciones ortogonales y bases

A continuacién se define el concepto de orientacién en un espacio vectorial euclideo, el cual
estd estrechamente relacionado con la caracterizacion de los tipos de aplicaciones que se estudian
en este capitulo.

Definicién 3.3.4. Sea (V,g) un espacio vectorial euclideo, y sean [ y ' dos bases de V. Se
dice que B y ' tienen la misma orientacion cuando la matriz P de cambio de base entre 3’ y
B, es decir, la que satisface a‘:’g = P:Eg, Yz € V, tiene determinante positivo. Por otra parte, se
dice que tienen orientacion opuesta cuando su determinante es negativo.

Nota 3.3.2. La matriz P de cambio de base es invertible y, si esta tiene determinante positivo,
(resp, negativo), entonces P~ también tiene determinante positivo, (resp, negativo).

El concepto de orientacién es relativo pero, como se muestra en la siguiente definicién, en
R™ se puede tomar una referencia habitual.

Definicién 3.3.5. Orientacion en R™. Sea (R™, g) espacio vectorial euclideo, y sea By la base
candnica de R™. Se dice que una base 3’ de R™ estd positivamente orientada sii tiene la misma
orientacion que By.
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Nota 3.3.3. La matriz de cambio de base entre = {€;}I' | y la base candnica [y es la matriz
P, que tiene como columnas a los vectores de (8

P=

el ... gT]

de manera que a?go = Pfg vz € R", siendo &g, y g las coordenadas de T en las bases By y 3
respectivamente.

Calcular el determinante de esta matriz es suficiente para conocer la orientacion de (3, de
forma relativa a By.

Teorema 3.3.2. Sean (V,g) y (W,g') dos espacios vectoriales euclideos de respectivas dimen-
siones n y m, conm > n. Si By = {€}I, es una base ortonormal de V y By = {w,..., W} es
un conjunto ortonormal de vectores de W, entonces existe una inica isometria lineal f : V. — W
tal que f(&) =w; Vi=1,...,n.

Demostracion. Dado & € V, y sea & = ;" | 2;€;. Definimos f(Z) := > 7" | x;w;. Se demuestra
trivialmente que f es lineal y que f(€;) = w; Vi = 1,...,n. Veamos que es isometria:

g (F@), F@) =g O was, Y yjiiy)) = > wiyg (i, ;) = > wmaybiy = Y wiys = g(&, 1)
i=1 =1 i=1

3,j=1 1,j=1

Veamos que f es tnica. Si existe otra isometria lineal g : V' — W tal que g(€;) = w; Vi =
1,...,n, entonces la aplicacién f —g: V — W es una aplicacion lineal tal que se anula en todos
los vectores de Sy, base de V', y por tanto es la aplicacion nula, es decir, f — g = 0. |

Teorema 3.3.3. Sea f : (V,9) — (W,g') una aplicacion lineal entre espacios vectoriales
euclideos, ambos de dimension n. Entonces f es una isometria lineal sit para toda base or-
tonormal {€;}1, de V', la familia de vectores { f(€;)}_, es una base ortonormal de W.

Demostracion. Veamos primero que si f es una isometria lineal, entonces dada {é;}? ; una base
ortonormal de V, {f(€;)}!_; es también una base ortonormal de W.

Sea f una isometria lineal, entonces f : V — W es un isomorfismo de espacios vectoriales
por ser f lineal y biyectiva. Por lo tanto, si {€;}"; es una base de V, entonces {f(€;)}"; es
una base de W. Ademéds, ¢'(f(€), f(€j)) = g(€,€;) = di; ¥V 4,5 € 1,...,n. Luego {f(&)}" es
una base ortonormal.

Veamos ahora la afirmacién reciproca.
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Sea {€;}!' ; una base ortonormal de V. Entonces, por hipétesis sabemos que {f(€;)}" es

una base ortonormal de W. Sean también 4,7 € V, @ =37 | u;€;, U= ._, v;j€;. Entonces:

g,(f(ﬁ)v Zuzez Z'Uje_y Z UzU]g Z U@’UJ i = = g(, V)

1,7=1 1,7=1

Luego f es una isometria lineal y, por tanto, biyectiva (i.e. isomorfismo de espacios vectoriales).
|

Teorema 3.3.4. Dadas dos bases ortonormales de V, B = {é&}", y B’ = {e itry, existe una
inica transformacion ortogonal f 1V — V tal que f(€;) = €';. Ademds, si 8 y [ tienen la
misma orientacion, entonces f es una rotacion, es decir, f € SO(V). Por otra parte, si tienen

orientacion opuesta, entonces f es una reflexion, es decir, f € S=(V).

Demostracion. Aplicando el Teorema [3.3.2], se obtiene que existe una tUnica isometria lineal
f:V =V tal que f(é) = ¢ i- La matriz de f en la base 5, A = [f]s, cuyas columnas son los
vectores €/; = Ael- expresados en la base (3, es la matriz del cambio de base de 3’ a 3, es decir,
la matriz P tal que Zg = Pfg,.

Si By [ tienen la misma orientacién, entonces sabemos que det(A) = det(P) > 0 y asf,
det(A) =1, con lo que det(f) = 1. Por otra parte, si 8 y 5’ tienen orientacién opuesta, entonces
se tiene que det(A) = det(P) < 0y asi, det(A) = —1, con lo que det(f) = —1. [ |

El siguiente Teorema muestra el resultado reciproco.

Teorema 3.3.5. Sea (V,g) un espacio vectorial euclideo de dimension n. Si B = {&}7, es
una base ortonormal de V y f € SO(V), entonces B = {f(€)}1, es una base ortonormal de
V' con la misma orientacion que (. Por otra parte, si f € S™(V), entonces ' también es una
base ortonormal de V', pero con orientacion opuesta a la de (.

Demostracion. Como ya hemos visto en la demostracion anterior, la matriz del cambio de base
de 8" a Bes P =[flg. Si f € SO(V), entonces det(P) = det(f) =1 >0, ysi f e S7(V),
entonces det(P) = det(f) = —1 < 0.

Ademds, tanto si f € SO(V) como si f € S7(V), se tiene que f es una transformacién

ortogonal y, por el Teorema si 8 es una base ortonormal de V, entonces ' = {f(&)}",
también es una base ortonormal de V. |

En el Teorema [3.3.3] se ha demostrado que f es una isometria lineal sii la imagen por f
de toda base ortonormal es también una base ortonormal. En los Teoremas y se ha

41



demostrado que dos bases ortonormales con misma orientacién determinan una tnica transfor-
macién ortogonal que conserva la orientacién (i.e. una rotacién), y que dos bases ortonormales
con orientacién opuesta determinan una unica transformacion ortogonal que invierte la orien-
tacion (i.e. una reflexién).

3.4. EIl Grupo Ortogonal

Como se muestra en esta seccién, las transformaciones ortogonales estan relacionadas con
las matrices, en concreto con un grupo de matrices, y esto permite tratar con las rotaciones
como matrices, en lugar de como aplicaciones.

Definicién 3.4.1. Sea A € M,,. A es ortogonal sii A- AT = AT . A = I,,. Se define el conjunto
On)={Aec M, :A-AT = AT . A=1,}.

Nota 3.4.1. Si A € O(n), entonces, como AT A = I,,, det(AT A) = det(A)? = det(I,) = 1, con
lo que det(A) =1 ¢ det (A) = —1. En cualquier caso, si A € O(n), entonces A es invertible, es
decir, existe A~', y podemos escribir:

O(n) = {A € My, : AT = A71}

Proposicién 3.4.1. El conjunto O(n) tiene estructura de grupo con el producto de matrices, y
se denota como el Grupo Ortogonal.

Demostracion. Sean A, B € O(n), entonces A - B € O(n) ya que:
(A-B)f =BT A"=B"'-A"'=(A.-B)"!

El elemento neutro es la identidad I,, € O(n), y el opuesto de A € O(n) es A~! = AT que est4
en O(n) puesto que (AT = (AT)T = A= (A"1)~L, [ |

Definicién 3.4.2. Se definen los conjuntos Ot (n) = SO(n) y O~ (n), subconjuntos de O(n),
de la forma:

SO(n)={A€O0(n) : det(A) =1}
O (n)={A€O(n) : det(A) =—1}

Proposicién 3.4.2. El conjunto SO(n) es subgrupo del Grupo Ortogonal O(n). Se le denomina
Grupo Ortogonal Especial.

Demostracion. Vamos a comprobar que se verifica el criterio de subgrupo, es decir, que dados

A, B € SO(n), entonces A- B~ € SO(n):
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Sean A, B € SO(n). Se tiene que det(A - B~!) = det(A)det(B~!) = 1-1 = 1y, por tanto,
A- Bl e SO(n). [ |

Nota 3.4.2. El conjunto O~ (n) C O(n) no es subgrupo de O(n), ya que este no es cerrado con
el producto de matrices:

Sean A, B € O~ (n), entonces det(A - B) = det(A)det(B) = —1-(—=1) = 1 y, por tanto,
A-B¢ O (n).

Teorema 3.4.1. Sea (V,g) un espacio vectorial euclideo de dimension n, sea B una base orto-
normal de V' y sea f:V — V una aplicacion lineal. Entonces:

i. La aplicacion f es una transformacion ortogonal, es decir, f € O(V), sii A= [f|g € O(n),
es decir, es ortogonal.

i. La aplicacion f es una rotacidn, es decir, f € SO(V) sii A = [f]g € SO(n).

iii. La aplicacion f es una reflexion, es decir, f € S™(V) sii A= [f]g € O™ (n).

Demostracion. Demostramos la afirmacién (i) en primer lugar.

T
Como A = [f]3, entonces f(Z) = (A:Z”g) . Sean Z, yj € V, si denotamos como Gg a la matriz

de g en la base f3, se tiene

g(f @) 1@) =g (A7) (A7) = (A- T Go- A5 =75 AT -Gy A3

y también
7.0 = 7o - Ga- 7L
9(Z,9) =T Gp - Yz
Veamos, en primer lugar, que si f es una isometria lineal, entonces A = [f]g es ortogonal.

Como S es ortonormal, Gp = I, y, por tanto:

g(f(f),f(g)):fﬁ.AT.Gﬂ.A.yg:fﬁ.AT.]n.A.gg:fﬁ.AT.A.gg

Por ser f isometria lineal y, nuevamente, Gg = I,,
g(f (@), () = 9(T,9) = T5- G- T = Tp - 5
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y entonces, se tiene que

fB-AT-A-jngg~gg VE, eV
Esto implica que AT - A = I, y, por tanto, puede afirmarse que A es ortogonal.

Veamos ahora que, si A = [f]s es una matriz ortogonal, entonces f es una isometria lineal.

Si A = [f]g € O(n), es decir, A' = A1 y 3 es una base ortonormal de V, i.e. Gg = I,
entonces:

g(f@). 1@ =g (A7) (A7) ) = (4T -Gy A7}

—

=g AT Ak =ig -y =35 Gs - ih = g(Z,7)

Veamos ahora las afirmaciénes (ii) y (iii).

Si f € SO(V), entonces f € O(V) y, ademés, det(f) = 1. Como f € O(V) y [ es ortonormal,
por la afirmacién (i) tenemos que A = [f]g € O(n). Ademads, por la Nota det(A) =
det(f) = 1. Por tanto, A € SO(n). Razonando de forma andloga, si f € S~(V), se obtiene que
A€ O (n).

Reciprocamente, si [f]g € SO(n), entonces [f|zg € O(n) y det([f]z) = 1. Por la afirmacién
(i), como 3 es ortonormal, tenemos que f € O(V). Ademads, det(f) =1, con lo que f € SO(V).
De nuevo, razonando de manera andloga, si [f]g € O™ (n), se llega a que f € S~(V). [

Nota 3.4.3. Durante la demostracion del Teorema[3.3.7] se ha visto que la matriz de cambio
de base de ' a B es [flg, con f una transformacion ortogonal. Por el Teorema (i),
esto implica que las matrices de cambio de base entre bases ortonormales pertenecen al grupo
ortogonal.

Ademds, si estas tiene la misma orientacion, entonces f es una rotacion y, por el Teorema
(ii), su matriz de cambio de base pertenece al grupo ortogonal especial.

Nota 3.4.4. Si (' es otra base ortonormal de V', entonces B = [f| es tal que A = PBP 1y
B = P~ 'BP, donde P € O(n) por la Nota m Teniendo en cuenta el punto (i) del Teorema
esto implica que B € O(n) sit A € O(n) sii f € O(V).

Como consecuencia se tiene el siguiente resultado, que identifica a las rotaciones con las

matrices de SO(n).
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Corolario 3.4.1. Sea (V,g) un espacio vectorial euclideo de dimension n, y fijada una base
ortonormal de V', los grupos O(V) y O(n) son isomorfos. Ademds, SO(V') es subgrupo de O(n),
y es isomorfo a SO(n).

Demostracion. Sea B = {€;}}; una base ortonormal de V, y sea ® la aplicacion:
®:0(V)— O(n)
f=1fls
Por el Teorema (i), @ estd bien definida. También es inyectiva, puesto que sean f,g € O(V)

tales que ®(f) = ®(g), se tiene que [f]g = [g]s, con lo cual f = g.
Veamos que ® es sobreyectiva. Sea A € O(n), y sea f la aplicacién
FiV vV
@ — (Aah)"

se tiene que [f]g = Ay, por el Teorema (i), f € O(V).

Como @ es inyectiva y sobreyectiva, se tiene que ® es biyectiva.

Por otra parte, ® también es homomorfismo de grupos, puesto que la matriz de la compo-
sicién de aplicaciones lineales es el producto de las matrices de las aplicaciones:

D(fog)=I[foglsg=Ifls-ldgls

Por tanto, O(V') = O(n).

Sea f € SO(V), entonces [f]g € SO(n) por el Teorema (ii), por lo que ®(SO(V)) C
SO(n). Sea B € SO(V) y sea R la aplicacién

R:V >V

- T\ T

w— (Bwﬁ)
se tiene que [R]s = By, por el Teorema|3.4.1(ii), entonces R € SO(V). Por tanto ®~1(SO(n)) C
SO(V), con lo cual ®(SO(V)) = SO(n).

Como SO(n) es subgrupo de O(n) y ® es isomorfismo de grupos, se tiene que SO(V) es
subgrupo de O(V). Sabiendo que SO(V') es grupo (subgrupo), entonces la aplcacién
R — ®(R)
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es también isomorfismo de grupos (subgrupos). |

Nota 3.4.5. Razonando de manera similar con el resultado del Teorema (1), también se
tiene que ®~1(O~(n)) es S~(V), el conjunto de las reflexiones en V.

Como se ha visto en la Notam el conjunto O~ (n) no es subgrupo de O(n) y, como ® es
un isomorfismo de grupos, entonces el conjunto de las reflexiones tampoco es subgrupo de O(V)
ya que, si ®~1(O~(n)) = S=(V) es subgrupo de O(V'), entonces se tiene la contradiccion de que
®(®~1(O~(n))) = O~ (n) es subgrupo de O(n).

A continuacion de define el producto vectorial en un espacio vectorial euclideo de dimensién
3, cuya correcta definicién queda justificada por el resultado de la nota anterior. También se
ofrece una manera de construir bases con la orientaciéon deseada utilizando este producto.

Definicién 3.4.3. Sea (V,g) un espacio vectorial euclideo de dimension 3, y sea 3 = {é}'}f’:l
una base ortonormal de V. Sean @,V € V, se define el produco vectorial de 4 y U como el dunico
vector U x U € V' que satisface

wp W w3
g(U X U,W0) = |up wug wug| VeV
vy V2 U3

siendo (u1,uz2,u3), (v1,v2,v3) y (w1, ws, ws) las respectivas coordenadas de i,V y W en la base

3.

Veamos que i@ X U existe y es unico, hallando sus coordenadas tan solo en funcién de @ y U.
Teniendo en cuenta la Proposicion|3.1.1], se tiene que

donde, como las coordenadas de €; respecto de la base B son (5ij)§?:1 Vi € {1,2,3}, entonces

3 1 0 O 0 1 0 0 O 1
E g(U X U,6)¢ = |u; ug ug|€l+ |ug uz ug|éy+ |uy uy wus|es=
=1 V1 V2 U3 V1 Uy V3 V1 V2 U3
U2 Uu3| o ur us| o uUr Ul S
= ey — €2 + es
V2 U3 V1 U3 V1 V2

y, por tanto, @ X U viene determinado en base 3 por:

Uz Uz
Vg U3

up U2
o v

ur u3

Tovr v

(ﬂxmﬁz<
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Dado el resultado anterior, se suele utilizar la notacion siguiente:

— —

€2 53

[y

UX U= |u

[y

U2 us
v V2 U3

Nota 3.4.6. FEl producto vectorial no depende de la base ortonormal elegida, salvo orientacion.
Sea ' otra base ortonormal de V', sea P la matriz de cambio de base de 3’ a 3, y sea X el
producto vectorial definido con esa base. Entonces

g(ii x ¥,%) = det (g, i, Ug) = det((Puh)", (Pig)", (PU§)T) =
= det(wg P, iig P15 PT) =

= det(dg, g, g )det(P") =

= g(ux v, w)det(P)

Yy, por tanto
g(i x ¥,7) — g(det(P)(@x¥), %) = g(il x & — det(P)(@x¥), %) =0 Vi€V

con lo que:

Como se ha visto en la Nota P € O(3) por ser una matriz de cambio de base entre
dos bases ortonormales, y su determinante vale 1 o —1 segin tienen la misma orientacion u
opuesta correspondientemente.

Por tanto, el producto vectorial cambia de signo si se define con una base ortonormal con
orientacion opuesta, y se mantiene igual para bases con una misma orientacion.

Proposicién 3.4.3. Sea (R3, g) espacio vectorial euclideo, y sean i,v € R3.

1. Bl producto vectorial es antisimétrico.

1. Bl vector i X U es ortogonal a 4@ y a v.

— —

iii. Si 4,V son linealmente independientes, entonces {u, v x 4,0} y {u,d x ¥U,0} son bases de
R3 con respectivas orientaciones positiva y negativa.

Demostracién. Sea By la base canénica de R3, y sean g, = (u1,u2,u3) y vg, = (vi,v2,v3) las
respectivas coordenadas de @, ¢ en la base fy. Veamos el punto (i):

)
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ug  ug
va  v3|’

Uy u2
ol v

vy U3
ug  ug|’

Uy u3
v1 U3

v U3
ur ug|’

(UxV)g, = (




En cuanto a (ii), a partir de la definicién de producto vectorial, se obtiene que

g(u x v, 1) = det(ﬁﬁovﬁﬁo’ 1750) =0

y de manera similar:

—

g(u x ,0) = det (s, Ug,, Ug,) = 0
Por tltimo, veamos (iii):

det(tg,, (U x @)g,,Us,) = det((V X u)a,,Vs,,Up,) = g(¥ X U,V x @) = ||U x u|| >0

det(ﬁﬁo» (a x 77)50’ 2750) = det((u x ﬁ)ﬁm Ugy ﬁﬁo) = det(—(V x ﬁ)ﬁovﬁﬁo’ Uﬁo) =

= —det((V X U©)g,, Uy, Up,) = —g(0 X U,V x U) = —||U x | <0

Proposicién 3.4.4. Sean @, v,% € R3. Se cumple la igualdad siguiente:

9@ x ¥,1F) = g(&@, 7 x )

Demostracion. Sean (uq,us,us), (v1,v2,v3) y (w1, ws,ws) las respectivas coordenadas de @, vy
W en la base canénica de R3. Por una parte se tiene que

17: X 17 = ('LLQUg — U3V2,U3V1 — UIV3, U1V2 — uQvl)go

y con ello:

g(t x v, W) = w1 (ugv3 — uzvz) + wa(uzvy — u1v3) + w3(u1ve — uzvy)

= W1U2V3 — W1U3V2 + WaU3V] — WaUIV3 + W3UIV2 — WUV

Por otra parte

U X 0 = (vawz — v3Wa, V3W| — VIW3, V1W2 — V2W1) B,

con lo cual:

g, U X W) = uy (vows — v3wa) + ug(vswy — viws) + ug(viwg — vowy)

= U1V2W3 — UIV3W2 + UV3W] — UV1W3 + UZVIW2 — UV2W]

Si se presta atencién, ambos resultados tienen los mismos términos y, por tanto, g(ix v, W) =
g(u, ¥ x ). [ |
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3.5. Rotaciones en R? y R?

Finalmente, en esta seccién se estudian las rotaciones en R? de manera constructiva, partien-

do de las de R2. Esto y la relacién entre SO(V) y SO(n) constituyen los resultados principales
de este capitulo.

Definicién 3.5.1. Sea (V,g) un espacio vectorial euclideo. Una Rotacion lineal en V es una
transformacion ortogonal R :'V — V tal que det(R) = 1.

3.5.1. Matrices de SO(2) y rotaciones en R?

Antes de ver las rotaciones en R?, veamos algunas notas sobre cémo son los elementos de
O(2) y, en concreto, de SO(2).
Nota 3.5.1. Sean z,y € R tales que x4+ y*> = 1. Existe un tinico 0 € [0,27) tal que
x = cosf
y =sinf

el cual viene dado por:

arctan? x>0,y >0

5 x=0,y>0
0 = At(r,y) =  arctan? +7 =<0

37” rz=0,y <0

arctan? +27 x>0,y <0

Nota 3.5.2. El grupo O(2)

Sea A € O(2). Entonces, A = < ) € 0(2) sii ATA =1, sii

(o) a)=( )

De aqui se obtiene el sistema de ecuaciones:

a2+ =1
ac+bd =0
ac+bd=0
c+d>=1
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Por un lado, como a®>4b*> = 1, en la Nota se ha visto que eziste un unico dngulo 0 € [0, 27)
tal que:

a = cosf

b=sinf
Por otro lado, como ac+db = 0, necesariamente ac = —bd, luego ¢ = —%d = —\b, siendo \ = g,
y d = \a. Como ¢ +d? = 1, entonces

(=A% + (Na)? = N2 (B +a?) =\ =1

con lo que A = +1 y, por tanto, o bien c = —b yd = a, o bien c = b y d = —a. Ndtese que
det(A) = ad — be = Ma? + \b? = \(a® +b?) = .

Entonces, cuando A =1 (i.e. cuando det(A) = 1), la matriz A es de la forma

cos) —sind
A= < sinf  cosf >
y cuando A = —1 (i.e. cuando det(A) = —1), la matriz A es de la forma:
cosf sinf
A_< sin 6 —cos@)

Nota 3.5.3. El grupo SO(2) Sea A € SO(2), se tiene que det(A) = 1. De las dos opciones
vistas en la Nota[3.5.3, como solo una cumple esto, entonces

cosf) —sinf
A= < sinf  cosd >
para un tnico 6 € [0, 2m).

Ademds, como los elementos de este grupo son de la forma

a —b
b a
sean A, B € SO(2), entonces

a —b c —d ac—bd —ad — bc c —d a —b
AB_(b a)(d c>_<ad—|—bc ac—bd>—<d c)(b a>_BA
por lo que SO(2) es un grupo conmutativo.
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Teorema 3.5.1. Sea (R?,g) espacio vectorial euclideo. Sea R : R? — R? una rotacion lineal.
Entonces, dada cualquier base ortonormal § = {€1, €}, existe un dnico dngulo 6 € [0,2m) tal
que la matriz de R respecto de [ es:

_ cos —sinf
[Rlie, ey = ( )

sinf cosf

Una rotacion en un espacio vectorial euclideo de dimension 2 también se llama giro lineal.

Demostracion. Por el Teorema (ii), tenemos que la matriz de R respecto de 3 es [R]s €
SO(2), y entonces ya vimos en que existe un tnico dngulo 6 € [0, 27) tal que la matriz R
respecto de esta base [ es de la forma:

sinf cos@

], = < cos sme)
n

Nota 3.5.4. La matriz de R es independiente, salvo orientacion, de la base ortonormal elegida.
Si B = {e'1,€/2} es otra base ortonormal con la misma orientacion que 3 entonces, por la Nota

la matriz P de cambio de base de 3’ a (B pertenece a SO(2). Ademds, por la Notam
se tiene que

[Rls = P[R]g P~

y, como [R]g € SO(2) y en la Nota se ha wvisto que SO(2) es un grupo conmutativo,

entonces P[R]g = [R]g P y se tiene que:

[Rls = P[R]gP~! = [R] PP~ = [Rg

El dngulo 0 caracteriza completamente al giro lineal R. La imagen de un vector por este giro
resulta de rotar el vector un dngulo 0 en sentido antihorario u horario, segun si la base utilizada
tiene orientacion positiva o negativa, respectivamente. Se denota como R = Ry.

De acuerdo con la Definicion |3.3.5, elegimos como orientacion positiva a la determinada
por la base candnica de R?.
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3.5.2. Rotaciones en R?

Teorema 3.5.2. Sea (R?,g) espacio vectorial eucideo de dimension 3. Sea R : R® — R3 una
rotacién lineal. Entonces, existe una base ortonormal de R3, {€), €, €3}, respecto de la cual la
matriz de R es:

cosf) —sinf 0
(R (er,éney = | sinf  cosf 0
0 0 1

para un unico dngulo 6 € [0, 27).

Ademds, R [(e1,8,) €S un giro en sentido antihorario de dngulo 6 en el plano ortogonal a €3,
(€1,€5).

Demostracién. Sea 3 una base ortonormal cualquiera y sea A = [R] 3. Por el Teorema m se

tiene que A € SO(3). Veamos primero que det([R]g — I3) = 0:

det(A — I3) = det(A — AAT) = det(A(I3 — AT)) =
= det(A(Is — A)T) = det(A)det((I3 — A)T) = det((I3 — A)T) =
= det((I3 — A)) = det((—1)(A — I3)) = (=1)3det(A — I3) = —det(A — I3)

Por ello, det(A — I3) = 0, es decir, la matriz A — I3 es singular.

Como A — I3 es singular, entonces existe @ # 0, tal que At = g, es decir, R(wW) = .
Veamos esta afirmacion con detalle:

Si A — I3 es singular, entonces det(A — I3) = 0, con lo que rg(A — I3) < 2. Sea la aplicacién
lineal R — Idgs : R3 — R3. Esta aplicacién tiene por matriz respecto de 8 a A — I3, de forma
que, como dim(Im(R — Idrs)) = rg(A — I3) < 2, entonces:

3 =dim(Ker(R — Idgs)) + dim(Im(R — Idgs)) < dim(Ker(R — Idgs)) + 2

Por lo cual dim(Ker(R — Idgs)) > 1y, entonces existe @ # 0 tal que @ € Ker(R — Idgs), es
decir, existe @ # 0, tal que R(w) = 0.

Sea €3 = ﬁ y sea IT = (&3)*. Sea 3 := {&],&} una base ortonormal de II cualquiera

orientada positivamente, y tal que {€1,€,€3} es una base ortonormal de R? orientada posi-
tivamente. Tenemos que R? = I1 @ (¢3). Ademds, como R(€3) = €3, entonces g(R(€1),€3) =

g(R(€1), R(€3)) = g(€1,€3) = 0 e, igualmente, g(R(€),€3) = 0, con lo que R(IT) C II. Entonces,
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se puede considerar R [11: I — II, y esta es una transformacién ortogonal, R [1€ O(II), ya que,
dados © € Il y v € II:

gu(R [ (@), R [ (9)) = g(R(7), R(V)) = 9(4, 7) = gn(4, 7)

Consideramos la matriz de R [11 en la base [3':

= a b
pothna= (1)
Entonces, la matriz de R respecto de la base {&}, €2, €3} sera:

b 0
M = [R]{éi,éé,é},} = d 0
01

S o

Como M € SO(3) entonces, al ser det(M) = 1 y desarrollando este determinante por adjuntos,

det(M) = 1-det(B) = 1, con lo que det(B) = 1. Esto implica que det(R [11) = 1, es decir,

R e SO(II).

Por el Teorema dada la base ortonormal 3" = {€1,é} de II orientada positivamente,
existe un unico angulo € € [0, 27) tal que la matriz de R |11 respecto de esta base es

- cosf) —sinf
[R rH]{é’1,€2} - ( sinf cosf )

y, por tanto, se tiene una base ortonormal de R? orientada positivamente, {€7, €, €3}, res-
pecto de la cual la matriz de R es

cosf) —sinf O
[R] (er,énsy = | sinf  cosf 0
0 0 1
para un tnico dngulo 6 € [0, 27). -

Nota 3.5.5. Sea {¢/1, €5} otra base ortonormal de I1 = (&3)+ = (&1, &) orientada positivamen-

te. Por la Nota se tiene que [R (g, g, = [R Il{z,,2} ¥» por tanto

i cosf —sinf 0 -
[R]{671,e72,é'3} - sin ¢ cos 0 = [R]{€17€2’€3}
0 0 1
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para un unico dngulo 6 € [0, 27).
Se denota a (€3) como el eje de rotacion. Como consecuencia, una rotacién en R? se carac-

teriza completamente por su dngulo 0 € [0,27) y su eje de rotacion (€s), salvo la orientacion de
la base, que determina el sentido de giro.
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Capitulo 4

Cuaterniones y rotaciones

El hecho de que los ntimeros complejos unitarios representen rotaciones en R?, y su producto
resulte en la composicién de rotaciones (véase el Anexo |C]) motivé a generalizar estos elementos
con tal de representar de forma similar rotaciones en R3. Esto dio lugar a los cuaterniones, de
los cuales trata este capitulo.

Ademis de ofrecer una represenacién de las rotaciones en R? alternativa a las matrices, con
un coste de procesado menor entre otras ventajas, los cuaterniones pueden ser utilizados para
estudiar la topologia de las rotaciones también de manera alternativa. La mayoria del contenido
de este capitulo ha sido consultado en [13] y en [23].

4.1. Algebra de los cuaterniones

Esta seccion ofrece la definicién de los cuaterniones, ademés de algunas de sus propiedades
y operaciones.

Definicion 4.1.1. Se definen los cuaterniones como elementos de la forma
q=a+bi+cj+dk

siendo a,b,c,d € R e i,j,k los elementos de la base candnica de R®. El conjunto de los cuater-
niones se representa con la letra H.

Nota 4.1.1. Como cada cuaternion q = a + bi + ¢j + dk viene definido por los coeficientes
a,b,c,d, que forman el vector (a,b,c,d) € R, puede identificarse H con R*. De esta manera
se considera H como R-espacio vectorial, con la suma y operacion externa definidas de forma
natural a partir de las de R*.
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Nota 4.1.2. Dado q € H, este también se representa como q = a + ¥, con ¥ = (b,c,d) =
bi + cj + dk € R3. Se define la parte real de ¢ como Re(q) = a € R. Por otra parte, se define la
parte imaginaria de g como Im(q) = ¥ = bi + ¢j + dk € R3.

Definicion 4.1.2. Dados q1,q2 € H, con g1 = a1 + b1i+ c1j + dik y g2 = ao + boi + o + dok.
Se define su producto como:

q1 - q2 = (a1az — biby — c1c2 — dida) + (a1ba + brag + c1dy — dic)i+
+ (alcg — bids + c1a9 + dlbg)j -+ (aldg + bicg — c1by + dlag)k

Nota 4.1.3. Veamos como se comporta el producto de cuaterniones sobre los elementos de la
base candnica de R3:

i2=1-i=(0-1-0-0)+0+0+0-0)i+0—-0+0+0)j+0+0-0+0k=-1
De manera similar se obtiene que j> = k% = —1. Por otra parte
i-j=(0-0-0-0)+(0+04+0—-0)i+(0-0+0+0)j+(0+1-0+0k=k

y, por tanto, ijk = (i-j) -k = k? = —1. Con esto se tiene la expresion i? = j*> = k? = ijk = —1,
de la cual se derivan las siguientes reglas:

,

ij =ij(-k)?=—ijk-k=k
ik =-j

ji =-k

jk = (-i%)jk = —i(ijk) =i
ki = (iD= i’ = j
ki = (=i =

Definicién 4.1.3. Se dice que un cuaternion q es imaginario cuando Re(q) = 0. Al conjunto
de los cuaterniones imaginarios se le denota como Im(H) = {q € H : Re(q) = 0}.

Nota 4.1.4. Un cuaternion imaginario q se identifica con un vector de R3, ya que en este caso
q=0+7 con v € R3. Dados q1,q2 € Im(H), con g, = U1 y g2 = U2, no hay que confundir vi - U5
con (U, 72), siendo este el producto escalar usual de ambos vectores en R3. En consecuencia, se
tiene la identificacién Im(H) = R3,

Proposicion 4.1.1. Sean q1,q2 € H, entonces:
q1 - @2 = Re(q1)Re(q2) — (Im(q1), Im(q2)) + Re(q1)Im(q2) + Re(q2)Im(q1) + Im(q1) x Im(qe)

De donde se deduce que:

Re(q1 - g2) = Re(q1)Re(q2) — (Im(q1), Im(q2))
Im(q1 - q2) = Re(q1)Im(qz) + Re(gz2)Im(q1) + Im(q1) x Im(gz)
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Demostracion. Sean q = a1+biitcij+dik = a1+9; € Hy g2 = ag+boitcoj+dok = ao+vs € H,
entonces:

q1 - g2 = (a1 + bii+ c1j + dik)(az + bai + c2j + dok) =
= a1as + a1boi + aicaj + ardok + byasi + bybei® + bicaij + bidaik+
+ c1a2j + c1boij + c102§% + erdajk + diask + diboki + dicokj + didok® =
= aiag — biby — dydy — c1ca + (a1bs + brag)i+ (aico + cra2)j+
+ (a1ds + d1as)k + bresk — brdoj — c1bok + c1dai + dibaj — dicai =
= ajag — (U1, Ua) + a1(boi + coj + dok) + ag(bii+ a1j + dik)+
+ (c1d2 — dic2)i+ (diba — bida)j + (bica — c1bo)k =

i j k
=aijay — <171,272> + a1ty + a9t + b1 a1 di| =
bg C2 d2

=ajag — <771,?72> + a1 + a9¥1 + U1 X Uy
Donde las partes real e imaginaria del producto son las enunciadas en la proposicion. |
Nota 4.1.5. Teniendo en cuenta la expresion anterior para el producto de cuaterniones:
i. Dados g € H ya € R C H, entonces a-q=q-a, ya que Im(a) = 0. Ademds, si q1,qs € H,
entonces qraqs = aq1qs.

it. Dados q1,q2 € Im(H), es decir, g = U1 y g2 = U2 , entonces

q1 - q2 = —(U1,02) + U1 X U

y, por tanto, si ¢ = v € Im(H), entonces:

q-q="7-7=—(0,0) =—|v]* €R
A continuacion se utilizan los resultados derivados del producto cuaternionico definido para
estudiar algunas de sus propiedades.
Corolario 4.1.1. Sean q1 = ¥1 € Im(H) y g2 = U2 € Im(H) con ¥; ortogonal a U2, entonces

q192 = —q2q1. Dado este contraejemplo, se tiene que en general el producto de cuaterniones no
es conmutativo.
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Demostracion. Por una parte:
q1 - g2 = Re(ql)Re(qg) — (171, 172> + Re(ql)ﬁg + Re(QQ)Ul + U] X Uy = U1 X U
y por otra:

q2 - @1 = Re(q2)Re(q1) — (U2, U1) + Re(q2)01 + Re(q1)va + U2 X U1 = v X )

Como #] X U = —Uy X U7, entonces se tiene que ¢1q2 = —qoq1. |
Nota 4.1.6. Sean ¥y, U, U3 € R3, se tiene la identidad
171 X (172 X 173) = <171,173>172 — <171,172>173
cuya demostracion se puede encontrar en [1].

Corolario 4.1.2. El producto de cuaterniones es asociativo, es decir:

(192)a3 = q1(9243) Y1, q2,q3 € H

Demostracion. Sean qi1,q2,q3 € H, con ¢ = a1 + 91, o = ag + U2 y g3 = az + ¥, entonces

(q192)q3 = (araz — (U1, V2) + a1v2 + ax¥ + U1 X U2)q3 =

= (a1az — (U1, 02))az — (@102 + ag¥h + U1 X U, U3) + (araz — (U1, U2)) U3+
+ az(a1Uy + ag®; + U1 X U2) + (@102 + ag¥y + U1 X U2) X U3 =

= ajagas — asg(vy, Ua) — a1 (Va, Us) — ag(Vh, U3) — (U1 X Ua, U3) + ajagtis — (U1, Ua)Us+
+ aza1Uy + agax¥y + a3(U; X U2) + a1 (V2 X U3) + ax(U) X U3) + (U1 X U2) X U3

y, utilizando la identidad de la Nota se tiene que (¥ X Up) X U3 = —U3 X (U X Ua) =
<—173,172>171 — <—173,171>172 y, por tanto:

(q192)q3 = arazaz — az(vh, U2) — a1 (Va, U3) — ag(Vh, U3) — (U1 X Ua, U3) + ajaglz — (U, Ua) U3+
+aza1Va + azaz¥ + az(Vh X Ua) + a1 (v X U3) + az(vh X T3) — (U3, U2) ¥ + (U3, V1) 02

Por otra parte:

1

q1(q293) = q1(azas — (Va, U3) + ag¥U3 + azvh + Uz X U3) =

)
= aj(agaz — (U2, 7V3)) — (U1, ax¥s + aza + U2 X U3) + a1(ax¥s + aszve + U X U3)+
+ (a2a3 — <172,173>)U1 + 77 X (agi_fg + a3¥y + Uy X 273) =

= ayaza3 — a1 (Va, U3) — ag (¥, Ts) — az (v, V2) — (U1, Vs X U3) + ajas¥s + ajazva+

+ a1 (Ta X U3) 4+ agazth — (Va, U3)T1 + az(th X U3) + az(vh X vh) + ) X (Vo X U3)
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y, utilizando de nuevo la identidad de la Nota y teniendo ademds en cuenta que, por la
Propiedad <’l71,’l72 X 173) = <’l71 X 172, 173)2

q1(q2q3) = a1aga3 — a1 (U2, U3) — az(U1, U3) — a3 (U, va) — (U X U2, U3) + a1a203 + ajazve+

—f-al(l_fg X 173) + a2a3171 - <172, 173>171 + ag(i_fl X 173) + (13(171 X 272) —+ <171,773>272 — <271, 172>173

Si se presta atencién a ambos resultados, se observa que (q1¢2)q3 = q1(q2q3).- |

También es posible definir la norma y los conceptos de cuaternion unitario y conjugado de
manera similar a como se definen en C.

Definicion 4.1.4. Dado un cuaternion ¢q = a +bi+cj+ dk = a+ ¥ € H, se define:

i. El médulo o norma de q como |q|* = a* + b + ¢ + d*> = a® + ||7]|*> € R. Notar que si

q € Im(H), entonces |q|* = ||7]|*>. Como q = ¥, denotamos ||7]| = |v], o bien |q| = ||q||-

ii. Se dice que q es unitario cuando verifica que |q| = 1. Se denota al conjunto de los cuater-
niones unitarios como U = {q € H : |q| =1} C H.

iii. Bl conjugado de q como ¢ = Re(q) —Im(q) =a—bi—ci—di=a—7.

Nota 4.1.7. Dada la definicion del conjugado de un cuaternion q € H. Se tiene que Im(q) =
0 sit Im(q) = —Im(q) sit ¢ = G, y Re(q) = 0 sit ¢ = —q. De esta forma, puede definirse el
conjunto de cuaterniones imaginarios como Im(H) = {q € H : ¢= —q}

Por 1ltimo, se muestran algunas propiedades de la norma y el conjugado de un cuaternién.

Propiedad 4.1.1. Sean q,q1,q2 € H. Entonces:

i. qq = |q|*.
1. q1q2 = q2 - q1-
iti. |q1g2| = |q1] - |g2|.
Demostracion. En primer lugar, veamos la demostracién de (i). Sea ¢ = a + ¢ € H, entonces
g =a— 7, luego qG = a® — (¥, V) + a(—v) + av + T x (=) = a® + (¥, 9) = |q|*
En cuanto a (ii), sean q1,q2 € H con ¢ = a1 + U1 y g2 = ag + U, entonces:
Q@ = arag — (U1, U2) — a1vz — Vi — U1 X Ua
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Por otra parte:
@ - q1 = aza; — (—U2, —v1) + az(—01) + a1 (—v2) + (—02) X (1) =
= ajaz — (U1, U2) — a1 — agth — (U X ¥2)
Por tltimo, veamos (iii). Aplicando (i), se puede afirmar que |q1q2|> = q1¢2G1 2. Ademas,
aplicando (ii) se tiene que q1¢2G1G2 = q192G2 * q1-

Aplicando (i) de nuevo, finalmente se tiene que |q1q2]2 = 1920192 = q192G2 - 1 = q1 ]q2\2q7 =
|CI1|2|Q2|2- n

1

Nota 4.1.8. Del punto (i) de la Propiedad anterior, se tiene que ¢~ ' = ﬁq con q # 0.

Teniendo en cuenta esto, la operacion suma heredada de R* y las propiedades vistas del producto
cuaternionico, se tiene que H es un anillo de division o cuerpo mo conmutativo.

4.2. Cuaterniones y rotaciones

En esta secciéon se muestra la relacién que hay entre los cuaterniones, concretamente los
unitarios, y las rotaciones en R3.

Proposicién 4.2.1. El conjunto de cuaterniones unitarios U es un grupo con el producto
cuaternionico.

Demostracion. Por un lado, en el Corolario se ha demostrado que los cuaterniones verifican
la propiedad asociativa, aunque no la conmutativa, con el producto.

Por otro lado, en la Propiedad se ha demostrado que, dados q1,q2 € U, entonces
lg1g2| = |q1]|g2| = 1, luego U es un conjunto cerrado bajo el producto. Ademads, dado ¢ € U, se
tiene que ¢~! = g € U y, por tanto, todo elemento ¢ € U posee un inverso ¢~' =g € U. |

Nota 4.2.1. El conjunto de los cuaterniones unitarios puede denotarse también como:

U={(a,bc,d) eR* : >+ ++d*=1}

Esto facilita su interpretacion, puesto que coincide con la hiperesfera S3(1) formada por los
vectores unitarios de R*. Por tanto, se tiene la identificacion U = S3(1).

Proposicién 4.2.2. Sea ¢ € U. Dado w € Im(H), entonces quq es un cuaternion imaginario
con la misma norma que w.
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Demostracion. Como w € Im(H), entonces @ = —w, y w? = w - w = —w = —|w|?.

Sea p = qwgq. Se tiene que p = qw -q = q - qw = qwq = q(—w)q = —p, por lo que p = quq
también es un cuaternién imaginario.

Por otro lado, [p|* = pp = (quq)(—quwq) = q(—w?)q = qlw[*7 = |w|*qq = |w|?, y de esta
forma |qug| = [|qug]| = |w| = [|w]. u

La proposicién anterior motiva la definicién que sigue.

Definicién 4.2.1. Dado g = a+ ¥ € U, se define la aplicacion
Rlq] : Im(H) — Im(H)
como:

Rlg)(w) = quq = (a + P)w(a — ¥) = a*w + a(tw — w¥) — FwT € Im(H)

Proposicién 4.2.3.

i. R[q] estd bien definida, es decir, R[g)(w) € Im(H) Yw € Im(H) por la Proposicion [4.2.9

ii. R[q] es lineal, ya que R|q|(wy + wg) = q(w1 + w2)q = qu1q + qw2q = Rq](w1) + R[q](w2),
y Rlg](Mv) = ¢(Mv)q = A(qvq) = AR[q](v).

iii. Notar que, dada la identificacion de Im(H) con R3, se puede interpretar R[q] : R? — R3.

iw. Rlq] : R — R3 es isometria lineal, ya que dado w = € Im(H), se ha visto en que
w]? = lqwq|®, de donde se tiene que |[W]|* = |w|* = |quq|* = |R[q](w)* = ||R[g](&)||* por
ser w y R[g|(w) cuaterniones imaginarios y, por tanto, ||W|| = || R[q](W)]|.

A continuacién se relacionan los cuaterniones con las rotaciones, viendo en primer lugar que
dado un cuaternion unitario ¢, se tiene una rotacién que viene dada por R]q].

Teorema 4.2.1. Sea q € U. Entonces R[q] representa una rotacion en sentido antihorario
de dngulo 8 = 2arccos(Re(q)) comprendido en [0,2m], siendo la rotacion identidad cuando
Im(q) =0 (i.e. 0 €{0,27}), y con el eje de rotacion apuntando en la direccion de Im(q) en el
resto de casos.

Demostmcio’n Sea ¢ = a + U € U, entonces existe un unico angulo 6 € [0, 27| tal que Re(q) =
a=cos(§) y [Im(q)] = |v| = sin(4) > 0. Durante esta demostracién se utilizar la notacién v
y U para representar a I'm(q), segin sea més apropiado verlo como cuaternién o como elemento
de R3. Veamos la afirmacién anterior con detalle.
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Como |q| = 1, se tiene que |q|?> = a® + |v|?> = 1. Entonces, por la Nota y teniendo en
cuenta que |v| > 0, existe un unico « € [0, 7] tal que a = cos(a) y |v| = sin(«a). Sea 6 = 2a, se

tiene que 6 € [0,27] y
0
cos(a) = cos <2> =a
0
— = arccos(a)

0 = 2arccos(a) = 2arccos(Re(q))

Si v = 0, entonces es evidente que ¢ = +1 y, por tanto, # = 0 6 § = 27. En este caso,
sea W € R3, es trivial comprobar que R[1](w) = R[—1](w) = w, lo que representa la rotacién
identidad.

Cuado v # 0, entonces se tiene que:

R[q](v) = a*v + a(vv — vv) — vvv = a*v + viv = a*v + |v*v = (a* + [v]P)v = v

Sea w; € U[(Im(H) ortogonal a v, vistos como vectores de R3. Teniendo en cuenta el
Corolario se tiene que vw; = —wjv. Si se definen wsg = Mv y wo = wswi = w3 X W
entonces, 1endo en cuenta la Proposicién [3.:4.3] y que ws es unitario por ser el producto
de cuaterniones unitarios, {w1,ws, w3} es una base ortonormal de R? positivamente orientada,
donde también se tiene que vwe = —wov. Ademas:

mengm<1

vV = w3
vl

v) = iRl =

|v]

0 0
R[q](w1) = wicos <2> + (vw; — wyv)cos (2> —vwyv =
5 (0 0
= wicos 3 + (vwy + vwy)cos 3 + vow; =
0 0
= wycos? <2> + 2vwcos <2> — |U]2w1 =
0 0 0
= wjcos® <2> + 2|v|wswicos <2> — wysin? <2> =
0 0 ) 0
= wycos® (2> + 2|v|wacos <2) — wysin? <2)
0 0 0
= wycos® <2> + wy2sin <2> cos <2> — wysin? <2> =

= wicos(#) + wasin(f)
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0 0
Rlq](wq) = Wycos> <2> + 2vwycos <2> — VWV =
5 (0 0
= wW9oC0S8 5 + 2vwswicos 2 —+ wovv =
= wycos> <§> + 2v vwlcos <§> — w2|v\2 =
= wocos® Q —w cos i — wosin? Q =
2 2 ! 2 2 2)
0 0
= wycos> <g> — 2|v|wycos <2> — woysin? <2> =
= wycos? Q — 2wy sitn cos 4 — waysin?® =
2 2
= —wisin(0) + wacos(6

Por tanto, la matriz asociada a la aplicacién lineal R[q| respecto a la base ortogonal positi-
vamente orientada {wi,wq, w3} es

cosf —sinfd O
[R[q)] s wpsy = | S0 cosf 0
0 0 1

que pertenece al grupo ortogonal SO(3). Aplicando el Teorema (ii), se tiene que R[q] €
SO(R3) y, como se ha visto en el Teorema esta matriz corresponde a un giro de angulo 6
alrededor del eje determinado por ws en sentido antihorario. |

Definicién 4.2.2. Sea By la base candnica de R3. Se define la aplicacion
F:U=S8%1)— SO(3)
como F(q) := [R[q]]5, € SO(3) = SO(R3).

Nota 4.2.2. La topologia de SO(3). En se ha visto que el isomorfismo SO(3) = SO(R?)
se da al fijar una base ortonormal de R? como, en este caso, la base candnica. Considera-
mos sobre SO(3) la topologia inducida como subespacio topoldgico de (M3,7:1M3), es decir,

(50(3)7 7271/\/13 rS’O(?))) :

Proposicién 4.2.4. Sea g = a+bi+cj+dk = a+ ¥ € U. La matriz de R|q] respecto de la base
canonica es:

1—2¢2 — 242 2bc — 2ad 2bd + 2ac
F(q) = [Rldllg, = 2bc +2ad 1 —2b%—2d*>  2cd — 2ab
2bd — 2ac 2¢d + 2ab 1 —2b% — 262
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Demostracion. Sea g = {€1, €, €3} la base canénica de R, Veamos como acttia R[q] sobre los
elementos de esta base.

Como q = a + ¥, con ¥ = (b,c,d), y eg = 0+ €1, con & = (1,0,0) € R3, utilizando la
Proposicién se tiene que

—

k
ger = —(U,€1) + a€y + d| =—-b+(a,0,0) + (0,d, —¢c) = —b+ (a,d, —c)
0

— SN
O O o

y, por tanto, utilizando de nuevo la Proposicién y siendo ¢ = a — ¥, se tiene que R|q|(€1)
es:

i j k
Rlq)(1) = qe1q = —ba — {(a,d, —c), =) — b(—7) +ala,d,—c)+ |a  d —c
-b —c —d

= —ba + ab + dc — cd + (b*, be, bd) + (0%, ad, —ac) + (—d* — %, be + ad, bd — ac)
= (a® + b — & — d?, 2bc + 2ad, 2bd — 2ac)

Ademis, como ¢ € U, se cumple que a® + b? + ¢ + d> = 1. Por tanto
P - —P =+ +P+d>—22 -2 =122 — 247

y, finalmente R[q](¢1) = (1 — 2¢? — 2d?, 2bc + 2ad, 2bd — 2ac).

Realizando célculos similares se obtiene que

R[q](&2) = (2bc — 2ad, 1 — 2b* — 2d*, 2cd + 2ab)

R[q)(&5) = (2bd + 2ac, 2¢d — 2ab, 1 — 2b* — 2¢%)

Teorema 4.2.2. Sea la aplicacion F definida en[{.2.2. Entonces:

i. F estd bien definida, i.e. [R[q]]5, € SO(3)Vq € U = S*(1).
1. F' es sobreyectiva.
iii. F es homomorfismo de grupos entre (U = S3(1), - ) y (SO(3), - ).

iv. Ker(F)={-1,1}. Por tanto, sean q1,q2 € U, F(q1) = F(q2) sii ¢1 = £qa.
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V.

F es continua como aplicacion entre (S3(1),Tg, [s3(1)) ¥ (SO3), Tap, Ts0(3))-

Demostracion.

i.

ii.

iii.

Sea g € U = S3(1). En el Teorema se ha visto que R[q] € SO(R3) y, por el Teorema
3.4.1) (ii), entonces F'(q) = [R]q]]5, € SO(3).

Sea A € SO(3). Sea R la aplicacién
R:R® - R?
@ — (Aah)"
se tiene que [R]g, = Ay, por el Teorema (ii), R € SO(R?).

Como se ha visto en el Teorema existe una base ortonormal de R3 orientada positi-
vamente, 5 = {W, Wa, W3}, respecto de la cual la matriz de R es

cosf) —sinf O

[Rlg=| sinf cosf 0
0 0 1
para un unico 6 € [0, 27).
Sea ahora g := cos(%) + sin(%)ws. Por el Teorema m R]q| es una rotacién en sentido

antihorario de dngulo 2arccos(cos(g)) = 0 y eje de rotacién apuntando en la direccién de

Im(q), que es la de ws3. Durante la demostracién de ese teorema, se ha construido una base
ortonormal orientada positivamente 8 = {¥;, U, U3} respecto de la cual la matriz de R]q]

es
cosf —sinf 0

R[]l = | sin@® cosf O
0 0 1
donde v3 = % = 103, U1 es un vector unitario cualquiera de (w3)* y vy = W3 X 1.

Si elegimos 9] := Wi, entonces Up = W3 X W = We, ya que ws es el Gnico vector unitario
ortogonal a w; y w3 para el cual la base § tiene orientacién positiva. De esta manera se

tiene que =/, con lo cual [R]s = [R[ql)s y. por tanto, F(g) = [Rlg]ls, = [R]s, = A.

El resultado anterior también podia ser justificado por la Nota [3.5.5]sin necesidad de tener
Up =W y U2 = Wa, ya que (T, o) = (W, Wa) = (ws)™.

Sean q1,q2 €U = S3(1), y sea By = {€1, s, €3} la base canénica de R3. Entonces
Rlq1 - 2](€) = q€iqiqz = q1q2€i2q1 = q1(R[q2](€:))q1 =
= R[q1|(R[g2](€i)) = (Rlq1] o Rlgo]) (i) Vi € {1,2,3}
y, por tanto, F(q1 - q2) = [Rlq1 - q2]]g, = [Rla1]]g, - [Rla2]]p, = Fa1) - F(g2).
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iv. Sea ¢ € Ker(F) = {qg € U = S3(1) : F(q) = I3}, entonces F(q) = [Rlgllg, = I3 V.
por tanto, R[q] = Idgs. Por el Teorema al ser R[q] la rotacién identidad, entonces
Im(q) =0, por lo que ¢ = %1, es decir, Ker(F) ={-1 1}

Como consecuencia, sean g1, g2 € U = S3(1) y teniendo en cuenta el punto (iii), F(q2)F (g5 ") =
F(qeqz ') = F(1) = I3, y por ello F(gy ') = F(g2)~". Con todo esto se tiene lo siguiente:

F(q1) = F(g) sii F(q1)F(g2)™' = I
sit F(q1)F(q ') = I3
sit F(qugy ') = I3
sit qrgy ' = +1
sil g1 = g2

v. Consideramos la aplicacion

4 9
fr®ETE) = (R T
(a,b,c,d) — (1 — 2¢* — 2d%, 2bc — 2ad, 2bd + 2ac, 2bc + 2ad,
1—-2b? — 2d?, 2¢d — 2ab, 2bd — 2ac, 2¢d + 2ab, 1 — 2b% — 2¢?)

Teniendo en cuenta el homeomorfismo id : (RY, []7_, 7:}5) — (RY, 7:}39) visto en el Teorema
la composicion (mpoid tof) : (R*, 7;]154) — (R, '7313) da lugar a una funcién polinémica
en 4 variables Vk =1, ..., 9.

Como 7, o (id~! o f) es continua Vk = 1,...,9 por tratarse de funciones polinémicas, en-
tonces, por la Proposicién se tiene que id~! o f es continua. Ademds, como id es un
homeomorfismo, por la Proposicién esto implica que f es continua.

Por otra parte, con la Proposicién [2.1.3] u se tiene que la restriccién de f a 53( ) C R?
también es continua. La inversa del homeomorfismo fipq, : (M3, Ta,,, ) — — (RY, ’TR ) visto en
el Ejemplo (ii) es una aplicacién continua y, por tanto, la composicién de aphcaciones
continuas h=to f | s3(1) también es coninua. Esta aplicacion es

(W™ o f Tesy) = (SP(. T Tsar)) = (M, Tayy,)

1—2¢2 — 242 2bc — 2ad 2bd + 2ac
(a,b,c,d) — 2bc + 2ad 1 —2b% — 2d? 2¢cd — 2ab
2bd — 2ac 2¢d + 2ab 1—2b2% —2¢2

y, por tanto, dado ¢ = (a,b,c,d) € U = S3(1), en el punto (i) se ha visto que

(K" o f Tssy))(@) = [Rlalls, € SO(3)

con lo cual la imagen de h™" o f [ 3(1) sobre S3(1) es SO(3). Con esto se tiene que F es
continua, ya que F = h~ 1o f $3(1
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Por 1ltimo, el siguiente teorema ofrece el resultado final de este trabajo, donde se aplican
los principales resultados topoldgicos del Capitulo [2] para ver que F' es una identificacién, y
su paso al cociente F' es un homeomorfismo. La dificultad a priori de conocer la topologia de
las rotaciones, si no se hubiese presentado el material previo, es que se trata de un espacio de
aplicaciones.

Teorema 4.2.3. La topologia de las rotaciones es la del espacio proyectivo real RP3, es decir,
(SO(3), Tap, lso@) = (RP3,Tr,), siendo este dltimo espacio cociente de (S*(1),Ta, 1s3(1))
con Ry la relacién de equivalencia en S3(1) que identifica los pares de puntos antipodales.

Demostracion. En la Proposicién se ha visto que (S3(1), Tg, | s3(1)) es compacto de Haus-
dorff, y que (SO(3), Tap,, [so(3)); como subespacio de (M3, 7a,,, ), también es de Hausdorff.

Con el Teorema se tiene que F': (U = S*(1), Tq, ls3(1)) — (SO(3), Tan, Iso(s)) es una
sobreyeccion continua entre un 75 compacto y un T5. Por el Corolario F es identificacion.

Como F es sobreyectiva e identificacion, en el Teorema (ii) se ha visto que entonces la
aplicacién

F: (53(1)/RF7TRF) - (50(3)7 72[/\/13 rSO(3))
lq] = F(q)
es homeomorfismo. Pero, en este caso, sean ¢q1,q2 € U = 5’3(1), por el Teorema (iv) se tiene

que F(q1) = F(gq2) sii g1 = %qq, y esta relacién de equivalencia coincide con la que identifica
los pares de puntos antipodales en S3(1).

Por tanto, atendiendo al Ejemplo el espacio proyectivo RP3 se ha definido como
S$3(1)/ R4, siendo R4 la relacién de equivalencia mencionada, con lo cual se tiene que la apli-
cacién F : (RP3 Tgr,) — (SO(3), Tap, s0(3)) es un homeomorfismo entre espacios topolégi-
Cos. |
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Capitulo 5

Conclusiones personales

Siendo este el primer trabajo de matemaéticas considerablemente extenso que realizo, en un
principio intentaba abarcar todos sus aspectos en profundidad. Sin embargo, llega un punto
en el que hay que dar conocimientos por supuesto y no tratar de ofrecer los fundamentos de
cualquier tema. FEn este caso, me he explayado mucho para crear un marco de topologia y
geometria euclidea, pero he dado por supuesto conocimientos de algebra lineal, teoria de grupos
y de conjuntos al ver que era inviable no hacerlo si queria terminar el trabajo y, realmente,
tampoco era necesario. La préxima vez no tendré tanta preocupacién en no dar conocimientos
por supuesto, sabiendo que asi podré avanzar mas en el quid de la cuestién.

Por otra parte, en este trabajo también he disfrutado viendo la cohesién de distintas ramas de
las matematicas en conjunto para lograr un propésito, y he aprendido mucho de las correcciones,
puesto que la informacién que viene acompanada del reconocimiento de un error puede ser muy
valiosa si eres una persona con poca experiencia en la materia y que cree que la inteligencia es,
en cierto grado, maleable [18].

El resultado de este trabajo no es ninguna novedad, es una manera que pretende ser més
sencilla de obtener un resultado ya conocido. Es légico que, cuando se ensena matematicas,
se presenten las cosas de la manera mas sencilla y eficiente que se conoce en ese momento.
Por ejemplo, en la asignatura de algebra aplicada, cuando veiamos que todo ideal polinomial
en n variables estaba finitamente generado, el profesor mencioné que la primera demostracion
era mucho mas complicada que la que estidbamos viendo, una vez disponiamos de los conoci-
mientos que Hilbert no tuvo en su momento. Comentarios similares se han escuchado en varias
asignaturas al ver distintas demostraciones del Teorema Fundamental del Algebra.

Esto permite, por una parte, hacer méas manejable el conocimiento, dotarlo de elegancia
y hacer mds eficiente su ensefianza. Su otra cara es, en mi opinién, que indirectamente se da
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una apariencia natural a algo perfeccionado con el paso del tiempo y, en un primer contacto,
puede transmitir una idea equivocada de cémo es la investigacién matemética. En un principio,
los conocimientos recientes no siempre surgen de manera fluida y elegante y, a medida que se
perfeccionan, puede que se alejen de un estado en el que eran més intuitivos.
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Parte 11

Estancia en practicas
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Capitulo 6

Introduccion

La estancia en practicas expuesta en esta segunda parte del documento esta vinculada a un
proyecto realizado en el Grado en Ingenieria Informatica, itinerario de Ingenieria del Software,
y resume el contenido de dicho trabajo [14]. Por ello, trata sobre el desarrollo de un producto
software utilizando metodologias y préacticas habituales en esta disciplina.

Este proyecto trata sobre el desarrollo de una nueva aplicacion mévil para Nomepierdoniu-
na, una webzine que ofrece informacién préctica sobre la escena de musica y espectdculos en
Castellén y comarca. Ha sido llevado a cabo en la empresa Cuatroochenta, y en esta seccidn se
describen tanto dicha empresa como la webzine que ha solicitado el proyecto.

6.1. Cuatroochenta S.L.

Cuatroochenta es una empresa especializada en el desarrollo integral de aplicaciones para
smartphones y tablets y programacion avanzada a medida para mejorar procesos de traba-
jo [10]. En esta empresa cooperan profesionales en los campos de la programacién, desarrollo,
disenio grafico, marketing y comunicacién, con tal de llevar a cabo productos competentes en su
concepto, diseno, implementacion y explotacion posterior.

La filosofia que sigue la empresa promueve que cada proyecto sea creado con una metodologia

de colaboracion real y una altisima implicacién por parte de los miembros del equipo. De forma
simplificada, el desarrollo integral que proponen conlleva:

= Creacién de concepto o idea de aplicacion: estudio de los objetivos del cliente, carac-
teristicas del usuario y asesoramiento sobre la funcionalidad y estructura de la aplicacién
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en base a su modelo de negocio u objetivos y a la usabilidad de la aplicacién. Ayuda en
la definicién de ideas para desarrollar aplicaciones viables y eficaces.

= Diseno de interfaz y experiencia de usuario app: obtencién del méaximo rendimiento
que ofrecen las diferentes plataformas para desarrollar interfaces amigables que ofrezcan
una éptima experiencia de usuario.

» Implementacién y desarrollo de las aplicaciones moéviles y parte servidora:
transformacion de la idea en realidad, testeando y asegurando un funcionamiento 6ptimo
antes de su lanzamiento.

» Lanzamiento, promociéon y explotacién de la aplicacién: lanzamiento de la apli-
cacién y promocion a través de los medios mas adecuados segun la estrategia y objetivos
del cliente y las posibilidades de las diferentes plataformas (e.g. App Store, Google Play,
Windows Market Place).

Recientemente, la empresa ha decidido comenzar un proceso de pivotaje del desarrollo nativo
de aplicaciones méviles (i.e. un desarrollo especifico para cada plataforma), hacia el desarrollo
hibrido (i.e. un desarrollo comin para varias plataformas) utilizando React Native, un framework
que tiene este propésito. Para ello, ha creado un nuevo departamento dedicado a esta tecnologia
y ha trasladado a algunos miembros de departamentos de desarrollo nativo iOS y Android a
este nuevo. Con esto se pretende poder desarrollar aplicaciones moviles para ambos sistemas
operativos de manera tnica.

La implantacién de esta forma de desarrollo estd llevando tiempo y esfuerzo, dado que
requiere formacion y ademas se trata de una tecnologia relativamente reciente que atin estd en
constante evolucion. Sin embargo, la empresa ya ha obtenido buenos resultados tras publicar
algunas aplicaciones desarrolladas con React Native que estan funcionando en el mercado.

6.2. Nomepierdoniuna

Nomepierdoniuna es una webzine independiente que ofrece informacién de lo que ocurre
en Castellén y La Plana a nivel musical y cultural [II]. Es un sitio de referencia y punto de
encuentro reconocido por publico, artistas, programadores e instituciones.

La plataforma principal en la que Nomepierdoniuna publica su contenido, es una aplicacién
web creada con Wordpress. En esta hay diversas secciones, de entre las cuales cabe destacar la
secci6én de noticias, una agenda de eventos culturales y un mapa con puntos de interés (e.g. salas
de conciertos, museos o auditorios). También dedica parte de sus publicaciones a la promocién
de canciones y videos musicales de bandas locales. Actualmente existe una aplicacién mévil
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nativa para iOS cuyo proposito es facilitar el acceso desde dispositivos médviles a algunas de
estas secciones, pero esta ha quedado obsoleta con el paso de los anos.

En cuanto a su audiencia y difusién, segin Google Analytics posee cerca de 20.000 usuarios.
Su web tiene un trafico de 40.000 visitas al mes. También publican contenido en YouTube, en
el que acumulan 400.000 visitas y 280 subscriptores, y en las redes sociales, siendo en Facebook
con 10.000 seguidores dénde maés presencia tienen.

El perfil genérico de usuario de Nomepierdoniuna, es el de residente en la provincia de
Castellon, de entre 25 y 34 anos, interesado en los eventos musicales y culturales que se producen
en su entorno.

Nomepierdoniuna tiene una estrecha relacién con la empresa Cuatroochenta, puesto que es
dirigida por algunos miembros del departamento de marketing y comunicacion de esta.

6.3. Estructura de la memoria

En este capitulo se ha introducido el proyecto y el contexto en el que se ha dado. A con-
tinuacién, en el Capitulo [7] se detalla el proyecto a partir de la definicién de objetivos, y se
muestra cémo se va a realizar a partir de las tecnologias y la metodologias elegidas.

En el Capitulo [§| se procede a definir y acordar detalladamente el producto mediante la
elicitacion de requisitos, y se ofrece de manera resumida el disefio general del sistema. Esta
informacién queda planificada en el Capitulo [0 conforme a la metodologia utilizada, donde
también se ofrece una estimacién de los recursos y costes del proyecto.

Por 1ltimo, en el Capitulo [10] se indica el grado de consecucién de objetivos segun el estado
final del proyecto, y se muestran las conclusiones personales obtenidas tras la estancia.
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Capitulo 7

Descripcion del proyecto

Este capitulo ofrece una descripcién del proyecto a través de la enumeracion, justificacién
y delimitacién de objetivos que se pretenden lograr. También se introducen y justifican las
tecnologias y la metodologia utilizadas para tal propdsito.

7.1. Objetivos del proyecto

El principal objetivo de este proyecto es proporcionar un acceso mas comodo a la informacién
publicada en Nomepierdoniuna desde dispositivos modviles. Para lograrlo, se ha desarrollado una
aplicacién movil con este propdsito que reemplaza a la antigua versién, junto con algunas mejoras
derivadas de la experiencia obtenida. Los datos utilizados para valorar esta experiencia fueron
obtenidos a través de Google Analytics, constituyendo una fuente de informacién de uso directa.

Uno de los datos conocidos tras analizar el sistema anterior es que, ain accediendo desde
el navegador web, habia mas usuarios accediendo mediante dispositivos méviles que desde es-
critorio. Es posible que se deba a que la version movil no estaba disponible para los usuarios
con sistema Android. Este hecho ha motivado que la nueva aplicacién se ofrezca para ambos
sistemas operativos, iOS y Android, ampliando el niimero de usuarios que podran acceder desde
el mévil de manera méas cémoda, en lugar de acceder a la versiéon web a través de un navegador.

Otro de los datos obtenidos indica que la secciéon de agenda es, con una gran diferencia, la
mas accedida del sistema. Por ello, se ha dado prioridad a las mejoras en esta seccion. Estas
mejoras consisten en poder filtrar la lista de eventos de la misma manera que se permite en la
web, y poder compartir de manera sencilla entradas de la agenda en forma de tarjeta a través
de cualquier otra aplicacién de mensajeria o red social.
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En resumen, el objetivo principal esta dividido en los siguientes subobjetivos:

= Desarrollar una nueva aplicacién con la misma funcionalidad base que la antigua.

= Mejorar el sistema anterior ampliando su funcionalidad. Se ofrecen nuevas secciones que
ya se ofrecian en la web y se mejoran las ya presentes en la aplicacion.

= De entre las nuevas funcionalidades, dar prioridad a las que mejoran la seccién méas utili-
zada, es decir, la agenda de eventos.

= Conseguir que los usuarios que acceden desde dispositivos moviles lo hagan a través de la
aplicacién, puesto que ahora se ofrece también para Android.

7.2. Tecnologias

En esta seccién se describen, sin entrar en detalle, las tecnologias principales que han sido
utilizadas en este proyecto y las que consituyen el entorno de desarrollo.

7.2.1. React Native y Node

La tecnologia principal con la que se ha desarrollado este producto es React Native [9].
Se trata de un framework de desarrollo de aplicaciones méviles multiplataforma, en el cual
la aplicacion exportada a cada plataforma utiliza elementos nativos de esta, permitiendo un
aspecto visual y rendimiento similar al de las aplicaciones nativas.

El lenguaje para desarrollar con este framework es JavaScript, y la interfaz de usuario se
declara de la misma manera que se hace en React [§], una librerfa utilizada en el desarrollo
de aplicaciones web cuya principal caracteristica es la encapsulacién de los elementos de la
interfaz en bloques separados, llamados componentes. Esto, ademas de facilitar la modularidad
y reutilizacién de cédigo, se debe a que React se basa en un diseno declarativo de la interfaz
de usuario. En este contexto se refiere a que cada componente especifica cémo debe construirse
y cémo tiene que comportarse ante eventos de su ciclo de vida (e.g. el momento previo a
construirse, el posterior, o el momento previo a desmontarse).

En este entorno también se suele utilizar JSX (JavaScript Syntax eXtension). Se trata de una
extension sintactica para JavaScript que permite definir cémo se renderizan los componentes de
manera parecida a como se harfa en un lenguaje de marcado [3]. El cédigo siguiente corresponde
a uno de los componentes declarados en la aplicacién de este proyecto y muestra algunas de las
caracteristicas explicadas:
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import React, {Component} from 'react';
import {Router, Scene, Tabs} from 'react-native-router-flux';
// ... tmportacion de las escenas (i.e. pantallas de la applicacion)

export default class RouterNMPNU extends Component {
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scenes = [

FiltersScene, PostDetailScene, PointAgendaScene, SuggestEventScene,

AboutScene, WeeklySongScene, TVScene
1;

scenesInTabs = [

AgendaScene, MapScene, NewsScene, FavouritesScene, PlayScene

1;

// Declaracién de comportamiento del ciclo de vida
componentWillMount () {
initNavigationHandler (scenesInTabs) ;

}
render() {
const {routerProps, tabViewProps} = this.props;
// Cédigo JSX para declarar la interfaz de usuario
return (
<Router {...routerProps}>
<Scene>
<Tabs {...tabViewProps}>
{this.renderTabsScenes ()}
</Tabs>
{this.renderScenes ()}
</Scene>
</Router>
)3
}

renderScenes = () => this.scenes.map(scene => scene());

renderTabsScenes = () =>

this.scenesInTabs.map((scene, index) => scene({initial:
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El entorno de desarrollo de este framework estd construido sobre Node para realizar, entre
otras cosas, el montaje del proyecto y la gestién de dependencias con el gestor de paquetes
npm. Node es un entorno de ejecucion para JavaScript cuyo gestor de paquetes, npm, es el
ecosistema de librerfas de cédigo abierto mas grande del mundo [5]. React Native también
ofrece un servidor de desarrollo con compilacién incremental que permite probar la aplicacion
en poco tiempo después de realizar cambios.

7.2.2. Entorno de desarrollo

Para poder utilizar el emulador de iPhone, el proyecto se ha desarrollado desde Mac OS.
Se ha utilizado WebStorm como IDE, un producto de JetBrains enfocado al desarrollo en el
ecosistema JavaScript actual, que estd dando cobertura a la mayoria de frameworks populares
en este dmbito [12].

En ocasiones ha habido que realizar modificaciones en los proyectos generados para Android
e 10S. Para cada uno de ellos se ha usado el correspondiente IDE por excelencia: Android Studio
para Android y Xcode para iOS. También se ha utilizado el emulador de Android, y para poder
realizar pruebas de forma fisica, la empresa tiene a disposiciéon una gran variedad de dispositivos
de ambos sistemas, tanto moéviles como tablets.

Para dar soporte a la administraciéon y seguimiento de tareas, se ha a utilizado la herramienta
JIRA [4]. Esta ofrece funcionalidad para proyectos llevados a cabo con Scrum y ademds es la
herramienta utilizada por Cuatroochenta para el registro de horas de trabajo.

Como control de versiones se ha utilizado Git, teniendo el repositorio del proyecto alojado
en la cuenta de Bitbucket de Cuatroochenta. Las versiones se publican a través de Visual Studio
App Center. Esta plataforma ofrece servicios de integracién continua, tras realizar la vinculacion
con un repositorio. Es compatible con Bitbucket y ampliamente configurable.

7.3. Metodologia

La metodologia que se ha utilizado en este proyecto es una versién simplificada de Scrum.
Simplificada porque, como se explica después de detallar la metodologia, en este caso se han
omitido los aspectos relacionados con la coordinacion del equipo.

Esta metodologia consiste en un marco de desarrollo agil en el que las tareas por hacer,
definidas como historias de usuario en la denominada pila del producto, son agrupadas en

paquetes a realizar durante un periodo de tiempo llamado sprint, dando lugar a versiones
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incrementales del producto. Se puede ver un diagrama explicativo en la Figura

Standup
Daily

Priority

Releasable
Software

Product Backlog Sprint Scope

Iteration

Figura 7.1: Diagrama de Scrum [2].

El uso de historias de usuario es una técnica habitual en el analisis de requisitos de proyectos
de software, debido a que se pueden establecer y validar de manera natural y comprensible junto
con el cliente.

Los roles principales que intervienen en Scrum son:

= Propietario del producto. Ayuda a escribir las historias de usuario, establecer sus priori-
dades y validar el progreso del producto.

= Scrum Master. Se encarga de facilitar el trabajo o eliminar obstaculos que se le presenten
al equipo.

» Equipo Scrum. Consiste en el equipo que lleva a cabo el producto.

Al ser una metodologia &gil, responde bien ante cambios que se decidan hacer en pleno
desarrollo. La pila del producto esta abierta a modificaciones o ampliaciones y se promueve
una comunicacién continua con el cliente a través del producto incremental para planificar el
sprint siguiente. En el caso de este proyecto, el producto incremental se ha ofrecido en forma
de versiones beta publicadas en la empresa de forma interna.

Uno de los beneficios de Scrum es la auto-organizacion del equipo a través de reuniones
diarias, de inicio y de fin del sprint. Esta parte ha sido omitida en este proyecto, dado que el
equipo ha estado constituido tan solo de un miembro. No obstante se ha elegido esta metodologia
por la organizacién dindmica de tareas en constante comunicacién con el cliente, al no tratarse
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de un proyecto grande ni fuera de lo comin, en el que hay aspectos funcionales abiertos a
cambios desde su inicio.

Para poder realizar la planificacion de tareas, esta metodologia se basa en la asignacion de
puntos de historia a las historias de usuario. Estos puntos son una medida relativa de su comple-
jidad, independientes del tiempo que puede llevar realizarlas. Por otra parte, son dependientes
del equipo de desarrollo, ya que al ser una medida relativa, no coincidiré el valor, numérico o no,
que asignaria un equipo a una historia de usuario, frente al que asignaria otro. Como sistema
de puntuacién, se suele utilizar la serie de Fibonacci para evitar dar a pensar que este implica
una precisién matematica, cuando tan solo se trata de etiquetas, omitiendo los elementos 1 y 2
dada su cercania con el 3 [17].

En base al establecimiento de estos puntos, se estima cudntos de ellos es capaz de realizar
el equipo en un sprint. Se eligen historias de usuario que en puntos sumen aproximadamente
esta cantidad, y se reestima esta cantidad segin los resultados de los sprints. Lo recomendable
es realizar la reestimacién cada 3 sprints, pero en este caso, se ha decidido realizarla segin
necesidad, si no se han podido terminar todas las historias, o si se han terminado antes de lo
previsto. La justificacion de porqué utilizar esta medida en lugar de horas, es porque se trata de
una estimacién de tamano en lugar de tiempo [16]. Al no requerir tanta precisién, supone menos
esfuerzo realizar una planificacién de este tipo. Ademads, permite flexibilidad ante imprevistos,
a la vez que a la larga permite establecer la velocidad a la que es capaz de trabajar el equipo.
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Capitulo 8

Analisis y diseno del sistema

8.1. Analisis de requisitos

En esta seccién se muestra el resultado de la elicitacion de requisitos del sistema.

8.1.1. Requisitos funcionales

La funcionalidad bésica, constituida por la del sistema antiguo y algunas mejoras ya deci-
didas previamente, consiste en permitir consultar las noticias, eventos y puntos de interés que
se publican en Nomepierdoniuna, mostrando estos ultimos situados en un mapa, y en poder se-
leccionar eventos como favoritos para poder tener posteriormente un acceso mas rapido a ellos.
Por ultimo, los usuarios han de poder enviar eventos como sugerencia a través de la aplicacién
para que sean publicados en la webzine tras ser validados por los editores. Al igual que en la
web, no se ha requerido ningin sistema de autenticacién o cuentas de usuario.

Ademsds de la funcionalidad anterior, tras entrevistar al cliente para realizar la elicitacion
de requisitos, se ha decidido anadir las siguientes funcionalidades:

= Permitir la busqueda de eventos mediante filtros.

» Poder compartir eventos mediante aplicaciones externas (e.g. Whatsapp) generando una
tarjeta en formato imagen.

= Afnadir las secciones de TV y cancién de la semana, ofrecidas en la web y que no se ofrecian
en la antigua aplicacién mévil.
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Estos cambios durante el desarrollo han sido tolerados gracias a la eleccién de la metodologia.
Las siguientes funcionalidades se han anadido como resultado del feedback obtenido del cliente,
al probar versiones del producto incremental:

= Permitir también la busqueda de noticias mediante filtros.
= Poder realizar biisquedas por titulo de noticias.

» Poder ver en el mapa la ubicacién del usuario, y enlazar con aplicaciones externas (e.g.
Google Maps) para ver como llegar a los puntos de interés.

Por 1ultimo, las siguientes han sido anadidas durante el disefio de la interfaz de usuario:

= Permitir también la bisqueda por titulo de eventos y puntos de interés, con sugerencias
de busqueda.

= Poder consultar los eventos que se van a realizar en un punto de interés.
= Poder compartir también noticias.

s Permitir seleccionar también noticias favoritas.

El alcance de este sistema no incluye ninguna gestién sobre la webzine Nomepierdoniuna, ya
que esta es independiente y con respecto al proyecto constituye solo una fuente de informacién,
que serd accedida a través de servicios web.

Los requisitos de la aplicacién han sido acordado con David Hernandez Beltran, coordinador
de Nomepierdoniuna y miembro del departamento de comunicacién de la empresa, quién toma el
rol de cliente en este proyecto. Los servicios web necesarios han sido proporcionados por Sergio
Aguado Gonzalez, CTO de Cuatroochenta y supervisor del proyecto. Por otra parte, los disenos
de la aplicacion han sido ofrecidos por el departamento de disefio, y su posterior lanzamiento y
explotacién también implicardn a otros departamentos como los de marketing y comunicacién.

8.1.2. Otros requisitos

Ademas de los requisitos dados por las necesidades funcionales de la aplicacién, también se
han definido otros con diversas motivaciones.

El primero de ellos, es poder utilizar la aplicacién de forma offiine en la medida de lo posible.
Para ello, el dispositivo ha de mantener los tltimos datos que reciba estando online, y funcionar
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con ellos en caso de que no haya conexién a internet. Las funcionalidades que en principio
quedan fuera de este requisito son las de sugerir eventos, escuchar canciones y ver videos.

Dado que, exceptuando lo anterior, la aplicacién no mantiene mucha informacién en el
almacenamiento local, se ha visto viable implementar un sistema de almacenamiento intermedio
para ofrecer una experiencia de uso més fluida. También se ha solicitado cambiar la forma de
presentar la publicidad, con el objetivo de que esta tenga més impacto.

Por ultimo, la empresa ha requerido que la aplicacion esté preparada para recibir notifica-
ciones y que recopile datos para ser enviados a Google Analytics.

8.2. Arquitectura software del sistema

Para ofrecer una vision general del sistema, a continuacién se explica la arquitectura software
de Nomepierdoniuna. También se explica la parte servidora que da soporte a la aplicacién que se
ha desarrollado. No obstante, hay que recordar que este proyecto esta restringido al desarrollo
de la parte cliente de la aplicacién, de la que se dan también detalles en esta secciéon. En la
Figura [8.1] se pueden ver estos componentes y su relacion. Se puede apreciar también que no se
trata de una arquitectura con mucha complejidad.

React Native
| o |
App iOS MySQLi
n
r'd Servicios web Nomepierdoniuna
‘
1
1
1
:
e = - e e e e e e e e e e e, e, - I
App Android Conexiones http directas a la web

Figura 8.1: Arquitectura software del sistema.
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La web de Nomepierdoniuna es un Wordpress, configurado para permitir a los editores
publicar el contenido de la revista. Este utiliza internamente MySQL como sistema de gestion
de bases de datos para permitir su persistencia.

La parte servidora de esta aplicacién consiste en un conjunto de servicios web implementados
en PHP. Para acceder a los datos de Nomepierdoniuna, utilizan la libreria MySQLi. Estos son
los que ofrecen a la aplicacién movil la mayor parte de los datos que requiere, a excepcién de
los posts de noticias, canciones y videos, que son accedidos directamente de la web.

A pesar de que se muestran las aplicaciones como distintas para cada sistema, al utilizar
React Native, estas han sido generadas a partir de un mismo cédigo. Al no utilizarse cuentas
de usuario ni ningun sistema de autenticacion, la gestién de favoritos se ha realizado con el uso
del almacenamiento local del cliente (i.e. del dispositivo mévil).
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Capitulo 9

Planificaciéon del proyecto

En este capitulo se realiza la planificacién del resultado del andlisis de requisitos segin la
metodologia Scrum, explicada en la Seccién[7.3] También se planifican las tareas de preparacién e
hitos del proyecto teniendo en cuenta su restriccién temporal. De esta manera, salvo imprevistos,
se pretende terminar el producto dentro del periodo de la estancia en préacticas. También se
ofrece un desglose de los costes del proyecto en base a los recursos que han sido necesarios.

9.1. Definicion y planificacion de historias de usuario

Antes de entrar en aspectos de planificacion relacionados con la metodologia, a continuacion
se describe la planificacion de la estancia en préacticas completa, donde se incluye la realizacion
del proyecto junto con otras tareas. Para ello, se ha considerado oportuno crear un diagrama de
Gantt, mostrado en la Figura donde se reflejan también las tareas de inicio del proyecto, a
pesar de que este tipo de diagramas son mas habituales en las metodologias tradicionales.

Se trata de tareas tales como la formacién en las tecnologias utilizadas, reuniones con miem-
bros involucrados y el desarrollo de una versién simple de la aplicacién con la funcionalidad
bésica. Esto ultimo ha servido como punto de partida del desarrollo y como un primer contacto
con estas tecnologfias tras la formacion.

En este diagrama, también se pueden ver los sprints planificados con duracién de una se-
mana, junto con hitos a realizar al llevar terminados un cierto ntimero de sprints. La solicitud
de los primeros servicios web ha sido planificada para el principio, después de haber realizado
el andlisis de requisitos y definido el proyecto. Un poco mas adelante, los disenos de interfaz de
usuario y por el final, un paso del producto por el departamento de testing.
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Hay que tener en cuenta que se trata de un proyecto realizado en una estancia en practicas,
hecho que implica una restriccién temporal a las 300 horas que dura esta. Ademas, en un proyec-
to real no es habitual que los disenios de interfaz se den practicamente al final del desarrollo. En
este caso, al tratarse de un proyecto de practicas, no ha tenido prioridad suficiente como para
tenerlas ya preparadas al inicio. Se ha tenido en cuenta la necesidad de adaptar la aplicacién a
los disenos cuando estos estuviesen preparados. Por ello, mientras tanto se ha avanzado en el
proyecto con una interfaz de usuario simple y que pueda ser facilmente modificable.

En los Cuadros y se pueden ver las historias de usuario y otros requisitos que
se han obtenido en la Seccién y su correspondiente asignacion de puntos. Como sistema
de puntuacién, se ha utilizado el ejemplo explicado en la Secciéon de metodologia [7.3] El 3
corresponde a las historias de usuario mas sencillas, el 5 a las de dificultad media y el 8 a las
de mayor dificultad. No se han utilizado valores mayores.

Cuadro 9.1: Requisitos funcionales.

ID Rol Funcionalidad PH

HUO1 | Como usuario de la | consultar los eventos de la agenda. 3

aplicacién necesito

HUO02 sugerir eventos para que sean publicados. 5

HUO03 ver en un mapa dénde se va a realizar un evento. | 3

HU04 consultar las noticias publicadas. 3

HUO05 poder ver el post de una noticia, video o cancién. | 5

HU06 compartir eventos en forma de imagen. 3

HUO7 compartir noticias como enlaces a su post en la | 1
web.

HUO8 consultar en un mapa los puntos de interés pu- | 5
blicados, viendo ademas mi ubicacion.

HUO09 ver cémo llegar a un punto de interés desde mi | 3
ubicacioén.

HU10 ver los eventos que se van a realizar en un punto | 3
de interés.

HU11 filtrar los eventos, noticias y puntos de interes | 8
segun una serie de criterios.

HU12 buscar por nombre entre los eventos, noticias y | 8
puntos del mapa, viendo ademads sugerencias de
busqueda.

HU13 consultar las canciones de la semana y videos | 5
publicados.

HU14 anadir eventos y noticias como favoritos. 5

HU15 ver los eventos y noticias que he guardado como | 5
favoritos.
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Cuadro 9.2: Otros requisitos.

ID | Funcionalidad PH
FO1 | Nuevo sistema de publicidad. 3
F02 | Almacenamiento local intermedio. 3
F03 | Caché offline. 5
F04 | Sistema de notificaciones. 3
FO05 | Integracién de Google Analytics. 3

La asignacién de tareas de la pila del producto a los sprints se ha hecho de forma dindmica,
dando prioridad a las mejoras en la seccién de la agenda. La planificacién ha estado abierta
a la valoracién de ampliaciones y modificaciones funcionales. Dada esta incertidumbre, se han
programado sprints hasta poco antes de finalizar las 300 horas de la estancia, momento en el

que se debe valorar el estado del proyecto.

9.2.

Estimacion de recursos y costes del proyecto

En la Figura se puede ver el desglose de los costes del proyecto, incluyendo personal
hardware y software, junto con el calculo total.

Costo
Recurso Acumular
Fijo Variable (por hora) | Total
Analista de sistemas 0,00 € 14,00 € 840,00 € Prorrateo
Desarrollador frontend | Disefiador de sistemas 0,00 € 14,00 € 840,00 € Prorrateo
Programador 0,00€ 8,00 € 1.440,00 € Prorrateo
Disefiador grafico 0,00 € 14,00 € 280,00 € Prorrateo
Licencia Sketchapp 99,00 € 0,00 € 99,00 € Prorrateo
WebStorm license 129,00 € 0,00 € 129,00 € Prorrateo
MacBook Pro 1.505,59 € 0,00 € 1.505,59 € Prorrateo
Tiempo porcentual estimado Horas total 3.400,00 € factor humano
Analista de sistema 20,00% 60 1.733,59 € material
Disefador de sistemas 20,00% 60 5.133,59 € TOTAL
Programador 60,00% 180
Disefador grafico 20
Total horas trabajadas 300

Figura 9.2: Costes del proyecto.
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En su elaboracion se ha tenido también en cuenta la contratacién por horas del disenador
grafico encargado de este proyecto, pero no se ha tenido en cuenta el desarrollo de los servicios
web, dado que estos se han proporcionado a peticién de manera ajena. Como desarrollador,
he dedicado un porcentaje de las horas a realizar un papel de analista de sistemas, otro al de
disenador de sistemas y otro al de programador, como se ve reflejado en la tabla de la imagen.
La cantidad total asciende a 5.133,59 €.
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Capitulo 10

Conclusiones

10.1. Grado de consecuciéon de los objetivos propuestos

Por motivos ajenos al proyecto, los disefios de la interfaz de usuario no fueron recibidos hasta
la dltima semana de la estancia, y con ellos aparecieron nuevos requisitos funcionales decididos
a ultima hora.

En ese punto, habia sido implementada toda la funcionalidad acordada y faltaba adaptar la
nueva interfaz de usuario, pero no hubo tiempo de adaptar toda la aplicacién a los disenios, ni
de terminar algunas de las funcionalidades que surgieron junto a estos.

El resultado del proyecto al finalizar la estancia consiste en dos versiones de la aplicacion.
Una de ellas con toda la funcionalidad requerida, sin tener en cuenta las de ltima hora y sin
tener los disefios de la interfaz de usuario adaptados. La otra es el resultado de lo que se pudo
hacer durante la iltima semana, y tiene implementado el nuevo disenio de la interfaz de usuario,
salvo dos secciones por terminar: las de cancién de la semana y videos de grupos de musica
locales. En las Subfiguras de y puede compararse el aspecto de la interfaz de usuario
en ambos estados del proyecto respectivamente.
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10.2. Conclusiones personales

10.2.1. Académicas

La mayoria de tecnologias involucradas en el proyecto de la estancia no han sido vistas en el
itinerario cursado del Grado en Ingenieria Informética. Por ejemplo, no se ha visto el lenguaje
de programacion utilizado, ni nada relacionado con el desarrollo mévil. Sin embargo, es cierto
que la funcion de este Grado es proporcionar una base sélida para después tener la capacidad
de aprender tecnologias nuevas, dado que se trata de un campo muy amplio y en constante
evolucién. Realmente, no ha sido complicado aprender lo necesario siguiendo los cursos de
formacién al principio de la estancia.

En cuanto a la metodologia utilizada, si que se ha recibido formacién en el Grado sobre
esta. En los cursos méas tempranos se profundiza en metodologias tradicionales, mientras que
en el ultimo curso se imparte una asignatura dedicada a las metodologias agiles, de forma
tedrica y ademds aplicadas a un proyecto académico pero real. En esta asignatura se ha visto
la metodologia utilizada para el proyecto: Scrum.

10.2.2. Tecnoldgicas

React Native me ha dado muy buena impresion en unos aspectos, y no tan buena en otros.
Por una parte, se trata de un framework relativamente reciente y se observa cémo ha aprendido
en muchos aspectos de otros predecesores. Por otra parte, esta relativa novedad hace mas dificil
encontrar en la comunidad de desarrolladores soluciones a problemas que puedan surgir.

Otra de las desventajas que tiene, es la falta de madurez en algunas de las librerias secunda-
rias dedicadas a esta tecnologia, y sobre todo el rapido crecimiento de estas, el cual provoca que
en poco tiempo unas hayan quedado obsoletas, y otras atin estén constantemente actualizandose.

El hecho de permitir el desarrollo simultdneo para Android e i0S es una ventaja, pero hay
que tener en cuenta que pueden, y lo mas seguro es que lo hagan, surgir comportamientos
inesperados de un sistema a otro. Por ello, es importante estar constantemente probando la
aplicacién en ambos sistemas para encontrar y resolver pronto problemas puntuales.

También me ha gustado pasar bastantes horas desarrollando en JavaScript, dado que hoy en
dia se trata de uno de los lenguajes de programacién mas importantes y atin no habia podido
profundizar en él. Por otra parte, en futuros proyectos con esta tecnologia preferiria utilizar
TypeScript, un superconjunto de JavaScript que permite disponer de tipado e interfaces de
programacién, restringiendo el descontrol que permite JavaScript con su tipado blando.
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10.2.3. Sobre el proyecto de la estancia

El tnico problema notable que ha habido en este proyecto, es la tardia entrega de los disenos
de la interfaz de usuario. Las funcionalidades nuevas que iban surgiendo durante el desarrollo
aun podian introducirse en la planificacién sin problemas, pero la gran cantidad de ellas surgidas
en la dltima semana fueron imposibles de planificar y realizar como es debido. En proyectos
reales, los disefnios se obtienen practicamente al inicio, pero en este, es comprensible que no pudo
ser posible, al no tener prioridad suficiente siendo un proyecto de estancia en préacticas.

Como ya experimenté en otros proyectos con asuntos similares, hasta que han estado dis-
ponibles los servicios web, ha sido 1til utilizar mocks que simulan su comportamiento. De esta
manera he podido desarrollar funcionalidades que requerian de estos servicios web, ain en desa-
rrollo por entonces. Una vez han estado listos no ha sido complicado integrarlos en el sistema.

Tras terminar la estancia en practicas, he continuado trabajando en la empresa y he tenido
tiempo para planificar las tareas restantes y terminar la aplicacién. Esta ha llegado a estar
preparada para ser lanzada en la celebraciéon del décimo aniversario de Nomepierdoniuna, y se
puede obtener de manera gratuita a través de los enlaces mostrados en la Figura [10.3

(a) App Store [6] (b) Google Play [7]

Figura 10.3: Aplicacién de Nomepierdoniuna en plataformas de distribucion.
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Anexo A

Anexo de topologia

Este anexo se centra en obtener el resultado de que, en (R", 75, ), un subconjunto es compacto
sii es cerrado y acotado. Esta dividido en dos partes, la primera sobre la topologia producto,
donde se ofrece otra manera de ver topolégicamente a (R™, 7;.), v la segunda con el teorema de
Heine-Borel, que ofrece el resultado buscado. La mayoria de este contenido procede de [21].

A.1. Topologia producto

Esta seccién muestra una manera de construir espacios topoldgicos a partir de otros, aunque
se centra en ofrecer otra forma de ver a (R, 73, ).

Definiciéon A.1.1. Sea {(X;, 7))}, una coleccion finita de espacios topoldgicos. Se define
el espacio topoldgico producto como el producto cartesiano []_y Xi, con la topologia [[, T;
definida como sigue:

n
Ue H’E sii para cada x € U, I{A;}; con A; € TiVi=1,...,n
i=1

n
tal quexEHAi cU
i=1

A los conjuntos de la forma [[;_, A; se les llama rectdngulos abiertos.

Nota A.1.1. [, 7; es una topologia sobre [[;" Xi, ya que:
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i. Sea {Uj}jeJ una familia de conjuntos con U; € [ T;¥Vj € J. Sea x € UjeJ Uj, entonces
x € Uy para algin k € J. Por tanto, 3{A;}7, con A; € T;Vi = 1,...,n tal que x €
[, A C U, C UjeJ U;. Por tanto, UjeJ Ujell, T

ii. Sea {Vj};”:1 una familia finita de conjuntos con V; € [[i—; TiVji=1,...,m. Sea x € ﬂ;”:lV],
entonces © € V;Vj = 1,..,m. Por tanto, para cada j = 1,...m, {AI}" | con A] €
TiVi=1,...n tal que = € [[;—; A] C V,. Por otra parte, para cada i = 1,...,n, se tiene
que (jLy A} € T; por ser una interseccion finita de abiertos, y v € (\jL, (H?:l Ai) =

| (ﬂ;nzl Aﬁ) C 21 Vj. Por tanto, iy V; € [y Ti-

iwi. & € [[;—, Ti por no contener ningin elemento que incumpla la condicion necesaria para
ser abierto. Por otra parte, dado x € [}, X;, se tiene que x € X1 x ... x X, C [, X;,
donde X; € T;Vi=1,...,n por ser cada T; topologia sobre su correspondiente X;.

Definicién A.1.2. Sea {(X;, T;)} una coleccion finita de espacios topologicos. Se define la
proyeccion k-ésima m como la aplicacion

n n
L (HXi,Hﬁ> = (X, Tk)
i=1 =1
(1, ey Tp) = Tk
con k€ {1,...,n}.
Nota A.1.2. Vamos a comprobar que [[}_; me([1ie; Xi) = [17=, Xi. En el caso de que alguno

de los X; fuese @, se tendria que [[I_y X; = @. Por tanto, mp([[;-,; Xi) = @ Vk € {1,....,n}, y
7T1(H:~L:1 Xz) X ... X Wn(H?:l X,L) = .

En el caso contrario, sea k € {1,...,n}, se tiene que mx ([, Xi) = Xy, puesto que mx (][], Xi) C
Xk y, dado xg € Xy, entonces mi((x1, T2, ..., X0y ..oy Tn—1,Tn)) = To para cualesquiera x; € X;
con i€ {1,..,n} — {k}, por lo que X}, C mp(T]"=} xwo x [T ss1) € me(IT72, Xi). Por tanto:

n n

Wl(HXz) X ... X ﬂ'n(HXl) = X1 X ... X Xn = ﬁXz
=1

i=1 i=1

Proposicion A.1.1. La proyeccion k-ésima es una aplicacion continua.

Demostracion. Sea {(X;,7;)}_; una coleccién finita de espacios topolégicos, y sea A € T. Sea
v=(v1,...,0p) € 7rk_1(A) (i.e. mk(v) = v, € A), consideramos el rectangulo abierto

N:=X; X..x Xk 1 XAX Xpyr1 X ... x Xy,

para el cual claramente v € N. Ademas, 7 ' (A) = {z € [[}_,; X; : m(z) € A} = N. Teniendo
en cuenta la definicién N es un rectangulo abierto contenido en 7r,;1(A) y que contiene a
v, con lo cual 7rk_1(A) € [[;., Ti v, por tanto, 7 es continua. [ ]
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Proposicién A.1.2. Sea {(X;,7;)}"_; una coleccion finita de espacios topoldgicos, sea (Y,S)
otro espacio topoldgico, y sea f : (Y,S) — (I[i=y Xi,[[;=, Ti) una aplicacién. Entonces Ty, o f
es continua Yk =1,...,n sit f es continua.

Demostracién. La aplicacién mj, es continua Vk = 1,...,n por la Proposicién Sif es
continua, entonces 7 o f es continua Vk = 1,...,n por la Proposicién [2.1.2] al ser composicién
de continuas.

En cuanto a la implicacién reciproca, supongamos que 7 o f es continua Vk = 1,...,n. Sea
U e[l T;, veamos que f ~1(U) es abierto por ser entorno de todos sus puntos.

Seax € f~1(U), entonces f(z) =y € U. Por tanto, 3{A4;}_; con A; € T; Vi = 1,...,n tal que
f@)=y= Y1, yn) € [[1n; Ai CU. Ademds, dado k = 1, ..., n, se tiene que mp (A1 X...x 4,) =
Ay € Ty, donde 3, € A y, como 7 o f es continua, entonces (7, 0 f) 1 (A) € SVE=1,...,n.
Si consideramos ahora (_; ((m; 0 f)71(4:)) = Ny ((f "2 o7 ')(As)), este es abierto en S por
ser una interseccion finita de abiertos. Por otra parte, se tiene que:

(e A)) =1 (ﬂ(wf(AQ)) -

i=1 i=1

f_l((Al X XoX ..o X Xp)N(X1 XAy x o x Xp)NooN(Xy X oo x X X Ay)) =
1

“HAp x Ay x .. x Ap) C fHU)
Con lo cual i, ((m; o f)7'(A;)) es un abierto contenido en f~(U). Es mds:
ﬂ (F ) = 71 (ﬂ(ﬂ%%))) =
; i=1
= (y x Xox o x X)) N (X1 X g2 X oo X X)) Nt N (XL X o X Xyt X ) =
=)
y con ello

FH) = W) € () (7 (A))

i=1 i=1
por tener y; € A; Vi =1,...,n.

Como z € f~!(y), entonces z € f~(y) € i, ((mio f)~'(4;)). Recapitulando, se tiene
que (), ((771 o f)_l(Ai)) es un abierto en S que contiene a x, con [, ((m ) f)_l(Ai)) C
Y. [ |
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Nota A.1.3. Para poder diferenciar entre la topologia inducida por la distancia euclidea en
R, y la inducida en R™, en adelante se utiliza la correspondiente notacion 7;}3 Y Eﬂfn cuando
se estén tratando las dos topologias en un mismo contexto. También se utliza B® y BRX" para
referirse a las correspondientes bolas, y la notacion d* y d~" para referirse a las correspondientes
distancias.

Definicién A.1.3. Se define la aplicacion identidad entre (R™, ][}, ’7:1]15) y (R™, 7:}5‘”) como:
n
id: (R[] 725 = ®R™, T
i=1

r— T

Proposicién A.1.3. Sea f; = (mp0id™!) : (R”,%ﬂfn) — (R,Eﬂf) con k € {1,...,n}. Dados
T = (21,....,2,) ER" y e >0, entonces fi(BX"(x)) C BX(fi(z)).

En particular, la imagen por fi de un acotado es acotada.

Demostracion. Sea y = (y1,...,yn) € BX"(x), se tiene que d¥" (y,z) < e. Supongamos que
fe(y) ¢ BE(fi(x)), con lo cual dX(yy, zx) = |7 — y| > . Ademas, (v; —y;)? > 0Vi = 1,...,n,
y entonces

¥ (g, 2) =@ = )2+ o+ @ — )2+ o+ @ — )2 > VO+ . 24 F0=¢

lo cual es una contradiccién y, por tanto, fi(y) € BR(fi(z)).

Veamos ahora la afirmacion en particular. Sea K C R™ acotado, y sea x¢g € K cualquiera.
Por la Proposicién m (i) se tiene que IM > 0 tal que K C BY/ (x0). Como se ha visto en

esta proposicién, fx(K) C fr(BY (z0)) € B, (fr(%0)) vy, por la Proposicién (ii), fx(K) es
acotado. |

Teorema A.1.1. La aplicacion id : (R[]}, 7:1%) — (R”,%Ifn) es un homeomorfismo.

Demostracion. La aplicacién id es claramente biyectiva, puesto que a cada elemento de R" le
hace corresponder a si mismo.

En primer lugar, veamos que id es continua, es decir, sea U un abierto de (R™, Eﬂfn), veamos
que id ' (U) = U € [[iL, 7,5 Sea a € U, entonces J¢ > 0 tal que BE"(a) C U. Vamos a
comprobar que, atendiendo a la definicion existe un rectangulo abierto que contiene a a
y esté contenido en id~!(U) = U. Para ello consideramos

Ny := B% (a1) x ... x B® (a,) CR"
vn vn
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donde Bﬂ\{%(ai) es abierto en (R,%ﬂf)w = 1,...,n. Es evidente que a = (ay,...,a,) € N,. Por

otra parte, sea & = (1, ...,x,) € Ny, se tiene que z; € BX (a;)Vi = 1,...,n. Entonces:
v

e

/n
2
(ai — xi)Q < = Vi=1,..,n
n

la; — ;] < Vi=1,..,n

n 2
Z(ai — 561)2 < ner = ¢?
i=1 n

de(a,id(z)) < e

Con lo cual N, C BE”(&) C U. Como tenemos que a € N, C U, entonces id }(U) = U €
H?:1 ’7:5 y, por tanto, id es continua.

Por tltimo, veamos que id~' es continua. Para ello, por la Proposicién vamos a
comprobar que fp = (1 oid~1) : (R", Eﬂfn) — (R, 7;]13) es continua Vk =1,...,n.

Sea U abierto en (R, ’7:}3). Sea x € f.'(U), como fx(z) € U, entonces Je¢ > 0 tal que
BR(fi(z)) C U. Consideramos la bola BX" () en (R™, 7213”) y, por la Proposicién se tiene
que fx(BR"(2)) € BR(fi(x)) C Uy, por tanto, BX" (x) C fk_l(U). Esto implica que fk_l(U) es
abierto en (R", 7213"), y entonces f es continua. [ |

Nota A.1.4. Debido al Teorema anterior, trataremos indistintamente a (R™, ], 735) Y a
(R™, ’Qﬂfn) como espacios topoldgicos.

A.2. Teorema de Heine-Borel

Proposicién A.2.1. En (R,7;,), los intervalos cerrados [a,b] C R son compactos.

Demostracion. Sea {U; N [a,b]}icr un recubrimiento abierto de [a,b], con U; € Ty, Vi € I. Sea S
el conjunto:
S={xelab]:[a,z] CU; U..UU;,conij € IVj=1,..,n}

Es trivial comprobar que a € S, ya que [a,a] = {a}, y por lo menos alguno de los U; tiene que
contener a a. Por otra parte, también es trivial comprobar que si ¢ € S, entonces [a,c| C S.

Como S estd acotado por ser S C [a, b], entonces tiene supremo d = sup(S), con a < d < b.
Sea k € I tal que d € Uy, entonces existe r > 0 tal que B,(d) C Uy, es decir, (d—r,d+7r) C U.
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Supongamos que d < b. Sea r. = min{r,d.(d,b),d.(d,a)}, se tiene que B,_(d) C B,(d) C U,
y ademas B,_(d) C [a,b]. Como d es el supremo de S, entonces d — %5 € S, y por tanto

[a,d—%} cU;,U..UU;,coni; € IVj=1,...,n

y
[d—%,d—i— %] C B, (d) C U
con lo cual
Te Te Te Te ; ;
[a,d—i— 5] = [a,d— 5} U [d—;,d—i— 5} CcU;, U..uU;, UUgconij € IVj=1,..,n

que implicarfa que d + %5 € S, contradiccién por ser d el supremo de S. Por tanto, d = b, y
entonces b € S, con lo cual existe {Uj; }?:1 con i; € IVj = 1,...,n subrecubrimiento finito de

[a, b]. n

Teorema A.2.1. Sean (X1,T1),...,(Xn,Tn) espacios topoldgicos compactos, entonces su pro-
ducto ([T~ Xi, [, Ti) es compacto.

Demostracion. Veamos antes el siguiente lema:

Lema. Sean (X1,71) y (X2, T2) espacios topoldgicos compactos. Si xg € X1 y N € T1 x Tz tal
que {xo} x Xo C N, entonces U € T1 con xg € U tal que U x Xo C N.

Demostracion del lema. Sea y € Xa, se tiene que (z9,y) € N. Como N € T; x Ta, entonces
existen Uy € T1 y V,, € T5 tales que (z9,y) € Uy x V,, C N. Ademds, se tiene que X = Uy6X2 Vy
y, como Xy es compacto, existe {V},} ; con y; € XoVi = 1,...,n subrecubrimiento finito de
Xs.

Si definimos ahora U := Uy, N...NU,, . Sea (uo, vg) € U x Xy, como vy € X, entonces vg € Vi,
para algin j € {1,...,n}. Por otra parte, como ug € Uy, Vk = 1,...,n, entonces ug € Uy, y, por
tanto, (ug,vo) € Uy, x V;,; € N. Con esto se tiene que U x X2 C N, donde U es abierto por ser
una interseccién finita de abiertos y, ademads, xo € U porque zg € Uy, Vi = 1, ..., n. O

A continuacién, vamos a demostrar el teorema para n = 2 y el resto se induce, puesto que
[T Xi = (..(X1 x X2) x X3)... x X,) y, atendiendo a la definicién de topologia producto, es
trivial comprobar que [, 7; = (...((T1 X T2) x T3)... X Ty).

Sea {A;}ier con A; € Ti X TaVi € I recubrimiento abierto de X x X5. Sea z € X1, y sea la
aplicacién f, definida como:

fo 1 (X2, T2) = (X1 x X2, T1 x T2)
y — (2,y)
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Veamos que esta es continua. Dado U C X; x X3 abierto, vamos a comprobar que f; *(U)
Seay € f.1(U), como f.(y) € U, entonces existen By € T y Bo € T tales que f.(y) = (x
Bi1 x By C U. Por otra parte, f;'(By x By) = By € T2, donde y € By C f,1(U). Como

es entorno de todos sus puntos, entonces f, 1(U) € Ta.

SNP
e
. (U)

Por la Proposicion 2.5.3) (i), fz(X2) = {z} x X2 es compacto por ser la imagen continua de
un compacto. Como {({z} x X3) N A;}ier es un recubrimiento abierto de {z} x X2, entonces

existe {({z} x X2) N Aiz}72,) con i € I'Vj =1, ..., n, subrecubrimiento finito de {x} x X3,y se
tiene que:

{2} x Xo = ({a} x Xa) N Agg) U...U (({x} x Xa) N A%)
- Azﬂlﬁ U...U AZTZL;U

Definimos N, = Az U ... U Ai;ﬁz, el cual es abierto en 77 x T2 por ser unién de abiertos.
Aplicando el lema visto al principio de la demostracién, se tiene que 3V, € 77 con x € V, tal
que V, x Xo C N,. Por otra parte, UxEXl Ve, = X1 y, como X; es compacto, entonces existe
{Va, };”:1 con zj € X1 Vj =1,...,m subrecubrimiento abierto de Xj.

Veamos por iltimo que

m nzj
X1><X2:U UA@:J

j=1k=1

con lo cual tendriamos un subrecubrimiento finito de X7 x Xs.

Sea (z,y) € X1 x Xo. Se tiene que x € V,, para algin j € {1,...,m}. Ademds, (z,y) €
Vi, X Xo © Ny = Az; U..UAz; , conlo cual (z,y) € A para algin k € {1, ng, ) [ ]
1 ’fla:j k
Teorema A.2.2. Heine-Borel. Sea el espacio topolégico (R™,Tg.). Un subconjunto K C R™
es compacto sii es cerrado y acotado.

Demostracion. En primer lugar, se tiene que (R™, 75, ) es de Hausdorff por la Proposicién m
Como (K, 74, [K) es compacto entonces, por el punto (ii) de la Proposicién K es cerrado
en (R™,7;.). Falta ver que K es acotado.

Tomamos dy > 0, y se tiene que K = | J,z (K N Bs,(x)), lo cual constituye un recubrimiento
abierto de K en (K,74, |k), por ser las bolas abiertos en (R",7;,). Como (K,74, [k) es
compacto, entonces existe K N By, (x1), ..., KN Bs, (xy,) con x; € K Vi = 1, ..., n subrecubrimiento
finito de K. Ahora, K C |J;'; Bs,(;) vy, al tener una cantidad finita de x;, podemos definir
M = max{d(z;,x;) : 1 < 14,5 < n}. Sean a,b € K, entonces a € B; (x) y b € Bs,(z;) para
algun par k, [, con 1 < k,l < n. Aplicando la propiedad de desigualdad triangular, se tiene que

d(a,b) < d(a,zy) + d(zk, b) < d(a,zr) + d(zg, x1) + d(z1,b) < 6o + M + 5o = 200 + M
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lo cual demuestra que K es acotado.

En cuanto a la otra implicacién, durante la demostraciéon hay que tener presente las Notas
AT2y[AT4 Sea K C R™ cerrado y acotado, se tiene que

K=m(K) X ... x my(K)
C [yl - Mlayl +M1] XX [yn - Mnayn+Mn]

donde m;(K) C [y; — M;,y; + M;]Vi = 1,...,n, ya que, como 7;(K) es acotado Vi = 1,...,n por
la Proposicién y por serlo K, entonces, por la Proposicion [2.2.1] existen M; tales que
mi(K) C B}l\‘}i (i) C [yi — Mi,yi + M;] con y; un elemento cualquiera de m;(K) Vi =1,...,n.

Sea M"™ = [y; — My, y1 + Mi] X ... X [yn — My, yn + M,] C R™. Como se ha visto en la
Proposicién (lyi — My, y; + Mi],fiﬂf llyi—Mi,yi+01;]) €8 compacto Vi = 1,..,n y, por el
Teorema (M ”,7:}3” [an) es compacto al ser un producto finito de compactos. Ademas,
como (R", 7& ) es de Hausdorff por la Proposicién entonces su subespacio (M", 7:}3” [m)
también lo es por la Proposicién [2.5.2} Como K es un cerrado contenido en un espacio compacto
de Hausdorff, entonces K es compacto por la Proposicién m (iii). |
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Anexo B

Anexo de geometria euclidea

En este anexo se ofrece la demostraciéon de que, en un espacio vectorial euclideo (R", g), la
distancia definida a partir de su producto escalar g es una métrica valida.

Proposicién B.0.1. Desigualdad de Cauchy-Schwarz. Sea (V,g) un espacio vectorial

euclideo, entonces:
l9(4, 0)| < [|dl|g||v]lg Vi, 7 € V

Demostracion. Sean @,7 € V. Si al menos uno de los dos vectores es el 0, por ejemplo @ = 0, la
igualdad es inmediata, ya que ¢(0,7) = g(0-0,7) =0-¢(0,7) =0=0- ||7]|,.

Supongamos que @ # 0 y @ # 0. Entonces P(t) = g(@ + {0, @ + t0) = g(@, @) + 2tg(@, T) +
t2g(v,v) > 0,Vt € R. Las raices de este polinomio son:

ty =

y entonces:
lg(@, 7)| < ||yl 7l
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Proposicién B.0.2. Sea (V,g) un espacio vectorial euclideo, entonces:

@+ Vg < |ldllg + ||9]|g Vi, v € V

Demostracién. Dados ,7 € V, como por la Proposicién [B.0.1] se tiene que:
g(@,v) < |g(a@, V)| < [|dl|4]|7]]g

entonces:

i@+ 3|I; = g(ii + ¥, @ + ) = g(i, i) + 29(i, ) + (¥, )
9(u, @) + 2|g(, 0)| + g(7, V)
g(@, @) + 2|l 5y + g(7,7) = (lillg + |7]l)?

y, por lo tanto, como ||@ + ¥y > 0y ||ty + ||7]lg > 0, se tiene que:

1@+ 3llg < [lllg + (|17l

Proposicién B.0.3. Sea (R™,g) un espacio vectorial euclideo, con g su producto escalar, en-
tonces dg, es una métrica vdlida, segin la Definicién m Por tanto, (R",dg,) es un espacio

métrico.

Demostracion. Las condiciones (i) y (ii) se cumplen por ser g definida positiva y no degenerada.

Veamos la propiedad de simetria. Sean &,y € R", teniendo en cuenta la bilinealidad de g:

dy(Z,9) = 7~ Ty = V9§ — 2,5~ D) = Vg(T ~ 7.7 = §) = |T — Fllg = dy(7.7)

Por tltimo, sean Z, 4, 2 € R", la propiedad de desigualdad triangular se sigue de la Propo-

sicién [B.0.2

do(Z,§) = 1§ = Zllg = (7= 2) + (Z=D)llg < § = Zlg + 17— Zllg = dy(7,
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Anexo C

Anexo de nuimeros complejos y
rotaciones

Este anexo muestra de manera breve la relacién entre los ntimeros complejos unitarios y
las rotaciones en R2. Su desarrollo estd enfocado de manera similar a como se han definido los
cuaterniones en el Capitulo

Definicién C.0.1. Sea (C,+, -) el cuerpo de los nimeros complejos, sus elementos son pares
de la forma z = (a,b) € R?, y se define el producto de dos mimeros complejos z1 1y za como
sigue:

21+ 29 = (a,b) - (¢,d) := (ac — bd, ad + bc)

La suma y operacion externa de C como R-espacio vectorial son las heredadas de R? de manera
natural. Se denota Re(z) = a como la parte real de z, e Im(z) = b su parte imaginaria.

Nota C.0.1. También se puede denotar un nimero complejo z = (a,b) como z = a + bi, con
i=(0,1). De acuerdo con el producto definido, i*> = —1, y entonces se puede escribir

2122 = (a+0bi) - (a+bi) = ac — bd + (ad + be)i
al desarrollar formalmente (a + bi) - (a + bi).

Definicién C.0.2. Sea z = a+bi € C, se define su mddulo, designado por |z|, como el mddulo
de su correspondiente vector en R?, es decir:

|2l = (e, b)| = Va* +

Se dice que z es unitario cuando |z| = 1.
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Definicién C.0.3. Utilizando las coordenadas polares de R?, un nimero complejo z = a + bi
puede expresarse en la forma polar z = r(cosf +isinf), también denotado como z = ry, a partir

del cambio de variables
a = rcost
b =rsinbd

donde, teniendo en cuenta la Nota 0 € [0,2m) es el inico dngulo tal que (2)? + (2)? =1,
el cual viene determinado por = At (b/r,a/r) = At (b,a).

Ademds, desarrollando el mddulo de z se obtiene

2| = |a + bi| = |r(cosh + isinf)| = \/r2c0s20 + r2sin20 = \/12(cos20 + sin26) = r
por lo que r = |z| = Va? + b2.
Nota C.0.2. Sean rg y 1y, dos nimeros complejos en forma polar. Se tiene que

o - o = (rcos + irsind) - (r'cost’ + ir'sind’) =
= rr'((cos@cos@’ — sinfsind’) + i(cosfsint’ + sin&cos@’))
=7r1r'(cos(0 + 0') +isin(0 + 0))

= 7"7"10+9/

Nota C.0.3. Los numeros complejos unitarios, en notacion polar, son de la forma 1lg, con
6 € [0,2m). Sean rg,1y € C, como r y 1’ son escalares (i.e. r,7" € R), y aplicando la operacion
externa mencionada en se tiene que ro - Ty =TTy, 0 =17 lgygr.

Sea Fy la aplicacion

Fy: C—>C
Ter — Ty - 19 =Tgro

veamos que esta es similar a un giro de dngulo 0 en R?.

Como se ha visto en el Teorema y en la Nota|3.5.4), un giro de dangulo 0 viene dado
por la aplicacion:

Gy:RP=C—>R*’=C
(2,y) — cosf) —sinf T
Y sinf  cosd Y
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Sea (z,y) € R?, cuyas coordenadas polares son (rcosd’,rsind’) = ry:, se tiene que

Go((z,y)) = (xcosh — ysinb, xsinb + ycosh)
= (rcost cost) — rsind’ sinf, rcost’ sinf + rsint’ cosd)
=1r(cos(0/ +0),sin(0 +0)) =r(cos(0 +0') +isin(0 +0')) = rg 9 = Fp(ry:)

Nota C.0.4. Los nimeros complejos unitarios se pueden identificar con SO(2) como sigue:

1, = cos) —sinf
9=\ sind cos
Y, ya vimos en el Teorema y en la Nota[3.5.]), que esta matriz corresponde a la de un giro

lineal en R? de dngulo 0 en sentido antihorario, si consideramos utilizada la base candnica de
R? o cualquier otra base ortonormal orientada positivamente.

Por tanto, el producto de dos niumeros complejos unitarios lg y 1o se corresponde con el
producto de las matrices de dos giros lineales, que resulta en la matriz de la composicion de
ambos giros. El primero realiza un giro en sentido antihorario de dngulo 0', y el sequndo de
dngulo 0 en el mismo sentido, por lo que la composicion es un giro de dngulo 6 + 0':

(For o Fp)(2) = (2-1g) 1o =2z (19 - 1g) = 2 - Lgyg = Fpre(2)
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