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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Motivacion.

El analisis de formas es un campo de la estadistica matematica que ha
sido muy estudiado en las ultimas décadas. Podria definirse como el andli-
sis estadistico en el conjunto de formas, donde podemos medir y describir
propiedades geométricas para formas similares.

La caracterizacién de objetos complejos utilizando sus formas geométricas
globales se ha convertido en una herramienta importante en muchos campos
cientificos, en concreto, en la visién por ordenador y en la interpretacion de
iméagenes.

Uno de los aspectos importantes del andlisis de formas es obtener una
medida de la distancia entre formas, con el propdsito de obtener la forma
media de una muestra formada por diversas formas. En este caso, ejemplos
de aplicaciones concretas son: en medicina, por ejemplo, encontrar la forma
media del cuerpo calloso del cerebro humano dadas las muestras de un con-
junto de individuos, con la intencién de conocer el estado “normal” (o sano)
de esta parte que conecta los dos hemisferios cerebrales [I] (Véase Figura
(a)). Otro ejemplo, en este caso con aplicacién a la industria textil serfa
encontrar prototipos que representen de manera precisa cada clase en un sis-
tema de tallaje [2] (Véase Figura|l.1] (b)). Otro aspecto importante derivado
de la obtencién de la forma media, consiste en la la clasificacion de objetos
en grupos, por ejemplo, un algoritmo de andlisis de formas podria ayudar a
clasificar automaticamente tipos de animales usando el contorno de su apa-



CAPITULO 1. INTRODUCCION 2

riencia (Véase Figura|l.1] (¢)). Otros ejemplos de aplicacién que se muestran
en la Figura|l.1|son: el contraste de hipétesis con el objetivo de decidir si un
hueso tiene o no alguna patologia en la Figura (d) [3], y el estudio de la
variabilidad de un tumor prostatico en la Figura[L.1] (e) [4].
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Figura 1.1: (a) Media muestral de Cuerpos Callosos Cerebrales. (b) Conjunto
de medias de diferentes grupos para determinar un sistema de tallaje. (c)
Clasificacién por grupos de animales. (d) Contraste de Hipdtesis en huesos.
(e) Variabilidad de un tumor prostatico.

Con el fin de realizar un anélisis estadistico de formas, se requieren herra-
mientas matematicas sofisticadas, en concreto, es necesario definir un espacio
de formas y modelos de probabilidad para poder hacer inferencia sobre ellos.



3 CAPITULO 1. INTRODUCCION

Desde el punto de vista matemético hay muchas maneras diferentes de
entender o definir una forma y, por tanto, muchas maneras de representar
el espacio de formas. Todos estos espacios de formas pretenden englobar en
un mismo representante a todas las transformaciones afines de una forma;
es decir, una forma serd invariante por traslaciones, rotaciones y cambios de
escala. Esta idea la podemos ver reflejada en la Figura (1.2}

Figura 1.2: Cuatro “copias” de la misma forma, afectadas por diferentes
transformaciones afines.

En muchos articulos dedicados al estudio de formas, definen el concepto
de forma, utilizando “landmarks”; es decir, definen un espacio donde cada
elemento (forma) viene representado a partir de un conjunto finito de puntos
en R2. Un ejemplo de este caso es el llamado Espacio de formas de Kendall.
El principal inconveniente en este tipo de espacios es que los puntos pueden
ser proporcionados de manera muy burda y la precisién del analisis de formas
resultante es muy dependiente de la elecciéon de puntos escogida.

Un enfoque mas preciso consiste en considerar las formas como curvas
continuas cerradas (aunque cualquier implementacién computacional reque-
rird de una discretizaciéon concreta). Sin embargo, este enfoque requiere tra-
bajar en espacios de dimension infinita, en concreto, en variedades Rieman-
nianas de dimension infinita.

En este trabajo vamos a tratar de mostrar las herramientas geométricas,
estadisticas y computacionales necesarias para hacer inferencia estadistica en
espacios de estas caracteristicas. En concreto, nuestro objetivo serd encon-
trar la forma media de un conjunto de formas que estdn en una variedad
Riemanniana de dimension infinita.
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Asi pues, serd necesario por una parte extender los conocimientos de la
geometria diferencial estudiada para superficies a variedades Riemannianas
de dimensién infinita, y por otra, generalizar los conceptos conocidos sobre
probabilidad y estadistica a este tipo variedades.

1.2. Geometria Diferencial.

La geometria diferencial estudiada a nivel de grado en Matematicas se
centra en el estudio de superficies en R3. Asi, se definen los conceptos de cur-
va parametrizada o : I — S C R? en una superficie S y de campo vectorial
V : I — R3 tangente a S a lo largo de la curva a. El vector £2(t),t € I,
en general, no pertenece al plano tangente a S, T,S. Por tanto, el concepto
de diferencial del campo vectorial no es una nocién geométrica intrinseca
a S. Para remediar este tipo de inconvenientes, se considera la proyeccién
ortogonal de 4 (¢) en T,5, en lugar de la derivada usual 47 (). Este vector
ortogonal proyectado se denomina derivada covariante y se denota por %(t).
La derivada covariante de V' es la derivada de V' desde el punto de vista de

la superfice S.

Un punto basico de la derivada covariante es que sélo depende de la prime-
ra forma fundamental de la superficie S. En particular, la nocién de derivada
covariante nos permite considerar la derivada del vector velocidad de «, la
cual nos proporciona la aceleracion de la curva o en S. Se demuestra que las
curvas con aceleracién nula son precisamente las geodésicas en S (curvas de
menor longitud entre dos puntos de la superficie).

En el caso particular en que S es el plano R?, la nocién de campo paralelo
a lo largo de una curva se reduce a la de campo constante sobre la curva; es
decir, son constantes la longitud del vector y el angulo con una direccién fija.

En el caso de superficies en R? la nocién de paralelismo no es tan intuitiva
y se introduce a partir de una familia de planos tangentes a S a lo largo de
la curva «. Esta familia de planos determina una superficie F, que involucra
a estos planos tangentes (véanse pags. 195-197 del Capitulo 3 de [3]). No es
dificil demostrar que el paralelismo a lo largo de «, definida de manera que
anula la derivada covariante, es lo mismo considerarlo en relacién a S que en
relacion a E.
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Por otra parte, las superficies con curvatura nula son localmente isométri-
cas al plano. Por tanto, el paralelismo es invariante por isometrias y podemos
trabajar ’euclidianamente’ en la imagen isométrica de F y después volver a
la superficie original S.

La definicion de derivada covariante tiene consecuencias muy importantes,
ya que a partir de ella queda claro que una idea basica como son las geodési-
cas pueden ser definidas en situaciones mas generales. Esto ha estimulado
la creacién de diferentes “estructuras geométricas” (en variedades diferencia-
bles) mas generales que la geometria Riemanniana. De la misma manera que
la geometria euclidiana es un caso particular de la geometria afin, la geo-
metria Riemanniana es un caso particular de estructuras geométricas mas
generales.

En el Capitulo [2] vamos a hacer un resumen de todas las definiciones y
resultados en variedades Riemannianas, que generalizan los aqui comentados
para el caso de superficies, y que serdn necesarios para definir geodésicas,
distancias y medias en la variedad Riemanniana del conjunto de formas pla-
nas.

1.3. Probabilidad y Estadistica.

Los conocimientos de probabilidad y estadistica que se estudian en el
grado en Matematicas se centran en el espacio euclideo. Repasamos a conti-
nuacion los conceptos basicos.

Para representar los resultados de un experimento aleatorio, construimos
un espacio de probabilidad (2, A, P) donde  es el denominado espacio mues-
tral (posibles resultados del experimento), A es la U—Algebra de Borel en (2
y P es una medida de probabilidad.

Aunque este espacio de probabilidad contiene toda la informacién sobre
el experimento aleatorio, normalmente solo estamos interesados en calculos
relacionados con el resultado del experimento.

En el caso unidimensional, tenemos el concepto de variable aleatoria, que
es una aplicacion medible X de €2 en R que nos permite ’olvidarnos’ del
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espacio de probabilidad original y trabajar directamente en R, asociando a
cada posible valor de la variable aleatoria una probabilidad.

La distribucion de probabilidad de una variable aleatoria X viene dada
por la llamada funcién de distribucién de X que es la funcién Fx(x), definida
por la siguiente expresion:

Fx(x) = P(X < x).

En la mayoria de los casos consideramos variables aleatorias teniendo una
funcién de densidad de probabilidad (fdp), es decir, una funcién fx (positiva
e integrable) cumpliendo que para cualquier intervalo real |a, b|:

P(z €a,b]) = / fx(z) dx

Intuitivamente, puede considerarse fx(x) dxr como la probabilidad de X
de caer en el intervalo infinitesimal [z, z + dz]. Se tiene que [, fx(z) dz = 1.

Cuando estudiamos simultaneamente n caracteristicas numéricas ligadas
al resultado del experimento (caso n-dimensional), definimos el concepto de
vector aleatorio como una aplicacion X = (Xi,...,X,) de Q en R".

De esta manera, podemos generalizar el concepto de fdp usando conjuntos
abiertos en R", en vez de intervalos. En este caso es la llamada funcion de
densidad de probabilidad conjunta, fx y cumple:

P(X €]a,b]) =P(a; < X; < bj,i=1,...,n) =

bn by
/ fX (T1,...,xp) dzy . .. dz,.

Sin embargo, en muchos casos la fdp contiene demasiada informacién y
desde un punto de vista computacional no necesitamos un conocimiento tan
exhaustivo. A veces, nos basta con caracteristicas numéricas que van ligadas
a las variables o los vectores aleatorios. Entre ellas, y sin duda las méas impor-
tantes, son la que nos indica alrededor de que valor se sitiia nuestra variable o
vector, llamada esperanza o valor medio, y la que nos indica cuan dispersos o
agrupados se presentan los valores alrededor de la primera, llamada varianza.
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En primer lugar, en caso de tener valores aleatorios, se definen como:

X:mm:/

Xd :/R:fo(x) dx,
o2 = E[(X — X).

En segundo lugar, en caso de tener vectores aleatorios, se definen como:
X =E[X]=(E[X],....EX.)" = (X1,..., X",
Sxx = E[(X - X)(X - X)),

donde esta ultima es la llamada matriz de covarianza.

Conocidos estos conceptos en el caso real, en el Capitulo 3| vamos a tratar
de definir y extender esta teoria para variedades Riemannianas.






Capitulo 2

Geometria Riemanniana

Como hemos visto en la seccion del capitulo anterior, la primera forma
fundamental definida en una superficie regular se basa en que la superficie
esté contenida en un espacio euclideo, R3. Es decir, dado un vector v tangen-
te a una superficie regular S C R, para calcular la norma ||v|* =< v,v > se
utiliza el producto interno canénico en R? restringido a 7,,S. En una situa-
ciéon mas general, si queremos hacer lo mismo en una variedad diferenciable
de dimensién cualquiera, la situacion se puede complicar si la variedad no
estd contenida en un espacio euclideo. Sin embargo, Riemann plante6 que
podia definirse un producto interno en cada espacio tangente de una varie-
dad y utilizar ese producto para obtener una métrica. La condiciéon que se
exige es que dicho producto varie diferenciablemente. Precisamente es lo que
dio origen a lo que hoy se conoce como Geometria Riemanniana.

Lo que pretendemos en este Capitulo es, en primer lugar, hacer un bre-
ve resumen de esta geometria (Véase [6] para més detalles) y a continuacién
dar dos ejemplos de variedades Riemannianas (Variedad de Stiefel y Variedad
Grasmanniana) que seran indispensables para continuar con nuestro objetivo.

2.1. Conceptos Basicos.

El primer concepto necesario sera precisamente el concepto de producto
interno definido sobre un espacio vectorial. De esta manera, podremos exten-
derlo al espacio tangente de una variedad (el cual es un espacio vectorial).

9



CAPITULO 2. GEOMETRIA RIEMANNIANA 10

Definicién 2.1.1. Sea E un espacio vectorial. Se llama producto interno en
E, a una aplicacion <>: E X E — R bilineal, simétrica y definida positiva.

Nota: Gracias a la nocién de producto interno es posible definir la dis-
tancia entre dos vectores y la longitud de un vector: dado un vector v € F
su longitud viene dada por ||v|| = /< v,v >. La nocién de producto interno
hace posible también hablar de angulo entre dos vectores: dados dos vectores
u,v € E, el dngulo 0 entre u y v viene dado por cosf = m

La idea es trasladar estas definiciones a una variedad diferenciable que no
tiene porque coincidir con un espacio vectorial E. Por tanto, antes de iniciar
con esta tarea conviene definir lo que se entiende por variedad diferenciable.

Definicién 2.1.2 (Variedad Diferenciable). Una variedad diferenciable de
dimension n es un conjunto M y una familia de aplicaciones biyectivas p,, :
U, — M de abiertos U, C R™ en M tales que:

1. Ugoa(Ua) =M

2. Para todo par a, B tal que po(Uy) Ns(Us) = W # 0, los conjuntos
ot (W) y gogl(W) son abiertos en R™ y las aplicaciones gogl 0 Y, SON
diferenciables.

3. La familia {(Uy, pa)} es mdzima respecto a las condiciones (1) y (2).

Cada aplicacién ¢, : Uy, —> M, con p € ¢, (U,) se denomina sistema de
coordenadas de M en p. La coleccion {(U,, pa)} que cumple las condiciones
(1) y (2) de la defincién anterior recibe el nombre de estuctura diferenciable.

Definicién 2.1.3 (Métrica Riemanniana). Una mélrica Riemanniana en
una variedad diferenciable M es una correspondencia que asocia a cada punto
p € M un producto interno < , >, en el espacio tangente T, M, esto es,
<, >0 oM x TyM — R, de manera que varia diferenciblemente;
es decir, si (U,p) es un sistema de coordenadas de M alrededor de p, tal
que o(v) = q € p(U), las funciones g; : U — R definidas por g;;(v) =

< 9 (q), 2 (q)>q son diferenciables en todo punto x € U.

Nota: En la definicién [2.1.3] se observa la presencia de un sistema de
coordenadas (U, p) y de las funciones g : U — R, que se construyen en
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términos de dicho sistema. A pesar de ésto, la definicion de métrica Rieman-
niana no depende de la eleccion del sistema de coordenadas. Las funciones
gf;- : U — R se denominan Ezpresion local de la métrica Riemanniana en
términos del sistema (U, p).

Obsérvese que si (U, ) es un sistema de coordenadas de M enpy V,W €
T, M son vectores tangentes expresados de la siguiente forma

V = Zvl p)y W= sz (%,

entonces el producto interno de V' y W viene dado por:

n

< VW >p= > vi(p)w;(p)gf(p)-

1,j=1

Anélogamente la longitud del vector V' € T, M quedard expresada por:

n

VL= | D vip)w;(p)gh(p).

ij=1

Definicién 2.1.4 (Variedad Riemanniana). Una variedad diferenciable M
provista de una métrica Riemanniana recibe el nombre de Variedad Rieman-
niana.

2.2. Existencia de la métrica Riemanniana y
distancia intrinseca.

Una vez introducido el concepto matematico de variedad Riemanniana,
detallaremos cuando dos de estos objetos son “el mismo” desde un punto de
vista geométrico.

Definicién 2.2.1 (Isometria). Sean M y N wariedades Riemannianas. Un
difeomorfismo f : M — N, (biyeccidon diferenciable con inversa diferencia-
ble) es una isometria si:

< v, w >p= (dfp(v), dfp(w )> fp)°
para todo p € M y todo v,w € TyM.
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En este caso diremos que M y N son variedades Riemannianas isométri-
cas (es decir, “la misma” variedad desde un punto de vista geométrico).

Proposicién 2.2.2. Una variedad diferenciable M (de Hausdorff y con base
numerable) posee una métrica Riemanniana.

Ahora vamos a mostrar como una métrica Riemanniana puede ser usada
para calcular longitudes de curvas.

Definicién 2.2.3. Una curva parametrizada en una variedad diferenciable
M es una aplicacion diferenciable o : I — M definida en un intervalo
abierto I C R.

Definicién 2.2.4. Un campo vectorial V' a lo largo de una curva o : I — M
es una aplicacion diferenciable que a cada t € I asocia un vector tangente
V(t) € TyyM. Este campo V' serd diferenciable cuando para toda funcion
diferenciable f : M — R, la funcion t — V (t)f := Vo f es diferenciable.

En términos de un sistema de coordenadas:

Vand = 3 ulalt) (o),

y V es diferenciable a lo largo de a(t) si las funciones v;(«(t)) son diferen-
ciables.

Dada una curva parametrizada o : I — M, el campo vectorial ‘fi—‘z‘ recibe
el nombre de campo vectorial tangente de « (o campo velocidad) y viene dado

por:
da d(f o)

D=2

Dado un intervalo cerrado [a,b] C I, la restriccion .y se llama seg-
mento. Cuando M es una variedad Riemanniana, se define la longitud del

segmento «fgy COMO:
gb(a) — /b d_O‘ d_a dt
o) dt’ dt |
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Definicién 2.2.5 (Curva seccionalmente diferenciable). Una curva « : [a,b] C
I — M se llama seccionalmente diferenciable si es continua y existe una
particion {a =ty < t; < --- < t, = b} de [a,b] tal que las restricciones
a; = o, 1, son diferenciables para todo i =1,... k.

A partir de la nocion de longitud de un segmento y de curva seccionalmen-
te diferenciable ya podemos definir la distancia entre dos puntos cualesquiera

de M.

Definicién 2.2.6 (Distancia intrinseca). Dados dos puntos p,q € M, se
llama distancia intrinseca entre p y q al niumero

d(p,q) = inf{l(a) / a:[0,1] — M / a(0) = p, a(1) = ¢},

siendo o una curva seccionalmente diferenciable; es decir, la longitud de la
curva mds corta en M que conecta p y q.

2.3. Geodésicas.

Una vez fijada la terminologia bésica, pasamos a continuacién a estu-
diar uno de los conceptos fundamentales de la geometria Riemanniana: las
geodésicas. Para ello vamos a necesitar algunas definiciones previas:

Definicién 2.3.1 (Conexién afin). Sea X(M) el conjunto de todos los cam-
pos vectoriales de clase C*° en M, una conexion afin V en una variedad
diferenciable M es una aplicacion

Vo X(M) X X(M) — X(M)

(X,Y) -5 VyY,

que satisface las siguiente propiedades:
1. VixigvZ = fVxZ +gVyZ,
2. Vx(Y+2)=VxY +VxZ,
5. Vi (fY) = VY + X(f)Y,
donde X,Y,Z € X(M) y f,g € D(M), donde D(M) representa el anillo de

todas las funciones reales de clase C*° definidas en M.
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Definicién 2.3.2 (Derivada Covariante). Sea M una variedad diferenciable
con una conexion afin V. Existe una unica correspondencia que asocia a un
campo vectorial V' a lo largo de una curva diferenciable o : I — M, otro
campo vectorial ZY a lo largo de o, llamada derivada covariante de V a lo

dt
largo de «, tal que:

D _ DV DwW
1 g(V+W) =525+ 55

2. %(fV) = Z—];V + f%, donde W es un campo vectorial a lo largo de o
y [ es una funcion diferenciable en I.

3. Si 'V wviene dado a partir de un campo vectorial Y € X(M), es decir,
V(t) =Y(a(t)), entonces ZF = VY.

El concepto de paralelismo ahora vendra dado de manera natural.

Definicién 2.3.3 (Campo vectorial paralelo). Sea M una variedad diferen-
ciable con una conexion afin V, un campo vectorial V' a lo largo de una curva
a:l — M se dice que es paralelo cuando % =0, para todo t € I.

Definicién 2.3.4 (Conexién afin compatible). Sea M wuna variedad dife-
renciable con una conexion afin V y con una métrica Riemanniana < , >.
Una conexion afin se dice que es compatible con la métrica < , >, si para
cualquier curva o y cualquier par de campos vectoriales paralelos P y P’ a
lo largo de «, se cumple < P, P’ >= contante.

A partir de ahora M denotara una variedad Riemanniana, junto con su
conexién Riemanniana (conexién afin compatible y simétrica).

Definicién 2.3.5 (Geodésica). Una curva parametrizada o : I — M es
una geodésica enty € I si % (Cé—‘j) = 0 en el punto ty. Si a es una geodésica en
t, para todo t € I, diremos que « es una geodésica. Si[a,b] C I ya: I — M
es una geodésica, la restriccion de « en [a,b] se llama segmento geodésico que

une afa) y a(b).

Ahora vamos a determinar las ecuaciones que satisface una geodésica «
en un sistema de coordenadas (U,z). Una curva definida por por a(t) =
(x1(t),...,x,(t)) serd una geodésica si y solo si:

D [(do d?zy, dx; dx; 0
= (=)= A R
0 dt<dt) Z(dt? T2 iy dt)@xk’

k i,J
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donde Ffj son los denominados coeficientes de la conexion Riemanniana V o
mas conocidos como Simbolos de Christoffel.

Por tanto el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo
orden que debera cumplir una geodésica sera:

Az, e Az d;
R d d@
irj
De hecho, la existencia y la unicidad de soluciones de los sistemas de
ecuaciones diferenciales ordinarios, puede ser usado para probar el siguiente
resultado:

Proposiciéon 2.3.6. Sea M una variedad Riemanniana, para cada punto
p € M y para cada vector v € T, M, existe un intervalo (—n,n) y una unica
geodésica,

Qy - (_77777) — M,

que satisface las condiciones:
a,(0) = p, o, (0) = 0.

Proposicion 2.3.7. Sean dos geodésicas, ay : [; — M y ag : Iy — M,
si aj(a) = ag(a) y of(a) = ob(a) para algin a € I; N Iy, entonces a; =
en Il N ]2.

Las dos proposiciones anteriores implican que para cada p € M y cada
v € T, M, existe una tnica geodésica, denotada por v, cumpliendo o, (0) = p
y o/ (0) = v. Ademés el dominio de «, no puede ser extendido.

Esto nos permite dar la siguiente definicién:

Definicién 2.3.8 (Funcién exponencial). Sea M una variedad Riemanniana
yp € M, definimos la funcion exponencial o mapeo exponencial como:

exp,: TuM — M (2.1)
v o exp,(v) = a(l),

donde « es la unica geodésica que en el instante t = 0 pasa por el punto
p, con velocidad v.
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|
exp
‘P

N exp (u) |
\ EXRy \

cxpl‘llu

T -\_\f-‘ Pr" v)

Figura 2.1: Representacion de la funcion exponencial.

Si definimos una geodésica a; como «a1(0) = p y «j(0) = v, y otra
geodésica ap como ay(0) = p y a4(0) = tv, reparametrizando se tiene que
as(1) = ai(t) o lo que es lo mismo exp,(tv) = a;(t). Es decir, la funcién
envia rectas pasando a través de cero en el espacio tangente, a geodésicas
pasando a través de p en M (Figura .

Definicién 2.3.9 (Cut Point). Sea v € T,M tal que ||v|| = 1. El conjunto
de numeros s > 0 tal que el segmento geodésico {exp,(tv) : 0 < t < s}
minimiza la distancia entre exp,(0) y exp,(sv) es [0,+00) o bien [0,7(v))
donde r(v) > 0. Sir(v) < 400, entonces exp,(r(v)v) se llama Cut Point de
p en la direccion de v.

Definicién 2.3.10 (Cut Locus). El Cut Locus de p € M es el conjunto de
todas los Cut Points de p € M y se denota por C(p) € M. El conjunto de los

correspondiente vectores tangentes se llama Cut Locus Tangente y se denota
por C(p) € T,M.

De esta manera, tenemos C(p) = exp,(C(p)) y el maximo dominio de
definicién seria el que contiene al 0 y delimitado por el Cut Locus Tangente,
y se denota por D(p).
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2.4. Variedad de Stiefel y Variedad de Grass-
mann.

Hasta ahora hemos repasado conceptos basicos en variedades Riemannia-
nas de dimensioén finita. Los conceptos de variedad de Stiefel y variedad de
Grassmann son variedades de Hilbert, que son casos particulares de varieda-
des Riemannianas, pero pueden ser definidas también en dimensién infinita.

Una variedad de Hilbert es una variedad modelada localmente sobre es-
pacios de Hilbert. En particular, cualquier espacio de Hilbert, H, es una
variedad de Hilbert con una tnica carta dada por la funcion identidad en H.
Ademads, como H es un espacio vectorial, el espacio tangente T,H de H para
cualquier punto p € H es candénicamente isomorfo al propio H y por tanto,
el producto interior en 7, H vendra dado de forma natural, es decir, el mismo
que para H. De esta manera, podemos dar a H una estructura de variedad
Riemanniana utilizando la métrica:

gp(u,v) :=<v,w >pg, u,v € T,H,
donde <, >p denota el producto interior en H.

Definicién 2.4.1 (Variedad de Stiefel 2-dimensional de V). Sea V' un espacio
de Hilbert dotado del producto interior < , >y y su norma inducida |||,
llamamos variedad de Stiefel 2-dimensional de V', al conjunto de todos los
pares (u,v) de V' ortonormales, es decir

St(2,V) ={(u,v) e V-xV [ lully, = |vlly =1, < w0 >y=0}.

Si V es de dimensién infinita, St(2, V') es una variedad de Hilbert de di-
mensioén infinita modelada sobre V.

Definicién 2.4.2 (Variedad de Grassmann 2-dimensional de V). Sea St(2,V)
una variedad de Stiefel 2-dimensional y sea O(2) el grupo ortogonal de las
rotaciones, definimos la variedad de Grassmann 2-dimensional en V' como

St(2,V)

Gr(2,V) = 0@
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Es decir, Gr(2,V) es la variedad de todos los subespacios lineales de V'
de dimensién dos (planos).

La definicion de estos dos tipos de variedades son de nuestro interés por-
que, como veremos mas detalladamente en el Capitulo 4] si consideramos
la variedad St(2,V), siendo V = L*([0,1]), obtenemos una isometria entre
St(2,V), con la métrica usual, y el espacio de curvas planas cerradas, modu-
lo traslaciones y cambios de escala, considerando la métrica de Sobolev de
orden 1. Por tanto, Gr(2,V), con V = L*([0,1]), serd isométrico al espacio
de curvas planas cerradas modulo traslaciones, cambios de escala y ademas
rotaciones. Como consecuencia, cualquier resultado que esté probado en las
variedades de Stiefel y de Grassmann se podré extender al espacio de formas
(curvas planas) en cuestion.

Pasamos ahora a mostrar algunos resultados sobre las geodésica en estas
variedades. Para mas detalles véanse [7], [8] y [9].

Como en cualquier variedad general, tenemos dos maneras diferentes de
encontrar la expresion de una geodésica: dado un punto inicial de la variedad
y una direccién o dados dos puntos de la variedad. La siguiente proposicion
nos proporciona la solucién para el primer caso, en una variedad de Stiefel
2-dimensional.

Proposicién 2.4.3. Sea la variedad St(2,V) dotada de la métrica inducida
de V? y seay : [0,1] — St(2,V) una curva. Las ecuaciones de las geodésicas

cumplen Y +7(7T’7= 0). Por tanto, las soluciones vendrdn dadas, para todo
t €[0,1], por:

(O (0 = 01 O et gy )

donde A = v(0)T v (0), S =7 (0)T 7 (0) e Id denota la matriz identidad
2x2.

En este caso el punto inicial vendra dado por v(0) y la direccién por ¥ (0)
que son las condiciones iniciales del sistema de EDOs.
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En una variedad Riemanniana M de dimension finita, el Teorema de
Hopf-Rinow nos muestra que la completitud del espacio métrico definido por
(M, d) es equivalente a la completitud de la geodésica de (M, g), y ambas
implican que cualquier par de puntos de M pueden ser conectados por una
geodésica minima. Puede verse en [9], [8] y [7] que incluso cuando V' es de
dimensién infinita, cualquier par de puntos en St(p, V') y en Gr(p, V') pueden
ser conectados por una geodésica minima. Ademas, el “Cut locus” de un
punto estd caracterizado [7].






Capitulo 3

Estadistica en Variedades
Riemannianas

En este apartado vamos a generalizar los conceptos bésicos de probabili-
dad en espacios vectoriales, a medidas en una variedad de Riemann. Como
se ha mencionado en la introduccién, no consideraremos que los resultados
de un experimento aleatorio son variables reales o vectores en R”, si no que
a los resultados de un experimento asociaremos elementos de una variedad
Riemanniana (vednse [10] y [I1]). Un estudio detallado mas general puede
consultarse en [12].

3.1. Conceptos Basicos.

Empezamos generalizando el concepto de variable o vector aleatorio,
cuando trabajemos en una variedad Riemanniana lo denominaremos primi-
tiva aleatoria. La definicién formal es:

Definicién 3.1.1 (Primitiva aleatoria). Sea (2, A, P) un espacio de probabi-
lidad. Una primitiva aleatoria en la variedad Riemanniana M es una funcion

medible X de ) en a M.

Como en el caso real y vectorial podemos asociar a X una funcién de den-
sidad de probabilidad que permite calcular las probabilidades de la primitiva
aleatoria a partir de la su integral en M. Para ello necesitamos introducir
previamente el concepto de integracion en una variedad Riemanniana.

21
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La metrica Riemanniana G(z) = [g; ()] introducida en la definicién m7
induce un elemento infinitesimal de volumen en cada espacio tangente, y
asi una medida en la variedad:

dM(z) = /|G(z)]

Esto significa que podemos integrar indiferentemente en M o en cualquier
carta exponencial. Si f es una funcion integrable de la variedad y fx(@) =
f(exp(Z7)) es su imagen en la carta exponencial en z, tenemos:

/M fla) M) = | 1.(2)V/@=() a2

Definicién 3.1.2 (Funcién densidad de probabilidad). Sea B la o— Alge-
bra de Borel en M. La primitiva aleatoria X tiene funcion de densidad de
probabilidad, fx (funcion real, positiva e integrable) si:

VAeB , Pr(XeA) = / fx(x) dM(z) y
Pr(M) = /M fx(z) dM(z) = 1.

Ejemplo. Un ejemplo simple de fdp es la fdp uniforme en un conjunto
acotado A: . Ly(@)
- - 1 _ A

fA('x) fA d./\/l A<:C> V(A) Y

donde v(A) es el volumen del conjunto A.

NOTA: Debemos ser cuidadosos en cuanto a que esta fdp es uniforme con
respecto a la medida d M y no es uniforme para otras medidas de la variedad.

FEsperanza de un observable: Sea g(X) una funcién real Boreliana definida
en M y X una primitiva aleatoria con fdp, fx. Entonces, g(X) es una variable
real aleatoria y podemos definir la esperanza de g(X') como:

Elg(X)] = Ex[g] = / 9(2) fx (z) dM(z).

M
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Esta nocién de esperanza corresponde a la definida en variables o vecto-
res aleatorios reales. Sin embargo, no podemos extender directamente este
concepto para definir la media o la esperanza de X puesto que no existe una
generalizacion de esta integral en R a una integral con valores en la variedad

M.

3.2. Esperanza y valor medio.

En esta seccion vamos a centrarnos en la nocién del valor central de una
distribucién. Vamos a utilizar la denominaciéon de wvalor medio o primitiva
media en vez de primitiva esperada para recalcar la diferencia entre esta no-
cién y la de esperanza de una funcion real.

Cuando utilizamos el concepto de media, existen dos posibilidades:
= Media intrinseca: Los célculos y las soluciones estdn siempre en M.

» Media extrinseca: Mediante un “embedding” de M en un espacio vec-
torial, se realizan los calculos y la definicion de media y posteriormente
se proyecta la media en M.

En nuestro caso trabajaremos “intrinsecamente”.

Fréchet definié en [I3] una generalizacién de la media de un vector aleato-
rio teniendo en cuenta que la media es aquel valor de la variable que minimiza
la varianza, es decir: sea X un vector aleatorio de R", 0% (z) = E|dist(X, z)?]
es minima para el vector media X = E[X].

La idea importante para definir la generalizacién es que la esperanza de una
funcién real si que esta bien definida en una variedad de Riemann geodesi-
camente completa M.

Definicién 3.2.1 (Varianza de una primitiva aleatoria). Sea X una primitiva
aleatoria con fdp, fx. la varianza o%(x) es la esperanza de las distancias al
cuadrado entre la primitiva aleatoria X y la primitiva fija y:

0% (y) = Eldist(X, y)?) = /M dist(z,y)* fx(x) AM (2).
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Definicién 3.2.2 (Media de Fréchet para primitivas aleatorias). Sea X una
primitiva aleatoria. Si la varianza 0% (y) es finita para todas las primitivas
x € M (las cuales lo son para una densidad con un soporte compacto), cada
primitiva X que minimiza esta varianza es llamada primitiva media. Por

tanto, el conjunto de primitivas medias es:

E[X] = in (E[dist(X,y)?]) .
[X] = argmin (Eldist(X,y)])
Si existe al menos una primitiva media, X, llamaremos varianza al valor
minimo 0% = 0%(X) y la desviacién estindar es la raiz cuadrada.

Anélogamente dada una muestra aleatoria X, ..., X,, podemos definir la
media de Fréchet empirica:

E{X;}] = arg Z;%z (%dz‘st(Xi, y)Q) :

La definicion de media de Fréchet es el resultado de una minimizacion y
por ello su existencia no esta asegurada. En el siguiente apartado veremos en
que situaciones podemos asegurar su existencia.

3.3. Algoritmo de gradiente descendente pa-
ra obtener la media.

Una técnica usual para minimizar una funcién es utilizar un algoritmo de
gradiente descendente. Este algoritmo iterativo obtiene este minimo movien-
do un punto inicial, x; en la direccién opuesta al gradiente en dicho punto,
una cantidad ag. De esta manera, se obtiene el nuevo punto:

LTpt+1 = T — Oszf([Ek)

Ademés, como hemos visto en el Capitulo [2] tenemos una manera canéni-
ca de pasar del espacio tangente a la variedad gracias a la definicién de la
funcién exponencial 2.3.8] De esta manera, este algoritmo esta perfectamente
adaptado.
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Para caracterizar un minimo local de una funcién dos veces diferenciable,
solo requerimos un gradiente nulo y una matriz Hessiana definida positiva.
El problema con la funcién varianza o2(y) es que el dominio de integracién
(denotado M —C'(y)) depende de la derivacién del punto y. Por esta razén no
podemos utilizar el Teorema de Lebesgue. Afortunadamente se puede obtener
el siguiente resultado que generaliza la diferenciabilidad para distribuciones
uniformes en variades compactas (Para ver la prueba véase Apéndice A de

[14]).

Teorema 3.3.1 (Gradiente descendente de la funcién varianza). Sea P una
medida de probabilidad en una variedad Riemanniana M, la funcion varianza

o(y) = /M dist(x,y)* dP(x),

es diferenciable en cualquier punto y € M donde la varianza es finita y el
conjunto Cut Locus C(p) tiene medida de probabilidad 0, es decir:

P(C(y)) :/ dP(x) =0 y o*(y) :/ dist(z,y)? dP(x) < +oo.
C(y) M
En estos puntos el gradiente es:
(grado?)(y) = —2/ gﬁ dP(z).
M/C(y)

Utilizando el formalismo de primitivas aleatorias podemos reescribirlo de la
manera que sigue:
grad(o% (y)) = —2E[yX). (3.1)

Corolario 3.3.2 (Caracterizacion de la Media de Fréchet en variedades sin
Cut Locus). Asumiendo que la funcion varianza de la primitwa aleatoria X
es finita, existe una y solo una media de Fréchet, X, caracterizada por:

_ ——
E[X] ={X} — E[XX]=0.
La media muestral X se caracteriza por:

Zﬁ:o,

donde XY = logy(y) y Hess(a?(Y)) = —2Id.
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A partir de ahora vamos a suponer que se cumplen las condiciones de

Teorema [3.3.11

Sea y una estimacién de la media de una primitiva aleatoria X, definimos
la funcién f(y) = o%(y). El desarrollo de Taylor de una funcién en una
variedad diferenciable viene expresado por [14]:

Flexp, (0)) = £(9) + (grad £)(v) + 5 (Hess f)(v,0) + O(o]]’).

De acuerdo con esta expresién, una manera de aplicar el gradiente des-
cendente, es minimizar la aproximacién de segundo orden de la funcién en el
punto y de manera que, cuando ||v]| = 0, el término O(||v]|*) puede despre-
ciarse. Por tanto, la aproximacién quedaria:

Flexp,(v) = f(y) + (grad £)(v) + & (Hess [)(o,0).

Esta es una funcién que depende del vector v € T, M. Asumiendo que
(grad f)(v) = 0y que el Hessiano (Hess f)(v,v) es definido positivo, esta
funcion es céncava y tendremos:

flexp,(v)) = fly) >0 —  f(y) < flexp,(v)),
y por tanto, que y es minimo.

Si denotamos H¢(v) la forma lineal que verifica (H(v)|w) = (Hess f)(v, w)

—1 ., . s N
para todo w, entonces HJ(c ) denota la funcién inversa. El minimo esta ca-
racterizado por:

grad, f, =0=grad f + H;(v) — v = —H}_l)(gmd f).

Como hemos visto con anterioridad en la ecuacion [3.1] tenemos grad f =
—2E[y7(2]. Sin tener en cuenta el Cut Locus en la matriz Hessiana, tene-
mos una matriz definida positiva, Hess f =~ 2Id. Por tanto el algoritmo de
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gradiente descendiente es:
v = exp,, (X)), (3.2

En el caso muestral que es el que mas nos interesa en nuestro trabajo,
tendremos exactamente el mismo algoritmo, pero con la media empirica:

Ykt1 = eXpyk(% Z yk?) (3.3)

)

Notar que en este caso el algoritmo también funcionaria tomando:

1
= X)), < —. 3.4
Yrt1 = eXp,, (€ Z YpX;), con € < - (3.4)

%

Cabe notar que en un espacio de vectorial, estos dos algoritmos se simpli-
fican con yp1 = E[X] y ypt1 = % > Ti, las cuales son la definicién del valor
medio y media muestral respectivamente. Ademas el algoritmo converge en
un solo paso.

Recordemos que la funcién exponencial es una geodésica a lo largo de la
variedad M. Asi pues, aplicando el algoritmo del gradiente descendente de
la ecuacion |3.3], obtendremos un punto de la variedad M, el cual forma parte
de la geodésica con direccion la media empirica.

De esta manera, podemos ver la relacién que existe entre la geometria
que hemos visto en el Capitulo [2| y la estadistica de este mismo capitulo.






Capitulo 4

Espacio de las formas planas

Como se ha mencionado en la introduccién, existen muchas maneras dife-
rentes de construir un Espacio Forma. En este trabajo vamos a considerar la
idea expuesta en [I5]. Puede verse en [16] otra manera distinta de considerar
un espacio de formas.

En general, las técnicas utilizadas para la descripcion de formas planas se
agrupan en dos tipos: técnicas basadas en el contorno de las formas planas
y técnicas basadas en la regiéon que ocupan estas formas [I7]. En este caso
vamos a utilizar una técnica basada en el contorno de las formas planas.
Empezaremos, por tanto, dando la definicién del conjunto de formas planas
a partir de la parametrizacién de las curvas frontera de estas formas planas

[8].

4.1. Introduccion.

Definicién 4.1.1 (Espacio Pre-Forma). Definimos el Espacio Pre-Forma
como el conjunto formado por curvas parametrizadas cerradas modulo tras-
laciones, rotaciones y escalas; es decir:

Inmersiones (S', R?)

B= , (4.1)

Similitudes

donde: Similitudes = {traslaciones, rotaciones, escalas} e Immersions (S', R?)
es el conjunto de todas las aplicaciones diferenciables entre St y R?, esto es,
a: St — R?, cuya diferencial d, es inyectiva Vp € S.

29
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Definicién 4.1.2 (Espacio Forma). Definimos el Espacio Forma como:

B
°~ DiffE)

Notar que en la primera definicién no han sido consideradas las diferentes
reparametrizaciones de la curva o : S' — R?; es decir, no se ha considera-
do en la definicién de B el médulo por Dif f(S'). Por tanto, nosotros como
trabajaremos en el Espacio Pre-Forma B no consideraremos en un principio
curvas geométricas, sino que nuestros resultados dependen de la parametriza-
cion de la curva. Mas adelante explicaremos como pasamos al Espacio Forma
para pasar los resultados a curvas “geométricas”.

(4.2)

A continuacién, veremos como dotar al conjunto BB una estructura de va-
riedad Riemanniana, lo cual nos permitirda obtener geodésicas y distancias
entre formas.

4.2. B como variedad de Riemann.

Dada una curva « : S' — R? de B (en realidad se trata de un elemento
representativo de una clase de equivalencia), el espacio tangente T,B en « es
el conjunto de campos vectoriales h sobre «; es decir, h : St — R2.

Una métrica Riemanniana sobre B es una familia de formas bilineales
definidas positivas, G, (h, k), donde o € By h,k € C*(S', R?) representan
campos vectoriales en R? a lo largo de la curva a.

En realidad existen infinitas métricas definidas en B. Si denotamos s el
parametro longitud de arco de la curva «, la mas simple viene dada por

GO (h, k) :/ < h(t), k(t) > ds.

Sin embargo esta métrica (usada, por ejemplo, en [16]) presenta algunos
problemas, por ejemplo, una geodésica que empieza en un punto (curva) pue-
de degenerar a una curva de longitud cero.
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En este trabajo consideramos la métrica introducida en [§], definida como:
Go(h, k) ! /<hk>d (4.3)
a\lt, = 77 N ) S, .
l(a) Js

donde h significa derivada de la funciéon h con respecto al parametro longitud
de arco s. Esta métrica nos permitird relacionar el Espacio Pre-Forma con
una variedad Grassmanniana.

Sea V el espacio vectorial formado por todas las aplicaciones de clase C'*°,
f:S' — R, con la norma,

21
112 = / F2(x)dz.

Entonces, dadas dos funciones e, f € V podemos dar la definicién de una
aplicacion basica que sera de suma importancia a partir de ahora.

Definicién 4.2.1. Sean e, f € V y asumiendo que las curvas planas pue-
den considerarse como curvas inmersas en el plano complejo, se define la
aplicacion ‘bdsica’ como:

. VxV — C
(e.f) > alv) =7 [5(elt) +if(t))* dt.
Nota: De esta definicion se deduce, en primer lugar que para v = 0, la
curva « pasa por el (0,0); es decir, «(0) = (0,0). En segundo lugar, que la

curva a(v) = D(e, f) serd cerrada si y solamente si |le]| = || f|| y <e, f >=0,
ya que:

aem = (5 [ " (eler 10 dt, / e it) = (0.0) = (o).

De ahf se obtiene |e|| = ||f|| vy <e, f >=0.

Ahora consideramos la funcién angulo tangente de «, 6,; es decir, la
funcién que nos proporciona los angulos que forman el vector tangente en
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un punto de la curva « con el eje positivo de las abcisas. Esta funcion viene
dada por:

o/(t) = [l (&) ]| exp™® = [[a/ (B)]] (cos(0a(t)), sin(ba(t))).

De esta manera obtenemos el siguiente resultado:

Proposicién 4.2.2. Sea 0,(t) la funcién dngulo tangente de la curva o,
podemos expresar e, f € V' como:

() = Velcos (7).
Fo = vaTamlsn (57,

Como consecuencia, la longitud de una curva « viene dada por:

27 1 27 1
o) = [ o dt =5 [ e + £ de = 50l + 111
Si consideramos las curvas tal que ¢(a)) = 1, tendremos que |le|| = || f]| = 1

y de esta manera tendremos las condiciones necesarias para formar la varie-
dad de Stiefel 2-dimensional de V' definida en el Capitulo [2} Esto es,

St2,V) ={(e, /) e VxV [ le| = |[fll =1, <e, f>=0}.

Sea ahora, St°(2, V) el subconjunto de la variedad de Stiefel St(2,V), que
viene dado por:

St'(2,V) = {(e.f) € St(2,V) / {e(t) = f(t) = 0} = 0}.

Esta consideracion viene dada porque definiendo una curva « de esta ma-
nera no tiene porque ser necesariamente una inmersién si e y f se anulan
simultaneamente, aunque como veremos esto no afecta en las aplicaciones
practicas propuestas.

Recordemos que los elementos representantes del espacio B se consideran
como inmersiones de S! en R?, modulo traslaciones, rotaciones y cambios de
escala. El hecho de considerar curvas de manera que a(0) = (0,0) y (a) =1
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hace que en St°(2, V') estemos considerando todas las traslaciones y cambios
de escala respectivamente. En cuanto a las rotaciones, bastara considerar
Gr%(2,V), que serd un subconjunto de la variedad Grasmanniana Gr(2,V)
definido por los pares e 'y f con {t /e(t) = f(t) =0} = 0.

De esta manera, la ‘magia’ de la aplicaciéon ® se muestra en el siguiente
teorema:

Teorema 4.2.3. La aplicacion

@ : St0(27 V) _> Bl = TT'(ZSIZZZZS’LS;;’%Z)C(ZZGS
(67f) — q) - 2f0 _’_Zf )) :Oé(l))7
define una isometria cuando St0(2 V) esta dotado de su metm'ca natuml Js,
que define la norma ||(e, f)|l,, = Vas((e = /< (e ) >vy

By estd dotado de la métrica G, que deﬁne la norma ||h||Ga = Ga(h, h) =

1

.. .
(@O <hh> ds>.

Demostracion. Sea (e, f) € St°(2,V) v (e1, fi) € Tie,p)St*(2,V). Vamos a
calcular la aplicacién diferencial D®. ry(e1, f1) y a demostrar que [|(e1, f1)|l,, =

HDCI)(e,f)(elafl)Haa-

Definimos las funciones e(t,u) y f(t,u) de manera que:

e(t,0) = e(t),
f(t,0) = f(t),
de(t,u) B
| e (t), (4.4)
d f(t, u) _
T fi(@).

De este modo la diferencial de la aplicacion ® viene dada por:

d (Pe(t,u) +if(t,u)))

du ue0

(3 /0U<e<t»u> +if(tu)) dt) _

DO p(er, fr) =

d

du

—~
[
~—
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dt =
u=0

/ov 2elt, ) + i1, w))]p N LI

de(t,u) Cd f(t,u)
du T du

1 (" d((e(t,u) +if(t,u))?)
5/0 du

1
2

dt =

u=0

) dt —
u=0

+ Zf —f- Zfl( )) = h(v) € T@((Qf))[)’l,

\\

e(t,0) +if(t,0)) (

u=0

donde:

(1) Definicién aplicacion ®: ®((e(t, u), f(t,w))) = 3 [, (e(t, u) + i f(t, u))? dt.
(2) Ecuaciones [£.4]

Por tanto la norma vendra dada por:

ID2epen i), = b HGQ_%) Oﬁ<h ) > ds =
2 ) ) ") o) v =
SRl A oo L
1

I(a I
W L IREP
- Z<a>/o o %=
wue L[ ) TP ) A
o e +if@F
2

- @/ ler(o) + i) dv =

- /oﬂ lex(v) +ifi(0)|* dv =

_ )/OW HO/%U < W), W) > dv=
(v

U / " < (@), @) (@), fi(v) > do=
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= [l(er, )l -
donde:
(3) Cambio de variable:
- d h(v) dhdv dv h(v)
h — = - = / —_ —
(v) ds dv ds (v) ds ||/ (v)]’
ds = o’ (v)] dv,

y se ha utilizado:

o) = 3 [ ) +is)? a

Q) = Glele) +if (W)

'@l = 3 lle) +if @)

(4) [IP ()| = v/< B (v), W' (v) >.
(5) Definicién de h:

hv) = / “e(t) + if (D) (ex(t) + ifu(2)) dt,
W) = (e(v) +if())(er(w) + ifi(v)),
W@ = lle(w) +if @] lex(v) + i)
(6) I(a) = 2.
() (2, L) = V< @@ A @ @) i) . a

Como consecuencia de este teorema obtenemos el siguiente resultado:
Corolario 4.2.4. La aplicacion

d: GrO(2,V) — BL__ -5

Rotaciones

(e, f) = (e, ) =3 Jo(e(t) +if(2))* di = afs),
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define una isometria cuando Gro(2,V) estd dotado de su métrica natuml 9G,
que define la norma ||(e, f)ll,, = Va((e = /< (e ) >vy
B estd dotado de la metmca Ga, que deﬁne la norma HhHGQ = Ga(h, h) =

(L 2T < hyh> ds)é

o)

La demostracién de este corolario se obtiene al considerar en el teorema
anterior cocientes en los dos lados y obtener asi dos sumersiones Riemannia-
nas que conservan la isometria.

4.3. Calculo de distancias y geodésicas en B.

Para calcular las distancias y las lineas geodésicas entre cualquier par de
formas en el Espacio Pre-Forma consideraremos la aplicacién basica y las
distancias y lineas geodésicas en el Grassmanniano. Como dos funciones e(t)
y f(t) definen un punto en la variedad de Grassmann Gr(2, V'), para realizar
dichos calculos, aplicaremos los métodos usados en [9] y [§].

La distancia entre dos curvas cerradas a = ®(eq, f1) y 8 = P(es, f2) de
longitud 1 es la distancia entre dos subespacios dimensionales, W; generado

por {ey, fi} y Wa generado por {ea, fa}.

La descomposicion de valores singulares de la proyeccion ortonormal p de
Wi en W3 nos proporciona las bases {el, fl} de Wy y {és, fg} de W tal que
p(é1) = Méy yp(fl) = )\gfg, e, L f2, fl 1 é5 donde 0 < A1, Ay < 1. De hecho
A1, A2 son los valores singulares de la siguiente matriz (2 x 2):

A:<<€1,€2> <€1,f2>>‘ (45)

< fi,ea> < fi,fa>

Si escribimos \; = cos ¥y, Ay = cos ¥y entonces 11,15 son los angulos de
Jordan, 0 < 4, 1e < /2.

Ademés, si tenemos o = ®(eq, f1) y 5 = P(eq, f2), para obtener la geodési-
ca, tenemos que diagonalizar la matriz A, rotando la curva a por un angulo
constante 0,, es decir, la base {eq, f1} por el dngulo %0‘ y de manera similar
para la curva [ por un angulo contante 3. Dichos angulos 0, y 03 vienen
dados por sistema de ecuaciones siguiente:
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o <et,fo>+<f1,e2>
o + 95 = 2arctan <ei,e§>—<fi,f§> (4 6)
- _ <ei,fo>—<fi,e2> '
O 95 = 2arctan <er,ea>+<f1,fo>

y con los que obtenemos las bases:
{élafl} = exp'? (er +1f1),
{é2, fo} = exp'> (ea +ifa).

De esta manera, con las nuevas bases alineadas los elementos de la dia-
gonal de la matriz A, serdan los cosenos, A\ = cos; vy Ay = cos 1)s.

[
6

s ”\Q

(4.7)

Asi pues, tenemos que la distancia de la geodésica entre o = ®(eq, f1) y
B = ®(eq, f2) viene dada por [9]:

d(Wy, W) = d(a, B) = \/ V% + 13, (4.8)

y la geodésica que une las curvas a y S se define como:

v(s,u) = De(t,u), f(t,u)) = 1/Os(e(t,u) +if(t,w))?)dt, (4.9)

2
donde:
e(t,u) = sin((1 — u)wl)ésllfltzbj— sin(u ¢1)é2(t)7
it 0y = 2202 Wﬁf;& - sin(utis) fo(t) o

si 1,19 # 0. En otro caso tendriamos:
e(t,u) =é1(t), si ¥ =0,
f(t, U) = fl(t>, st '(bz =0.

El vector tangente a la geodésica (e(t,u), f(t,u)) en Gr°(2, V'), viene dado
por (eu(t,0), £(£,0)), donde:

eu(1,0) = 86(8757;“) lu—o = Sirlﬁbl (é2(t) — costhy é4(1)),
0 . .
Rt = Ly - () —cosvafie). @)
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si 1,19 # 0. En otro caso tendriamos:
eu(t,0) =0, si Y =0,
fu(t,0) =0, si 1y =0.
Ademas, se cumple la siguiente proposicién:

Proposicién 4.3.1. La norma del vector (e,(t,0), fu(t,0)) en VXV coincide
con la distancia entre oy = ®(e;, fi) y oy = Pley, f5).

Demostracion.

I(ea(t,0), £ult, ) = (¢< (ealt, 00 1ul8,0)), (ealt,0), Ful1,0)) =) =
) >

)]
> +2 < eu(t,o),fu(t,()) >+

+ <,w—j(}(t)—cos¢jfi<t)) Vs (;g() Coswjfi(t)) >—

sin 1);

= ~ 2 < éj(t) — COS ’le él(t), éj(t) — COS wl él(t) > +

+ 5 < [;(t) = cos iy filt), [;(t) — cos vy filt) >=

= - << éj(t),éj(t) > _2C08¢i < éi(t)véj(t) >+

2

2¢ (< f5(0), ;) >
— QCoswj < filt), f;(t) > +cos?y; < filt), fi(t) >) =
= ——5 (1 —2costy; < é&(1), (1) > + cos? ;) +

T+ ocosun < Et), Et) ) +

S %(1 —2cost; < fi(t), f;(t) > +cos® ;) =

(5) %2 2 2 ¢2
= 1 —2cos”¢; + cos” ;) + —
sin? @/}Z( 4 2 sin? 1)

(1 —2cos® 9, + cos? ;) =
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2 2
= L (1 —cos® ;) + I (1 —cos?;) =
sin® Vi ( vi) sin? (h ( ¥s )
; 2 A 2
= ! gin?); + —2—sin? ), =
sin? 1; ¥ n? (o8 ¥
= Y+l =
- d2 (aia Oé]),

donde:

(1) Ortogonalidad: < e,(t,0), f,(¢,0) >= 0.
(2) Definiciones de e,(t,0) y f.(t,0):

eu(t,0) = # (€;(t) — cosep; €;(t)),
Fult.0) = i (Fi() = cosvy £i(9)

(3) Linealidad.
(4) Funciones unitarias:

<é&t),at) > = &) =

i(t), fi(t) > =
< (1), 6(t) > = |l&WI° = .

HONAOENE

1, <
L -

(5) < é(t),é;(t) >y < fi(t), f;(t) > son los elementos de la diagonal de
la matriz A (Pag. . Ademas, dichas funciones, hacen que esa matriz sea
diagonal y por tanto:

< €(t),€;(t) > = M\ = cosiy,
< fi), f;(t) > = Xy = cosi;.

O

>

]

Ademas de la geodésica que une dos curvas a y 3, que sera necesaria para
calcular distancias entre curvas, también necesitaremos la geodésica definida
por un punto y una direccién, que la utilizaremos para calcular la media
intrinseca de varias curvas.

Recordamos que, como vimos en el Capitulo[2] podiamos definir la geodési-
ca desde el punto (e(t), f(t)) en Gr¥(2, V) con vector tangente inicial (é(t), f(t))
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donde A = (e(t), f(1))"(e(1), f(t) y S = (e(t). f(1))"(e(1), f(2)).

Veamos a continuacion un ejemplo sencillo del calculo de la distancia y
la geodésica entre una circunferencia y una elipse.

Ejemplo 4.3.2. Sea la circunferencia parametrizada por a(t) = (cos(t), sin(t)),
0 <t < 2w yla elipse parametrizada por 5(t) = (2 cos(t),sin(t)),0 <t < 2.

Notar que las longitudes de estas curvas parametrizadas no son igual a 1.
Por tanto, sera suficiente considerar en las ecuaciones de la Proposicién 4.2.2
lo siguiente:

er(t) = |21Vl 'L‘E‘;f)t)” cos <9“T(t)) filt) = ,/2”6‘2‘;5;5)” sin (0"2“)). (4.12)
ex(t) = | A0 'Lﬁ(g)” cos (eﬁT(t)) ho(t) = ’/2”56(/;)” sin (%”). (4.13)

Calculamos 6,,(t) cumpliendo o/(t) = ||/ (t)]] (cos(04(t)), sin(fa(t))):

a'(t) = (—sin(t),cos(t)),
'@ = 1.

Por tanto el sistema a resolver sera:

{—Sin(t) = cos(f,(t))
cos(t) = sin(0,(t))

La funcién dngulo tangente de la curva « resultard: 0, (t) = arctan <_%((g> =

—arctan(cot(t)),0 < ¢t < 27. Para asegurar la continuidad de la funcién ar-
cotangente y evitar los dos posibles valores que tiene, consideraremos:

Ga(t):tJrg, 0<t<or
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Ahora calculamos 0(t) cumpliendo 5'(t) = ||5'(t)|| (cos(65(t)), sin(85(t))):
B'(t) = (—2sin(t),cos(t)),
18O = /cos2(t) + 4sin’(2).

Por tanto el sistema a resolver sera:

. 2sin(t) _
cos2(t)+4sin?(t) COS(GB (t))
) (g, (1)

cos2(t)+4sin?(t)

La funcién angulo tangente de la curva § resultard: 3(t) = arctan <—%n(2)> =

- arctan(%), 0 <t < 27. Para asegurar la continuidad de la funcién arco-

tangente y evitar los dos posibles valores que tiene, consideraremos:

- arctan(%(t)) + 7, 0<t<m,

Os(t) =
5(t) { - arctan(#) +2m, 7w<t<2m.

De esta manera calculamos las funciones e;(t) y fi(t) para a y es(t) y
f2(t) para 3, utilizando las ecuacionesyrespectivamente. Las curvas
resultantes de aplicar la definiciéon de ® tendran longitud 1 y pasaran por el
punto (0,0). Asi, obtendremos la matriz:

A 0.986299  2.34 x 10717
234 x 10717 0.986299 ’

la cual es una matriz que ya esta diagonalizada, con lo que obtenemos:

A1 = cosyy = 0.986299,
Ay = cosy = 0.986299.

Por tanto, tenemos: 1; = 1y = 0.165727 y utilizando la ecuacion [4.8
obtenemos la siguiente distancia:

d(e, B) = \/¥? + 43 = 0.234373.

Para obtener la geodésica que une la circunferencia y la elipse con es-
tas parametrizaciones utilizamos la ecuacién considerando é; = ey, f; =
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fi,é0 = ey fz = f3, ya que con las funciones ey, f1,e2 v fo ya habiamos
obtenido una matriz diagonal. En la siguiente figura podemos ver algunas
curvas de la geodésica obtenida:

Figura 4.1: Se muestran los puntos (curvas) de la geodésica que une « con
B para s =0.25, s=0.5y s =0.75.

Notar que para s = 0 obtenemos la curva inicial « (circunferencia) y para
s = 1 obtenemos la curva final 5 (elipse).

4.4. Calculo de distancias y geodésicas en S.

Hasta ahora hemos estado trabajando con curvas parametrizadas, pe-
ro como hemos mencionado anteriormente, estamos interesados en curvas
geométricas. Para ello tenemos dos posibilidades:

1. Considerarlo como un espacio de formas S = B/Diff(S!) el cual es
una submersion. Entonces, las geodésicas en S son exactamente las
imagenes de las geodésicas en B que son perpendiculares a las fibras de
la submersién, es decir, las geodésicas en S que con la métrica G, son
geodésicas horizontales en la variedad Grassmanniana 2-dimensional de

Vv, Gr(2,V).

2. (Nuestra eleccién). Considerarlo como curvas digitales que corres-
ponden a contornos de formas. De esta manera, para cada curva, ten-
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dremos una misma cantidad de puntos mas o menos igualmente es-
paciados y podremos suponer que las curvas a € B tienen velocidad
constante ||o/(t)|| para todo t € S*.

Consideramos ahora que ¢ € Dif f(S') con ¢(0) = 0, a(t) es una curva en
B con ||o/(t)|]| = K y a0 ¢ es una reparametrizacion de o con ||(ac o ¢)'(t)|| =
K; entonces tenenemos que ¢ es la identidad, ¢(t) = ¢ para todo t € S,

Por tanto, en vez de trabajar en el Espacio Forma S, consideraremos
distancias en el Espacio Pre-Forma B y definiremos la distancia entre dos
immersiones (formas) oy 5 de S, cada una de ellas de longitud 1 como:

d(a, ) = mind(a, o). (414
donde ¢ € Dif f(S') dado por ¢(t) =t + to, donde o € S' es una constante.

Veamos a continuacién un ejemplo del cdlculo de la distancia y la geodesi-
ca entre dos parametrizaciones diferentes de una misma elipse con el objetivo
de ilustrar la importancia que tiene la elecciéon del minimo.

Ejemplo 4.4.1. Sea la elipse parametrizada por o(t) = (2 cos(t + 7), sin(t +
), 0 <t <21y la elipse parametrizada por B(t) = (2cos(t),sin(t)), 0 <
t < 2w considerada en el Ejemplo [{.3.3

Calculamos 6,,(t) cumpliendo o/(t) = ||/ (t)]] (cos(04(t)), sin(f.(t))):

Q(t) = (=2sin(t+ T, cos(t + 1)),

4 4
o' ()] = \/cos2(t + 2) + 4 sin®(t + %)
Por tanto el sistema a resolver sera:
_ _2(cos(t)+sin(®))  _
5+6 cos(z?) sin(t) COS(Q& (t))
cos(t)—sin(t) _ Sin(@a (t))

546 cos(t) sin(t)

La funcién angulo tangente de la curva « resultara ser:

R T )

2(sin(t) + cos(t (sin(t) + cos(t))
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Para asegurar la continuidad de la funcién arcotangente y evitar los dos
posibles valores que tiene, consideraremos:

cos(t)—sin(t) 3m 3m

— arctan W +T’ OStS T

o cos(t)—sin(t) 7 3T 7
Ga(t) = — arctan m + 1 T S t S 1
— arctan <—2(C§ff( )>+S§§§ft)))> yUr Ty <on

Por otra parte, recordemos del Ejemplo que, la funcién angulo tan-
gente de la curva 3 era:

0(t) = arctan(COt())+7r 0<t<m,
7 arctan(mt(t)) +2m,  w<t<2m

De esta manera calculamos las funciones e1(t) y fi(t) para oy es(t) y
fo(t) para f3, utilizando las ecuaciones 4.12|y 4.13| respectivamente. Las curvas
resultantes de aplicar la definicion de ® tendran longitud 1 y pasarédn por el
punto (0,0). Asi, obtenemos la matriz:

A — 0.972598 —0.027016
~\ 0.027016  0.972598 /)’

la cual es una matriz que “no” esta diagonalizada, con lo que la tendremos
que diagonalizar para obtener:

A = cosyy = 0.972973,
Ay = cosy = 0.972973.

Por tanto, tenemos: 1y = ¥y = 0.233023 y utilizando la ecuacion {4.8]
obtenemos la siguiente distancia:

(e, B) = /9?2 + ¢2 = 0.329544.

Cabe destacar que en nuestro Espacio Forma estas dos elipses represen-
tan la misma forma y, por tanto, la distancia entre ambas deberia de ser
0. Observamos pues que la parametrizacién afecta a nuestra distancia. De
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ahi que para trabajar en el espacio forma se elija el minimo de las distancias
de entre todos los posibles cambios de parametrizacién. En este ejemplo, ob-
tendriamos el minimo si consideraramos las parametrizaciones 5(t) = «(t) o

B(t) = aft + ).

En la siguiente figura podemos ver la geodésica que se obtiene entre las
dos parametrizaciones propuestas para la elipse:

-~ T
el 0.20
f_,-”___“--h____h Hx\
e
f"\”—"_ — _\___\HH“-\-\. \\ 0.1
o e RN
A \ e x\\\ 0.10
£ L% 2
ct/\ \ N
TR TR \
\ ,
|'/f/ N X 3
| LN k! . L
ILEAN —0.3 -0.2 -0.1
"\ \ \\ = A0
. s \\ \\\ \\ ’75/ ; |L|
e By \\\ \\ ., Wy ,ul
e \___H ey ».\ \\ ,'-/_:,/ vl
ﬂ-.____________-q.h_ x}:q_:‘___:; % _,_:-“’_f_f_‘&ﬂ

Figura 4.2: Se muestran los puntos (curvas) de la geodésica que une a y 3
para s = 0.25, s = 0.5y s = 0.75.

Notar que para s = 0 obtenemos la curva inicial « (elipse horizontal), y
para s = 1 obtenemos la curva final § (elipse inclinada).






Capitulo 5

Media muestral intrinseca en el
Espacio Forma.

Una vez analizados los conceptos necesarios, tanto geométricos como es-
tadisticos, de los capitulos anteriores, vamos a obtener en este capitulo un
resultado nuevo. Este resultado es la obtencién de la media muestral intrinse-
ca en el espacio de formas. Sin embargo, con el objetivo de explicar de manera
sencilla el método que vamos a utilizar para definir esta media, vamos a tra-
tar de explicar como se calcula la media muestral intrinseca en tres espacios
diferentes. En primer lugar, veremos dos casos sencillos en R? y S2. En con-
creto, en veremos una idea de como aplicarfamos el Algoritmo [I| para
calcular la media intrinseca de un conjunto de puntos en el plano y en [5.1.2]
se aplicard el Algoritmo [2| para calcular dicha media, en este caso para un
conjunto de 3 puntos en la esfera. A continuacion, en trataremos el caso
en nuestro Espacio Forma, aplicando el Algoritmo [3|descrito en para un
caso sencillo. Para finalizar, en[5.2.4] mostraremos algunos resultados obteni-
dos con el tltimo algoritmo mencionado considerando diferentes parametros
y formas.

5.1. Medias en los espacios R? y S2.

5.1.1. Ejemplo trivial en R?.

Consideramos los puntos en R* P, = (0,0), P, = (2,0), Ps = (0,2) y
P =(2,2).

47
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Obviamente la media intrinseca de estos 4 puntos teniendo en cuenta la
métrica euclideana en R? es el punto Py; = (1,1). Que, como es bien conocido,
es el que minimiza la varianza. Vedmoslo a continuacién, simplemente como
una ilustracion trivial, por una parte, planteando el problema analitico, y
por otra usando el algoritmo propuesto detalladamente paso por paso.

Método Analitico.

Consideramos la funcién f : R? —s R definida como:

flayy) =1 Y dist*((z,y), P) =

1
= 727 +2e =27+ 29" +2(y - 2)°) =

1
= Z(2:::2+2:1:2‘—895+8+2y2+2y2—8y+8):
= 22—2x 4+ -2y +4.

Calculamos los puntos criticos resolviendo el siguiente sistema:

Vi) = (G = @22 -2 = 00) =

20 —2 = 0
s o) = o=

Calculamos el determinante de la matriz Hessiana,

Rf  Of

02 Ozoy | _ (2 0 2 0

o =(0e) = 10l
dyox  Oy?

y efectivamente como el determinante es positivo tenemos que (1,1) es el
unico punto critico que existe, y ademas es un minimo.

Asi pues podemos concluir que el punto medio serd Py, = (1,1), ya que
es el que minimiza la funcién suma de distancias al resto de puntos.

Veamos a continuacion el algoritmo:
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Algortimo.

Algoritmo 1 MEDIA INTRINSECA EN EL PLANO.

Entrada: Conjunto de puntos {P;, ..., P,} del plano, ¢ y Error.
Salida: Punto medio M.

1k <+ 1,

2. M1 — Pl.
PASO 1: Calcular los elementos de la geodésica que une los puntos My
y P;, es decir, con punto inicial M y direccién e Yi(t) = My + tor.

5. para todo ¢ =1,...,n hacer

5. fin para

PASO 2: Calcular vector de la nueva direccién.

— no —r
6. VU < Zi:l Vik-

PASO 3: Calcular nuevo candidato a media, M.
7 Geodésica en la nueva direccién vg: Ye(t) = My, + e
8. Mk+1 — ’}/k<€)
PASO 4: Criterio de parada.
o. 8i d(My, My41) < Error entonces
0. devolver M < Mj.;.
11. SI no
12. k+— Lk + 1,
3. Volver al PASO 1.
14. fin si

Método Algoritmico.

Como se comenté en el capitulo [3] al tratarse de un espacio vectorial el
algoritmo del gradiente descendiente obtendria el minimo en un solo paso
considerando la ecuacion 3.3

Sin embargo, el Algoritmo [I] representa el algoritmo de la ecuacion
que seria equivalente al de la ecuacién considerando € = % De este modo,
obtendriamos el punto medio en el primero de los pasos, aunque para ilustrar
como funciona este algoritmo en este ejemplo sencillo, tomaremos un € menor
que Ll; para detallar mas pasos.
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Consideraremos los siguientes pardmetros del algoritmo: { P, = (0,0), P, =
(2,0), Py = (0,2),Py = (2,2)}, e = g y Error = 0.1 (10%). Ademds inicia-
remos k = 1 y el primer candidato a media serda M; = P, = (0,0).

PASO 1: (k =1) Calculamos los vectores o = M, 13Z

—

v, = MP, =P, — M, =(0,0) — (0,0) = (0,0),

@ == MIPQZPQ_MIZ(270)_<0a0>:(270)7
—

v = MP,=Ps— M; =(0,2) —(0,0) = (0,2),
—

v = MPy=P,— M =(2,2) —(0,0) = (2,2).

o= Y o1 =(0,0)+(2,0) + (0,2) + (2,2) = (4,4).

=1

PASO 3: (k =1) Construimos la geodésica 7, con punto inicial M; y en la nueva

direccién vp y obtenemos el nuevo candidato a media, M, evaluando

_ o~ _ 1.
ent—s—s.

() = My +1t57 = (0,0) + t(4,4) = (4, 4t).

My = ) =nlg)= (G 3)

Nota: Notar que si hubiéramos tomado ¢ = 1—11, llegariamos al minimo
en un solo paso.

PASO 4: (k = 1) Criterio de parada: jd(My, M) < Error?

A(My, My) = d<<o,o>,<§,§>>=\/ (§)+(§): 2(2_12):

1
= — =0.7071 < 0.1?
V2

NO, entonces k = k 4+ 1 =2 y volvemos al PASO 1.
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PASO 1: (k = 2) Calculamos los vectores Uy = M, 13,

W= WBP =P~ My =(0,0)~ (5.3) = (~3.—3)
W o= WGP =P M= (2,0~ (3.3) = (5, —3),
W o= WGP =Py M= (0.2)~ (3.3) = (~3.0),
o= WP =P M= (2.2)~ (5.5) = (0.0)

PASO 2: (k = 2) Calculamos el vector de la nueva direccién, v = 23:1 Uy

B o= Y B+t Gp) 5+ (.0 = @),

PASO 3: (k = 2) Construimos la geodésica s, con punto inicial M, y en la nueva
direccién vs y obtenemos el nuevo candidato a media, M3, evaluando
ent=¢e=g:

11 1 1

Ylt) = My+to; = (5, 5) +1(2,2) = (2t + 50 2t 5),

1 3 3

My = () = 72(5) = (4_1’ Z)

PASO 4: (k = 2) Criterio de parada: ;d(Msy, M3) < Error?

A0, My) = d((55), (5 5) = \/G - g) ; G - %) _

1 1
= 21 — ) = —— =0.3536 < 0.17
(42> 2V/2

NO, entonces k = k 4+ 1 = 3 y volvemos al PASO 1.
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PASO 1: (k = 3) Calculamos los vectores U3 = Ms 13Z

W= WP =P-My=0,0- (3= (32,
W= B =P-M=00-(0=0C-3)
W o= WP =P-My=02)- (3,9 = (32,
W= MP=P-M=22-C=C0

PASO 2: (k = 3) Calculamos el vector de la nueva direccién, 75 = S5, Ug:

A D B R i R e R cA (B}

PASO 3: (k = 3) Construimos la geodésica 73, con punto inicial M3 y en la nueva
direccién v3 y obtenemos el nuevo candidato a media, My, evaluando

_ . 1.
ent—e—s.

, 33 3 3

My = () =m(3) =

Ay, M) = A3, (1) = \/(g - Z) +(5- 2) _

1 1
= 2= )=—==0.1768 < 0.1?
(82> 42

NO, entonces k =k + 1 =4y volvemos al PASO 1.
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PASO 1: (k = 4) Calculamos los vectores o7 = M, 13,
N (

o= MiP=Pi— M= (0,0~ (5.5) = (—5,—3)
W o= MR =P M=20)- (1,0 =1,
W= WP =P M=02)- (=1
W= MF= P My= (29~ (50 =(3.2)
PASO 2: (k = 4) Calculamos el vector de la nueva direccién, v; = S5, Ogy:
4
Bo= Y=gt G T 1)+ (33 = ()

PASO 3: (k = 4) Construimos la geodésica 74, con punto inicial My y en la nueva

direCCién V4 Obtenemos el nuevo Candidato a media M e\/aluando
) 5
1

entzszgz

W(t) = M+ ool = (0, 0) +i(55) = (5t + ot + 1),

8’8 2°9 2 82 8
1 15 15
Ms = () = ’Mg) = (E’ E>

PASO 4: (k = 4) Criterio de parada: jd(My, M;) < Error?

7 7. 15 15 B 7\ /(15 7\°
d(My, M;) = d<(§’§>’(E7T6)):\/(1_6_§) +(1—6—§) =

= 2 Ly _ 1 = (0.0884 < 0.17
= 62) T3 A7
SI, entonces el punto medio sera: My = (%, %)
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Resultados.

En la siguiente figura podemos ver todos los pasos, donde representamos
en color rojo los puntos medios encontrados en cada una de las iteraciones y
en azul el punto medio real:

P Py Ps Py
- 4+ — — — — —
| |
Pt | Py |
4 | - |
| |
Mo M |
. : My .
PL=M; B P Py
(a) (b)
P B P Py
- — — — — — -~ — — — — —
| |
Py | Py |
+ ! -+ . !
My Ms |
1 3 | ;"I.'L |
i " I .
P Py P P,

Figura 5.1: (a) Iteracién k = 1 del algoritmo, (b) Iteracién k = 2 del algo-
ritmo, (c) Iteracién k = 3 del algoritmo, (d) Iteracion k = 4 del algoritmo.

5.1.2. Ejemplo trivial en S?.
Consideramos los puntos en S*: P, = (1,0,0), P, = (0,1,0) y P5 =
(0,0,1).

En este ejemplo no es tan facil deducir cuél serd la media intrinseca de 3
puntos cualquiera. A pesar de eso, nuestra eleccion particular de los 3 puntos
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y teniendo en cuenta la idea general de la geometria en S?, nos hace deducir
que el punto medio sera: Py, = (\/ig, \/Lg, \/Lg)

Es bien conocido que las geodésicas en una esfera S? son los circulos
maximos; es decir, la interseccion de la esfera con planos que pasan por el
centro de dicha esfera. Por tanto, en general, la expresién de estas geodésicas
vendria dada por:

v(t) = rcos(at)ui + rsin(at)us,

donde 7 es el radio de la esfera, a > 0, uj Lu} y ||uf|| = ||u3] = 1.

En nuestro caso en particular esta expresion puede reducirse a:
v(t) = cos(t)P + sin(t) 7,

donde P € S2y | 7| = 1, ya que consideraremos el caso de la esfera de radio
la unidad.

Con esta ultima definicién, tenemos una geodésica que viene dada por un
punto P y un vector direccion 7, la dnica diferencia es que dicho vector KT
tiene que ser unitario para que la geodésica corresponda a un circulo maximo
de la esfera. Asi pues, esto nos conducird al hecho de que al usar el algoritmo
del gradiente descendente tengamos que dividir por la norma el vector suma
obtenido y de esta manera la ecuacion |3.4] quedaria de la siguiente formas:

— B ST
Ykt1 = €XD,, (521};%-) = exp,, (¢ ||| W)a

]

donde denotamos v}, = > s

Esto quiere decir que para poder usar la expresion de la geodésica des-
crita anteriormente y a la vez aplicar el algoritmo del gradiente descendente,
tenemos que elegir € = ¢ ||5;||, es decir, dependiente de k.

Por tanto, una de las diferencias que presentara este algoritmo con respec-
to al anterior es que tendremos que ir variando el € a medida que aumentamos
las iteraciones.
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Veamos a continuacion, para este caso, el algoritmo propuesto, los detalles

paso por paso y los resultados que se obtienen.

Algoritmo.

Algoritmo 2 MEDIA INTRINSECA EN LA ESFERA.

Entrada: Conjunto de puntos {Pi,..., P,} de la esfera, ¢ y Error.
Salida: Punto medio M.

1.

2.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

k <+ 1,
M, + Py.
PASO 1 Calcular los elementos de la geodésica que une los puntos My,
y P;, es decir, con punto inicial M y direccion e
Yei(t) = cos(t) My + sin(t) v, t € [0,t5,].
para todoi=1,...,n hacer
1. Calcular m
Calcular plano 7 generado por los puntos My y P;.
Calcular vector ¥ contenido en 7 que es ortogonal al vector ]\7;: .

—> v
R
2. Calcular ty,, tal que v4(ty,,) = P
fin para
PASO 2 Calcular vector de la nueva direccién.
U > e
Ul — %

PASO 3 Calcular nuevo candidato a media, My, 1:

Geodésica en la nueva direccion vg: vi(t) = cos(t) My + sin(t)vy.
Mk—H — Vk (8)

PASO 4 Criterio de parada.

) _ MM,
si d(My, M = cos ! [ LIkt ) < Frror entonces
( ko k+1) (| M [[[| Mg 11

devolver M < Mj.;.
si no

k< Fk+1,

€435,

Volver al PASO 1.
fin si
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Método Algoritmico.

Consideraremos los siguientes parametros del algoritmo: { P, = (1,0,0), P, =

(0,1,0), P = (0,0,1)}, e = T v Error = 0.1 (10%). Ademas iniciaremos
k =1y el primer candidato a media serd M; = P, = (1,0,0).

PASO 1: (k= 1) Calculamos los elementos de la geodésica con punto inicial M,
y direccion o7 para cada 7 = 1,2, 3:

Y1:(t) = cos(t) My + sin(t)v_ﬁ, te[0,tg,].

(i =1) : Geodésica: y,(t) = cos(t) My + sin(t)o1], t € [0,ty,].
Como M; = Py, la geodésica que une un punto con él mismo se
reduce a ese punto: v1; = (1,0,0).
Por tanto: o7 = (0,0,0) y ¢z, = 0.

(i = 2) : Geodésica: y15(t) = cos(t)M; + sin(t)vis, t € [0,t5,].
e Ciélculo de v73:
o Calculamos el plano generado por los puntos M; y Ps:

™ =AM + pPy = X(1,0,0) + 1(0,1,0) = (A, 1, 0).
o Calculamos el vector ¥ € ortogonal al vector ﬁl :
_>
UMy = (X p,0)(1,0,0) = A = 0.

Por tanto, ¥ = (0, 1, 0).
o Normalizar ¥':

?
7=
W_H (07170)

e Calculo de ty,, tal que y12(ts,,) = Po:

'712(tf12) - COS(tfu)Ml + Sen(tfu)v—> -
= cos(tp,)(1,0,0) +sen(ty,)(0,1,0) =
= (O, 1, 0) P, =

cos(t) = 0
<> 1} = tf12:

NS
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Por tanto, la expresiéon de la geodésica que une M; y P; es:
2(t) = cos(t)(1,0,0) + sin()(0,1,0), £ € [0, g].
(i = 3) - Geodésica: y13(t) = cos(t) My + sin(t)vis, t € [0, 13].
e Cilculo de v3:
o Calculamos el plano generado por los puntos M; y Ps:

T =AMy + uPy = X(1,0,0) 4+ 1(0,0,1) = (X, 0, p).
o Calculamos el vector ¥ € ortogonal al vector ]\71> :
T M, = (70, 1)(1,0,0) = A = 0.
Por tanto, ¥ = (0,0, u).

o Normalizar ¥':

o U

V13 = K] (0,0,1).
e Célculo de ty,, tal que y13(ts,,) = Ps:

713(tf13) - COS(tfm)Ml + Sen(tfls)m =

= Cos<tf13)(1’ 0, 0) + SGH(thB)(O, 0, 1) =
= (0,0,1)=P; =

cos(t) = 0 _m
sen(t) = 1} = tf13_2'

Por tanto, la expresiéon de la geodésica que une M; y Pj es:

s(t) = cos(t)(1,0,0) + sin()(0,0,1), ¢ € [0, g].

3
PASO 2: (k = 1) Calculamos el vector ¥ = Zﬁ y lo normalizamos para

i=1
obtener el nuevo vector direccidén vﬁ:

U = o+ 0+ 015 = (0,0,0) + (0,1,0) + (0,0,1) = (0,1,1),
v 1 1

- _
R IV AV
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PASO 3: (k= 1) Construimos la geodésica 7, con punto inicial M; y en la nueva
direccién vy y obtenemos el nuevo candidato a media, Ms, evaluando

ent=¢=7:
_ L — - I
11(t) = cos(t)M; + sin(t)vi = cos(t)(1,0,0) + sin(¢)(0, 7 \/5)_
1 . 1 .
= (cos(t), 7 sin(t), 7 sin(t)),
s 1 1
My = m(e) =mn(7) = (cos(e), —=sin(e oke in(e)) =

1 1.1 1 1 1

5 veve vave ~ e

PASO 4: (k= 1) Criterio de parada: jd(My, M) < Error?

)-

);
1
)

—~
l\DI»—

B M,y M, » 1 11
d(My,My) = cos™* (—) = cos <(1,0,0) (—,—,—)) =
(| My || (| Mz ]| V2 272
1 T
= cos ! (-) = — =0.7854 < 0.1?
V2, 4

NO, entonces k =k +1=2,¢ =5 = Ty volvemos al PASO 1.

PASO 1: (k = 2) Calculamos los elementos de la geodésica con punto inicial M,
y direccion g para cada 7 = 1,2, 3:

Yai(t) = cos(t) My + sin(t)vg,, t € [0,t4,)].

(i =1) : Geodésica: o1 (t) = cos(t) My + sin(t)va], t € [0,t5,].
e Célculo de vy}
o Calculamos el plano generado por los puntos My y P;:

11 A A A

T = AMy+pP = (\/_ 5 2)+u(1 0,0) = (E+M’§’§)'

o Calculamos el vector ¥ € ortogonal al vector ﬁg:

, — A AN L LT A e A A
\/i:— _ — _— =) = — —
2 (\/§+M:272)(\/§7252) \/— 4_'_
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60
— _f_i:() = :u:_\/é/\'
V2
Por tanto, U = (\% —V2X,3,3) = (_\%, 22y,
o Normalizar ¥':
A2 N2
|7 = _+Z+_ V=1 = A=-1,
oo (A 11y
71 \v2' 2 2
e Calculo de ty,, tal que vo1(ts,,) = Pr:
’721(tf21) = COS(tfm)M? + Sen(tfm)ﬁ =
(t,)) 1 11 n (t,) 1 1 1
= cos —, =, = sen — == | =
T \/5’2’2 I\V2 2 2
= (1,0,0)=P, =
cos() sm(t) =1 -
%cos(t)——sm(t) =0 = tf%:Z'

scos(t) — 3sin(t) = 0

Por tanto, la expresiéon de la geodésica que une My y P; es:

(i =2) : Geodésica: yo(t) = cos(t) My + sin(t)vg3, t € [0,1p,].

e Calculo de @:

o Calculamos el plano generado por los puntos My v Ps:

11 AA
0,1,0 -
\/_ 2 2) ( ) ) (\/57 2
_>
o Calculamos el vector v € 7 ortogonal a Ms:

— X A A1 11 A A
7'M2:(E PRESEUWIb IS e Ry

™= )\Mg—i—,uPQ (

B
2

].

A
+ ,5)

A
+ = =
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o Normalizar o

Yow |
|7|\_\/— 9— 3e Soa— b

, 7_(1\/5 1)

v = - A NS
] V6 2 2v3
e Célculo de ty,, tal que ya2(ty,,) = Pa:

722<tf22) = COS(tfn)M? + Sen(thz)@ =

ot (L)
= COS(lfy, \/5,2,2

1 V3 1
+ sen(ty,) | —=,—,——= | =(0,1,0) = P
\%cos(t) — \/igsin(t) =0
= 1cos(t) + ‘/TP:Sin(t) =1 =  tp, = g
Lcos(t) — 2\1/ sin(t) = 0

Por tanto, la expresiéon de la geodésica que une My y Ps es:

s (t) = cos(t) (% % %>+Sin(t) (-% \/73 —%> L telo, g].

(i = 3) : Geodésica: y3(t) = cos(t) My + sin(t)vg3, t € [0, 3].
e Célculo de vo3:

o Calculamos el plano generado por los puntos Ms y Ps:

AA A

11
T = AMa+pPs = ( 5)+1(0,0,1) = (—=, 5, 5+1)-
V222 V2272

—
o Calculamos el vector ¥ € ortogonal al vector Ms:

1 11
7']\7;:“ A A [ N N U
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o Normalizar ¥:

A2 A2 9\2 1
17| \/2 + T 3\ Y 7

—_ v (1 1
Al V6 2v3,8 )

2
e Calculo de ty,, tal que Yo3(ts,) = Ps:

723(tf23) = COS(tfzs)MQ + sen(tf%)@ =

oty (L L 1) 4
= COS(1fy \/5,2,2

1 1 V3
+ sen(ty, —————,— | =(0,0,1) = P
<f3><6232>< )= P
L cos(t) = Lsin(t) = 0
% U_f . (t) = o
= 3 COS<t> 23 Sln(t) =0 = tpy = g

cos(t) + Ygin(t) =

Por tanto, la expresién de la geodésica que une M, y Pj es:

Y23(t) = cos(t) (%, %, %) +sin(t) (—%, —%, ?) , te€|o, g]

3

PASO 2: (k = 2) Calculamos el vector ¥ = Z@ y lo normalizamos para
i=1
obtener el nuevo vector direccién vy

T = U+ g+ Uoh =
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PASO 3: (k = 2) Construimos la geodésica 7, con punto inicial M; y en la nueva
direccién vs y obtenemos el nuevo candidato a media, Mj3, evaluando

ent=¢=

12(t) =

.

8

cos(t) My + sin(t) T = cos(t) (% % %) + sin(?) (_\% % %) _

(%(cos(t) —sin(()), 3 (cos(t) + sin(), 3 (cos(t) + sin(t))> ,
1(e) = 7(3) =

(i(cos(g) — sin(3)). %(cos(g) +sin(3)). %(cos(g) + Sin(%))) -

(0923 — 0.382), (0.923 + 0.382), =(0.923 + 0.382) | —
NG 382), 5(0. 382). 5(0. . =

0.541 1.306 1.306
V22 2

) = (0.382,0.653,0.653).

PASO 4: (k = 2) Criterio de parada: ;d(Ms, M3) < Error?

d(MQa M3)

cos™ ! (—M2M3 ) =
[ My || [| Ms||

= ot (L1 (0.382,0.653,0.653) | = cos™1(0.923) =
- \/572a2 . y e ) - . -

= 0.392 < 0.17

NO, entonces k =k +1=3, e =5 = {t y volvemos al PASO 1.

2
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Para k = 3 y k = 4 vamos a hacerlo mas resumido:

PASO 1: (k = 3) Los elementos de la geodésica con punto inicial M3 y direccién
Vs para cada ¢ = 1,2, 3 son los siguientes:
var || (0.92,—0.27,—0.27) | (—0.33,0.76,—0.56) | (—0.33,—0.56,0.76)
ts. 1.178 0.858 0.858

Cuadro 5.1: Elementos geodésicas y3; para i = 1,2, 3.

PASO 2: (k = 3) El nuevo vector direccién v normalizado es:

o

—

= = (0.923, —0.270, —0.270).
il

PASO 3: (k = 3) La geodésica 73 viene dada por los elementos Mj y s y el
nuevo candidato a media, M, es:

v3(t) = cos(t)Ms + sin(t)v3,

M, = 73(5):73(116):(0.555,0.587,0.587).

PASO 4: (k = 3) Criterio de parada: ;d(Ms, My) < Error?

_ M3 My
d(Ms, My) = cos™* <—> =
| M| || My]]

= cos '((0.382,0.653,0.653)(0.555, 0.587, 0.587)) =
— 0.1964 < 0.1?

NO, entonces k =k +1=4, e =5 = 5 y volvemos al PASO 1.
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PASO 1:

~~

k = 4) Los elementos de la geodésica con punto inicial My y direccién

@ para cada ¢ = 1,2, 3 son los siguientes:
o1 || (0.83,—0.39, —0.39) | (—0.40,0.81,—0.43) | (—0.40,0.43,0.81)
Ly, 0.981 0.942 0.942

Cuadro 5.2: Elementos geodésicas v4; para 1 = 1,2, 3.

PASO 2: (k = 4) El nuevo vector direccién v; normalizado es:

o

—

T = (0.831, —0.392, —0.392).
Il

PASO 3: (k = 4) La geodésica 7, viene dada por los elementos M, y 73 y el
nuevo candidato a media, M; es:

v4(t) = cos(t)My + sin(t)v],

) = (0.634,0.546,0.546).

Ms = 74(5)274(32

PASO 4: (k = 4) Criterio de parada: ;d(My, M5) < Error?

MM,
d(My, M5) = cos™* (L) =

|| M || [| Ms]|
= cos ((0.555,0.587, 0.587)(0.634, 0.546, 0.546)) =
= 0.0984 < 0.1?

SI, el algoritmo se detiene y el punto medio resultante es:
M5 = (0.634,0.546, 0.546).
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Resultados.

En la siguiente Figura podemos observar los resultados obtenidos
en cada una de las iteraciones del Algoritmo [2] para este ejemplo. En cada
una de ellas podemos ver, en negro, las geodésicas que unen cada par de
puntos y en magenta, la geodésica obtenida dado el punto medio del que
partimos y la nueva direccién. Esta geodésica es la que nos hace obtener el
siguiente candidato a media, que es el que podemos ver en rojo. El punto
azul representa nuestro punto medio real.

()

Figura 5.2: (a) Iteraciéon k = 1 del algoritmo, (b) Iteracién k£ = 2 del algo-
ritmo, (c) Iteracién k = 3 del algoritmo, (d) Iteraciéon k = 4 del algoritmo.
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5.2. Media en el espacio de formas.

En este apartado vamos a explicar el método que proponemos para obte-
ner la media muestral intrinseca entre n formas (curvas planas) del espacio de
formas, siguiendo el algoritmo de gradiente descendente, de manera similar
a la que se ha aplicado en los dos casos sencillos de los apartados anteriores.

Asi pues, dadas n curvas o, ...q, del espacio de formas, empezaremos
considerando una de ellas «; como candidata a curva media a3, y calculare-
mos, siguiendo el procedimiento de la seccién 4.3], cada una de las geodésicas
que une aj; con oy, i =1,...,m.

A continuacién, tal y como se explica también en la seccion [4.3], conside-
ramos los vectores tangentes (v{;,vs;) a cada una de estas geodésicas en el
punto inicial a},. Después calculamos el vector media de todos estos vecto-
res, (g1, ga) vy construimos la geodésica v, que parte de a3, en la direccién de
este vector. Nos desplazamos una distancia ¢ a lo largo de esta geodésica y

el punto (curva) obtenido sera el nuevo candidato a media a3,.

Calculamos la distancia de a}; a a2, y si esta distancia es menor que el
error fijado, entonces a3, serd la curva media buscada.

En caso contrario calculamos las geodésicas desde o, a oy, i =1,...,n,
y volvemos a calcular los vectores tangentes (v, v3;) a cada una de estas
geodésicas en el punto inicial a3,. Calculamos de nuevo el vector media de
todos estos vectores,(g?, g5), y construimos la geodésica vy, que parte de a3,
en la direccién de este vector. Volvemos a desplazarnos una distancia € a lo
largo de esta geodésica 7, y el punto (curva) obtenido serd el nuevo candidato
a media 3.

Calculamos la distancia de a3, a a3, y si esta distancia es menor que el
error fijado, entonces o, serd la curva media buscada. Y asi sucesivamente

hasta encontrar el candidato a curva media.

Cabe destacar que, como se ha mencionado en el Capitulo[d] cualquier im-
plementacién computacional requerird de una discretizacion concreta. Como
nuestra eleccién es considerar curvas digitales que corresponden a contornos
de formas, todas las curvas consideradas aq, ..., a, vy cada candidato a curva
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media al;,a3,,... se discretizan utilizando la misma cantidad de puntos.

Ademas estos puntos seran equidistantes entre si.

Para reflejar la idea de la obtenciéon de una forma media dados un con-
junto de formas en nuestro Espacio Forma, consideraremos el ejemplo de
calcular la media entre una circunferencia y una elipse. Para este ejemplo
sencillo es facil intuir que forma sera la resultante de aplicar el algoritmo, ya
que solo tenemos dos formas iniciales.

El primer pardmetro a tener en cuenta para aplicar el algoritmo que sigue
serd la cantidad de puntos igualmente espaciados para cada forma. En este
ejemplo consideraremos numpunts = 50. La discretizacion obtenida para
este ejemplo la podemos ver en la siguiente figura:

350 350
+ *
+ 0‘
300 3mf S .
* +
* *
250 20 4 .
+ +
+ :
200 200 % +
0‘ .0
"0;; a*’
150 200 250 300 350 150 200 250 300 350
‘.’,' ‘¢
400 400 E kX
y 3
*
00 00 : :
+ :
+*
200 200 3 :
. 3
100 100 o
i
0 200 400 200 400

Figura 5.3: A la izquierda se muestran las formas y a la derecha la discretiza-
cién elegida, es decir, los 50 puntos igualmente espaciados de las dos formas.

Veamos a continuacion el algoritmo:
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5.2.1. Algoritmo.

Algoritmo 3 MEDIA INTRINSECA EN EL ESPACIO DE FORMAS.

Entrada: Conjunto de formas {a,...,a,}, numpunts, e y Error.
Salida: Forma media M = oy = (enr, fur)-

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

21.

22.

. numgeointer < 5, numparam < 10.

PASO 1: Calcular representaciones de las formas.
para todo i = 1,...,n hacer
Calcular 6,,(t),

Calcular (e;, f;) = <\/§cos (0‘”2@)> .V/2sin <9‘”2(t))>.

fin para
k+1,
Ml_a]l\/[ <€M7fM)<_(€17f1>:a1'
PASO 2: Calcular elementos de las geodésicas: distancias y vectores
tangentes.
para todoi=1,...,n hacer
1. Calcular distancia entre la forma media of, = (ek,, f¥,) y cada una
de las formas iniciales o; = (e, f;):
para todo j = 17 ..., numparam hacer
Al [< el e >, <eM,fl> <fM7€z> < fr fi>],
Calcular valores singulares Aj;; y A5, de A,
wlzj — COS_1<)\lfz]) 1/}213 — COS_I()‘SU>

dmzy — \/ wlz] +¢22] ’

Calcular (eMz'jnyij) y (é?j’ Az];)
fin para

dmf < min, dfj, pZ — {j dmf;C = dmfj}

(er’sz)%(eszthzp ) (Bf,fik) (6 kvfk )
wlz — ¢1Zp 1/}27, — 1/}2”;
~ k ~
2. Calcular VeEtOI” tangente vF = (vf, vk entre (eas, far; ) v (€F, fF):
of Sianj;,fi) (éF — cos(vf,)enr?),
v ¢ ~ k
oy s (= cos(Wh) ).

. fin para
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Algoritmo 3 MEDIA INTRINSECA EN EL ESPACIO DE FORMAS.

Entrada: Conjunto de formas {«q,...,a,}, numpunts, ¢ y Error.
Salida: Forma media M = ay; = (enr, fur)-

PASO 3: Calcular el vector media.
2 gf %Z?:I vl
2. gh %Z?:l V5.
PASO 4: Construir geodésica en la nueva direccién:
() = (ehf (1), i (1)
2. A s (el fan) " (9 95),

27. S — numll)unts(gf7g§)T(g]I?7g§)7
28 (6?\2—17 ]I\C/[+1) N 714:(5) = (eﬁ/lv f]l\g/b gf? gé) eng[
2. My = Ozﬁjl — (Gﬁ/—}_l, ]I\?_l).

PASO 5: Criterio de parada.

s0. sid(ak,, o) < Error entonces
M> =M

A,—S;Id2,A] Id4><2 eprAsj

s devolver M = oy — My, = aﬁjl.
s2. S1 no

33. k— k+ 1,

s2.  Volver al PASO 2.

35. ﬁn Si

5.2.2. Meétodo Algoritmico.

En este caso, dado que se trabaja con funciones discretizadas segin el
nimero de puntos elegido, no podemos dar un seguimiento detallado de cada
uno de los calculos del algoritmo. A pesar de esto vamos a dar algunos de
los resultados obtenidos al aplicar el Algoritmo |3| considerando los siguientes
pardmetros: {oy = Clircunferencia,as = Elipse}, numpunts = 50, € = %
y Error =0.01 (1%). Ademés iniciaremos numgeointer = 5, numparam =
10, k =1 y el primer candidato a media serd M; = o}, = a.
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PASO 2: (k= 1) Calcular distancias, geodésicas y vectores tangentes:

(i=1): e Distancia entre a}; = ay y ai:

dmy; = (0,0,0,0,0,0,0,0,0,0),

dm} = mindij =0,
j
no= 1
w%l = 07
¢%1 =
e Norma del vector tangente: |[v}]| = 0.
(i=2): e Distancia entre al; = a; y as:
dml; = (0.24,0.26,0.27,0.27,0.26,0.26,0.26,0.27,0.27, 0.26),
dmy = mindéj = 0.243,
J
p = 1
VY1, = 0.172,
V3, 0.171.
e Norma del vector tangente: ||vs| = 0.242.

PASO 3: (k=1) Célculo vector media: (g;, g3 ).

PASO 4: (k=1)

= Construir geodésica que parte de o}, en direccién (gi, g3).

= Cdlculo siguiente candidato a media: v () = a3;.

PASO 5: (k = 1) Criterio de parada: jd(a},,a3,) < Error?

d(ajy,, o3,) = 0.060 < 0.017

NO, entonces k = k 4+ 1 = 2 y volvemos al PASO 2.
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PASO 2: (k = 2) Calcular distancias, geodésicas y vectores tangentes:

(i=1): e Distancia entre o, y ay:

2
dmy;

(0.06, 0.08, 0.09, 0.10, 0.09, 0.09, 0.08, 0.09, 0.10, 0.09),

dm? = mind%j = 0.060,
j
pio= 1
Y = 0.043,
VY3, = 0.042.
e Norma del vector tangente: ||vf]| = 0.060.
(i=2): e Distancia entre a3, y ao:
dm3, = (0.19,0.27,0.31,0.30,0.25,0.22,0.27,0.32,0.30,0.25),
dmj = mindj; =0.191,
J
p = 1
Y3, = 0.135,
V3, = 0.134.

e Norma del vector tangente: |[v3|| = 0.190.

PASO 3: (k = 2) Célculo vector media: (g7, g3).

PASO 4: (k=2)

» Construir geodésica que parte de a2, en direccién (g%, g3).

» Célculo siguiente candidato a media: y2(e) = a3;.

PASO 5: (k = 2) Criterio de parada: {d(a2,,as,) < Error?

d(a?;, a3,) = 0.033 < 0.01?

NO, entonces k = k 4+ 1 = 3 y volvemos al PASO 2.
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PASO 2: (k = 3) Calcular distancias, geodésicas y vectores tangentes:
(i=1): e Distancia entre a3, y ay:

dm3; = (0.09,0.11,0.12,0.13,0.12,0.11,0.11,0.12,0.13,0.12),

dm} = mindi’j:0.094,
j

o= 1
Y3, = 0.067,
¥ = 0.066.

e Norma del vector tangente: ||v}| = 0.094.

(i=2): e Distancia entre a3, y o:

dmgj = (0.16,0.28,0.34,0.33,0.25,0.19,0.28,0.34, 0.33, 0.25),

dmi = mjindgjzo.ml,
P = 1

Ui, = 0.114,

Y3, = 0.114.

e Norma del vector tangente: |[v3]| = 0.161.
PASO 3: (k= 3) Célculo vector media: (g5, g3).
PASO 4: (k=3)
= Construir geodésica que parte de o3, en direccién (g3, g3).
= Cdlculo siguiente candidato a media: y3(¢) = af;.
PASO 5: (k = 3) Criterio de parada: jd(a3,, a}) < Error?
d(a’,, ah;) = 0.018 < 0.017

NO, entonces k = k 4+ 1 =4 y volvemos al PASO 2.
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PASO 2: (k =4) Calcular distancias, geodésicas y vectores tangentes:
(i=1): e Distancia entre o}, y a;:

dmi; = (0.11,0.12,0.14,0.15,0.14,0.13,0.13,0.14,0.15,0.14),

dmi = mindj; =0.112,
J

o= 1,

Ul = 0.080,

Yy, = 0.079.

e Norma del vector tangente: |[vf|| = 0.112.

(i=2): e Distancia entre a}, y as:

dmi; = (0.15,0.28,0.36,0.34,0.25,0.18,0.28, 0.36,0.34, 0.25),

dmj = minds; = 0.146,
J

Py = 1

Vi, = 0.103,

Yy, = 0.103.

e Norma del vector tangente: ||vs| = 0.146.
PASO 3: (k = 4) Célculo vector media: (gi, g3).
PASO 4: (k = 4)
» Construir geodésica que parte de o, en direccién (gf, g3).
» Calculo siguiente candidato a media: v4(¢) = a3,
PASO 5: (k = 4) Criterio de parada: {d(a},, ;) < Error?
d(a),, a,) = 0.009 < 0.017

SI, el algoritmo se detiene y la forma media obtenida es: M = ay; =

5
aM.
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5.2.3. Resultados.

En la siguiente Figura podemos observar, en rojo, las formas medias
obtenidas en cada una de las iteraciones del Algoritmo [2] Las formas en azul
son las curvas iniciales de las que queriamos obtener la media y la forma
media obtenida esta resaltada en negro.

1 1 : 1
41 005 0 005 041 015 02 025 03

1 1
035 04

Figura 5.4: Forma media entre una circunferencia y una elipse, considerando,
numpunts = 50, € = % y Error = 0.01.
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5.2.4. Otros resultados.

Si aplicaramos el Algoritmo [3]de la misma manera que en el caso anterior
pero considerando Error = 0.001, obtenemos los siguientes resultados:

Figura 5.5: Formas medias considerando diferentes cantidades de puntos. En
(a) 50, en (b) 100, en (c) 200, en (d) 300, en (e) 400 y en (f) 500.

Algunos de los resultados numéricos obtenidos son:

Iteracion H dm? ‘ dmk H |o¥]| ‘ |v%||
k=1 0 0.2764 0 0.2756
k=2 0.0689| 0.2105|| 0.0687| 0.2101
k=3 0.1071| 0.1702| 0.1067| 0.1698
k=4 0.1246| 0.1519]|| 0.1243| 0.1515
k=5 0.1323| 0.1441}| 0.1319| 0.1437
k=6 0.1356| 0.1408|| 0.1352| 0.1404
k=7 0.1371| 0.1393| 0.1367| 0.1389

Cuadro 5.3: Algunos resultados numéricos obtenidos para numpunts = 300,
correspondientes a la Figura [5.5] (d).
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Ahora, veamos los resultados para tres formas diferentes. Para ello anadi-
remos un cuadrado al caso anterior, es decir, aplicaremos el Algoritmo [3|consi-
derando los siguientes parametros: {a; = Circunferencia, ay = Elipse, az =
Cuadrado}, e = % y Error = 0.001, obtenemos los siguientes resultados para
las diferentes cantidades de puntos igualmente espaciados.

01 005 0 005 01 015 02 0% 03 03 04 01 005 0 005 01 015 02 025 03 03 04 01 005 0 005 01 015 02 0% 03 0% 04

(d) (e) (f)

Figura 5.6: Formas medias considerando diferentes cantidades de puntos. En

(a) 50, en (b) 100, en (c) 200, en (d) 300, en (e) 400 y en (f) 500.
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Algunos de los resultados numéricos obtenidos pueden verse en la siguien-

te tabla:

Iteracion H dmk ‘ dmk ‘ H Hv1” ‘ ||v2H ‘ H’U3H
k=1 0 0.3160]| 0. 3635 0.3160| 0.3629
k=2 0.0633| 0.2843| 0.3249|| 0.0635| 0.2844| 0.3235
k=3 0.0929| 0.2559| 0.2904|| 0.0927| 0.2574| 0.2894
k=4 0.1218| 0.2370| 0.2684| 0.1212| 0.2391| 0.2679
k=5 0.1431| 0.2231| 0.2532|| 0.1424| 0.2253| 0.2532
k=6 0.1578| 0.2127| 0.2431}|| 0.1571| 0.2151| 0.2434
k=7 0.1680( 0.2053| 0.2365(| 0.1673| 0.2077| 0.2370
k=28 0.1752| 0.2004| 0.2321| 0.1745| 0.2027| 0.2326
k=9 0.1804| 0.1973| 0.2288|| 0.1797| 0.1996| 0.2295
k=10 0.1841| 0.1954| 0.2264| 0.1833| 0.1978| 0.2271
k=11 0.1867| 0.1944| 0.2246| 0.1859| 0.1967| 0.2253
k=12 0.1884| 0.1939| 0.2232{| 0.1877| 0.1962| 0.2239
k=13 0.1896| 0.1937| 0.2222{ 0.1889| 0.1960| 0.2229
k=14 0.1904| 0.1937| 0.2215|| 0.1897| 0.1960| 0.2222

Cuadro 5.4: Algunos resultados numéricos obtenidos para numpunts = 500,
correspondientes a la Figura [5.6] (f).
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Dado que una posible aplicacion futura de este algoritmo es aplicarlo a
contornos de formas obtenidas a partir de imagenes, vamos a aplicar el Al-
gortimo [ para las imédgenes de la Figura [5.7] que pertenecen a la base de
datos de imagenes MPEG-7 CE-Shape-1.

(a) (b) ()

Figura 5.7: Imdgenes de la base de datos MPEG-7 CE-Shape-1, en (a) watch8,
en (b) face9 y en (c) personalcar?.

Considerando ¢ = % y Error = 0.001, obtenemos los siguientes resulta-
dos:

Figura 5.8: Formas medias considerando diferentes cantidades de puntos. En
(a) 50, en (b) 100, en (c) 200, en (d) 300, en (e) 400 y en (f) 500.
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Algunos de los resultados numéricos obtenidos pueden verse en la siguien-

te tabla:

Iteracion H dmk ‘ dmk ‘ H Hv1” ‘ ||v2H ‘ H’U3H
k=1 0 0.5004]| 0. 4294 0.5540| 0.4378
k=2 0.0932| 0.4303| 0.3621| 0.0967| 0.4824| 0.3690
k=3 0.1603| 0.3801| 0.3163|| 0.1642| 0.4275| 0.3217
k=4 0.2089( 0.3455| 0.2875|| 0.2120| 0.3878| 0.2922
k=5 0.2444| 0.3218] 0.2705(| 0.2464| 0.3596| 0.2752
k=6 0.2706| 0.3054| 0.2606( 0.2712| 0.3396| 0.2658
k=7 0.2898| 0.2940| 0.2548|| 0.2904| 0.3254| 0.2607
k=28 0.3066| 0.2611| 0.2259|| 0.3185| 0.2963| 0.2368
k=9 0.3113] 0.2487| 0.2110{| 0.3279| 0.2856| 0.2236
k=10 0.3097| 0.2469| 0.2048|| 0.3277| 0.2844| 0.2172
k=11 0.3055| 0.2492| 0.2033|| 0.3238| 0.2870| 0.2151
k=12 0.3006| 0.2524| 0.2043|| 0.3190| 0.2905| 0.2154
k=13 0.2961| 0.2553| 0.2062{ 0.3143| 0.2937| 0.2168
k=14 0.2923| 0.2575| 0.2084| 0.3104| 0.2961| 0.2186
k=15 0.2893| 0.2591| 0.2104|| 0.3073| 0.2979| 0.2204
k=16 0.2871| 0.2602| 0.2120}{| 0.3050{ 0.2990| 0.2218
k=17 0.2855| 0.2609| 0.2133{ 0.3034| 0.2997| 0.2230
k=18 0.2844| 0.2613| 0.2141}| 0.3023| 0.3002| 0.2238

Cuadro 5.5: Algunos resultados numéricos obtenidos para numpunts = 200,
correspondientes a la Figura 5.8 (e).
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Todos los ejemplos anteriores han sido simplemente ilustrados con el ob-
jetivo de dar una idea. En realidad, en las aplicaciones practicas el interés de
obtener la media es del mismo tipo, pero siempre aplicado a formas semejan-
tes entre si. Por tanto, en el iltimo ejemplo, vamos a aplicarlo a imégenes de
contornos faciales. En la siguiente figura podemos ver cuatro caras diferentes
elegidas también de la base de datos de imagenes MPEG-7 CE-Shape-1.

(a) (b) (c) ()

Figura 5.9: Imagenes de cuatro caras diferentes de la base de datos MPEG-7
CE-Shape-1.

Los resultados de aplicar el Algoritmo |3| considerando € = i y Error =
0.001 a estas cuatro caras diferentes son los siguientes:

Figura 5.10: Formas medias considerando diferentes cantidades de puntos.
En (a) 50, en (b) 100, en (c) 200, en (d) 300, en (e) 400 y en (f) 500.
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Algunos de los resultados numéricos obtenidos pueden verse en la siguien-

te tabla:

Treracidn| dm¥ | dm | am¥ | am¥ || lot] | [lo£] | lo£] | o]
k=1 0 0.3169| 0.3728| 0.2586 0 0.2891] 0.3705| 0.2628
k=2 0.0454| 0.2875] 0.3430| 0.2360|| 0.0426| 0.2567| 0.3402| 0.2377
k=3 0.0807| 0.2651| 0.3199| 0.2225|| 0.0756| 0.2353| 0.3184| 0.2207
k=4 0.1079| 0.2487| 0.3029| 0.2152|| 0.1012| 0.2216| 0.3021| 0.2099
k=5 0.1176] 0.2346| 0.2900| 0.2073|| 0.1126| 0.2092| 0.2855| 0.1931
k=6 0.1314] 0.2244| 0.2778| 0.2042|| 0.1278| 0.2016| 0.2732| 0.1837
k=17 0.1448] 0.2170] 0.2671| 0.2038|| 0.1417| 0.1965| 0.2637| 0.1792
k=28 0.1562| 0.2118] 0.2584| 0.2047|| 0.1530| 0.1932| 0.2564| 0.1775
k=9 0.1654| 0.2081| 0.2517| 0.2060{| 0.1618| 0.1913| 0.2507| 0.1773
k=10 0.1727] 0.2055| 0.2467| 0.2073|| 0.1687| 0.1903| 0.2463| 0.1777
k=11 0.1782] 0.2036| 0.2431| 0.2086|| 0.1739| 0.1898| 0.2431| 0.1784
k=12 0.1824| 0.2022| 0.2405| 0.2096| 0.1780| 0.1896| 0.2407| 0.1791
k=13 0.1856| 0.2012| 0.2386| 0.2104|| 0.1810| 0.1895| 0.2390| 0.1798
k=14 0.1880| 0.2004| 0.2373| 0.2110]| 0.1834| 0.1894| 0.2378| 0.1803
k=15 0.1898| 0.1998| 0.2365| 0.2114|| 0.1852| 0.1893| 0.2370| 0.1807
k=16 0.1912] 0.1993| 0.2359| 0.2118|] 0.1865| 0.1893| 0.2365| 0.1809
k=17 | 0.1922] 0.1990| 0.2355| 0.2120(] 0.1875| 0.1892| 0.2361| 0.1812
k=18 0.1929| 0.1987| 0.2353| 0.2122|| 0.1883| 0.1891| 0.2359| 0.1813

Cuadro 5.6: Algunos resultados numéricos obtenidos para numpunts = 400,

correspondientes a la Figura [5.10] (e).

Cabe destacar que en todas y cada una de las tablas que contienen los
resultados numéricos, podemos observar que efectivamente se cumple el re-
sultado de la Proposicién [£.3.1] es decir, que la distancia entre dos formas
coincide con la norma del vector tangente que las une. Ademas, en todas las
figuras, también podemos ver que los resultados dependen ligeramente de la
eleccion de la variable numpunts.



Capitulo 6

Conclusiones y trabajo futuro

En los métodos de investigacion cientificos donde se trabaja con datos
que se recogen a través de distintas técnicas, resulta fundamental el andlisis
de estos datos aplicando procedimientos estadisticos. Para ello es de suma
importancia la obtenciéon de una media de estos datos.

Si los datos provienen de una variedad Riemanniana M, la media mues-
tral intrinseca se define como el punto de la variedad que minimiza el valor
medio del cuadrado de la distancia a cada uno de los datos. Esta distancia
depende de la métrica considerada en la variedad y una forma de obtenerla
es a través del algoritmo de gradiente descendente.

En trabajos recientes se ha identificado, via isometria, el espacio de formas
planas con una determinada métrica (curvas de Jordan en el plano, modulo
traslaciones, rotaciones y cambios de escala), con la variedad de Grassmann
de 2-planos y de dimensién infinita. A partir de esta identificacién se han
obtenido en el espacio de formas planas todos los elementos geométricos ca-
racteristicos de una variedad: geodésicas, distancias, curvaturas...

La aportacion principal de esta memoria es la obtencion de la media
muestral intrinseca de una cantidad de datos (formas planas), a partir de
la identificacion anterior, utilizando el algoritmo de gradiente descendente.
Para llegar a esta aportacion se han repasado previamente conceptos clasicos
de geometria Riemanniana y estadistica en variedades, y se han particulari-
zado estos resultados para el caso de variedades de Grassman de dimensién
infinita. También hemos explicado mediante unos ejemplos sencillos como
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funciona el algoritmo de gradiente descendente y en la parte final de la me-
moria adjuntamos los coédigos Matlab que se han programado para realizar
los célculos.

Como trabajo de futuro nos proponemos aplicar estos resultados para
la obtenciéon de la media intrinseca muestral de datos obtenidos mediante
técnicas de neuroimagen. Sin embargo, como estos datos, que se utilizan en
la investigacion del cerebro, se corresponden con imagenes 3D; es decir, super-
ficies en R3, necesitaremos previamente desarrollar los conceptos geométricos
y estadisticos necesarios en el espacio de formas espaciales.



Capitulo 7

Apéndice: Cbédigos Matlab

7.1. Funcion PrincipalMitjaEntreFormesInter

ENTRADAS:
= numpunts: Nimero de puntos que tendran cada una de las formas.

= numiteracions: Numero maximo de iteraciones que realizara nuestro
algoritmo si no se cumple el criterio de parada.

= epsilon: Cantidad que nos moveremos a lo largo de la geodésica.
= Error: Error que se utiliza en el criterio de parada.

SALIDAS:

» MatriuDistancies: Matriz de dimensién (k x 3*NumFormes+2) don-
de, las columnas 1 y NumFormes+2 indicaran la iteracion en la que se
han obtenido los datos de esa fila. De la columna 2 a la NumFormes+1
tendremos las distancias de la forma media a cada una de las formas
iniciales (columna) para cada iteracién k (fila). De la columna Num-
Formes+3 a la 2¥*NumFormes+2 tendremos las normas de los vectores
tangentes de cada una de las formas (columnas) para cada iteracion k
(fila). Estas normas serdn aproximadamente iguales a las distancias co-
rrespondientes debido a la Proposicién Y de la columna 2*¥Num-
Formes+3 a la 3*NumFormes+2 tendremos las diferencias entre las
distancias y las normas.
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FUNCION:

function MatriuDistancies=PrincipalMitjaEntreFormesInter (numpunts,
numiteracions,epsilon,Error)

%Declaracién de variables:
numgeointer=5;
numparam=10;

%Funcién para introducir la cantidad y los nombres de los ficheros
hque contienen las imdgenes de las que cogemos las formas:
[NomsFitxers,numformes]=IntroduirImatges();

figure(Q);
for i=1:numformes
sFuncién que calcula los puntos IE de cada imagen:
ParImatge(:,2%i-1:2%i)= CalculPuntsIEImatgeInter (numpunts,
NomsFitxers(i,:),i,numformes);
[fil(i),col(i)]=size(ParImatge(:,2*xi-1:2%i));
end
%Condicidén para comprobar que el nimero de puntos que tenemos es el
Jmismo para todas las formas. Utilizamos la funcién find, que
hencuentra las componentes del vector que cumplen la condiciénm.
if length(find(fil==numpunts))==numformes
for i=1:numformes
%Dadas las coordenadas enteras que corresponden a los pixeles
hde las imdgenes, calculamos los elementos e y f
hrepresentativos de cada una de las formas:
le(i,:),f(di,:)]=CalculFuncionsEl1F1(ParImatge(:,2*%i-1),
ParImatge(:,2%1i) ,numpunts);
end
%Calculo de la media de todas las formas:
MatriuDistancies=Mitja(numformes,numpunts,numparam,numgeointer,
numiteracions,epsilon,Error,e,f);
else
display(’El nombre de punts de les corbes no coincideixen’)
end
return;
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7.2. Funcion CalculFuncionsE1F1

ENTRADAS:

= datx: Vector de dimensién (numpunts x 1) que corresponde a las coor-
denadas enteras (pixeles) del eje x, es decir, a las filas de la matriz que
representa la forma.

= daty: Vector de dimensién (numpunts x 1) que corresponde a las coor-
denadas enteras (pixeles) del eje y, es decir, a las columnas de la matriz
que representa la forma.

= numpunts: Numero de puntos que tendran cada una de las formas.
SALIDAS:

= el Vector de dimensién (1 x numpunts) que corresponde a una repre-
sentacion discreta de la primera de las dos funciones que respresentan
una forma en nuestro espacio cociente. En este caso es el primero de
los dos elementos del Grassmanniano de dimension 2. Es una de las
muchas representaciones que puede tener.

= f1 Vector de dimensién (1 x numpunts) que corresponde a una repre-
sentacion discreta de la segunda de las dos funciones que representan
una forma en nuestro espacio cociente. En este caso es el segundo de
los dos elementos del Grassmanniano de dimensién 2. Es una de las
muchas representaciones que puede tener.
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FUNCION:

function [el,f1]=CalculFuncionsE1F1(datx,daty,numpunts)

#Variables necesarias para la definicién de los elementos el y f1.
%Calculamos los angulos que forman el vector tangente en cada uno de
%los puntos de la forma y el eje positivo de las abcisas:
AnglesCorba=CalculAngles(datx,daty,numpunts) ;

%Expresiones de los elementos el y f1 de la Proposicién 4.2.2.
el=sqrt(2)*cos(AnglesCorba/2);
f1=sqrt(2)*sin(AnglesCorba/2) ;

J%Normalizamos y hacemos que el producto sea nulo, para evitar al
Jmaximo los errores numéricos:
[el,f1]=NormalitzaIProducteO(el,fl1);

return;
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7.3.

Funcién Mitja

ENTRADAS:

NumFormes: Cantidad de formas iniciales de las cuales queremos
obtener la media.

numpunts: Nimero de puntos que tendran cada una de las formas.

numparam: Nimero de parametrizaciones diferentes que considerare-
mos entre dos formas, para calcular la geodésica de minima distancia.

numgeointer: Niumero de curvas geodésicas intermedias que calcula-
mos para obtener la geodésica de una forma a otra.

numiteracions: Numero maximo de iteraciones que realizara nuestro
algoritmo si no se cumple el criterio de parada.

epsilon: Cantidad que nos moveremos a lo largo de la geodésica.

e: Matriz de dimensién (NumFormes x numpunts) cada fila de la cual
corresponde al primero de los dos vectores que generan cada una de las
formas.

f: Matriz de dimension (NumFormes x numpunts) cada fila de la cual
corresponde al segundo de los dos vectores que generan cada una de las
formas.

Error: Error que se utiliza en el criterio de parada.

SALIDAS:

MatriuDistancies: Matriz de dimensién (k x 3*NumFormes+2) don-
de, las columnas 1 y NumFormes+2 indicaran la iteracion en la que se
han obtenido los datos de esa fila. De la columna 2 a la NumFormes+1
tendremos las distancias de la forma media a cada una de las formas
iniciales (columna) para cada iteracién k (fila). De la columna Num-
Formes+3 a la 2*NumFormes+2 tendremos las normas de los vectores
tangentes de cada una de las formas (columnas) para cada iteracién k
(fila). Estas normas serdan aproximadamente iguales a las distancias co-
rrespondientes debido a la Proposicion Y de la columna 2*Num-
Formes+3 a la 3*NumFormes+2 tendremos las diferencias entre las
distancias y las normas.
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FUNCION:

function MatriuDistancies=Mitja(NumFormes,numpunts,numparam,numgeointer,
numiteracions,epsilon,Error,e,f)

for i=1:NumFormes
ParCorba(:,2*i-1:2*i)=CalculaCorbalongl (numpunts,e(i,:),f(i,:));
end
%Definimos la candidata a media inicial como la primera de las formas:
em(1,:)=e(1,:);
fm(1,:)=£(1,:);
for k=1:numiteracions
for i=1:NumFormes
%Calculamos los elementos necesarios de la geodésica que une
%la forma media de la iteracién k, con la forma i:
[Distancia,FilFi2,elt,fl1t,e2t,f2t]=DistanciaEntreFormes(
numpunts,numparam,numgeointer,em(k, :) ,fm(k,:),e(i,:),f(i,:),
ParCorba(:,2%i-1:2%1i));
DistanciaAFormai(k,i)=Distancia;
%Calculamos el vector tangente de la forma media en direccién
%a la forma i mediante la geodésica que las une y que nos
hproporciona la distancia minima. La norma de este vector es
hexactamente esa distancia:
VectorTangent (i, :)=CalculaVectorTangent (numpunts,FilFi2,
elt,flt,e2t,f2t);
%Calculamos la norma de los vectores tangentes:
NormesVectorsTangents(k,i)=NormaVectorTangent (
VectorTangent (i, :) ,numpunts) ;
end
%Utilizando el algoritmo del gradiente descendiente, calculamos
%el vector tangente que nos proporciona la direccién en la que
Jnos moveremos, a lo largo de la geodésica, una cantidad epsilon:
g=sum(VectorTangent) /NumFormes;
%Calculamos la geodésica que tiene como punto inicial la forma
Jmedia de la iteracién y direccién g, y evaluando en epsilon
Jobtenemos la siguiente forma media:
[em(k+1,:),fm(k+1,:)]=CalculGeodesicaDonatPuntIVectorTangent (
em(k,:),fm(k,:),g,epsilon);
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%CRITERIO DE PARADA del algoritmo:
ParCorbaM=CalculaCorbalongl (numpunts,em(k+1,:) ,fm(k+1,:));
[Distancia,A,B,C,D,E]=DistanciaEntreFormes (numpunts,numparam,
numgeointer,em(k,:),fm(k,:) ,em(k+1,:) ,fm(k+1,:) ,ParCorbaM);
if Distancia<Error

numiteracions=k;

break;
end;

end

MatriuDistancies=[(1:numiteracions)’,DistanciaAFormai,
(1:numiteracions)’,NormesVectorsTangents];
MatriuDistancies=[MatriuDistancies,abs(MatriuDistancies(:,2:NumFormes
+1)-MatriuDistancies(:,NumFormes+3:2*NumFormes+2))];

%DIBUJAMOS LOS RESULTADOS:
%En rojo las formas medias obtenidas en cada una de las iteraciones
%dados los elementos e y f que caracterizan a cada una de ellas:
figure();
for k=2:numiteracions
CoordCorbaLongl=CalculaCorbalongl (numpunts,em(k,:),fm(k,:));
plot(CoordCorbalLongl(:,1),CoordCorbalongl(:,2),’red’)
hold on
end
%En negro a la forma media obtenida:
CoordCorbaLongl=CalculaCorbalongl (numpunts,em(numiteracions+1,:),
fm(numiteracions+1,:));
plot(CoordCorbalongl(:,1),CoordCorbalongl(:,2),’Color’, ’black’,
’LineWidth’,3)
hold on
%En azul todas las formas iniciales:
for i=1:NumFormes
DibuixaCorbalongitudl (numpunts,e(i,:),f(i,:))
hold on
end
hold off

return;
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7.4. Funcion CalculaCorbalLongl

ENTRADAS:
= numpunts: Numero de puntos que tendran cada una de las formas.

» e: Vector de dimensién (1 x numpunts) que corresponde a una repre-
sentacion discreta de la primera de las dos funciones que respresentan
una forma en nuestro espacio cociente.

» f: Vector de dimensién (1 x numpunts) que corresponde a una repre-
sentacion discreta de la segunda de las dos funciones que respresentan
una forma en nuestro espacio cociente.

SALIDAS:

» CoordCorbaLongl: Matriz de dimensién (numpunts x 2) que corres-
ponde a las coordenadas (x,y) de la forma definida por los elementos
e y f. Las calcularemos usando la Definicién [£.2.1] y que, como es una
integral, discretizaremos haciendo sumatorios y utilizando la regla del
trapecio.
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FUNCION:

function CoordCorbaLongl=CalculaCorbalongl (numpunts,e,f)

%Definimos las dos primeras coordenadas:

h=1/numpunts;

x(1)=0;

y(1)=0;
x(2)=(1/2)*((h*(1/2))*(e(1) ."2-f (1) ."2+e(2) ."2-f(2)."2));
y(2)=(h*x(1/2))*(e(1) .xf(1)+e(2) .*x£(2));

for i=3:numpunts
%#Coordenadas x, correspondientes a las filas:
x(1)=(1/2)*((h*x(1/2))*(e(1) .72-f(1) ."2+e (i) ."2-f (1) . 2+
2%sum(e(2:i-1).72-f(2:1i-1).72)));
%Coordenadas y, correspondientes a las columnas:
y(1)=(h*(1/2))*(e(1) .*#f (1) +e (i) .xf (1) +2*xsum(e(2:i-1) .*xf(2:1-1)));
end

%Juntamos las coordenadas de la forma:
CoordCorbalLongl=[x",y’];

return;
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7.5.

Funcion DistanciaEntreFormes

ENTRADAS:

numpunts: Numero de puntos que tendran cada una de las formas.

numparam: Numero de parametrizaciones diferentes que considerare-
mos entre dos formas, para calcular la geodésica de minima distancia.

numgeointer: Numero de curvas geodésicas intermedias que calcula-
mos para obtener la geodésica de una forma a otra.

el: Vector de dimensién (1 x numpunts) que corresponde al primero de
los dos vectores que generan una forma. Es una de las muchas repre-
sentaciones del primer elemento de la primera forma en nuestro espacio
cociente.

f1: Vector de dimensién (1 x numpunts) que corresponde al segundo
de los dos vectores que generan una forma. Es una de las muchas re-
presentaciones del segundo elemento de la primera forma en nuestro
espacio cociente.

e2: Vector de dimensién (1 x numpunts) que corresponde al primero de
los dos vectores que generan una forma. Es una de las muchas repre-
sentaciones del primer elemento de la segunda forma en nuestro espacio
cociente.

£2: Vector de dimensién (1 x numpunts) que corresponde al segundo
de los dos vectores que generan una forma. Es una de las muchas re-
presentaciones del segundo elemento de la segunda forma en nuestro
espacio cociente.

ParCorba: Matriz de dimensién (numpunts x 2) que corresponde a las
coordenadas (x,y) de la segunda forma ya convertida en una curva de
longitud 1. Es necesaria para realizar las diferentes parametrizaciones.

SALIDAS:

Distancia: Distancia entre las dos formas.

FilFi2: Angulos de Jordan de la matriz A formada por los productos
interiores.
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= elt: Vector de dimensién (1 x numpunts) que corresponde a otro re-
presentante del elemento el y que hace que la primera forma nos quede
invariante por rotaciones.

= flt: Vector de dimension (1 x numpunts) que corresponde a otro re-
presentante del elemento f1 y que hace que la primera forma nos quede
invariante por rotaciones.

= e2t: Vector de dimensién (1 x numpunts) que corresponde a otro re-
presentante del elemento e2 y que hace que la segunda forma nos quede
invariante por rotaciones.

= f2t: Vector de dimensién (1 x numpunts) que corresponde a otro re-
presentante del elemento f2 y que hace que la segunda forma nos quede
invariante por rotaciones.

FUNCION:

function [Distancia,FilFi2,elt,f1t,e2t,f2t]=DistanciaEntreFormes (
numpunts,numparam,numgeointer,el,f1,e2,f2,ParCorba)

%Condicién para no hacer todos los cdlculos si estamos considerando
%dos formas practicamente iguales:
if (max(abs(el-e2))<0.00001) & (max(abs(f1-£2))<0.00001)

Distancia=0;
Fi1Fi2=[0;0];
elt=el;
flt=~f1;
e2t=e2;
f2t=£f2;

else

%Variables necesarias para hacer el cambio de parametrizaciones:
incpunts=fix (numpunts/numparam) ;

ParCorbaParamj=ParCorba;

WVariable necesaria para encontrar la distancia minima de cada
hparametrizacidn:

Distanciaj=1000%ones(1,numparam) ;
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%Calculos para cada una de las parametrizaciones:
for j=1:numparam

%FUNCION que calcula los productos interiores de manera
Jdiscreta:
[ele2,e1f2,f1e2,f1f2]=CalculProductesInteriors (numpunts,
el,f1,e2,f2);
A=[ele2,elf2;f1e2,f1f2]; %Calculo matriz A (Ecuacién 4.5).
ValorsSingulars=sqrt(eig(A’*A)); %Calculo valores singulares
%ide A.

%Condicidén necesaria para evitar que debido a errores de
hprecisién los valores singulares sean menores que -1 o
Jmayores que 1.
if ValorsSingulars(1)>1

ValorsSingulars(1)=1;
end
if ValorsSingulars(2)>1

ValorsSingulars(2)=1;
end
if ValorsSingulars(1)<-1

ValorsSingulars(1)=-1;
end
if ValorsSingulars(2)<-1

ValorsSingulars(2)=-1;
end

FilFi2(:,j)=acos(ValorsSingulars); %Calculo Angulos de
%Jordan.
%Calculamos la distancia mediante la Ecuacién 4.8:
Distanciaj(j)=sqrt(FilFi2(1,j) "2+Fil1Fi2(2,3)"2);
#Resolucién del sistema de los angulos constantes
hcorrespondiente a las Ecuaciones de 4.6:
TectaAlfaYBeta=[1,1;1,-1]\[2*atan((el1f2+f1e2)/(ele2-f1f2));
2%atan((el1f2-f1e2)/(ele2+f1f2))];
%Calculo de los representantes elt, fit, e2t y f2t que
%hcorresponden a hacer las formas invariantes por rotaciones
%y hacen que la matriz A sea diagonal:
lelt(j,:),f1t(j,:),e2t(j,:),f2t(j,:)]=
CalculaFuncionsE1tF1tiE2tiF2t(TectaAlfaYBeta,el,f1,e2,f2);
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%Funcién que calcula la geodésica entre dos formas, fijada
%una parametrizacién. La usamos en el caso de querer ver la
%figura en cada una de las parametrizaciones:
%CalculalDibuixaGeodesicaEntreDuesFormes (numpunts,numgeointer,
FilFi2,el1t(j,:),f1t(j,:),e2t(j,:),f2t(j,:));

%Cambiamos de parametrizacién:
CanviFiles=ParCorbaParamj(1:incpunts,:);
ParCorbaParamj=[ParCorbaParamj ([incpunts+1:numpunts],:);
CanviFiles];
%Recalculamos los elementos e2 y f2 para la nueva
Jparametrizacidn:
[e2,f2]=CalculFuncionsE1F1(ParCorbaParamj(:,1),
ParCorbaParamj(:,2) ,numpunts) ;

end

%Calculo de la posicién donde se alcanza el minimo:

[Distancia,pos]=min(Distanciaj);

%Eleccién de los elementos que corresponden a la parametrizacién

hdonde se alcanza el minimo:

elt=elt(pos,:);

flt=f1t(pos,:);

e2t=e2t (pos,:);

f2t=f2t (pos,:);

FilFi2=FilFi2(:,pos);

end

return;
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7.6.

Funcion CalculaFuncionsE1tF1tiE2tiF2t

ENTRADAS:

TectaAlfaYBeta: Vector de dimensién (2x1) que corresponden a los
dos angulos constantes de las Ecuaciones [4.6|necesarios para obtener los
elementos elt, f1t, e2t y f2t que nos proporcionaran la diagonalizacion
de la matriz A.

el: Vector de dimensién (1 x numpunts) que corresponde al primero de
los dos vectores que generan una forma. Es una de las muchas repre-
sentaciones del primer elemento de la primera forma en nuestro espacio
cociente.

f1: Vector de dimensién (1 x numpunts) que corresponde al segundo
de los dos vectores que generan una forma. Es una de las muchas re-
presentaciones del segundo elemento de la primera forma en nuestro
espacio cociente.

e2: Vector de dimensién (1 x numpunts) que corresponde al primero de
los dos vectores que generan una forma. Es una de las muchas repre-
sentaciones del primer elemento de la segunda forma en nuestro espacio
cociente.

f2: Vector de dimensién (1 x numpunts) que corresponde al segundo
de los dos vectores que generan una forma. Es una de las muchas re-
presentaciones del segundo elemento de la segunda forma en nuestro
espacio cociente.

SALIDAS:

elt: Vector de dimensién (1 x numpunts) que corresponde a otro re-
presentante del elemento el y que hace que la primera forma nos quede
invariante por rotaciones.

f1t: Vector de dimensién (1 x numpunts) que corresponde a otro re-
presentante del elemento f1 y que hace que la primera forma nos quede
invariante por rotaciones.

e2t: Vector de dimensién (1 x numpunts) que corresponde a otro re-
presentante del elemento e2 y que hace que la segunda forma nos quede
invariante por rotaciones.
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= f2t: Vector de dimensién (1 x numpunts) que corresponde a otro re-
presentante del elemento f2 y que hace que la segunda forma nos quede
invariante por rotaciones.

FUNCION:

function [elt,flt,e2t,f2t]=CalculaFuncionsE1tF1tiE2tiF2t(
TectaAlfaYBeta,el,f1,e2,f2)

#Expresiones de los elementos elt, flt, e2t y f2t expresados en las
%Ecuaciones 4.7:
elt=cos(TectaAlfaYBeta(l)/2)*el-sin(TectaAlfaYBeta(1l)/2)*f1;
fit=cos(TectaAlfaYBeta(1l)/2)*f1+sin(TectaAlfaYBeta(1l)/2)*el;
e2t=cos(TectaAlfaYBeta(2)/2)*e2-sin(TectalAlfaYBeta(2)/2)*f2;
f2t=cos(TectaAlfaYBeta(2)/2)*f2+sin(TectaAlfaYBeta(2)/2)*e2;

%Normalizamos y hacemos que el producto sea nulo, para evitar al
Jméximo los errores numéricos:
[elt,f1t]=NormalitzaIProducteO(elt,fit);
[e2t,f2t]=NormalitzaIProducteO(e2t,f2t);

return;
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7.7.

Funcién CalculaVectorTangent

ENTRADAS:

numpunts: Niumero de puntos que tendran cada una de las formas.

FilFi2: Angulos de Jordan de la matriz A formada por los productos
interiores.

elt: Vector de dimensién (1 x numpunts) que corresponde a otro re-
presentante del elemento el y que hace que la primera forma nos quede
invariante por rotaciones. En este caso es el elemento calculado en la
parametritzacién que obtenemos la distancia minima.

f1t: Vector de dimensién (1 x numpunts) que corresponde a otro re-
presentante del elemento f1 y que hace que la primera forma nos quede
invariante por rotaciones. En este caso es el elemento calculado en la
parametritzacion que obtenemos la distancia minima.

e2t: Vector de dimensién (1 x numpunts) que corresponde a otro re-
presentante del elemento e2 y que hace que la segunda forma nos quede
invariante por rotaciones. En este caso es el elemento calculado en la
parametritzacion que obtenemos la distancia minima.

f2t: Vector de dimensién (1 x numpunts) que corresponde a otro re-
presentante del elemento f2 y que hace que la segunda forma nos quede
invariante por rotaciones. En este caso es el elemento calculado en la
parametritzacion que obtenemos la distancia minima.

SALIDAS:

VectorTangent: Vector de dimension (1 x 2*numpunts) que es el vec-
tor tangente de la primer forma, representada por elt y f1t, a la segunda
forma, respresentada por e2t y f2t, mediante la geodésica que las une
y que nos proporciona la distancia minima. La norma de este vector es
exactamente esa distancia.
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FUNCION:

function VectorTangent=CalculaVectorTangent (numpunts,FilFi2,elt,flt,
e2t,f2t)

%Condicién para no hacer todos los cdlculos si estamos considerando
%dos formas practicamente iguales:
if max(abs(elt-e2t))<0.0001 & max(abs(f1t-f2t))<0.0001
VectorTangent=zeros(1,2*numpunts) ;
else
hExpressién de los vectores tangentes, que vienen dados por las
%Ecuaciones 4.11. Corresponden a derivar las Ecuaciones 4.10
hrespecto del parametro u y evaluar en u=0:
if Fi1Fi2(1)==0
deduO=zeros (1,numpunts) ;
else
dedu0=(Fi1Fi2(1)/sin(Fil1Fi2(1)))*(e2t-cos (FilFi2(1))*elt);
end
if FilFi2(2)==0
dfdu0=zeros (1,numpunts) ;
else
dfdu0=(Fi1Fi2(2)/sin(Fil1Fi2(2)))*(f2t-cos (FilFi2(2))*f1t);
end
%Ponemos los dos vectores uno detras del otro:
VectorTangent=[dedu0,dfdu0];
end
return;
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7.8. Funcion CalculGeodesicaDonatPuntlIVec-
torTangent

ENTRADAS:

= el: Vector de dimension (1 x numpunts) que corresponde al primero
de los dos vectores que generan una forma, en este caso de la candidata
a media de la iteracién en la que estamos aplicando la funcion.

» f1: Vector de dimensién (1 x numpunts) que corresponde al segundo de
los dos vectores que generan una forma, en este caso de la candidata a
media de la iteracion en la que estamos aplicando la funcion.

» g: Vector de dimensién (1 x 2*numpunts) que corresponde al vector
que nos proporciona la direccion de gradiente descendiente teniendo en
cuenta todas las formas que estamos considerando.

= epsilon: Cantidad que nos moveremos a lo largo de la geodésica.
SALIDAS:

» e: Vector de dimensién (1 x numpunts) que corresponde al primero
de los dos vectores que generan una forma, en este caso de la nueva
candidata a media.

» f: Vector de dimensién (1 x numpunts) que corresponde al segundo
de los dos vectores que generan una forma, en este caso de la nueva
candidata a media.
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FUNCION:

function [e,f]=CalculGeodesicaDonatPuntIVectorTangent(el,fl,g,epsilon)

%Dividimos el vector tangente en sus dos componentes:
vi=g(1:length(g)/2);

v2=g((length(g)/2)+1:1length(g));
numpunts=length(g)/2;

%Definicién de las matrices necesarias para aplicar la Proposicién
%2.4.3 que nos proporciona la expresién de la geodésica dados un punto
%y la direccién:

A=(1/numpunts)*[el,f1] > *[vl,v2];

S=(1/numpunts)*[v1l,v2] > *[v1,v2];

ID2x2=eye (length(g));

B=[A,-S;ID2x2,A];

ID4x2=eye (2*length(g) ,length(g)) ;

%Expressién de dicha geodésica evaluada en el epsilon elegido:
GeodesicaOnParem=[el,f1,v1l,v2]*expm(epsilon*B)*ID4x2*expm(-A*epsilon) ;

%Dividimos el resultaddo obtenido, en las dos componentes que
hcaracterizardn esta nueva forma candidata a media:
e=GeodesicaOnParem(1:length(g)/2);
f=GeodesicaOnParem((length(g)/2)+1:1length(g));

%Normalizamos y hacemos que el producto sea nulo, para evitar al mdximo
%hlos errores numéricos:

[e,f]=NormalitzaIProducteO(e,f);

return;
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7.9. Funcion CalculalDibuixaGeodesicaEntre-

DuesFormes

ENTRADAS:
= numpunts: Niumero de puntos que tendran cada una de las formas.

= numgeointer: Numero de curvas geodésicas intermedias que calcula-
mos para obtener la geodésica de una forma a otra.

= FilFi2: Angulos de Jordan de la matriz A formada por los productos
interiores.

» elt: Vector de dimensién (1 x numpunts) que corresponde a otro re-
presentante del elemento el y que hace que la primera forma nos quede
invariante por rotaciones.

» f1t: Vector de dimensién (1 x numpunts) que corresponde a otro re-
presentante del elemento f1 y que hace que la primera forma nos quede
invariante por rotaciones.

» e2t: Vector de dimensién (1 x numpunts) que corresponde a otro re-
presentante del elemento e2 y que hace que la segunda forma nos quede
invariante por rotaciones.

» f2t: Vector de dimensién (1 x numpunts) que corresponde a otro re-
presentante del elemento f2 y que hace que la segunda forma nos quede
invariante por rotaciones.

SALIDAS:

= No hay salidas, aunque en caso de utilizar esta funcion, la salida seria
ver una grafica de la geodésica que va de una forma a otra.
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FUNCION:

function CalculalDibuixaGeodesicaEntreDuesFormes (numpunts,numgeointer,
FilFi2,elt,f1t,e2t,f2t)

figure();
/#Discretizamos el pardmetro u, dando valores del 0 al 1. Las funciones
%e y f para u=0, serdn exactamente los elementos elt y fit
hrespectivamente y para u=1, serdn exactamente los elementos e2t y
%f2t respectivamente.
u=linspace(0,1,numgeointer);
for i=1:numgeointer
J#Expressién de las funciones e y f dadas por las Ecuaciones 4.10,
Jpara cada uno de los pardmetros u:
if Fi1Fi2(1)==0

e(i,:)=elt;

else
e(i,:)=(sin((1-u(i))*Fi1Fi2(1))*elt+sin(u(i) *Fi1Fi2(1))*e2t)/
(sin(FilFi2(1)));

end

if Fi1lFi2(2)==0
f(i,:)=~f1t;

else
£(i,:)=(sin((1-u(i))*FilFi2(2))*f1t+sin(u(i)*FilFi2(2))*f2t)/
(sin(FilFi2(2)));

end

%Calculamos las coordenadas de cada forma, que corresponderan a
suna de las formas intermedias de la geodésica que une la primera
%forma con la segunda (Definicién 4.2.1):
Geodesica(:,2*i-1:2*i)=CalculaCorbalongl (numpunts,e(i,:),f(i,:));
%Dibujamos todas las geodésicas intermedias:
plot(Geodesica(:,2*i-1) ,Geodesica(:,2%*i), ’magenta’)
hold on

end

%Dibujamos en azul las formas iniciales:

DibuixaCorbalongitudl (numpunts,elt,fit)

DibuixaCorbalongitudl (numpunts,e2t,f2t)

return;
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