Tema 9

Integracion

El concepto de integral definida se desarrollé histéricamente para calcular el
drea de regiones planas acotadas por lineas curvas. Tomando como referencia
inicial que el 4rea del cuadrado que tiene lados de longitud [ es igual a 2,
es muy sencillo calcular el area de cualquier rectangulo y, recurriendo a la
geometria elemental, puede calcularse tanbién el area de cualquier poligono
si lo dividimos en tridangulos. La necesidad de un método més sofisticado de
calcular areas aparece al intentar calcular la superficie de figuras acotadas
por “curvas”. Por ejemplo, jcémo calcular el drea de un circulo, o de una
pardbola? Uno de los logros més importantes del Calculo Integral es el de
proporcionar un método unificado y eficiente para la resolucién de este tipo
de problemas.

El concepto basico aqui es el de la integral. Inicialmente, lo entenderemos
como una expresion para calcular el drea por medio de un limite. Considere-
mos una funcién positiva y acotada f definida en un intervalo [a, b]. Vamos
a “medir” el drea de la regién acotada por la curva y = f(x) y las rectas
x=a,x=0>0,y=0 (en la prictica la funcién f serd continua casi siempre).

El método consiste en reemplazar la regién curvada que queremos medir por
recintos cuya area es facil de calcular y que aproximan tanto como sea nece-
sario la regién. Para ello, consideraremos dos tipos de recintos: los que estan
incluidos en el interior de la regién curvada y los que la contienen. Obtene-
mos asi valores que aproximan el area de interés superior e inferiormente.
Empezaremos con algunas definiciones.
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9.1. Definiciones basicas

Definicién 9.1 Una particion P de un intervalo [a, b] es un conjunto fini-
to de puntos {xg,1...,x,} del intervalo tal que estan ordenados de for-

ma creciente, es decir, a = g < 1 < ... < Tp_1 < T, = b. Cada
uno de los subintervalos [z;_1,z;] para j = 1,2,..n es un subintervalo
de la particion. Si 6; = x; — xj—1, la longitud del mayor subintervalo,

0(P) = méx{d; : 1 <j < n}, sellama norma de la particién.

Definimos ahora las recintos que aproximan el area superior e inferiormente.

Definicién 9.2 Sea M; y m; el supremo y el infimo respectivamente de los
valores de f(z) en el interval [z;_1,z;]. Definimos

S(f,P) = Mj;
j=1

S(f, P) = Z mj(Sj
7j=1

Se tiene que la suma superior S(f, P) es la suma de las dreas de n rectdngu-
los, de los que el j-ésimo tiene base [xj_1, ;] y altura M;. La suma de estas
areas es mayor o igual que la del drea R contenida entre la curva y = f(x)
y las rectas x = a, x = b, y = 0. Andlogamente, la suma s(f, P) es menor o
igual que el drea de R (ver Fig. 9.1)

A Y
A A
flz) flx)
(f; IS(f,P)
> X > X
Ty T Ty Ty Ty Ty To T Ty Ty Ty Ty
(a) Suma inferior (b) Suma superior

Figura 9.1: Sumas superior e inferior
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Si ahora t; es un valor arbitrario del intervalo [z;_1,z;] (j = 1,...,n) y
tomamos el conjunto 7' = {¢1, ..., t, }, la suma

o(f,P,T) = f(t;)s;
j=1
satisface que

s(f,P) <o(f,P,T) <S(f,P)

En la Fig. 9.2 se ha construido esta suma tomando como conjunto 7" los
puntos medios de cada subintervalo.

flz)

:\

Ty Iy Xy Ty

o(f,PT)

Figura 9.2: Suma para los puntos medios

Nuestro objetivo es demostrar que si f es una funcién “razonablemente
buena” (lo que incluye a las funciones continuas y a las mondtonas), las tres
sumas anteriores tienden a un limite comtn cuando §(P) tiende a 0. Este

limite denotado por
b
[t

serd la integral de la funcién f sobre el intervalo [a, b].

Sin embargo, la operacion de limite que acabamos de introducir es muy
complicada. Por ello, abordaremos inicialmente un proceso mas sencillo.
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9.1.1. Integral superior e inferior de Darboux

Si M, m son el supremo e infimo de f(z) en [a,b] y si, dada una particién
P, construimos las sumas S(f, P) y s(f, P) como antes, de las desigualdades
M >mjymj>m(j=1,..,n) se deduce que

m(b—a) <s(f,P) <S(f,P)<M(b-—a).

Asi que el conjunto de los valores S(f, P) estd acotado inferiormente por
m(b — a) y, por tanto, tienen infimo denotado

/abf(m)dx

que se llama integral superior de Darboux de la funcién f. Andlogamente,
los valores s(f, P) estdan acotados superiormente por M (b — a) y, por ello,
tienen supremo denotado
b
/ f(x)dx
Ja_

que se llama integral inferior de Darboux de la funcién f.

Los teoremas que siguen demuestran que la integral superior es siempre
mayor o igual que la integral inferior.

Teorema 9.3 La introduccién de un nuevo punto de divisiéon en una par-
ticiéon P disminuye el valor de S(f, P)y aumenta el valor de s(f, P).

Corolario 9.4 Si P; y P, son dos particiones de [a,b] tales que P, C Py
entonces

S(f, Py) < S(f, Pr)
s(f, P2) < s(f, Pr).

Si la particion P; estd incluida en la particién P», como en el corolario, se
dice que P» refina a P;.

A partir de los dos resultados anteriores se demuestra

Teorema 9.5

/abf(a;)d:c Z/be(x)d:c

189



La posibilidad de que la integral superior sea mayor estrictamente que la
inferior es real

Ejemplo 9.1 La funcién definida por

f(x) =1 six es racional
f(z) =0 siz es irracional

definida en el intervalo [0, 1] satisface que su integral superior es igual a 1
mientras que su integral inferior es igual a 0.

Definicién 9.6 Se dice que f es integrable Riemann cuando la integral
superior de f es igual a la integral inferior.

9.1.2. Teorema de caracterizacion

Teorema 9.7 La funcién f es integrable en el intervalo [a,b] si, y sélo si,
existe el limite de los valores

o(f, P,T)
cuando §(P) tiende a 0.

Corolario 9.8 Una funcién f acotada en [a, b] es integrable si, y sélo si, para
todo € > 0, existe una particién P de [a,b] tal que S(f, P) — s(f, P) <.

Entonces es posible demostrar que una amplia variedad de funciones son
integrables; entre ellas destacaremos dos tipos.

Teorema 9.9 Si f es continua en [a, b] entonces f es integrable en [a, b].

Teorema 9.10 Si f es mondtona en [a, b] entonces f es integrable en [a, b].

9.2. Propiedades de la Integral

9.2.1. Reglas de integracién y Teorema del Valor Medio

Teorema 9.11 Dada una funcién integrable f en [a,b], se satisfacen las
siguientes propiedades:
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@)+ g@)de = [ f(x)de + [, g()do
: ffc-f(x)dx = c~f:f(:1:)d;v
3. f; f(x)de = [T f(x)dx + fcb f(x)dz

4, f<g— f: f(x)dz < fabg(x)dx

. La funcién |f| es integrable y se satisface
b b
| [ t@s] < [ 156w
a a

Por comodidad de notacion se adoptan los siguientes convenios

/abf(x)dac = _/ba f(x)dx

/aa f(z)dx =0

[\

t

Teorema 9.12 (Teorema del Valor Medio) Si f es continua en |[a,b]
entonces existe un valor ¢ € [a,b] tal que

b
/ f(@)dz = f(e)(b - a).

9.2.2. Funcién integral. Regla de Barrow.

Supongamos en lo que sigue, y hasta que no se diga lo contrario, que f es
integrable en [a,b] y escribamos

Plz) = / fOdt (a<z<b)
a
La funcién asi definida se llama funcion integral.

Teorema 9.13 F' es una funcién continua.
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Teorema 9.14 (Teorema Fundamental del Célculo) Si f es continua
en el punto z € [a, b] entonces F es diferenciable en z y se satisface F'(z) =

f(@).

Se dice que F' es una primitiva de f en [a,b] cuando F'(x) = f(z) para
x € [a,b].

Teorema 9.15 Si f es continua en [a, b], entonces existe primitiva de f en

[a, b].

Teorema 9.16 (Regla de Barrow) Si f es integrable en [a,b] y F' es una
primitiva de f en [a, b] entonces

b
l/ﬂ@M—F@—F@

El Teorema 9.14 demuestra la existencia de una funcién primitiva de f
cuando ésta es continua. Se deduce de las propiedades de la derivada que
si 'y G son primitivas de f entonces F' — G es una constante. Por lo
tanto, el conjunto de todas las primitivas de f estd formado por todas las
funciones de la forma F + k, siendo F' cualquier primitiva de f y k£ una
constante arbitraria. El conjunto de todas las funciones primitivas de f
se denota [ f(z)dz y se denomina integral indefinida de f. La regla de
Barrow proporciona un procedimiento muy sencillo para calcular la integral
(definida) de una funcién cuando se conoce su integral indefinida. Es por
ello importante disponer de métodos para hallar la integral indefinida de
una funcién. Veremos algunos de estos métodos en lo que sigue.

Teorema 9.17 (Propiedades de las integrales indefinidas)

L& [ f@)de = f)
2. [LF(z)dx=F(z)+k
3. [laf(z)+ Bg(x)ldx = a [ f(z)dx + B [ g(z)dx

Veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 9.2 Calcula [ = IQL

sin® x cos? x
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Solucién: I = [ Sirﬁﬁimhdx = [dz 4 i dgw =tanx — cotx + k.

sin® z cos? x cos® sin

Ejemplo 9.3 Calcula I = [ cos® zdz.

Solucién: Aplicando la férmula trigonométrica de cos® z se tiene I = [ %dm‘
que ya puede descomponerse en integrales inmediatas.

Ejercicio 9.1 Calcula la integral [ sin®(z) dzx

Ejercicio 9.2 Calcula las siguientes integrales:

(a) [sin(az)cos(bx) dx
(b) [ cos(ax)cos(bx) dx

(Sol.: (a) (e=ticosl(atbl)+(att) cos((b-a)a) | .
(b) (b—a) Sln((b+a%§2)i~él;;ra) sin((b—a)x) +k )

Ejercicio 9.3 Calcula las siguientes integrales:

(a) [tan*(z) dx
(b) [sin®(z)cos*(x) dx

(Sol.: (a) tan(z) — x + k (b) w k)

9.2.3. Integracién por partes y sustitucion

Teorema 9.18 (Integracién por partes) Sean fy g funciones continuas
en [a, b] tales que existen sus derivadas f’, ¢, que son también continuas en
[a, b], entonces

b b
/ f(z)-g'(x)dx + / f'(z) - g(x)dz = f(b) - g(b) — f(a) - g(a)

193



Ejemplo 9.4 Veamos algunos ejemplos:
(1) I = [Inzdx.

Solucién: Tomamos f(z) = Inz y ¢'(x) = 1 en la férmula de integracién
por partes. Y, por tanto,

I:arln:c—/dx:xlnx—a:—i—k

(2) I = [a23sinz dx.

Solucioén: Se aplica integraciéon por partes varias veces, tomando siempre
como funcién f(x) la parte polindmica, hasta llegar a la integral de una
funcién trigonométrica.

I = (32" —6)sin(z) + (62 — 2%) cos (z) + k

(3) I = [esinbrdry J= [e™cosbx dx

Solucidén: Se aplica integracién por partes a las dos integrales y se obtiene
un sistema lineal de dos ecuaciones con incégnitas I y J, que se resuelve sin
mayor dificultad.

e (asin (bx) — beos (bx))
b2 + a?

e (bsin (bx) + acos (bx))
b% + a?

I= + k; J = +k

(4) I = [e**sinz dx.

Solucién: Se aplica integracién por partes dos veces y se despeja el valor
de I de la expresién. También podemos aprovechar la férmula del ejemplo
anterior tomando a =2 y b = 1; por lo que,

e?*(2sinx — cos 1)
)

I= +k
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]
Ejercicio 9.4 Calcula la siguiente integral [In?(z) dz. (H: Toma f(z) =

In?(x) y aplica integracién por partes)

(Sol.: z (In*(z) —2In(z) +2) + k)

Ejercicio 9.5 Halla la férmula de reduccién de I,, = [ 2™ cos(az) dz.

(Sol.: JEn—l(agcsin(Z;;:)+ncos(aac)) . n(?;;l) I, o )

Teorema 9.19 (Integracién por sustitucién) Sea f una funcién conti-
nua en [a, b] y sea g una funcién continua de [¢,d] a [a, b] tal que g(¢) =a 'y
g(d) = b, y existe la derivada de g en [c, d]. Entonces (fog)- ¢ es integrable
en [c,d] y

d b
| el g(6)s = [ fa)ds
C a
Ejemplo 9.5 Veamos algunos ejemplos:
(1) I = [V16 — 22dz, z € [—4,4].

Solucién: Se aplica el cambio = = 4sint, t € [-7, §], dz = 4cost; por lo
que la integral se transforma en

I:/\/ 16—Sin2t'4COStdt:16/\/1—Sin2tCOStdt:16/C0S2tdt

que ya sabemos resolver. Para deshacer el cambio, se tiene en cuenta que

sint = 7 y, por tanto cost = /1 — f—é. Ahora,

2
I =8t +4sin(2t) = 8¢ + 8sintcost = 8arcsin£ —|—8£\/1 - % +k

— dx —
(2) I= f (arcsin z)3v/1—22’ T e [ 1, 1]'
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Solucién: Se aplica el cambio v = arcsinzx, du = \/%; por lo que la

integral se transforma en

I:/U_Bduz—lgz%—k:—w-i-k

habiendo deshecho el cambio en el dltimo paso.

(3) I = [2*/x —Tdx

Solucién: Se aplica el cambio x = t? + 7, dz = 2tdt; por lo que la integral
se transforma en

2 (15t7 + 294> + 1715¢3)

k
105 N

I= /(t2 + 7)22t%dt =

que ya es inmediata al ser la integral de un polinomio y, deshaciendo el

cambio, t = v/x — 7, queda

2 (15(z — 7)3Vo —t +294(x — 7)*\/z — t + 1715(z — 7)y/z — 1)

I =
105

+k

Ejercicio 9.6 Calcula las siguientes integrales:

dzx

@ T O e

(Sol.: Ver la tabla de primitivas del final )

A continuacion se proponen algunos ejercicios més de los tipos vistos ante-
riormente.

Ejercicio 9.7 Calcula las siguientes integrales:

dx dx dx

(a) [ 24 6r 10’ (b) [ 022 1 25 (c) [ m(a>0).

arctan( 3?” )

(Sol.: (a) arctan (25£0) 4+ k; (b) —522 + k; (c) ln(ga_a) - m(;:a) +k)
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Ejercicio 9.8 Calcula las siguientes integrales:

dx dx
W1 i O e
(Sol.: (a) arcsin (%) + k; (b) — arcsin (=22=2) + k )

Ejercicio 9.9 Calcula las siguientes integrales:

et — 3e2® dz; (b) [ tan3(z) + tan(z)
1+e® 1 —2tan(z)

(a) J

(Sol.: (a) 41n (e* 4+ 1) — 3e” + k; (b) _ln(ztaz(x)*l) _ tanQ(z) k)
Ejercicio 9.10 Calcula las siguientes integrales:

cos(z) cos(z)

a? + b?sin(x)

(a) [ dx; (b) [

sin(x) + 2 cos?(z) sin(x)

i n(sin(z)?— n(b? sin(x)+a?
(Sol.: (a) ln(“;(z)) _In( (4) 2) +k; (b) l(bb# +k)

Ejercicio 9.11 Halla la férmula de reduccién de I, = [ (9521#)% y aplicalo

a la integral [ (r%d—#)‘l'

9.3. Aplicaciones

Veamos alguna aplicaciones de la integralal cdlculo de areas, volimenes y
longitudes de curva.

Areas de superficies limitadas por curvas

1. El 4rea limitada por la curva y = f(z) (siendo f > 0) y las rectas
r=a,x=0>b,y=0es

b
/ f(z)dx. (9.1a)

2. El érea limitada por las curvas y = f(x), y = g(z) (siendo f > g) y
las rectas x = a, x = b es

b
/ f (@) — g(a))de. (9.1b)
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Ejemplo 9.6 Ejemplos de aplicaciones al cdlculo de areas:

(a) Calcula el area de la regién S limitada por las rectas z = 0, x = 2, y las
curvas y = z(x — 2), y = z/2.

Solucién: Hallamos los puntos de corte entre las gréaficas, planteando para
ello la ecuacion

z(r—2)=2z/2 = x2zx-5)=0

cuyas soluciones son z = 0 y = 5/2. En la Figura 9.3 se ha representado
la regién solicitada.

y=z(x—2)

\J
>

y=xz/2

Figura 9.3: Area entre dos curvas

Como el recinto esta limitado por z = 2, el area solicitada es
x

2 2
o8) = [ 15 - @~ 20ds = [ oo = ]

O

(b) Calcula el area de la regién S limitada por las rectas ¢ = —1, x =2y
las curvas y = x, y = 23 /4.

Solucién: Hallamos los puntos de corte entre las gréaficas, planteando para
ello la ecuacién
r=23/4 = x(x*-4)=0
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cuyas soluciones son = 0, x = —2 y = 2. En la Figura 9.4 se ha

representado la region solicitada.
3
=2/4
X /y N
y=zx

Figura 9.4: Area entre dos curvas que se cortan

Se observa que hay dos recintos, donde las graficas han intercambiado sus
posiciones, asi pues, el area solicitada es

0 3 2 23 923
o) = [ 15 —ade+ [ o- Tt =2

O

Ejercicio 9.12 Calcula el area de la region limitada por el eje OX y las
curvas y = sin®(z), y = cos®(x) con 0 < z < /2.

2(5-2v2)

(SOI.: 37\/5 )

Ejercicio 9.13 Calcula el drea comprendida entre las curvas y = 6z — 22 e

y = 2% — 2z,
(Sol.: &)

Ejercicio 9.14 Calcula el 4rea de la regién limitada por el eje O X, la recta

x=1ylacurvay=azv1— 22
(Sol.: 1)
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Ejercicio 9.15 Calcular el drea del dominio limitado por la elipse de ecua-
2
cion & + % =1 (a,b > 0).

(Sol.: mab )

Longitud de un arco de curva

1. Dada la curva definida por la gréfica de la funcién y = f(z), = € [a, b],
su longitud viene dada por la formula

L= /b V1+ f(x)%de. (9.2a)

2. Si la curva viene dada en forma paramétrica

x = x(t)
y =y(t)

entonces su longitud viene dada por

L= / ’ V' (02 + y/ (t)2dt (9.2b)

} t € [a,b]

3. Sila curva estd en el espacio y sus ecuaciones son

x = x(t)
Y= y(t) te [avb]
z = 2(t)

entonces su longitud viene dada por

b
L= / VIO T YO + 7@t (9.2¢)

Ejemplo 9.7 Calcula la longitud del arco de pardbola y? = 2px, desde el
vértice hasta el punto (1, /2p).

Solucién: Representando la curva en forma paramétrica obtenemos

_
x‘?g } 0<t<+2p
y:

200



de donde, aplicando la Férmula (9.2b),

/ /42
/ 1—|— dt [ +2 I t+p
0

pln ( \/p2+2p+\/%)
P

n V2p\/p? + 2p
2 2

O

Ejercicio 9.16 Calcula la longitud de una circunferencia de radio r por
los dos métodos siguientes: (a) utilizando la parametrizacién x(t) = r cost,
y(t) = rsint, con 0 <t < 27 y la Férmula (9.2b); (b) utilizando la ecuacién
de la semicircunferencia superior, y = vr? — 22 y la Férmula (9.2a).

(Sol.: 27r )

Area y volumen de una superficie de revolucién

Si se tiene una curva definida por la grafica de y = f(x), siendo f > 0,
x € [a,b], y giramos dando una vuelta completa alrededor del eje OX,
entonces se engendra un cuerpo de revolucion cuya drea lateral es

b
5:277/ F@)VIT e (9.32)

y cuyo volumen es
b
V= 77/ f(x)%dx. (9.3b)
a
Ejemplo 9.8 Veamos algunos ejemplos de aplicaciéon de estas férmulas.

(a) Evalua el volumen del sélido S formado por la rotacién 27 radianes de

la cicloide
x =a(t—sint), y =a(l —cost), 0 <t < 2.
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A\ J
=

Figura 9.5: Sélido de revolucién generado por una cicloide

Solucién: Cuando t varia de 0 a 27, la variable x crece de 0 a 27a. Por lo
tanto, aplicando la férmula para hallar el volumen de un sélido de revolucién
a la funcién y = y(x), se obtiene

2ma
v(S) = 7['/ y(x)%dx
0
haciendo el cambio de variable x = a(t —sint), 0 < t < 2, resulta

27
v(S) = 77/0 [a(1 — cost)]?a(l — cost)dt = 5m2a®.

(b) Calcula el area de una esfera E de radio R.

Solucién: La esfera puede obtenerse por la rotacién 27 radianes de la grafica
de la curva y = VR?2 — 22, —R < z < R. Aplicando la férmula para el 4rea
de una superficie de revolucién, resulta

R 2 R
a(E) = 277/ VR —a2. \/HRde = 277/ Rdz = 47 R2.
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Ejercicio 9.17 Calcula el area lateral de un cilindro circular recto de radio
a =5y altura h = 8 (H: el cilindro es un cuerpo de revolucién).

(Sol.: 807 )

Area de una superficie definida por medio de coordenadas polares

Sea f una funcién no negativa definida en el intervalo [a, b]. El conjunto de
todos los puntos de coordenadas polares (p, ) que satisfacen p = f(0) es
la gréfica de f en coordenadas polares. La ecuacién p = f(0) es la ecuacion
polar de esa gréfica.

Ejemplo 9.9 Vemos dos ejemplos de ecuaciones polares a continuacién.

1. La circunferencia con centro (0,0) y radio 1 se representa por las ecua-
ciones 22 + y?> = 1 (coordenadas cartesianas) y p = 1 (coordenadas
polares).

2. La curva cuya ecuacién en coordenadas cartesianas es (22 + y?)3 = 32
se representa en coordenadas polares como

= p?sin? 6
sin? §
| sin 0]

= /| sind|

6
4
2

p
p
p
p

Si se tiene una curva definida por una ecuacién polar p = r(f), siendo r no
negativa y definida para 6 en un intervalo [a, b], entonces el drea del dominio
S encerrado por la grafica de la funcion en el intervalo a < 6 < b viene dado
por la integral

a(S) = = / b r2(0)d6. (9.4)

Ejemplo 9.10 Ejemplos de aplicaciones al calculo de areas:

1. Calcula el area de un sector circular de radio R y amplitud o < 0 < (5.

Solucién: a(S) = %ff R?df = R;(ﬂ —a).
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2. Calcula el area de la regiéon S limitada por la curva cuya ecuacién
polar es p = /| siné)|.

Solucién: a(S) = % OW/Q sin fdf = 2(cos0 —cos §) = 2.

Ejercicio 9.18 Hallar el drea de un lazo de la rosa de cuatro hojas cuya
ecuacién en polares es 7 = 3 sin(26), 0 < 6 < 27.

(Sol.: %)

9.4. Problemas adicionales

Ejercicio 9.19 Halla el drea de la regién limitada por la curva y = x3 +
2 — 2z y el eje OX.

(Sol.: 1)

Ejercicio 9.20 Halla el 4rea de la regién limitada por la curva y = 2% —

3z+8ylasrectasy = -3z, s = -3y x=0.

(Sol.: &)
Ejercicio 9.21 Halla el area de la regién del plano comprendida entre la
1
curva y = =g ¥ la pardbola 2y = 2.

(Sol.: 3 — 1)

Ejercicio 9.22 Halla el area encerrada por la recta y = z—1 y la paraabola
y? = 2z + 6.

(Sol.: 18.)
Ejercicio 9.23 Halla el area acotada por el eje x y por un arco de la cicloide
x=r (t—sint), y=r (1—cost),
donde r > 0,y 0 <t < 27 (H: Aplica la Férmula (9.1a)).
(Sol.: 37r?)
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Ejercicio 9.24 Halla el valor de b para que la recta y = b divida el recinto
encerrado por las curvas y = 22 e y = 4 en dos regiones de igual 4rea.

(Sol.: b= /16 )

Ejercicio 9.25 Un alambre delgado tiene la forma de la primera espiral de
la hélice a(t) = (cost,sint,t), t € [0,27]. Halla su longitud.

(Sol.: 22 )

Ejercicio 9.26 Halla la longitud de la linea helicoidal cénica x = a e cost,
y = ae'sint, z = ae'; desde el punto A(0,0,0) al punto B(a,0,a). (H: Al
punto A le corresponde un valor del pardmetro tg = —oo y al punto B el
valor t; = 0).

(Sol.: aV/3.)

Ejercicio 9.27 Halla el volumen del sélido generado al girar la regién en-
cerrada por la parédbola y = 22 y la recta y = z, alrededor del eje OX una
vuelta completa.

(Sol.: 27 )
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