Tema 6

Funciones diferenciables

Se sabe que la derivada y’ de una funcién de una variable, y = f(z), puede
interpretarse como la tasa de variacién de la variable y respecto de la variable
x (es por eso que, frecuentemente, para remarcar este hecho, se utiliza la
notacion Z—Z para representar dicha derivada).

Supongamos que tenemos, ahora, una funcién de dos variables. Por ejemplo,
la presién de un gas ideal como funcién del volumen y la temperatura del

gas puede expresarse:

cT
Pzi
v

donde ¢ es una constante. Si estamos interesados en conocer cémo varia la

presion en funcién del volumen, a temperatura constante Tp, parece légico

calcular la derivada de P respecto de V suponiendo constante la tempera-

tura, es decir, calcular la derivada de la seccidén transversal de la funcién
_ _ T _

P=f(V,T)= S para T = Tp.

En este tema se vera que este procedimiento intuitivo es perfectamente vali-

do y que esta derivacion parcial permitird obtener un mejor conocimiento
de las funciones de varias variables.
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6.1. Derivadas parciales

La derivada de una funcién de una variable, f(x), en un punto z( se define

como h
[(wo) == }LIE)IT([) flwo + })L* f(zo)

y dicho valor, si existe, representa la pendiente de la recta tangente a la
curva y = f(x) en el punto (xg, f(xo)). Como ya se ha dicho antes, también
se utiliza la notacién 3-(zo).

De forma similar, las derivadas parciales de una funcién f(z,y) se definen
formalmente como limites:

Definicién 6.1 Si f es un campo escalar de dos variables, las derivadas
parciales de f en un punto (zo,yo) estan definidas como

of o f@o+ hyyo) — f(@o, o)
ax (x(),y()) - }13_)11’6 h
of _ o f(@o.yo +h) = f(zo, yo)
5y (702 v0) = Jim N

si estos limites tienen sentido y existen. Observa que puede ocurrir que s6lo
exista una de las derivadas parciales o ambas o ninguna. También se suele

utilizar la notacién f,(zo,y0) = £ (20,90) v f;(x0,90) = 5L (o, 0)-

La derivada parcial en un punto (xg,yo) es un nimero real. Cuando las
derivadas parciales pueden calcularse en puntos genéricos (x,y) entonces es-
tamos definiendo una nueva funcién escalar, que se llama funcién derivada
parcial y que seguimos denotando por g—i(x,y) (%(m, y), respectivamente).
En ocasiones, prescindiremos del punto genérico y escribiremos, simplemen-
te, 2L (%’ respectivamente). Esta derivada parcial coincide con una deri-
vacién ordinaria (respecto de una variable). Para verlo, considera la seccién
transversal de f(z,y) para y = yo; es decir, la funcién f(x,yp). Esta funcién
s6lo depende de la variable x y podemos calcular la derivada de esta funcién

en xg, obteniendo:
d e f@o+hyyo) — f(wo,90) _ Of
dxf(%yo)‘ = lim Y =5 (70, %0)

z =z h—0

es decir, que la derivada parcial de f respecto de = es la derivada de la
seccion transversal de f correspondiente. Por tanto, la derivada parcial puede
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calcularse con las reglas de derivaciéon ordinarias, suponiendo constante la
variable y.

Anélogamente, la derivada parcial de f respecto de y es la derivada de la
seccién transversal de f para x = xg . Por tanto, la derivada parcial puede
calcularse suponiendo constante la variable z.

Ejemplo 6.1 Si f(z,y) = 52%y — sin(x + y), podemos diferenciar f con
respecto a x, considerando ¥ como una constante, y obtenemos

of B
%(x, y) = 102y — cos(z +y) .

De manera similar, si consideramos que la x es constante y derivamos res-
pecto a y, obtenemos una funcién,

of 2
a—y(a:, y) = bz” — cos(x + y) .

Ejemplo 6.2 Calcula las derivadas parciales de la funcién f(z,y) = 27y —
e’ Y.

Solucioén: En este caso podemos calcular las derivadas parciales en cualquier
punto (z,y) por el procedimiento de suponer constante una de las variables.
Asi pues,

%(% y) = Taby — eV
gg(% y) =" +e”Y
J
Ejercicio 6.1 Calcula las derivadas parciales de f(x,y) = z arctan(zy).
(Sol: §h(w,y) = 35 + arctan(zy); §/(x,y) = 135m2 )

Ejercicio 6.2 Calcula las derivadas parciales de f(z,y) = 2% e® —x cosy.

(Sol.: %(z,y) = (23 + 322) e” — cos y; %(m,y) =zsiny )

Igual que sucede en el caso de una variable, hay ocasiones en que, teniendo
en cuenta la definicién de la funcién, no podemos calcular las derivadas
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parciales derivando respecto de una variable y debemos calcularla aplicando
la definicién, es decir, calculando los limites de la Definicién 6.1. Veamos el
siguiente ejemplo.

Ejemplo 6.3 Estudia la existencia, y calcula en su caso, las derivadas par-
ciales en el origen de la funcién

fay) = “i“x?i?ﬁ si () # (0,0)

0 si (z,y) = (0,0)

Solucién: A diferencia del ejemplo anterior, en este caso no podemos derivar

directamente la expresién x sin 5 para obtener las derivadas parciales

2
xe 4+
en el origen porque dicha expresién no esté definida en el origen. No tenemos
mas remedio que aplicar la definicién de derivada parcial para calcular las
derivadas parciales buscadas. Comenzaremos con la derivada parcial respec-

to a la variable x:

1
of _ f(0+h,0)— f(0,0) . hsinggo
— :1 :1 7:1 —_— .
gy (00) = Jimy h oo h oo B2

0
ultimo limite no existe (¢por qué?) y, por tanto, no existe —f((), 0).

ox

Calculamos ahora la derivada parcial respecto a la variable y:
1

of f(0,04h) = f(0,0) . OSings

af i i _ i _
8y(0’0) hd h R hli%(O) 0

Ejercicio 6.3 Calcula las derivadas parciales en el origen de la funcién

g(z,y) =9 at+ ¢

(Sol.: No existen. )
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Ejercicio 6.4 Calcula las derivadas parciales en el origen de la funcién

1
Tysin — sl 0
m(z,y) =4 "Iy v
0 siy=0

(Sol.: §£(0,0) = §£(0,0)=0))

Analizaremos a continuacién la intrepretacién geométrica de las derivadas
parciales. Considera la superficie de la Fig. 6.1.

Figura 6.1: Interpretacién geométrica de la derivada parcial

Hemos cortado la superficie z = f(x,y) con el plano y = yy paralelo al plano
xz. El plano y = yg corta la superficie en una curva, la secciéon transversal
yo de la superficie, es decir, f(z,y0), que es la grafica de la funcién

9(x) = f(z,90)
y, por tanto,
, 0
g (zo) = afi(xo,yo);

es decir, % (0, Yo) es la pendiente de la seccién transversal yg de la superficie
Z = f(xay) en el punto P(any07 f(x()ay()))'
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De manera similar se puede razonar que %5(%07 Yo) es la pendiente de la sec-
cién transversal xg de la superficie z = f(x,y) en el punto P(xo, yo, f(z0, Y0))-

De forma andloga es posible definir las derivadas parciales para funciones de
tres o mas variables, con la salvedad de que aumenta el niimero de derivadas
parciales a calcular (tantas como variables). Asi, si tenemos ahora un campo
escalar de tres variables, podemos considerar tres derivadas parciales, %,
of of

oy’ 0z°

Definicién 6.2 Si f es un campo escalar de tres variables, las derivadas
parciales de f en un punto (zo, Yo, z0) son definidas como

of (:L' Y0, 2 ) — lim f(-fo + h,yo,zg) — f(xo,yo’zo)

O 05 Y0, <0 P b

8 z x 9 + h, Z — €T y ’Z

6y (LUO,yO’ZO) = %‘1_% f( 0,%0 0})L f( 0,Y0 0)

af s f('TanUvZO‘i‘h) _f(x07y072'0)
= 1

9z (55073/0,2’0) hlil%) b

si estos limites tienen sentido y existen.

Ejemplo 6.4 Calcula las derivadas parciales de f(z,y, z) = 2%y — yz°.

Solucién: Suponiendo que y y z son constantes y derivando respecto a x,
obtenemos
of

= (20, Y0, 20) = 22y .
896( 0, Y0, 20) Yy
De forma similar tenemos:

0
—f(xo,yo, Zo) =z 23

= (20, Y0, 20) = —3yz*

dy
of
0z
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6.1.1. La diferencial

En esta seccién generalizaremos el concepto de diferenciabilidad a campos
escalares. Las derivadas parciales por si mismo no cumplen este objetivo
porque nada mas reflejan el comportamiento de la funcién en algunas direc-
ciones particulares (las direcciones de los ejes de coordenadas).

Definicién 6.3 Se dice que un campo escalar f: D C R — R, con D un
conjunto abierto, es diferenciable en xg € D si existe un vector y € R™ tal
que

f(x+1) — f(x) = yh + o(h)

donde o(h) es una funcién que satisface la condicién

lfm O

=0.
h—0 ||h|

Cabe senalar que el vector y depende de xy. No es muy dificil demostrar las
dos propiedades siguientes:

(1) Si f es un campo escalar diferenciable en x = xp, entonces el vector y
es unico.

(2) Si f es un campo escalar diferenciable en xg, entonces f es continuo en
X0-

El vector y que aparece en la Definicién 6.3 recibe el nombre de gradiente de
f en el punto xo y lo denotaremos por V f(xg) (en algunos textos también
se usa la notacién grad (f) para denotar el gradiente de f).

Como veremos posteriormente, el gradiente juega un papel importante en las
aplicaciones del calculo diferencial de campos escalares. Logicamente, calcu-
larlo utilizando la definicién de funcién diferenciable suele ser complicado.
El siguiente resultado nos proporciona una forma alternativa de calcularlo
que es la que usualmente utilizaremos.

Teorema 6.4 (a) Si f es un campo escalar de n variables, diferenciable en
el punto xg, entonces

0 0 0
Vi(x) = (ajl ) oL (), oL x))
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(b) Si f es un campo escalar que tiene derivadas parciales continuas el punto
Xq, entonces f es diferenciable en xg.

Es importante darse cuenta de que el gradiente define un campo vectorial: si
f es diferenciable en todos los puntos de un subconjunto D de R™, entonces
queda definido el campo vectorial Vf: D C R* — R™.

Una consecuencia importante del Teorema 6.4 es que el calculo del gradiente
se reduce al calculo de derivadas parciales.

Ejemplo 6.5 Calcula el gradiente del campo escalar f(z,y) = xe¥ —ye”.

Solucién: Las derivadas parciales de f son:

U o= —yer. i) —mev— ot
ax(xay) =e€ ye ’ ay(xay) =xe €

Las derivadas parciales son continuas en todo R? al ser producto y suma de
funciones continuas. Por tanto, la funcién f es diferenciable. El gradiente es
el campo vectorial definido como

Vi, y) = (e —ye)i+ (ze’ —e”)]

O

Ejercicio 6.5 Calcula el gradiente del campo escalar f(x,y, z) = xsin(7wy)+
ycos(mz). Calcula Vf(0,1,2).

(Sol.: Vf(z,y, z) = (sin(ny), 7z cos(my) + cos(nz), —mwy sin(wz)),

V£(0,1,2) =(0,1,0) )

Ejercicio 6.6 Calcula el gradiente del campo escalar f(z,y) = 222 — 3zy +
4y? en el punto (2, 3).

(Sol.: Vf(2,3) =(—1,18) )

Ejercicio 6.7 Calcula el gradiente del campo escalar f(z,y) = 2z(z —y) ™!

en el punto (3,1).

(Sol.: V£(3,1) = —%i—l— gj )
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Si volvemos a la Definicién 6.3, se llama diferencial de f a la expresién y-h
que alli aparece. Como y = V f(xg) podemos escribir la diferencial como
of of of
—(x0) - h1 + 7=—(x0) -ha+ ...+ =—(x0) - hn
83:1( 0) -l 8:1)2( 0) - h2 8J}n( )
Entonces, asi como las derivadas parciales representan la tasa de variacién
de la funcién f respecto de una de las variables; la diferencial puede interpre-
tarse como la tasa de variacién total de una funcién, respecto de cada una
de sus variables. En efecto, como los valores h; representan el incremento de
las variables x;, podemos reemplazarlos por la notacién Ax; y, entonces,

Af = flxt Ax) — f(x) = VF(x) - Ax + o(A%)
de donde Af A (A )
X (0] X
Tax] ~ VIO A Ak

y al tomar limites cuando [|Ax|| — 0 se tiene

df(x) = V(x) - dx

Por ejemplo, si H = f(x,y, z) entonces,

_0F gy 94, 91y
AH = 5ode+ 5 dy o+ o de

donde cada diferencial, dx, dy y dz, representa las variaciéon total de las
variables x, y y z, respectivamente.

Ejemplo 6.6 La fuerza de atraccién gravitatoria entre dos cuerpos de ma-
sas M y m separados a una distancia R, viene dada por la férmula:

M-m

R2
donde G es la constante de gravitaciéon universal. Si la masa de uno de
los cuerpos, M, aumenta un 3 % mientras que la otra, m, aumenta un 2 %

mientras que la distancia, R, que los separa también aumenta un 3 %; estima
el el cambio en la fuerza F.

F=G

Solucién: Sabemos que:

OF oF oF
dF = WdM+8 dm +@dR
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Como conocemos los cambios relativos (pocentajes), vamos a calcular tam-
bién el cambio relativo en F. Asi, dividiendo lo anterior por F"

dF  SgdM  SEdm  GEdR

F F F F
_ SpdM Sldm  —290™dR
G TGl T o
dM  dm 2dR
=—+— — " =0,03+0,02-0,03 = 0,02
M + m R 9 + I I Y

Por lo que el cambio en F' es de un aumento del 2 %.
[

Ejercicio 6.8 La defleccién y, en el centro de una placa circular suspendida
por el borde y uniformemente cargada viene dada por

Kwd?*
Yy = 3

donde w =carga total; d =diametro de la placa; ¢t = amplitud y K es una
constante. Calcula el cambio aproximado en el porcentaje de y si se aumenta
w en un 3 %, se disminuye d en un 2% y se aumenta t en un 4 %.

(Sol.: 17% )

Ejercicio 6.9 Si se mezclan « moléculas-gramo de acido sulfirico con y de
agua, el calor liberado viene dado por la férmula

1.786zy
1.798x + y

Si partimos de 5 moléculas-gramo de acido y 4 de agua y se aumentan,
respectivamente, a 5.01 y 4.04; ;cudnto calor adicional se genera?

(Sol.: 0.02 cal. )

F(z,y) = cal.

Ejercicio 6.10 Segun la ley de Pouseuille, la resistencia al flujo de sangre
que ofrece un vaso sanguineo cilindrico de radio r y longitud = es
cx
R=—
o
donde c¢ es una constante. Estimar la variacién porcentual de R cuando x
aumenta un 3% y r decrece un 2 %.

(Sol.: R aumenta un 11 % )
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6.1.2. Planos tangentes

Supongamos una superficie de ecuacién z = f(z,y), con f una funcién dife-
renciable en un punto (xg,yo). Sabemos que existen las derivadas parciales
%(mo, Yo) y %(:Ko, Yo) y que representan las pendientes de las rectas tangen-
tes a las secciones transversales para y = yo y para x = xg, respectivamente.
Estas secciones transversales son curvas sobre la superficie z = f(x,y) que
pasan por el punto Py(zo, Yo, 20), donde 2o = f(zo,yo) (véase la Fig. 5.1);
por lo que se define el plano tangente a la superficie en (g, yo, 20) como el
plano que contiene a las dos rectas tangentes mencionadas. Puesto que la
interseccién de este plano con los planos verticales © = xg e y = yo deben ser
las rectas tangentes descritas, se puede deducir que una ecuacién del plano
tangente vendra dada por

of of
z—z0 = = (xo, T —x0) + = (o, —
0 61,( 0, %0)( 0) 8y( 0:%0) (¥ — Yo)
Por otra parte, veremos en la seccién siguiente que cualquier otra curva en

la superficie z = f(z,y) que pase por el punto Py cumplird que su recta
tangente estd en este plano, lo que justifica el término plano tangente.

Ejemplo 6.7 Calcula la ecuacién del plano tangente a la grafica de la fun-
cién f(x,y) =e™ en el punto (1,0,1).

Solucién: Segiin hemos visto, la ecuacién del plano tangente es

0 0
z— 2= 6*53(%0,3/0)(58 —x0) + agjj(?ﬁo,yo)(y — o)

Basta calcular las derivadas parciales:

of
—(1,0) = ye™ =0
3-’]5( ) ‘m:l,y:O
of
71,0 = ge" =1
ay( ) ‘le,y70
por lo que, la ecuacién es
1o} 1o}
1= aoe-n+ Zaow-o
ox oy
0
1
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es decir, z =1+ y.
]

Ejercicio 6.11 Calcula la ecuacién del plano tangente a la gréficade f(z,y) =
xe™ en el punto (1,0,1).

(Sol: z=z+y)

Si observamos, de nuevo, la Definicién 6.3, obteniamos

) = Fan,ao) + 5 (oo, )z = a0) + 5 (20, 30)(o ~ ) +olh)

L(z,y)

siendo ahora h = (x — x0,y — %0); que puede interpretarse como que la
funcién L(z,y) aproxima a f(x,y) para h suficientemente pequeno. Pero la
grafica de z = L(z,y) no es mas que el plano tangente; por lo que acabamos
de probar que si una funcién es diferenciable en un punto (xg,yo), entonces
el plano tangente es una aproximacién a la grafica de la funcién f(z,y) en
el punto de tangencia.

Ejemplo 6.8 Utiliza el Ejemplo 6.7 para calcular un valor aproximado de
f(1.1,-0.1) siendo f(x,y) = e™.

Solucién: Dado que el plano tangente era z = 1+y entonces, f(z,y) ~ 1+y
para puntos cercanos a (1,0), por lo que

f(1.1,-0.1) ~1-0.1=0.9

(e=011 ~ 0.895834135)
]

Cuando las superficies vienen dadas de la forma f(z,y,z) = 0y, o bien no
es posible o bien resulta muy complicado, despejar z en funcién de = e y,
podemos aplicar el siguiente resultado para calcular el plano tangente.

Teorema 6.5 En cada uno de los puntos del dominio de f en los que
Vf # 0, el vector gradiente V f es perpendicular a las curvas de nivel de f
que pasan por el punto, si f es un campo escalar de dos variables, y a las
superficies de nivel que pasan por el punto, si f es un campo escalar de tres
variables.
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Ejemplo 6.9 Para la funcién f(z,y) = 2% + y? las curvas de nivel son
circunferencias concéntricas

z? + y2 =c.
En cada uno de los puntos (z,y)) # (0,0), el vector gradiente
Vi (2,y) = 201 + 2]

es perpendicular a las circunferencias anteriores (ver Fig. 6.2). En el origen,

la curva de nivel se reduce a un punto y el gradiente es simplemente el vector
(0,0)

3L
Al
Vil—z1.y.) Vflzy )
1 /

! 1 1 1 I 1 1 !
-4 3 4 e | i 2 3 4
_l_

c=1
_2_
=4
_3_
=9
Vf(=z2,—y2)
-4 -

Figura 6.2: El gradiente es perpendicular a las curvas de nivel

Veremos ahora la aplicacion del Teorema 6.5 a curvas con ecuaciones de
la forma f(x,y) = c para calcular rectas tangentes y rectas normales (per-
pendiculares). Después lo aplicaremos de forma similar al caso de superficies
para calcular planos tangentes. Teniendo en cuenta dicho teorema, si (xo, yo)
es un punto de la curva de nivel C, V f(xg, yo) es un vector normal a la curva
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C' en el punto (xg, yo). Por tanto, la recta que pasa por (zg,yo) vy tiene como
a vector director el vector perpendicular a V f(zg, o) es la recta tangente.
Por tanto, un punto (z,y) estd en la recta tangente si verifica la igualdad

( — 20,y — Y0)-Vf(w0,90) = 0.

Ejemplo 6.10 Encuentra un vector normal y un vector tangente a la curva
del plano de ecuacién 22 + 3y3 = xy + 4 en el punto (2,1). Encuentra,
ademas, las ecuaciones de la recta tangente y de la recta normal a la curva
en el punto (2,1).

Solucion: La idea consiste en expresar la ecuacién de la curva como una
curva de nivel y asi poder aplicar el Teorema 6.5. Para ello basta observar
que podemos escribir la ecuacion como

2243y —ay =4

y, entonces, llamando f(z,y) = x2+y>—xy, la curva es precisamente la curva
de nivel C':= f(x,y) = 4. Notemos, ademés, que el punto (2, 1) pertenece a
C. El gradiente de f es

Vi(z,y) = 2z —y)i+ (6y° — 2)j

y, por tanto, el gradiente Vf((2,1), es un vector normal a la curva en el
punto (2, 1). Dicho gradiente vale

VF(2,1) = 3i + 4]

Conocemos por tanto un punto de la recta normal buscada (debe pasar por
el punto (2,1)) y un vector director V f(2,1). La ecuacién de la recta normal

es:
r—2 y-—1

3 4

deci 4 5
es decir, y = —x — —.
Y=3 3
Encontremos ahora la ecuacién de la recta tangente. Como el vector director
v de la recta tangente es perpendicular al vector normal, debe verificarse

v-Vf(2,1) = 0. Por tanto, podemos encontrar v cambiando las coordenadas
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de Vf(2,1) de lugar y de signo, v = (4, —3). Por tanto, la ecuacién de la
recta tangente es

. 3 5
es decir, y = % + 5
[

Apliquemos ahora el Teorema 6.5 al caso de superficies. En este caso, la pro-
piedad nos dice que el plano tangente a una superficie dada por la ecuacién
f(z,y,z) = cen el punto xg = (x0, Yo, 20) es el plano que pasa por (xg, Yo, 20)
con vector normal V f(xg). Por tanto, un punto x esta en el plano tangente
en el punto xq si, y sélo si,

Vf(xo)-(x=x0) =0
que es la ecuacién del plano tangente (ver Fig. 6.3). En forma implicita:

0 0 0
87:}; (x0, Y0, 20) (€ — 2130)+8g]]C (%0, Y0, 20) (y — Z/o)+€TJZC (20, Y0, 20) (2 — 20) =0

Vi(xy, ¥, 25)

Figura 6.3: Plano tangente

Si ahora queremos calcular la recta normal a la superficie en el punto xg
sélo hemos de tener en cuenta que un vector director es el vector V f(xo)
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que es perpendicular a la superficie en el punto xg. La ecuacién continua de
la recta normal es

T—xT0 _ Y—Yo _ Z—20
of . 9of v Of
8x<x0) (9y(X0) 0z Xo)

Ejemplo 6.11 Encuentra la ecuacién del plano tangente y de la recta nor-
mal a la superficie de ecuacién zy + yz + zz = 11 en el punto (1,2,3) .

Solucién: Como antes, la estrategia es expresar la ecuacién de la superficie
como una superficie de nivel. En este caso, basta observar que la ecuacién
dada puede escribirse como f(z,y, z) = 11 para el campo escalar f(z,y,z) =
xy + yz + zx. Tenemos que Vf(1,2,3) = (5,4,3), debe ser perpendicular
a la superficie de nivel y, por tanto, perpendicular al plano tangente a esa
superficie, de donde la ecuacién del plano tangente es

5(r—1)+4(y—2)+3(z—3)=0,
que simplificada es 5x + 4y + 3z — 22 = 0. La ecuacién de la recta normal es:

x—1 y—2 =z-3
5 4 3

]
Ejercicio 6.12 Encuentra la ecuacién de la recta tangente y de la recta
normal a la curva 2 + 2y +y? = 3 en P(—1,—-1).
(Sol.: recta tangente: x +y + 2 = 0, recta normal: z —y =0 )
Ejercicio 6.13 Encuentra la ecuacién de la recta tangente y de la recta
normal a 223 — 2%y? =3z —y — T en P(1,-2).

(Sol.: recta tangente: x —y — 3 = 0, recta normal: x +y+1=10)
Ejercicio 6.14 Encuentra la ecuacién del plano tangente y de la recta nor-
mal a la superficie z = (2% + y2)2 en P(1,1,4).

-1 -1 —4

(Sol.: plano: 8x 4+ 8y — z — 12 = 0, recta: e g = Y g = z 1 )
Ejercicio 6.15 Encuentra la ecuacién del plano tangente y de la recta nor-
mal a zy? + 222 = 12 en P(1,2,2).

z—2
2 )

(Sol.: plano: z +y+2z =T, recta: x — 1 =y — 2 =
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6.1.3. Matriz Jacobiana

Una funcién vectorial f = (f1, fa, ..., fm) de n variables se dird diferenciable
en un punto xg de su dominio cuando cada componente f; lo sea. Por lo

visto antes, deben existir todas las derivadas parciales a—](xo). Entonces,
T
se llama matriz jacobiana a la matriz (m x n)
9h oh ... Oh
Oz Oz Oxp,
Ofr 02 . . Of2
Jf(XO) _ ox1 Oxo OTn
Ofm  Ofm  Ofm
oz Oxo O0xn

donde todas las derivadas parciales estdn evaluadas en el punto xg. Observa
que en cada fila j se encuentra el gradiente de la componente f;.

Ejemplo 6.12 Calcula la matriz jacobiana del campo f(z, y) = (zy, z+3?).

Solucion: Sélo debemos calcular las derivadas parciales de cada componen-

te. Asi pues,
_(y <z

6.2. Derivadas direccionales

Las derivadas parciales son derivadas en la direccion de los ejes de coor-
denadas. La definicién de derivada parcial se puede generalizar a cualquier
direccién definida por un vector u diferente de cero. Recordemos que un
vector unitario es un vector de norma uno.

Definicién 6.6 Para cada vector unitario u, el limite
. f(x+hu) — f(x0)
fulxo) = Jiny h

si tiene sentido y existe, se denomina derivada direccional de f en xg en la
direccién u.
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Como ya sabemos, las derivadas parciales de f representan las tasas de
variacion de f en las direcciones de los ejes de coordenadas i, j y k. La
derivada direccional f], proporciona la tasa de variacién de f en la direccién
de u.

En la Fig. 6.4 se muestra la interpretacion geométrica de la derivada direc-
cional de una funcién de dos variables. Fijemos un punto (x,y) en el plano
xy, y sea C' la curva interseccién de la superficie z = f(x,y) y el plano s que
contiene el vector u y es perpendicular al plano zy. Entonces f] (z,y) es la
pendiente de la recta tangente T" a la curva C' en el punto (z,vy, f(z,y)).

ERRIERN) Y
/

Figura 6.4: Interpretacién geométrica de la derivada direccional

Nota: La definicién de derivada direccional en la direcciéon u requiere que
el vector u sea unitario. No obstante, podemos extender la definicién a vec-
tores arbitrarios no nulos: la derivada direccional de f en x en la direccién

w
[Iwl|

de un vector no nulo w es f} (x) donde u = es el vector unitario que

tiene la misma direccién que w.
Teorema 6.7 Si f es diferenciable en x, entonces f tiene derivada direccio-

nal en x en cualquier direccién u , donde u es un vector unitario y, ademas,
se verifica la igualdad

Falx) = VF(x) .
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Ejercicio 6.16 Para los campos escalares de los Ejercicios 6.5, 6.6 y 6.7,
calcula la derivada direccional en las direcciones (0, 1,2), (2,3) y (3,1), res-
pectivamente.

(Sol.: - %, 0)

V53
Teniendo en cuenta las propiedades del producto escalar, la igualdad
FL(x) = Vf(x) .
puede escribirse como
fu(x) = Vf(x) -u= V()| [[u]| cost

donde € es el dngulo entre V f(x) y u. Como —1 < cosf < 1, tenemos que la
derivada direccional f,(x) serd mdxima cuando cos 6 = 1; es decir, cuando
0 = 0 o, equivalentemente, cuando u apunta en la direccién y sentido de
V f(x). Ademas, el valor maximo serd ||V f(x)]|.

Por otra parte, la derivada direccional f},(x) serd minima cuando cos = —1;
es decir, cuando # = 7 o, equivalentemente, cuando u apunta en la direcciéon
y sentido de —V f(x). Ademas, el valor minimo serd —||V f(x)]|.

Ya que la derivada direccional es la tasa de variacién de la funcién en la
direccién u considerada, se acaba de demostrar el siguiente resultado:

Teorema 6.8 Si f es una funcién diferenciable en el punto xg, entonces f
tiene maximo crecimiento a partir del punto xg en el sentido de su gradiente
(v la tasa de variacién es entonces ||V f(xp)||) y tiene méaximo decrecimiento
a partir del punto xg en el sentido contrario (y la tasa de variacién es entonces

=V f(xo)lD-

Ejemplo 6.13 La temperatura en cada uno de los puntos de una placa
metdlica viene dada por la funcién

T(z,y) =e®cosy + €Y cosz.

(a) (En qué direccién crece la temperatura més rapidamente a partir del
punto (0,0)7 ;Cudl es la tasa de incremento?, (b) {En qué direccién decrece
més rapidamente la temperatura a partir de (0,0)?
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Solucién: Basta aplicar el Teorema 6.8. Comencemos por calcular el gra-
diente de T"

VT (z,y) = (e*cosy —eYsinz)i+ (e cosx — e®siny)j.

(a) A partir de (0,0) la temperatura crece mas rapidamente en la direccién
del gradiente
VT(0,0)=1i+j

La tasa de variacion es
IVT(0,0)]] = [[i +jI| = V2

(b) La temperatura decrece més rédpidamente a partir de (0, 0) en la direccién
de
—VT(0,0) = —i—j.

O

4
Ejercicio 6.17 Dada la funcién de densidad A(z,y) = 48 — gxz — 3y?,

encontrar la tasa de variacién del cambio de densidad (a) en (1,—1) en la
direccién en la que la densidad decrece més rapidamente; (b) en (1,2) en la
direccién de iy (c) en (2,2) alejéndose del origen.

8 26

(Sol.: (a) = VOT: (b) —5: () —

3’ v2)

6.3. Derivadas parciales de orden superior

Recordemos que las derivadas parciales de un campo escalar si existen en
una bola de centro xy definen un nuevo campo escalar y que, por tanto,
podemos calcular también sus derivadas parciales si se dan las circunstan-
cias convenientes para su existencia. Estas derivadas parciales se denominan
derivadas parciales de sequndo orden y se denotan de la siguiente manera:

1 j— 82f = 8 af
iy (%) = D500 (x) == o2, (8902) (x)
an 82]‘

En el caso particular de ser i = j se escribe —5 en lugar de .
o ;0

Fijémonos en el siguiente ejemplo:
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Ejemplo 6.14 Calcula las derivadas parciales de segundo orden del campo
escalar f(z,y) = 2%y — 2%y%.

Solucion: Calculamos primero las derivadas parciales

0
afi(w, y) = 32’y —2xy’
0
aff(w, y) = a2’
Y
2
Ahora, para calcular 92 (x,9), sélo hemos de volver a derivar respecto a la
i
variable x: 52 5
e (z,y) = %(3x2y — 2xy?) = 6xy — 29°

82
El procedimiento para calcular W(w,y) es similar. Volvamos a derivar
Y

respecto a la variable y:

o2 0
ay{wy) — (@ - 2a%) = ~2a°

El célculo de las otras derivadas parciales de segundo orden se realiza de una
2

forma similar. Para calcular

3 E)f (x,y) derivamos respecto x la derivada
oy

parcial de f respecto a y.

0%f 0
eoy Y = 5, (@0 = 20%y) =2’ —day
2
y, por ultimo, para calcular 505 (x,y) derivamos respecto a y la derivada
Yy Ox
parcial respecto a x de la funcién f:
0%f 0
9y 0 (z,y) = @(39623/ —2zy%) = 32% — 4wy
J
62
En el ejemplo anterior hemos visto que las derivadas cruzadas (z,y)
52 yox
y 3 g (x,y) coinciden. Este hecho no es casual. Si las derivadas parciales
oy
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de segundo orden existen en una bola que contiene al punto (x,y) y son
continuas en el punto (z,y), entonces las derivadas parciales cruzadas coin-
ciden en el punto (z,y). La igualdad anterior es consecuencia, por tanto, del
hecho de que el campo escalar f(z,y) = z3y — 2%y? satisface esta condicién.
Los campos escalares con los que trabajaremos a partir de ahora verificaran
siempre la condicién anterior, por lo que sélo tendremos que calcular una de
las dos derivadas cruzadas.

Las derivadas parciales segundas (como la derivada segunda en el caso de
funciones reales de variable real) se utilizaran para estudiar si un campo
escalar tiene extremos locales. Si f es un campo escalar con derivadas par-
ciales de segundo orden continuas en una bola abierta que contiene al punto
X, denotamos por H(xqg) la matriz Hessiana de f en el punto xo definida
como

" " . "

T1T1 T1T ’ T1Tn

" " . "

T2X1 T222 T2Tn
H(XO) =

" " . "

TnT1l TnT2 TnTn

donde todas las derivadas estadn evaluadas en xg. Notemos que la matriz
Hessiana H(x() es una matriz simétrica ya que las derivadas cruzadas coin-
ciden en el punto xg y, por tanto, define una forma cuadratica.

Un razonamiento andlogo permite definir las derivadas de tercer orden como
las derivadas parciales de las derivadas de segundo orden. Se denotaran por

" 83f a an
fmixjxk (X) = W(X) = 87:% <8$J85L’Z> (X)

Ejemplo 6.15 Considérese f(z,y,2) = 22yz.

Solucion: Entonces,

of _ 5 Ff Fr
9. Y = o9z Y = Oyoxdz 2z
Ademas,
3f _o
02022 Y



3f B
0200z

y asi sucesivamente.
]

Evidentemente, el proceso puede reiterarse, de forma que es posible definir
derivadas parciales de orden p mientras se puedan derivar las parciales de
orden p — 1.

En general, si un campo escalar admite derivadas parciales hasta un orden
p y todas son continuas, se dice que f es de clase CP. Ademds, cuando un
campo escalar es de clase CP para cualquier orden p, se dice que es de clase
C.

6.4. Regla de la cadena

La llamada regla de la cadena se utiliza para derivar la composicién de
funciones, al igual que sucede con las funciones de una variable.

Teorema 6.9 Sean D C R" y D’ C R™ abiertos, f : D — R™ una funcién
diferenciable en x¢, con f(D) C D'y g : D' — RP? diferenciable en f(xp).
Entonces la composicién g o f es diferenciable en xg y ademas,

Jgof(xo) = Jg(f(Xo)) - Jg(x0)

A partir de él se deduce la regla de la cadena, que admite diversas versiones
seguin sean las funciones involucradas. Por ejemplo, si se tiene una funcién
u = f(x,y,z) y cada variable x,y, z es, a su vez, funcién de una variable
t resulta que la funcién u es, en realidad, una funcién de ¢ y tiene sentido
calcular

‘L“(t)_ﬂdi Ofdy  0fdz
at " " Oz dt ' Oydt 0z dt

donde las derivadas de f estdn evaluadas en (x(to),y(t0), 2(to)) y las deri-
vadas de z,y, z en tg.

Otro ejemplo ocurre cuando las variables x, y, z sean, a su vez, funciones de
varias variables: si u = f(x,y, z) y cada variable z,y, 2z es, a su vez, funcién
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de las variables s, t resulta que
ou_ofos , 0foy  ofo:
ot  ox ot Oyot 0z 0t

donde cada derivada se evalia en su correspondiente punto y, andlogamente
para la otra derivada parcial.

ou_ofow  ofoy , 010z
ds Oxds Oyds 0z0s

22— 12

Ej lo 6.16 S = —_-—
jemplo eaz=f (:1;2 T

) con f una funcién diferenciable. Cal-

cula el valor de la expresién

0z n 0z
et hded
ox yé)y
22 —
Solucién: Llamamos v = R Entonces, z = f(v) con v una funcién
24y
que depende de x e y. Aplicamos la regla de la cadena y obtenemos
9z _ df ov
0r  dvox
0: _df ov
Oy  dvdy
Ahora,
df () v 4zy? v —4a%y
— = v - = < - = = I
dv ooz (224922 Oy (2?2 +y?)?
por lo que
0z 0z , 4xy? , —4z%y

(- Y
(2 4+y?)? (22 +y?)?

O

Ejemplo 6.17 Sea z = f(y/x), donde f es una funcién derivable. Calcula
el valor de la expresién
5 0%z 0%z 50?2

249 e
T or2 + xy@a:@y +y Oy?
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Solucién: Llamamos s = y/x y, entonces, z = f(s). Ahora aplicando la
regla de la cadena.

0z df%_ ﬁ—y

dr  dsoxr  ds a2
0z df%_ df 1

dy  dsdy  ds x

Para hacer las derivadas segundas se debe tener en cuenta que Z—J; sigue

dependiendo de la variable s y, entonces,

8(df> _ &f s

oz \ ds ds? Oz

O (df\ _ &) s

oy \ds)  ds® Oy
Asi,

Pz _ 0 (df\—y df2y &f 0s —y df %
0x2 Oz \ds) 22  dsxz3 ds® Oxr z2 ds x3
L e O

ds? 22 22 ds 23 2t ds? 23 ds
Oz _ 0 (df\1 _df9s 1 1 df
Oy2 Oy \ds)x ds? Oy x 22 ds?
D o (N1 df -1 #fos 1 df -1
0xdy Ox \ds)x ds z2 ds? Ox x ds x2
_Ef oyl A1y &1 df
Cds? 22 x ds 22 23 ds? a2 ds
Finalmente,
02z 0? 0%z y? d2f 2y df
2 2 2
Y749 g= g LS Y
o 8:1:2+ y6x6y+y Oy [x‘l ds? = a3 ds}
y &f 1 df
+2xy{ a3 ds?  x? ds
1 d*f
2 = 2/
* [xQ dsQ}



O

Ejercicio 6.18 Determina ﬂ, mediante la regla de la cadena, en los si-
di
guientes casos: (a) f(z,y) = 2%y x =%, y = 1% (b) f(z,y) = 2%y — y°x;

xr = cost, y =sint.
(Sol.: (a) 12t (b)—2sintcost(sint + cost) + sin®t + cos? ¢ )

Ejercicio 6.19 Sea f(z,y) = %xzy + g(u,v), siendo g : R?> — R, con u =
e? cosy,v = Iny. Calcula (a) %(m, y); (b) g—i(a;, y) (H: Exprésalas en funcién
0, 0
de Fi(u, v); 52 (u,v)).
(Sol.: (a) 2y + €7 cosy 22 (u, v); (b) & — ¥ siny %2 1%
.+ (a) ay + e cos y 22 (u, v); (b) % — e siny 2L (u,v) + 192(u,v) )

6.5. Problemas adicionales

Ejercicio 6.20 Encuentra la ecuacién de la recta tangente y de la recta
normal a la curva 3 + ¢ = 9 en P(1,2).

(Sol.: recta tangente: x + 4y — 9 = 0, recta normal: 4o —y —2 =0 )

Ejercicio 6.21 Encuentra la ecuacién del plano tangente y de la recta nor-
mal a la superficie 23 + 3% = 32yz en P(1,2, %)

-1 -9 _3
(Sol.: plano: 4:5—5y—|—4z:0,recta:x4 _Y _z 2 )

Ejercicio 6.22 Halla la ecuacién del plano tangente a la grafica de z(z,y)
definida por x2z + 3222 + 23 = 1 en el punto (0,0, 1).

(Sol.: z=1)

Ejercicio 6.23 Calcula el gradiente de la funcién f(z,y,z) = zIn (:c) en
)

(1,1,2). Calcula la derivada direccional de la funcién f anterior en el punto
(1,1,2) y en la direccién del vector v = (1,—1,1).

(Sol.: Vf(1,1,2) = (2,-2,0); fi(1,1,2) = \;13 )
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En los ejercicios 6.24-6.25, encuentra un vector que indique la direccién en la
cual la funcién dada aumenta mas rapidamente en el punto indicado. Halla
la razén de cambio maxima.

Ejercicio 6.24 f(z, y) = e**siny; (0, 7/4)
(Sol.: v2i + (v2/2)j, /512 )

Ejercicio 6.25 F(z, y, 2) = 2 + 4xz + 2y2%; (1, 2, —1)
(Sol.: —2i + 2j — 4k, 2v/6 )

En los ejercicios 6.26—6.27, obtén un vector que indique la direccién en la cual
la funcién dada disminuye més rapidamente en el punto indicado. Encuentra
la razén de cambio minima.

Ejercicio 6.26 f(z, y) = tan (2% + y?); (\/7/6,/7/6)
(Sol.: —8/m/6i —8+/n/6Gj, —8\/m/3)

Ejercicio 6.27 F(x, y, z) = \/xzeY; (16, 0, 9)
(Sol.: —3i— 12j — 2k, —/83281/24 )

Ejercicio 6.28 Considera una placa rectangular. La temperatura en un
5+ 222 + 2
x? + y?
direccién en que un insecto debe ir, partiendo de (4,2), para que se enfrie

lo mas rapidamente posible. Calcula la tasa de variacién maxima.

punto (z,y) de la placa estd dada por T'(z,y) = . Determina la

21 145
(Sol.: (50’100) Q)

Ejercicio 6.29 Un esquiador experto desea descender por una montana lo
més rapidamente posible. Suponiendo que el perfil de la montafnia viene dado
por la gréfica de la funcién f(z,y) = 23y + 2zy? + xy — 2; calcula la direccién
que debe tomar cuando se encuentra en las coordenadas (1, 1,2).

(Sol.: la que indica el vector (—6,—6) )
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Ejercicio 6.30 Sea z = f(22 + y?) con f una funcién de clase C2. Calcula

0z 0z
el it
oy e
(Sol.: 0)
22 — 12
Ejercicio 6.31 Sea z = f | —— | con f una funcién diferenciable. Cal-
.CCQ + yZ
cula el valor de la expresién
0z n 0z
ided s
ox y@y
(Sol.: 0)
Ejercicio 6.32 Prueba que la funcién f(x,y) = ﬁ satisface la
Pl =y
relacién Lof 1o .
;%(x,y) + &@(x’y) = ?f(:r:,y)

cualquiera que sea la funcién derivable ¢(u).
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