Tema 5

Funciones de varias variables

Supongamos que tenemos una placa rectangular R y determinamos la tem-
peratura T en cada uno de sus puntos. Fijado un sistema de referencia, T’
es una funcién que depende de las coordenadas (z,y) de cada uno de los
puntos de R. La funcién que describe este fenémeno

T:f(a:,y), (x,y)ER

es un ejemplo tipico de una funciéon de dos variables; en este caso, las coor-
denadas del punto donde evaluamos la temperatura. No es dificil encontrar
ejemplos de fendmenos que a la hora de describirlos necesitemos utilizar
funciones de tres, cuatro o mas variables.

La definicién formal de funcién de varias variables es la siguiente:

Definicién 5.1 Sea D un subconjunto de R™. Una funcién f de D en R
se llama un campo escalar o una funcién real de n variables. La funcién f
asigna, pues, a cada vector x = (z1,22,...,2,) € D C R™ un valor real

f().

Las funciones de varias variables son esenciales en muchos problemas im-
portantes de la ciencia, la ingenieria, la economia, etc... De hecho, cualquier
férmula que proporcione una relaciéon entre una magnitud a partir de los va-
lores de otras magnitudes es, en realidad, una funcién. Vamos a ver algunos
ejemplos:
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Ejemplo 5.1

= La magnitud de la fuerza gravitatoria ejercida por un cuerpo de masa
M situado en el origen de coordenadas sobre un cuerpo de masa m
situado en el punto (z,y, z) viene dada por

GmM

Flons) = mrpa

= La ley de los gases ideales dice que la presion P de un gas es una
funcién del volumen V' y la temperatura 7" segin la ecuacién

cT
P=—
\%

donde ¢ es una constante.

= La desviaciéon S en el punto medio de una viga rectangular cuando
esta sujeta por ambos extremos y soporta una carga uniforme viene
dada por

cL?

wh?

donde L es la longitud, w la anchura, h la altura y C una constante.

S(L,w,h) =

Nota: El dominio de un campo escalar f (denotado por Dom(f)) es el
subconjunto de R™ donde esta definida la funcién. En muchas ocasiones,
una funcién viene dada por una expresion algebraica y su dominio no viene
dado explicitamente. Entendemos, en este caso, que el dominio es el conjunto
de todos los puntos para los que la definicién de f tiene sentido.

La imagen o recorrido de un campo escalar (denotado por Im(f)) es el
subconjunto de R dado por todos los valores que toma la funcién f; es decir,

Im(f) :={f(x) : x € Dom(f)}

La grdfica de f es el subconjunto de R™*!, definido como

graf(f) .= {(x, f(x)) : x € Dom(f)}

Evidentemente, sélo podemos representar graficamente las funciones de una
variable (su gréfica estd en R?) y las funciones de dos variables (su gréfica
estd en R3).
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5.1. Representacién de funciones

Una forma de obtener informacién sobre el fenémeno descrito por una fun-
cién de dos variables es estudiar su representacién gréfica. Esta no es una
tarea sencilla pero disponemos de algunos métodos que permiten hacernos
una idea de su comportamiento. Se trata de cortar la grafica de la funcién
con planos paralelos a los planos coordenados. Empezaremos con planos
verticales.

Definicién 5.2 Para una funcién f(z,y), la funcién que se obtiene al man-
tener la variable x fija y variando la variable y se llama seccion transversal
de f con z fija. Andlogamente se define una seccién transversal de f con y
fija.

Ejemplo 5.2 Vamos a calcular la seccién transversal, para x = 2, de la
funcién f(z,y) = 2% + 2.

Solucién: Tal y como se observa en la Figura 5.1, la seccién transversal
es la curva obtenida al cortar la grafica de f(x,y) con el plano vertical de
ecuacion x = 2.

Figura 5.1: Seccién transversal con z fija
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La seccién transversal que hemos de encontrar es, precisamente, f(2,y) =
4+y2. Por tanto es una funcién de y, digamos g, definida como g(y) = 4+32.
Se trata de una parabola simétrica respecto del eje x.

En general, obtenemos las secciones transversales de f como funciones de
y haciendo x = ¢ en f(x,y). Las secciones son, por tanto, g.(y) = ¢® + 32,
ceR.

O

Ejercicio 5.1 Calcular las secciones transversales, primero fijando la varia-
ble x y después la variable y, del campo escalar f(z,y) = 2% — 32

(Sol.: gy(z) = 22 — b2, g(y) = 2 —?) )

Otra manera de obtener informacién sobre una funcién de dos variables es
por medio de las llamadas curvas de nivel, que corresponden a la curva
obtenida al cortar la gréfica de z = f(x,y) por un plano horizontal de
ecuacion z = c¢. Por tanto, las curvas de nivel de f(z,y) son los subconjuntos
del dominio con ecuaciones de la forma:

flz,y) =c,

donde ¢ es un valor en Im(f). La idea de las curvas de nivel es un método
de representar superficies que utilizamos en la elaboracién de mapas. Para
representar terrenos montanosos es practica comuin dibujar curvas que unen
los puntos de la misma altura. Una colecciéon de estas curvas, rotuladas de
forma adecuada, da una buena idea de las variaciones de altitud de una
region.

Ejemplo 5.3 Calculemos las curvas de nivel del campo escalar z =4—x—y
(cuya gréfica es un plano). Haciendo z = ¢

4—zrz—y=c¢, c€eR

obtenemos una familia de rectas paralelas tal y como se observa en la Fig. 5.2.
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o &1 2 s
(a) Superficie (b) Curvas de nivel
Figura 5.2: Curvas de nivel de z =4 —x — y
Ejemplo 5.4 Analizemos ahora las curvas de nivel del campo escalar defi-

nido por z = 2% + y? (Fig. 5.3). Debemos estudiar las curvas de ecuacién

332+y2:c, c>0.

[ e= 1
T T {

(a) Superficie

(b) Curvas de nivel

Figura 5.3: Curvas de nivel de z = 2% + 32
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Hemos considerado que ¢ > 0 porque es imposible que x2 + 32 sea negativo.
Las curvas de nivel son circunferencias centradas en el origen de coordenadas
y de radio \/c si ¢ > 0 y se reduce al origen de coordenadas si ¢ = 0.

Dibujar las graficas de las funciones de dos variables es en general una tarea
dificil. Dibujar la gréfica de una funcién de tres variables es sencillamente
imposible. Para dibujarlas necesitariamos un espacio de cuatro dimensiones;
el propio dominio ha de ser una porcién del espacio tridimensional. Lo que
haremos es intentar representar el comportamiento de una funcién f(z,y, z)
de tres variables mediante las superficies de nivel de f que son una genera-
lizacion del concepto de curva de nivel visto anteriormente. Las superficies
de nivel de f(z,y, z) son los subconjuntos del dominio con ecuaciones de la
forma:
f(l’, Y, Z) =,

donde ¢ es un valor en Im(f).

Ejemplo 5.5 Consideremos el campo escalar f(z,y,2) = /22 +y? + 22.
Sus superficies de nivel

2+ +22=2 ceR

son esferas concéntricas centradas en el origen de coordenadas; como se
muestran en la Fig. 5.4.

Figura 5.4: Superficies de nivel de z2 + y? + 22
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Ejemplo 5.6 Si calculamos las superficies de nivel del campo escalar
f(z,y,2) = Az + By + Cz

obtenemos las superficies de ecuacién Ax + By + Cz = ¢, ¢ € R que son
planos paralelos.

Ejemplo 5.7 Vamos a calcular las superficies de nivel del campo escalar
definido como

L ( ) # (0,0, 2)

f(z,y,2) 22+ 12 SLAT, Y, 2 ,0,2),

0 si (2,9, 2) = (0,0,0).

Para ello, observamos que sélo toma valores no negativos y que no esta defi-
nida en los puntos del eje z diferentes del origen. Teniendo en cuenta que f
sélo se anula cuando z = 0, la superficie de nivel cuando ¢ = 0 es el plano xy.
Para encontrar las otras superficies de nivel, consideramos ¢ > 0 y hacemos
f(z,y,z) = c. Entonces

%:C, y por tanto |z| = ¢ (2? + y?)
Ty

que son paraboloides dobles de revolucién (Fig. 5.5).

2|

2 + y?

Figura 5.5: Superficies de nivel de
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5.2. Funciones vectoriales

Una funcién f: D C R — R™ con m > 1 se llama una funcidn vectorial
de varias variables. Si n = m > 1, la funcién se llama campo vectorial.

Una funcién vectorial f: D C R™ — R™ se puede estudiar de forma natural
por medio de m campos escalares

f: DCcR* — R™
X l—>(f1(X), ,fn(X))

sin mas que considerar las componentes del vector f(x). Estos campos es-
calares se llaman las funciones componentes de f. Por tanto, una funcién
vectorial no es mas que un vector de m funciones escalares:

f:(f1;f2a~“7fm)

Queda claro, ademas, que el dominio de una funciéon vectorial debe estar
contenido en la interseccion de los dominios de cada una de sus componentes.

Ejemplo 5.8 Si consideramos la funcién vectorial de R? en R? definida
como
f(z,y) = (2* +y, sinz, —z + %),

las funciones componentes de f son:

filz,y) = 2°+y
fo(x,y) = sinzx
f3(x7y) = —1'+62

En el caso de campos vectoriales, atiin es posible idear una representacién.
Para campos vectoriales en el plano (o en el espacio) a cada punto (z,y) del
dominio le corresponde el vector (u,v) = f(x,y); basta dibujar dicho vector
con origen en (x,y) para obtener una representacion grafica del campo. En
la figura siguiente, Fig. 5.6, se ha representado, con la ayuda de un programa
informético, el campo vectorial

€z Y
f(x,y) = (_\/x2+y27_\/a:2+y2)
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Figura 5.6: Campo vectorial

5.3. Limites y continuidad

Imaginemos que, en un futuro, los cientificos hallaran una férmula (funcién)
que proporcionara la temperatura ambiente en cada instante ¢ (medido en
segundos) en un punto de la Tierra de coordenadas (6, ¢) (latitud y longitud,
respectivamente). Dicha férmula podria expresarse en la forma

T =1(9,6,1)

Entonces, podriamos predecir la temperatura ambiente en cualquier mo-
mento de cualquier dia del ano. Seria de esperar, entonces, que dos puntos
espaciales préximos entre si, tuvieran temperaturas parecidas en el mismo
instante o que el mismo lugar tuviera temperaturas préximas en instantes
cercanos. Mdas aun, cabe esperar que la temperatura no fuese muy distinta
en lugares préximos en instantes cercanos (imagina el caos térmico si no
fuera asi). Este comportamiento de la funcién T'(6, ¢,t) es lo que llamare-
mos continuidad. Las funciones continuas no requieren grandes esfuerzos de
imaginacion; rigen la mayoria de los procesos fisicos y quimicos (pero no
todos!).

Antes de abordar el concepto de continuidad necesitamos introducir el de
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limite de una funcién que nos ayudard a entender el concepto de proximidad
entre valores.

5.3.1. Limites

La nocién de distancia se presenta en la geometria eucidea al medir las
longitudes de los segmentos que unen dos puntos cualesquiera del espacio.
A continuacién se definen las distancias, también llamadas métricas, mas
usuales con las que trabajaremos.

» La aplicacién d(z,y) := |z — y|; x,y € R define una métrica sobre R,
que, salvo que se diga lo contrario, serd la métrica usual de R.

» Andlogamente la aplicacién d(z1,22) = |21 — 22|, 21,22 € C serd la
métrica usual de C.

= La métrica euclidea sobre R™ serd la definida por

d(X7 Y> =

(zj —y;)?
1

n

J

donde x = (z1,22,...,2n) €y = (Y1,92, -, Yn)-

» El mddulo o norma de un vector x = (z1,22,...,2,) € R" se define
por
n
Il = [ S22 = a2 tad 4. a2
j=1
Por tanto, se verifica que d(x,y) = ||x — y||.

Si los subconjuntos notables de R son los intervalos, sus equivalentes en R™
van a ser las bolas abiertas y bolas cerradas de centro a y radio r > 0,
definidas como

B.(a) ={x e R" : d(x,a) <r}, Bya]={xeR" : d(x,a)<r}

A continuacion, se define el didmetro de un conjunto A C R"™, representado
por 6(A) como
6(A) = sup{d(x,y) : x,y € A}
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lo que permite definir el concepto de comjunto acotado como aquel cuyo
didmetro es finito o, equivalentemente, como aquel que estd contenido en
una bola cerrada.

En el estudio de los limites, y de las funciones en general, es importante
conocer no soélo el valor de la funcién en un punto sino cémo se comporta
dicha funcién en los puntos cercanos a él. Tiene sentido entonces definir
entorno de un punto x € R™ como un subconjunto U de R™ que contiene
una bola abierta centrada en x. También se dice que x es interior a U. Es
decir, un entorno de x contiene al punto x y a todos sus vecinos.

De especial interés son los llamados conjuntos abiertos definidos como los
subconjuntos de R™ que son entornos de todos sus puntos; es decir, con la
propiedad

A es un conjunto abierto de R" sii V x € A Ir > 0 tal que B,(a) C A.

Cabe notar, entonces, que un conjunto A es abierto si, y solamente si, todos
sus puntos son interiores.

También serd de interés conocer los puntos frontera de un conjunto A defini-
dos como aquellos que cumplen que cualquier bola centrada en ellos contiene
puntos del conjunto A y puntos de su complementario R™ \ A. El conjunto
de puntos frontera de A se denotard por 0A.

Los conjuntos abiertos, por tanto, no contienen puntos frontera. Esta es la
ventaja esencial de los conjuntos abiertos; dado cualquier punto del conjunto
abierto podemos acercarnos a él desde cualquier direccién; es decir, todos sus
vecinos préximos estan también en el abierto. Esta propiedad facilita muchas
definiciones de las que veremos a lo largo de este tema y de los siguientes;
puesto que muchos conceptos estan definidos por limites y estos dependen
de que podamos acercarnos cuanto queramos al punto en cuestion. Por este
motivo, en las disquisiciones tedricas se suele exigir que las funciones estén
definidas en un abierto.

A continuacién se dard la definicién de limite para funciones de dos variables,
facilmente generalizable para funciones de mas variables. Esta definicién es,
a su vez, una generalizaciéon de lo que ocurre en funciones de una variable.

Definicién 5.3 Sea f : D C R? — R, con D un conjunto abierto y sea
(a,b) € R2. Se dice que A € R es el limite de f cuando (z,y) tiende a (a, b)
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si
Ve>0346>0 /S1 (:c,y)EDy||(x,y)—(a,b)||<5 = |f(93,y)—/\|<€

y se denota por  lim  f(z,y) = A

(z,y)—(a,b)

En resumen, la expresién anterior puede interpretarse diciendo que el limite
de f es A si cuando (x,y) estd cerca de (a,b) el valor de f(z,y) esta cerca
de A.

Ejemplo 5.9 Calcula el limite de f(z,y) = y? + 3zy cuando (x,y) tiende
a (0,1).

Solucién: Dado que (z,y) tiende a (0, 1), esto significa que = estd cerca de
0 e y estd cerca de 1, por lo que, intuitivamente, parece claro que f(z,y) =
y? + 3zy estard cerca de 12 +3-0-1 = 1. Entonces, afirmamos que el limite
serd 1; es decir,

lim 24 3xy)=124+3-0-1=1
(%y)ﬂ(oal)(y 2

Cabe notar que, en realidad, lo hecho anteriormente equivale a substituir x
por 0 e y por 1y evaluar f(x,y).

O

Nota: El procedimiento visto en el ejemplo anterior (substituir « por 0 e
y por 1 y evaluar f(z,y)) puede funcionar en muchos casos sencillos pero no
equivale siempre al calculo del limite correcto. Igual que sucede en el célculo
de limites de funciones de una variable, la mayor dificultad se presenta cuan-
do al efectuar estas operaciones el resultado es una de las indeterminaciones
tipicas del calculo de limites. Para resolverlas se utilizan técnicas especiales
que no abordaremos en este curso.

A pesar de esto, conviene conocer algunos resultados que pueden ayudarnos
a calcular ciertos limites.

Teorema 5.4 (Criterio del Sandwich) Sean f,g,h: D C R" — R ve-
rificando que
g(x) < f(x) < h(x) VxeD
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y sea a € R". Si lim g(x) = lim h(x) = A , entonces
X—a X—a

lim f(x) = A

X—a
Teorema 5.5 Sean f,g : D C R” — R y sea a € R", verificando que
lim f(x) =0y g(x) es una funcién acotada en D. Entonces,
X—a

lim (f(x)g(x)) =0

X—a

El siguiente resultado relaciona el limite de funciones y el limite de sucesio-

nes; aunque las sucesiones que aparecen aqui estdn formadas por vectores
de R".

Teorema 5.6 Sea f(x) una funcién definida en un entorno de xg. Entonces,

el lim f(x) existe y vale L si, y s6lo si, para toda sucesién {xj} que converge
X—X0

a Xg, siendo xj # Xq, para todo k; se cumple que

lim f(xx) =1L

k—+o0

EL siguiente ejemplo nos muestra el interés de este teorema: sirve para
demostrar que ciertos limites no existen.

1
Ejemplo 5.10 Calcula el h’n%) sin <>
Tr— €T

Soluciéon: Vamos a ver que este limite no existe. Por el Teorema 5.6, basta
encontrar dos sucesiones {a,} v {b,} que converjan a 0 y que cumplan

1 1
lim sin <) 2 lim sin <>
n an, n by,

Aprovecharemos para ello las propiedades de periodicidad de la funcién seno.
Sean, para cada n,

1 o1
animr Y ni%JrQnﬂ

Entonces, es claro que ambas convergen a 0 y, al evaluar la funcién

1
sin <) =sin(nm) =0, para todo n

Gnp
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1

= 0; mientras que
Gn,

por lo que lim sin (

sin () = sin(g +2nm) = sing =1, paratodon

1
por lo que lim sin <b) =1, tal y como se queria demostrar.
n

1
En la Fig. 5.7 se ha representado la grafica de la funcién sin ()
x

1
Figura 5.7: Grafica de sin(—)
x

Como puede observarse la funcion oscila entre —1 y 1 al acercarse a « = 0;
por lo que toma todos los valores posibles del intervalo [—1,1].

O

1
Ejercicio 5.2 Demuestra que no existe  lim  sin (22> (H: Con-
(z,y)—(0,0) Tty

sidera sucesiones en R? de la forma (ay,,0) y (b, 0))

5
Ejemplo 5.11 Calcula el valor de  lim  zysin (22>
(z,y)—(0,0) ety

Solucion: Si intentamos resolver este limite siguiendo el procedimiento del
Ejemplo 5.9, encontramos una dificultad que antes no aparecia. Las variables
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x e y estan ambas cerca de 0, por lo que el factor zy estard cercano a 0.
Sin embargo, el valor de la expresién ﬁ tiende a infinito, al estar el
denominador cercano a 0 y el seno de esta expresién no se acerca a ningin
valor concreto, por lo que la técnica de substituir z e y por 0 no es aplicable
en este caso.

No obstante, si es cierto que, independientemente, del valor de x e y la
funcién sin (ﬁ) se encuentra acotada (en valor absoluto) por 1; por lo

que podemos aplicar el Teorema 5.5 y deducir que

, . 5
lim zy sin| 5——5 | =0
(z,y)—(0,0) - Tty
() N — e’
acotada

1

Para el caso de funciones vectoriales, las funciones componentes permiten
reducir el estudio de limites al estudio de campos escalares.

Definicién 5.7 Sif: D C R® — R™ es una funcién vectorial con compo-
nentes f = (f1, fo, ..., fm), diremos que

lm f(x = (11,12, . ., 1m)

X—a
si

lim f;(x) =1; para i=1,2,...,m.
X—a

5.3.2. Funciones continuas
El concepto de continuidad se define, de nuevo, como una generalizacién del
caso de funciones de una variable.

Definicién 5.8 Sean f : D C R" — R y xg € D. Diremos que f es
continua en xq si

Ve>030>0/sixe Dyd(x,x0) <d = |f(x)— f(x0)| <€

Si f es continua en cada punto xg € D, diremos que f es continua en D y
lo escribiremos f € C(D)
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Una funcién vectorial f: D C R™ — R™ es continua en un punto xg € R"”
si todas sus funciones componentes son continuas en Xg.

Ejemplo 5.12 Consideremos la proyeccién 7; : R® — R con 1 < j < n,
definida por
7T]‘(£L‘1,l‘2, ce ,xn) =Ty

Sean x = (x1,2,...,Ty), X0 = (a1,a2,...,a,) y € > 0. Tomando § = ¢, se
cumple que si d(x,Xg) < d, entonces al ser

|a:jfaj\:\/|xjfaj|2<\/]x17a1|2+...+|arjfaj\2+...+\:vnfan2

y como

d(x,xg) = \/|a;1 —a P4z —aiP ey —an? <0
concluimos de las dos condiciones anteriores que |z; — a;| < 0; es decir,
|7Tj(£L’1,£L‘2, - ,[L‘n) — wj(al,ag, e ,an)| = |£Uj — aj| <d=c¢€
y como este razonamiento es valido para cualquier xg € R", concluimos que

las proyecciones m; son continuas en R™ para j = 1,2,...,n.
J ) )

Incluso en casos sencillos como el del ejemplo anterior el estudio de la con-
tinuidad de una funcién a partir de la definicién puede ser bastante dificil.
Afortunadamente, al igual que sucede en el caso de funciones de una variable,
la definicién de continuidad es totalmente andloga a la de limite tomando
A = f(xp), por lo que el estudio de la continuidad se reduce al estudio de
limites.

Teorema 5.9 f es continua en un punto xg si se satisfacen las siguientes
condiciones:

a) f esta definida en xgq.
b) Existe lim f(x)=1.
X—X(

c) f(xo) =1

Como consecuencia, es ficil deducir las propiedades de las funciones conti-
nuas, totalmente analogas a las de los limites.
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Teorema 5.10 (Algebra de funciones continuas) Si las funciones f y
g son continuas en xg € D, también lo son

= la suma f + g y el producto por un escalar af, Vo € R;

= el producto f - g y el cociente i, siempre y cuando g(xq) # 0;
g

Ademas, la composicién de funciones continuas es continua:

f: D CR" — R™ continua en xg € D

. f t-
g: B CR"™ — RP continua en f(xg) € B } = goles continua en Xp

Las funciones elementales mateméticas son continuas en su dominio de de-
finicién. Esto, junto con el hecho de que la composiciéon de funciones con-
tinuas es continua, permite razonar la continuidad de numerosas funciones.
Por ejemplo,

Ejemplo 5.13 f(z,y,2) = 2?yz — 2% + y32%2 — 8 es continua en R? por ser
productos y sumas de funciones continuas. De hecho podemos escribir f en
funcién de las proyecciones ;.

f=(m)? my w3 — (m)” + (m2)* - (m3)” — 8

Podemos generalizar este resultado diciendo que toda funcién polinémica de
n-variables es continua en R™ por ser producto y sumas de proyecciones.

Ejemplo 5.14 Razona la continuidad de la funcién f(z,y) = sin(xy) en su
dominio.

Solucién: La estrategia consiste en razonar la continuidad de las diversas
funciones que integran la funcién f. Se sabe que la funcién g(z,y) = zy es
continua en R? por ser una funcién polinémica. La funcién f es la composi-
cién de esta funcion g y la funcién elemental seno (que son ambas continuas),
por lo que la funcién f es continua.

O

Ejemplo 5.15 Razona la continuidad de la funcién f(z,y) = x;j?ny en su
dominio.
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Solucién: Se sabe que la funciones zy y x? + y? son continuas en R? por
ser funciones polinémicas. La funcién f es el cociente de ambas, por lo que
la funcién f es continua en todos los puntos en los que el denominador no
se anula (que es, precisamente, su dominio).

O

Ejercicio 5.3 Razona la continuidad de las funciones siguientes en su do-
minio:

L fz,y) = 2%y — 3ay® + 2

2. glx,y) = Vy? + a2y — 2y — 223

3. h(z,y) =/ log <1+ vaZ+y?+ ‘%D

Ejercicio 5.4 Halla el dominio y razona la continuidad en él de las funcio-
nes:

(a) f(x,y) = (2%y — 1, sinzy, 0)

(b) f(z,) = (log(1 +2% +42), V1 - (2 +17)

(Sol.: (a) D =R?; (b) D = {(x,y) € R? : 2? +y? < 1} (disco unidad) )

5.4. Problemas adicionales
Ejercicio 5.5 Sabiendo que 1 — i:,ff < %‘;zw < 1;
sobre el valor de lfm, .. (0,0) arctan(@y) 9 (1 Aplica el Teorema 5.4)

zy
(Sol.: 1)

;qué puedes decir

1
Ejercicio 5.6 ;Qué puedes decir sobre el valor de ( l)1’m(0 0 ysin () ? (H:
aj?y - b m

Aplica el Teorema 5.5)
(Sol.: 0 )
Ejercicio 5.7 Si f(x) es una funcién continua en x¢ y g(x) es una funcién

discontinua en xg, {qué sucede con la suma f(x) + g(x)? (H: Aplica el
Teorema 5.10)
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Ejercicio 5.8 Si lim f(z,y) = L, jes cierto que existe el valor
(z,y)—(z0,90)
f(zo,y0)? Razona la respuesta.

Ejercicio 5.9 Halla el dominio de f(z,y) =
dad.

y razona su continui-

(Sol.: D = {(z,y) €R? : z#y})

2
Ejercicio 5.10 Halla el dominio de f(z,y) = xysin () y razona su
Ty

continuidad.
(Sol.: D = {(z,y) € R? : xy #0})

Ejercicio 5.11 Halla el dominio de f(x,y,2) = In(z? + y? + |2|) y razona
su continuidad.

(Sol.: D =R3\ {(0,0,0)} )

Ejercicio 5.12 Razona la continuidad de las siguientes funciones:

(a) f(z,y) =log(l+2*+y?)

(b) f(z,y) = log (|#* — zy + sin(zy) — log(z + y)|)
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