Tema 4

Series de Potencias

Una expresion de la forma
+oo
ag+ai(z—c)+ag(x—c)’ + ... +an(z—c)" +... :Zan(a:—c)”
n=0

recibe el nombre de serie de potencias centrada en c.

Una serie de potencias puede ser interpretada como una funcién de x

400
f@) =Y an(z—c)"
n=0

cuyo dominio es el conjunto de los x € R para los que la serie es convergente
y el valor de f(x) es, precisamente, la suma de la serie en ese punto x.

Las series de potencias, vistas como funciones, tienen un comportamiento
bueno, en el sentido de que son funciones continuas y derivables de cualquier
orden. Méds atn, su funcién derivada es, otra vez, una serie de potencias.
Desde un punto de vista mas practico, las series de potencias aproximan
a su funcién suma. Es decir, la suma parcial de orden n, que no es mas
que un polinomio de grado n a lo sumo, representa una aproximacion a la
funcién suma en su dominio de convergencia. En la siguiente figura, Fig. 4.1,
puede verse la funcién f(z) = e” junto con algunas aproximaciones mediante
sumas parciales de su serie de potencias.
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Figura 4.1: Aproximacién a €* por su serie de potencias

4.1. Radio de convergencia

Nuestro objetivo ahora serd determinar el dominio de una serie de potencias.
Por una parte esta claro que el centro ¢ siempre estd en el dominio ya que

400
1) = anle— )" = ag
n=0

Puede ocurrir que la serie sélo sea convergente en x = ¢, pero, en general,
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el campo de convergencia serd un intervalo; como nos indica el resultado
siguiente.

+o00
Teorema 4.1 Sea Z an(x —c)". Entonces es cierta una, y sélo una, de las

n=0
tres afirmaciones siguientes:

1. La serie sélo converge en x = c.

2. Existen R > 0 de manera que la serie converge (absolutamente) si
|z — | < Ry diverge si |[x —¢[ > R.

3. La serie converge para todo x € R.

Al nimero R se le llama Radio de convergencia de la serie. Para unificar
todos los casos, entendemos en el caso (1) que R = 0, y en el caso (3) que
R = H4o0.

Por tanto el dominio o campo de convergencia de una serie de potencias es
siempre un intervalo, ocasionalmente un punto, que llamaremos intervalo de
convergencia. Notar que el teorema precedente no afirma nada respecto de
la convergencia en los extremos del intervalo, c — Ry ¢+ R.

Veremos seguidamente una férmula para calcular el radio de convergencia:

+o00o
Teorema 4.2 (Cauchy-Hadamard) Sea Z an(r—c)" y sea A = lim {/|a,|.
n
n=0

Entonces,

s A=0 = R=+4
s A=400 = LR=0

1

Nota: El simbolo lim a,, representa el limite superior de la sucesién {a,}
el cual viene definido como el mayor de los limites de las subsucesiones con-
vergentes de {a,}. Obviamente, si la sucesién {a,} es convergente, entonces
lm a, = h’rrln a, por lo que concluimos que
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» Si existe lim {/|a,| =A = R =
n

a
= Si existe h’m| nt1] — A= R=

nay

NI

La utilizacién de un criterio u otro dependerda de la forma que tenga el
término a,,.

Ejemplo 4.1 Considera la serie de potencias

Lz + (202 + @)z +... 4+ (nh)a" + ... = (n))a"
n=0

En esta serie a,, = n! de donde

. !
A =1 [l (A DY

n|ap| n n!

=lim(n+1)=40c0= R=0
n

Asi pues, la serie sélo converge en x = 0.

X 20+l
Ejemplo 4.2 Sea la serie de potencias an Para calcular su radio

n2n+1
de convergencia llamamos a,, = prEay y obtenemos

p2ntl n2ts
A =lim /|a,| = lim { = lim =0= R=4x
n jan| n on2+1 n 271—0—% +

Asi pues, la serie es convergente para cualquier valor de x € R. Luego el

intervalo de convergencia es I = R =| — oo, +00].
+o0o n3
Ejemplo 4.3 Sea la serie de potencias Z 4—nx" Para calcular su radio de
n=1
3
. n
convergencia llamamos a, = YR obtenemos
3 3
A oa/n? o (/n)? 1 B
A—h?llrn |an|—11711rn 4—n—h£n 1 _1:> R=4
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Asi pues, la serie es (absolutamente) convergente si |z| < 4 y divergente
si || > 4. Para averiguar la convergencia en los extremos del intervalo
serd necesario hacer el estudio particular.

+o0o 3 400
r=4 = Z:l %4" = Z; n3 (divergente)
+o00 n3 +o00
r=-4 = z 47(—4)" = Z(—l)”n?’ (divergente)
n=1 n=1
Concluimos, finalmente, que el intervalo de convergencia es I =| — 4, 4].

+oo  n

x
Ejemplo 4.4 Sea la serie de potencias g —. Para calcular su radio de
n
n=1

) 1
convergencia llamamos a,, = — y obtenemos
n

1 1
A =lim § =lim {/— =1 =1 =1
fm Y |an| 1rrln\/; fm Tn = R

Asi pues, la serie es (absolutamente) convergente si |x| < 1 y divergente
si || > 1. Para averiguar la convergencia en los extremos del intervalo
serd necesario realizar el estudio particular.

+00 1 pn 400 1
=1 = — = — (di t
x nz::l - nz::l - (divergente)

3
r=-1 = (convergente)
n

n=1

Concluimos, finalmente, que el intervalo de convergencia es I = [—1,1].

(2z)"
n?

+oo
Ejercicio 4.1 Calcula el radio de convergencia de la serie Z

n=1

(Sol.: R=—)

N | —
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+oo
x
Ejercicio 4.2 Calcula el intervalo de convergencia de la serie E —
n=0

(Sol.: I =R)

nl’

(3)"
(2n)!’

+o00
Ejercicio 4.3 Calcula el intervalo de convergencia de la serie Z
n=0

incluyendo el estudio de la convergencia en los puntos extremos.
(Sol.: I =] — 00, +0[=R)

+oo
(7 1 )n+1 "
Ejercicio 4.4 Calcula el intervalo de convergencia de la serie E B

n

n=1
incluyendo el estudio de la convergencia en los puntos extremos.

(Sol.: T =] —1,1] )

+oo
| -7
Ejercicio 4.5 Calcula el intervalo de convergencia de la serie g %,
n)!

n=1
incluyendo el estudio de la convergencia en los puntos extremos.

(Sol.: I =] — 00, +o0[=R)

Ejercicio 4.6 Calcula el intervalo de convergencia de la serie de potencias
()i s)
— non
extremos.

, incluyendo el estudio de la convergencia en los puntos

(Sol.: I =]0,10] )

Ejercicio 4.7 Calcula el intervalo de convergencia de la serie de potencias

Xt — o
Z( )"z =)

nc

¢ € R, incluyendo el estudio de la convergencia en los
n=1
puntos extremos.

(Sol.: I =]0,2¢] si¢>0,1=1[2¢,0[sic<0)

Cuando las potencias no son consecutivas se utiliza un cambio de variable
para calcular el radio de convergencia.
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+oo 3
n
Ejemplo 4.5 Sea la serie de potencias E 4—nx2”. Como las potencias no

n=1
son consecutivas, no puede aplicarse directamente el criterio del teorema de

Cauchy-Hadamard. Realizaremos, previamente, un cambio de variable.

+oo 3 +oo +oo 3

n 2n __ 77, 2 n n
2w =2 @) Z =t
n=1 n=1
n3
para esta tultima calculamos el radio de convergencia, llamando a, = YRR

obtenemos R = 4 (es justo el Ejemplo 4.3).

Asi,
+o00 n3 N
Z 4—nt es convergente para [t| < 4,
n=1

por lo que, deshaciendo el cambio,

+o00 n3
2\n 2

E 4—n(x )" es convergente para |z°| < 4,

n=1
es decir,
+oo 3
n" on

E e e convergente para |x| < 2,

n=1

y concluimos que el radio de convergencia es R = 2. Faltaria estudiar el
comportamiento de la serie en los extremos del intervalo, pero ésto se deja
como ejercicio al lector.

Ejercicio 4.8 Calcula el intervalo de convergencia de la serie de potencias
—+o00

n
_2 n—l‘
Z n -+ 1< ?)
n=1

@dalzy—ééﬁ

+oo (_1)nx2n
Ejercicio 4.9 Calcula el intervalo de convergencia de la serie Z -
n=0

(Sol.: T =R)
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4.2. Propiedades

Hemos visto que una serie de potencias define una funcién en un intervalo.
Veremos ahora que propiedades cumple esta funcién.

Teorema 4.3 Sea f(z) la funcién definida como una serie de potencias
+o0

f(z) = Z an(x — ¢)" con radio de convergencia R > 0. Entonces,
n=0

1. f es continua en todo punto interior del intervalo de convergencia.

2. f es derivable en todo punto interior del intervalo de convergencia y,
ademas,

teniendo esta ultima serie radio de convergencia R (derivacién término
a término).

3. f es integrable en el intervalo de convergencia y, ademas,

/f d:c—Z/an:c—c) )d:c—z +1(x—c)”+1—|—0

teniendo esta tltima serie radio de convergencia R (integracién término
a término).

Ejemplo 4.6 Consideramos la funcién f(z Z —

Hemos visto en un ejemplo anterior que el intervalo de convergencia era
[—1,1].

Entonces la funcién derivada puede calcularse derivando término a término:

_E xnl

Sabemos, por la propiedad anterior, que el radio de convergencia para esta
nueva serie continia siendo R = 1. Veamos qué ocurre en los extremos del
intervalo:

-1

fl(a) =
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+oo

r=1 = Z 1"t = Z 1 que es divergente,
n=1

r=-1 = Z(—l)"i1 que es divergente.

Asi pues, la serie derivada converge en | — 1, 1].

Veamos ahora qué ocurre con la integracién. De nuevo, podemos integrar
término a término.

/f a:)dx—Z/ nnrl) C

De nuevo sabemos que el radio de convergencia para esta nueva serie con-
tinta siendo R = 1. Veamos qué ocurre en los extremos del intervalo:

oo 1n+1 +oo 1

r=1 = ——— que es convergente;
Z n(n+1) ; n(n+1) d &
n+1
Tr=— = Z que es convergente.

Asi pues, la serie integral converge en [—1, 1].

Nota: Observa en el ejemplo anterior que al derivar hemos perdido un
punto del intervalo de convergencia, mientras que al integrar hemos ganado
uno. En general, sin embargo, el resultado correcto es

= Al derivar una serie no se pueden ganar extremos del intervalo de
convergencia.

= Al integrar una serie no se pueden perder extremos del intervalo de
convergencia.

Ejercicio 4.10 Siendo f(z) la funcién definida por las serie de potencias

*f (=1 (z = 5)"

nbn

, calcula el intervalo de convergencia de f(z), f'(z) y

n=1

85



/ f(x) dz,incluyendo el estudio de los puntos extremos.

(Sol.: I =]0,10] para fy f'; I =[0,10] para [ f)

Ejercicio 4.11 Siendo f(x) la funcién definida por la serie de potencias
+ n
—n+1)(n+2)

z", calcula el intervalo de convergencia de f(z), f'(z) y

f(x) dz,incluyendo el estudio de los puntos extremos.

(Sol.: I =[—1,1] para fy [ f; I =] —1,1] para f")

Ejercicio 4.12 Siendo f(z) la funcién definida por las serie de potencias

+oo (_1)n+1x2n71

Zﬁ’ calcula el intervalo de convergencia de f(z), f'(x) y
n—

n=

/ f(x) dz, incluyendo el estudio de los puntos extremos.

(Sol.: I =[-1,1] para fy [ f; I =]—1,1] para ')

Otras propiedades interesantes son las siguientes.

+oo

Teorema 4.4 Sean f(x Z an(x—c)" y g(z) = Z bp(x —¢)" definidas
n=0

en el mismo intervalo I. Entonces

“+o0o

1. f(z)+g(z) = Z(an +by)(x—0)", Veel

n=0

2. af(z —aZanx—c Zaanzv—c , YVeel

En el caso de series de potencia centradas en ¢ = 0, se cumple ademas
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+o00
Teorema 4.5 Sea f(x Z anx™ definida en el intervalo I. Entonces,
n=0

Zan ax)" Zana:l: Vo [ ax €1

400 400
= Zan(a:N)” = Zaan”, Ve [ 2N el
n=0 n=0

Ejemplo 4.7 Calcular una primitiva de la funcién f(z) = e*”.

+00
., x . C
Solucién: Sabemos que e* = E —- Entonces aplicando la proposicién
n!

. n=0
anterior:
—+o0 “+o0
2 (xz)n x2n
e g e _—
Z n! Z n!

n=0 ’ n=0

Ahora, integrando
2n+1
dr = —+C
/e e Z/ (2n—|—1)n'+

“+oo
x2n+1

e 22
> 7(271 Y es una primitiva de e

En particular, F(z) =

4.3. Desarrollo de funciones en serie de potencias

Hemos visto que una serie de potencias define una funcién en un intervalo I.
Se aborda ahora el problema contrario. Dada una funcién f(x) se trata de
encontrar un serie de potencias

+o00
Z an(z — )"
n=0
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de manera que
+o00
fla) =) ap(x—o)"
n=0
para todo x del intervalo de convergencia.

Evidentemente, tales funciones deben ser continuas e indefinidamente deri-
vables en su intervalo de convergencia y esto permite deducir ademéas como
deben ser los términos de una serie de potencias cuya suma es una determi-
nada funcién f:

+oo
Teorema 4.6 Si f(x) = Z an(x — )", Yz €]c — R, c+ R[ entonces,
n=0

(n)
i
n!
SPAG
A la serie g ——— (2 — ¢)" la llamaremos serie de Taylor de f en c.
n!
n=0

4.3.1. Desarrollos de Taylor

Conviene recordar ahora el conocido teorema de Taylor que permite aproxi-
mar una funcién por un polinomio de grado n.

Teorema 4.7 (Taylor) Sea f una funcién continua y con derivada conti-
nua hasta el orden n en un intervalo I = [c — R, ¢+ R] y derivable de orden
n+1en]c— R,c+ R]. Si z € I, existe un punto £ entre ¢ y = tal que

"(e ) (¢
1@) = F@ + 7@ -+ 10 @ ey e TNy
Tn(z)
e,
+ m(% - C) n + 1)
Rn ()
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Los términos T, (x) forman un polinomio de grado n a lo sumo, llamado
polinomio de Taylor, mientras que el iltimo término R, (z) se llama el resto
de Lagrange.

Este teorema permite aproximar el valor de una funcién mediante un poli-
nomio.

Ejemplo 4.8 Aproxima la funcién f(x) = mediante un polinomio

1
V1+x

de grado 3. Utiliza dicho polinomio para aproximar . Da una cota del

1,2
error cometido.

Solucion:

1. Basta calcular las derivadas hasta el orden 4. Tomaremos como punto
de calculo el valor a = 0.

fl@)= (1 +a)7 12 = f0)=1

fl(z) = —%(1 +2)32 = f(0) = _%

f(z) = Z(l + z)5/2 = f(0) = Z

f"(z) = —183(1 +2) 72 = ) = _%

FO(@) = %5(1+x)—9/2 o @) = %(1+§)—9/z

Finalmente,

f(x) ~ T3(x) = £(0) + f(0)x + "(0) z? + 1(0) z3

2! 3!

por lo que,

z 322 1523

~l——4 —— ——

/(@) 278 TR
2. C 1 £(0,2) basta t 0,2 1 poli i teri
. Como — = asta tomar r = en el polinomio anterior.
\/1’72 ) b p

Por tanto,
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L ;.02 30,2 15(0,2)
12 2 8 48

~0,9125
3. El error viene dado por el término

F1E) 4

T

el =

siendo x = 0,2 y 0 < £ < 0,2. Podemos escribir, pues,

105(0,2)%

el = T 384(1 1 €)92

105 4
— (0,2
4!.16(1+§)9/2( )

Ahora hay que eliminar £ de la férmula anterior acotando la funcién
por su valor maximo (en este caso, se trata de escribir el denominador
mas pequeno posible, teniendo en cuenta que 0 < £ < 0,2 ):

105(0,2)4 105(0,2)4

= <
4= S8a + g2 384

~ 0,0004375

La aproximacién es regular (2 o 3 cifras exactas).
|

Ejercicio 4.13 Aproxima la funcién f(z) = xsinz mediante un polinomio

1
de grado no mayor que 3. Utiliza dicho polinomio para aproximar 3 sin (3)

con dos decimales de exactitud. Justifica la exactitud obtenida.

(Sol.: f(z) ~ z% 1sin(3) ~0,11; Error < 0,00257) )

Hemos visto que si una funcién admite desarrollo en serie de potencias,
esta serie debe ser necesariamente su correspondiente serie de Taylor. No
obstante, la serie de Taylor de f en ¢ no tiene porque tener de suma a la
propia funcién f. Para garantizarlo tenemos el siguiente resultado.

Teorema 4.8 Si f es una funcién indefinidamente derivable en un intervalo
abierto centrado en ¢y si R, (x) representa el resto de Lagrange de la férmula
de Taylor, entonces

oo e,
fl@)y=>" / n,( )<x —¢)" & lim Ry(z) = 0
n=0 :
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Con el siguiente corolario tendremos una forma mas facil de aplicar la pro-
piedad anterior:

Corolario 4.9 Si existe una constante K > 0 de forma que
lf™M (@) <K, Veel, ¥Yn>0

entonces

X ) (e
f(;v)zzf ()(mfc)" Ve el
n=0

n!

Ejemplo 4.9 Sea f(x) = sinz. Encuentra un desarrollo en serie de poten-
cias.

SOIUCién: Como
(n) : U
f (ZE)—SIH(TL*2+$), n—(),1,2,...

entonces,
f(n)(o) = sin (nz) = (—=1)¥ sin=2k+1 (n impar)
2 0 si n = 2k ('n par)
y obtenemos, pues, que la serie de Taylor de f en x = 0 es
+o0o (71)kx2k+1
Tk+ 1)
k=0 (2k + ].)

Calculamos el radio de convergencia de esta serie. Como las potencias no
son consecutivas realizaremos un cambio de variable.

+oo (_l)nx2n+1 +oo (_1)n$2n
nzo @t Dl & @n )

+oo _1nx2n
e

(2n +1)!
+oo
(=1)"e"
=) (2n+1)!

n=0
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(="

m se tiene
n :

Para esta dltima serie, llamando a,, =

. 2n 4 1)! 1
A =l [t g @Gt DV

= = =0=R=
P Jan] e @n+3) n (2n+3)(2n+2) oo

Es decir, la serie converge Vt € R. Entonces, deshaciendo el cambio, la serie

original es convergente V22 € R, o sea, Vz € R.

Falta demostrar que la serie suma exactamente sin z, es decir,

+oo (_1)nm2n+1

~———— =sinz VzeR
(2n+1)!
=0

Ahora bien, como
fI@)] <1, VeeR, n=0,1,...

basta aplicar el Corolario 4.9 para concluir que

+oo (71)n$2n+1

sinx = E

reR

' )
= (2n+1)!
]
De forma similar se prueba que
too 2n
e G
] cos:r—zw, rzeR
n=0
400 2"
m e = Z PRI eR
n=0

+oo
» (142)*= Z <a> z", |x| <1 (serie bindmica).
n

n=0

siendoa € Ry

n factores

<a> . (a) _ala—1) (0=(=1) o

n!
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4.3.2. Otros desarrollos

En general, el método de calcular la serie de Taylor no resulta muy opera-
tivo, dada la dificultad de encontrar la derivada n—ésima, o aunque esto sea
posible, la dificultad de demostrar que lim R,,(z) = 0.

n

Veremos ahora otros procedimientos para encontrar el desarrollo de una fun-
cién en serie de potencias. Basicamente se trata de obtener por derivacion,
integracién o transformaciones elementales una funcién de la cual conozca-
mos su desarrollo.

1
14+

Ejemplo 4.10 Desarrollo en serie de potencias de la funcién f(z) =

Solucion: Recordemos que para una serie geométrica:

+o00 1

E " =— x| <1
1—z

n=0

Por tanto,
1 1 +oo “+o0
= =) (mx)"=) (=1)"", |z[<1
1+x 1—(—x) T;J 7;0

Este problema también se podria haber resuelto teniendo en cuenta que

1
=(1+az)"
1+z ( )
que corresponde a una serie binémica de exponente o = —1 y aplicando el
desarrollo conocido (pag. 92) se llega a la misma conclusién sin més que
tener en cuenta que (_nl) =(-1)™

]
Ejemplo 4.11 Desarrollo de f(x) = logz
Solucién: Recordemos que la serie binémica de exponente o = —1 verifica
+o0 1
S (1)t =, o <1
1+z
n=0



Por tanto,
+oo
flla)===———==> (-D)'@-1" |z—1<1

x 14+ (z—1)

n=0

Recuperamos la funcién f integrando:

+oo +o0 n
f@) = [r@ar=Y [re-ira =Y Sl e-yriie, -1 <
n=0

—n +1
Asi,
—+00 (_1)n
1 = (-1 4O -1 1
ogw n§_0n+1(x TR+ C, | <

Para calcular C' basta evaluar la expresion anterior en un valor de x. Por sen-
cillez, se elige el centro de la serie, x = 1. Antes de substituir, desarrollamos
el sumatorio:

1_+mﬂ_n+l__;1_21_3
ogr = :OnJrl(x D"+ C = (z—1)+ 5 (x—1) —|—3(:c 1)°+...+C
por lo que al evaluar la serie en x = 1, obtenemos
logl=0+C = C=0
y, finalmente,
oo — SN D"
ng_;n—i-l(x 1)
]
En el ejemplo anterior, hemos probado que
oo — S D"
og:v—;n+1(x—l) , le—1l <1

Estudiemos ahora qué pasa con los extremos del intervalo:

400 (71)71 +00 1
r=0= Z 1 (-1t = Z g Quees divergente.
n=0 n=0
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S~ (D b R (-
-7 2= = te.
T T;) n+1 ( ) nzz;) n+1 que es convergente

Pero, jpodemos afirmar que en z = 2 la serie suma exactamente log2?
En general, la respuesta es no. El teorema que veremos a continuacién nos
dard una condicién suficiente para que podamos garantizarlo.

Teorema 4.10 (Abel) Sea f(z Z an(x —c)", |lr—c <R.

Si f es continua en ¢ + R y la serie es convergente en x = ¢ + R entonces se
verifica que

fle+R) = Zanc+R—c ZanR”

Anélogamente para el extremo inferior: si f es continua en ¢ — R y la serie
es convergente en z = ¢ — R entonces se verifica que

E an(c—R—2¢)" E an(—

Ejemplo 4.12 Volviendo al ejemplo anterior, habiamos visto que

OO( 1)n
1 1n+1 1 1
ng—ngoin 1(.1’— ) s |{E— |<

Ahora, la serie es convergente en z = 2y la funcién f(z) = logx es continua
en x = 2, entonces aplicando el teorema de Abel resulta que

log2 = -—
=n +1

Ejercicio 4.14 Desarrolla en serie de potencias centrada en ¢ = 0 la funcién
3

x+2

3 n\"
L2 (=2 ) o
(So 5 < 2> " |z <2)

n=0
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Ejercicio 4.15 Desarrolla en serie de potencias centrada en ¢ = 0 la funcién

-
(14 x)%
+oo
(Sol.: » (—1)"na™' x| <1)
n=1

Ejercicio 4.16 Desarrolla en serie de potencias centrada en ¢ = 0 la funcién
2

(1+x)3

+o0o
(Sol.: » (~1)"n(n—1)z"? |z| < 1)

n=2

Ejercicio 4.17 Desarrolla en serie de potencias centrada en ¢ = 0 la funcién
log(z + 1).

+o00 n

Sol.: (_1) n+1 ~1.1

(0..Zn+1x x€l—1,1])
n=0

Ejercicio 4.18 Desarrolla en serie de potencias centrada en ¢ = 0 la funcién

42 +1°
+oo 1
(Sol.: Z(—l)’%"xzn lx| < 3 )
n=0

Ejercicio 4.19 Desarrolla en serie de potencias centrada en ¢ = 0 la funcién
COoS .

+o0 _1)n
(Sol.: Z ((273! %"

n=0

)
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4.4. Problemas adicionales

Ejercicio 4.20 Calcula el intervalo de convergencia de las series siguientes,
incluyendo el estudio de los puntos extremos:

a) Z(%)n k € R; ®> #;
n=0 n=1
(€)Y (1) tna; (@) _n)(5)"
n=0 n=0
S G A (1) (@ —4)"
(e);(n+l)(n+2)’ (f);) 3n ’
= @-2" = (1 - 1)
(9) Z_: mv (h) 7;) nt 1 ;
(=1)ntig2n-1 = 2.4-6---2n S
Z o ) B eree
2t
(k)§m§
(Sol.: (a) I =] — |k[, [K][, (b) I =] —1,1[, (¢) I =] = 1,1], (d) I = {0},
(e) I=[-1,1], (f) I =1,7[, (¢9) I = [-1,5], (h) I =]0,2], (i) I = [-1,1],
G)I=]-11[y (k) I =R.)
Ejercicio 4.21 Siendo f(x) la funcién definida por la serie f(x) = f (g)”,

n=1
calcula el intervalo de convergencia de f(z), f'(z) y [ f(z)dz, incluyendo
el estudio de los puntos extremos.

(Sol.: I =] —2,2[para fy f/; [ =[-2,2[ para [ [ )

Ejercicio 4.22

Considera la serie de potencias:

N 11-17---(11+6n)

P 7-13-19-25--- (19 + 6n) "
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(a) Calcula el radio de convergencia de la serie.

(b) Estudia la convergencia en z = —1, y en caso de ser convergente,
calcula la suma.

(c) ¢Verifica, en = = 1, las hipdtesis del criterio de Leibnitz para series
alternadas?

(d) ;Es absolutamente convergente en z = 17

11

Sol.: =1; (b t —_—
(Sol.: (a) R=1; ( )Convergeneysuma2.7.13,

(¢) Si; (d) Si. )

n+1)(n+2)---(2n+1) o

+oo
Ejercicio 4.23 Dada la serie de potencias Z (

!
— n!
(a) Determina el radio de convergencia de la serie.
. . . 1
(b) Estudia la convergencia de la serie en z = — y en x = —1.
. . 1
(c) Estudia la convergencia en x = 1

1
(Sol.: (a) R = 7 (b) Divergente en x = — y z = —1; (¢) Divergente. )

A~ =

Ejercicio 4.24 Aproxima la funcién f(z) = zIn(1 + z) mediante un poli-
nomio de grado 3. Utiliza dicho polinomio para aproximar 0,21n(1,2). Obtén
una cota del error cometido.

1
(Sol.: f(x) ~ 2 — 5953; 0,21n(1,2) = 0,036 + 0,00053 )

Ejercicio 4.25 Aproxima la funcién f(z) = 22 In x mediante un polinomio
de grado 2, expresado en potencias de (z — 1). Utiliza dicho polinomio para
aproximar iln (%) con dos decimales de exactitud. Justifica la exactitud
obtenida.

3
(Sol.: f(z) ~aw — 1+ S(z — 1)% In(3) = —0,125+£0,083 )

Ejercicio 4.26 Se considera la funcién f(z) = In(v/1 + x).

(a) Aproxima la funcién por un polinomio de grado 4.
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(b) Utiliza el polinomio anterior para aproximar In(,/0,95) y acota el error
cometido.

2 3 4
(Sol.: (a) g — 5t g (0) In(/0.95) & ~0,02564661 + 4,03861 10 )

Ejercicio 4.27 Se considera la funcién f(x) = In(v/1 + ).

1

(a) Desarrolla en serie de potencias la funcién g(x) = T3

x
(b) Calcula la derivada de f(z).
(¢) Desarrolla en serie de potencias la funcién f(x).

o0
1 1 (_1)nl.n+1

oL () D13 ol <15 0) 3 0 3 D el < 1)

Ejercicio 4.28 Desarrolla en serie de potencias la funcién V1 + z + 22 in-
dicando cuél es el radio de convergencia. (H: Expresa el radicando 1+ z + 22
en la forma a? + (x + b)? para aplicar la serie binémica)

(Sol.: \[Z <1/2>4n< +;)2n si

Ejercicio 4.29 Aplica el ejercicio anterior para calcular la suma de la serie

1/2
Yoo ( / ) T . (H: Toma un valor adecuado de x en el desarrollo anterior)

4ol < X2

1 V3
2‘2

2
(Sol.: 7 )
Ejercicio 4.30 Desarrolla en serie de potencias centrada en ¢ = 0 la funcién
fz) = e’/
= 1 2n
(Sol.: ; g T E R)

Ejercicio 4.31 Desarrolla en serie de potencias centrada en ¢ = 0 la fun-
. dr —

con fle) = 5r 3,9

simples, hallando las raices del denominador)

. (H: Expresa la fraccién como suma de fracciones

99



+o0
: 3(=D" | ont1 1
(Sol.: g ( oS +2"T ) 2" x| < 5 )

n=0

En los ejercicios siguientes se trata de mediante derivacién o integracién
de la funcién dada, relacionarla con una funcién de desarrollo conocido y a
partir de éste hallar el desarrollo de la funcién original.

Ejercicio 4.32 Desarrolla en serie de potencias centrada en ¢ = 0 la funcién
f(x) = arctan 2z.

)

N |

SR D o
Sol.: 2 — " <
(Sol:2> o2 r1” o] =
n=0
Ejercicio 4.33 Desarrolla en serie de potencias centrada en ¢ = 0 la funcién
f(z) = arcsin .

(Sol.: i@ <_1/2> D" ona lz] < 1)

= n 2n+1

Ejercicio 4.34 Desarrolla en serie de potencias centrada en ¢ = 0 la funcién

arcsin x
f(z) = (H: Utiliza el ejercicio anterior).
x

+oo

—1/2\ (=D)" »

Sol.: A A <1

ot - (7)< )
n=0

Ejercicio 4.35 Desarrolla en serie de potencias centrada en ¢ = 0 la funcién

f(z) = sin®x.

+o0

. (_1)n4n n
(Sol.: nz% Gn i) T 2)a:2 2 zeR)

Ejercicio 4.36 Desarrolla en serie de potencias centrada en ¢ = 0 la funcién
f(z) = log(a? +1).

“+o00

(Sol.: Z (n_i):xzmrz ze[-1,1])

n=0
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