Tema 3

Series Numeéricas

Imaginemos que se va a celebrar una carrera con las siguientes reglas:

1. El primer minuto debe recorrerse 100 metros.
2. El minuto siguiente debe recorrerse la mitad, 50 metros.
3. El minuto siguiente debe recorrerse la mitad del anterior, 25 metros.

4. El minuto siguiente dee recorrerse la mitad del anterior, 12,50 metros.

y asi sucesivamente.

Por otra parte, al mismo tiempo empieza otra carrera, con las reglas ligera-
mente modificadas:

1. El primer minuto se recorren 100 metros.
2. El minuto siguiente se recorren la mitad de 100 metros, 50 metros.

3. El minuto siguiente se recorren la tercera parte de 100 metros, 33,3
metros.

4. El minuto siguiente se recorren la cuarta parte de 100 metros, 25 me-
tros.

y asi sucesivamente.

43



Dos corredores empiezan a la vez las carreras. Si la meta de la primera se
encuentra situada a 300 metros y la de la segunda a 1000 metros, ;quién
llega primero a la meta y cuanto tiempo tarda?

Llamamos D = 100 metros la distancia recorrida en el primer minuto. La
primera carrera va recorriendo las distancias:
D D D

D=4+ —=+=+...
to Tt

La segunda carrera va recorriendo las distancias:

D+ D + D + D +
2 3 4
La pregunta es cual de estas sumas alcanza la distancia a la que esta situada
la meta respectiva. Al acabar este tema deberemos ser capaces de dar una

respuesta razonadal.

3.1. Series reales

Del mismo modo que en el capitulo anterior, nos limitaremos a tratar con
series de numeros reales, porque, de nuevo, el estudio de las series comple-
jas se reduce al estudio de las series determinadas por las partes reales e
imaginarias.

Consideramos una sucesion de nimeros reales

{a1,a2,a3,...,an,...}

A partir de ella formamos una nueva sucesiéon {S,};2; definida de la si-
guiente forma:

51:(11
So = a1 + az
S3 =ai + a2+ as

n
Sn:a1+a2+a3—|—...+an:Zak
k=1

1La respuesta es que el primer corredor no consigue llegar jamés a la meta mientras el
segundo si.
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La sucesién {S,} asi definida se llama sucesién de las sumas parciales y an,
recibe el nombre de término general n-ésimo. Llamaremos serie al par de
sucesiones {(ay), (Sn)}-

Definicién 3.1 Diremos que la serie {(ay), (Sn)} es convergente si existe
lim S, = S € R. Al valor S se le llama suma de la serie y lo escribiremos
n

n 400
S=Mm> a,=» an
n
k=1 n=1

Por abuso de notacién representaremos a la serie {(ay), (S,)} por su suma,
400

es decir, por E an; aunque es posible que dicha suma ni siquiera exista.

n=1
Notas: Algunas observaciones a tener en cuenta:

= Kl indice de sumacién n es una variable muda, y puede sustituirse por
cualquier otra letra.

= No es necesario que una serie empiece a sumar desde n = 1. Puede
empezar desde n =00 n = p (p > 1); pero siempre se puede reescribir
para que empiece en n = 1 mediante un cambio de variable (ver el
Ejemplo 3.25).

= S, siempre representa la suma de los n primeros términos de la sucesién
an y entonces se debera tener cuidado al calcularla cuando la serie no
empiece por n = 1.

= Las definiciones de convergencia y divergencia no dependen del término
a partir del cual empiezan a sumar, aunque si afecta al valor de la
suma (véase el Teorema 3.3). Asi, las propiedades que no involucren a
la suma de la serie son ciertas independientemente del término en que
empiecen. Por este motivo, y por comodidad, enunciaremos casi todas
las propiedades para series que empiecen en n = 1 e, incluso, a veces
ni tan siquiera especificaremos desde qué término empiezan a sumar,
escribiendo tnicamente ) a,.

= Aunque hablemos de la suma de una serie, no debemos olvidar que
dicha suma es, en realidad, un limite de sumas y, entonces, pueden no
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ser ciertas las propiedades usuales de las sumas finitas: por ejemplo,
el orden de los sumandos si puede alterar la suma (consultad la Sec-
cién 3.3); o también resulta ser falsa la propiedad asociativa (ver el
Ejemplo 3.6).

+o0
Ejemplo 3.1 Reescribe la serie Z 3
n —_—

para que el indice de sumacion

empiece en n = 1.

Solucidn: Se trata, simplemente, de realizar un pequeno cambio de variable.

+00 1 +o0o 1 +o0o 1
nzjznz—lzn_zlzan—l:;nQ—l

donde k = n — 1 y, substituyendo n = k + 1,

—+o00 —+00 1
Dy v il Db merts s
P (k+1)2-1 = (n+1) 1
renombrando el contador.

Observa que la serie no ha cambiado; sélo se ha modificado el contador:

+00 +oo
1 1 1 1 1
D e E R R TR Dy e

n=2

+oo
1
Ejercicio 3.1 Reescribe la serlez log(n) log [(log(n))]
nlog(n)log|(log(n

para que empiece

a sumar desde n = 1:

+oo 1

712:31 (n +2)log(n + 2)log [(log(n + 2))]

(Sol.: )
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+o00
Ejercicio 3.2 Reescribe la serie E ——— para que empiece a sumar des-

5(0)

den=1:
+00 1
(Sol: 3+ )
n=1 ( n +p -1 >
p
Un ejemplo importante lo constituyen las llamadas series geométricas.
Ejemplo 3.2 Consideremos la progresiéon geométrica 1,7, 72,73, ... r", ...

de la cual obtenemos la serie
—+o0
L4r+r’ 4. 4r"+...=> " (reR)
n=>0

Vamos a calcular S, en funcion de n. Para ello, multiplicamos S,, por la

razon r
Sp=1+r+r?+ri4. 42
TSy =r+r2+r34rtp g

y restando las dos expresiones

1—r"
1—r

Sp,—rS,=1—-r"= S, = sir#1

Para calcular el limite de S,, distinguimos dos posibilidades, segin el valor
de la razon r:

Irf<1 = limr" =0 = limS, =
n n

rf|>1 = limr" =00 = limS, =00
n n

Ahora,
Sp=1
r=1 = fl = 152:14—1:2 :>11'TanSn:oo
n=0 Sn—n
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S1=1
So=1—-1=0

1o S3=1—-14+1=1

r=-1 = Y (-1)" = { Si=1-1+1-1=0 %= 7Alms,
n

n=0
S2n71 =1
Sop, =0
+oo

En definitiva, la serie geométrica Z r™ es convergente sii || < 1y, en ese

n=0

caso, suma exactamente

400 1
T;]r”: 1—r

+00 1 n
Ejemplo 3.3 Calcula la suma de la serie Z (—2> .

n=0

1
Solucion: Se trata de una serie geométrica de razéon r = ——. Entonces, por

lo visto en el ejemplo anterior, es convergente (porque || < 1) y suma

> (5) =ty

n=0

Ejercicio 3.3 Calcula la suma de la serie 1+ 0,1 + 0,01 + 0,001 + ...

10
Sol.: —
(Sol: ')

+o0o +o00
Teorema 3.2 Si tenemos dos series convergentes Z an =25y Z b, =5

n=1 n=1
entonces,

“+oo +oo “+oo
LY (an+b)=> an+ Y bp=S+5
n=1 n=1 n=1
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+oo +o00
2. ) (Aan) =2 ap,=AS VAER
n=1

n=1
Ejercicio 3.4 Encuentra dos series divergentes > a, y Y _ b, de manera que
la serie suma ) (a, + by) sea convergente.
-1
n+1

1
(Sol.: ap, = — y b, = )
n
Ejercicio 3.5 Demuestra quesi Y a, esconvergentey > b, esdivergente
entonces > (a, + b,) es divergente. (H: Si > (ay, + b,) fuera convergente
también lo seria Y (ay, + by — ay).

Esta propiedad nos permite encontrar la férmula de la suma de una serie
geométrica cuyo primer término no es 1; es decir, que no empieza a sumar
desde n = 0.

+o00
Ejemplo 3.4 Sea la serie Zr” =P 4 pPT 2
n=p
Entonces,
“+oo “+oo “+o0o “+o00 D
— _ k r
Zr”:err” p:rer” p:rer = —
1—r
n=p n=p n=p k=0
por lo que,

“+o0
P
r

g r" =
1—r

n=p

+oo

. . 2" + 5"
Ejemplo 3.5 Calcula la suma de la serie g
n=1

107

Solucion: La serie puede descomponerse en suma de dos, de la siguiente
forma:
P X1\ 1"
() -2 (G) < ()
n=1
1 n +o00 1 n
() +2(6)
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puesto que cada una de estas dos ltimas series es convergente ya que se trata
de series geométricas de razén r = % <lyr= % < 1, respectivamente. Por
el ejemplo anterior podemos calcular su suma:

*f(;)”: 1i/f/5 :% Y :Zi@)n: 1i/12/2 =1

n=1

por lo que, finalmente,

“+00

Z2n+5“_1+1_§
mom 4 4

n=1

J
+o0 1 n
Ejercicio 3.6 Calcula la suma de la serie Z <>
n=3 2
(Sol.: 1)
s . 9 27 81
Ejercicio 3.7 Calcula la suma de la serie 8 + 6 + 5 + 3 + 32 +...
(Sol.: 32 )
s . 1
Ejercicio 3.8 Calcula la suma de la serie 4 — 2+ 1 — 3 + ...
8
Sol.: -
(Sol.: 5 )

Teorema 3.3 La convergencia de una serie no depende del término en el
que se empiece a sumar; es decir;

+o00 +0o0
E a, e€s convergente < E a, e€s convergente
n=1 n=p

Ademas, en este caso

+o00 I
Zan:(a1+a2+...+ap_1)+zan (p>1)
n=1 =p
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+o00 oo
Teorema 3.4 Sila serie g an €s convergente entonces también lo es E by,

n=1 n=1
donde
bi=a1+as+...+ap

by = an, 41+ a2 + ...+ apy
b3 = Apyt1 + Gpgt2 + oo+ Qg

Es decir, también es convergente la serie obtenida por agrupaciéon de térmi-
nos de la primera. La misma propiedad es cierta si cambiamos convergente
por divergente a +oo.

El reciproco de la propiedad anterior no es cierto como lo prueba el siguiente

ejemplo:

Ejemplo 3.6 Consideremos la serie geométrica de razén r = —1, es decir,
1-1+1-1+1-1+...

Hemos visto antes que esta serie no es convergente, no obstante esto, al
agrupar términos:

1-D)+(1-1)+1-1)+...=040+0+...=0

si resulta una serie convergente.

No obstante, puede probarse que el reciproco de la propiedad anterior si es
cierto si la serie es de términos positivos.

3.2. Criterios de convergencia

Las series geométricas son sencillas de sumar. En general, calcular la suma
exacta de una serie no resulta tarea ficil. Antes de intentar encontrar la
suma de una serie puede ser muy util saber si la serie es o no es convergente.
Este tipo de problemas se conoce como Problemas sobre el cardcter de una
serie. En las siguientes secciones estableceremos una relacién de criterios
que nos permitiran determinar el cardcter de una serie. El primero de todos
nos da una condicién necesaria que debe cumplir toda serie convergente.
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400
Teorema 3.5 (Condicién necesaria de convergencia) Sila serie E an,

n=1
es convergente = lima,, = 0
n

Ejemplo 3.7 La condicién anterior no es suficiente, como lo prueba la lla-
1

mada serie armdnica 315 —.
n
. . .1 . .
Esta serie verifica que lim — = 0 y, no obstante, la serie es divergente.
non

Vamos a probar esto dltimo. Sea {S,} la sucesién de las sumas parciales ,
es decir,

Su=ltitit . 4+
"o T3 Ty

1 1 1 1 1
Sop=14+-+-+...+—+——+...+ —
2 n o n

3 +1 2n
Asi,
1 1 A 1 1 1 P 1
Sy — S = _~  amn te.rr_n_lnos — > _— 4 ntérminos 4
2n " n+1+n+2+ +2n 2n+2n+ +2n
on 1
C2n 2
, 1 ,
de donde lim(Sy, — Sy,) > 3 y entonces lim(Sa, — Sp) # 0.
n n

Concluimos, entonces, que la sucesién {5, } no puede ser convergente; porque
si lim S,, = S, entonces también 1im Sy, = S (al ser Sy, una subsucesién de
n n

Sp); pero entonces
m(So, — Sp) = 0
n

v hemos probado anteriormente que no puede ser asi. Por tanto, la serie
armonica es divergente.

n

+oo
Ejemplo 3.8 La serie Z es divergente porque lim L #0.
n=0 nonA 1

n—+1

+o0
1
Ejercicio 3.9 Estudia el caracter de la serie g (2 + >
n

n=1

(Sol.: Divergente. )
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+oo
3
Ejercicio 3.10 Estudia el caracter de la serie E log (2 + 2).
n
n=1

(Sol.: Divergente. )

400 n
Ejercicio 3.11 Estudia el caracter de la serie Z ( o >
\n+ 1

(Sol.: Divergente. )

3.2.1. Series de términos positivos

“+o00
Una serie g a, donde cada a, > 0 se dice una serie de términos positivos.

n=1
En este caso, como

Sn+1 =5, + an+1 > Sh

resulta que la sucesién de sumas parciales {S,} es creciente. Entonces, la
serie serd convergente si, y sélo si, la sucesién {S,} estd acotada superior-
mente. Si no lo estd, la serie serd divergente a +oo (Teorema2.8).

Ejemplo 3.9 Hemos visto antes que la serie arménica era divergente. Como
es de términos positivos podemos afirmar que su suma vale +oo.

400
Si una serie E ap, es de términos negativos (i.e., a, < 0 Vn) entonces el

n=1
estudio de este tipo de series se puede reducir al de las series de términos

positivos, teniendo en cuenta que
+oo +oo
DTS S
n=1 n=1
y esta ultima ya es de términos positivos y tiene el mismo caracter.

Ademas, como el cardcter de una serie no se altera si eliminamos un ntmero
finito de términos, equipararemos a este tipo todas aquellas series que si
bien no son de términos positivos, sdlo tienen un ntmero finito de términos
negativos.

Vamos a ver algunos criterios para averiguar si una serie de términos posi-
tivos es convergente o divergente.
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Teorema 3.6 (Criterio de la serie mayorante) Sean ) a, y > b, dos
series de términos positivos.

= Si ) b, es convergente y a, < b, ¥V n = > a, es convergente

= Si ) ay, esdivergente y a, < b, Vn = > b, es divergente

400 1
Ejemplo 3.10 Sea la serie Z
n

= logn
. 1 1
Solucién: Como logn < n, Vn > 2, resulta — < Toan’ Vn > 2 y como la
n ogn
+00 1 400 1
serie Z — es divergente concluimos que Z es divergente.
n logn
n=2 n=2
]
X2 cos(n)
Ejercicio 3.12 Averigua el caricter de la serie Z _
n

n=2

(Sol.: Divergente. )

o0 [e.°]
Ejercicio 3.13 Sean Zan y an dos series convergentes de términos

n=1 n=1
+o0
positivos. Prueba que también lo es Z vV apby,. (H: Utiliza la desigualdad
n=1

an+b o .
Vanb, < — 3 " v el criterio de la serie mayorante.)

[e.e] [e.°]
Ejercicio 3.14 Sean Zan y an dos series convergentes de términos

n=1 n=1
+o0
. .y anby - .
positivos. Prueba que también lo es Z . (H: Utiliza la desigualdad
o an + by

anby,
a, + by,

< ay y el criterio de la serie mayorante.)

Como consecuencia del criterio de la serie mayorante, se obtiene el siguiente
criterio.
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Teorema 3.7 (Criterio de comparacién en el limite) Sean ) a,y > b,

. ;. .- . Qn
dos series de términos positivos y sea lim 7= . Entonces,
n

» Si0 <\ <400, entonces Y an y . by tienen el mismo caracter.
» SiA=0y > by, es convergente, entonces y . a, es convergente.
= SiA=+4o00y Y. b, es divergente, entonces »_ a, es divergente.

+oo
1
Ejemplo 3.11 Considérese la serie Z 1 1
nelld o+t
n

+o00
Vamos a compararla con la serie Z Toan’ que sabemos es divergente (Ejem-
ogn
n=2

plo 3.10)
1
L
lim 1 =lim f%”
n n 1 - ) -
logn + 2 et

Este limite lo resolvemos por Stolz:

) logn , log(n+ 1) — logn
lim T = lim 1 1 1 1
Tl o4+ — Tl —— = (1o
5 - ot <+2+ +n>
1 n—+1
) 0og T ) n+1 n+1
= lim 71 :hmlog E—
n n n
n—+1
= loge=1#0

Por tanto, ambas series tienen el mismo caracter y, por tanto,

+oo 1

T T ©s divergente.

n=114+ -4 ...+ —
2 n

El inconveniente de este criterio reside en que necesitamos otra serie conocida
para poder compararla. Las més utilizadas para comparar son las llamadas
series de Riemann (ver el Ejemplo 3.15).
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Para evitar este problema, veremos otros criterios en los que sélo se utiliza
el término general a,, de la serie a investigar y, por tanto, no se necesita
ninguna otra serie para comparar.

Teorema 3.8 (Criterio de D’Alambert) Sea ) a, una serie de térmi-
An+41

Gnp

nos positivos y sea lim

= . Entonces,

» Si0<\<1,entonces Y a, es convergente.

» Sil< A< 400, entonces Y a, es divergente.

Este criterio se suele utilizar cuando el término general a,, consta de pro-

ductos o cocientes. Notar que este criterio no determina el caricter de la
An41

Gnp

serie cuando lim = 1. Cuando esto ocurre puede utilizarse el criterio

siguiente.

Teorema 3.9 (Criterio de Raabe) Sea ) a, una serie de términos po-
Gn41
an

sitivos y sea lim n | 1 — = ). Entonces,

= Si A <1, entonces Y a, es divergente.
= Si A > 1, entonces ) a,, es convergente.

400 3
n
Ejemplo 3.12 Sea la serie E - Identificamos el término general de la
= n!
serie
n3
ap = —
n!

y aplicamos el criterio de D’Alambert:

(n+1)3

! 1n\* 1
Jm & — g (1) :h’m<n+ ) —0<1

no ap n n3 n n n+1

n!

+K>n3
y podemos concluir que E 5 es convergente.
n.

n=1
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+o00

1-3:5---(2n—1
Ejemplo 3.13 Sea la serie Z (2n—1)
n=1

2.4-6---(2n)

. Identificamos el término

general de la serie
1-3-5---(2n—1)
2.4-6---(2n)

y aplicamos el criterio de D’Alambert:

Ay —

1-3-5--(2n—1)(2n + 1)

, Qpyl o, 2:4-6---(2n)(2n + 2) ., 2n+1

lim = lim =lim—— =

n o ap n 1-3-5---(2n—1) n 2n 4+ 2
2:4-6---(2n)

v no podemos concluir nada. Aplicamos ahora el criterio de Raabe, utilizan-
do que, segin el cdlculo anterior, %2+t = 2ntl.

an  2n+2°
. an4+1\ ., 2n+1 Ry 1
hTann(l . ) —hTann<1 2n+2> _117?172271—1—2
n 1
:1, = = ].
Wom 2 2
y entonces obtenemos que
+ZO01‘3.5'”<2H_1) es divergente
ivergente.
27246 (2n) &

“+oo
Ejercicio 3.15 Estudia el cardcter de la series (a) Z

n=

E;%!Y(b)

(Sol.: (a) Convergente; (b) Convergente )

—

3

Il

—
~~

too 2™n!
n=1

Ejercicio 3.16 Estudia el cardcter de la serie » —
n

(Sol.: Convergente. )

+o00 (n')Q
n=1 2n2 .

Ejercicio 3.17 Estudia el caracter de la serie

(Sol.: Convergente. )
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o 4710 (3n+1)
n=192.6-10---(4n —2)
(Sol.: Convergente. )
oo (n1)?4"
n=l(op)!
(Sol.: Divergente. )

Ejercicio 3.18 Estudia el cardcter de la serie »

Ejercicio 3.19 Estudia el cardcter de la serie >

El siguiente criterio es equivalente al criterio de D’Alambert pero se utiliza
en vez de éste cuando el término general a,, consta de potencias de exponente
n, nz, etc.

Teorema 3.10 (Criterio de la raiz o de Cauchy) Sea Z ap una serie
de términos positivos y sea lim /a,, = A. Entonces,

» Si0 < \<1,entonces Y a, es convergente.

» Sil< A< +o0,entonces Y a, es divergente.

. ) =1 +5sin®n . )
Ejemplo 3.14 Sea la serie ———— Identificamos el término general
n=1 n
1 +sin®n
ap = T

y aplicamos el criterio de la raiz:
Wfl14sin®n V/14sindn
n

" hm e — hm
n n

. \n/ 1+sin®n

Para calcular este limite, vamos a probar en primer lugar que V/1+sin®n
es una sucesion acotada. En efecto,

1
lim ¥a,, = lim —
n n n n n

—1<sin®n<1=0<14+si®°n<2=0< V1+sin®n< ¥/2<2

entonces, aplicando el Teorema 2.11,

1 . X
lim ¥/a, =lim — - V1+sin?>n=0<1
n n ——

n
acotada
—0
+o0 .
. 1+sin®n
y COIIChllInOS que — €S Convergente.

nr
n=1
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2 n
Ejercicio 3.20 Determina el cardcter de la serie Z:fi n <3> .

(Sol.: Convergente. )

n
Ejercicio 3.21 Determina el cardcter de la serie 37 <2T:_1> .
n

(Sol.: Convergente. )

Ejercicio 3.22 Determina el cardcter de la serie E:g 3
n

(Sol.: Divergente. )

El criterio siguiente se suele utilizar cuando el término general a,, consta de
potencias de exponente cualquiera.

Teorema 3.11 (Criterio Logaritmico) Sea ) a, una serie de términos

1
log [ —
a
positivos y sea lim "7 — X. Entonces,
logn

= Si A <1, entonces ) a, es convergente.

» Si A > 1, entonces ) a, es divergente.

Ejemplo 3.15 Vamos a estudiar la convergencia de una familia de series,
“+oo

llamadas Series de Riemann: E —, @ € R. Identificamos el término gene-
n
n=1

ral:

an:ﬁ

y aplicamos el criterio logaritmico:

1
log [ —
°8 (an> i logn® . alogn

lim = lim = lim =«
n  logmn n  logn n  logn

Asi, si @ > 1 la serie es convergente y si o < 1 la serie es divergente. Si
a =1 la serie queda



que es divergente.

Resumiendo,
0 Convergente si « > 1
> — (@€R) =
n=1 Divergente si a <1

Las series de Riemann se utilizardn a menudo en el criterio de comparaciéon
en el limite, sobre todo si el término general es un cociente de polinomios.
En el ejemplo siguiente vemos su aplicacion.

“+o00

on — 3
Ejemplo 3.16 Determina el cardcter de la serie Z Z .
—n +n

Solucién: Vamos a compararla en el limite con la serie de término general

1
n = — (que son los dos infinitos de mayor orden que aparecen en la serie
n

n3
a estudiar).
5n—3
n3+n , 5n3 — 3”2
lim T = lim —— =
= n° +n

por lo que la serie inicial tiene el mismo caracter que la serie g —5 v, siendo
n

ésta convergente, por ser una serie de Riemann de exponente o = 2 > 1, nos
permite concluir que

+
= 5n—3

Z 3 es convergente.
- +n

1

Ejercicio 3.23 Determina el cardcter de la serie Z:{f’j I wa—
—nc—2n+3

(Sol.: Convergente. )

too VM

n=lp24 1"

Ejercicio 3.24 Determina el caracter de la serie >

(Sol.: Convergente. )
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1
Ejercicio 3.25 Determina el carcter de la serie > >

=3t

(Sol.: Convergente. )

|
[log(log(n))]'&™)

(Sol.: Convergente. )

Ejercicio 3.26 Determina el cardcter de la serie 3%

+oo 1
"= {/log(n)

(Sol.: Divergente. )

Ejercicio 3.27 Determina el caracter de la serie

Teorema 3.12 (Criterio de Condensacién) Sea g ay una serie de térmi-
nos positivos, donde la sucesion {a,} es decreciente, entonces las series

Zan y Z2k~a2k
n k

tienen el mismo carécter.

“+o00

1
Ejemplo 3.17 Determina el cardcter de la serie Z
nlogn’
. 1 . :
Solucién: Llamamos a, = Toen” Como {nlogn} es una sucesién crecien-
nlogn
te deducimos que {a,} es decreciente. Asi, podemos aplicar el criterio de
“+oo
condensacién y concluir que 2k~ tienen el mismo
y ave ) nbgn Z

caracter. Estudiemos ahora esta ultlma

+00 +o0 +o00 400

1 1 1 1 1
S =t e
k k k
— 2% log 2 P log 2 — klog2 log2 P k

y resulta ser la serie armonica que es divergente. Concluimos, pues, que
+o0o

1
Z es divergente.
=n logn
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Ejercicio 3.28 Determina el cardcter de la serie 19 P p € N.

1
n=2 7 (log(n)
(Sol.: Convergente si p > 1. )

+o00 1

Ejercicio 3.29 Determina el cardcter de la serie ) ' 5 .
~ nlog(n)log [(log(n))]

(Sol.: Divergente. )

3.2.2. Series alternadas

“+o00

Definicién 3.13 Una serie Zan se dice alternada si a, - an+1 < 0, para
n=1

todo n (i.e. sus términos alternan el signo).

Para series alternadas disponemos del siguiente criterio:

Teorema 3.14 (Criterio de Leibnitz) Sea ) a, con a,41 - a, <0, para
todo n. Si la sucesién {|a,|} es decreciente, entonces

E a, es convergente <= lim|a,|=0
n

Notas:

= A una serie alternada no se le puede aplicar ninguno de los criterios
vistos anteriormente para series de términos positivos.

» Si la sucesién {|a,|} es creciente entonces no puede tener limite 0 y
asi la serie serd divergente, pero la sucesiéon {|a,|} puede no ser ni
creciente ni decreciente y, en este caso, no podremos aplicar el criterio
de Leibnitz.

+oo
» Toda serie alternada puede ser escrita de la forma Z(—l)"an 6 de la

n=1
+oo
forma Z(—l)”“an donde a,, > 0 (dependiendo que sean negativos
n=1

los términos impares o pares, respectivamente).
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+o00
1
Ejemplo 3.18 Determina el caracter de la serie Z(—l)”ﬂf.

n
n=1

Solucion: Se trata de una serie alternada. Veamos si cumple la hipétesis
del criterio de Leibnitz.

n+1

1 1
Llamamos a, = (—1)""" —; por tanto |a,| = —. Como {n} es una sucesién
n n

creciente, deducimos que {a,} es decreciente. Por tanto, podemos aplicar el
criterio de Leibnitz y al ser
lim— =0
nn
+oo

1
podemos concluir que Z(—l)”Jrl

— es convergente.
n

n=1

Ejemplo 3.19 Comprobar que la serie alternada

1 1

1 1

11+11+11+ +11+ n
2 2 3 2 3 3 4 3 4 3 4

diverge y explicar por qué no se contradice el criterio de Leibnitz.

Solucion: No se puede aplicar el criterio de Leibnitz porque la sucesién de
los valores absolutos de los términos no es decreciente. No es convergente
porque al agrupar los términos de la forma:

1 1_|_1 1_|_1 14‘1 1_|_1 l_l_l 1_|_
2 2 3 2 3 3 4 3 4 3 4) 7

obtenemos la serie

1 1 1
que es divergente y recuerda que si una serie es convergente, cualquier rea-
grupacién debe ser convergente (Teorema 3.4).

O

(~1)"

Ejercicio 3.30 Determina el caracter de la serie Z:ﬁ 5 1
n—

(Sol.: Divergente. )
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+o00 (_1)71
n=1 ﬁ .

(Sol.: Convergente. )

400 (_1)71,
" log(n)

(Sol.: Convergente. )

Ejercicio 3.31 Determina el caracter de la serie >

Ejercicio 3.32 Determina el caracter de la serie

1
Ejercicio 3.33 Determina el cardcter de la serie 1% (—1)"*! sin ()
n

(Sol.: Convergente. )

L+ ()"

Ejercicio 3.34 Determina el cardcter de la serie S
n

(Sol.: Divergente. )

3.3. Convergencia absoluta y condicional

+oo
Definicién 3.15 Una serie Z ay, se dice Absolutamente Convergente si la

n=1
“+o00

serie E lan| es convergente.

n=1

= (1"
Ejemplo 3.20 La serie Z

n=1
absolutamente convergente, ya que la serie de los valores absolutos no es

convergente:

es convergente (Ejemplo 3.18) pero no

“+o0o

>

n=1

+oo
..
= E — divergente
n

n=1

="

n

Ejercicio 3.35 Estudiar la convergencia y la convergencia absoluta de la

serie:
1 1 1
——+...+

1
V3 V4 V2n—1 2n

(Sol.: Convergente pero no absolutamente. )

1-—+

+ ...

Sl
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Nota: Esta claro que para series de términos positivos ( o de términos
negativos) los conceptos de convergencia y convergencia absoluta son equi-
valentes. Es mas, si recordais que el caracter de una serie no depende del
término en que empieza a sumar, podemos afirmar lo mismo para series con
un numero finito de términos negativos (o, respectivamente, de términos
positivos).

En general la relacién entre la convergencia y la convergencia absoluta viene
dada por la siguiente propiedad:

Teorema 3.16 Si ) a, es absolutamente convergente, entonces Y a, es
convergente.

Esta propiedad nos da un nuevo criterio para estudiar la convergencia de las
series alternadas:

Ejemplo 3.21 Consideremos la serie:

11 1 1 1 1 1
+ = += +..+ - +...

I"pts oty @ (2n —1)3  (2n)2

Es una serie alternada pero no podemos aplicarle el criterio de Leibnitz
porque los términos, en valor absoluto, no forman una sucesién decreciente.
Estudiemos la convergencia absoluta:

UL S S I N —f L1
22738 275 T 2n—1)3 202 &\ (2n—1)8 T (2n)?

Si esta ultima la descomponemos en dos series:

+o00

1 el 1
Z m que es convergente, compardndola con E =
n=1
+oo 1 )
Z (2n)? que es convergente, comparandola con E —
n=1

Entonces, como las dos son convergentes, concluimos que la serie

> (& o)

n=1
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es convergente, por lo que la serie primera resulta ser absolutamente con-
vergente y, por tanto, convergente.

Definicién 3.17 Dadas dos series > ay, y Y by, diremos que > b, es una
reordenacion de > ay si la sucesién {b,} se ha obtenido a partir de {a,}
reordenando sus términos.

Definicién 3.18 Una serie ) ay, se dice:

= Incondicionalmente convergente si la serie es convergente y cualquier
reordenacién de ella es convergente y suma lo mismo.

= Incondicionalmente divergente si la serie es divergente y cualquier
reordenacion de ella es divergente.

= (Condicionalmente convergente si es convergente pero no incondicio-
nalmente convergente.

s Condicionalmente divergente si es divergente pero no incondicional-
mente divergente.

El siguiente resultado simplifica el estudio de la convergencia condicional:

Teorema 3.19 La serie ) a,, es incondicionalmente convergente si, y s6lo
si, es absolutamente convergente.

+oo
1"
Ejemplo 3.22 La serie Z u es condicionalmente convergente, ya que
n
n=1
es convergente (por el criterio de Leibnitz) pero no absolutamente conver-

gente (ver el Ejemplo 3.20).

Si una serie tiene un nimero finito de términos negativos (o de términos
positivos) sabemos que su convergencia implica convergencia absoluta. Por
tanto, para que una serie sea condicionalmente convergente ha de tener infi-
nitos términos positivos e infinitos términos negativos. Suponemos entonces
una serie Y a, de manera que {a,} tiene infinitos términos positivos {b,}
e infinitos términos negativos {c,}. Entonces,
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Teorema 3.20 Con la notacién anterior se tienen las siguientes propieda-
des:

bn

) |enl

} convergentes = > a, incondicionalmente convergente.

= Y a, incond. divergente.

2
2
> by una es convergente
2

len) y la otra divergente

>b

5 |C"‘ } divergentes = _ a, cond. convergente o cond. divergente.
n

Ademas, en este ltimo caso, si lim a,, = 0, podemos obtener una reordena-
cién o bien divergente o bien convergente.

Ejemplo 3.23 Estudia la convergencia condicional de la serie
11 1 1 1 1
ToatEogtEogtoTlm

Solucién: Consideramos por separado los términos positivos b, y negativos

Cn-
+o00
1 1 1 1
an:§+?+?+,_,zzm—> convergente.
n=1
+o0
1 1 1 1
Z‘C”‘:§+1+6+'”:Z%H divergente.

n=1

Entonces, la serie ) a, es incondicionalmente divergente.

O

Ejercicio 3.36 Estudia la convergencia y la convergencia absoluta de la
1 2 3 4 5 6

serie - — -+~ ——+ - — -+

2 3 4 5 6 7
(Sol.: Divergente. )
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Ejercicio 3.37 Estudia la convergencia y la convergencia absoluta de la
1 1 1 1 1 1

Serlei—i+§—§+§—§+

(Sol.: Incondicionalmente divergente. )

Ejercicio 3.38 Dada la serie
I S S S
V2 V3 V4 V2n—1 Von
de la cual sabemos que es convergente pero no absolutamente (Ejercicio 3.35);
considera la siguiente reordenacién

(s ) G0
+<\/4nl—3+\/4;—1_¢1271>+

1. Qué podemos decir sobre su convergencia? ;Y sobre la convergencia abso-
luta?

(Sol.: No absolutamente convergente y divergente. )

3.4. Sumacion de series

Hasta ahora hemos visto métodos para determinar si una serie es convergente
o divergente. Cuando una serie Y a, es convergente sabemos que tiene una
suma finita S. El objetivo de esta seccién es calcular la suma de la serie. Este
problema resulta mas complicado de abordar que el estudio del carécter,
dado que la suma es, en realidad, el limite de la sucesiéon de las sumas
parciales y no siempre sera factible poder calcularlo.

Hemos estudiado ya la suma de una serie geométrica y, con una técnica
parecida, estableceremos la suma de algunos tipos mas de series.

(a) Series Aritmético-Geométricas
Son de la forma 3> a,b, donde {a,} es una progresién aritmética (de
distancia d) y {b,} es una progresién geométrica (de razén r). Entonces,

ap=a1+dn—1) n=1,2...
b, =bir" ' n=12,...
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Se observa por simple sustitucién que la serie no es convergente cuando
|r| = 1. Vamos a calcular S, en los otros casos:

Sn = a1by + asbs + asbs + ... an_1bp_1 + apby,

rSp = a1bs + azbs + azby + ... an_1by + anbnia

de donde restando ambas expresiones resulta
Sn(l — 7") =aib; + [(CLQ — al)bg + ...+ (an — an_l)bn] — Apbnt1

pero, como la diferencia entre dos términos consecutivos de una progresién
aritmética siempre es la distancia d, obtenemos:

Sn(l — 7”) = aib; + d[bg +bs+...+ bn] — apbpt1
a1by + dby [7’ +r 4+ 7“”_1] — Anbnt1

n

y ahora como r +r? 4+ ... "1 = 7“1— "_ obtenemos
—r
_n
Sp(l—71) =aiby + dby 7"1 T Anbpi1
—r
y aislando Sy, :

a1by r—r" Anbnt1

Sp=——+db —
nmr ot "a=r2  1-v

Suponemos ahora que |r| < 1, entonces

limr™ =0
n

lim aypby 1 = lim(d(n — 1) + a1)byr™ =0
n n

a1b1 d?‘bl
1 112

= lim S, =
n

Por contra si |r| > 1 entonces lim 7" = oo y no existe lim S,,.
n n

+o0
Resumiendo, la serie aritmético-geométrica Z anby, es convergente sii |r| <
n=1
1 y en este caso suma exactamente
“+o0o
aiby drby
Gnby = + 3.1
Z T - (1—1)2 (3:1)
n=1
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Ejercicio 3.39 Encuentra la férmula de la suma cuando la serie empieza a
sumar desde n = p.

Ejemplo 3.24 Calcularemos la suma de la serie:

*i’f 3-4.5.-(n+2)
2-4-6-8--(2n+2)

n=1
Solucién: Simplificando los términos, se observa que corresponde a una
serie aritmético-geométrica.

i" 34:5.(n+2) 3 . 34 345
£=2-4-6-8---(2n+2)  2-4 2:4.6 2-4-6-8
3:4:5-6
2-4-6-8-10
3 4 5 6
= 273+274+275+276+"‘
_ +o°n+2
- 22n+2
n=1

1 1
de donde d = 1, r = 3 a1 = 3y by = — por lo que aplicando la férmu-

23
la (3.1), se obtiene

N 1 1 1
f 3:45(n+2) P Ly
2-4-6-8---(2n+2) 1 L,
n=1 1-—- (1-2)
2 2
]
(b) Series Hipergeométricas
+oo
Son series de términos positivos Z an que cumplen la relacién
n=1

Antl _ on + con a+0—-v#0
an an + 7y

Puede probarse que
an +v)an41 — Y41

|
Sn = a+p—v
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+oo
Si suponemos ahora que la serie E an es convergente, entonces necesaria-

n=1
mente deben ser limna,+1 =0 y lima,+1 =0 y asi,
n n

+
S=1m§, = fan —_ar (3.2)
" n=1 ’Y—a—ﬂ

Nota: Para determinar los valores correctos de «a, 3 y 7, la serie debe
empezar a sumar desde n = 1.

400 1
Ejemplo 3.25 Sea la serie Z

=)

.. n n!
Solucién: Como = ——— resulta
p pl(n —p)!
( n ) N n!
n=p n=p
p
Estudiemos primero su cardcter mediante el criterio de D’Alambert: llaman-
| — )l
do a, = M (n > p ) obtenemos
n!
pl(n+1—p)!
|
m &L — i B (O L
noan n  pl(n—p)!
n!
1—
— lim ntl-p -1
n n4+1
Aplicamos ahora el criterio de Raabe
11—
limn <1 — an+1> = limn (1 - n—i—p)
n anp, n n+1
1§ np
= 1m =
n n+l P
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Asi si p > 1 la serie es convergente. El caso p = 1 lo estudiaremos més
adelante.

Ademas, la serie es hipergeométrica porque

An+1 _n+1_p

an n+1

Ahora bien, para determinar la suma y, mds concretamente, los valores
correctos de «, 3, la serie debe empezar a sumar desde n = 1. Para conse-
guirlo haremos un cambio de variable:

+ +
iop!(n—p)! _ f pl(n —p)!
= n! n!

n+1_p+1
B Z p n — p k= 7L+1—p Z
n+l1—p=1 (k —|—p o 1
k—1
Llamando ahora a; = Ui)_(’_)) k > 1 obtenemos
plk!
a1 (k+p)t K
ay pl(k—1)! k+p
(k+p—1)!

dedonde a =1, =0y ~vy=pcona+p—v=1-—py, aplicando la
férmula (3.2), se obtiene

n= ) k=1

E+p—1)! p—1 »p

Finalmente, si p = 1, resulta que (T) = n, de donde

+o00 p|(n _p)! B +oo 1
e R D
n=p n=1

que es divergente.
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(c) Series telescopicas

Una serie Z:ﬂ an se dice telescépica si el término general a, puede des-
componerse de la forma

an = bn - bn—l
es decir, es la diferencia entre dos términos consecutivos de otra sucesion.
En este caso, es posible hallar la suma parcial .S, y calcular su limite.

+o00
1
Ejemplo 3.26 Calcula la suma de la serie _
Jemp ; n(n+1)
‘s . . 1
Solucion: La serie es telescopica puesto que, al descomponer ——  en
n(n+1)
fracciones simples, resulta
111
nn+1) n n+l
Entonces, para calcular S,, hacemos:
o = 1o}
w = 4-}
@ = -1
ot = 7y
_ 1 1
n = 5 = 31
a1 +ay+...+a, = 1—%4_1

Ahora, al sumar estas igualdades, resulta que, en la parte de la derecha
se cancelan los términos dos a dos (salvo el primero y el tltimo) y en la
izquierda queda aj + ag + . ..a, = Sy, por lo que

1
S,=1-—
" n—+1
y, por tanto,
+oo
1 1

Z:h’mSn:Hm<l— ):1
nzln(n—l—l) n n n+1
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Ejercicio 3.40 Calcula la suma de la serie 2:202 , descomponiéndola
n

2-1
previamente en fracciones simples.

(Sol.:

e~ w

)

+00 n

d -
"2 Dnt2)

Ejercicio 3.41 Calcula la suma de la serie )

poniéndola previamente en fracciones simples.

(Sol.: 400 )

> 1
Ejercicio 3.42 Calcula la suma de la serie Z log <1 — 2).
n=2 n

(Sol.: —log2)

3.5. Problemas adicionales

Ejercicio 3.43 Averigua el cardcter de las series

@ 0y 20T () Seostom
WY @S peh
O Sy WIS 0 S
o) £ =

(Sol.: Son convergentes (a), (b), (g), (h), (i) y (4).)

Ejercicio 3.44 Averigua el caricter de la serie

Vol
Z(2+ﬁ)(2+\/§>~--(2+\/ﬁ)

(Sol.: Convergente )
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Ejercicio 3.45 Estudia el caracter de las series:

@ % (2+7) 0T © T

(d) S log <2 + ;) (¢) T log (1 + i) ) 5 i/tar@ <n41+3>
0 T 0) T g O T g

6 Lin ) Ch- () x o)

o) S (P

(Sol.: Son convergentes: (b), (f), (g), (h), (m)y (n).)

Ejercicio 3.46 Estudia la convergencia y la convergencia absoluta de la
serie

D oogd vl g il g2 p g2
g BTy T By Ty TR 08

1\" 1 n+1
(H: Utilizar la desigualdad <1 + ) <e< (1 + ) para demostrar
n n

que los valores absolutos de los términos de la serie forman una sucesién
decreciente)

(Sol.: Condicionalmente convergente )

“+oo
1 1
Ejercicio 3.47 Calcula la suma de la serie Z <2n - 3n>
n=1

1
Sol.: —
(Sol: 5 )
Ejercicio 3.48 Calcula la suma de la serie 7 1 descomponiéndo
J ' n=1 TL(’I’L T 2)7 p
la previamente en fracciones simples.
(Sol.: 3)
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1
Ejercicio 3.49 Calcula la suma de la serie Z:g @n+1)@n+3) des-
n n

componiéndola previamente en fracciones simples.

1
Sol.: —
= 1
Ejercicio 3.50 Calcula la suma de la serie Z m, sabiendo que
n p— p—
n=2

= n+1 1
Z(—l) — =log2.
n=1 "

1
(Sol.: 1 log2 )
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